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Figura 5-15

Diagramamos uma premissa de cada vez. O diagrama resultante deve
ser utilizado para testar a validade da forma, do mesmo modo feito para
as inferéncias imediatas: se ao diagramar as premissas tivermos, auto-
maticamente, diagramado também a concluséo, entdo a forma é valida;
caso contrario, a forma é invalida.

PROBLEMAS RESOLVIDOS

5.11 Utilize um diagrama de Venn para determinar se o argu-
mento acima é valido.

Solucao

A primeira premissa afirma que o conjunto dos quadripedes tem
pelo menos um elemento em comum com o conjunto dos gnus,
portanto colocamos um x na regifo que é interceptada pelos dois
circulos @ e G. Entretanto, essa regido estd dividida em duas
partes pelo circulo H. Em qual dessas duas partes devemos
colocar o x? E claro que sabemos que os gnus sio herbivoros e,
portanto, devemos colocar o x na regido compreendida pelos trés.
Contudo, isso seria um erro. Estamos diagramando somente a
informacéo contida na primeira premissa; introduzir conheci-
mentos adicionais é “trapacear”. A primeira premissa néo indica
se 0s gnus de quatro pés séo ou nio herbivoros. Assim, para levar




230

Légica

em conta esse fato, colocamos o x na fronteira entre os herbi-
voros e os nao-herbivoros (fig. 5-16). A segunda premissa diz que
o conjunto dos gnus é um subconjunto do conjunto dos herbi-
voros. Para diagramar isso, sombreamos a regifo que representa
os gnus que ndo sdo herbivoros (fig. 5-17). Observe que, ao
diagramar a segunda premissa, eliminamos a possibilidade de
que o x represente um nao-herbivoro. Desse modo, podemos
agora ver que o x (que representa pelo menos um gnu de quatro
pés) deve estar contido na regido comum aos trés circulos. Em
outras palavras, as premissas requerem que pelo menos um gnu
de quatro pés seja um herbivoro. Mas isso é justamente o que a
concluséo afirma. Logo, ao diagramar as premissas, temos auto-
maticamente diagramada a conclusfo. Isso mostra que se as
premissas sao verdadeiras, entdo a conclusido também é verda-
deira, isto é, o argumento é valido. Na verdade, mostrou-se que
qualquer argumento dessa forma é valido, pois nao faz diferenca
para o diagrama se ‘Q, ‘G’ e ‘H’ significam ‘quadripedes’, ‘gnus’ e
‘herbivoros’, respectivamente, ou qualquer outra classe de atributos.

Q Q

Figura 5-16 Figura 5-17

5.12 Construa um diagrama de Venn para testar a validade da
seguinte forma:

Nenhum F é G.
Todo G é H.
. Nenhum F é H.
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Solucao

A primeira premissa afirma que os conjuntos F e G nio tém
elementos em comum. Assim, devemos sombrear a regiio
compreendida pelos circulos F' e G. A segunda premissa diz que
G é um subconjunto de H e, portanto, sombreamos a regido do
circulo G que é externa ao circulo H (fig. 5-18). Isso, ainda, deixa
uma regido ndo sombreada entre os circulos F' e H sobre a qual
nao temos informacdo. Em outras palavras, isso é consistente
com as premissas que existem Fs que sao Hs mas nao sao Gs.
Mas se existem tais F's, entao a conclusio ‘Nenhum F é H’ é falsa.
Logo, essa conclusao pode ser falsa enquanto suas premissas sdo
verdadeiras. Conseqiientemente, a forma é invalida.

Figura 5-18

5.13 Construa um diagrama de Venn para testar a validade da
seguinte forma:

Todo F é G.
Nenhum G é H.
.. Nenhum F é H.

Solucao

Para diagramar a primeira premissa, sombreamos a regifo do
circulo F que é externa ao circulo G. Para a segunda premissa,
sombreamos a regiao comum compreendida pelos circulos G e H.




232

Logica

Isso, automaticamente, sombreia uma parte da regido compreen-
dida pelos circulos F' e H. Assim sendo, o diagrama mostra que a
conclusao é verdadeira, dadas as premissas. Logo, a forma é
valida (fig. 5-19).

Figura 5-19

5.14 Construa um diagrama de Venn para testar a validade da
seguinte forma:

Algum F é G.
Algum G é H.
~Algum F é H.

Solucao

As premissas sio diagramadas colocando-se xs nas regides
comuns a F' e G e, também, aos circulos G e H, respectivamente.
Deve-se colocar o x sobre a linha do circulo, pois nenhuma das
premissas nos conta a qual parte x pertence. Assim, o diagrama
para a forma é como mostra a fig. 5-20. Além disso ele é consis-
tente, pois ambos os xs estdo localizados na regiao comum aos
trés circulos; nesse caso F' e H nao precisam ter elementos em
comum. Isso significa que a conclusao ‘Algum F é I’ pode ser
falsa. Assim, as premissas nio exigem a verdade da conclusao.
Portanto, a forma é invalida.
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F

Figura 5-20

Problemas suplementares

1)

2)

3)

4)

5)

6)

1)

Alguns dos seguintes argumentos podem ser formalizados como infe-
réncias que envolvem um par de enunciados categdricos ou como silo-
gismos categéricos; outros néo podem. Formalize aqueles que podem e
teste a validade das formas resultantes por meio de diagramas de Venn.

Ninguém conquistou o mundo. Portanto, ndo é verdade que
alguém conquistou o mundo.

Ninguém conquistou o mundo. Portanto, todo mundo néo é
um conquistador do mundo.

Ninguém conquistou o mundo. Portanto, nao € o caso que
todo mundo conquistou o mundo.

Ninguém conquistou o mundo. Portanto, alguém néo
conquistou o mundo.

Toda verdade autocontraditéria é surpreendente. Portanto,
existem verdades autocontraditérias surpreendentes.

Todos os nimeros quadrados sf0 n&o-primos. Assim, todos
os niimeros primos sio ndo-quadrados.

Milagres sdo impossiveis. Portanto, néo é o caso que alguns
milagres sdo possiveis.
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8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

Ou toda coisa é palpavel ou nada é. Essa rocha é palpavel.
Logo, toda coisa é palpavel.

Nenhum pacto sobre os controles de armas ser4 feito agora.
Assim, nenhum pacto sobre os controles de armas sera feito
em qualquer época.

(Su estdo: considere ‘feito em qualquer época’ como o com-
q
plemento de “feito agora’.)

Todo incompetente fracassa. Portanto, ndo é verdade que
alguns que sao bem-sucedidos sdo incompetentes.

Todos os que sdo incompetentes fracassam. Todos os que
sao cuidadosos sdo bem-sucedidos. Portanto, nenhum dos
que sdo incompetentes sdo cuidadosos.

Tudo o que ele fala é tolice. Toda tolice é desprezivel. Tudo
o que ele fala é desprezivel.

Se Jane esta doente, ela néo vira trabalhar. Se ela néo vier
trabalhar, nenhum de nés tera algo para fazer. Assim, se
Jane esta doente, nenhum de nés tera algo para fazer.

Algumas pessoas sdo nao-fumantes. Algumas sdo nio-
bébadas. Portanto, alguns nao-fumantes sio néo-bébados.

Qualquer material adequado é capaz de resistir aquela
pressdo. Nenhum metal é suficientemente forte para resis-
tir aquela presséo. Assim, nenhum material adequado é
um metal.

Nenhum dos jogadores foi ferido. Alguns dos jogadores
erraram os exercicios. Assim, ninguém que errou os exerci-
cios ficou ferido.

Todas as coisas boas devem ser aceitas. Nenhuma ditadura
é uma coisa boa. Conseqiientemente, algumas ditaduras
nao devem ser aceitas.
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18) Todo elétron tem uma carga negativa. Nenhum pésitron
tem uma carga negativa. Portanto, nenhum pésitron é um
elétron.

19) Todo elétron tem uma carga negativa. Nenhum pésitron
tem uma carga negativa. Portanto, alguns pésitrons nao
sao elétrons.

20) Todo alimento gorduroso que ele come é algo que apressa a
morte dele. Alguma coisa que apressa a morte dele o esta
matando. Segue-se que um daqueles alimentos gordurosos
que ele come o esta matando.

Respostas a alguns problemas suplementares

1) NenhumP é C.
s ~(Algum P é C).

P

Figura 5-21

(‘P significa ‘pessoas’ e ‘C’ significa ‘coisa que conquistou o mundo’.)
Diagramamos a premissa (fig. 5-21), que afirma que os conjuntos P e C
nao tém elementos em comum. Ao fazer isso, também diagramamos a
conclusédo. O diagrama para ‘Algum P é C’ é o mesmo da fig. 5-3. Para
diagramar sua negacgéo, substituimos o x da fig. 5-3 e sombreamos a
regiao que o continha. O resultado é o diagrama para ‘Nenhum P é C’.
Assim, a premissa e a conclusao séo logicamente equivalentes; portanto,
a inferéncia é uma forma valida.
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4) Nenhum P é C.
= Algum P nao é C.

pP

Figura 5-22

(Os simbolos utilizados sao os mesmos do problema 1.) Diagramamos a
premissa (fig. 5-22) e, com isso, nao diagramamos a conclusao. Logo, essa
forma é invalida, o que pode parecer surpreendente. Isso se justifica,
pois a premissa nao garante que qualquer pessoa exista. Uma parte da
regido interna ao circulo P esta em branco, indicando que a premissa nao
fornece informacdo sobre esta regido. O ‘ndo’ da conclusdo expressa
complementacéo, porém ele pode ser considerado como expressando a
negacéo. Nesse caso, a conclusao torna-se

~(Algum P é C.)
a qual significa “ndo é o caso que algumas pessoas sdo colsas que

conquistaram o mundo”. Essa forma é a mesma do problema 1; portanto,
é valida.

7) Todo M é nao-P.
s ~(Algum M é P.)

M

Figura 5-23
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(Usamos ‘M’ para ‘milagres’ e ‘P’ para ‘possivel’ ou, na forma padrao,
‘coisas possiveis’.) A premissa afirma que o conjunto M é um subconjunto
do complemento do conjunto P, e, assim, a regi&o interna comum aos dois
circulos é vazia. A conclusdo tem a mesma forma que a conclusao do
problema 1; dai, seu diagrama é aquela regidao sombreada (fig. 5-23).
Como os diagramas para a premissa e para a conclusao séo iguais,
segue-se que a inferéncia é valida.

8) Os enunciados desse argumento (que é valido) néo sao cate-
goricos.
12) Todo F é T.
Todo T é D. Valido
.~ Todo F é D.

(Usamos ‘F’ para ‘coisas que ele fala’, “I" para ‘coisas que sédo tolas’ e ‘D’
para ‘coisas despreziveis’.) (Ver fig. 5-24.)

E

Figura 5-24

13) Os enunciados desse argumento néo sao categoricos, porém o
argumento é valido, pois € uma instancia do silogismo hipo-
tético (Secao 3.5).

16) Nenhum J é F.
Algum J é E. Invalido
~. Nenhum E é F.
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(Usamos % para ogadores’, ‘F’ para ‘coisas (ou pessoas) feridas’ e ‘F’
para ‘coisas (ou pessoas) que erram os exercicios’.) (Ver fig. 5-25.)

F E
Figura 5-25
20) Todo G é A.
Algum A é M. Invalido
s Algum G é M.

(Usamos ‘G’ para ‘alimentos gordurosos que ele come’, ‘A’ para ‘apressa a
morte dele’ e ‘M’ para ‘coisas que o estdo matando’.) A formalizacao
introduz uma distor¢éo, pois o termo ‘um’ na concluséo do argumento
pode significar “exatamente um”, enquanto o termo ‘algum’, com o qual
formalizamos a conclusdo, significa (no sentido 16gico) “pelo menos um”.
(Ver fig. 5-26.)

Figura 5-26
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O CALCULO
DE PREDICADOS

6.1 Quantificadores e variaveis

O Capitulo 5 introduziu os predicados e os conceitos de ‘todo’ e
‘algum’ num contexto limitado da légica de enunciados categéricos.
Neste capitulo, combinamos esses conceitos com os da légica propo-
sicional — nomes préprios e uma classe mais ampla de predicados —
para obter um sistema légico mais amplo, o calculo de predicados. Num
primeiro passo, notamos que a reformulacdo dos enunciados categoricos
revela a presenca de alguns dos operadores logicos dos Capitulos 3 e 4.
Considere, por exemplo, o enunciado da forma A

Todo S é P.

Usando a letra 4’ como uma variavel para representar objetos indi-
viduais, expressamos tal enunciado por:

Qualquer que seja x, se x € S, entao x é P.

Essa reformulacao contém um condicional. Adotamos o simbolo ‘V’, para
significar “qualquer que seja” ou “para todo”. Esse simbolo chama-se
quantificador universal. Em vez de escrever ‘x é S’, escrevemos ‘Sx’ — e,
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de modo analogo, escrevemos ‘Px’. Usando ‘-’ para o condicional, o
enunciado se torna:

Vx(Sx — Px)

Esta é uma férmula do calculo de predicados.
O enunciado da forma E,
Nenhum S é P.

pode, também, ser expresso nessa notacéo. Ele significa
Qualquer que seja x, se x é S, entdo, x néo é P. Isto é,
Vx(Sx — ~Px)

Para expressar as proposicoes I e O, é necessario um segundo tipo de
quantificador. A proposigéo I,

Algum S é P.
pode ser expressa como
Para pelo menos umx,x éS e x éP.

a qual contém uma conjuncéo. Adotamos o simbolo ‘& para significar
“para pelo menos um”, ou, abreviadamente, “para algum”. Reescrevemos
a proposigao I como

Ax(Sx & Px)

Uma maneira equivalente de expressar o significado de ‘T é “existe .... tal
que”. Assim, a férmula acima pode, também, ser lida como

Existe umx, talquex é Sex é P.

Em conseqiiéncia, &’ chama-se quantificador existencial.
A proposigéo O,
Algum S néo é P.
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nessa notacéo fica
Ax(Sx & ~Px)

que significa “para pelo menos um x, x é S e x néo é P”, ou equivalente-
mente,

Existe um x tal quex é S e x ndo é P.

Observe que é errado traduzir a proposicio I, ‘Algum S é P,
como

Jdx(Sx — Px)

a qual contém um condicional, em vez de uma conjuncéo. Esta férmula
significa “para pelo menos um x, se x é S, entdo x é P”. Ela pode,
portanto, ser verdadeira mesmo gue S néo o seja. E verdadeira, por
exemplo, para pelo menos um x (seja x uma pessoa que vocé gosta), se x
tem sete cabecas, entfo x é esquisito. Contudo, é falso que alguma pessoa
de sete cabegas é esquisita, pois nao ha pessoa de sete cabecas; assim,
esses dois enunciados néo sio equivalentes. Analogamente, é incorreto
usar um condicional na simboliza¢io de uma proposi¢ao O.

Proposicées A e E, por outro lado, devem sempre ser forma-
lizadas por condicionais, € nio por conjungdes. E errado, por exemplo,
formalizar a proposigéo A, ‘Todo S é P, como

Vx(Sx & Px)

Isso significa “para todo x, x é ambos S e P”. O enunciado ‘Todos os
tubardes sao predadores’ néo é equivalente a ‘Para todo x, x € ambos um
tubardo e um predador’, que significa que qualquer coisa é um tubaréo
predatorio.

Essa nova notacio revela uma estrutura, previamente desco-
nhecida, nas proposicoes categéricas. Sua principal vantagem é a de
combinar os conceitos da logica categérica e proposicional para expressar
uma rica variedade de estruturas légicas.
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PROBLEMA RESOLVIDO

6.1 Interpretando pela letra ‘C’ a sentenca ‘Esta chovendo’ e
pelas letras ‘R’, V’, ‘S’ e ‘T os predicados ‘¢ uma ra’, ‘é verde’, ‘é
saltitante’ e ‘€ iridescente’, respectivamente, formalize as seguintes
sentencas:

a) Todas as ras sao verdes.

b) Nenhuma ra é verde.

c) Algumas ras sio verdes.

d) Algumas ris nao sio verdes.

e¢) Toda coisa é uma ra.

) Alguma coisa é uma ra.

g) Nem toda coisa é uma ra.

h) Nada é uma ra.

1) Existem ras verdes.

J) Qualquer coisa ou é ra ou é iridescente.

k) Qualquer coisa é uma ri verde.

l) Estachovendo e algumas ras estéo saltitando.

m) Se esta chovendo, entdo todas as ras estao saltitando.
n) Algumas coisas sao verdes e algumas nio sio.

0) Algumas coisas sdo verdes e iridescentes simultaneamente.
p) Ou qualquer coisa é uma ra ou nada é uma ra.

q) Qualquer coisa ou é uma ra ou néo é uma ra.

"r) Todas as ras sao ras.

s) Somente ras sao verdes.
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(.3

t) N3&o existem ras iridescentes.

u©) Todas as ras verdes estio saltitando.

v) Algumas ras verdes nio estao saltitando.

w) N3ao é verdade que algumas ras verdes estao saltitando.
x) Se nada é verde, entdo ndo existem ras verdes.

y) Ras verdes saltam se e somente se nio esta chovendo.

Soluciao
a) Vx(Rx— Vx) n) IxVx & Ix-Vx
v b) Vx (Rx— ~Vx) 0) dx(Vx & Ix)
c¢) dx(Rx & Vx) p) VxRxv Vx ~Rx
d) dx(Rx & ~Vx) q) Vx (Rxv~Rx)
] e) VxRx r) Vx(Rx — Rx)
) xRx s) Vx(Vx — Rx)
g) ~VxRx ) ~dx(Ix & Rx)
k) Vx~Rx (Pode ser u) Vx (Vx & Rx) —> Sx)
expresso como ‘~IxRx’.)
i) Jx(Vx & Rx) v) Ix((Vx & Rx) & ~Sx)
7 Vx (VxvIx) w) ~dx(Vx & Bx) & Sx)
k) Vx (Vx & Rx) x) Vx~Vx >~dx(Vx & Rx)
' ) C & Jx(Rx & Sx) y) Vx (Vx & Rx) = (Sx <~C))

m) C — Vx(Rx — Sx)
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6.2 Predicados e homes proprios

Nem todos os enunciados contém quantificadores. Existem, por
exemplo, enunciados do tipo sujeito-predicado, os quais atribuem uma
propriedade a uma pessoa ou coisa. Podemos interpretar as letras minas-
culas do 1nicio e do meio de nosso alfabeto como nomes préprios para
individuos, e adotamos a convengdo, usual em légica, de escrever o
sujeito depois do predicado. Assim, a sentenca

Jones é um ladrio.
é formalizada por:
Lj

ondej’ éinterpretada como o nome préprio ‘Jones’ e ‘L’ como o predicado
‘é ladrao’.

Alguns predicados podem ser combinados com dois ou mais nomes
proprios para formar uma sentenca. Isso é verdade, por exemplo, para os
verbos transitivos como ‘bater’, ‘amar’ ou ‘diferir’, os quais exigem um
sujeito e um objeto. Eles séo, usualmente, escritos em notagao légica, na
ordem predicado-sujeito-objeto.! O enunciado

Bob ama Cathy.
é formalizado por

Abc
e a sentenca

Cathy ama Bob.
é formalizada por

Acb

1. Alguns autores usam a ordem sujeito-predicado-objeto.
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Verbos transitivos so uma subclasse da classe geral de predicados de
relacéo, predicados que combinam dois ou mais nomes préprios para
formar uma sentenca. A seguir, temos alguns exemplos de predicados de
relacdo: ‘6 perto de’, ‘é mais alto do que’, ‘6 menos que’, ‘é um subconjunto
de’. Alguns predicados de relagdo exigem trés ou mais nomes. A expressao
‘..d4...para..’, exige trés. Na formalizacéo de sentencas que envolvem
esses predicados, as letras que representam nomes séo escritas depois
da letra de predicado e na ordem em que ocorrem na sentenga, a nao ser
que se especifique outra ordem. O enunciado

Cathy deu Lulu para Bob.
é formalizado por

Declb

Um predicado que exige somente um nome é chamado de predicado
undrio ou predicado de grau um. Um predicado de relacéo que exige dois
nomes é chamado predicado bindrio ou predicado de grau dois; um
predicado que exige trés nomes é um predicado terndrio ou predicado de
grau trés e assim por diante.

PROBLEMA RESOLVIDO

6.2 Formalize os seguintes enunciados interpretando as letras
b’ e ‘¢ como 0s nomes préprios ‘Bob’ e ‘Cathy’; ‘M, ‘E’ e ‘A’ como
os predicados unrios ‘é mecénico’, ‘é enfermeira’ e ‘6 anel’; ‘L’ e
“I" como os predicados bindrios ‘ama’ e ‘¢ mais alto do que’; ‘D’
como o predicado terndrio ‘... d4 ... para ... .

a) Cathy é mecénica.

b) Bob é mecanico.

¢) Cathy e Bob sdo mecanicos.

d) Ou Cathy ou Bob séo mecanicos.

e) Cathy é mecinica ou enfermeira (ou ambos).
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) Se Cathy é mecénica, entéo ela nio é enfermeira.
g) Cathy é mais alta do que Bob.

h) Bob ama Cathy.

i) Bob ama a si préprio.

J) Bob ama a qualquer pessoa.

k) Qualquer pessoa ama Bob.

I) Qualquer pessoa ama a si mesma.

m) Alguma pessoa ama a si mesma.

n) Existe alguém que Cathy ndo ama.

o) Existe alguém que tanto Bob como Cathy amam.
p) Existe alguém que Bob ama e alguém que Cathy ama.
q) Cathy deu alguma coisa para Bob.

r) Bob deu um anel para Cathy.

s) Todo mundo ama todo mundo.

) Alguém ama alguém.

u) Existe alguém que ama todo mundo.

v) Todo mundo é amado por alguém (nio necessariamente a
mesma pessoa em cada caso).

w) Se Bob ama a si préprio, entfo ele ama alguma pessoa.
x) Se Bob ndo ama a si préprio, entdo ele ama ninguém.

¥) Para quaisquer trés objetos, se o primeiro é mais alto que o
segundo e o segundo é mais alto do que o terceiro, entéo o
primeiro é mais alto que o terceiro.
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Solucao

a)
b)
c)
d)
e)
19

g)
h)
i)

D
k)
D

m)

Mec

Mb

Mc & Mb
Mc v Mb
Mc v Ec
Mc — ~Ec
Tchb

Lbc

Lbb

VxLbx
VxLxb
VaxLxx
TxLaxx

n)
0)
p)
Q)

s)
t)
u)

)

w)
X)

¥)

Ax~Lex

Ax(Lbx & Lex)
JxLbx & dxLcx
AxDcxb

Jx(Ax & Dbxc)
VaVyLxy

dxd yLxy
AxVyLxy

Vyd xLxy ou, de modo
equivalente, Vx3 yLyx

Lbb — 3 xLbx
~Lbb — Vx~Lbx

VaxVyVz (Txy & Tyz) — Txz)

Ao se formalizar enunciados, deve-se ter em mente os seguintes

pontos:

1) Varidveis diferentes néo designam, necessariamente, objetos
diferentes. A férmula VxVyLxy (problema 6.2 (s)) afirma que
para qualquer x e qualquer y (néo necessariamente distintos),
x amay. Afirma, em outras palavras, nao somente que qualquer
pessoa ama uma outra pessoa, como também que qualquer

2)

pessoa ama a sl propria.

Escolha de varidveis néo faz diferenca para o significado. No
Problema 6.2 (m), por exemplo, as simbolizagoes ‘FyLyy’ ou
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‘Felzz’ ou “AxLxx’ estdo corretas. Entretanto, quando dois ou
mais quantificadores justapem-se numa mesma parte da
férmula, como no problema 6.2 (v), uma variavel diferente
deve ser usada para cada quantificador. Essa férmula pode
ser escrita, equivalentemente, como Vx3yLyx’ ou ‘VzdxLxz’,
mas niao como ‘VxIxLxx’. Neste tltimo caso ndo podemos
distinguir qual quantificador governa as duas dltimas ocor-
réncias de %’. Devemos considerar essas formulas como mal-
formadas, isto é, ndo-gramaticais.”

3) A mesma varidvel usada com vdrios quantificadores néo

designa, necessariamente, o mesmo objeto, em cada caso.
Assim, dxLbx & IxLcx’ é uma formalizacio correta de ‘Existe
alguém que Bob ama e existe alguém que Cathy ama’ (pro-
blema 6.2 (p)); um enunciado que nem afirma nem nega que
cada um ama a mesma pessoa. Mas, algumas pessoas acham
mais natural escrever dxLbx & JyLcy’ uma formalizacfo
equivalente, e igualmente correta, do mesmo enunciado. Ela é
legitima pois usa uma mesma variavel em cada quantifi-
cador, os quais niao sobrepdem-se numa mesma parte da
formula (cada um é aplicado para o conjunto do qual é uma
parte).

4) As sentencas que misturam quantificadores universal e exis-

tencial sdo, geralmente, ambiguas. A primeira vista, a sen-
tenca ‘Alguém ama todo mundo’ significa tanto

6.2 (1) Existe alguém que ama todo mundo.
como

6.2 (v) Todo mundo é amado por alguém (néao necessaria-
mente a mesma pessoa em cada caso).

2.

Em algumas versodes do calculo de predicados, essas férmulas séo consideradas como wifs
sob a convencéio de que se uma variavel ocorre dentro do escopo de dois ou mais quanti-
ficadores, a varidvel mais préxima da variavel do quantificador é a que a governa.
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Essas sentencas mais prolixas, mas menos ambiguas, tém
formalizagoes ndo-equivalentes; como vimos na solugdo do
problema 6.2. A diferenca no significado é revelada, formal-
mente, pela ordem diferente dos quantificadores. As forma-
lizacOes dessas sentencas ndo sdo ambiguas.

5) A ordem dos gquantificadores consecutivos afeta o significado

somente quando quantificadores universal e existencial sdo
misturados. Ocorréncias consecutivas de quantificadores uni-
versal podem ser permutadas, sem contudo, mudar o signi-
ficado; o mesmo acontece com ocorréncias consecutivas de
quantificadores existencial. Por exemplo, ‘GxVyLxy’ (proble-
ma 6.2 (1)) e VydxLxy’ (Problema 6.2 (v)) tém significados
diferentes, ao passo que ‘AxIyLxy’ e FyAxLxy significam, ambas,
simplesmente e ndo ambiguamente, “alguém ama alguém”.

6.3 Regras de formacao

A seguir, definimos, de modo mais preciso, a linguagem formal,
exemplificada nas se¢des anteriores. Tal como no calculo proporsicional,
dividimos o vocabulario dessa linguagem em duas partes: os simbolos
l6gicos (cuja interpretacao permanece fixa em todos os contextos) e os
simbolos ndo-logicos (cuja interpretagio varia de problema para

problema).

Simbolos légicos

Operadores légicos: ‘', ‘&’, V', ‘=, =’

Quantificadores:® V’, ‘¥

Parénteses: ‘C, Y

3. Alguns autores omitem o simbolo para o quantificador universal e escrevem ‘para todo x’
como {(x). O quantificador existencial é, entéo, escrito ‘(Ax). Algumas vezes, ambos os simbolos
quantificacionais e parénteses sdo usados. Ocasionalmente, o simbolo ‘A’ é usado em vez de V7,
e V' em vez de 4.
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Simbolos nao-logicos
Letras nominais: letras mintsculas de ‘@’ a ‘t’
Variaveis: letras minisculas de ‘©’ a ‘2’

Letras predicativas: letras maidsculas

Para garantir que temos simbolos néo-légicos suficientes para
qualquer formalizacéo, permitimos a adi¢éo de subscritos numéricos aos
simbolos dados. Assim, ‘a4’ considera-se como uma letra nominal e ‘P,
como uma letra predicativa. Simbolos néo-légicos com subscritos rara-
mente sfo necessarios.

Definimos férmula da linguagem como sendo qualquer seqiiéncia
finita de elementos do vocabulario (simbolos légicos ou néo-16gicos).

Uma férmula atémica é uma letra predicativa seguida por zero
ou mais letras nominais. Férmulas atémicas com uma sé letra predi-
cativa seguida por zero letras nominais sdo, exatamente, as letras
sentenciais (férmulas atémicas) do célculo proposicional. Elas sfo usadas
para simbolizar sentencgas, quando néo ha necessidade de se representar
suas estruturas internas. Se o nimero de letras nominais que vém em
seguida de uma letra predicativa, numa férmula atdémica, é n, entéo essa
letra representa um predicado n-ario. (Letras sentenciais podem ser
pensadas como predicados zero-ario.)

O conceito de formula bem formada (wff) do calculo de predi-
cados é definido pelas seguintes regras de formacfo (usamos letras
gregas para representar expressoes):

1) Toda férmula atémica é uma wif.

2) Se ¢ é uma wff, entdo ~¢ é uma wif.

3) Se ¢ e ysao wifs, entéo (¢ & W), (¢ v ), (O —= ) e (¢ <> y) sdo
wifs.
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4) Se ¢ é uma wif contendo uma letra nominal o, entéo
qualquer férmula da forma VB %o ou 3B o0, é uma wff,
onde (])B/oc é o resultado de se substituir uma ou mais ocorrén-
cias de o em ¢ por uma variavel B que nio ocorre em ¢.*

Somente férmulas obtidas por aplicagoes dessas regras sdo wifs.

As regras 2 e 3 sdo as mesmas que as do calculo proposicional
(veja Secdo 3.2). A regra 1 é mais ampla; ela nos permite mais tipos de
formulas atémicas. A regra 4 é nova; ela gera férmulas quantificadas a
partir de uma férmula dada, ¢, ndo-quantificada. Seja ¢ a férmula
‘(Fa & Gab). (Podemos dizer que ¢ é uma wff, pois ‘Fa’ e ‘Gab’ sao wifs,
pela regra 1; assim, ‘(Fa & Gab)’ é uma wff, pela regra 3.) ¢ contém duas
letras nominais, ‘@’ e ‘b’. Ambas satisfazem, igualmente, o que a regra
chama de o. Consideremos ‘a’. A regra permite escolher uma variavel [3
que nio ocorre em ¢. Qualquer variavel serve, pois ¢ ndo contém variaveis;
aseja  a variavel %’. Entéo, existem trés férmulas da forma ¢ B/o que
resultam da substituicdo de uma ou mais ocorréncias de o (que é ‘@’) em
¢ (que é ‘Fa & Gab’) por B (que & %’):

(Fx & Gxb) (ambas ocorréncias de ‘@’ substituidas por «”)

(Fx & Gab) (somente a primeira ocorréncia de ‘@’ sustituida)

(Fa & Gxb) (somente a segunda ocorréncia de ‘e’ substituida)

Estas férmulas, em si, ndo sdo wffs, mas a regra 4 estabelece que
o resultado de prefixa-las com um quantificador universal seguido por
‘““’, que é VJ3 oP/ar, 6 uma wif. Assim,

Vx(Fx & Gxb)

Vx(Fx & Gab)

Vx(Fa & Gxb)

4. Alguns autores usam outras regras de formacéo (alguns pontos em comum sio mencionados
nas notas 2 e 3..) Os leitores devem comparar as regras de formagfo, cuidadosamente, quando
forem usadas em contextos diferentes.
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sdo wifs, pela regra 4. A regra também permite prefixd-las com um
. . . - ¢ PR
quantificador existencial, seguido por ¢’, que é 3f3¢"/o.. Portanto,

dx(Fx & Gxb) -
I x(Fx & Gab)
dx(Fa & Gxb)

sdo também, wffs. Assim, temos seis wifs quantificadas geradas a partir
da wif nfo-quantificada, (Fa & Gab), pela aplicacdo da regra 4. Podemos
gerar outras usando o nome ‘b’ para o ou outras variaveis, que néo seja
“, para p. A regra 4 pode ser reaplicada. Por exemplo, como Vx(Fx & GxbYy
é uma wif, podemos aplicar, pela segunda vez, a regra 4, usando b’
para o e ‘y’ para B a fim de obter VyVx(Fx & Gxy) ou TyVx(Fx & Gxy)'.

Observe que a regra 4 é a Gnica que permite introduzir varidveis
numa wff. Podemos introduzir s6 uma varidvel por vez prefixando a
férmula com um quantificador para essa varidvel. Assim, qualquer {6r-
mula contendo uma variavel sem um quantificador correspondente (por
exemplo, ‘Fx’) ndo é uma wff. Analogamente, qualquer férmula contendo
um quantificador seguido de uma varidvel, sem ocorréncia adicional
dessa variavel (por exemplo, ‘IxP’), ndo é uma wif.

Na regra 4, a restri¢éo ‘por alguma variével § que néo ocorre em
o', assegura que os quantificadores usando a mesma variavel néo se
sobrepéem numa mesma parte da formula. Por exemplo, embora ‘IxLaxa’
seja uma wif pelas regras 1 e 4, esta clausula ndo permite adicionarmos
um outro quantificador em x para obter, por exemplo, ‘VxdxLxx’, que,
como mencionamos anteriormente (comentdrio 2, Secdo 6.2), é mal
formada. Observe que essa cldusula ainda evita que uma férmula, como
Vx(Fx & JxGx), seja bem formada. Pela regra 4, ela poderia ser obtida
somente de uma outra, tal como a wif ‘(Fa & 3xGx), que ja contém °x’.
Contudo, néo sio proibidas formulas tais como (IxFx & IxGx), onde os
quantificadores nio se sobrepdem, na mesma parte da férmula. Essa
férmula é uma wff, pois ela é obtida, pela regra 3, de “IxFx’ e AxGx’, que
sdao wifs, pelas regras 1 e 4 (veja comentario 3, Sec¢io 6.2).
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Em geral, para mostrar que uma férmula é uma wff, mostramos
que ela pode ser construida estritamente a partir das regras de formagéo.

PROBLEMA RESOLVIDO

6.3 Mostre que ~3x(~Fx & VzGzx) é uma wff.

Solucao

Pelaregra 1, ‘Fa’ e ‘Gba’ sdo wifs. Pelas regras 2 e 4, respectiva-
mente, ‘~Fa’ e ‘VzGza’ sao wifs. Aplicando a regra 3 para
essas duas formulas, temos que ‘(~Fa & VzGza) é uma wff, Pela
regra 4, ‘dx(Fx & VzGzx) é uma wif. Portanto, pela regra 2,
‘“dx(Fx & VzGzx) é uma wif.

As seguintes formulas nao sdo wifs pelas razoes dadas a direita:

VxLzx

(Fa)

(AxFz & Gx)
Vax(E'x)

(VxFx)
EIxVny

A x(Fx & ~Gx)

AxFx & dxGx

A variavel 2’ necessita de um quanti-
ficador.

Férmulas atomicas niao estao entre
parénteses (veja regra 1).

A ocorréncia final de ¢’ nao esta quantifi-
cada. Note, entretanto, que ‘Ix(Fx & Gx)
é uma wif.

Parénteses desnecessarios.

Parénteses desnecessarios.

?

Vv’ requer uma segunda ocorréncia de ‘y
(veja regra 4).

Quantificadores usando a mesma varia-
vel sobrepondo-se na mesma parte da fér-
mula.

Auséncia de parénteses (veja regra 3).
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Tal como no calculo proposicional, convencionamos suprimir os
parénteses externos da férmula. Assim, embora a tultima férmula na
lista acima nio seja oficialmente uma wif, permitiremos o uso de tais
féormulas como abreviagoes de wifs. Por outro lado, ndo podemos des-
prezar os parénteses de ‘Vx(Fx — Gx)'.

6.4 Regras de inferéncia para o quantificador
universal

O calculo de predicados usa as mesmas dez regras do célculo
proposicional (e, portanto, as mesmas regras derivadas; um sumario das
regras basicas e derivadas é dado no final do Capitulo 3). Temos, ainda,
as regras de introducdo e de eliminacdo para os quantificadores. Do
mesmo modo que no calculo proposicional, as regras de inferéncias nao
podem ser aplicadas para uma férmula qualquer, em uma derivacio
hipotética, depois de concluida a derivacdo. Antes de introduzirmos as
regras quantificacionais, consideremos uma demonstracgio no calculo de
predicados que usa, somente, regras da légica proposicional.

PROBLEMA RESOLVIDO

6.4 Prove:

~Fa v IxFx, IxkFx > P WFa - P
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Solucio
1 ~FavdxFx P
2 dxFx->P P
3 Fa H (para PC)
4 ~~Fa 3 DN
5 dxFx 1,4 SD
6 P 2,5 MP
7 Fa—>P 3-6 PC

Apesar da complexidade interna, as férmulas da légica de predicados sao
tratadas exatamente como as férmulas da légica proposicional o séo
pelas regras do calculo proposicional.

Introduzimos, a seguir, a primeira regra nova; a regra de elimi-
nacdo do quantificador universal, EU. Eliminac&o universal estabelece
que o que € verdadeiro para qualquer coisa deve ser verdadeiro, também,
para um individuo particular.

Eliminacdo universal (EU): De uma wff quantificada universal-
mente, VB¢, podemos inferir uma wff, da forma ¢%/p, a qual
resulta substituindo-se cada ocorréncia da varigvel B em ¢ por
uma letra nominal q.

Esta regra é, algumas vezes, chamada instanciacdo universal.
Ela é usada, por exemplo, para provar a validade de:

Todos os homens sdo mortais.
Socrates é um homem.
- Sécrates é mortal.

Usando ‘H’ para ‘¢ um homem’, ‘M’ para ‘é mortal’ e ‘s’ para ‘Sécrates’,
formalizamos esse argumento por:

Vx(Hx — Mx), Hs + Ms
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PROBLEMAS RESOLVIDOS

6.5 Prove a validade dessa forma.

Solucao
1  Vx(Hx — Mx) P
2 Hs P
3 Hs— Ms 1 EU
4 Ms 2,3 MP

Na aplicacéo de EU, na linha 3, derivamos a forma da proposi¢ao
‘Se Sécrates é um homem, entdo Sécrates é mortal’ da forma

P

“Todos os homens séo mortais’. Com relagio a regra EU, [ é %', o,
é ‘s, ¢ é (Hx — Mx) e 6O%/p é (Hs — Ms), na qual omitimos os
parénteses externos, de acordo com a convengao feita.

A seguir, algumas provas envolvendo EU.

6.6 Prove:

Vx(Fx — Gx), VxFx F Ga

Solucao
1 VxFx—>Gx) P
2 VxFx P
3 Fa—->Ga 1 EU
4 Fa 2 EU
5 Ga 3,4 MP
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Como a conclusio contém a letra nominal ‘a@’, obviamente esta
letra é usada para executar as duas passagens de EU.

6.7 Prove:
~Fa +~VxFx
Solucao
1 Fa P
2 VxFx H (para RAA)
3 Fa 2EU
4 Fa & ~Fa 1,3&I1
5 ~VaxFx 2-4 RAA

A conclusdo é uma negacio; assim, a estratégia é usar reducdo.
Colocamos a conclusio como hipétese adicional, mas sem o sinal
de negacdo, na linha 2, e mostramos que isso leva a uma contra-
dicdo, na linha 4. Este fato nos permite descartar a hipétese e
inferir a conclusdo, na linha 5.

6.8 Prove:

VxVyFxy F Faa

Solucao
1 VxVyFxy P
2 VyFay 1 EU
3 Faa 2 EU
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Note que duas passagens de EU s&o necessarias para se remover
os dois quantificadores. Essa derivacéo ilustra a observagao 1, no
final da Secao 6.2.

A regra da introdugdo universal IU para o quantificador uni-
versal é um pouco mais complicada. A idéia fundamental é a seguinte: se
pudermos provar algo a respeito de um individuo b sem, contudo, fazer
alguma suposi¢do que distinga b de um outro individuo, entdo o que
tivermos provado para b estara provado, também, para qualquer coisa.
Desse modo, podemos concluir que vale para qualquer coisa.

Introdugio universal é usada em demonstragoes de conclusoes
quantificadas universalmente. Considere o argumento valido (porém
1ncorreto):

Todos os peixes sao ciprinideos.
Todos os ciprinideos séo vistosos.

.. Todos os peixes sdo vistosos.

Esse argumento é um silogismo categérico e, portanto, podemos mostrar
sua validade por um diagrama de Venn, elucidado no Capitulo 5.
Todavia, usaremos a técnica mais poderosa do célculo de predicados. O
argumento é formalizado por:

Vx (Px — Cx), Vx (Cx = Vx) FVx (Px —> Vx)

PROBLEMA RESOLVIDO

6.9 Construa uma prova para essa forma.
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Solucao
1 Vx(Px— Cx) P
2 Vx(Cx—> Vx) P
3 Pa—Ca 1EU
4 Ca—>Va 2EU
5 Pa—Va 3,4 SH
6 Vx(Px— Vx) 51U

A letra nominal ‘a’, que é introduzida por EU, nas linhas 3 e 4, designa
um individuo sobre o qual no fizemos suposi¢ées (‘@’ nio ocorre nas
premissas 1 e 2).° Isso permite ao individuo ‘@’ funcionar, na prova, como
um representante de todos os individuos. Para a demonstracio nio
immporta quem é a. O que importa é que néo fizemos suposicoes sobre a.
Assim, tudo que provarmos sobre a permanecera provado também para
qualquer individuo. Na linha 5, provamos que, se @ é um peixe, entdo a
é vistoso. Como nzo fizemos suposicbes acerca de a, nossa prova é
perfeitamente geral. Podemos substituir cada ocorréncia da letra
nominal ‘e’ na demonstragio por qualquer outra letra nominal, sem
destruir a validade da demonstracfio até a linha 5. Suponhamos que
trocamos ‘a’ com ‘’. Entéo, na linha 5, teriamos provado que se b é um
peixe, entéo b é vistoso. Podemos provar a mesma coisa para o individuo
¢, 0 individuo d — e, em geral, para qualquer individuo. Assim, como n#o
fizemos suposicies especiais sobre a, as linhas de 1 a 5 funcionam como
uma demonstracio que para qualquer objeto x, se x é um peixe, entdo x
é vistoso. Isso é o que TU nos permite concluir na linha 6.

Formalmente, a regra IU é estabelecida do seguinte modo:

Iniroducdo universal (IU): Para uma wif ¢ contendo uma letra
nominal & que nio ocorre em qualquer uma das premissas ou

5. Algumas versdes do cdlculo de predicados empregam nomes especiais, chamados “nomes
arbitrdrios” para esse propésite. Qutras usam varidveis nao-quantificadas.
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em qualquer hipétese vigente na linha em que ¢ ocorre,
podemos inferir uma wff da forma VBq)B/oc, onde q)B/oc é o resul-

ta

do de se substituir todas as ocorréncias de 0. em ¢ por uma

varidvel B que nao ocorra em ¢.

Na aplicacéo de IU, na linha 6 do problema 6.9, a wif ¢ é ‘Pa — V&,
a letra nominal ¢ é ‘a’, a varidavel § é x’ e a férmula ob/o. & (Px — V).

IU é, algumas vezes, chamada generalizagdo universal. A exigéncia
de que o nido ocorra em qualquer premissa ou em qualquer hipétese
vigente na linha em que ¢ ocorre assegura que nada assumimos que
distinga o individuo designado por « de qualquer outro individuo. A
exigéncia de que a variavel § nao ocorra em ¢ assegura que VBq)B/oc seri
bem formada (veja regra de formacao 4).

IU deve ser aplicada estritamente como o estabelecido. Em parti-
cular, as seguintes restrigdes sao cruciais:

1) A letra nominal o. ndo pode ocorrer em qualquer premissa. A

seguinte derivacio ignora essa restricio e, conseqliente-
mente, é invalida:

1 Pa P
2 VxPx 1 IU (incorreta)

Da suposi¢ao, digamos, que Albert € peixe, nao se segue que
qualquer coisa é peixe.

2) A letra nominal o ndo deve ocorrer em qualquer hipétese

vigente numa linha em que ¢ ocorre. (Relembramos que uma
hipdtese é vigente numa linha se ela foi introduzida antes
dessa linha e ainda nio descartada naquela linha; em outras
palavras, ela é vigente se a linha vertical come¢ando com a
hipétese estende-se para baixo até aquela linha.) Isso impe-
de o tipo de invalidade exibida acima.
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A seguinte derivacio é invalida porque ela infringe essa

clausula:

1 Vx(Px— Cx) P

2 Pa—Ca TIEU

3 Pa H (para PC)

4 Ca 2,3 MP

3] VxCx 4 IU (incorreta)
6 Pa— VxCx 3-56 PC

(Aqui, ¢ é ‘Ca’e o. é ‘a’.) Da premissa de que todos os peixes
séo ciprinideos néo se segue que, se Albert é peixe, entfo
tudo é ciprinideo. O erro estd na linha 5, onde IU esta
aplicada para ‘Ca’ e ‘a’ ocorre na hipétese Pa’, que ainda estd
vigente.

3) (])B/oc é o resultado de substituir todas as ocorréncias de o.em
¢ por uma varidvel . A énfase, aqui, estd na palavra ‘todas’.
Esta clausula previne o seguinte tipo de erro:

1 VxLxx P
2 Laa 1 EU
3 Vzlza 2 IU (incorreta)

(Aqui, ¢ é ‘Lac’, B é %’ e o é ‘@’.) Da premissa que todo mundo
ama a si mesmo, nao se segue que todo mundo ama Albert.
q)B/oc deveria ser ‘Lzz’ e nfo ‘Lza’. IU estaria sendo usada
corretamente se em vez de “VzLza’ concluissemos ‘VzLzz’.

As seguintes demonstracdes ilustram o uso da regra do quanti-
ficador universal.
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PROBLEMAS RESOLVIDOS

6.10 Prove:

Vx(Fx & Gx) - VxFx & VxGx

Solucgéao

1 Vx(Fx & Gx) P

2 Fa&Ga 1EU

3 Fa 2 &E
4 Ga 2 &E
5 VxFx 31U

6 VxGx 41U

7 VxFx & VxGx 5,6 &I

Para utilizar a premissa ‘Vx(Fx & Gx), instancidmo-la, na linha
2, usando ‘e’ para designar um individuo representativo. Como
nio fizemos suposicées acerca de a, as aplicagdes de IU, nas
linhas 5 e 6, sdo legitimas.

6.11 Prove:

Vx(Fx — (Gx v Hx)), Vx~Gx + VxFx — VxHx
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Solucao

Vx(Fx — (Gx — v Hx))
Vx ~Gx

Fa — (Ga v Ha)

~Ga

VxFx

Fa

Ga v Ha

Ha

VxHx

10 VxFx — VxHx

© 00 9 O N A W N -

P

P

1 EU

2 EU

H (para PC)
5 EU

3,6 MP

4,7 SD
8IU

5-9 PC

A letra nominal ‘@’ é introduzida para designar um individuo
representativo. Como a conclusdo é um condicional, assumimos
seu antecedente, em 5, a fim de derivar seu conseqiiente, em 9, e,
entdo, aplicar PC em 10. O uso de IU, na linha 9, obedece a regra,
pois nenhuma das premissas ou hipéteses contém @’.

Note que uma estratégia diferente é requisitada se, em vez da conclusao
condicional ‘VxFx — VxHx’, queremos provar a conclusdo quantificada

universalmente ‘Vx(Fx — Hx)'.

6.12 Prove:

Vx(Fx — (Gx v Hx)), Vx ~Gx + Vx(Fx — Hx)




Solucao
1 Vx(Fx — (Gx v Hx)) P
2 Vx-~Gx P
3 Fa — (Gav Ha) 1 EU
4 -~Ga 2 EU
5 Fa H (para PC)
6 Ga v Ha 3,5 MP
7 Ha 4,6 SD
8 Fa—>Ha 5-7 PC
9 Vx(Fx — Hx) 81U

Aqui necessitamos do condicional ‘Fa — Hea’, a fim de obter
Vx(Fx — Hx) por IU. Assumimos Fa’ na linha 5 para concluir
‘Fa — Ha’ na linha 8, por PC.

6.13 Prove:

VxFax, VxVy Fxy — Gyx) - VxGxa

Solucao

1 VxFax P

2 VxVy (Fxy — Gyx) P

3 Fab 1 EU

4 VyFay - Gya) 2EU

5 Fab — Gba 4 EU

6 Gba 3,5 MP
7 VxGxa 61U
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Na passagem 3, introduzimos ‘0’ para designar um individuo
representativo. Qualquer outra letra nominal devera fazer o
mesmo, exceto ‘@’. Podemos inferir, legitimamente, ‘Faa’, por EU,
da linha 1 na linha 3, mas isso sera obstaculo para usarmos TU
com ‘@’, pois ‘@’ ocorre na premissa em 1. O uso de IU com ‘¢’ na
linha 7 é legitimo, pois ndo fizemos suposicées ou hipéteses
contendo ‘b’. Note que duas passagens de EU (linhas 4 e 5) séo
necessarias para se remover os quantificadores de ‘VxVy (Fxy — Gyx).

6.14 Prove:

VxFx — VxGx , ~Ga + ~VxFx

1 VxFx — VxGx P

2 ~Ga P

3 VxFx H (para RAA)
4 VxGx 1,3 MP

5 Ga 4 EU

6 Ga & ~Ga 2,5 &l

7 ~VxFx 3-6 RAA

Como a conclusdo é uma férmula negada, a estratégia de reducdo
é utilizada. Assim, supomos ‘VxFx’ na linha 3. Observe que EU
néo pode ser aplicada, diretamente, em ‘VxFx — VxGx’, pois é
um condicional e ndo uma wff quantificada universalmente. (E
mais facil ver isso se relembramos que sua verdadeira forma é
‘(VxFx — VxGx)’; recolocando-se os parénteses externos, omitidos
por convencio.)
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6.5 Regras de inferéncia para o quantificador
existencial

Tal como o quantificador universal, o quantificador existencial
tem duas regras: de introducéo e de eliminagéo. A regra de introdugéo
existencial, IE, é direta: da premissa que um individuo tem uma certa
propriedade (simples ou complexa), segue-se que alguém (o individuo em
questdo, se nada mais) tem aquela propriedade. Em termos formais:

Introducdo existencial (IE): Dada uma wif ¢ contendo uma letra
nominal o, podemos inferir uma wff da forma 33 q)B/oc, onde
(1)[3/06 é o resultado de se substituir uma ou mais ocorréncias de
o em ¢ por uma variavel B, que nfo ocorra em ¢.

Por exemplo, dada a premissa ‘Fa & Ga’ (a suposicio de que o individuo
a tem a propriedade complexa de ser, ambos, F e GG), podemos inferir
x(Fx & Gx). A demonstracéo é feita em duas passagens:

1 Fa&Ga P
2  dx(Fx & Gx) 11E

Com relacdo ao enunciado formal da regra, ¢ nesse caso é ‘Fa & Ga’, o é
‘a,péxe q)ﬁ/oc é ‘(FF'x & Gx). Ha muitos aspectos para se observar nessa
regra:

1) De modo diferente de IU, IE ndo coloca restricées em
ocorréncias prévias da letra nominal o o pode ocorrer em
uma hipétese, néo utilizada ainda, ou em uma premissa, tal
como na passagem 1 acima.

2) Em contraste com o caso para IU a varidvel B néo precisa
substituir todas as ocorréncias de o em §; é preciso substituir
somente uma, ou mais. Assim, as duas demonstragoes a
seguir estdo corretas.
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1 Fa&Ga P

2 dx(Fx & Ga) 11E
1 Fa&Ga P
2  dx(Fx & Gx) 11E

Da premissa de que Alf é um sapo e Alf é verde, segue-se que algo é tal
que é sapo e Alf é verde e, também, que algo é tal que Alf é um sapo e ele

é verde.

3)

Tal como IU, IE nos permite introduzir somente um quanti-
ficador por vez e somente do lado esquerdo da férmula. A
seguinte inferéncia é incorreta:

1 Fa— Ga P
2 dxFx - Ga 1 IE (incorreta)

Para ver claramente o erro, note que dxFx — Ga’ néo é,
oficialmente, uma wfif; ela é uma abreviacio convencional da
wif (AxFx — Ga), da qual omitiu-se os parénteses externos.
O quantificador ndo ocupa a posi¢éo a esquerda, o que deve-
riamos ter para a correta aplicacdo de IE; o simbolo da
esquerda é um paréntese. A inferéncia é invalida; da premissa
de que se Alf é um sapo entdo Alf é verde néo se segue, que
se algo é um sapo entdo Alf é verde.

A regra 1E estabelece duas importantes pressuposicoes:

D
2)

Todos os nomes préprios referem-se a individuos existentes.

Existe pelo menos um individuo.

A primeira pressuposic¢io é resultado do fato de que IE pode ser aplicada
para qualquer letra nominal. Como o quantificador existencial afirma
existéncia, podemos sempre interpretar letras nominais como refe-
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rindo-se a individuos existentes, e com isso garantirmos que todas as
aplicacoes de IE séo validas. A invalidade surge quando ignoramos essa
pressuposi¢do. Suponha que interpretamos ‘@’ como o nome de um indi-
viduo inexistente, digamos o deus grego Apolo, e ‘M’ como o predicado ‘é
mitolégico’. Entao, por IE, obtemos a seguinte derivacgio, invalida:

1 Ma P
2  dxMx 11E

A premissa é verdadeira, presumivelmente (Apolo é mitolégico); mas a
conclusio é falsa, pois seres mitolégicos néo existem, de fato. Seguimos,
aqui, a regra IE, estritamente; nosso erro consiste ndo em fazer mau uso
da regra mas, em usar o nome de uma coisa inexistente. O calculo de
predicados usual ndo esta equipado para lidar com tais nomes; é impor-
tante que a pessoa que estuda o calculo de predicados esteja ciente dessa
limitacdo. Varias modificactes esteja tém sido desenvolvidas a fim de
hdar com nomes de coisas inexistentes; contudo, ndo vamos discuti-las
aqui.

A segunda pressuposicio € uma conseqiiéncia da primeira. Como
as letras nominais sdo interpretadas como referindo-se a coisas existentes,
o uso do cdlculo, em qualquer interpretacio, pressupoe a existéncia de pelo
menos uma coisa. Contudo, nao pressupde a existéncia de mais de uma
coisa (nao-lingiistica), ainda que (pensando nos subscritos) possua um
potencial infinito de letras nominais. Dois ou mais (ou mesmo infinitos)
nomes podem referir-se ao mesmo individuo. Ndo se presumiu que
nomes diferentes devam referir-se a coisas diferentes.

As seguintes demonstracgoes ilustram o uso de IE.

PROBLEMAS RESOLVIDOS

6.15 Prove:
Vx (Fx v Gx) F3dx(Fx v Gx)
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Solucao

1
2
3

Vx(Fx v Gx)
Fa v Ga
Ax(Fx v Gx)

P
1 EU
2 1IE

Introduzimos ‘@’, na linha 2, para designar um individuo repre-
sentativo. (Podemos presumir que um tal individuo existe, pois o
calculo de predicados pressupde a existéncia de pelo menos um.)
Como assumimos que toda coisa é ou F ou G, segue-se que a € ou

F ou G e, dai, que algo é ou F ou G.

6.16 Prove:

Solucao

© 00 I S kW DN

-
~- O

Vx(Fx v Gx) F 3IxFx v IxGx

Vx(Fx v Gx)

Fa v Ga

Fa

IxFx

IxFx v IxGx

Fa — (AxFx v dxGx)
Ga

dxGx

AxcFx v IxGx

Ga — (AxFx v AxGx)
IxFx v AxGx

P

1 EU

H (para PC)
3 IE

4 vl

3-5 PC

H (para PC)
7 1IE

8 v

7-9 PC
2,6,10 VvE




270 Légica
A conclusdo do problema 6.15 é uma disjuncdo quantificada
existencialmente. Aqui, a conclusio é uma disjuncdo de dois
enunciados quantificados existencialmente; assim, uma estra-
tégia diferente de demonstracgéo é requerida. Tendo instanciado
“Vx (Fx v Gx)’, na linha 2, procedemos com duas provas de PC
(linhas 3-6 e 7-10) para deduzir o condicional necessario, a fim de
provar a conclusio por VE.
6.17 Prove:

~dxFx F-Vx ~Fx

Solucao
1 ~dxFx P
2 Fa H (para RAA)
3 dxFx 2 1E
4 AxFx & ~3 xFx 1, 3 &I
5 ~Fa 2-4 RAA
6 Vx-~Fx 5 IU

Para obter a conclusdo quantificada universalmente, Vx~Fx,
precisamos obter ‘~Fa’ e, entdo, aplicar IU. Como ‘~Fa’ estd negada,
a estratégia da reducdo é indicada. Assumimos ‘Fa’, na linha 2, a
fim de derivar uma contradicéo, em 4, a qual nos permite obter
‘“Fa’ na linha 5. Nossa hipé6tese contém uma letra nominal ‘@’,
mas como ela ndo esta mais vigente na linha 5 e ‘@’ nao ocorre na
premissa, a aplicacéio de IU, em 6, esta correta.
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6.18 Prove:

~dx (Fx & ~Gx) - Vx (Fx — Gx)

Solucao

1 ~dx(Fx & ~Gx)

2| Fa

3 ~Ga

4 Fa & ~Ga

5 x(Fx & ~Gx)

6 dx(Fx & ~Gx) & ~Ax(Fx & ~Gx)
71 ~~Ga

8| Ga

9 Fa— Ga

10 Vx (Fx — Gx)

P

H (para PC)
H (para RAA)
2,3 &l

4 IE

1,5 &I

3-6 RAA
7-~E

2-8 PC

91U

Como no problema 6.17, a concluséo esta quantificada universal-
mente; assim, seguimos uma estratégia similar. A estratégia é
obter, primeiro, ‘Fa — Ga’, e entdo aplicar IU. Como ‘Fa — Gao’ é
um condicional, procedemos por PC, assumindo seu antecedente
‘Fa’ na linha 2. Nao hd maneira simples de derivar ‘Ge’ de ‘Fa’ e,
portanto, tentaremos uma redugdo, assumindo “~Ga’ na espe-
ranca de obter uma contradigdo. Obtemos a contradicéo na linha
6, que nos permite obter ‘Ga’ na linha 8 e entdo completar com
PC, em 9. As duas hipéteses contém ‘e’, mas, como nenhuma est4

vigente, na linha 9, e como a premissa
IU, na linha 10, é legitimo.

nao contém ‘a’, o uso de
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Para raciocinar a partir de premissas existenciais, é necessario
uma segunda regra para o quantificador existencial, a eliminagao existencial
(EE).? Tal como PC e RAA, EE usa raciocinio hipotético. Uma premissa
existencial afirma que pelo menos uma coisa tem uma propriedade
(simples ou complexa). Para raciocinar a partir dessa premissa, colo-
camos, como hipétese, um individuo que representa uma dessas coisas
que tem essa propriedade. Entéo, sem fazer suposicoes adicionais acerca
deste individuo, derivamos da hipétese a concluséo que queremos provar.
Como ndo fizemos suposigdes sobre o individuo representativo, exceto a
propriedade que a premissa existencial atribui a alguma coisa, a deri-
vacéo da conclusio desejada mostra que, nio importa que individuo tem
essa propriedade, a conclusdo deve ser verdadeira. Portanto, descar-
‘tamos a hipétese e asseguramos a conclusiio com base na premissa
existencial. Eliminacéo existencial é a que nos permite fazer isso.

Por exemplo, para provar a concluséio AxFx’ da premissa existencial
‘Ix(Fx & GxY, procedemos como se segue:

1 dx(Fx & Gx) P

2 Fa & Ga H (para EE)
3 Fa 2 &E

4 dxFx 31E

5 dxFx 1, 2-4 EE

A premissa existencial ‘Gx(Fx & Gx) afirma que, pelo menos uma coisa
tem a propriedade complexa de ser tanto F como G, mas néo nos diz
quem ela é. Escolhemos um individuo @ para representar uma dessas
coisas e assumimos, na linha 2, que @ tem essa propriedade. (Isso é
meramente uma hipétese: o individuo a, quem quer que seja, néo precisa,

6. Algumas versdes da légica de predicados tém uma regra chamada instanciacfo existencial, a
qual serve ao mesmo propésito que EE, mas que opera diferentemente. As duas ndo devem
ser confundidas. A confusdo pode surgir pelo fato de que instanciacfo existencial &, freqliente-
mente, abreviada por ‘IE’, embora isso seja oposto, de fato, a nossa regra de introducéo
existencial (IE).
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de fato, ter essa propriedade.) A linha 2 diz que: "Suponha que @ é uma
das coisas que é tanto F' como G e veja o que se segue". Na derivacéo
hipotética (linhas 2 a 4), mostramos que a conclusio desejada “TxFx’
segue-se. Como néo fizemos suposigdes sobre a, exceto a hipétese de que
é F'e G, a derivacio hipotética é genérica: poderiamos ter usado qualquer
outra letra nominal na hipétese e ainda ter derivado a mesma concluséo.
Essa generalidade é a chave da demonstragéio, pois garante que, néo
importa o que € isso, que é tanto F como G (j4 que alguma coisa é), a
conclusdo AxFx’ é verdadeira. Desse modo, temos que ‘AxFx’ se segue
validamente de ‘Gx(Fx & Gx). A regra EE nos permite tal afirmacso,
descartando a hipétese e confirmando a concluséo baseada somente em
‘dx(Fx & Gx). Justificamos isso ao assumir a premissa existencial na
linha 1, e as linhas de 2 a 4, contendo a derivacéo hipotética.

Podemos estabelecer a regra EE:

Eliminagéo existencial (EE): Dada uma wif quantificada existen-
cialmente 3P ¢ e uma derivagio de alguma concluséio y de uma
hipétese da forma ¢%/ (o resultado de se substituir cada ocor-
réncia da varidvel § em ¢ por uma letra nominal o que néo
ocorra em 0), podemos descartar ¢%/f e reafirmar . Restricéo:
A letra nominal o néo pode ocorrer em y, nem em qualquer
premissa, nem em qualquer hipétese vigente na linha em que
EE é aplicada.

Na derivagdo acima, B¢ é Ie(Fx & GxY, B é %, a é‘a’, 0%Pp é ‘Fa & Ga’
e y é dxFx’. Podemos chamar ¢%“p de uma insténcia representativa de
B¢, j4 que, em EE, o representa uma das coisas que tem a propriedade
indicada por ¢.
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Varios aspectos dessa regra requerem cuidados:

1) A letra nominal o nédo pode ocorrer em ¢. Isso é para prevenir

erros como o seguinte:

1  VxdyFyx P

2  dyFya 1 EU

3 Faa H (para EL)

4 dxFxx 3 IE

5  HdxFaxx 2, 3-4 EE (incorreta)

Aqui, B¢ é IyFya’, B €Y, o é‘d, ¢%P é ‘Faa’ e y é TxFxx’.
Essa derivacéo é invalida; da premissa de que todos tém um
pai (VxIyFyx) ndo se segue que alguém é pai de si mesmo
(FxFxx). O erro estd na aplicacdo de EE na linha 5. Como ‘@
ja ocorre em ‘yFya’, a introdugio de ‘@’ na linha 3 para
representar o individuo ou os individuos designados pela
varidvel ‘Y’ nessa férmula destitui a derivacéo hipotética
(linhas 3 e 4) de generalidade e, assim, invalida a aplicacéo
de EE em 5. Se %’ fosse substituida por outra letra nominal,
criando a hipétese na linha 3, ndo poderiamos derivar “xFxx’
em 4. Assim, a derivacdo hipotética ndo mostra que “JxFxx’
(alguém é pai de si mesmo) é verdadeira, ndo importando que
individuo supomos ser pai de a. (Na verdade, isso s6 pode ser
deduzido sob a hipétese especial ‘Fac’.) Portanto, nao mos-
tramos que o fato de que a tem um pai (JyFya) implica que
alguém é pai de si mesmo (FxFxx), que € conseqiiéncia de
aplicar EE de modo incorreto.




T

O cdleulo de predicados 275°

2) A letra nominal o ndo deve ocorrer em vy (a concluséo de uma

3)

derivagio hipotética). Se essa restrigio é violada, resulta o
seguinte erro:

1 SxHxx P

2 Haa H (para EE)

3 IxHax 21E

4 dxHax 1, 2-3 EE (incorreta)

Isso é invalido; da premissa de que alguém bateu em si
proprio (dxHxx) ndo se segue que Alice bateu em alguém
(3xHax). O erro esta na aplicacéo de EE. A férmula y (nesse
caso, dxHax) contém a letra nominal o (nesse caso, ‘@’), a
qual destitui a derivacéo hipotética de generabilidade. Se
tivéssemos introduzido alguma outra letra nominal, digamos
‘b’, para designar o individuo representativo na linha 2, nao
teriamos ter derivado a conclusdo de que Alice bateu em
alguém (dxHax) na linha 3; teriamos somente ‘AxHbx’. A
derivacao hipotética ndo mostra que néo importa qual indi-
viduo bateu em si préprio, Alice pode ter batido em alguém e,
assim, o uso de EE esta incorreto.

o ndo pode ocorrer em qualquer premissa. A seguir, temos
um exemplo do que acontece se violamos essa clausula:

1  FxGx P

2 Fa P

3 Ga H (para EE)

4 Fa & Ga 2,3 &l

5 Ax(Fx & Gx) 4 1E

6 dx(Fx & Gx) 1, 3-5 EE (incorreta)
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4)

Mais uma vez, a derivagio é invalida. Dadas as premissas de
que algo é uma girafa (3xGx) e Amos é uma ra (Fa), ndo
teriamos deduzido que algo é uma ra e uma girafa simulta-
neamente (Ix(Fx & Gx)). O erro é que a letra nominal «
(nesse caso ‘@’) ocorre na premissa ‘Fea’. Isso destréi a genera-
lidade da derivagdo hipotética e invalida o uso de EE, na
linha 6. Se tivéssemos usado qualquer outra letra nominal,
que nao fosse ‘@’ para designar o individuo representativo, em
2, nao teriamos meios de obter x(Fx & Gx), na linha 5.
Portanto, a derivacéo hipotética ndo mostrou que, néo im-
porta que individuo é uma girafa, algo deve ser ambos,
uma ra e uma girafa.

o ndo pode ocorrer em qualquer hipétese vigente na linha em
que EE serd aplicada. (Relembramos que uma hipétese é
vigente numa linha se ela foi introduzida antes daquela linha e
ainda néao foi descartada.) Isso é, essencialmente, a mesma
cldusula da condigcdo 3, mas aplicada para hip6teses em vez
de premissas. Para ver a analogia com a condicéo 3, conside-
remos a seguinte derivacéo:

1 FxGx P

2 Fa H (para PC)

3 Ga H (para EE)

4 Fa & Ga 2,3 &I

5 dx(Fx & Gx) 4 1IE

6 dx(Fx & Gx) 1, 3-5 EE (incorreta)
7 Fa— dx(Fx - Gx) 2-6 PC

Como no exemplo anterior, ela é invéalida; dada a premissa
de que algo é uma girafa (3xGx), ndo pode se seguir que, se
Amos é uma ra, entéo algo é uma ra e uma girafa, simulta-
neamente (Fa — Ix(Fx & Gx)). O erro estd no fato de que a
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letra nominal o. (nesse caso ‘@’) ocorre na hipétese da linha 2,
que ainda estd vigente, quando EE foi aplicada na linha 6.
Isso destréi a generalidade da derivagdo hipotética, do
mesmo modo que a premissa de ‘Fa’ destruiu no exemplo
anterior — e, conseqiientemente, torna o uso de EE em 6
incorreto.

Consideremos, agora, algumas demonstracgbes que ilustram a
aplicacao de EE.
PROBLEMAS RESOLVIDOS

6.19 Prove:

Vx (Fx — Gx), IxFx - 3IxGx

Solucao
1. Vx(Fx — Gx) P
2  dxFx P
3 Fa H (para EE)
4 Fa — Ga 1 EU
5 Ga 3,4 MP
6 dxGx 5 IE
7  AxGx 2, 3-6 EE

A premissa na linha 2 afirma que algo tem a propriedade F. Em
3, admitimos que a é esse algo. Derivamos a concluséio dessa hipétese na
linha 6. Essa derivacgao hipotética obedece a todas as observagoes feitas
sobre a regra EE e, em conseqiiéncia, é perfeitamente geral. Poderiamos
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ter derivado a mesma conclusdao da hipétese de que qualquer outro
individuo tem a propriedade F. Assim, a passagem final de EE ¢é legi-
tima. Note que devemos aplicar IE na linha 6 antes de aplicar EE. Se
invertéssemos a ordem dessas duas passagens, a conclusfo da derivagéo
hipotética seria ‘Ga’, que contém ‘a’, e, portanto, impediria a aplicacio de
EE (veja condicéo 2).

6.20 Prove:

Ax(Fx v Gx) F3xFx v 3xGx

Soluciao
1 Fx(Fx v Gx) P
2 Fa v Ga H (para EE)
3 Fa H (para PC)
4 dxFx 3IE
5 xcFx v IxGx 4vI
6 Fa — (AxFx v 3xGx) 3-5 PC
7 Ga H (para PC)
8 dxGx 71E
9 dxFx v IxGx 8 vl
10 | Ga — (AxFx v dxGx) 7-9 PC
11 | IxFx v IxGx 2,6, 10 vE
12 FIxFx v IxGx 1, 2-11 EE

A premissa é uma disjuncéo quantificada existencialmente. Para
usa-la, assumimos uma instincia representativa por EE em 2.
Essa instancia representativa é a disjungéo ‘Fa v Ga’. Quando
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temos uma disjuncéo, a estratégia é usar vVE. Isso requer os dois
condicionais alistados nas linhas 6 e 10, e obtemos esses condi-
cionais por PC. Obtemos assim a conclusio, por VE, em 11.
Completamos a prova descartando a hipétese e afirmando a
concluséo por EE, na linha 12. O leitor dever4 verificar que a
passagem 12 obedece a regra EE.

6.21 Prove:

dxFx v AxGx - x(Fx v Gx)

Solucio
1 JxFx v IxGx P
2 dxcFx H (para PC)
3 Fa H (para EE)
4 Fa v Ga 3 vl
5 dx(Fx v Gx) 41K
6 dx(Fx v Gx) 2,3-5 EE
7  dxFx — Ix(Fx v Gx) 2-6 PC
8 AxGx H (para PC)
9 Ga H (para EE)
10 Fa v Ga 9vI
11 dx(Fx v Gx) 10 IE
12 | FIx(Fx v Gx) 8, 9-11 EE
13 JxGx — Ix(Fx v Gx) 8-12 PC

14 dx(Fx v Gx) 1,7,13 vE
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Esta é a reciproca do problema 6.20. Aqui, estamos provando
uma concluséo existencial, a partir de uma disjuncgéao; logo, a
estratégia dominante é VE, é nao EE. Isso requer que obte-
nhamos dois condicionais (linhas 7 e 13), por PC. Cada prova por
PC engloba uma estratégia, por EE. Os dois usos de EE sao
legitimos, mesmo que a letra nominal ‘e’ ocorra nas hipéteses das
linhas 3 e 9, pois elas ndo estdo vigentes nas linhas em que EE
fo1 aplicada (veja condigéo 4, acima).
6.22 Prove:

IxVyLxy + Vx3yLyx

Solucao
1  dxVylxy P
2 VyLay H (para EE)
3 Lab 2EU
4 dyL yb 3 IE
5 Vx3yLyx 4 TU
6 VaxdyLyx 1, 2-5 EE

A premissa e a conclusfio ndo sfo equivalentes. Lendo ‘L’ como
‘ama’, a premissa diz: "Pelo menos alguém é tal que este alguém
ama todo mundo", enquanto a conclusio diz: “Todo mundo é
amado por alguém” (nfo, necessariamente, a mesma pessoa, em
cada caso). Como a premissa esta quantificada existencialmente,
assumimos uma instancia representativa dela, na linha 2. O uso
de IU, em 5, esta correto, pois a letra nominal ‘4’ ndo ocorre em
qualquer premissa ou hipétese. Do mesmo modo (o leitor deve
confirmar), a passagem 6 respeita todos os requisitos da regra
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EE. As duas ultimas passagens da prova poderiam ter sido
intercambiadas tal como:

5 JyLyb 1, 2-4 EE
6 VxdyLyx 51U

A prova ainda estaria correta.
6.23 Prove:

Va(Fx — JyLxy), Ix(Fx & Gx) F3Ixdy (Gx & Lxy)

Solucao
1 Va(Fx — JyLxy) P
2 dx(Fx & Gx) P
3 | Fa & Ga H (para EE)
4 | Fa — dyLay 1EU
5 | Fa 3 &E
6 | dyLay 4, 5 MP
7 Lab H (para EE)
8 Ga 3&E
9 Ga & Lab 7, 8 &I
10 dy(Ga & Lay) 91E
11 IxF(Gx & Lxy) 10 IE
12 | dxdy(Gx & Lxy) 6, 7-11 EE
13 dxdy(Gx & Lxy) 2, 3-12 EE

Essa prova requer dois usos de EE, um para cada quantificador
existencial nas premissas. Comecamos, em 3, assumindo
uma 1instancia representativa de ‘Ax(Fx & Gx)’. Instanciando
Vx(Fx — JyLxy) com ‘@’, na linha 4, derivamos JyLay’, em 6.
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Para usar essa férmula existencial, assumimos uma insténcia
representativa dela, na linha 7, introduzindo uma nova letra
nominal, ‘b’. (No podemos usar ‘Laa’ como uma insténcia repre-
sentativa da férmula, em 6, pois isso poderia impedir a aplicagcdo
correta de EE.) Da hipétese, em 7, derivamos a concluséo, na
linha 11, e entiio descartamos as duas hipéteses por duas passagens
de EE nas linhas 12 e 13. Embora a letra nominal ‘6’ ocorra na
hipétese, em 7, a passagem de EE, em 12, ¢ legitima, pois essa
hipétese ndo é mais vigente em 12. Analogamente, embora ‘@’
ocorra nas hipéteses das linhas 3 e 7, a passagem de EE, em 13,
é legitima, pois essas hipGteses néo sdo mais vigentes, em 13. Nao
precisamos considerar as ocorréncias de ‘@’ ao checar a linha 12,
pois a letra nominal relevante a, nessa linha, € P e nio
também ndo precisamos considerar as ocorréncias de b’ ao checar a
linha 13, pois o é ‘@’ (veja o enunciado formal da regra EE).

6.24 Prove:

Vx (Fx — ~Gx) - ~3x(Fx & Gx)

Solucgao

1 Vx(Fx — ~Gx) P

2 | dx(Fx & Gx) H (para RAA)
3 Fa & Ga H (para EE)

4 Fa - ~Ga 1 EU

5 Fa 3 &E

6 ~Ga 4,5 MP

7 Ga 3 &E

8 P & -~-P 6,7 CONTRAD
9  P&-P 2, 3-8 EE

|
10 ~Fx(Fx & Gx) 2-9 RAA
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Como a concluséo estd negada, adotamos a estratégia de reducdo;
assumimos ‘Ix(Fx & Gx)’, em 2, e operamos a fim de obter uma
contradi¢cdo. Como ‘Ix(Fx & Gx) estd quantificada existencial-
mente, assumimos uma instancia representativa dela, em 3. A
contradicéo ‘Ga & ~Ga’ teria sido obtida na linha 8, mas isso
impediria a aplicacio de EE em 9, pois ‘Ga & ~Ga’ contém o nome
‘@’ (veja condigéio 2 para a regra EE). Para utilizar RAA é preciso,
primeiro, descartar a hipétese da linha 3 por EE. Relembramos
que a regra derivada CONTRAD nos permite inferir qualquer
wif de uma wif junto com sua negacdo. Usamos essa regra, em 8,
para inferir a contradicéo, ‘P & ~P’, a qual néo contém ‘@’ (qualquer
outra contradi¢io serviria, desde que nela nao ocorresse ‘@’). Isso
possibilita o uso correto de EE, na linha 9. Completamos a
estratégia de redugdo, na linha 10.

Concluimos esta se¢do com alguns pontos importantes que devemos
considerar quando formos fazer demonstracoes:

1) Todas as quatro regras quantificacionais operam somente na
posigao esquerda de uma formula, isto é, somente num quanti-
ficador cujo escopo é a formula toda. Introducio existencial e
introduc¢do universal nos permitem introduzir um quanti-
ficador como um simbolo, no lado esquerdo. Analogamente,
EU nos permite remover um quantificador somente se ele é o
primeiro simbolo do lado esquerdo, e uma hipétese EE pode
ser construida somente pela remocéo do quantificador esquerdo
de uma wiff quantificada existencialmente (nesse caso a va-
riavel governada pelo quantificador é substituida por uma
letra nominal). Deve-se ter um cuidado especial quando ‘&,
YV, ‘=’ ou ‘<’ é o operador principal de uma férmula, pois a
férmula "oficialmente” tem parénteses externos (veja regra
de formacéo 3, pagina 250), ainda que eles estejam omitidos,
por convencido. Seu simbolo esquerdo é, oficialmente, o
parénteses esquerdo externo; por isso, quando um quanti-
ficador é introduzido, ele deve ir para o lado esquerdo desse
parénteses. Nesse caso, ambos os parénteses, o do lado esquerdo
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2)

3)

e do lado direito, devem aparecer explicitamente (compare
com a condig¢éo 3 para a regra IE).

Para provar uma conclusdo quantificada existencial ou
universalmente, a estratégia é, primeiro, provar uma formula
a partir da qual essa concluséo pode ser obtida por IE ou IU.
Por exemplo,

Para provar: Prove primeiro:
dxFx Fa
Vx(Fx — Gx) Fa — Ga
Vx ~Fx ~Fa

Vx dyFxy dy Fay
dyFay Fab
JxFxx Faa

Adote, entdo, uma subestratégia baseada na forma da con-
clusdo necessaria para IU ou IE. Por exemplo, para provar
Vx(Fx — Gx), primeiro prove ‘Fa — Ga’, e, para provar esta
dltima, utilize PC como uma subestratégia (veja problemas
6.9 e 6.12). Analogamente, para provar ‘Vx ~Fx’, primeiro
prove ‘~Fa’ — e como ela é uma férmula negada, assuma Fa’
por reducdo.

Se a concluséo é uma negacdo, conjungdo, disjuncdo, condi-
cional ou bicondicional, entdo é melhor empregar a estratégia
do cdlculo proposicional para provar tais conclusées (veja
tabela 3-1, Secédo 3.4). Por exemplo, para provar a férmula
negada ‘~VxFx', usa-se a estratégia de reducdo: assume-se
‘VxFx' e deriva uma contradicéo (veja problemas 6.7 e 6.14).
Note que isso é feito ndo para derivar ‘~Fa’ e entéao aplicar
IU, pois mesmo que isso seja possivel o resultado sera
Vx ~Fx’, que nfo é a conclusio desejada. Similarmente, para
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provar o condicional ‘VxFx — VxGx’, assumimos seu ante-
cedente e usamos PC (veja problema 6.11). Isso é feito nio
para derivar ‘Fa — Ga’ e entéo aplicar 1U, pois mesmo que
possivel, isso resultara somente em ‘Vx(Fx — Gx)'.

6.6 Teoremas e regras de equivaléncia do
quantificador

No célculo de predicados é possivel provar algumas wifs sem
i fazer uso de premissas. Tais wffs sdo os feoremas do célculo de predi-
cados. Elas séo verdades logicas, férmulas cuja verdade é necesséria,
indiferentes aos significados atribuidos a seus simbolos nao-légicos.
Como o calculo de predicados engloba o célculo proposicional, todos os
teoremas do cdlculo proposicional sdo, também, teoremas do calculo de
predicados. Mas, o calculo de predicados tem outros teoremas que
y pertencem somente a ele.

PROBLEMAS RESOLVIDOS

6.25 Prove o teorema:

- Vx(Fx — Fx)
Solucao
1 | Fa H (para PC)
2 Fa— Fa 1-1 PC

3 Vx(Fx — Fx) 21U
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Na linha 2, aplicamos PC para a linha, que é simultaneamente o
antecedente e o conseqiiente do condicional ‘Fa — Fa’, que
estamos tentando provar. A aplicacdo de IU é legitima, pois
embora ‘@’ ocorra na hipétese ‘Fa’, esta hipétese foi descartadana
linha 2. Esse teorema pode ser provado usando a regra derivada
IT (ver Secéo 3.6):

1 Fa— Fa IT Cap. 3, prob. supl. VI (1)
2 Vx(Fx — Fx) 110

O teorema usado é ‘P — P’, do qual ‘Fa — Fa’ é uma instancia
substitutiva. Note que a linha 1 nfo é uma hipétese nem tam-
pouco uma premissa; ainda que ela contenha ‘a’, a aplicacéo de
IU na linha 2 € legitima. Isso fica claro se notamos que ‘Fb — Fb’,
‘Fe — Fc’, e assim por diante, sfo todas instancias substitutivas
desse teorema; na verdade, ndo importa que nome colocamos no
lugar de ‘@’ para obter uma insténcia substitutiva. Logo, o teorema
implica que, para qualquer x, (Fx — Fx).

6.26 Frove o teorema:

- VxFx — Fa

Solucao

1 VaxFx H (para PC)
2 Fa 1 EU
3 VxFx— Fa 1,2 PC

O teorema é um enunciado condicional; assim, usamos a estra-
tégia da prova condicional.
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6.2'7 Prove o teorema:

F ~(VxFx & dx~Fx)

1 VxFx & dx-Fx H (para RAA)
2 VxFx 1&E

3 dx~Fx 1 &E

4 ~Fa H (para EE)

5 Fa 2EU

6 P & ~P 4,5 CONTRAD
7 P & ~P 3,4-6 EE

8 ~(VxFx & Ix~Fx 1-7 RAA

O teorema é uma negacio; assim, assumimos ‘VxFx & Jx~Fx" por
reducdo e separamos em seus conjunctos, nas linhas 2 e 3. Para
usar Fx~Fx’, devemos proceder por EE; assumimos uma instancia
de ‘Gx~Fx’, na linha 4. A contradicdo ‘Fa & ~Fa’ poderia ser
obtida em 6, mas ainda nio descartamos a hipétese da linha 4,
pois ‘Fa & ~Fa’ contém ‘e’. Para vencer essa dificuldade, obtemos
uma nova contradicio, néao contendo ‘@’, por CONTRAD (compare
com o problema 6.24). Isso nos permite descartar a hipétese, por
EE, da passagem 4, na linha 7, e completar a reducgdo, em 8.

6.28 Prove o teorema:

- VxFx v Ax~Fx
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Solucao

1 | ~VFx~Fx H (para PC)
2 ~dx ~Fx H (para RAA)
3 ~Fa H (para RAA)
4 dx~Fx 3 1IE
5 dx~Fx & ~dx ~Fx 2,4 &l
6 ~~Fa 3-5 RAA
7 Fa 6 ~E
8 VxFx 710
9 VaFx & ~VxFx 1, 8 &I

10 | ~~3x ~Fx 2-9 RAA

11 | TIx-Fx 10 ~E

12 ~V xFx — dx-Fx 1-11 PC

13 ~~VaFx v dx-Fx 12 IM

14 VxFx v Ix~Fx 13 DN

Aqui, a estratégia é indireta. O teorema é uma disjuncéo. Em
geral, provamos disjungoes por VE, mas isso requer uma premissa
disjuntiva, que nos falta, nesse caso. Entretanto, pelas equiva-
léncias IM e DN o teorema é o mesmo que ~V xFx — Jx~Fx'.
Assim, podemos provar o teorema por meio desse condicional
(linha 12) e entéo aplicar IM e DN. Comegcamos a prova assumindo
o antecedente do condicional, ““V xFx'. Para provar seu conse-
qiiente, ‘Ax~Fx’, procedemos por reducdo, assumimos a negacio
do conseqiiente, em 2, e introduzimos uma hipétese por reducdo,
na linha 3, para obter as contradi¢tes necesséarias. O uso de IU,
em 8, é permissivel, pois embora ‘@’ apareca na hipétese em 3, ela
néo é mais vigente na linha 8.
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Muitas equivaléncias sdo provadas no calculo de predicados. A
primeira delas mostra a equivaléncia l6gica das férmulas ‘Vx (Fx — ~Gx) e
“Jx (Fx & Gx), que sio maneiras de expressar a proposi¢céo da forma £
‘Nenhum F é G'.

PROBLEMA RESOLVIDO
6.29 Prove a equivaléncia:

FVx (Fx - ~Gx) & ~Ax (Fx & Gx)

Solucao
1 | Vx(Fx — ~Gx) H (para PC)
2 | ~dx(Fx & Gx) 1 prob. 6.24
3 Va(Fx - ~Gx) > ~Fx(Fx & Gx) 1-2 PC
4 | ~dx(Fx & Gx) H (para PC)
5 Fa H (para PC)
6 Ga H (para RAA)
7 Fa & Ga 5, 6 &I
8 x(Fx & Gx) _ 71E
9 Tx(Fx & Gx) & ~Jx (Fx & Gx) 4, 8 &I
10 ~Ga 6-9 RAA
11 | Fa —»-Ga 5-10 PC
12 | Vx (Fx - ~Gx) 111U
13 ~Fx(Fx & Gx) - Vx(Fx — ~Gx) 4-12 PC

14 Vx (Fx — ~Gx) <& ~3 x(Fx & Gx) 3,13 &I
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A tabela 6.1 alista quatro equivaléncias que expressam relacoes
entre os quantificadores universal e existencial. As duas primeiras
equivaléncias serfio provadas, a seguir. A terceira e a quarta sfo deixadas
como exercicio para o leitor.

Tabela 6-1 Equivaléncias quantificacionais.

- ~Vx ~Fx <> xFx
- ~VxFx <> dx ~Fx
b Vx ~Fx < ~duFx
I VaFx & ~dx ~Fx

PROBLEMAS RESOLVIDOS

6.30 Prove a equivaléncia:

- ~Vx ~Fx ¢« dxFx

Solucio

1| ~Vx~Fx H (para PC)
2 ~JxFx H (para RAA)
3 Fa H (para RAA)
4 dxFx 3 IE
5 dxFx & ~dxFx 2,4 &l
6 ~Fa 3-5 RAA
7 Vx ~Fx 6 IU
8 Vx ~Fx & ~Vx ~Fx 1, 7 &I
9 | ~~dxFx 2-8 RAA

10 | dxFx 9 ~E

11 ~Vx ~Fx - dxFx 1-10 PC
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12
13
14
15
16
17
18
19
20

6.31 Prove a equivaléncia:

Solucao

WO W 3 S U W

L
N = O

IxFx

Fa

Vx ~Fx
~Fa

Fa & ~Fa
~Vx ~Fx

~Vx ~Fx
AxFx — ~Vx ~Fx
~Vx ~Fx & xFx

F~VxFx & dx~Fx

~VxFx

~Jx~Fx

~Fa

dx~Fx

Jx~Fx & ~3x~Fx
~~Fa

Fa

VxFx

VxFx & ~VxFx
~ ~Tx~Fx

dx~Fx

~VxFx — Jx~Fx

H (para PC)
H (para EE)
H (para RAA)
14 EU

13,15 &I
14-16 RAA
12, 13-17 EE
12-18 PC
11,19 1

H (para PC)
H (para RAA)
H (para RAA)
3 1IE

2,4 &I

3-5 RAA

6 ~E

710

1,8 &I

2-9 RAA

10 ~E

1-11 PC
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13 | dx~Fx H (para PC)
14 ~Fa H (para EE)
15 VxFx H (para RAA)
16 Fa 15 EU

17 Fa & ~Fa 14, 16 &I

18 ~VxFx 15-17 RAA

19 | ~VxFx 13,14-18 EE
20 FAx~-Fx — ~VxFx 13-19 PC

21 ~VxFx <> dx~Fx 12, 20 <1

As quatro equivaléncias quantificacionais sdo base para as
regras derivadas do cdlculo de predicados. Para enunciar essas regras,
necessitamos de algumas terminologias. Uma férmula que resulta de
uma wff quando se remove um quantificador inicial, junto com a
variavel, chama-se uma férmula aberta na varidvel. Por exemplo, se
removemos “Ix’ de ‘Fx(Fx & Gx), o resultado (Fx & Gx) é uma férmula
aberta em “%’. Se removemos V2’ de VzVx(Fxz — Gzx), o resultado,
Vx(Fxz — Gzx)', 6 uma férmula aberta em %2’. Uma férmula aberta nao é
uma wiff, pois nossas regras de formacdo néo permitem variaveis néo-
quantificadas.

Observe que nas provas dos problemas 6.30 e 6.31 todas as
ocorréncias da férmula ‘Fx’ poderiam ter sido substituidas por ocorréncias
de uma outra férmula aberta em ‘%’ e, ainda assim, o resultado conti-
nuaria sendo uma prova vilida. Assim, pelo raciocinio usado no problema
6.30, poderiamos ter provado néo somente ‘= VxFx <> ~Jdx~Fx’, mas,
também, ‘- Vx(Fx & Gx) & ~qx~(Fx & Gx)’, ‘+ Va3 yLay <> ~dx~d yLay’
e assim por diante. Ou seja, poderiamos ter provado que qualquer wit
consistindo em uma férmula aberta em ¢’ prefixada por ‘Vx’ é logica-
mente equivalente a uma wif consistindo na mesma férmula aberta
prefixada por “~3x~". Como ‘F’ é uma propriedade qualquer, ela pode ser
considerada como sendo qualquer propriedade expressa por uma for-
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mula aberta em . Dai, o problema 6.30 é, de fato, uma prova de todas
essas equivaléncias.

Além disso, é claro que a varidvel ¢’ pode ser substituida, uniforme-
mente, nos problemas 6.30 e 6.31, por uma outra varidvel, sem, contudo,
afetar a validade da prova. Assim, o problema 6.30 prova também as
equivaléncias ‘+ VzFz > ~3z ~ F2', ‘- Vy (Fy & Gy) <> ~3y ~(Fy & GyY,
etc.

De modo geral, o problema 6.30 mostra que qualquer wif da
forma VB¢, onde B é uma varidvel e ¢ uma férmula aberta nessa variavel,
é logicamente equivalente a ~3 ~¢.

As outras equivaléncias estabelecidas na tabela tém a mesma
generalidade. Como férmulas logicamente equivalentes podem ser substi-
tuidas validamente por outra, em gualquer contexto, essas quatro equiva-
1éncias ddo origem a seguinte regra derivada:

Intercambio de quantificadores (IQ): Seja ¢ uma férmula aberta
na varigvel 8. Entdo, se um dos seguintes pares é uma subwif
de alguma wif y, podemos validamente inferir de y o resultado
de substituir uma ou mais ocorréncias de um deles pelo outro:

~VB~0, IPo
~VBo, P-4
VB~¢, -3¢
VBo, ~3p~¢

Tal como as regras derivadas do calculo proposicional, IQ simpli-
fica as provas; contudo, ela nfo permite provar algo novo. Qualquer coisa
provével por IQ é provada por uma das quatro regras quantificadas de
introducéo e eliminag#o, e as dez regras basicas do calculo proposicional.
Para ilustrar como IQ simplifica as provas, provamos novamente a
forma do problema 6.24:
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PROBLEMAS RESOLVIDOS

6.32 Prove:

Vax(Fx - ~Gx) F~x(Fx & Gx)

Solucao
1 VxFx - ~Gx)
2 Fa-—~Ga
3 ~(Fa&~-~Ga)
4 ~(Fa & Ga)
5 Vx~(Fx & Gx)
6 ~dx(Fx & Gx)

P

1 EU

2 prob. 4.47
3 DN

410

51Q

Compare essa prova com a do problema 6.24.

A seguir, alguns problemas utilizando IQ.

6.33 Prove o teorema:

- VxFxv Jx~Fx

Solucao

1 VxFxv ~VxFx
2 VxFx v Ix~Fx

IT 4.45
11Q
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6.34 Prove:

Vx ~Fx - Vx ~Gx + 3xGx —» IxFx

~JdxFx, ~dxGx +~Ix(Fx v Gx)

Solucao
1 Vx-Fx > Vx-Gx
2 ~dxFx - Vx ~Gx
3 ~IFx — ~-IxGx
4  dxGx — IxFx
6.35 Prove:
Solucao
1 ~dxFx
2 ~dxGx
3 Vx-~-Fx
4 Vx~Gx
5 ~Fa
6 ~-Ga
7 ~Fa & ~Ga
8 ~(Fa v Ga)
9 Vx~(Fx & Gx)
10 ~x(Fx & Gx)

11Q
21Q
4 TRANS

11Q
21Q
3EU
4EU
5,6 &I
7 DM
8 IU

91Q
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Neste contexto as regras 1Q tém restrigoes. Elas permitem inter-
cambiar quantificadores somente quando um quantificador yjunto com a
varigvel prefixa uma férmula aberta nessa variavel. Ndo permitem, por
exemplo, a inferéncia

1 VxFx — dy ~Lxy) P
2 VxFx - ~VyLxy 11Q

pois ‘Lxy’ contém ‘y’, além de ¢, e por isso ndo é uma férmula aberta %’
Essa inferéncia, contudo, é valida, como o é qualquer inferéncia na qual
‘Jy~’ & substituida por “~Vy’ em qualquer parte de uma wif. (O mesmo é
verdade para as outras regras IQ.) Alguns autores usam as regras 1Q,
sem restricoes, as quais permitem inferéncias como as acima. Outros as
restringem ainda mais, permitindo o seu uso somente em quantifi-
cadores iniciais. Por outro lado, outros n&o permitem IQ de modo algum.

Essas variacdes néo afetam o que se pode provar em logica, pois
o que é provavel por qualquer versio de 1Q é provéavel pelas quatro
regras de introducéo e eliminagéo.

6.7 ldentidade

Pode-se adicionar certos simbolos ao calculo de predicados com
propésitos especificos. Um deles é o predicado da identidade, ‘=, que
significa "é idéntico a" ou "é a mesma coisa que”. Esse predicado é muito
utilizado em matemaética, principalmente em relacdo a nimeros. Em
l6gica, sua aplicaciio é mais geral; as letras nominais ‘@’ e ‘b’ na férmula
‘a = b’ podem denotar qualquer tipo de objeto. Podemos interpretar ‘@,
por exemplo, como "Mark Twain" e ‘b6’ como "Samuel Clemens"; assim, ‘a
= b’ significa que "Mark Twaim é idéntico a (isto é, é o mesmo individuo
que) Samuel Clemens". Podemos ainda interpretar ‘@’ como "a Guerra da
Secessido” e ‘b’ como "a Guerra Civil"; assim, ‘a = b’ significa que "A
Guerra da Secessao é idéntica a Guerra Civil".
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O predicado da identidade é especial, pois, tal como os simbolos
l6gicos e ao contrario das letras predicativas, sua interpretacio esta
fixada. Ele sempre significa "é idéntico a". E também peculiar, sintatica-
mente, pois, ao contrario dos predicados binérios, ele é escrito entre as
letras nominais as quais se aplica, e ndo antes delas.” Tais peculia-
ridades necessitam de regras adicionais de formacéo e de inferéncia.

A regra adicional de formacio é:

O resultado de escrever ‘=" entre um par de letras nominais é
uma wif atémica.

Essa regra junto com as outras quatro regras de formacéo fornece
uma rica variedade de novas expressoes.

PROBLEMA RESOLVIDO

6.36 Formalize as seguintes sentencas no célculo de predicados
com identidade usando a interpretacio dada a seguir:

Simbolo Interpretagéo
Nomes
c Samuel Clemens
h Huckleberry Finn (o livro)
t Mark Twain
Predicado unério
A é um autor americano
M € um mercenario

Predicado binario
B é melhor que (como autor)
E escreveu

7. Alguns autores cercam as féormulas com identidade com parénteses, especialmente se elas
s80 negagdes o que salienta mais a diferenca entre ‘= e os outros predicados bindrios.
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a)
b)
c)

d)

e)

)

g)
h)
i)
J)
k)
1)
m)
n)

0)

Soluc¢ao

a)

b)
c)

Mark Twain nao é Samuel Clemens.
Existe Mark Twain.

Se Mark Twain é Samuel Clemens, entdo Samuel Clemens
escreveu Huckleberry Finn.

Somente Mark Twain escreveu Huckleberry Finn.

Todos os autores americanos, exceto Mark Twain, séo merce-
narios.

Mark Twain é o melhor autor americano.

Existe algo.

Existem, pelo menos, duas coisas.

Existe, no mdximo, uma coisa.

Existe, exatamente, uma coisa.

Existem, exatamente, duas coisas.

Existe exatamente, um escritor de Huckleberry Finn.
Existem pelo menos, dois escritores de Huckleberry Finn.
Existem, no maximo, dois escritores de Huckleberry Finn.

Existem, exatamente, dois escritores de Huckleberry Finn.

~t = c. B freqiiente escrevé-la como ¢ # ¢’. Notemos que, de
acordo com as regras de formacéo, ndo ha parénteses para a
wif atbmica ¢ = ¢’; mas o sinal de negagéo se aplica a toda wif,
e nfo somente para ?.

dxx =t.

t = c — Ech. Parénteses externos foram omitidos dessa formula.
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d)
e)

g)

h)

1)

J)

Vx(loxh — x =1t).

Vx ((Ax & ~x = t) = Mx). Poderiamos escrevé-la equivalente-
mente como Vx (Ax — (~x =t - Mx)). A formalizacio da
sentenca dada é relativamente a mais fraca, pois nio afirma
que Twain foi um mercendrio ou que nio foi; simplesmente,
diz que todos os autores americanos, exceto Twain, sdo merce-
narios. Se queremos que a formalizagio afirme que Twain
néo foi um mercendrio, devemos unir uma das versdes acima
com ““~M?’ ou entdo reescrever a formula toda do seguinte
modo: Vx (Ax —» (Mx < ~x = 1))

At & Vx((Ax & ~x =t) — Btx). Dizer que Twain é o melhor
autor americano € dizer que ele é um autor americano e que
é melhor que todos os outros autores americanos. Isso é o que
essa wif afirma. Note que, se tivéssemos escrito o segundo
conjuncto sem o requisito ‘~x =7, isto é, como ‘Vx(Ax — Bitx),
ela afirmaria que Twain é melhor que si préprio; portanto,
esse requisito é crucial.

dx x = x. Essa férmula, traduzida literalmente, significa
"Existe algo que é idéntico a s1 préprio”.

dxdy ~x = y. Relembramos que, as varidveis %" e 9’ de
‘Ixdy Axy’ ndo denotam, necessariamente, objetos dife-
rentes. Lendo ‘@’ como "ama", essa f6rmula é verdadeira
mesmo gque uma unica pessoa ame a si préprio. Assim, para
afirmar que pelo menos dois objetos distintos existem, preci-
samos do requisito ~x =y’.

VxVy x = y. Ela significa, "Para quaisquer objetos x ey, x é
idéntico a y", isto é, "Todos os objetos sdo idénticos”, que o
universo contém, no maximo, um objeto. Tendo em vista que
o célculo de predicados pressupoe a existéncia de pelo menos
um objeto, essa wff é equivalente ao enunciado (j).

IxVy y = x. Ela diz, literalmente, "Existe um objeto que é
1déntico a todos os objetos”.
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k) Iy (=x=y & Vz(z=xvz=y)).Acldusula‘~x =y afirma que
x ey sio dois objetos diferentes. A cldusula Vz (z =x vz = y)
diz que, qualquer objeto z, ou z é idéntico a x ou ay, isto &,
que néo ha outros objetos além de x e y.

D Ax(Exh & Vy (Eyh >y =x)).

m) AxTy (Exh & Eyh) & ~x = y).

n) VxVyVz ((Exh & Eyh) & Ezh) > (x=y vx = 2Z) vy =2)).
0) JxIy (Exh & Eyh) & Vz (Ezh > (z=xvz=Y)).

Os mateméticos estdo familiarizados com as regras de intro-
ducso e de eliminagéo para o predicado de identidade. A regra de intro-
dugso para identidade é como a regra derivada IT (Secéo 3.6), a qual
introduz férmulas nas provas sem, contudo, té-las derivado em linhas
anteriores.

Introducéo da identidade (=I): Para qualquer letra nominal o,
podemos afirmar ¢ = o numa linha qualquer de uma prova.

Introdugéo da identidade é usada nas seguintes provas:

PROBLEMAS RESOLVIDOS
6.37 Prove o teorema:

FVxx=x

Solucao

1 a=a =]

2 Vxx=x 1IU
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Note que o0 uso de IU, na linha 2, é legitimo, pois a prova ndo usa
premissas ou hipdteses contendo ‘@’. Esse teorema é conhecido
como a Lei de reflexividade da identidade.

6.38 Prove o teorema:

Fdxa=x
Solucao
1 a=a =I
2 Hdxa==x 11IE

Esse teorema afirma a existéncia de um objeto denotado por ‘@’.
O mesmo raciocinio poderia ser repetido usando qualquer outra
letra nominal que néo fosse ‘a’. Isso é a pressuposicio, observada
na Secdo 6.5, de que os nomes denotam coisas existentes.

A regra de eliminacdo da identidade (regra que nos permite
raciocinar a partir de identidades dadas como premissas) é, simples-
mente, a idéia de que se a = b, os nomes ‘@’ e ‘b’ sdo intercambidveis. Essa
regra € também chamada substitutividade da identidade.

Eliminacdo da identidade (=E): Se ¢ é uma wff contendo a letra
nominal o, entdo de ) ede .= ou B = o podemos inferir q)ﬁ/ o,
o resultado de se substituir pelo menos uma ocorréncia de o

em ¢ por f.

PROBLEMAS RESOLVIDOS

6.39 Prove:
Fa,a=b + Fb
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Solucao
1 Fa
2 a=b
3 Fb

6.40 Prove:
Fa,~Fb +-~a=0b

Solucéao
Fa
~Fb
a=>b
Fb
Fb & ~Fb

Sy o W -

~a=>b

6.41 Prove o teorema:

FVxVylx=y—-oy=x)

Solucao
1 a=>b
2 a=a
3 b=a
4 a=b-ob=a
5 Vyla=y-y=a)
6 VaVylx=y—oy=x)

1,2 =E

P

P

H (para RAA)
1,3=E

2,4 &1

3-5 RAA

H (para PC)
=1

1,2 =E

1-3 PC

410

510
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Na linha 3, usamos a identidade ‘e = &’ (linha 1) para substituir
a primeira ocorréncia de ‘@’ em ‘e = @’ (linha 2) por ‘4>. Com
relacdo ao enunciado de =E, ‘a =a’ é ¢ ¢ ‘b =a’ é q)|3/a. Esse
teorema é chamado Lei de simetria da identidade.

6.42 Prove o teorema:

FVxVyVz (x =y &y=2) 5x=2)

Solucao

1 a=b&b=c H (para PC)
2 a=b 1 &E

3 b=c 1 &E

4 a=c 2,3 =E

5 (a@a=b&b=c)—>a=c 1-4 PC

6 Vz(a=b&b=z)>a=2z) 51U

T VyWVz((a=y&y=2) -a=2) 61U

8 VaWyWz(x=y&y=2)—x=2) 7IU0

Esse teorema é conhecido como Lei de transitividade da identidade.

As regras de inferéncia do cdlculo de predicados com identidade
sao corretas (no sentido de que elas geram somente formas validas de
argumentos) e completas (no sentido de que elas geram todas as formas
de argumentos validas, em virtude da seméantica, dos quantificadores, do
predicado de identidade e dos conectivos funcional-veritativos). A
correcéio e a completude das regras podem ser provadas por um tipo de
raciocinio conhecido como metalégico. Contudo, tal raciocinio esti fora
do escopo deste livro.®

8. Uma excelente obra sobre metalégica é Geoffrey Hunter, Metalogic: An Introduction to the
Metatheory of Standard First Order Logic, Berkeley, University of California Press, 1971.
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Apesar da sua completude, as regras de inferéncia nem sempre
respondem a questdo ‘Essa forma é valida?. Se formos incapazes de
construir uma prova para uma dada forma, isso podera significar: a
forma é, realmente, invalida, ou ela é valida, mas nao temos habilidade
suficiente para exibir uma prova. Na verdade, precisamos de um método
que decida quais formas sdo invalidas. Infelizmente, como veremos na
préxima secdo, esse método nfo existe.

6.8 Arvores de refutacédo

O Capitulo 4 mostrou como as tabelas-verdade e as arvores de
refutacéio so empregadas para demonstrar a validade e a invalidade de
formas de argumento de cdlculo proposicional. O Capitulo 5 mostrou
como a validade e a invalidade de silogismos categéricos podem ser
verificadas pelos diagramas de Venn. Esses métodos sao algoritmicos;
isto 6, sdo precisos — procedem por regras especificas (do tipo que um
computador executa) pelas quais uma resposta € obtida depois de se
efetuar varias operacoes.

Contudo, o método de prova discutido neste capitulo, tal como o
do Capitulo 3, gera somente formas de argumentos validas; ndo discu-
timos os meios de se determinar invalidade de argumentos para o célculo
de predicados. Na verdade, para o cdlculo de predicados, exceto 0s
sistemas discutidos anteriormente, néo ha e ndo pode haver um procedi-
mento algoritmico que detecta invalidade. Logica de predicados €, nesse
sentido, indecidivel. (A indecidibilidade da légica de predicados pode ser
provada por raciocinio metalégico, € é conhecida como Tese de Church.)
Existem, entretanto, métodos governados por regras que testam a vali-
dade e a invalidade somente de algumas formas de argumentos do
calculo de predicados.

9. Uma elegante versio da prova é dada em Richard Jeffrey, Formal Logic: Its Scope and
Limits, 22 ed., New York, McGraw-Hill, 1981, Cap. 6.
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Nesta secao, discutimos um desses métodos, uma generalizacao
da arvore de refutagéo do Capitulo 4. Tal como a técnica do Capitulo 4,
ele nos possibilita descobrir a validade de um argumento vilido num
numero finito de passos (mesmo que o niimero de passos seja muito
grande e que nao sejamos capazes de saber antecipadamente se vamos
ou nao obter uma resposta). Por outro lado, ele difere da técnica do
Capitulo 4, pois algumas vezes nao revela a invalidade de formas inva-
lidas.

A técnica de arvores de refutaciao generalizada incorpora as
regras de refutacdo da légica proposicional (Capitulo 4). Além dessas,
temos seis novas regras para intervir em sentengas que contém quantifi-
cadores e o predicado de identidade. Algumas arvores do célculo de
predicados empregam somente as regras do calculo proposicional.

PROBLEMA RESOLVIDO

6.43 Use as regras de arvores de refutagao do cdlculo propo-
sicional para determinar se a seguinte forma de argumento é
valida:

VxFx — VxGx, ~VxGx + ~VxFx

Solucao
1 J VaFx — VxGx
2 ~VxGx
3 ~VaxlFx
4 ~VxFx 1- VxGx 1-

5 X 3,4~ X 9, 4 ~
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Todos os ramos fecham-se e, portanto, a forma é valida. Somente
as regras do calculo proposicional séo necessérias, pois a forma é
uma instancia substitutiva de modus tollens (MT), que é valida
pela logica proposicional.

O calculo de predicados com identidade tem trés simbolos 16gicos,
nfo incluidos no calculo proposicional (a saber, V’, I e ‘=’). Assim
precisamos de duas regras para cada um deles (um para lidar com
sentencas negadas e outro para as ndo-negadas, nas quais eles ocorrem).
Teremos entdo seis novas regras para as arvores de refutacéo no céalculo
de predicados. A primeira, a regra de quantificacdo universal, é, essen-
cialmente, uma verséo da arvore de refutacdo de EU.

Quantificac@o universal (V): Se uma wif da forma V¢ aparece
num ramo aberto, e se o é uma letra nominal que ocorre numa
wif desse ramo, entdo escrevemos (% (o resultado de substi-
tuir todas as ocorréncias de [} em ¢ por o) no final do ramo. Se
nenhuma wif contendo uma letra nominal, aparece no ramo,
entdo escolhemos uma letra nominal o, e escrevemos ¢%/f3 no
final do ramo. Em cada caso, néo ticamos V(3.

N3o ticamos VB¢ pois agora nio importa quantas wffs inferimos
por V. Embora wffs quantificadas universalmente nio sejam ticadas,
suas arvores podem fechar-se (nesse caso a inferéncia sera valida) ou
podem ir até um ponto em que a drvore nao se fecha e nenhuma regra
mais se aplica (nesse caso, a inferéncia é invalida).

PROBLEMAS RESOLVIDOS

6.44 Construa uma arvore de refutacéo para decidir se a seguinte
forma é vilida:

Vx(Fx — Gx), VxFx + Ga
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Solucgao
1 Vx(Fx — Gx)
2 VaFx
3 ~Ga
4 / Fa — Ga 1V
5 Fa 2V
6 -~Fa 4 > Ga 4-
7 X 5,6~ X 3,6~

Como a letra nominal ‘@’ ocorre em ‘~Ga’ (linha 3), ela é utilizada
para obter as linhas 4 e 5, pela regra de quantificagéo universal.
A arvore se fecha, depois da aplicacfo da regra do condicional,
em 6. Portanto, a forma é valida.

6.45 Construa uma arvore de refutagéo para decidir se a seguinte
forma é valida:

Fa - Gb, Vx ~Fx +-~Gb

Solucao
1 / Fa — Gb
2 Vx ~Fx
3 / ~~Gb
4 Gb 3~~
5 ~Fa 2V
6 ~Fb 2V
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Aplicando inicialmente as regras nao-ramificadas, ticamos a linha

3 e obtemos ‘Gb’, em 4, por dupla negacdo. Em 5 e 6, derivamos

‘“Fa’ e ‘~Fb’, da linha 2, por duas passagens independentes da

regra de quantificacio universal. Observe que a linha 2 perma-

nece nao-ticada. A partir desse ponto, V ndo pode mais ser
aplicada, pois ela fol usada com as duas letras nominais que
ocorrem nas wffs do ramo, e V s6 pode ser usada para introduzir
uma nova letra nominal se letras nominais nio aparecem nas
wifs do ramo. Assim, o que resta é aplicar a regra do condi-

cional, na linha 7. Isso ndo fecha a arvore; portanto, a forma é

invalida.

Ao contrario das arvores de refutacao para a légica proposicional,
as arvores de refutagao para a légica de predicados ndo produzem uma
lista completa de contra-exemplos para um argumento invalido. Cada
ramo aberto de uma arvore de refutacéo concluida, na légica de predi-
cados pode ser interpretado como um "modelo de universo” que contém,
exatamente, os objetos mencionados pelo nome, no ramo. As wifs atomicas
ou negacoes de wffs atébmicas no ramo indicam o que é verdade sobre
esses objetos nesse modelo.

No problema 6.45, os dois ramos abertos representam um universo
contendo exatamente dois objetos, a e b. Nesse modelo de universo, b
tem a propriedade G e ambos a e b, ndo sdo F. (Os ramos nio especi-
ficam quando, ou nfo, a é G isso é irrelevante para o caso.) Como ‘Fa’ é
falsa nesse modelo, entdo a premissa ‘Fa — Ga’ é verdadeira, pois o
condicional material é verdadeiro quando seu antecedente é falso (ver
Capitulo 5). Além disso, como os finicos objetos nesse universo sdoa e b
e nenhum deles é F, a premissa ‘Vx ~Fx’ é verdadeira. Mas, a concluso
“~Gb’ é falsa. Esse modelo mostra que existe pelo menos uma instéancia
da forma cuja conclusio é falsa e as premissas sdo verdadeiras. Em
conseqiiéncia, a forma é invalida.
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PROBLEMA RESOLVIDO

6.46 Construa uma arvore de refutacdo para decidir se a seguinte
forma é valida:

Vx(Fx — Gx), VxGx +Fa

Solucao
1 Yx(Fx — Gx)
2 VaGx
3 ~Fa
4 / Fa — Ga 1V
5 Ga 2V
6 ~Fa 4 - Ga 4 —

A forma é invalida. Aplicamos a regra da quantificacio universal,
em 4 e 5, e a do condicional, em 6; como no problema 6.44, a
arvore ndo se fechou. Nenhuma regra mais se aplica e as linhas
1 e 2 permanecem ndo-ticadas.

Nesse problema, os dois ramos abertos representam um modelo
de universo contendo somente um objeto, a, que tem a propriedade G,
mas ndo F. Nesse modelo, as premissas ‘Va(Fx — Gx) e ‘VxGx' sdo
verdadeiras e a conclusio ‘Fa’ é falsa; assim, a forma é invalida. E ébvio
que ‘VxGx’ é vedadeira no modelo, pois este contém somente um objeto,
a, e a 6 G. E também ébvio que ‘Fa’ é falsa. Contudo, nio é tio 6bvio que
‘Vx(Fx — Gx) é verdadeira. ‘Vx(Fx — Gx) significa "para qualquer objeto
x se x é F, entdo x 6 G", onde ‘se’ é para ser lido como o condicional
material. Um condicional material é verdadeiro se seu antecedente €
falso. Como o tnico objeto no modelo da universo é ¢ e a ndo é F, o
antecedente desse condicional é falso, e portanto o condicional é verda-
deiro para qualquer objeto no universo. Logo, ‘Vx (Fx — Gx)’ é verdadeira
nesse modelo. Na verdade, qualquer condicional material quantificado
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universalmente, cujo antecedente é vazio (isto é, a nada se refere), é
verdadeiro. Isso significa que toda proposicido da forma A, com termo
sujeito vazio, é verdadeira (ver o final da Secéo 5.2).

Quantificacdo existencial negada (~3): Se uma wff ndo-ticada da
forma ~3 B¢ aparece num ramo aberto, ticimo-la e escre-
vemos Vf~0 no final de cada ramo aberto que contém a wff
ticada recentemente.

Quantificacdo universal negada (—~V): Se uma wif ndo-ticada da
forma ~Vf¢ aparece num ramo aberto, ticAmo-la e escrevemos
dB~¢ no final de cada ramo aberto que contém a wif ticada
recentemente.

PROBLEMAS RESOLVIDOS

647 Construa uma arvore de refutagiio para decidir se a seguinte
forma é vilida:

Vx(Fx — Gx), ~AxGx +~Fa

Solucao
1 Vx(Fx — Gx)
2 / ~3xGx
3 ~~Fa
4 / Vx ~Gx 2 ~3
5 ~Ga 4V
6 / Fa - Ga 1V
~Fa 6— Ga 6-
8 X 3,7~ X 5,7~

A forma é valida.
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6.48 Construa uma arvore de refutagéio para decidir se a seguinte
forma é valida:

~dx(Fx & Gx) —-~Fa

Solucéio
1 / ~Jx(Fx & Gx)
2 / ~~Fa
3 Vx~(Fx & Gx) |
4 Fa 2~ ~
5 ~(Fa & Ga) 3V
6 -~Fa 5-& ~Ga 5~-&
7 X 4, 6~

O ramo aberto mostra que, num universo consistindo em um
objeto a que é F mas ndo é G, a premissa é verdadeira e a
concluséo é falsa. Portanto, a forma é invalida. Note que mais
nenhuma regra pode ser aplicada para as wffs ndo-ticadas do
ramo aberto portanto, a arvore esta concluida.

6.49 Construa uma arvore de refutagio para decidir se a seguinte
forma é valida:

VxFx - VxGx, ~AxGx b 3x~Fx
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Solucao
1 v VxFx — VxGx
2 J ~JxGx
3 ~Jdx ~Fx
4 . Vx ~Gx 2 -3
5 J ~VaFx 1- VxGx 1>
6 dx~Fx 8-V Ga 5V
7 X 3,6~ ~Ga 4V
8 X 6,7~

A forma é véalida.
A quarta regra quantificacional é um tanto analoga a EE:

Quantificacdo existencial (3): Se uma wiff nao-ticada da forma
dB¢ aparece num ramo aberto, ticimo-la. Escolhemos, entéo,
uma letra nominal o que ainda nédo apareceu naquele ramo e
escrevemos 0%/ (o resultado de se substituir cada ocorréncia
de B em ¢ por o) no final de cada ramo aberto contendo a wff
recentemente ticada.

Uma nova letra nominal € escolhida, pois ela representara um dos indi-
viduos para o qual ¢ é verdadeira e a identidade desses individuos pode
nao ser conhecida, apesar de que pelo menos um tal individuo existe se
B¢ é verdadeira.
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PROBLEMAS RESOLVIDOS

6.50 Construa uma arvore de refutacdo para decidir se a seguinte
forma é valida:

dAxFx - VxFx
Solucio
1 J dxFx
2 J/ ~VxFx
3 Fa 14
4 / dx~Fx 2~V
5 ~Fb 43

Introduzimos uma nova letra nominal ‘@’ por J, na linha 3;
substituimos ‘~VxFx’ por sua equivalente existencial, em 4, e
introduzimos uma outra letra nominal ‘b’ com a segunda apli-
cacdo de 3, em 5. (A regra de quantificacio existencial exige que
esta segunda letra nominal seja diferente da primeira.) Nenhuma
regra mais se aplica. A arvore esta terminada mesmo contendo
um ramo aberto; logo, a forma é invalida. A arvore representa
um universo contendo dois objetos,a e b,em quea é F e b nédo é
F. Nesse universo, ‘IxFx’ é verdadeira, mas ‘VxFx’ nio é.

6.51 Construa uma arvore de refutagio para decidir se a seguinte
forma é valida:

Ax(Fx & Gx) - dxFx & IxGx
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Solucao
1 J Ax(Fx & Gx)
2 v ~(AxFx & IxGx)
3 J Fa & Ga 14
4 Fa 3&
5 Ga 3&
6 / ~5|xe/2 ~& J o ~AxGx 2 ~&
7 Vx ~Fx 6 ~d Vx ~Gx 6 ~3
8 ~Fa 7V ~Ga 7V
9 X 4,8~ X 9, 8 ~

A forma é valida.

6.52 Construa uma arvore de refutacéo para decidir se a seguinte
forma é valida:

dxFx, 3xGx - x(Fx & Gx)
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Solucao

W =3 O Ot bW DN

9
10
11
12

<~

AxFx

AxGx

~dx (Fx & Gx)
Fa

Gb

Vx~(Fx & Gx)
~(Fa & Ga)
~(Fb & Gb)

~Fa 7 ~& ~Ga

X

4,9~

~Fb

/

8 ~&

13
23
3~3
6V
6V

~Gb 8-&

X 5,11 ~

A forma é invilida. O ramo aberto representa um universo
contendo dois objetos, a e b, em que a é Fmas ndo é G, e b 6 G
mas néo € F. Observe que, na aplicacéo da regra de quantificacédo
existencial, introduzimos uma letra nominal a, na linha 4, e
outra letra nominal, b, na segunda aplicacdo, na linha 5. Note
que a arvore estéd terminada, pois nenhuma regra mais se aplica
para o ramo aberto.

O teste da arvore de refutacdo para validade de uma forma sem
premissas no célculo de predicados é o0 mesmo que o do célculo proposi-
cional: nega-se a concluséo e, entdo, aplica-se as regras para construir a
arvore. A forma é vélida se e somente se todos os ramos da #rvore
concluida estiverem fechados.
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Pode-se mostrar, por raciocinio metalégico, que qualquer wif que
se segue validamente de um conjunto vazio de premissas é um teorema
do calculo de predicados.

PROBLEMAS RESOLVIDOS

6.53 Construa uma arvore de refutacio para decidir se a seguinte
forma é valida:

- ~(AxFx & Vx ~F'x)

Solucio

1 / ~~OxFx & Vx ~Fx)

2 / dxFx & Vx~Fx 1~

3 / dxFx 2&
4 Vx ~Fx 2&

5 Fa 33

6 ~Fa 4 Vv

7 X 5,6~

A forma é valida.

As regras para os quantificadores operam do mesmo modo para
wffs contendo véarios quantificadores como para wffs contendo um sé
quantificador.

6.54 Construa uma arvore de refutacio para decidir se a seguinte
forma ¢ valida:

VaVy (Fxy — ~Fyx) |~ ~dxFxx
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Solucio
1 VaxVy(Fxy — ~Fyx)
2 J ~JxFxx
3 J  JdxFxx 2 ~~
4 Faa 33
5 Vy (Fay — ~Fya) 1V
6 J  Faa — ~Faa oV
7 ~Faa 6> ~Faa 6—
8 X 4,7 ~ X 4,7 ~

A forma é valida. Observe que aplicamos a regra existencial, em
3, antes de aplicar a regra universal, nas linhas 5 e 6. Assim
procedendo como estratégia geral, diminuimos o comprimento
das arvores.

6.55 Construa uma arvore de refutacéo para decidir se a seguinte
forma é valida:

IxVyLxy F VxdyLyx
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Solucio
1 / AxVyLxy
2 / ~Vx3dyLyx
3 VyLay
4 / Ax~JyLyx
5 / ~JyLyb
6 Vy ~Lyb
7 ~Lab
8 Lab
9 X

13
2V
43
5-~3
6V
3V
7,8~

A arvore tem somente ramos fechados e, portanto, a forma é
valida. (Compare com o problema 6.22.)

6.56 Construa uma arvore de refutacéo para decidir se a seguinte

forma é valida:

dx3 yLxy | dxLxx

Solucio

v JxFyLaxy
~JxLacx
v JyLay
Lab
Vx ~Lxx

~Laa

~Lbb

“~

=1 & T b W DN

1E
3E
2~3
5Y
6V
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A regra do quantificador existencial foi usada duas vezes (linhas
3 e 4) e, em cada uso, introduzimos uma nova letra nominal. Na
linha 7, nenhuma regra mais se aplica e 0 ramo permanece
aberto; logo, a forma é invalida.

6.57 Construa uma arvore de refutacéo para decidir se a seguinte
forma é valida:

Vx dyLxy + Laa

Solucio
1 VxdyLxy
2 ~Laa
3 J/ dyLay 1V
4 Lab 33
5 dyLby 1V
6 Lbc 54
7 FyLcy 1V
8 Led 73

A arvore nunca terminara. Ela é infinita. Aplicamos a regra do
quantificador universal para 1 e isso gerou uma nova férmula
quantificada existencialmente, em 3. Aplicando 3 para esta nova
formula, em 4, introduzimos uma nova letra nominal, 4’, no
ramo. Como a férmula universal em 1, ndo esta ticada, devemos
aplicar novamente V, em 5, para ‘b’. Isso nos dda uma nova
férmula existencial, a qual, por sua vez, introduz uma nova letra
nominal, ‘¢, na linha 6. Mas isso requer a aplicagdo V, na linha
1, para ‘© — e assim por diante. A forma é invalida. Inter-
pretando F” como ‘6 o pai de’; da suposicdo de que todo mundo
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tem um pai ndo se segue que a é seu préprio pai. Como a arvore
nunca terminard, jamais obteremos uma resposta.

Esse resultado ilustra a indecidibilidade da l6gica de predicados,
mencionada no comego desta se¢éo. Na verdade, é impossivel produzir
um conjunto finito de regras que nos dé uma resposta ‘valida’ ou ‘invalida’,
para qualquer caso. Observe, entretanto, que essa drvore ndo dd uma
resposta injusta; ela nada afirma. As respostas que o teste da drvore de
refutacdo ddo estdo sempre corretas.

As arvores de refutacdo podem ser aplicadas as formas contendo
o predicado de identidade. Isso requer duas novas regras:

Identidade (=): Se uma wff da forma o = B aparece num ramo
aberto e se uma outra wif ¢, contendo ou o ou B, aparece
ndo-ticada naquele ramo, entdo escrevemos no final do ramo
qualquer wif que ainda néo esteja no ramo, que é o resultado
da substitui¢éio de uma ou mais ocorréncias de qualquer uma
dessas letras nominais pela outra em ¢. Nao ticamos o =
nem ¢.

Identidade negada (~=): Fecha-se qualquer ramo aberto no qual
uma wff da forma ~o = o, ocorra.

A regra da identidade é a versio da arvore de refutacdo para =E. A regra
da identidade negada est4 relacionada com = 1.

PROBLEMAS RESOLVIDOS

6.58 Construa uma arvore de refutacéo para decidir se seguinte
forma é valida:

a=b +Fab — Fba
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Solucao
1 a=>b
2 ~(Fab — Fba)
3 J ~Waa— Faa) 1,2 =
4 Faa 3 ~—
5 ~Faa 3~—
6 X 4,5 ~

Na linha 3, substituimos as duas ocorréncias de ‘b’ em ‘“(Fab — Fba)
por ‘@’ usando a regra da identidade. A arvore fecha-se, na linha
6; logo, a forma é valida.

6.59 Construa uma arvore de refutacédo para decidir se a seguinte
forma é véalida:

Fa,Fb Fa=5
Solucao
1 Fa
2 Fb
~a=0b

Nenhuma regra se aplica aqui. Em particular, nenhuma regra
da identidade opera sobre férmulas do tipo ~o. = 3, onde o e 3 séo
distintas. A arvore esta concluida; a forma é invalida. O ramo
aberto representa um universo contendo dois objetos distintos
que sao F.
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6.60 Construa uma arvore de refutacio para decidir se a seguinte
forma é valida:

~a=b,~b=c F-a=c

Solugao
1 ~a=b
2 ~b =
3 /J ~~a=
4 a=c 3~ ~
5 ~c=b 1,4 =
6 ~b=a 2,4 =

Aplicamos a regra da identidade para as linhas 1 e 4 e também,
2 e 4. Contudo, a arvore ndo se fecha. Portanto, a forma é
invalida. A arvore nos mostra que as premissas podem ser verda-
deiras e a concluséo pode ser falsa, num universo em que existem

objetos a, b e ¢, de modo que a e ¢ sdo idénticos, mas distintos
10
de b.

6.61 Construa uma arvore de refutacéio para decidir se a seguinte
forma é valida:

a=b FHFb=a

10. Alguns autores permitem que a regra da identidade seja aplicada para uma identidade e
para si prépria; assim, a linha 4 gera mais trés formulas, ‘a =a’, ‘c = ¢’ e ‘c = &’. De acordo com
esta regra da identidade, a 4rvore acima nfo estaria terminada até que essas trés férmulas
fossem adicionadas. Mas essas férmulas néio fecham necessariamente a arvore. O enunciado
de nossa regra estipula que ¢ é uma férmula distinta de o = f3, e portanto impede a produgéo
dessas férmulas supérfluas.
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Solucgéao
1

2
3
4

a=b
~b=a
~a=a 1,2 =
X 3 ~=

A forma é valida. Na linha 3, substituimos a ocorréncia de ‘6’ em
‘~b = a’ por ‘@’, para obter ‘~a = o’, Dai a arvore se fecha pela regra
da identidade negada.

6.62 Construa uma arvore de refutacdo para decidir se a seguinte
forma é valida:

Solucao

O 00 3 O Tt B~ W N

VaVyVz (x =y & y=2) 5 x=2)

J  ~VaVyWz (x=y&y=2)>x=2)
J O Ax~-VyVz(x=y&y=2)—>x=2)
J ~VyVz(a=y&y=z)>a=2)
J WVzla=y&y=2)—>a=2)
J ~Vz(a=b&b=z)>a=z)
J dz~(a=b&b=z)—>a=2)
J ~la=b&b=c)—>a=c)
J a=b&b=c

~a=c

a=b

b=c

a=c

X

1-V
24
3~V
43
5~V
64
7~—
7 ~—
8 &
8&
10,11 =
9,12~
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A forma é valida. Na verdade, ela é a lei de transitividade da
identidade, provada no problema 6.42.

As tabelas 6-2 até 6-4 resumem as regras de inferéncia, as regras
derivadas e as regras para arvores de refutacio, para a légica de predi-
cados com identidade:

Tabela 6-2 Regras basicas de inferéncia para a logica de predicados com identidade.™®

Eliminacao universal (EU): De uma wff quantificada universalmente, Vp¢,
infere-se qualquer wff da forma ¢%p, a qual resulta de se substituir cada
ocorréncia da varidvel B em ¢ por uma letra nominal c.

Introdugédo universal (IU): De uma wff ¢ contendo uma letra nominal ¢, que néo
ocorre em qualquer premissa ou em qualquer hipétese vigente na linha em
que ¢ ocorre, infere-se uma wff da forma VBq)B/OL, onde (})B/(x é oresultado de se
substituir todas as ocorréncias de o em ¢ por uma variavel § que néo ocorra
em ¢.

Introducéo existencial (1E): Dada uma wif contendo uma letra nominal o, infere-
se qualquer wff da forma HB(I)B/O(,, onde ¢B/o. é o resultado de se substituir uma
ou mais ocorréncias de o, em ¢ por uma variavel B que néo ocorra em ¢.

Eliminacao existencial (EE): Dada uma wif quantificada existencialmente, 3p¢ e
uma derivacio de uma conclusio y a partir da hipétese do tipo ¢%/p (o
resultado de se substituir cada ocorréncia da variavel B em ¢ por uma letra
nominal o que n#o ocorra em ¢), descarta-se ¢%/p e afirma-se .

Restricdo: A letra nominal o nfo pode ocorrer em vy, nem em qualquer pre-
missa nem em qualquer hipétese vigente na linha em que EE esté aplicada.

Introducéo da identidade (=I): Para qualquer letra nominal o, pode-se afirmar o
= oo numa linha qualquer da prova.

Eliminac¢do da identidade (=E): Se ¢ é uma wif contendo uma letra nominal o,
entdo de ¢ e de o = B ou P = o pode-se inferir ¢B/0c, que é o resultado de se
substituir uma ou mais ocorréncias de o em ¢ por B.

Somente regras especificas para o calculo de predicados estéo relacionadas. Para uma lista
das regras do calculo proposicional, basicas e derivadas, ver tabelas 3-3 e 3-4, no final do
Capitulo 3.
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Tabela 6-3 Regras derivadas para a logica de predicados.

Intercambio de quantificadores (1Q): Seja ¢ uma férmula aberta na variavel . Se
um dos seguintes pares é uma subwff de uma wff y, infere-se, a partir de vy, o
resultado de se substituir uma ou mais ocorréncias de um deles pelo outro que
Ihe é correspondente.

~VB~0, 3po
~VB¢= EIB~¢
VBN(})’ ”EIBQ)
VB¢, ~3p~0

Tabela 6-4 Regras para arvore de refutacfio para a logica de predicados com identidade. *

Quantificacdo universal (V). Se uma wif do tipo VB¢ aparece num ramo aberto e
se o, é uma letra nominal que ocorre uma wff naquele ramo, ento escrevemos
®%/B (o resultado de se substituir todas as ocorréncias de B em ¢ por o) no final
do ramo. Se nenhuma wiff contendo uma letra nominal aparece no ramo, entéo
escolhemos uma letra nominal o e escrevemos ¢%p no final do ramo. Em cada
caso, ndo ticamos V.

Quantificacéo existencial negada (—3): Se uma wff nfo-ticada da forma ~3 B¢
aparece num ramo aberto, ticimo-la e escrevemos Vp~¢ no final de cada ramo
aberto que contém a wif ticada recentemente.

Quantificacio universal negada (~Y): Se uma wff nio-ticada da forma ~VB¢
aparece num ramo aberto, ticAmo-la e escrevemos J~¢ no final de cada ramo
aberto que contém a wif ticada recentemente.

Quantificacdo existencial (3): Se uma wif nio-ticada do tipo B¢ aparece num
ramo aberto, ticAmo-la. Escolhemos uma letra nominal o que ndo apareceu
naquele ramo e entdo escrevemos ¢%/P (o resultado de se substituir cada
ocorréncia de  em ¢ por o) no final de cada ramo aberto que contém a wiff
ticada recentemente.

Identidade (=): Se uma wif do tipo o =  aparece no ramo aberto e se uma outra
wif ¢ contendo o ou P aparece nio-ticada naquele ramo, entéo escrevemos no
final do ramo qualquer wff que nfo esteja no ramo, que é o resultado de se
substituir uma ou mais ocorréncias de qualquer uma dessas letras nominais
pela outra em ¢. Nzo se tica o. = B nem ¢.

Identidade negada (~=): Fechamos qualquer ramo aberto no qual uma wff do tipo
~0, = 0, 0COrTA.

*  Somente regras especificas para o clculo de predicados estéo relacionadas. Para uma lista
das regras do calculo proposicional, ver tabela 4-1.
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Problemas suplementares

I. Formalize as seguintes sentencas usando a interpretacio dada a
seguir. (As dltimas cinco requerem o predicado da identidade.)

Simbolo Interpretagao
Nomes

a Al

b Beth

f fama

d dinheiro
Predicados unéarios

F é famoso

A é ambicioso

H é ser humano
Predicado binario

G ...gosta de...

Predicado ternario

p ...prefere...do que...

1) Al e Beth gostam de dinheiro.

2) Nem Beth nem Al sédo famosos.

3) Al gosta de fama e de dinheiro.

4) Beth prefere fama do que dinheiro.

5) Al prefere Beth do que dinheiro e fama.
6) Beth prefere qualquer coisa do que Al.
7) Al prefere nada do que Beth.

8) Alguns humanos sdo ambiciosos e famosos.
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9) Qualquer pessoa ambiciosa gosta de dinheiro.
10) Nem toda pessoa que gosta de dinheiro é ambiciosa.

11) Se Al e Beth sdo ambiciosos, entdo existe um ser humano
ambicioso.

12) Beth gosta de qualquer ser humano.

13) Alguém néo gosta de si mesmo.

14) Alguém nio gosta de alguém.

15) Ninguém gosta de todo mundo.

16) Nenhum ser humano gosta de todo mundo.
17) Al gosta de todo ser humano que gosta dele.
18) Alguns famosos gostam de si préprios.

19) Todos os famosos gostam de si préprios.

20) Nem todos gostam de todos que sao famosos.

21) Se Al é ambicioso e Beth nao é, entdo Al e Beth nio sao
idénticos.

22) Beth gosta de todo mundo, exceto de Al.

23) Al é o Gnico ser humano que nao é ambicioso.

24) Al prefere dinheiro do que qualquer coisa mais.

25) Todo ser humano que prefere dinheiro a qualquer coisa mais

é também ambicioso.

II. Determine quais das seguintes férmulas sdo wifs e quais ndo sao.
Explique sua resposta.

1) (Fa)

2) Fab
3) Fab — Ga
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4) ~Fxy

5) Vx ~Fxy

6) dxdy ~Fxy

7) (AxIy ~Fxy)

8) VaxFx — Lax

9 Ve (Fx > a==x)
10) VaVy (Fx — ~y = x)

III. Construa uma prova para cada uma das seguintes formas usando as
regras basicas e derivadas:

1) VaFx +Fa & (Fb & (Fc & Fd))
2) Vx(Fx v Gx), ~Fa +~Ga
3) ~Fa -~Vx (Fx & Gx)
4) Vx(Fx > R),R + Fa
5) Vx(~Fx v ~Gx) +~+Fa & Ga)
6) Vx(Fx - Gx) FVx(~Gx — ~Fx)
7) Vx (Fx —» Gx) FVx~Gx — Vx ~Fx
8) VaVy Fxy F VxFxx
9) VxFx F VxGx — Vx (Fx & Gx)
10) VxVy (Fxy — ~Fyx) - Vx ~Fxx
11) VxFx - dxFx
12) ~FxFx +-~Fa
13) dx ~Fx +~VxFx
14) Vx(Fx — Gx) F3xFx —» 3 xGx
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15) ~Ax(Fx & Gx) + Vx(~Fx v ~Gx)
16) ~Vx(Fx & Gx) + x(~-Fx v ~Gx)
17) ~3x IyLxy F Vx ~Lxx
1 18) dxFx Fdx dy(Fx & Fy)
19) Vx ~Fx | Vx(Fx — Gx)
20) Vx ~Fx FVx(Fx — ~Gx)
21) VxVyVz (Lxy & Lyz) — ~Lxz) +Vx ~Lxx
“ 22) F~x(Fx & ~Fx)
. 23) F3AxFx v dx ~Fx

24) F3AxFx v Vx ~Fx
25) F ~dx Vy(Lxy< ~Lxx)
26) FVxdyx =y
‘ 27) b VaVy(x =y <>y = )
28) Fa,~Fa H~VxVyx=y
29) Vx(x =avx=»5), IxFx,~Fa +Fb
30) FVxVylx =y —» (Fx < Fy))

IV. Construa uma arvore de refutacdo para cada uma das seguintes
formas para decidir se ela é valida.
1) dxFx + Fa
2) VxFx +Fa
3) Fa +dxFx
4) Fa + VxFx
5) VaFx F~dx ~Fx
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6) ~dx ~Fx | VxFx

7) Vx ~Fx b ~VxFx

8) ~VxFx +Vx-~Fx

9) VaFx v VxGx F Vax(Fx v Gx)
10) Vx (Fx v Gx) - VxFx v VxGx
11) - Vx(Fx v ~Fx)
12) + Vx (Fx —» ~Fx)
13) F JxFx <> ~Vx ~Fx
14) 3x (Fx & ~Fx) P
15) IxFx & Ax ~Fx FP
16) ~IxFx +Vx (Fx — P)
17) VaVy (Lxy — Lyx), 3xLax F dxLxa
18) dxdyLxy F dxLxx
19) Vx (Fx — VyGy) F VxGx
20) Vx (F'x — AyGy) FGa
21) F~VaxVy x=y
22) FVaVy(~x =y & -y =x)
23) Vx (Fx = Gx),~Fa HFI3x~x=a
24) Ix yLxy F Ty Lxy & ~x=y)
25) F VaVy (Fxy & x =y) — Fyx)

V. Formalize os seguintes argumentos usando a interpretacao dada.
Construa uma arvore de refutacéo para determinar se a forma do
argumento é vilida ou invélida. Se ela é valida, construa uma prova.
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Simbolo Interpretacdo
Nomes
p Légica proposicional
r Légica de predicados
i Logica de predicados com identidade

Predicados unarios
R € um conjunto de regras
S é um sistema formal

Predicados binarios

F é uma formula de
P € uma parte de
w é uma wif de

1) A légica proposicional é uma parte da légica de predicados.
Portanto, a lé6gica de predicados ndo é uma parte da légica
proposicional.

2) A légica proposicional é uma parte de si mesma. Portanto,
alguma coisa é uma parte da légica proposicional.

3) A ldgica proposicional é uma parte da I6gica de predicados,
mas a légica de predicados nfo é uma parte da légica propo-
sicional. Conseqiientemente, a légica de predicados nio é
uma parte de si prépria.

4) Tudo é uma parte de si mesmo. Logo, a 16gica proposicional é
uma parte da légica de predicados.

9) Todo sistema formal é um conjunto de regras. Portanto, todo
conjunto de regras é um sistema formal.

6) Como todo sistema formal é um conjunto de regras, nada que
n&o € um conjunto de regras néo é um sistema formal.
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7) Nédo é verdade que nio existem sistemas formais, pois a
légica de predicados é um sistema formal.

8) A légica de predicados néo é um sistema formal. Portanto,
sistemas formais nao existem.

9) Qualquer sistema formal é uma parte de si mesmo. Portanto,
alguma coisa é uma parte de si mesma.

10) Existem férmulas da légica de predicados. Portanto, existem
wifs da légica de predicados, pois todas as wifs da légica de
predicados sdo férmulas da légica de predicados.

11) A légica de predicados é um sistema formal. Portanto, todos
os sistemas formais séo sistemas formais.

12) Nem toda férmula da légica de predicados é uma wif da
lé6gica de predicados. Portanto, algumas férmulas da légica
de predicados n#o sdo wifs da légica de predicados.

13) Toda wff de um sistema formal é uma férmula daquele sis-
tema. Portanto, existe um sistema formal em que nem todas
as suas wifs sdo formulas daquele sistema.

14) Se um sistema formal é parte de um segundo sistema formal,
entdo toda wif do primeiro é uma wff do segundo. A légica de
predicados é uma parte da l6gica de predicados com identi-
dade e ambas séo sistemas formais. Assim, toda wif da légica
de predicados é também uma wif da légica de predicados com
identidade.

15) Se uma coisa é uma parte de uma outra segunda e esta
segunda coisa é uma parte de uma terceira, entio a primeira
é uma parte da terceira. A légica de predicados é uma parte
da l6gica de predicados com identidade. Portanto, se a 16gica
proposicional é parte da légica de predicados, entéo a légica
proposicional é uma parte da légica de predicados com
identidade.

16) Tudo é uma parte de si mesmo. Logo, se uma coisa ndo € uma
parte de outra, as duas néo sdo idénticas.
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17) A légica proposicional é uma parte da légica de predica-
dos. A légica de predicados n#o é uma parte da légica propo-
sicional. Logo, a l6gica de predicados nio é idéntica a l6gica
proposicional.

18) Para quaisquer objetos x e y, se x é uma partedey ey é uma
parte de x, entfio x é idéntico a y. A légica de predicados no
é idéntica & légica proposicional. Portanto, a légica de predi-
cados ndo é uma parte da légica proposicional.

19) Tudo é uma parte de si mesmo. Logo, se a légica de predica-
dos é idéntica a légica proposicional, entdo a légica de predi-
cados é uma parte da légica proposicional e a l6gica proposi-
cional é uma parte da légica de predicados.

20) A légica de predicados e a légica proposicional sdo sistemas
formais. A légica proposicional é uma parte da légica de
predicados, mas a légica de predicados ndo é uma parte da
logica proposicional. Logo, existem pelo menos dois sistemas
formais distintos.

Resposias a alguns problemas suplementares

L

II.

5) Pabd & Pabf
10) ~Vx(Gxd — Ax)
15) ~dx VyGuy, ou, equivalentemente, Vx ~VyGaxy
20) ~Vx(Hx — Vy(Fy — Gxy))
25) Vx((Hx & Vy(~y =d — Pxdy)) — Ax)
5) Néo é uma wif. A varidvel ‘y ocorre sem quantificador. Entre-
tanto, ¢ uma fé6rmula aberta em ‘.

10) ‘Fa’ é uma wff, pela regra 1; e como b = o’ é uma wif pela
regra da identidade, “~6 = @’ 6 uma wff, pela regra 2. Assim,
‘(Fa — ~b = a) é uma wff, pela regra 3. Por duas aplicacées
da regra 4, segue-se que ‘VxVy(Fx — ~y = x)’ 6 uma wff,
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II1. 51 Vx(~Fxv~Gx) P

2 ~Fav-~Ga 1EU
3 ~(Fa & Ga) 2 DM

10) 1 Vx Vy(Fxy — ~Fyx) P
2 Faa H (para RAA)
3 Vy(Fay — ~Fya) 1 EU
4 Faa — ~Faa 3 EU
5 ~Faa 2,4 MP
6 Faa & ~Faa 3,5 &I
7 ~Faa 2-6 RAA
8 Vx-~Fxx 71U

15) 1 ~3x(Fx & Gx) P
2  Vx~(I'x & Gx) 11Q
3 ~(Fa& Ga) 2EU
4 ~Fav-Ga 3 DM
5 Vx(~Fx v ~Gx) 4 TU

200 1 Vx-~-Fx P
2 Fa H (para PC)
3 ~Fa 1EU
4 Ga 2,3 CONTRAD
5 Fa— Ga 2-4 PC
6 Vx(Fx— Gx) 51U
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25) 1 AxVy(Lxy <> ~Laxx) H (para RAA)
2 Vy (Lxa <> ~Lxx) H (para EE)
3 Laa < ~Laa 2EU
4 Laa H (para RAA)
5 Laa — ~Laa 3 E
6 ~Laa 4, 5 MP
7 Laa & ~Laa 4,6 &I
8 ~Laa 4-7T RAA
9 ~Laa — Laa 3o E

10 Laa 8,9 MP

11 P & -P 8, 10 CONTRAD
12 P & -~P 1, 2-11 EE

13 ~dx Vy(Lxy <> ~Lxx) 1-12 RAA

Este teorema tem instancias interessantes. Ele pode ser inter-
pretado, por exemplo, como nio existe um x tal que, para todo y,
x gosta de y se e somente se x ndo gosta de si mesmo. Isto, como
a derivacdo mostrou, é necessariamente verdadeiro! (‘Lxy’ pode
ser também interpretada como "y é um atributo de x”, pensando
em x e y como propriedades, ou como "x é um membro de y",
quando x e ¥ sdo conjuntos. Esse argumento formaliza o racio-
cinio da antinomia de Russell — veja Secao 10.2.) Para entender
mmtuitivamente a derivagdo, é mais fécil interpretar ‘L’ como
‘gosta’. Logo, mais uma vez o que estd provado é que ninguém
gosta de todos e somente daqueles que néo gostam de si préprios.
Para provar isso, comegamos com a hipé6tese de que alguém gosta
de todos e somente aqueles que nfo gostam de si mesmos e,
assumimos ainda que esse individuo é a (linhas 1 e 2). Desta
dltima, segue-se por EU (passagem 3) que a gosta dele mesmo se
e somente se ele nao gosta dele mesmo. Entéo, a gosta ou nao
dele mesmo? Suponhamos que ele gosta (linha 4). Entdo, a contra-
dicdo é imediata; logo, por reducdo, €le néo gosta (linha 8). Mas
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isto também leva a uma contradicio (passagens 8 e 10); logo, a
hipétese original conduz inevitavelmente a uma contradicéo.
A contradicéio exibida nas linhas 8 e 10 néo pode ser usada por
EE para completar a prova, pois ela contém a letra nominal ‘a’, a
qual aparece na hipétese de EE, na linha 2. Assim, podemos usar
CONTRAD para converter essa contradi¢cio em uma que pode
ser usada por EE (escolhemos arbitrariamente ‘P & ~P’). Isto
nos permite executar a passagem EE, na linha 12, e obter a
conclusao, na linha 13, por RAA (ver problemas 6.24 e 6.27).
30) 1 a=b H (para PC)
2 Fa H (para PC)
3 Fb 1,2=E
4 Fa — Fb 2-3 PC
5 Fb H (para PC)
6 Fa 1,5=E
7 Fb — Fa 5-6 PC
8 Fa < Fb 4,7 <1
9 a=b— (Fa < Fb) 1-8 PC
10 Vy(a=y — (Fa < Fy)) 91U
11 VaVylx =y - (Fx & Fy)) 10 IU
1V. 5 1 VaxFx
2 / ~~dx ~Fx
3 / dx ~Fx 2 ~~
4 ~Fa 33
5 Fa 1V
6 X 4,5~
A forma é valida.
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100 1 Vx(Fx v Gx)
2 J ~(VxFx v VxGx)
3 v ~VxFx 2 ~v
4 J ~VxGx 2 ~v
5 v dx ~Fx 3~V
6 v dx ~Gx 4~V
7 ~Fa 53
8 ~Gb 63
9 J Fav Ga 1V
10 J Fbv Gb 1V
11 Fa,9v/ \Ga 9v
12 X 7,11~ /
13 Fb 10v Gb 10v
14 X 8,13~

A forma é invalida.

15) 1/  xFx & Ix~Fx
2 ~P
3 J dxFx 1&
4 / dx~Fx 1&
5 Fa 33
6 ~Fb 43
A forma é invalida.
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20) 1 Vx (Fx — JyGy)
2 ~Ga ]
3 Fa — 1yGy 1V
4 ~Fa 33— J Gy 33—
5 Gb 43
6 J  Fb—dyGy 1V
7 ~Fb 6— J Gy 6—
8 Ge 73
9 J Fec—->FGy 1V
10 9> J DGy 9-

A éarvore € infinita, pois, a linha 1 nunca é ticada e portanto a
féormula JyGy’ aparece repetidas vezes (linhas 4, 7, 10, etc.). Em
cada uma dessas aparicées, ela gera uma nova letra nominal.
Todavia, podemos ver que a forma é invalida, porque todos os
ramos, exceto o do lado mais a esquerda, termina sem fechar-se,
e qualquer arvore concluida com um ramo aberto representa
uma forma invalida.
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25)

o)

1 v ~VaVy(Fxy & x = y) — Fyx)

2 J dx ~Vy (Fxy & x =y) - Fyx) 1-V

3 J ~Vy (Fay & a =y) — Fya) 23

4 J dy ~(Fay & a =y) — Fya) 3~V

5 v ~(Fab & a=b)— Fba) 43

6 v Fab &a=> B~

7 ~Fba 5~—

8 Fab 6&

9 a=b 6&
10 Fbb 8,9=
11 Fba 9,10 =
12 X 7,11 ~

A forma é valida.

1 Vx(Fx — Rx)
2 / ~Vx(Rx — Fx)
3 J/ dx ~(Bx — Fx)
4 / ~(Ra — Fa)
5 Ra
6 ~Fa
7T/ Fa — Ra
/ \
8 ~Fa T7-— Ra

A forma é invalida.

2~V
33

4-~—
4 -—

1V

7T
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10) 1 v dxFxr
2 Vx(Wxr — Fxr)
3 J ~AxWxr
4 Far 14
5 Vx ~Waxr 3 ~3
6 ~War 5V
7 ~Wrr 5V
8 J War — Far 2V
9 v Wrr - Frr 2V
/ \
10 ~War 8-> Far 88—

N SN

11 ~-Wrr 9— Frr 95 ~Wrr 9> Frr 9>

A forma é invilida. Observe que, sob a interpretacéo dada, alguns
dos ramos representam universos envolvendo a possibilidade
arcana de que a légica de predicados é uma férmula dela mesma.
Embora nao se considere essa possibilidade como um fato contra
a validade do argumento, ela ndo deve ser ignorada sob um ponto
de vista puramente formal. Os outros ramos abertos exibem
maneiras mais vulgares, nas quais as premissas podem ser verda-
deiras e a conclusédo falsa.
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15) 1 VaVyVz((Pxy & Pyz) — Pxz)
2 Pri
3 J ~(Ppr — Ppt)
4 Ppr 3 ~—
o ~Ppi 3~—
6 VyVx((Ppy & Pyz) — Ppz) 1
7 Vz((Ppr & Prz) — Ppz) 6
8 J (Ppr & Pri) — Ppi 7
9 J ~(Ppr &{ri) 8 > \Ppi 8->
10 X 5,9~
11 ~Ppr 9-& ~Pri 9-&
12 X 4,11~ X 2,10 ~

A forma é valida. Prova:

1  VavyVz(Pxy & Pyz) — Pxz) P

2 Pn P

3 Ppr H (Para PC)
4 VyVz((Ppy & Pyz) — Ppz) 1EU

5 Vz((Ppr & Prz) — Ppz) 4 EU

6 (Ppr & Pri) — Ppi 5 EU

7 Ppr & Pri 2 3 &I

8 Ppi 6, 7 MP

9 Ppr—->Ppi 3-8 PC
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20) 1 J Sr & Sp

2 v Ppr & ~Prp

3 J ~Jx Jy((Sx & Sy) & ~x =)

4 Sr

5 Sp

6 Ppr

7 ~Prp

8 Vx ~Iy((Sx & Sy) & ~x =)

9 J ~Iy((Sr & Sy) & ~r=y)
10 Vy ~((Sr & Sy) & ~r =)
11 J ~((Sr & Sp) & ~r = p)
12 J (Sr&Sp) 11-& / \rzp
s \ r=p
14 ~Sr 12-& ~Sp 12 -& ~Ppp
15 X 4,14~ X 5,14~ ~Ppr -
16 X

A forma é valida. Prova:

1&
1&
2&
2&
3 ~3
8V
9-3
10V

11 ~&
12
7,13 =
13,14 =
6, 15 ~
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O 0 a9 O Ut W N ke

Sr & Sp

Ppr & ~Prp
r=p

Ppp & ~Prp
Prp & ~Prp

~r=p
(Sr& Sp)& ~r=p
Ay(Sr & Sy) & ~r=y)

dx Iy((Sx & Sy) & ~x =y)

P

P

H (para RAA)
2,3=E
3,4=E

3-6 RAA

1,6 &l

71E

8 IE
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MAKRON
Books

FALACIAS

7.1 Classificacao de falacias

Os métodos empregados para avaliar a maioria dos argumentos
foram bem-sucedidos. Contudo, para alguns argumentos esses métodos
falham. Tabelas-verdade, arvores e¢ diagramas de Venn estabelecem
invalidades somente para formas de argumento e néo para argumentos
especificos. Esses métodos ndo possibilitam avaliar um argumento: a
real verdade ou a falsidade das premissas, o grau de relevéncia e o efeito
de se suprimir uma evidéncia relacionada com a conclusfo. As técnicas
informais de avaliagdo do Capitulo 2 aplicam-se a argumentos especi-
ficos; contudo, eles confiam excessivamente na nossa intuicéo.

O estudo das falacias é também informal, porém ele aguca a
intuicdo ao elucidar os erros mais comuns do raciocinio usual.

Faldcias (num sentido amplo) sdo erros que ocorrem nos argu-
mentos e que afetam sua irrefutabilidade. Em latim, o verbo fallere
significa "falir". Argumentos falaciosos s&0 enganosos, pois parecem ser,
superficialmente, bons argumentos. Contudo, 0 engano n&o é uma condi¢éo
necessaria de uma falécia, da maneira que este termo é aqui empregado.
Sempre que raciocinamos invalida ou irrelevantemente, ou seja, aceitamos
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premissas que nfo deveriamos, ou néo fazemos uso adequado dos fatos
relevantes a nossa disposi¢io, cometemos uma falécia.

Nao ha defini¢do aceita universalmente de “falacia’. Muitos autores
usam defini¢gdes mais restritas do que a dada aqui e empregam o termo
de acordo com sua defini¢do. Além disso, ndo ha uma classificacdo das
falacias universalmente aceita. Dividimos as falacias em seis classes:
falacias de relevincia, falacias de raciocinio circular, faldcias seman-
ticas, falacias indutivas, faldcias formais e falacias de premissas falsas.
Alguns autores usam outros esquemas classificatérios.

Faldcias de relevancia ocorrem quando as premissas do argu-
mento ndo tém relacdo com a conclusdo. Além disso, freqiientemente
incluem um elemento para desviar a atengéo do real problema.

Faldcias de raciocinio circular séo as falacias de assumir o que se
quer provar.

Faldcias semdnticas resultam quando a linguagem utilizada na
construcdo dos argumentos tem mailtiplos significados ou é excessiva-
mente vaga que interfere na avaliacéo do argumento.

Faldcias indutivas ocorrem quando a probabilidade da conclusio
de um argumento, dadas as suas premissas — isto é, sua probabilidade
indutiva —, é baixa ou, pelo menos, menor do que o argumentador supoe.

Falacias formats ocorrem quando fazemos mau uso de uma regra
de inferéncia valida ou quando inferimos uma regra que tem sua demons-
trabilidade invalida.

Finalmente, ha uma classe de erros classificados tradicional-
mente como falacias: os argumentos que tém premissas falsas.

As préximas seis seg¢des correspondem a cada uma dessas classi-
ficacbes. Nao faremos um estudo exaustivo das falacias uma vez que o
ser humano pode inventar novas e maneiras de se cometer erros légicos.
Desde que Aristoteles redigiu o primeiro catéalogo de falacias, fica evidente
que maus habitos de raciocinio obedecem a padrées precisos.
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Muitos textos de légica ainda empregam expressdes do latim na
classificacdo de certas faldcias. Fornecemos os termos em latim (e seus
equivalentes em portugués) quando tal uso é habitual.

7.2 Falacias de relevancia

Falacias de relevancia ocorrem quando as premissas de um argu-
mento ndo tém relacdo com a conclusdo. Tais argumentos séo muitas
vezes chamados non sequiturs (da frase em latim ‘non sequitur’, signifi-
cando ‘ndo se segue’). Distinguiremos alguns tipos de falacias de rele-
vancia, embora o erro genérico seja 0 mesmo em todos. (Para uma
discusséo geral do papel da relevancia ao se avaliar um argumento, ver
Secdo 2.4.)

A falta de relevancia nfo é a tunica coisa errada nos argumentos
discutidos nesta secéio. A maior parte das faldcias de relevéncia ocorre
em argumentos invélidos e que tém probabilidades indutivas baixas.
Nesta segéo focalizamos exclusivamente o problema da irrelevancia.

Argumentos do tipo ad hominem tentam refutar uma afirmacéio
ou proposta atacando seu proponente e nfo fornecem um exame ponde-
rado da proposta. ‘Ad hominem’ significa "contra a pessoa”. Argumentos
do tipo ad hominem entram em pelo menos cinco casos:

1) Argumentos do tipo ad hominem ofensivo atacam uma pessoa
idosa, o carater, a familia, o sexo, a moral, a posicéo social ou
econdmica, a personalidade, a aparéncia, a roupa, 0 compor-
tamento profissional ou politico, ou as filiagdes religiosas. A
deducdo é que ndo had motivo para aceitar seriamente as
opinides da pessoa.
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PROBLEMA RESOLVIDO
7.1 O que hé de errado com o seguinte argumento?

Jones defende a adicao de flaor a dgua potavel para o abaste-
cimento da cidade.

Jones é um raptor condenado.

~. Ndo devemos adicionar fliior a 4gua potéavel para o abasteci-
mento da cidade.

Solucio

Embora Jones seja um raptor condenado, isso ndo tem relacdo
com o fato de se adicionar fliior 4 agua potavel. Rejeitar a opinido
de Jones simplesmente porque Jones é repreensivel é cometer a
falacia ad hominem ofensiva.

Na pratica, as conclusbes desses argumentos freqiientemente
ficam indeclaradas ou sdo transmitidas por insinuacgdes. Alguns
argumentos contra a pessoa baseam-se em difamacéo, caliinia,
ou no carater criminoso. Nesses casos as premissas sdo falsas,
bem como irrelevantes.

PROBLEMAS RESOLVIDOS
7.2 O argumento abaixo comete um ad hominem ofensivo?

Jones diz que viu meu cliente cometer um crime.
Jones é um bébado inveterado.

-. O testemunho de Jones é sem valor.

Solucao

Este é um caso limitrofe. Embora Jones seja um bébado invete-
rado, o que é relevante para a integridade de seu testemunho, a
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relevancia neste caso nio é extremamente forte ou direta. A obser-
vacdo de Jones pode ter sido efetuada quando ele estava sébrio.

7.3 O seguinte argumento é melhor que o do problema 7.2?

Solucao

Jones diz que viu meu cliente cometer um crime na noite de
21 de abril.

Jones também tinha bebido na noite de 21 de abril e estava
incapacitado de observar exatamente os acontecimentos.

- O testemunho de Jones sobre esse acontecimento ndao merece

confianca.

Sim; se as premissas sdo verdadeiras, esse argumento apresenta
boas razoes para descartar o depoimento da testemunha. Aqui,
n&o ha faldcia do tipo ad hominem.

2) A falédcia de culpa por associagdo é a tentativa de repudiar

uma afirmacdo atacando nfo o proponente da afirmacéo,
mas as pessoas de seu relacionamento, ou questionando a
reputacio daqueles com quem concorda. Isto, também, é
conhecido como envenenando o pogo.

PROBLEMA RESOLVIDO

7.4 O que héa de errado com o seguinte argumento?

Jones defende a adicéo de fldor & dgua potavel para o abaste-
cimento da cidade.

Jones gasta muito do seu tempo livre vagabundeando com
criminosos, toxicomanos e vagabundos.

. Nao devemos adicionar flior a Agua potavel para o abasteci-

mento da cidade.
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' Solucao

As premissas séo irrelevantes para a concluséo; ainda que Jones
tenha amigos indesejédveis, o que ele defende pode muito bem ser
verdade. Observe também que contestar meramente a segunda
premissa ("Jones na verdade gasta muito de seu tempo livre
ajudando os idosos e trabalhando como voluntario nos hospitais”™)
nio é o caso. A questdo l6gica central aqui ndo é se Jones é vitima
de infimia, mas sim o fracasso em relacionar as premissas com a
conclusio.

3) Argumentos do tipo tu quoque ("vocé também") tentam

refutar uma afirmacfo atacando seu proponente alegando
‘ que ele é um hipécrita, que tem conduta dupla, ou é selecio-
nador e, portanto inconsistente para impor um principio. A
dedugdo é que o argumentador estd desqualificado para
fazer a afirmacéo e, assim, néo ha razdo para considerar
seriamente a afirmacao.

| PROBLEMA RESOLVIDO
7.5 Comente o argumento:

Jones acredita que nos deverfamos abster de licor.
Jones é um bébado inveterado.

.. Nao nos devemos abster de licor.

Solucao

Os atos de Jones ndo tém relacéo com a verdade ou falsidade com
o que acredita, ainda que seja convicto hipocritamente. O argu-
mento comete a falacia tu quogue.
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E preciso disciplinar-se ao distinguir entre o que uma pessoa diz
e 0 que ela faz, para reprimir uma queixa contra individuos
fingidos, oportunistas ou moralmente fracos e para impedir uma
defensiva conveniente quando alguém recomenda um curso de
acdo. Todavia uma pessoa racional pode fazer isso.

4) Argumentos do tipo interesse revestido tentam refutar uma
afirmacao argiiindo que seu proponente deseja obter alguma
coisa (ou impedir a perda de algo). A deducgéo é que o propo-
nente da afirmacéo deveria sustentar uma opinifo diferente
e dai que deveriamos desprezar seu argumento.

PROBLEMA RESOLVIDO

7.6 O que héa de errado com o seguinte argumento?

Jones apéia o projeto de let da adi¢éo de fldor a Agua potével,
pendente no Congresso.
Ele apéia porque possui uma firma de adig¢fo de fltor a agua

poiavel que colhera muitos dividendos se o projeto de lei for
aprovado.

~. Ndo devemos apoiar esse projeto de lei.

Solucao

As premissas sdo irrelevantes para a conclusédo. A adig¢éo de fltor
a dgua pode muito bem ser justificada independentemente dos
motivos supostamente interesseiros de Jones. O argumento
comete a falacia de interesse revestido. Quer Jones lucre, quer
perca por causa da adicdo de fltor a4 4gua potavel ndo é impor-
tante. O que conta é se a adigcdo de flior & agua potavel é
desejavel higienicamente, se 0 orcamento é viavel e assim por
diante.
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5) Falacias ad hominem circunstancial sdo algumas vezes
agrupadas numa categoria de falacias de interesse revestido,
porém ha uma distin¢do entre elas. A versdo circunstancial
da faldcia ad hominem é a tentativa de refutar uma afir-
macao argiiindo que seu proponente apéia duas ou mais
proposigbes conflitantes. A implicagédo é que podemos des-
prezar seguramente uma ou todas essas proposicgoes.

PROBLEMA RESOLVIDO

7.7 Comente o argumento:

Jones diz que detesta todas as formas de supersticio.
Jones também diz que quebrar um espelho da azar.

. Ha provavelmente alguém supersticioso.

Solucao

E uma falécia do tipo ad hominem circunstancial. A afirmacéo de
Jones, consistente ou ndo, ndo tem relacéio com a veracidade da
conclusao.

Todos os cinco tipos de argumentos ad hominem tentam refutar
uma afirmacéo atacando seu proponente. Argumentos do tipo homem-
de-palha, ao contrario, tentam refutar uma afirmacio confundindo-a
com uma afirmacio menos plausivel e, entdo, atacam a afirmacio menos
plausivel, em vez de dirigir-se & questéo original. O termo vem da
esgrima medieval, onde os participantes se aqueciam praticando contra
bonecos (homens-de-palha) antes de enfrentarem os adversarios.

Um argumento do tipo homem-de-palha pode proporcionar boas
razdes contra a afirmacio menos plausivel que a confunde com a questéo
real, mas essas razoes sio irrelevantes para a questao real.
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PROBLEMA RESOLVIDO
7.8 Comente o argumento:

Ni#o pode existir verdade se qualquer coisa é relativa.

~. A teoria da relatividade de Einstein n&o pode ser verda-
deira.

Soiucao

A premissa é totalmente irrelevante para a concluséo, pois a
teoria de Einstein nfo afirma que qualquer coisa é relativa
(qualquer que seja o significado). A afirmacéo de que qualquer
coisa é relativa é um homem-de-palha e o argumento implicita-
mente ataca esse homem-de-palha em vez de examinar a teoria
de Einstein. Assim, mesmo que a premissa seja verdadeira (o que
é dubia; é dificil ver o que essa premissa pode significar), ela ndo
oferece apoio para a concluséo.

Para diagnosticar corretamente um argumento do tipo homem-de-palha,
geralmente precisamos saber mais sobre a afirmacgio em quest&o. Nesse
caso, precisariamos saber que a teoria de Einstein nfo afirma que
qualquer coisa é relativa.

Argumentos ad baculum (também chamados de recurso a forca
ou apelo a forg¢a) tentam estabelecer uma concluséo através de ameaca
ou intimidac3o.

PROBLEMA RESOLVIDO
7.9 Comente o argumento:

Se vocé ndo dormir comigo, Jones, eu atirarei em voce.

-~ Vocé deve dormir comigo.
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Solucao

A premissa é irrelevante para justificar a conclusio. Coagéo,
ameacas e intimidac8o podem ser persuasivas em alguns casos,
mas nio tém lugar numa apreciacgéo racional. Note que néo faz
diferenca como Jones responderi a essa ameaca; o fato dele
recusar nao altera esse tipo de "raciocinio” que é inaceitavel
logicamente.

Um argumento ad baculum ocorre numa conversa e, com freqiiéncia, fica
subentendido. No problema 7.9, por exemplo, a conclusdo poderia ficar
implicita. Assim, faldcias do tipo ad baculum séo dificeis de distinguir a
partir de meras ameacas. A "proposta que vocé ndo pode recusar” €
imoral, mas ela é ilégica? Considere o seguinte exemplo:

PROBLEMA RESOLVIDO

7.10 Pai: Limpe seu quarto senéo...

Crianca: Sengo o qué?

~. Pai: Sendo voceé levara uma surra.

Essa falécia é do tipo ad baculum?

Solucao

Nso. Aqui nédo ha argumento, ha meramente um ultimato. O pai
ndo esta tentando justificar ou sustentar uma conclusdo. Onde
ndo ha argumento, ndo pode haver falacia (pelo menos no sentido
em que faldcia estd sendo empregada aqui).

Argumentos ad verecundiam (apelo a autoridade) ocorrem quando
aceitamos (ou rejeitamos) uma afirmacfo simplesmente por causa do
prestigio, status ou respeito que concedemos a seu proponente (ou
oponente).
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PROBLEMAS RESOLVIDOS
7.11 Por que o seguinte apelo a autoridade é inadequado?

Meu professor diz que eu deveria orgulhar-me de ser
americano.

.. Eu devo orgulhar-me de ser americano.

Solucao

Sem uma evidéncia adicional de que o enunciado do professor
esta correto, a premissa é irrelevante para a conclusdo. Néo
importa quao eloquente seja o locutor ao dizer que algo nio é
para ser feito desse modo.

A insuficiéncia do apelo a autoridade fica aparente quando opinides de
autoridades séo conflitantes.

7.12 O seguinte argumento é melhor que o do problema 7.11?

O professor dela diz que eu deveria envergonhar-me de ser
americano.

~. Eu deveria envergonhar-me de ser americano.

Solucao

Nio. E outro apelo a autoridade. O fato é que ele infere uma
concluséo diametralmente oposta, que nio ajuda absolutamente.

Por outro lado, adicionar uma premissa a cada um desses exemplos é
uma estratégia para forjar um elo de relevincia, tornando cada um dos
argumentos véalidos.




