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INTRODUCAOQ

origens e objetivo

Estes trés volumes se originam de um curso dado pelos autores, com a ajuda
de alguns colegas, enquanto pertenciam ao departamento de matematica da
Universidade de Birmingham, Inglaterra. O curso se destinava a professores se-
cundarios de matematica trabalhando na area de Birmingham. Embora incluisse
conferéncias sobre o uso da “matematica contemporanea” na engenharia, a teoria
da inteligéncia, estatistica, e teoria da computacdo, nosso objetivo principal era
transmitir algo do clima de pensamento existente num departamento de mate-
matica de uma universidade de hoje e discutir sua relagdio com a matematica nas
escolas. Esperdvamos que nossas discussdes ajudariam tanto as escolas quanto
as universidades a preparar melhor seus alunos para carreiras em matematica,
pensando na falta crescente de matematicos. As conferéncias tiveram lugar nas
quartas-feiras a tarde durante o ano letivo e duravam duas a trés horas cada. Tanta
cooperagdo era rara na época (1961-62) mas felizmente ¢ agora menos rara. Gos-
tariamos de dizer aqui o quanto aproveitamos com a troca de argumentos com
os professores em nossa audiéncia; tais contatos sdo de imenso valor para uni-
versidades, ndo somente com relacdo a matematica.

Certamente ndo era possivel fornecer no curso um tratamento completo do
material importante em cursos iniciais de universidade em matematica “pura”.
Decidimos pois tomar certos topicos escolhidos na matematica cléssica e, dentro
desses topicos, tratar os conceitos e as teorias subjacentes de um ponto de vista
moderno. Ao falar em “ponto de vista moderno” ndo queremos dizer que nos
apegamos a qualquer visdo particular sobre como ensinar matematica hoje. O
que desejamos ¢ transmitir a impressdo de que tentamos tratar esses topicos do
ponto de vista do matematico ativo, adotando a linguagem e padrdes da mate-
matica de hoje. A mesma intencdo acompanha todos estes livros.

Porém estes livros, naturalmente, sdo muito mais do que um registro do curso.
Embora ndo tenhamos incluido qualquer topico que nio fosse mencionado no
curso, demos porém muito mais ateng@o a cada topico do que era possivel — ou
seria desejavel — no proprio curso. Nossa esperanca ao escrever estes livros foi
que estudantes (de qualquer idade!) que chegaram mais ou menos ao término de
um ano de estudo especializado de matematica numa universidade possam [é-los
sem precisar de mais instrugdo através de aulas ou outros trabalhos de curso (veja
adiante p. XXI).

Os topicos em si sdo mais ou menos representados pelos titulos das varias
partes dos livros, com excecdo do fato de que as Partes I e II do Volume I e VIII
do Volume III podem ser caracterizadas juntas como que tratando o topico Teoria
dos Conjuntos e Fundamentos. Assim, além desse topico, discutimos Aritmética;
Geometria; Algebra: Sistemas de Ntmeros; Calculo. Ndo queremos dizer com essa
escolha que outras partes da matematica néo sejam apropriadas para um leitor,
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na medida em que queira revisar os topicos tratados, mas nos os escolhemos como
parte central de nosso curso porque formam a parte da matematica cldssica (pura)
que os professores secundarios tém em comum com professores universitarios. Ndo
foi nosso objetivo principal oferecer aos leitores seu primeiro contato com os
conceitos e idéias que tratamos. No espirito do proprio curso, queremos encorajar
o leitor a considerar idéias familiares pela segunda vez, a fim de ajustéa-las ao quadro
do pensamento matematico atual; e esperamos assim permitir que o leitor veja
como certas idéias-chave ocorrem repetidamente e d@o real unidade a partes
aparentemente distintas de sua experiéncia matemadtica anterior. Talvez pudés-
semos acreditar, em certos casos, que o que escrevemos ¢ o melhor modo de intro-
duzir e desenvolver uma idéia, mas isso néo faz parte do motivo que nos leva a
escrever estes livros.

Ora, ao escolher nossos topicos, pensamos muito na importancia de apre-
sentar probabilidades e estatistica, ¢ teoria da informagfo, neste estdgio; e cer-
tamente esperariamos que a essa altura um estudante tenha algum conhecimento
de anélise numérica e teoria da computag@o. Também reconhecemos o papel vital
que os computadores dessmpenham em nossa sociedade, e avaliamos o efeito que
tal papel deve ter no ensino; porém, ndo levamos isso em conta nestes livros, pois
faze-lo ndo apenas alongaria nosso texto ja demasiado extenso, como também
levaria a uma organizag@o diferente do material. Além disso, néo ¢ tdo provavel
que esses topicos excluidos ja sejam tdo familiares ao leitor quanto os incluidos;
caso sejam € bastante provavel que o tratamento que lhes foi dado, na primeira
vez que foram apresentados ao leitor, ndo seja muito diferente daquele que lhes
dariamos. (Parece ser uma boa regra que os autores se calem quando ndo tém
nada de novo a dizer.) Porém, muitas vezes demos énfase a natureza algoritmica
de certas técnicas, porque usualmente € 1util, quando se apresenta um topico, fazer
com que o estudante faga de conta que esta esclarecendo as idéias de modo a expli-
ca-las a uma maquina de calcular. (Isto € apenas uma extensdo da idéia de que a
melhor maneira de se entender o Teorema de Pitdgoras ¢ fazer de conta que se
¢ o proprio Pitagoras, procurando e lutando — por uma prova.) Esperamos que
o leitor informado reconheca em que ocasides o fato de se dispor de computadores
pode levar a um tratamento mais perceptivo de uma parte da matematica, e, se
ele é um professor, que ele comunique essa percepgdo a seus estudantes.

estilo de apresentacao

Nosso estilo de apresentagdo reflete nossa intengdo de fornecer uma revisdo
(no sentido de uma exposi¢do ampla partindo de coisas familiares) do material
tratado. Apresentamos uma grande quantidade de teorias como um conjunto de-
finitivo de conhecimentos. Naturalmente nos preocupamos, freqiientemente de
modo muito explicito, com a questdo de motivagdo para a introdugdo de um con-
ceito novo, para uma generalizagdo, ou para atribuir significado a um teorema;
mas adotamos um estilo didatico no enunciado preciso de defini¢des e resultados,
e aparentemente deixamos ao estudante pouco campo de escolha para o desen-
volvimento de seus proprios métodos de tratar as questdes. Porém nédo esquecemos
que “o mais importante teorema sobre existéncia em matematica ¢ a existéncia
de gente”. E nosso didatismo ndo se deve, repetimos, a um preconceito contra
“métodos de descoberta” em matematica; nem implica em deixarmos de reconhecer
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que o aspecto criativo da matematica € pelo menos tdo importante quanto o uso
da matematica para sistematizar nosso conhecimento. Mas quando um topico ja
se tornou familiar através do uso e aplicacdes num nivel menos sofisticado (ou,
na linguagem de Goals for School Mathematics*, no nivel pré-matematico), resta
elucidar a natureza das idéias matematicas envolvidas e organizar o conhecimento
obtido. Isso exige, é claro, um estilo sistematico de apresentagdo e uma organizagio
cuidadosa do material para fazer aparecer suas inter-relagdes com outras partes
da matematica, de modo que a linha do pensamento apare¢a mais claramente.
Essa foi, essencialmente, a idéia basica subjacente ao curso tal como foi dado
originalmente, ¢ a passagem da sala de aula para a pagina impressa deu mais énfase
ao estilo em que os topicos foram tratados. Esperamos que os professores usem
nosso texto como uma reserva de material, do qual eles podem selecionar topicos
para tratamento por técnicas didaticas ousadas, segundo as idéias do notavel livro
Some Lessons in Mathematics (ATM — com nimero [36a] na Bibliografia no fim
do livro). Antes de poder efetuar essa transformagdo precisam ter o material ma-
tematico em forma “profissional”, e essa ¢ a forma que desejamos dar a estes livros.
De outro lado, idéias matematicas ndo sdo comunicadas de matematico para
matematico em forma extremamente precisa; de fato, ¢ freqiientemente verdade
que um artigo publicado, embora perfeitamente preciso e formalmente correto,
pode deixar de transmitir a esséncia do resultado em questdo exatamente porque
o autor ndo incluiu em seu artigo uma descrigdo informal da motivagéo subjacente
ao problema ou a linha de solugfio que escolheu. Pareceria pois que se deveria
usar na exposicdo matematica o “método de espiral” recomendado no Goals. Assim,
as idéias deveriam ser primeiro introduzidas informalmente, € as defini¢ces pre-
cisas e as provas deveriam ser fornecidas mais tarde para os conceitos principais,
apés o que novamente a informalidade volta a ser preferivel. Tentamos por em
pratica esse principio. Além disso, conforme o método de espiral, acreditamos que
os topicos devam reaparecer em qualquer programa bem planejado (se € que
podemos, por brevidade, usar uma frase assim autoritaria); um tépico, considerado
primeiramente por seus proprios méritos, deve ser reencontrado mais tarde como
parte de uma generalizagdo maior ou para exemplificar um aspecto demasiadamente
sutil para ser entendido e apreciado a primeira vista. Quando um conceito novo
aparece pela primeira vez discutimo-lo informalmente e intuitivamente; entdo
introduzimos um grau de precisio pouco usual num texto deste nivel a fim de
isolar e identificar o conceito em questdo; e, uma vez que tenhamos sido precisos,
julgamos que nos, tanto quanto o leitor, gainhamos o direito de sermos informais
no interesse do curso fluente das idéias e do pensamento. Como consideramos
estes livros principalmente como uma revisdo, avangamos um tanto rapidamente
_através do primeiro estagio até chegar ao ponto em que julgamos conveniente
adotar precisdo de linguagem e notagéo; porém esperamos ter sempre passado
ao estilo menos formal com rapidez suficiente para evitar a acusagdo de pedantismo.

0 método de espiral versus pedantismo: dificuldades de notacdo
Embora certamente ndo queiramos ser rigidos também acreditamos que,
quando abandona a terminologia precisa, o estudante deve saber exatamente o
®)Q relatoério da Conferéncia de Cambridge sobre Matematica na Escola Secundaria,

publicado por Houghton Mifflin (1964). Esse relatorio deveria ser lido por todos aqueles
que se interessam pelo ensino da matemadtica.
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que estd abandonando! A aparéncia de pedantismo serd talvez particularmente
conspicua em questdes de notagdo. A principio insistimos, por exemplo, em que
uma fun¢fo seja denotada simplesmente por um simbolo f e que devemos (por
razdes praticas e computacionais) especificar o dominio e o campo de valores de
f; além disso, apds a “conversa”inicial, uma fungdo aparece pela primeira vez em
sua forma precisa como um conjunto, convenientemente restrito, de pares orde-
nados tomados num conveniente produto cartesiano. Repudiamos completamente
a idéia de que uma atitude assim formalistica deve ser mantida quando se vem a
trabalhar com fungdes, como no Célculo, por exemplo, e adotamos e encorajamos
notacdo e terminologia mais convencionais e tradicionais tais como “f(x)”, “dy/dx”,
“y € uma fun¢fo de x”. Analogamente damos énfase ao papel da funcdo identidade,
chamando-a Id ou mesmo 1, qualquer que seja seu dominio, de modo que o leitor
se acostume a pensar nela como um conceito matematico muito importante e
ubiquo; mas pode, e usualmente deve, ser um elemento muito pouco em evidéncia
na maior parte dos calculos. Analogamente, damos muito relevo inicialmente a
composi¢do de fungdes, mas aqui um outro objetivo existe. Pois acreditamos que
se cria uma confusdo real a menos que o estudante entenda desde o inicio a natureza
da composi¢do de fungdes ¢ a distingdo entre uma tal composigdo e a importante
operac¢do de produto no anel das fungdes a valores reais. A notagdo [ ! é real-
mente perigosa para a fun¢do inversa de f (com relacdo a composi¢do de fungdes),
quando o estudante sabe que x ! = 1/x. Nio é possivel trabalhar com uma notacfo
inteiramente livre de ambigiiidade — uma tal notag@o seria intoleravelmente pe-
sada: porém pelo menos um professor deve cumprir seu dever para com o estudante
explicando precisamente — na volta da espiral adequada — onde reside o perigo
de confusdo, e porque se adota uma notagdo potencialmente enganosa. Nesse
caso, para evitar mal-entendidos, usamos o simbolo f? em vez de f ' até sen-
tirmos que chegou o momento oportuno para voltar a f 1.

Adotamos, um tanto relutantemente, o uso tradicional de escrever o simbolo
de funcdo a esquerda da varidvel [assim, escrevemos f(x)]. Percebemos bem as
vantagens que resultam de escrever o simbolo de fung@o a direita, mas achamos
prudente ndo introduzir inovagdes notacionais além daquelas que podem ser
consideradas como de uso-padrdo, ou mesmo universal. Certamente seria muito
inusitado encontrar a conveng@o da direita num texto desse nivel e ndo queremos
apresentar ao leitor uma dificuldade a mais, ¢ um tanto gratuita, para vencer as
diferengas entre estes livros e outros que possa ter encontrado antes, durante ou
imediatamente depois de travar contato com nossa terminologia e nota¢io. Porém
como demos énfase consideravel a flexibilidade, seria retrogrado ndo recomendar
ao leitor que se prepare para o uso de ambas as convengdes. Correndo o risco de
sublinhar o o6bvio, observemos que o problema notacional aparece mais clara-
mente quando se discute a composi¢do de fungdes (no Cap. 2). Pois dadas

§ T,

a funco composta de S para U parece exigir o simbolo fog, ou simplesmente fg.
Porém com a convengédo da esquerda somos forcados a escrever gof ou gf; pois,
se x estd em S, entdo a imagem de x sob a fung¢iio composta & g(f(x)). Certamente
a maioria dos matematicos usa a convengdo da esquerda (isto, é claro, explica
nossa escolha nestes livros) mas deve ser lembrado que a convengio surgiu antes
que se desse tanta énfase a composi¢do de fungdes quanto se da hoje. E freqiien-
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temente engracado observar como diferentes matematicos, ao dar uma aula,
enfrentam a anomalia mencionada acima. Muitos, ao escrever fg escrevem pri-
meiro o g (isto é, primeiro no tempo!) e o f depois! Alguns chegam ao ponto de
ler o simbolo fg como “ge efe”!

De acordo com o espirito do método de espiral nem sempre recomendamos
um Unico ponto de vista com relagdo a um dado topico, nem mesmo uma Unica
designacdo para um dado conceito. Assim, por exemplo, descrevemos tanto o
processo por seqiiéncias de Cauchy quanto o processo através de cortes de
Dedekind para completar os racionais aos reais. Um de nos acha que o primeiro
processo tem mais interesse algébrico e o segundo mais interesse geométrico, ao
passo que o outro acha o contrario: mas ambos concordam em que seria absurdo
insistir aqui em um ponto de vista Gnico. Analogamente designamos uma fun¢io
f: S — T pelos diferentes termos: inversivel ou uma equivaléncia, se admite uma
fungdio g: T — S tal que gf é a identidade de S e fg a identidade de T. Novamente,
o termo “inversivel” ressalta o sabor algébrico ao passo que o termo “equivaléncia”
ressalta o sabor conjuntista. Em outros casos, também, tentamos servir aos varios
usos de um conceito e aos gostos variados dos estudantes de matematica, e pre-
para-los para a leitura de textos que usam terminologia, notagdes e convengdes
tipograficas diferentes.

Aspectos particulares da notagdo sdo, € claro, sempre explicados no texto
quando introduzidos. Porém alguns devem ser mencionados aqui na introdugio.
Usamos o simbolo B para indicar que uma prova estd completa; ao passo que
usamos o simbolo [J para indicar que n8o se vai provar o enunciado assim marcado
(embora existam provas!). O neologismo “see” € usado para significar “se € somente
se”, pois essa frase ocorre tdo freqiientemente; mas muitas vezes usamos os sim-
bolos “=7", “<=”, e “«” para denotar “somente se”, “se” ¢ “se e somente se” res-
pectivamente. 'lambem usamos freqiientemente os quantificadores existenciais 3x
e Vx para significar “existe um x” e “para todo x”. Damos énfase a habilidade
gramatical necessaria para negéa-los fluentemente e a flexibilidade necessaria para
uso eficiente de quaisquer abrev1acoes simbolicas.

unificacdo na matematica

Naturalmente, ndo queremos ser interpretados muito ao pé da letra quando
negamos, anteriormente, a intencdo de apresentar idéias novas ao leitor. Formu-
lagdes novas de idéias familiares e técnicas, necessariamente envolvem idéias novas.
Mas as idéias novas que tratamos no texto sdo idéias unificadoras, tiradas da teoria
dos conjuntos, 4lgebra ou topologia; ao domina-las o leitor deve tornar-se mais
capaz de entender o sentido de argumentos expostos em casos particulares. Essa
busca de unificagdo, cujo objetivo € em parte estético, tem o fim pratico de ajudar
a por sob controle quantidades de conhecimento detalhado, para ajudar nossa
memoria. A mesma levou-nos a incluir um capitulo sobre categorias e funtores.
Essas nogdes, recentemente introduzidas na matematica, se mostraram muito tteis
para fornecer um quadro e uma linguagem comuns para ramos muitc diferentes
da matematica (por exemplo, a teoria dos conjuntos, a teoria dos grupos, a topo-
logia). Porém, como sempre no desenvolvimento da matemadtica, uma vez que um
conceito tenha surgido, cresce uma teoria em torno dele. A teoria das categorias
¢ um ramo muito novo e estimulante da matematica; aqui, porém, resistimos a
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tentacdo de avancar nessa teoria, contentando-nos em descrever como seus con-
ceitos basicos enriquecem nossa compreensdo de partes familiares da matematica
e tornam explicitos os elos entre essas partes, que antes s6 eram percebidos intui-
tivamente. Nosso objetivo, por isso, ndo vai além da introdugdo da linguagem
categorica.

organizacao do texto

Estes livros estdo divididos em partes, num total de oito; cada parte estd
dividida em capitulos (numerados consecutivamente) e cada capitulo é dividido
em segdes. Embora cada parte tenha uma introducdo explanatoéria, resuminos seus
conteudos aqui, para esclarecer as relagdes das partes com o todo. No Volume I,
primeira Parte, A Linguagem da Matematica, € de espécie diferente do resto. Como
seu titulo sugere, essa parte estabelece a linguagem em que o restante dos livros
serd expresso'”, e assim exige alguma discussdo agora. Essa parte &, literalmente,
um pré-requisito para as demais, ao passo que as outras lidam com vérias areas
da matematica e esperamos que muitos estudantes decidam ler certas partes e
negligenciar outras — ou pelo menos dedicam ler as varias partes numa ordem
diferente daquela em que se apresentam.

Naturalmente, como o leitmotiv dos livros é a unidade da matematica, sera
necessaria, por exemplo, uma certa familiaridade com idéias da aritmética para
entender a parte dedicada a algebra, e referéncias a proposigoes e exemplos servem
para ligar o texto num todo. Mas a ordem de apresentagdo do material € em grande
parte arbitraria e encorajamos o estudante a fazer escolhas no interesse de manter
vivo seu apetite. Devemos frisar que nosso método de exposi¢do n@o € sempre o
mais econdmico, nem respeita uma ordem estritamente 16gica, como gostam de
fazer muitos professores de matematica de universidades. Mas acreditamos que a
maior parte dos estudantes (inclusive os professores mencionados acima) aprendem
de modo altamente n#o-linear, e somente depois de atingido um certo nivel de
fluéncia é que vem o desejo de ver um assunto exposto em ordem linear. E muito
mais facil dar aulas seguindo uma ordem implacavelmente linear do que pelo
método de espiral; mas se o objetivo do ensino € comunicar, mais do que dar sa-
tisfagdo estética ao expositor, entdo devemos estar preparados para por as técnicas
pedagogicas acima da simples logica e das exigéncias do sistema de exames. Tendo
sido influenciados pela unidade e pela ordem matematicas que Bourbaki nos
trouxe, devemos também levar em conta as implicagdes comunicatorias de Piaget.
Seja como for, logo chegara as universidades uma leva de criangas que foi submetida
a técnicas de ensino mais livres, dos varios projetos novos de ensino; € as uni-
versidades devem estar prontas para recebé-las e devem ser adaptaveis a elas.

A Parte II trata da Teoria dos Conjuntos; isto & da teoria dos conjuntos
como disciplina matemadtica ¢ ndo da teoria dos conjuntos como fornecedora do
meio de comunicagdo matematica. O material dessa parte (por exemplo, o estudo
de permutacdes) pode parecer desnecessariamente pedante, preocupado em larga
escala em sublinhar o 6bvio, mas nessa parte tentamos tornar explicito muito do
que freqiientemente, como coisa assumida subjacente, fica implicito — se ndo desa-
percebido — no raciocinio matemético elementar. De outro lado, a teoria dos

*)Vamos repetir, porém, que a linguagem se tornara cada vez mais informal 4 medida
que a familiaridade com os conceitos aumenta.
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conjuntos que apresentamos ¢ “ingénua” e reservamos uma atitude mais sofisticada
para o Cap. 39 na Parte VIIL

A Parte III trata da aritmética. Essa parte contém um reexame dos conceitos
elementares, porém basicos, da aritmética de um ponto de vista mais geral. Assim
introduzimos estruturas algébricas (grupos abelianos, anéis, etc.) a fim de exibir
a natureza daquelas propriedades dos inteiros que tornam valido o tratamento
tradicional de topicos como fatoragdo e numeros primos. Ficamos entdo em con-
digdes de aumentar grandemente o campo de aplicagdo da teoria; e no Cap. 13
damos certas aplicagdes que podem bem ser menos familiares ao estudante nesse
estagio.

No Volume II, a Parte IV trata da geometria do espago tridimensional. Co-
locamos essa parte imediatamente depois da que trata da aritmética porque sen-
timos que contar e medir sdo os dois aspectos basicos da matematica e constituem
juntos a razdo para nosso sistema numérico. Nosso tratamento é bastante algé-
brico e fazemos grande uso de vetores. Porém discutimos questdes axiomaticas e,
no Cap. 17, apresentamos o plano projetivo real e o complexo, usando-os para
ilustrar a visdo de Klein da natureza da geometria.

A Parte V trata de algebra. Naturalmente, a algebra ndo pode ser considerada
distinta da aritmética; elas tém grande area de superposi¢do. Nossa visdo prag-
matica consistiu em considerar a aritmética como sendo a parte da algebra inspirada
diretamente pelo estudo dos inteiros, e aplicavel a ele; e assim tratamos nessa parte
dos aspectos da algebra que tém aplicagdo mais geral (por exemplo, & geometria).
Muitas das idéias dessa parte estavam envolvidas em nossas discussdes na Parte IV
(e na Parte III) do Vol. I nessa parte essas idéias sdo tornadas precisas e explicitas
e sdo estudadas do ponto de vista da elucidagdo de estrutura algébrica. No Cap. 21
nos ocupamos da inter-relagéo entre estrutura algébrica e uma relacdo de ordem
num conjunto dado; e isso nos leva a apresentar a definicdo de Dedekind dos
numeros reais, e um tratamento breve da algebra de Boole que retoma aspectos
que surgiram na Parte II (Cap. 8), Vol. L.

No Volume III, a Parte VI trata do desenvolvimento sistematico do sistema
numérico e dos aspectos topoldgicos do espago real n-dimensional R", o conjunto
das n-uplas de numeros reais. Aqui, mais distintamente do que em qualquer outra
das partes, estd em evidéncia o método de espiral. Pois, tendo assumido familia-
ridade com o sistema numérico em toda parte, agora passamos a construi-lo!
O Cap. 24 trata principalmente da construgdo dos reais a partir dos racionais,
e é talvez o capitulo mais dificil de todos os livros, porque o tratamento rigoroso
vem imediatamente depois da introdugdo motivadora, e ¢ dado pouco tempo para
digestdo. Além disso, a construgdo (por seqiiéncias de Cauchy) € apresentada do
ponto de vista algébrico da teoria dos ideais nos anéis comutativos, de modo que
estamos assumindo que o estudante tenha absorvido a base algébrico-aritmética
necessaria. HaA quem diga que € um erro pedagogico apresentar a construgdo dos
reais; seu ponto de vista é que se deve apresentar, axiomaticamente, um corpo
ordenado arquimedianamente, completo, € que o processo de completagdo deve
ser introduzido mais tarde numa discussdo de espagos métricos gerais. Esperamos
que nosso tratamento pedante da construgdo torne o estudante capaz de, quando
chegar o momento, fornecer facilmente, sozinho, a generalizagdo a espagos mé-
tricos arbitrarios; e acreditamos que, para muitos estudantes, esse serd seu unico
contato com o processo de completagdo. Achamos que estudantes que ndo vdo
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se tornar especialistas em matematica pura ndo devam permanecer para sempre
na ignorancia de como os reais sdo construidos a partir dos racionais; os mate-
maticos tém um dever para com esses estudantes também! No Cap. 25 nos lan-
¢amos a um verdadeiro estudo da topologia de R". Esperamos que, dessa maneira,
o leitor veja que certas idéias bésicas (como a continuidade de fungdes e limites
de seqiiéncias) sdo na verdade de natureza topoldgica e que assim ele consiga
entender melhor essas idéias, e também adquira, assim esperamos, uma introdugdo
significativa em um assunto que desempenha papel importante em muitas partes
da matematica de hoje e que € uma 4rea de pesquisa muito ativa e extensa. Parte
desse capitulo apareceu pela primeira vez na revista Mathematics Teaching (e
como a monografia [45]) e agradecemos ao editor pela permissdo de usé-la aqui.

A Parte VII trata do Calculo diferencial e integral de uma e varias varidveis.
Um tratamento completo desse tdpico exigiria um livro substancial s6 para ele —
como atesta a quantidade de livros de texto de Célculo existentes. Assim nessa
parte, mais do que em qualquer outra, ndo almejamos fazer uma exposi¢do com-
pleta, mas nos contentamos com referéncias a outros textos quanto a demons-
tracdes de teoremas usuais. Além do desejo de manter o tamanho destes livros
dentro de certos limites, tinhamos também em mente que nossa principal inovagdo
estd em nossa notagdo e ponto de vista, e que concordamos essencialmente com
outros autores quanto ao que sdo os aspectos importantes de um texto de calculo
nesse nivel. Porém, devemos acrescentar que consideramos a questdo de ponto
de vista como absolutamente crucial num ensino eficaz do Célculo. Sem duvida
muitos estudantes fracassaram em seu curso de matemdtica no primeiro contato
com o Célculo; e muitos outros tendo aprendido o Calculo como uma colegdo
de regras entraram em confusdo total ao encontrar um curso de andlise matematica
que lhes parecia dedicado apenas a disputar tudo o que tinham aprendido no
Célculo. Nosso objetivo foi apresentar o Célculo como parte do desenvolvimento
matematico natural baseado na algebra e nos nimeros reais, mas sem esquecer
sua inspiragdo geométrica. Porém € enganoso tentar disfarcar o fato de ser o Calculo
uma disciplina matematica dificil, de modo que apresentar mesmo a teoria “ele-
mentar” completamente, com todas as provas, seria submeter mesmo o estudante
mais talentoso a grande tens@o. Assim ao omitir certas provas ndo estamos apenas
nos apoiando no fato de existirem em outros lugares; realmente acreditamos que
a maior parte dos estudantes nesse estdgio ndo estd apta a enfrenta-las. Aqui invo-
camos o método de espiral novamente, considerando que o estudante nesse nivel
estd preparado para as idéias, necessita das técnicas e é capaz de aplica-las, mas
ainda nd@o tem maturidade matematica suficiente para uma demonstragdo rigorosa
de todos os teoremas. Certamente ¢ comumente aceito que a precisdo é possivel
sem que o tratamento seja completo; abandonando a idéia de sermos completos,
insistimos na precisdo e clareza dos enunciados e na honestidade da apresentagéo,
de modo que o estudante ndo fique em duvida quanto ao que foi e ao que néo foi
provado. Acrescentariamos, entre parénteses, que o processo mais penoso no
aprendizado matemadtico, para estudante e professor, € o de desaprender; de modo
que omitir provas honesta ¢ abertamente ¢ muito melhor que dar argumentos
basicamente desonestos que depois devam ser repudiados. Naturalmente argu-
mentos plausiveis podem ser, freqiientemente, importantes desde que sua crueza
seja honestamente descrita. Em qualquer nivel ¢ uma tarefa grande no planeja-
mento de um curriculo combinar o método de espiral com a minimizagdo do que
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deve ser desaprendido, e ficaremos satisfeitos se tivermos preenchido ao menos
aproximadamente essa dificil condigdo.

A Parte VIII, como a Parte I do Vol. I, deveria ser excluida na afirmacio
geral feita antes sobre o papel de cada parte no livro como um todo. O Cap. 38,
dedicado a categorias e funtores, € num certo sentido uma continuac¢fo da Parte I,
enriquecendo a linguagem basica da matematica de modo que as interconexdes
entre os diferentes ramos da matematica possam ser discutidos tdo livremente
quantc o conteudo de cada ramo particular. Ja indicamos antes nesta introdugdo
nossas razdes para incluir esse capitulo. O capitulo final é, da mesma forma, uma
extensdo da Parte II do Vol. I, levando o leitor a uma compreenséo mais profunda
das preocupagdes dos logicos matematicos ao examinar a natureza € as proprie-
dades dos sistemas que constituem a matéria-prima da matematica. Naturalmente
86 podemos dar uma introdug¢éo a essa fascinante area de pesquisa atual, suficiente,
porém, esperamos, para convencer o estudante de que, seja o que for a matematica,
ela ndo € uma busca da certeza absoluta.

0s exercicios

Na crenga de que com isso qualquer livro de matemdtica fica mais inteligi-
vel — se ndo mais facil de ler — incluimos muitos exercicios no texto. Esses estdo
em colegdes, numeradas consecutivamente em cada capitulo: assim Exc. 21.3(ii) se
refere ao segundo na terceira relagio de exercicios do Cap. 21. Ndo pretendemos
dar a impressdo de que esses exercicios foram incluidos somente para que estes
livros possam parecer convenientes para algum curso em universidade ou colégio;
outros devem discutir sua adequagio a esse uso. De qualquer maneira, muitos
dos exercicios sdo questdes abertas, servindo para mostrar que a atividade ma-
temdtica ndo é uma questdo de responder inteligentemente em meia hora a questdes
propostas por outros: essa impressdo muito comum ¢ estimulada pelo sistema
de exames congelado, tradicional, e & dificil destrui-la em estudantes que tiveram
sucesso nesse sistema. Procuramos mostrar que a matematica esta cheia de questdes
em que ndo s6 a resposta ndo € conhecida mas nem temos certeza de qual seja a
questdo! Outros exercicios sdo do tipo usual, para o estudante adquirir pratica
na compreensdo da teoria, e esperamos ter incluido um numero suficiente para
rebater a acusagdo de que a “matematica moderna” € so teoria € ndo proporciona
traquejo na resolugdo de problemas. Mas hé grande necessidade de acrescentar
novos bons problemas ao estoque comum e estimulamos o leitor a cultivar a arte
de fabricar seus proprios exercicios: nds mesmos certamente adquirimos a maior
parte de nossa compreensdo da matematica em nossas tentativas hesitantes de
propor e responder a nossas proprias questdes matematicas (tanto ao nivel de pes-
quisa como de ensino). Um exercicio fundamental € armar problemas adequados
a nossos amigos (entre os quais podem estar nossos estudantes, ¢ claro) ndo com
o objetivo de provar nossa inteligéncia, mas com a esperanga de iluminar algum
aspecto da matematica.

Para ajudar o leitor a descobrir mais sobre partes da matematica que possam
interessa-lo (talvez através dos exercicios) incluimos uma bibliografia bastante
extensa e referéncias a ela sdo feitas no texto citando o(os) autor(es) e nimero,
assim Hilbert [57]. Recomendamos particularmente ao leitor que leia algo sobre
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como os grandes matematicos trabalham, por exemplo em Bell [10] e sobre como
o assunto se desenvolveu através de sua longa histéria. Acima de tudo, ele deve
lembrar que é parte dessa historia e que os grandes matematicos estdo relacionados
a ele pela comunh&o de uma atividade comum; deveria deixar de lado a modéstia
e dizer a si proprio “va e faga o mesmo”.

Southampton
Ithaca, New York
1969

H.B.G.
P.J. H



ALGUNS “"PACOTES™ DE LEITURA
DIRIGIDA

Para orientar leitores interessados em estudar topicos particulares (por exem-
plo, acompanhando um curso) sugerimos os seguintes agrupamentos e indicamos
os requisitos prévios para cada um. Sempre assumem que se deu uma primeira
leitura a Parte I, do Vol. I, ainda que ndo uma leitura detalhada. Embora nio
seja realmente necessario outro material, supomos para fins de ilustracdo e exer-
cicios que o leitor tenha familiaridade com os topicos seguintes de Algebra, Geo-
metria Analitica e Célculo. Assim, ele em dlgebra deve ser capaz de: manipular
formulas algébricas, fatorar inteiros e polindmios simples, resolver pares de equa-
¢des simultaneas, conhecer fragdes decimais, logaritmos e expoentes e possivelmente
um pouco sobre nimeros complexos. Em geometria analitica ele deve conhecer
graficos, inclinagdes, circulos e conicas simples bem como as idéias basicas da
trigonometria plana. No Calculo ele deve saber derivar e integrar expressGes
simples envolvendo as fungdes exponenciais trigonométricas e logaritmicas. Es-
pera-se também que o leitor saiba um pouco sobre argumentos dedutivos, tais
como a prova por contradigdo. Se existirem lacunas em seu conhecimento desses
topicos elas serdo de qualquer forma preenchidas durante a leitura do livro, como
o leitor pode verificar olhando o indice.

Possiveis “pacotes” de topicos, ou “cursos” através destes livros sdo:

Curso 1. Teoria Ingénua dos Conjuntos e Logica. Caps. 1-8 e possivelmente Cap. 39.
Nao ha requisitos prévios, exceto para fins de ilustracdo.

Curso 2. Algebra. Caps. 9-13, 18-21 possivelmente com os Caps. 8, 23 ou 38. Re-
quisitos prévios: conhecimento da fatoragdo de polindmios quadraticos, da de-
composi¢do de inteiros em fatores; raizes de equagdes, nimeros complexos.
Curso 3. Geometria. Caps. 14-20. Requisito prévio: familiaridade com a idéia de
fazer geometria com coordenadas e com a trigonometria elementar.

Curso 4. Geometria e Topologia. Caps. 14-17 e Cap. 25.

Requisitos prévios: como para o Curso 3, com idéias intuitivas de continuidade
mais a nocdo de grupo.

Curso 5. Calculo. Caps. 26-30; mais profundo, Caps. 31-37.

Requisitos prévios: defini¢des de espago vetorial e anel, preferivelmente com um
curso manipulativo de calculo.

Os Caps. 23 e 24 poderiam ser incluidos em qualquer dos cursos. Varios
topicos poderiam ser omitidos ou acrescentados de outros pacotes, dependendo
da profundidade exigida, mas cada pacote cobre aproximadamente 120 paginas
(mais a Parte I do Vol I) e assim corresponde aproximadamente a um semestre
de um curso universitario, isto €, aproximadamente 30 aulas, mas muito natu-
ralmente dependerd da quantidade de detalhes omitidos ou conservados.



CONVENCOES NO TEXTO

Uma linha acompanhando a margem esquerda de uma péagina indica material
ndo essencial numa primeira leitura.

Os exercicios sdo indicados pelo método descrito na p. xv, mas o nimero do
capitulo é omitido no capitulo em que o exercicio ocorre. Os de maior dificuldade
técnica sdo indicados pelo simbolo §. Sugestdes sdo colocadas entre chaves, e
comentérios entre colchetes.

Numeros entre colchetes se referem aos livros na Bibliografia.

Além do indice alfabético, existe um indice de simbolos especiais para auxiliar
o leitor. Em particular isso deve permitir-lhe localizar rapidamente qualquer
colegdo de axiomas (tais como os de um grupo) que ele precise relembrar.
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a = b (mod m)
[a]n
alb
atb
{a.}
(a, b)
{a, by
{a,b>
a, b>
{a,b)
aAb

Este indice contém os simbolos e notagdes que tém significado
especial. Ndo incluimos notagdes (como f(x)) que sdo ao mesmo tempo
de uso geral e familiares ao leitor. Incluimos descrigdes muito breves dos
significados dos simbolos. Como alguns simbolos ndo admitem classi-
ficagdo alfabética, ndo podemos as vezes evitar que o leitor tenha que
percorrer varias segdes para achar o simbolo procurado. Chamamos a
aten¢dio em especial para os dois ultimos itens!

A estd contido em B

A contém B,B < A

equivaléncia de conjuntos

equivaléncia de objetos de uma categoria
isomorfismo de grupos

homeomorfismo de espagos

unido de conjuntos

intersecdo de conjuntos

complementar de B em A

diferenga simétrica

produto cartesiano

cardinalidade de A

conjunto das classes de A modulo a relagdo de equivaléncia R
classe de restos de a

congruéncia médulo m

classe de restos, modulo m, de a

a divide b

a ndo divide b

seqiiéncia com a, como n-ésimo termo
par ordenado

intervalos na reta real

produto vetorial

axiomas de anel e grupo abeliano
area de G

transposta da matriz A

conjunto das fungdes de 4 em B
algebra booleana padrio
axiomas para algebras de Boole

complementar
cardinalidade de X
cardinalidade do continuum (R)



¢ = (¢4, €2, €3) imersdo da geometria projetiva real na complexa
corpo dos numeros complexos

Clx] conjunto dos polindmios sobre C
(G1y axiomas para grupo comutativo
Ce C com ponto no infinito (0)
Cl(4) fecho de A
$40)) conjunto das fungdes continuas no intervalo I
&I conjunto das fungdes n vezes continuamente derivaveis em I
&r) conjunto das fungdes a valores. complexos n vezes continuamente deri-
vaveis em I
€(A) conjunto das fungdes continuas em A
€'(A) conjunto das fungdes r vezes continuamente derivaveis em A
Cat axiomas para uma categoria
det M determinante de M
D axiomas para uma fungdo distincia (métrica)
gr grau de um polinémio
dim, X dimensdo do espago X no ponto x
() conjunto das fungdes derivaveis no intervalo |
Df a derivada de f
d.(f) a diferencial de f em ¢
2.(I) conjunto das fung¢des a valores complexos diferencidveis em I
2,(4, R™) conjunto das fungdes 4 — R™ diferenciaveis em p
E o mundo em que vivemos
equ equivaléncia de férmulas
G axiomas de extensdo na geometria projetiva plana
&(R?) R? imerso na geometria projetiva plana
€ imerso de R? na geometria projetiva
e elemento identidade do grupo G
exp fungdo exponencial
e base dos logaritmos naturais
Cuc axiomas da geometria euclidiana plana
(4 imagem de A4 sob f
b contra-imagem sob f
4 funcdo de X* em Y“*induzida por f: X — Y
=2 fun¢do inversa de f
14 contra-imagem de A sob f(notagdo convencional)
Fr(4) fronteira de A
=g relagdo de homotopia entre aplicagdes
fx)—1 limite de fun¢do de uma variavel real
fx) — limite infinito de fung¢do de variavel real
& modelo formal
gof composic¢do de f seguida de g
® axiomas de grupo
inf infimo ou méaximo minorante
hg fungdo de BY em B¥ induzida por h: X —» ¥
H conjunto dos quatérnions
HU,TV) conjunto dos homomorfismos de U em V
see se e somente se

Im (f) imagem de f



id fungdo identidade -

I(4, B) conjunto das injegdes 4 — B
0 intervalo unitario padréo
2] axiomas para um ideal
IS cubo unitario
B3I axiomas para produto interno
57 fungdo identidade
Frl poténcia racional da funcfo identidade
| 7] lugar da curva J
sup supremo ou minimo majorante
I8 axiomas para uma transformacdo linear
L(f) comprimento de [
lim x, limite de uma seqiiéncia
log x logaritmo natural de um numero real x >0
Log¢ logaritmos (multivalentes) do numero complexo {
M(n, R) conjunto das matrizes n x n sobre o anel R
mE propriedades da multiplicacdo por escalares
Mo conjunto das matrizes 2 x 2 sobre R
m propriedades do determinante
M s conjunto d~s matrizes m x n sobre R
Me(A4, B) conjunto dos morfismos em ¢ de A em B
M classe de conjuntos
N conjunto dos inteiros positivos
N, conjunto dos inteiros positivos (1,2,...,n)
4l numero de inje¢des N, - N,
+Cr nimero de subconjuntos de r inteiros em N,
n axiomas para uma norma inteira
%] conjunto vazio
bo} axiomas de ordem
O(h) da ordem de h
o(x) pequeno comparado com x
del conjunto de subconjuntos do universo
pX conjunto poténcia de X
Perm A conjunto (grupo) das permutacdes de A
P-q produto interno (escalar)
P(a, b, c) paralelepipedo determinado por a, b, ¢
AP axiomas de area
P geometria projetiva plana
PP axiomas da geometria projetiva plana
P(F) geometria projetiva plana sobre o corpo F
2(R) geometria projetiva plana sobre R
P* geometria projetiva dual
P(C) geometria projetiva plana sobre C
axiomas de subgrupo
By axiomas de Peano
c.p.C. conexo por caminhos
p =~ qrelxg homotopia de lagos relativa ao ponto base x,
[rl classe de homotopia do lago p
B postulado das paralelas



Q conjunto dos racionais

Q] conjunto dos polinémios sobre @

Q axioma de subgrupo

2 condigdes sobre uma familia de subconjuntos compactos
R* n-espago euclidiano

R reta real, conjunto dos nimeros reais

R? plano euclidiano

R. conjunto dos nliimeros reais positivos

R+ conjunto dos nlimeros reais ndo-negativos
R[x] conjunto dos polindmios sobre R

R conjunto das rotagdes do circulo unitario
R2 3-espaco euclidiano

RP2 plano projetivo real

RP3 3-espago real projetivo

R(P,PyP3Ps) razdo dupla

R? conjunto das fungdes I — R

R(I) conjunto das fung¢des sobre I que satisfazem as condig¢des de Rolle
st circulo unitario

SH esfera unitaria

S(4, B) conjunto das sobrejecdes 4 — B

So conjunto de férmulas

PE axiomas para produto escalar

s*(P) enunciado sobre # dual de s

s = (51,52,53) imersdo de R? na geometria projetiva complexa
S (k —1)-esfera unitaria em R*

I parte da matematica

MT transposta da matriz M

U universo de discurso

ufv u divide v

DFU dominio de fatoragdo unica

U W soma direta (de subespagos vetoriais)

<u, v produto interno (escalar) de u e v

Ut complemento ortogonal de U

U,(x) r-vizinhanea de x

cobertura de um espago

V espago de vetores euclidianos

PB axiomas para produto vetorial

Vol volume com sinal

vol volume sem sinal

B axiomas para espago vetorial

fbf férmula bem formada

{x} conjunto unitario

xR uma classe de uma relagdo R

X/R conjunto quociente de X por uma relacdo de equivaléncia R
r o polindmio x

xX—>c x numa vizinhanga suficientemente pequena de ¢



x = f(x)

Z+

ZEx]
Z,
Z(I)
3
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modo abreviado de descrever uma fungdo que associa a cada x de um
conjunto (subentendido) um elemento f(x) de um conjunto (subentendido).
Muitos autores substituem a flecha por —, ou ~ —. Isso evita confusdo
onde x é ele proprio um conjunto.

conjunto dos inteiros

conjunto dos inteiros ndo-negativos

conjunto das classes de restos médulo n

conjunto dos polindmios com coeficientes inteiros
corpo das classes de restos modulo o primo p
conjunto das fungdes sobre I a valores complexos
teoria do numero elementar

vetor area

conjunto dos inteiros de Gauss

conjunto dos nimeros complexos a + b\/:m. heZ)
discriminante

reticulado de pontos

grupo fundamental de X em x,

conjunto das seqii€ncias convergentes (em Q)
conjunto das seqii€ncias de Cauchy (=fundamentais) (em Q)
conjunto das seqiiéncias nulas (em Q)

conjunto de restos primos com m

ordinal de N com sua ordem usual

um numero cardinal

fungdo identidade

pertence a

ndo pertence a

para todo

existe

existe um Unico
proposi¢do contraria, ndo
e

ou

implica

se € somente se
equivaléncia de proposigdes

¢ infinito

¢ homeomorfo a

ndo ¢ homeomorfo a

fim de demonstragdo
indicagdo de omissdo de prova
implica

implica e ¢ implicado por
exercicio dificil

parte dificil do texto

conetivos logicos



