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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar as superficies quadricas sob o ponto de
vista da Geometria Diferencial. Mais precisamente, estuda-se as curvaturas gaussiana

e média das superfi cies quadricas e a classificacao de pontos em tais superficies.
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Abstract

The purpose of this monograph is to study quadric surfaces from the Differential
Geometry point of view. More precisely, we estudy the mean and gaussian curvature

of these surfaces and the classification of theire points.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo estudar as superficies quadricas sob o ponto
de vista da Geometria Diferencial. Mais precisamente, estuda-se as curvaturas média
e gaussiana de superficies quadricas e aplicagoes na classificagoes de pontos de tais
superficies.

Lembramos que as quddricas sao superficies do R* da forma

Zaijxi:vj + Z bll’l +c=0.

Para uma visualizagao geométrica, os graficos de tais superficies foram construidos
utilizando o software Maple.

No capitulo I, serd desenvolvida a teoria necessaria para a compreensao dos
capitulos posteriores e também os resultados que serao utilizados.

No capitulo II apresentaremos as superficies quadricas, com suas respectivas
equacoes cartesianas e parametrizacoes.

Consta no capitulo I1I o calculo das curvaturas Gaussiana e Média das superficies
quadricas mencionadas no capitulo II.

O capitulo IV trata da classificacao dos pontos nas superficies que estamos
estudando.

Espera-se que o texto torne mais clara e objetiva a teoria das superficies
quédricas, possibilitando assim uma ampliacao a cerca deste tema, ja iniciado nas

disciplinas Geometria Analitica e Algebra linear.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo encontra-se a teoria necessaria a compreensao dos capitulos

subsequentes bem como os resultados que serao utilizados.

1.1 Swuperficie Parametrizada Regular

Assumimos aqui que estamos dispondo de um sistema
de coordenadas cartesianas em R® e consideremos uma  aplicacdo
X : U C R? — R? tal que X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), com (u,v) € U C R?
e U é um conjunto aberto.

Uma superficie parametrizada regular é uma aplicagao

X :U CR? — R3, onde U é um aberto de R?, tal que
i) X e C>*(U)

ii) dX,: R* — R3 é injetora Vp € U.

1.2 Curvas Coordenadas

Uma curva parametrizada diferencidvel de R3 é uma aplicacao diferencidvel

a(t) = ((z(t),y(t), 2(t)), de classe C*> , de um intervalo aberto I C R em R?.



Fixado (u,,v,) € U C R?, as curvas

a(t)= X(u(t),v,),
B(t) =X (ue, v(1)),

sao chamadas curvas coordenadas de X em (u,,v,) € U.

Os vetores X, (uo,v,) € X,(u,,v,) sdo denominados os vetores tangentes

as curvas coordenadas.

Lembramos que o plano tangente a X em (u,,,) é o cond2.junto de todos

os vetores tangentes a X em (u,, v,), que denotamos por T, X onde g = (o, V).

1.3 Primeira Forma Quadratica

Consideremos a aplicacao X : U C R? — R3 onde U é um conjunto aberto e

X uma superficie parametrizada regular. A aplicacao
I,:T,X —R

w s I(w) = (w, w)

com ¢ = (u,,v,) é chamada de primeira forma quadratica.
Observe que

wel,X = w=aX,+bX,

Entao

I,(w) = (aX,+0X,,aX, +bX,)
— @ (Xy, X))+ 2a( X, Xo) + 02X, Xo)

Agora denotando

—_ =
—_
~—

—_
w N
~—



temos que

I,(w) = a®E + 2abF + b*G,
onde F/, F e G sao denominados os coeficientes da primeira forma quadrética.

Proposi¢ao 1.1. Seja X : U C R? — R?, uma superficie parametrizada reqular.

Entdo os coeficientes E, F e G satisfazem EG — F? > 0.

Demonstracgao : Veja que

0<|XuxXo]? = |Xu*| X, sen®d
= | Xu]* | Xu)? - (1 — cos?)
= EG - F~
Portanto EG — F? > 0, como queriamos mostrar. [ |

1.4 Aplicacao Normal de Gauss

Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular.

A aplicio N : U C R? — R3 tal que

X, X X,

N =
(w:0) =

¢ chamada de Aplicagao Normal de Gauss.

1.5 Diferencial da Aplicacao Normal de Gauss

Proposicao 1.2. O operador dN, : T,X — T,X € auto-adjunto.

Demonstracao : Sabemos que

(X, NY=0 e (X,,N)=0. (1.4)



De (1.4) obtemos

—a(pgg M) _ (Xuw, N) + (X, Ny) =0, (1.5)
e também

Agora de (1.5) e (1.6) encontramos

<X1w= N> = _<Xua NU>7
<Xvu7 N> = _<Xv7 Nu>

Finalmente, das duas ultimas equagoes temos (X, N,) = (X, NV,) , ou seja,
(Xu, dNy(Xy)) = (dNp(Xu), Xo)- u

Como —dN,, : T,X — T,X ¢ auto-adjunto e dimT,X ¢ finita, pelo Teorema

Espectral existe uma base ortonormal { vy,vy } C T, X tal que

—de(Ul) = kll}l,
— de(UQ) = ]{721}2.

Assim existe uma representacao matricial de —dN, : T, X — T, X dada por

_de:<k1(p) 0 )
0 kap)

Além disso, existe uma forma quadratica II, = 7,X — R, denominada segunda
forma fundamental, associada a T, X dada por IL,(v) = (—dN,(v),v). Sabe-se que
k1 e ko sao os valores maximo e minimo da segunda forma fundamental.

Define-se as curvaturas Gaussiana e Média,respectivamente, como sendo,

K(p) = det(—dN,) = ki(p) - ka(p) (1.7)

H(p) = tr(~dN,) = 3 - (ka(p) + ha(p). (19

1
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1.6 Curvatura Normal

Uma curva o : I — R? é dita parametrizada pelo comprimento de arco, se
para cada t,,t; € I, t, < t; o comprimento do arco da curva « de t, a t; é igual a

ty —t,. Isto é,

t1
/ lo! (&) 1dt =t — t,.
to

ouseja, ||/(t)[|=1 Vtel.

Seja « :Ja,b[— S uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. A
curvatura normal de a em «a(s) é a componente de ”(s) segundo a normal a S nesse
ponto, e é dada por K, (a, s) = (o’'(s), Noa(s)). Se a curva nao estiver parametrizada

pelo comprimento de arco, a férmula para o calculo da curvatura normal é

(a'(s), N oa(s)), onde v(s) = |&/(s)] .

Agora observe que , sendo (a/(s,), N(a(sg))) = 0 temos

(@"(s,), N(a(s0))) + (' (s0), N'(a(s0))) = 0

ou ainda

(0 (s0), N(a(s0))) = —{o/(s), N'(a(s0)
= (o/(s0), ~ (N 0 a)(s0)).

Seja p = a(s,) e &/(s,) = w . Assim
K= 5 {a(s0), ~dNy(a/(5,)
= (w,—dN,(w))
1, (w)
Iy(w)




Proposicao 1.3. i) A curvatura normal K, (c, s) em a(s) sd depende da dire¢ao
tangente a curva no instante s : mais precisamente se o e 3 forem curvas em

S tangentes uma a outra em a(s,) = [(s,) = po entio K,(a,s,) = K,(0,5,).

ii) O conjunto das curvaturas normais em p, € o intervalo [ki(p,), k2(po)] €, se
for ki1(po) < ka(po), 0 minimo e o mdzimo dessas curvaturas normais $ao
as curvaturas principais em p, , as quais ocorrem precisamente nas direoes

principais associadas a ki(p,) € ka(po)-
Demonstracao :
i) E o que mostramos anteriormente.

ii) Fixemos p, e seja (U7, 02) uma base ortonormal de 7, S constituida por auto-

vetores de —dN,, . Pondo /(s,) = at + b, temos a® + b* = 1; e além disso,
kn<Oé, 80) = <G?71 -+ b’l72, —deO (Cl’l71 + b62)>

= a*(0y, —dN,,,(01)) + b* (U, —dN,,, (72))
= kya® + kob?.

Obtemos assim as desigualdades:
k= ki(a® + %) < koo, s,) < ko(a® +b?).

Delas resulta que as curvaturas normais cobrem todo o intervalo [ky, ks|; e que
se k1 < ko, 0 minimo sé é atingido para o/(s,) = £ e 0 méximo para o/(s,) =

+05. |

Agora, dada uma parametrizagdo X(u,v) ,vamos determinar a matriz,

e
( ; / ) de x4 relativamente a base (X, X,) de Tx(»nX. As entradas e, f, g
g

desta matriz que sdo fungoes de (u,v), sdo os coeficientes da segunda forma



fundamental nas coordenadas (u,v), e s@o calculadas pelas formulas

e=(Xu, =DNx,, , (Xu))

No)
Xuu, N)

= (X
=
f=(Xu,=DNx, , (X,))
= (Xu, =DNx_, ,,(Xu))
= (Xu, =No)

= (Xy, =Ny) = (Xu, N)
9= <va —DNx,,, (X0))

= (Xy, =Ny)

= (X

VU >

Uma vez calculados e, f e g pode-se calcular a curvatura normal de uma curva

a(t) = X(u(t),v(t)) expressa em coordenadas locais : escrevendo
o (t) = ()X, + ' ()X,
temos
Ha(t) (Oé’(t)) = (u’Xu + U,XU, —dNa(t) (u’Xu + UIXU)>
= 1" (X, —dNagy(Xu)) + 00" ((Xu, —dNan (X)) +
+<Xva _dNoz(t) (Xu)>) + U/2<+Xva _dNa(t) (Xv)>
— eu/Q _'_ 2fulvl _"_ g'U/27

sendo e, f,g calculados em (u(t),v(t)); e a curvatura normal é entao dada por

euy + 2fu'v + gv’
/@[>

B e + 2fulvl+gvl2
" Bu? 4+ 2Fuv + Gu'?’

k) =

ou ainda
(1.9)




1.7 Calculo das Curvaturas Gaussiana e Média

Trataremos agora de encontrar formulas explicitas para o calculo das curvaturas
Gaussiana e Média de uma superficie parametrizada regular, em funcao dos coeficientes

da primeira e da segunda forma quadratica fundamental.

@11 a2
(ai;) = < )
21 A22

de —dN relativamente a base {X,,, X, } de T,,S. Temos entao

Consideremos a matriz

—Ny,= anX, +anX,
—Ny,= a12X,, + anX,

Formemos o produto interno de cada uma das duas igualdades imediatamente

acima com X, e X, para obtermos

(Xu, =N, = an (X, Xo) + a01(Xy, X,,) (1.10)
(Xy, —N,) = a19(Xy, X)) + as(X,, X,) (1.11)
(X, —No) = a12(Xu, Xu) + azo(Xo, X,) (1.12)
(X, —N) = an(Xy, Xa) + az1( Xy, X,) (1.13)

Agora observando-se que (X,,N) = 0 e (X,,N) = 0 e com as devidas
opercoes algébricas, resulta
(Xo, =Nu) = (X, N)
(X, =Ny) = (Xow, N)
(Xu, =Nu) = (Xuu, N).

(Xuu, NY = e,
<Xuv7N> - f:
<va7N> =49

oo



e ainda substituindo, devidamente, nas equagoes (1.10), (1.11), (1.12) e (1.13) determinamos

e=anl+anl f=aplt +anF
f=anF +anG g = ai2F + axG

Em termos matriciais temos
e E F a1 a
f _ . oz ) (1.14)
[y F G Q21 G22
Agora , da equacao (1.14) concluimos que
(o) (5 ) (50
az1 Q22 EG — F? —-F E I g ’

_ fF—¢G _gF - fG
=G 2= PG e

donde

el —fE _ fF—gb
e 2= PG

Assim , de acordo com as equagdes (1.7) e (1.8) e utilizando os resultados

anteriores determinamos

eg — f?
1 _Ge—-Ff+Eyg

Lembramos aqui que as curvaturas principais k; e ks sao os auto-valores da

matriz —dN = (a;;).



1.8 Classificacao dos Pontos de uma Superficie

Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. De acordo com os valores
das curvaturas Gaussiana e Média , um ponto p = (u,v) diz-se:
e eliptico se K(p) > 0 (isto é, se as curvaturas principais forem ambas positivas ou
ambas negativas);
e hiperbdlico se K(p) < 0 (as curvaturas principais tem sinais opostos)
e parabdlico se K(p) = 0 ¢ H(p) # 0 (uma das curvaturas principais é nula e a
outra é nao- nula);
e planar se K(p) = H(p) = 0 (as curvaturas principais sao nulas)

e umbilico se k;i(p) = ka(p).

Uma maneira de caracterizar pontos umbilicos é através das curvaturas gaussiana

e média, como mostra a seguinte proposicao .

Proposicao 1.4. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular. Entdo

ki(p) = kao(p) se, e somente se, H(p)> — K(p) =0, onde p € U.
Demonstragao : Suponhamos que k;(p) = ko(p). Dai resulta que

H(p) = Kp) = [5(h)+ h@)F k) k)
= ki(p) — ki(p) =0.

Reciprocamente, seja agora H?(p) — K(p) = 0. Daf resulta que

1
[5(1{71 + kQ)]2 - k’lk'g — O,

ou seja,

1
7k + ko)? = kiky = k2 + k3 = 2k1ksy

Agora, da ultima igualdade acima, obtemos (k; — ks)? = 0, donde resulta k; = kol
A proposicao seguinte dé outra caracterizacao de um ponto umbilico, desta

vez em termos dos coeficientes da primeira e segunda formas quadraticas.

10



Proposicao 1.5. Seja X : U C R?2 — R3 uma superficie parametrizada reqular.

Um ponto q € U € umbilico, se e so se, existe um niumero real A tal que

€o = /\an fo = )‘Foa Jo = /\Gm

onde E,, F,,G,, €, fo, go indicam os coeficientes da primeira e sequnda formas quadrdticas

em q. Neste caso, \ € igual as curvaturas principais de X em q.

Demonstracao : Se ¢ é um ponto umbilico, entao Yw € T,X,w # 0 temos que
kn(w) = X é constante. Isto é, LI, (w) = A\, (w).
Portanto , se w = aX,(q) + bX,(q), entdo

a’e, + 2abf, + b%g, = a*\E, + 2abAF,b* G

Em particular, se w = X,(¢q) obtemos e, = AE,. Analogamente, se w = X,(q)
obtemos g, = AG, e finalmente, usando estas duas igualdades e considerando w =
Xu(q) + Xy(q), obtemos f, = \F,,.

Reciprocamente , se os coeficientes da primeira e segunda formas quadraticasem que

sao proporcionais entao, para todo w € T; X, w # 0, temos

I, (w) = My (w),

consequentemente k,(w) = A, isto é, ¢ é um ponto umbilico de X. ]

11



Capitulo 2
Superficies Quadricas

Neste capitulo, objetivamos descrever as superficies quadricas que estudaremos
neste trabalho, dando énfase na representacao cartesiana, parametrizacao e representagao
geométrica.

O grafico de uma equacao do segundo grau em trés variaveis é chamado uma
superficie quadrica. Estas superficies correspondem as conicas do plano.

Uma superficie quadrica é um conjunto de pontos (z,y, z) € R3 satisfazendo

uma equagao do tipo
Zaija:i Z; + Z bZZL‘Z +c=0.

Nao temos interesse, aqui, em equagoes que nao nos permitam, imediatamente,
identificar o tipo de superficie quadrica que elas representam. Por esse motivo
escolhemos os eixos coordenados de maneira que as equagoes estejam em sua forma
mais simples.

Os graficos das superficies que estaremos estudando serao construidos utilizando-
se o software Maple através de suas respectivas parametrizagoes.

As superficies quadricas a serem estudadas sao as seguintes:

12



1. Esfera

(a) Superficie

S={(z,y,2) e R%2? + ¢’ + 2* = a’}.

(b) Parametrizacao

X:UCR? — R} onde U ={(u,v) e RE5u e Rel <v <nr}e
X é definida por

X(u,v) = (a senv cosu,a senvsenu,a cosv).

(c) Representacao geométrica

Figura 2.1: Esfera

13



2. Elipséide

(a) Superficie
2?2 2 P2
S = {(iL',y,Z) ER:S,?"’?"”; = 1}

(b) Parametrizagao

X:UCR — R* onde U = {(u,v) e R5ue Rel <v<n7}e
X é definida por

X (u,v) = (a senwvcosu,b senvsenu, c cosv).

(c¢) Representagao geométrica.

Figura 2.2: Elipséide

14



3. Hiperboldide Eliptico de uma Folha

(a) Superficie
2 .2 2

x Y z
S:{(CL',y,Z)ERg;?—l—ﬁ—g:l}.

(b) Parametrizagao

X:UCR — R} onde U = {(u,v) e RRu€eRel <v < rm}e
X é definida por

X(u,v) = (avVu?+ 1cosv,bvu?+ 1senv,cu).

(c¢) Representagao geométrica.

Figura 2.3: Hiperboldide Eliptico de uma folha

15



4. Paraboléide Hiperbdlico

(a) Superficie
2 2

S ={(r,y,2) € R — + i cz}.
(b) Parametrizagao
X :R? — R3 e X ¢ definida por
vt u?
X(u,v) = (u,v, =i ﬁ)

(¢) Representagao Geométrica.

Figura 2.4: Paraboléide hiperbdlico

16



5. Cilindro Eliptico

(a) Superficie
2 2

x Y
S ={(z,y,2) €R3;$+b_2:1}'

(b) Parametrizagao

X:UCR — R} onde U ={(y,v) e RE0<u<2rev €R}e
X é definida por

X (u,v) = (a cosu,b senu,v).

(c) Representagao geométrica

Figura 2.5: Cilindro Eliptico

17



6. Cone Quadratico
(a) Superficie

oy
S={(z,y,2) €R3;§+b_2:'22}'

(b) Parametrizagao

X:UCR? — R} onde U ={(u,v) ER5u€eRel<v<2r}e
X é definida por

X (u,v) = (au cosv, bu senv, u).

(¢) Representagao geométrica

Figura 2.6: Cone quadratico

18



7. Paraboléide Eliptico

(a) Superficie
2 2

? oy
S ={(z,y, 2) ER3;¥+§202}.

(b) Parametrizagao

X :R? — R3 e X ¢ definida por

Figura 2.7: Paraboldide Eliptico

19



8. Cilindro Hiperbdlico

(a) Superficie

(b) Parametrizagao

X :R? — R? e X é definida por
X(u,v) = (a coshu,b sinhu,v).

Ressaltamos aqui que a parametrizacao X : R?> — R? cobre apenas uma
folha do cilindro hiperbdlico. O leitor poderéd obter a outra folha através
da aplicacio X : R? — R? onde X(u,v) = (—acoshu,—bsenhu,v).
Pode-se verificar que se utilizarmos aparametrizacio X obteremos o mesmo

resultado para as curvaturas gaussiana e média.

(c) Representagao geométrica

1III;’I;;I”
g
111111111111//4
(i

i

JALERARARARARAAARRRRRRRRL

AL

=

AL

Figura 2.8: Cilindro Hiperbélico
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9. Cilindro Parabdlico

(a) Superficie
S ={(z,y,2) € R*jz = ay’}.

(b) Parametrizagao
X :R? — R3 e X ¢ definida por
X (u,v) = (au?,u,v).

(c¢) Representagao geométrica

Figura 2.9: Cilindro Parabdlico
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10. Hiperboléide Eliptico de duas folhas

(a) Superficie
2 .2 2

—z? oy oz
S:{(%y,z)ERB;FJrﬁ—g:l}'

(b) Parametrizacao
X:UcCR? —R} ondeucRel0<v<meX édefinida por
X (u,v) = (au cosv, bu senv, cvVu? + 1).

Ressaltamos ao leitor que a parametrizacao dada aqui cobre apenas uma

folha do hiperboldide eliptico de duas folhas.

(c¢) Representagao geométrica

Figura 2.10: Hiperboléide Eliptico de duas folhas
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Capitulo 3

As curvaturas Gaussiana e Média

de superficies quadricas

Neste capitulo iremos calcular as curvaturas Gaussiana e Média das superficies

quédricas utilizando as férmulas (1.15) e (1.16).

3.1 Elipsodide
Dada a parametrizacao X : U C R? — R3 definida por
X(u,v) = (a senvcosu,b senvsenu, c cosv),
onde U = {(u,v) € R%;0<u<m e v e R}, temos que:
X, = (—asenvsenu,bsenvcosu,0) (3.1)

X, = (acosvcosu,bcosvcosu, —csenv) (3.2)

Entao
b
—besenvcosu —acsenvsenu —abcosv

VA VA VA

N(u,v) = ( )

onde A = (acsenvsenu)? + (besenwv cosu)? + (abcosv)?
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De (3.1) e (3.2) facilmente obtemos

Xuuw = (—asenvcosu, —bsenvsenu,0),
Xuw = (—acosvsenu,bcosvcosu,0),
Xy = (—asenvcosu, —bsenvsenu, —ccosv).

Entao os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental sao dados,respectivamente,

por:

E= (asenvsenu)®+ (bsenwv cosu)?,
F= (b* — a*)[sen vsen u cos v cos u?,
G

= (acosvcosu)? + (beosvsenu)? + (csenv)?

abcsen?v

Y

onde B = (bcsenwvcosu)? + (acsenvsenu)? + (abcosv)?.

Com os resultados obtidos acima encontramos:

1 (asenvcosu)® (bsenvsenu)® (ccosv)? ,
K =
(U, U) (abc)Q[ p + i + = ]
e
H(u,v) = abe[(acosvcosu)? + (beosvsenw)? + (asenw)?(bcosu)?]

2[(abcosv)? 4 (acsen usenv)? + (be cos usen v)?]2

3.2 Esfera

Dada a parametrizacao X : U C R? — R3 definida por
X (u,v) = (asenv cosu, asen vsenu, acosv)
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onde U = {(u,v) € R%u € R e 0 < v < 7}, basta fazer a = b = ¢ nas curvaturas do

elipséide e obtemos para a esfera:

1 1
K(u,v)zﬁ e H(u,v) =

3.3 Paraboléide Eliptico

Dada a parametrizacao X : U C R? — R? definida por

w?  0?

X(u,v) = (u,v,g + ﬁ)’

onde U = {(u,v) € R*u,v € R}, obtemos os seguintes resultados

2u

Xu: (1707¥>7
2v
Xv: (0717§)
Dali resulta que
2
qu: (0707_2>7
Xuv: (0707 0)7
2
va: (0707§>7
—2u  —2v 1
N u7/U = ) bl )
o) = e Ve
4u?  4v?
ondeC:?jL?—l—l.

Entao, os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental sao dados,
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respectivamente, por:

4 2
4u?
F=
(ab)?’
4 2
G= S +1
2
e= ,
a2y/C
f=0,
2

N ok

Utilizando os resultados anteriores, obtemos:

1w 1
K = — 4+ —+ -]
(u,0) 4(ab)2[a4+b4 +4] ’
2004 1 402 4+ B2 1 Ay
H(u, v) = a”(b* 4+ 4v* + b*(a* + u)

4u?  4o?

(ab)4(? + B +1)

N

3.4 Cilindro Eliptico

Dada a parametrizacao X : U C R? — R3 definida por
X(u,v) = (acosu,bsenu,v)
onde U = {(u,v) € R} v € R,0 < u < 27}, determinamos :

X,= (—asenu,bcosu,0),

X, = (0,0,1).
Das equagoes (3.5) e (3.6) facilmente obtemos:

Xuw= (—acosu,—bsenu, o),
Xuw= (0,0,0),
va: (07070)7
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bcosu asen
) ’O)
V(asenu)? + (beosu)? +/(asenu)? + (bcosu)?

N(u,v) = (

Portanto, os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental sao dados, respectivamente,

por:

E= (asenu)® + (bcosu)?,
F=0,
G=1,
—ab

e= ,

VaZ?sen2u + b2 cos2u
/=0,
g= 0.

Utilizando os coeficientes F, F, G, e, f e g acima determinados encontramos:

3.5 Paraboléide Hiperbdlico

Dada a parametrizacao X : R? — R? definida por

v2 o u?
X(U,’U) = (U,U, b_2 - E)a
obtemos:
—2u
2v
X,= (0,1, b—2) (3.6)
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Agora utilizando-se das equagoes (3.7) e (3.8) encontramos:

—2

qu: (0707¥>7
Xuv: (07070)7
2
va: (0707b_2)7
2u —2v 1
N(u,v) = , , :
o) = e e Ve

Logo os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental sao dados,

respectivamente, por:

4u?
b=ath
—4uv
F:
(ab)?’
4oy
G: b_4 + 1,
e por
—2
e: )
a2\/C
f=0,
2
g= .
b2/ C
Donde resulta
-1 u?  v?
K = — 4+ —+1)?
(u,0) 4(ab)2(a4 Tt
2 b4 4 2 bZ 4 4 2
Hla)— —004) Pl )

du?  4?
(ab)4[? + ﬁ -+ 1]

Nl
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3.6 Hiperboldide Eliptico de duas folhas
Considerando a parametrizacao X : U C R? — R? dada por
X (u,v) = (aucosv,busenv, cvu? + 1),

onde U = {(u,v) € R*};u # 0,0 < v < 7}, temos que:

cu

vu2+1

X,= (—ausenv,bucoswv,0)

)

X,= (acosv,bsenwv,

e também

—bcucosv —acsenv abvu?+1
vD ' vD ' D

N(u,v) = ( )

onde D = (bcucosv)? + (acusenv)? + (ab)?(u® + 1).

Além disso,

=)
(u+1)2
Xuw= (—asenv,bcosv,0)

qu = (07 07

Xypp= (—aucosv, —busenwv,0)

Entao, os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental sao dados, respectivamente,

por:
2

E= (acosv)? + (bsenv)? + (u(chf: 0y’

F= —a*usenvcosv + b*usenvcos v,

(ausenv)?® + (bu cosv)?,

G
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e por

B abc
o (u2+1)VD’
f=0,
abcu?

Com os resultados outrora obtidos resulta que

1 (aucosv)? N (busenv)? N (evu? + 1)2]_2

- (abc)? [ at b4 ct

I

abe[(u? + 1)(a? + %) + (cu)?

080 = @ + 1) + (acuseno)? + (boucoso)T

3.7 Cilindro Hiperbdlico

Considerando a parametrizacao X : R? — R? dada por
X (u,v) = (acoshu,bsenhu,v)
determinamos:

X, = (a sen hu,b cos hu, 0), (3.7)
X, = (0,0,1). (3.8)

Das equagoes (3.9) e (3.10) temos

Xuu= (a cos hu,b sen hu, 0),
Xuv = (O) 07 0)7
Xv'u = (O? 07 0)
e também
N(u, ) = ( bcoshu —asenhu 0).

V/(bcoshu)? + (asenhu)?’ \/(bcoshu)? + (asenhu)?’
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Logo, seguem-se os coeficientes da primeira forma fundamental

= (asenhu)® + (bcoshu)?,

o O

f
g

Y
Com as operagoes devidas e os resultados anteriores resulta

K(u,v)= 0

ab

H(u,v)= - .
2[(asenhu)?) + (bcoshu)?)2

3.8 Hiperboldide Eliptico de uma folha

Considerando a parametrizacao X : U C R? — R? dada por
X(u,v) = (avu? 4+ 1cosv,bvu? 4+ 1senw, cu)

onde U = {(u,v) € R*u € R,0 < v < 7}, obtemos:

),

aucosv busenv
b 7C
Vu+1 Vu?+1

X, = (

X,= (—avu? + lsenv,bvVu? + 1cosv,0),

donde encontramos

aCcosv bsenwv
@+ 18 (w2 +1)

qu: ( %70)7
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—ausenv bucosv

X’LLU: 5 )
Viz+1 Va2 +1

0),

Xpw= (—avu?® + 1cosv, —bvu? + 1senv,0).

Agora fazendo D = (be)*(u? + 1)cos*v + (ac)*(u? + 1)sen?v + (abu)?

encontramos

—bvu?2+ 1lcosv —acvu?+ 1senv abu

N(u,v) = ( 75 : 75 ) \/—D>

Entao, os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental sao dados,respectivamente

por,
_ (aucos(v))® + (busen(v))?
b= (u2+1) ,
F = ucos(v)sen(v)(b* — a?),
G= (u? + 1)[(beos(v))? + (asen(v))’]
e por
__ —abe
w2+ 1)VD’
f=0,

VD

Agora, utilizando as equagoes anteriores e com as devidas operagoes obetmos , respectivamente,as

curvaturas gaussiana e média,

—-1 [(a\/ u? 4+ 1cosv)? (bv/u? + 1senwv)? (cu)2]_2
(abc)? at ’ b e

K(u,v) =

Y

C

—abcfcos?v(b? + a*u?) + sen®v(a® + b*u?) + A(u* + 1)
2[(abu)? + (ac)?(u? + 1)sen?v + (be)2(u2 + 1)cos?v]z

H(u,v) =
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3.9 Cone Quadratico

Considerando a parametrizacao X : U C R? — R? dada por
X(u,v) = (au cosv,bu senv, u)
onde U = {(u,v) € R*u € R,0 < v < 27}, obtemos:

X,= (a cosv,bsenwv,1),

Xy,= (—au senv, bu cosv,0)

donde encontramos também

—b cosv a senwv ab)
VE = VE 'VE

onde E = (b cosv)? 4 (a senv)? + (ab)?.

Dai, os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental sao dados,

respectivamente, por

E= (acosv)®+ (bsenv)® +1,

F= (b* — a*)u cosvsen v,

G = u*[(a senv)® + (b cosv)?]
e por

e= 0,

f=0,

abu
\/(a senv)? + (b cosv)? + (ab)Q.
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Dos coeficientes E, F, G, e, f e g acima determinados encontramos:

K(u,v) =0

ab[(a cosv)? + (b senv)? + 1] '
2u[(ab)? + (a senv)? + (b cosv)?]2

H(u,v) =

3.10 Cilindro Parabdlico

Considerando a parametrizacao X : R? — R? dada por

X (u,v) = (au?,u,v),

temos que:

X.= (2au,1,0),

»= (0,0,1),

resultando, portanto

qu = (2&, 07 0)7

Xuv = (07 07 O)a

va = (07 07 O)a

1 —2au

N(u,v) =

0).

(\/(Qau)2 +1 \/(ZCLU)Q +1

Entao os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental sao dados, respectivamente,

por
E= (2au)*+1,
F=0,
G=1,



e por

—2a
e =
(2au)? + 1
f=0,
g=0

Dos coeficientes E, F, G, e, f, e g acima encontrados resulta

K(u,v) =0

Huv)=——>
2
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Capitulo 4

Classificacao de pontos em

superficies quadricas.

Vejamos agora a classificagao dos pontos das superficies quadricas que estamos

estudando.

4.1 Esfera

1
Sabemos que K(u,v) = — > 0 para todo (u,v) com u € Re 0 < v < 2.
a
Logo concluimos que todos os pontos da esfera sao elipticos.
Observamos ainda que H? = K, portanto, pela proposicao 1.4, todos os pontos

da esfera sao umbilicos.

4.2 Elipsoéide

A curvatura Gaussiana do elipséide é dada por

1 a sen v cosu)? b sen v sen u)? ¢ cosv)?
( 2, ? oo

0
(abc)? [ at b4 ct ~

K(u,v) =
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para todo (u,v) onde v € R e 0 < v < 27. Entao concluimos que todos os pontos do
elipséide sao elipticos.

Pela propopsigao (1.5) , um ponto é umbilico, se e s6 se,

e= \E (4.1)
f=AF (4.2)
g= MG, (4.3)

onde A é igual as curvaturas principais de X em (u,v). No caso do elipséide, como
K(u,v) >0, temos que A # 0.
Agora f = 0 implica F' = 0 e das equac coes (4.1) e (4.3) devemos ter eG = gF, ou

seja, (u,v) é umbilico , se e 86 se,

(senusenvcosucosv)? =0 (4.4)

(a cosvcosu)® + (b cosvsenu)? + (csenw)® = (a senu)? + (b cosu)? (4.5)

Vamos nos deter aqui apenas no caso em que a > b > ¢ > 0. Assim é facil
ver que se cosu = 0 ou cosv = 0 , ndo existe (u,v) satisfazendo as equagoes acima.
Portanto devemos considerar senu = 0. Substituindo senu = 0 na equagao (4.5)

resulta
b* = (acosv)® + (csenv)? (4.6)

Resolvendo a equacao (4.6) obtemos

2 2
s b —c
COS U=
a2 — 2
€
SEN"V= — 5
a® — ¢
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Desta forma, considerando X (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), os pontos umblicos no
elipséide resumem-se a quatro pontos, ou seja, aqueles cujas coordenadas sao descritas

por

2_b2 b2_ 2
a—Qa y(uav) = 07 Z(“’a U) = *c —C
C

z(u,v) = ta o

4.3 Paraboléide Eliptico

Como ) ,
1 1
T

K v) = gzt T T

para todo (u,v) onde u € R e v € R,concluimos que todos os pontos do paraboldide
eliptico sao elipticos.

Para determinarmos os pontos umbilicos do paraboléide eliptico vamosutilizar
novamente a proposicao (1.5). Neste caso, como K > 0 ,devemos ter A # 0 e como

f =0, temos F' = 0, ou seja,

donde resulta necessariamente v = 0.

Necessitamos também que eGG = gF com u = 0, ou seja,
40? = a®b* — b*. (4.7)
Portanto (u,v) é ponto umbilico do paraboléide eliptico,se e sé se,

u=20 e ’UZ:E%\/CLQ—Z?Q.

4.4 Cilindro Eliptico

Sabemos que

K(u,v) =0
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—ab
H(u,v) = 5 7 0.
(u.v) 2[(asenu)? + (bcosu)?)2 7

Logo concluimos que todos os pontos do cilindro elipticos sao parabdlicos.
Observamos ainda que, H? — K = H? # 0 e portanto esta superficie nao possui

pontos umbilicos.

4.5 Paraboléide Hiperbdlico

Vejamos que

para todo u,v € R . Portanto, concluimos que todos os pontos do paraboldide
hiperbdlico sao hiperbélicos.

Como K < 0, nao existem pontos umbilicos no paraboldide eliptico.

4.6 Hiperboléide Eliptico de duas folhas

Ja sabemos que aqui a curvatura Gaussiana é dada por

1 [(au cosv)? N (busenv)? N (evu? +1)?
(abc)? at b4 ct

para todo (u,v) onde u # 0 e 0 < v < 7. Portanto todos os pontos do hiperboldide

K(u,v) = ]2 >0

eliptico de duas folhas sao elipticos.

Vamos agora utilizar a proposigao (1.5) para encontrarmos os pontos umbilicos do
hiperbodide eliptico de duas folhas.Observemos que K > 0 implica A # 0 e como
f = 0, temos necessariamente F' = 0, ou seja, (u,v) é ponto umbilico se, e somente

se,

(b —a®)usenvcosv =0 e eG=gE. (4.8)
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Veremos apenas o caso em que a > b > ¢ > 0. Veja que se senv = 0 , nao existe
(u,v) que satisfaca as equagdes acima. Logo devemos ter ucosv = 0 e como u # 0

temos que cosv = 0 que substituindo-se na segunda equagao de (4.8), obtemos
a® = (u® + 1)V + Fu’.

Desta ultima equacao encontramos

a? — b?
=R e

Desta forma, considerando X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) , concluimos que os
pontos umbilicos do hiperboléide eliptico de duas folhas sao aqueles cujas coordenadas
sao

a’? —b? a’+c?

x(“vv) = 07 y(’U,, U) = =+b b2 + 2 Z(“” U) =cC b2 + c2 '

4.7 Cilindro Hiperbdlico

Como

K(u,v) =0

ab 20
2((a senhu)? + (bcoshu)?)3 =

concluimos que todos os pontos do cilindro hiperbdlicos sao parabdlicos.

H(u,v) =

Além disso H?> — K = H? # 0 e portanto o cilindro hiperbélico nao possui

pontos umbilicos.

4.8 Hiperboldide Eliptico de uma folha

Aqui a curvatura Gaussiana é dada por

-1 (avu?+1cosv)* (bVu?+1senv)®  (cu)?
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para todo (u,v) onde u € R e 0 < v < m . Portanto todos os pontos do hiperboldide
eliptico de uma folha sao hiperbdlicos.Como K < 0, concluimos que esta superficie

nao possui pontos umbilicos.

4.9 Cone Quadratico

Sabendo que, aqui, as curvaturas Gaussiana e Média sao tais que

ab((acos(v))? + (bsen(v))* + 1)
2u((ab)? + (asen(v))? + (beos(v))?)

para todo (u,v) com u € Re 0 < v < m, concluimos que todos os pontos do cone

K(u,v) =0 e H(u,v) = 5 7 0,

quadratico sao parabdlicos. E facil ver também que esta superficie nao possui pontos

umbilicos.

4.10 Cilindro Parabdlico

As curvaturas Gaussiana e Média do cilindro parabdlico sao

K(u,v) =0

0 ey

para todo (u,v) com u,v € R. Logo todos os seus pontos sao parabdlicos.
Como H? — K = H? # 0, concluimos que o cilindro parabélico nao possui

pontos umbilicos.
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Apeéendice A

A.1 O teorema espectral

O teorema espectral para operadores auto-adjuntos é um dos resultados mais
relevantes da Algebra Linear. Neste trabalho destaca-se sua aplicagao no calculo
das curvaturas de superficies. Além do teorema acima mencionado, ressaltamos aqui
outro resultado importante, que trata dos valores maximo e minimo de uma forma

quadratica.

Lembramos aqui que um operador linear A : F — FE, num espaco vetorial
munido de produto interno, chama-se auto-adjunto quando (Au,v) = (u, Av) para

quaisquer u,v € F.

Teorema A.l. (espectral)- Para todo operador auto-adjunto A : E — E, num
espaco vetorial de dimensao finita munido de produto interno, existe uma base ortonormal

{uy, ...,un} C E formada por autovetores de A.

Demonstragao :Vamos usar indugao na dimensao de F.
Caso seja dimFE = 1nada temos a fazer. Consideremos entao dimE = n e
suponhamos que o teorema seja valido em dimensao n — 1. Como A é auto-adjunto,
A possui um autovetor unitario u,. Assim existe um subespaco F' C E de dimensao
1, invariante por A. Sabemos que o complemento ortogonal F* é também invariante

por A.
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Como dimF = 1 temos que dimF* = n — 1 e entdo pela hipdtese de inducio existe
uma base ortonormal {uy, ..., u,} C F* formada por autovetores de A : F+ — F*.

Portanto {u1, ..., u,_1,u,} C E é uma base ortonormal formada por autovetores de
A. |

Sejam FE, I’ espagos vetoriais. Uma forma bilinear B : £ X F' — R é
uma fun¢do B(u,v) linear em cada uma das duas varidveis u € F,v € F. Mais

precisamente, para quaisquer u,uw € E, v, € F' e a € R devem valer:
B(u+w,v) = B(u,v) + B(w,v) e B(au,v)=aB(u,v).

B(u,v +v) = B(u,v) + B(u,v’) e B(u,av) = aB(u,v).

Uma forma bilinear B : EF x E — R chama-se simétrica quando

B(u,v) = B(v,u) para quaisquer u,v € F.

Teorema A.2. Seja e um espaco vetorial de dimensao finita munido de um produto
interno.Para cada forma bilinear B : E X E — R existe uminico operador linear
A: E — F tal que (u, Av) = B(u,v) para u,v € E quaisquer. A correspondéncia
B — A, assim definida, € um isomorfismo entre os espagos vetoriais B(E x E) e

L(E). A forma bilinear B € simétrica se, e somente se, o operador A € auto-adjunto.

Demonstragao :Para cada v, € F, a funcao f : E — R, definida por
f(u) = B(u,v,), ¢ um funcional linear. Sabemos que existe um tdnico vetor em E,
que indicaremos com Au,, tal que f(u) = (u, Av,),ou seja, (u, Av,) = B(u,v,) para
todo u € E. Como v, € E é arbitrario, acabamos de mostrar que existe uma unica
fungdo A : F — FE tal que (u, Av) = B(u,v) para quaisquer u,v € E. Dados
v, € E, tem-se

(u,Alv+v)) = B(u,v+v)
=  B(u,v) + B(u,v’)

(u, Av) + (u, Av’)
(u, Av + Av)
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para todo v € FE, logo A(v +v) = Av + Av. De modo anélogo se verifica que
A(aw) = a(Av) para a € R e v € E quaisquer, portanto A : £ — E ¢é linear. Em
relagdo a uma base ortonormal U = {uy, ..., u,, } C E, 0 ij —ésimo elemento da matriz
de A é (e;, Aej) = Ble;, e;) = ij — ésimo da matriz de B. Assim a forma bilinear B e
o operador A que a ela correspondem, tém a mesma matriz na base U. Dai decorre
que a correspondéncia B — A é um isomorfismo entre B(E x E) e L(FE) e que A é

auto adjunto se, e somente se, B é simétrica. [ |

Uma funcao ¢ : £ — R chama-se uma forma quadratica quando existe uma

forma bilinear B : £ x E — R tal que
¢(v) = B(v,v) paratodo wve€E.

Corolario A.3. Seja E um espaco vetorial de dimensao finita munido de um produto
interno. Dada uma forma bilinear simétrica B : E X E — R se A\ < ... < \,,, s@o
0s autovalores da forma quadrdtica p : E — R onde ¢(u) = B(u,u),entdo para todo
vetor unitdrio u € E tem-se A\ < p(u) < \,,. Consequentemente, o menor autovalor
A1 eo mator autovalor N\, sao também o valor minimo e o valor mazrimo assumidos

pela forma quadrdtica ¢ entre os vetores unitarios de E.

Demonstracao : Consideremos W = {uy,...,u,;,} uma base ortonormal .

- _ . 2 _
Assim se u = Y z;u;, entdo » . x; = 1. Logo

A= Z Ma? < Z)\fo =p(u) < Z)\mmf = A\

Além disso A1 = p(u1) < p(u) < p(um) = Am. [ |
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