Teoria da Amostragem

I- Nogdes fundamentais sobre amostragem.

Amostragem é todo o processo de recolha de uma parte, geradrpequena,
dos elementos que constituem um dado conjunto.ridéisa dessa parte pretende
obter-se informagdes para todo o conjunto.

Vejamos agora algumas noc¢fes béasicas da teoriaaktragem:
--- Populacdo -- € a coleccdo de todos os elementos com uma dada
caracteristica comum.

Num processo de amostragem € importante distingaire populacéo
objectivo -- é a totalidade dos elementos em estudo e relativanaos quais se
pretende obter certo tipo de informacgoopulacao inquirida -- aquela sobre a qual
é efectivamente feita a amostragem.

A populacdo objectivo e populacao inquirida devesmadir. Se isso néo
acontecer deve ter-se em conta que as extrapolapdesentadas neste texto dizem
respeito a populacao inquirida.

--- Caracteristica ou atributo da populacdo -- € a informacdo relativa a
populacao que se pretende estudar.

As caracteristicas podem ser de natureza titatav@a e neste caso
consideram-se escalas numéricas nas quais aseiars@&podem classificar em

-- continuas (referem-se a medicdes, pesagenyg;

-- discretas (referem-se a contagens),

ou de natureza gualitativaneste caso classificam-se em
-- nominais (ex: sexo, espécie de uma daal#glbu animal, etc...);
-- ordinais (ex: items de valores de uma dadassificacéo).

--- Populagdo de amostras € o conjunto de todas as amostras possiveis.

--- Estatistica— € uma func¢do da amostra aleatdria que ndo cquaéametros
desconhecidos.

--- Unidade de amostragemou unidade estatistica --é o elemento da
populacdo considerada e sobre o qual vai ser estual@aracteristica de interesse -



exemplos: um animal, uma planta, um objecto, umdli@, uma exploracéo agricola,
um bairro, etc.

O objectivo principal da teoria da amostragénobter uma amostra que seja
uma representacdo honesta da populacdo e que ech@simacao das caracteristicas
da populacdo com grande precisao.

Algumas das vantagens que podemos desde ja apontesarmos um processo
de amostragem no estudo de um dado problema séao:

a) reducao dos custos e maior rapidez no apurardesteesultados;

b) maior profundidade na recolha de elementos;

c) resolve o problema de estudar caracteristicasgo destrutivas;

d) minimiza os erros associados a recolha de irdo@m (na recolha, registo e
tratamento de informagédo ha sempre erros associddesolha de um niamero menor
de elementos faz, obviamente, diminuir as posddaikes deste tipo de erro).

Qual o processo a adoptar na recolha de elemeimobkia na amostra?
Isto constitui 0 que se designa jpdaino de amostragem.
Vejamos quais saas fases principais de um plano de amostragem adequ

-- definicdo dos objectivos do estudo;
-- escolha dos dados uteis a recolher, o que &ignif
-- definicdo da unidade de amostragem;
-- definicdo da escala de valores para a aaiatita em estudo;
-- definicdo da populacao ou universo;
-- escolha do método de amostragem;
-- definicdo do nivel de precisdo ou erro de amagstn admitido.

Definida a populacdo ha que decidir sobre o pracasadoptar na recolha dos
elementos a incluir na amostra, isto €, o métodamestragemTais processos
podem ser globalmente classificados em:

1--métodos ndo aleatériosou dirigidos - nestes métodos a construcdo da
amostra é feita a partir de informacéo a priorireod populacdo estudada,

tentando que a amostra seja um espelho fiel deggdagédo. Por assentarem em
bases empiricas, tais métodos ndo permdaltular a precisdo das estimativas
obtidas a partir da amostra.

Os métodos ndo aleatérios mais conhecidos sdo atmmgem orientadaa
amostragem por convenién@a amostragem por quatas




2 —-métodos aleatdriosou probabilisticos quando cada elemento da populacéo
tem uma probabilidade conhecida de fazer partendastaa. Estes métodos
possibilitam a determinacdo da distribuicdo de gbdllade, pelo menos
assintoticamente, do estimador de interesse, coesggmente a determinagao
da sua variancia e permitem por isso quantificaeram de amostragem
decorrente da utilizacdo de apenas uma parte ddgqudo.

Destes métodos iremos estudar a amostragem adeatdnples a amostragem
estratificadaa amostragem por conglomera@os amostragem multietapica

Outros desenvolvimentos além dos que irdo ser appiidados podem ver-se
em Cochran (1977).

Dada uma populacao, séjaa caracteristica de interesse e €&jam estimador
construido a partir de uma amostra aleatéria.
As propriedades de um estimador sdo de grandeegsterpara a sua

caracterizagdo. Avariancia do estimador é de importancia fundamental em
amostragem porque do seu valor depende:

- a precisdo do estimador;
- 0 tamanho da amostra para obter a precisao deseja
- a escolha do melhor método de seleccdo da amostra

Ao falarmos na importancia da variancia de umresdior estamos a pensar em
estimadores centrados. Acontece muitas vezes tgumsaestimadores usados sao
enviesados.

Sendo assim, se pretendermos comparar dois estiesadon centrado e outro
nao ou dois enviesados, a medida adequada® quadratico médio(EQM), assim
definido:

EQM(©) = E[(é - 9)2] =Var[6] + (E[é] - e)2 .

O erro quadratico médio é a medida da exactidgor (em inglésccuracy) do
estimador considerado, relativamente ao que seaesséudar, enquanto a variancia é
a medida da precisdo (do inglpsecision) do afastamento ao valor esperado do
estimador (medida obtida “estimada’ por sucesséplicas do procedimento de
amostragem)EQM evariancia coincidem, como se sabe, se o estimador € centrado



Amostragem de uma populacgao finita

Consideremos uma populagBoconstituida por N individuos. Designemos por
X a caracteristica em estudo que supomos assarsaguintes valores

ALA LAY para todos os elementos da populacéo.

Em geral interessa-nos conhecer aspectos ou paod&nasracterizadores da
populacao, tais como:

N
Valor Médio U= Uy = Z% (@H)]
i=1
N — )% N
Variancia o3 = E[(X—/J)z]: (A" _ Zﬁ—,uz (2)
i=1 N i=1 N
N 2
: (A -4 N
2 — 2
ou o, .Z:;' No1 TN o1 (3)
Total T=X:=XA =nu 4)
~ , : X
Razao de dois totais % (5)
T
Proporcéao P dos elementos da populacdo que possuem um certo

atributo.

Amostragem aleatoéria simples com reposicao

Se considerarmos uma populacdo cdn elementos num processo de
amostragem com reposi¢cacada elemento tem a mesma probabilidade ds ser
seleccionado. Sendo assim, qualquer amostra dmndam tem probabilidadé/ N"
de ser seleccionada.

Seja entdo X, X,,..., X, uma amostra aleatoria retirada com reposi¢éo de
uma populagdo corN elementos com valores A (i =1,...,N) e X;,X5,...,X, &
correspondente amostra observada.



Cada elemento da amosta pode tomar qualquer val@ com probabilidade
1/N.

. , — n X.
Um estimador centraduarau €, como sabemos, X =3>-—-.

i=1 n
: o _ O
Tem-se ainda Var (X) =—. (6)
n

A Var(X) = 2 chama-serro padrdo da média.

Jn

Como regra geral ndo se conheendo é possivel saber o valor do erro padrao.
H& ent&o que determinar um estimadazdeVamos relembrar que

2
S?2= En) (X = X) é um estimador centrado @@.
i=1 n-1
Efectivamente
; " (X = XY? > XF -nx ;E[xiZ]_nE[y(z]
E[s?]=E> " |=E .
= n-1 n-1 n-1

Relembrando que Var[X]=E[X?|-E*[X] tem-se

CHE S(F 4 pP) (P In+pP) _ndP At -t -l
n-1 n-1

Num processo de amostragem, € necessario calcdlianemsdo da amostra a
recolher, de modo a obter a estimativa de interessa um erro inferior a, fixado
um nivel de confianca.

Quando a dimensao da amostra aumenta, aumentaisépreo estimador, mas
também os custos de amostragem.

Idealmente deve estabelecer-se a precisdo desejadéio escolher a dimensao
da amostra.

Como se sabe, um intervalo de confianca pae (16)100% de confianca, no
caso de uma amostra aleatdria obtida com reposicao

}X—t iiﬂ i{ (7)
alz\/ﬁ’ a/2\/ﬁ



determinado com base numa amostra de dimansao

Sendo assim, fixado_o nivel de precis@icerro de amostragefg) e o_nivel de
confianca(1-a) ou o risco(a) podemos determinar a dimensdo da amostra a egcolh
por forma a termos um erro inferioeaPara isso basta entéo exigir que

N2
S£:>n2(—t”’25j . (8)
£

SI
t 12
a \/ﬁ
Porém, para calcular o valdg,, € necessario saber o numero de graus de

liberdade K-1), e consequentemente a dimensdo da amostr& gfieal aquilo que
pretendemos calcular. Por isso na préatica cosusaaset,,=2 para um nivel de

significancia de 5%. No que se refere ao valgr o desvio padrdo da amostra,
necessita de ser conhecido para se ter a dimdas@mostra.

O que se devera fazer?

-- considerar uma amostragem de uma populacao serekaisar os valores
de interesse desse estudo.

-- fazer um estudo piloto para, a partir dele oleimativas dos parametros
desconhecidos para podermos usar a formula (8).

-- considerar uma amostragem bi-etapica, isto #&rabma primeira amostra de
dimensda, e com desvio padrécs . Para uma precis@p a amostra final devera ter
um numero de elementasdado por

nz(%}z(hn&lj. 9

. n . .,
Se o valor resultante pam é tal queﬁ € apreciavel (>5% ou >10%), deve

considerar-se como dimensd® amostra a recolher valor dado por

* n
>

T 1+n/N°



Amostragem sem reposicao

Neste caso a situacdo € diferente da anterior,upoos elementos vao ser
incluidos na amostra sem reposicdo 0 que torna a@siveis aleatorias
correspondentes aos valores da caracteristicatemhoe®do independentes umas das
outras. No entanto, no caso da populacdo ser gnafatvamente & dimensao da
amostra extraida, pode considerar-se um esquenandstragem em que aquelas
variaveis sdo praticamente independentes.

Vejamos neste caso 0 estudo das propriedades stiomdores da média e da
varianciada populagéo.

Para facilitar consideremos as seguintes variandisatrizes:

1 se A estanaamostra
o  se Aj nao estanaamostra

Seja novamente (X, X,,...,X, ) a amostra retirada desta vez sem reposi¢éo

n N
2. X Z;Ajli

entdo X="t =1
n n

(Note-se que sé; esta na amostra, |, = X,)

Vamos entdo calcular o valor médio e a varianciX déara isso vamos

P[lj =1]=W=W,

PortantoX é estimador centrado deu.



Calculemos agora a variancia de.
valX]=var| 1Y a1 |=Lv (> A
ar _arnjzljj_nzar il

Ora atendendo a que bs  ndo sdo independenteseem - s

Var{iAjl]}=ZAf\/ar[|j]+ZAAJ.Cov(|i,|j)

i£]j

_ ) J.1.n n® Nn-n> n n
ora vari |=E[i]-]1 | = -t == 1-1 ) (10)

(h2
n-2) _n n_ n(n-1) _(ijz
N'N N(N-1) N

(2

cov{l,. 1) = €[1,1,]-€[1].E[1,] =

0 que, apos pequenos calculos da

1
Covll 1) = ‘%(1‘%)(m) - (1)
Por curiosidade vejamos que a correlacdo é assim da
COV(Ii ’ l i ) 1
1,1.]= =- : 12
p(' ’) JVar(l;)Var(l)) N-1 12)

Observe-se que a covariancia tende para zero gqudndoxo, 0 que explica a
quase independéncia para populagdes grandes.

O sinal negativo no coeficiente de correlacdo tamlks® interpreta com
facilidade, bastando pensar que o facto de na eagstobservar um elemento com a
caracteristica A. diminui a probabilidade de seeolm outro com essa mesma
caracteristica.

Calculemos entdo

Var()_()zn—lzvar(iAﬂj] :n_lz[zAszar(|j)+zAjAkC0V(lj’Ik)}:

j=1 ik

1| n( nj n( nj 1
= DA —|1-—|- ) AA —|1-—| ——
nz[; \ N ; AN N/ N-1



Atendendo a que 3. A; A, se pode escrever como
k#]

ZAjAKIZAj(Z'Ak] com DA =(A+..+A)-A =Nu-A

#k j k#i k?)

vem
.ZkAiAk =X A (Nu-A) =N -3 A2
Ik ] J

apoés o que, considerando a substituicdo, se tem
o 1|n n n n 1
Var(X)=—| —|1-— Y A? — | 1-— | ——(N?p? = A?
1n(, n 1 N-n N> A?-N?u?
=—2N(1-—][2 A (N ‘ZAJ-Z)} = ' =

n N N-1 N2n N-1
_N-n1),A’-N z* N-ng?
= = g (13)
N-1n N N-1n

Observe-se que

N-no® o’ L
— < — Isto e
N-1n n
Var (X) < Var (X)
s/ reposicéo c/ reposicéo

Sendo assim, quer dizer que a amostragem semgapa@simais eficiente do
gue a amostragem com reposicdo para estimar praidio.

. . ~N-n . .
Se N é grande comparativamente,aa fracgaom nao difere muito de 1 e

a diferenca na eficiéncia torna-se desprezavel.

Ao factor N

chama-seorrecgao de populacéo finitae a

n ~
f = N chama-sefraccéo de amostragem.

A expressao da variancia acima deduzida pode seseaiada usando a
variancia corrigidas' 2, isto &,



N-nN-10'> N-ng'? o'?

Var (X) = — =) (14)

Vimos que no caso da amostragem com reposE&oera um estimador
centrado decg?, veremos agora que no caso da amostragem senicBEp&s® é
estimador centrado de 2.

Ora

E[SZ]ZE{E(XH:;() :|=ni1E[Z(X| _/'I)Z_n()—<_lu)2]:
P B L =

= L |no*(N=D=(N-njo" = 1 |N(n-1o* - N g’ =0'?
n-1 N-1 n-1 N -1 N -1

logo S'? é estimador centrado @&? na amostragem sem reposicao.

Neste caso uma estimativa do erro padrdo

g 1-f (15)
n

Intervalos de confianga parap
Vejamos o seguinte exemplo, Barnett (1994).
Consideremos uma populacédo chrR5 elementos, todos conhecidos:

58 86 6 89 W11 9 14 12 8 14 11 9

Para esta populacdo tem-3&8.44 e ¢0'?>=12.42 e dela é extraida
aleatoriamente, sem reposicdo, uma amostra denferles. Seja por exemplo a
amostra obtida

10 15 8 11 5

10



2
Para esta amostra tem-sex = 9.8 e Var(X)=(1-f )% =1.9872

Barnett (1994) apresenta o resultados obtidos aquaradla aquela populacéo se
geram 500 amostras de dimenséo 5. Verificou que

Xsoc = 8.46= e $2 =194=Var (X).

Tendo em conta o que foi acabado de observar, gpEsar-se numa extensao
do Teorema Limite Central ao caso de populacdo@sadin

Assim pode considerar-se
X = N(g, (1- f)o'2 /n) (16)

Este resultado pode ser razovelmente aceite mesnpyesenca de assimetria
na populacdo. Como uma regra grosseira para useldagjstribuicdo aproximada
em populacdes enviesadas a direita requere-se que

n> 25G7 com G, = (coeficiente de assiraetr

para populacgdes finitas)
e quef ndo seja demasiado grande, ver Cochran(1977).

Sendo assim, nas condi¢des anteriores pode usatisgibuicdo normal para
fazer inferéncias sobge

Nas condicdes atras referidas um intervalo @)(10% de confianca para

sera entao
X=2Zgp a"/ﬂ<,u<i+za,20’ Sl 17)
n n

sendo z,, talque(z>z,) &

Porém na pratica’ ndo é conhecido e sendo assim consides-semo uma
estimativa parag’, 0 que é razoavel desde quegrande, continuando a usar-se a
aproximacao a normal.

Sen néo é suficientemente grana&40) e ndo se conhee®, o melhor é usar
a distribuicad, donde um intervalo a (@})100% de confianca paga sera entao

_ 1% _ 1ot
X Loy Sy SH<XH oy Sy /== (18)
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sendo t,,,, talque PGT ‘>ta,z(n_1) ):a,comT v.acomdistribuigiot deStudent.

Por exemplo em sondagens referem-se a populacéedegr K>1000) com
amostrasn>100 e por isso estamos em condi¢cdes de usar ahonantonstrucéo de
intervalos de confianca.

Escolha da dimensao da amostra

Quando a dimenséo da amostra aumenta, aumentaisdpranas ha que ter em
conta que também o custo de amostragem aumeni@o 8ssim ha que criar-se uma
situacdo de compromisso: a situacdo ideal seriallesa de modo a ter precisédo
maxima com custo minimo.

Neste caso pretendemos determinar 0 minimo valarqiee permita estimap
de modo a ter uma precisédo

Pretende-se entdo que
P{\)? E d} <a

Vimos ja que o intervalo de confianca ao(-00% paral era

- ,|1-f - , |1-f
X=2y0 N SH<X+Z,,0 n

Basta entéo exigir que

ot g, NN [N-n N—n<( d jz
al2 n = al2 n = al2 Nn = NN = Zalza’

< N (Zalz 04)2 -n (Za/2 04)2 _nNd2 <O~ n[(za/2 04)2 + Ndz]z N (Za/2 04)2

2
Z0//2 U'j
2 (
N(Za/2 g ) n> d

T (2, o) N T (za,z U’jz 1
_dle 7+1
d N

=4

isto é, a dimensdo da amostra é

z.0\|\(z,, o) 1 N
al2 al2 -~
”2( d M( d j N+1:| (18)
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Como primeira aproximagdo paran regra geral considera-se

2
Z,,, 0 n , ~
nzn, = (”’ZTJ . No caso deﬁO ter um valor muito elevado entédo deve usar-se

como dimensao de amostra a recolher

& -1
n=n, N +1

Observe-se que, regra geral, mais uma vez serteste ¢', devendo entao
substitui-lo pors’.

Para isso seria necessario conhecer previamem@stra que € aquilo que nao
se conhece. H& basicamente quatro atitudes a tomar:

Recorrendo a estudos pilotogue nos permitam uma primeira estimativa para
o'.

Recorrendo a estudos préviosda mesma populacdo ou de populacbes
semelhantes.E comum nas mais variadas areas de interesse: insgdéxiucacao,
haver estudos de caracteristicas semelhantes emapdps semelhantes. Nesse caso
uma medida da variabilidade obtida em situacdeglbamtes pode dar uma indicacao
de o'?.

Fazendo a seleccdo em duas fasds este o procedimento mais fiavel, embora
possa nao ser praticavel em termos administrativate custos. Como se processa?

Tira-se uma amostra aleatéria com elementos e calcula-se/?como
estimativa dec’?. Necessitamos agora de verificar se a dimems&® inadequada
para obtermos a precisdo requerida. Para isso &Hsera amostra com outra de
dimensdo(n-n,) onde (n—n,) é escolhida usanc@zcomo uma estimativa inicial
para ¢'?. Cochran (1977) e Barnett (1994) propdem neste ca® se ignore a

correccao de populacéo finita flldevendo a dimenséo total da amostra ser pela
mesma expressao definida em (9), isto é,

2
n(i} (sz_
d n,

A partir de consideracdes praticas sobre a estrutar da populacdo.Pode
acontecer ter-se alguma informacao sobre a esardtupopulacao, por exemplo, pode
haver razGes que nos levem a suspeitar tratar-smdgyopulacédo de Poisson. Sendo

assimo'? O u.

13



Estimacé&o do total T

Ha muitas situacfes em que pretendemos estimaotaim & producao anual de
trigo, etc.

Dado que T=X;=Nu (29)
0 estimador mais usado é
X;=NX (20)

sendo E[X7|=Nu=X; e Var[x;]:Nz(l—f)de.

Nas mesmas condic¢des referidas atras, pode tantipérosar-se a aproximagao
a normal, tendo-se

n
para construir intervalos de confianga pakg, e ainda determinar a dimenséo da
amostra necessaria para obter certa precisédoimmedo deX.

X = N(XT,NZ(l— f)a'zj 21)

Sen>50 um intervalo de confianga paxg a (1a)100% é

Xr = ZgoN @ ﬂ<XT<X'T'+Za/2NOJ el (22)
n n

Sen pequeno, digamos inferior a 50, substituizg,  por 4 on-y -

Escolha den

Fixada uma preciséat) para um nivel de significanoig pretende-se que

P[ X7 - X| <d]21-a

donde, e tendo em conta o intervalo de confiascate acima, tera que exigir-se

1-f 1-n/N 1-n/ N d Y
z,No',[—<d = (za,zN J')2 <d’ = s( j
n n n z,,No

2 2
N - 1
(8] e d ()]
n z,,Nd' N\z,, o

donde se tem

14



1( d VI
n= N{h—( j ] . (23)
N\z,, o

Mais uma vez estaremos em presenca das mesmasdddifies que surgiram
anteriormente aquando da determinacdo da dimers&@wndstra. As consideracdes
sobre os procedimentos a usar deverao ser agsigidaonta.

Como primeira aproximacao podemos considerar

N 2
n > N2 229 |
0 d

-1
n _ n
SeﬁO grande deve considerar-sg > n0(1+ Woj :

Estimac&o de uma proporcéo P
No estudo de uma dada caracteristica X, pretem@stsmar P, a propor¢cao de
elementos com uma dada propriedade.

Exemplo: Na populacdo de estudantes de uma dadeerdiiade, qual a
proporcao dos que vivem em quartos alugados?

Retirando uma amostra aleatdria de dimensdo n,a@mnto numero r de
individuos que satisfazem a propriedade.

Sendo assim uma estimativa de P, pode ser dada por

p=r/n

Ora o0 modo mais simples de obter propriedades qnamimadorls € usar as
propriedades ja estudadas anteriormente para maekir do valor médio, bastando
para isso considerar 0 seguinte:

Suponhamos que P representa a proporcado de etsm@mtuma populacéo

finita de dimensédo N , que verificam uma dada ¢aréstica A. Pode construir-se a
seguinte variavel aleatéria auxiliar associdadada elemento da populacéo:

_ |1 seoelemento da populacao verifica a propriedade A
' 710 se o elemento da populacéo n&o verifica a propiieda

15



N
Y; =YY, =R, onde R € o numero de elementos da populacieegifieam A.
1

ZN:
Y
: R
=Lt —=-—=P 24

P é entdo a média da variavel Y na populagisgera entdo a média da amostra
observada .

Para estudar a eficiéncia do estimaddr estamos de novo na situacédo de

considerar as propriedades da média de uma ampatea estimar a média da
populacao.

Consideremos entédo a amostra aleatfig,,...,Y,, cuja média €

=P, (25)

< R
P:,Uy: L :W (26)

com variancia

N
2
;(Y‘ ~#) _ 2 ¥ -Ni _ NP-NP? _ NP(1-P)

o = N1 N-1  N-1 - N-1 - @D
Portanto E[P]:'—l—:_:p
n n

logo P é um estimador centrado.

(28)

ou? - NP(1- P) _(Il\\ll:r]lj PA-P)

var[P| = (1- f) . ND

Porém, mais uma vez estamos na situacdo de tedefascOes anteriores
parametros desconhecidos, istoRéé desconhecido, e por isso nao é possivel calcular

16



0'?. Entdo terd que ser estimado, usando o estimatrado dec'?, S'2, cuja
estimativa é

18,
Sy == 2, (¥~ ¥ =npa/(n-1) (29)
i=1

Donde, um estimador centrado‘dar[ls] é
S2(P) = (1- f)PQ/(n-1) (30)

E de referir que este estimador nido resulta datigilipdo dos valores da
amostra, na expressao da variancia da populagéojiopos ser

N-nP@Q-P)
N -1 n

Var [I5 =

como se poderia pensar, embora a diferenca sefa pregquena.

Se f é desprezavel, tem-se
S2(P)=PQ/(n- 1) (31)

gque acontece em particular quando estamos a amosteapopulacao infinita.

Intervalos de confianca para P

Ao recolher atributos ou caracteristicas para esti) sabemos mais acerca da
distribuicdo de amostragem de do gue nas situacdes correspondentes para estimar
4 ou X;. De facto a distribuicio exacta &eé conhecida. O nimeRde elementos
da amostra que possuem aquele atributo, tem disi#id hipergeométrica, i.e.,

RYN-R
rAn-r)
N )
n
Porém, na préatica, o conhecimento da distribuicBacta do numero de
elementos da amostra possuindo aquela cararatarisfio € muito importante, em
face dos calculos pesados que esta distribuicaavenv
E portanto Gtil procurar aproximacgdes para a thsicéo do estimador, agora
num espirito mais pragmatico do que tedrico. Unmssibdidade consiste em usar a

distribuicdo binomial como uma aproximacéo da lgpemétrica -- s@ é pequeno
relativamente & e a (\-R), a "falta de reposi¢cao” pode ser "ignorada", @ond

P[haverr elementos}z max@Q,n— R+ N) <r <min(R,n)

17



R = B(n,P)

Embora possamos usar esta distribuicdo binomia panstruir intervalos de
confianca par®, também esta envolve calculos pesados (except@ gEqueno).

Na maioria das aplicagbes acha-se convenienteausaoximacéo pela normal
isto é,

P~ N(P,(l— f)P—r?j (32)

A aproximacao a normal é razoavel desde que:

-- N n&o seja muito grande relativament® @aN-R.

-- 0 menor dos valores e nQ ndo seja muito pequeno, mmP(nQ)>30 € uma
regra empirica habitualmente considerada.

-- se P esta préximo de 1/2, entdo os valores pequenosPdes nQ sédo

assegurados pelos seus estimadores centngdas nQ.

Sendo assim um intervalo de confianca pasara

(- f)pg

@=DM popagy, (33)
resultante da substituicdo dﬁar(lf’) pelo seu estimador centrado
S*(F) = - f)—2. (34)
n-1

Escolha do tamanho da amostra para estimar uma prapcao

.~ R
Como vimos um estimador paPee P = " com
E[F]=P e var[p]=NPQ
N-1n

A Varllf’] atinge 0 seu maximo parR=Q=1/2.

Quando se pretende determinar o tamanho da anuatsaobter uma dada
precisdo na estimacéo Beo que € que se pretende?

18



a) o valor absoluto do erro ser inferior a um dealor, ou
b) o valor relativo do erro?

a) Se pretendemos fixar um valor maximo para oasoluto, entédo
. PQ

s.e.[P] = Y <d (supond® grande, portafte- f) 01 )

b) Se pretendemos fixar um valor maximo para o edivo, entao

s.e[ﬁ]/ P=, /n—% <€ (supondadN grandeportanto(L— f) [J1)

Observe-se que o erro relativo ndo é mais do queeficiente de variacéo, por
isso a condicdo expressa atras € equivalente aglieepretendemaos o coeficiente de
variacdo n&do superiorea

Sendo assim, escolher o tamanho da amostra de anaskegurar certos limites
ao erro padraou ao coeficiente de variacém mesmo que assegurar que

P{‘FA’— P‘>d} <a ou P{‘FA’— P‘>EP} <a
ou seja, considerando a aproximacao pela normiad, vi

s.e[l5]=\/§si ou s.e[l5]/P=\/§s < .
n ZL7/2 nP Za/2

Aqui, na determinagédo de(dimensdo da amostra), temos uma facilidade que
nao tinhamos no caso da estimacaqudmi T, porque independentemente do valor
gueP possa assumir, podemos ter sempre um limite superi

Para a primeira desigualdade tem-se
n> PQz,
22

masPQ tem como valor maximo 1/4, quanBel/2, entdo
Zoro
n=—=
4d?
satisfaz a desigualdade pretendida.

No que respeita a segunda desigualdade ja nas&@omajora-la.
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Os resultados apresentados até aqui considerfadmsprezavelMassef ndo é
desprezaveltera que considerar-se a formula exacta para

Var[IS]: N=NPQ yonde

N-1 n
_ [N-nPQ_ . N-nPQ_d N—n<N—1( d jz
“@2\N-1n " N-1n 2, n ~ PQlz,

N-1( d )] PQ 22 1 2\ ]
n>N|1+ — e n>—-22114+—!p (L’Zj -1

{ PQ (za,zj} d? { N{ Q d
Podemos tomar como primeira aproximacao
PQZ,
=12 (35)

-1
, Ny . , Ny —
porém se—- é grande, deve considerar-sg=n,| 1+ :
N N

Vejamos 0 caso de se pretender uma preciséo propara P:

N -n PQ
N-1 n

_ _ 2p2 _ 2p2
ZM/N nP_stpaN nPstP _N ns(N—l) P
N-1n N-1n 2, n PQzZ,

g @ 2 1+i —st//z
Pl ¢ N{ P&?

e pretende - se que

Ora sabe-se que Var (P) =

\}

2 2
al?2 Z0//2

- %s1+(N—1) il = N2 N[1+(N—1) il } = n

Como primeira aproximagao pode considerar-se  n,

-1
n, . . Ny, —
De novo seﬁ é grande, deve considerar-sg=n,| 1+ ———| .
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Estimacao de uma razéo

Consideremos a amostra aleatoria constituida pares de valoreg X, ,Y,)
obtida por amostragem aleatoria simples. Suponhgo®pretendemos estimar a
razao

R= X /Y =/t - (38)
Para isso dispomos entdo de uma amostra com aevalax,,y,)...(X,,Y,) €
seja entdo o estimador Be

R = X/Y. (39)

Prova-se que no caso de grandes amod¥raé assintoticamente normal com
valor médio e variancia assintoticos assim defisiido

E[R| OR=uy /1y

* 1_f N(X _RY)2 1_f 2 2 2
VariR | U ! ! = o5 2Ro' v +R°0’ 40
[ ] n72§ N -1 nyz[ X XY Y] (40)
Uma estimativa dVar[R*] é
1 1-fa(x-ry)?
s?|R|= L7, 41
Qe @

comr’ =X/y.
Para grandes amostras um intervalo a)@0% de confianca paraé
R -2,,S(R)<R<R +z,,s'(R).

Acontece por vezes que ao estudarmos duas casticeripara cada unidade de
amostragem, para uma delas é conhecido o totaladoes dessa caracteristica.

Seja entddR = X; /Y, = uy /4y € suponhamos qug € conhecido. Neste
caso é possivel estimar o valor médip, uy = Ruy, usando @stimador da
razdo, assim definido

_ X .
X ZVIUY =R 4, (42)
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O estimadorX ; é assintoticamente centrado e para grandes asitetnase

o 1.1-f N(X, -RY,)®? 1-f
e T

0% —2R0  +R%0].

Uma vez construido o estimador da raz&o, coloecarsepergunta natural:
--Em que circunstancias sera o estimador da razderfvel ao estimador
habitual da média? Ser&; mais ou menos eficiente do qXe?

Isto €, em que condigdesar [ X | <Var[ X]?

Ora tem-se
1-f 1-f
T[di—sz w+R20 ] <=0}

U
2Roc’, 0, > R?0'2

U

oy 10V,
~P7%¢cv,

o>
20,

ondeCV designa coeficiente de variacao .
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Amostragem Estratificada

Suponhamos que temos a populacao dividida em sulggdes ouestratos.
(Esta divisao regra geral € feita com base nhumawerdita de estratificacéo).

Sao varias as razfes que levam a estratificar &l gogim:

-- oferece maior garantia de representatividade;

-- permite obter estimativas com uma dada pregiséa a variavel de interesse
em cada estrato;

-- permite resolver os problemas inerentes a cstlate e que podem diferir de
estrato para estrato;

-- a estratificacdo permite um aumento de preais&oestimativas; essa precisdo
é tanto maior quanto mais homogéneos forem od@stra

-- conveniéncias administrativas de organizacaotrdbalho de recolha da
informagao.

Suponhamos entdo que dispomos de uma populac&® ¢minN individuos
(note que séo as nossas unidades de amostragepe s,,...,a, 0s valores de
uma dada caracteristica para aqueles individuggoriamos que a populacdo é
dividida em k grupos ou estratos de dimensdes conhecidas:
Ni,....,N, (X N; =N), assim caracterizados:

Estrato dimensao elementos valor médio variancia

S N, a;8p-ay, H 1 2
S N, @y apy, Mo a5
S Ny Ay A, My oy
K
N=3N.
i=1
- 1k k
Valor médio /JZNZ N2 = ZW (43)
i=1 i=1
1 k ‘ k
Variancia da o'’ =m{Z(Ni -10?+ > N, (4 —,U)z} @4)
- 1 1
populacao

ondeW = N%\I € 0 “peso “ em cada estrato.
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De facto tem-se

N; N;

U‘Zzﬁ. (o -4 Nl 1i

i=1

]:

i) =5 | Bl seu i) |

=ﬁ_1i ;(aj—m“Ni(M—u)2+2(M—u)jN§il(&,»—M) =

=—N1_1{;(Ni —1)a{2+§ N; (44 —u)Z]

Para cada estratdem-se

1N Y 1 N 2
=— ) a. e g° =— a — U 45
I NI ]:1 1) | Ni _1j:1( 1) ILII) ( )

A amostragem aleatéria estratificada consiste ear tle cada estrato uma
amostra aleatéria de tamanho pré-fixado:

k
n1|n2)"'|nk (an =nj

tendo como elementos em cada estrato i

Xi1sXi20-+1 Xin

A média e a variancia do i-ésimo estrato sao:

Ha dois problemas que se colocam neste tipo dsteexgem:
1- Como se divide a populagdo em estratos.

2- Qual o nimero de elementos a escolher em caddo@stré isto que nos
designaremos por afectacao
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Destes dois problemas o mais simples € o seguedesse que comegaremos a
tratar.

Fixada a dimensao da amostra a recolher,rsejen dos modos que a primeira
vista parece mais razoavel consiste em seleccemacada estrato um numero de
elementos proporcional a dimenséo do estiaq

N donde n, = nﬁ
n N N
Verifica-se portanto que

= "N (46)

E habitual designar esta afectagéogfectacdo proporcional

Estimacdo do valor médio

O estimador do valor médio é a média empiricatftadaassim definida

_ _ N. X
Xy = YWX, = >0 (47)
i=1 N

i=1

Observe-se que, a média empirica estratificadaén@aomesmo que a média
aritmética, assim definida
n X;
| | (48)
i=1 N

M=

X' =

pois o primeiro € um estimador centrado, enquarsiegoindo nao é. Vejamos

— k _ 1 k
E[Xst]:ZV\/i/,li =4 enquanto E[X']=EZ N # U
1 1

o . L n, i : ~
X' s6 sera estimador centrado sé = N ou seja, no caso da afectacéo ser
n

proporcional.

Vejamos agora
k
Var[X =Y W2 @~ f,)o% /n
1

pois

_ Kk —
Var[xst]:gw,2 Var(X,) , visto que na amostragem estratificada os

diferentes estratos as médias n&o estédo corretatdenlogdCov( X ,Yj )=0.
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Observagao

Vimos que no caso proporcionalXy e X' coincidiam, no entanto estes dois
estimadores ndo apresentam a mesma variénciaivﬁfeehte

Var[X ]— Zn @-f)o?.

Como exercicio sugere-se a obtengdo de expresafgea pariancia, em certos
casos particulares:

1. Sef, = % for desprezavel Var[x ] ZWZ o’ln
n.I . k "

2. Sew; :—':W' -- caso proporcional Var[x ] Z o’
n 1

3.Sea amostragem é proporcional e a varianciagtaute , i.e.g?’ = 02,

entao Var[x ] = TJ'

Estimacéo do Total da Populacéo

Um estimador centrado para o to¥} da populacédo é

i (49)

Facilmente se verifica que se trata de um estimeglarado, sendo a sua
variancia dada por

var[x?]= > NZ @~ )0 I, . (50)

Intervalos de Confianca

Um intervalo de confianca papaa (1€)100% é

Xg =228 (Xg) <U<Xg +2,,S'(Xg) (51)

e um intervalo de confianca paxg a (1)100% é
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NXg =242 NS'(Xg) < X1 < NXg +2,,,Ns'(Xg) (52)

Se em cada estrato sao recolhidas poucas obsesvapdecedimento usual
consiste em considerdr,, em vez de,,, , sendo o numero de graus de liberdade

dado por

(izzl:gigiz) g = Ni(Ni_ni)

n= com
k ' i
gi25i4 n

(ni _1)

i=1

Observacéo:Vejamos em que condigBes a amostragem estratificada
preferivel a amostragem aleatéria simples, i.eqeencondi¢cdes

Var|X,, |<var[ X]

Ora vejamos:

J— 0’I2
Como sabemos Var[X ]: @a-f)— e
n

Var[ist]:zk“vvf(l— fi)an—i?.

Numa primeira fase consideremos que estamos no dasoafectacdo
proporcional,f; = f

Var[X, | = a;”g%a{z

Var[)?]—Var[)?st]:%(a'2 —iz Nia{zj
vimos porém que

g2t (Zk:(Ni ~1)o;? +Z;:Ni(ﬂi —,U)Zj

N-1G
Se o tamanho dos estratos € grande

N-1 N N-1 (53)
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k k
donde o'* =%[Z N,o/2+ 3 N (u -/J)Zj
i=1 i=1
k

= Var[X]-var[X,]=1 iZN( Mk _TZ;:Wi(lui—,u)z>O

excepto sgy; todos iguals.

Concluséo:o estimador da médiza amostragem estratificada ser4 sempre mais
eficiente do que o estimador da média na amostradgaioria simples, ou melhor,
tanto mais eficiente quanto maior for a variag@&madias dos estratos.

Porém, se acontece que 0s estratos nao sao steinente grandes que
permitam que se verifiqgue (53), deve considerar-se

2 :ﬁ(g(Ni -lo'? +iZ:‘Ni(/Ji _/J)Zj
:Var[)?]—Var[)?g]:i{zk:Ni( e —%i(N N o }

n(N-1) | =
Sendo assim, podemos dizer que

X4 € mais eficiente do qu¥ se

ZN(u. p) > NZ(N N, Joi? (54)

i=1
Informalmente pode dizer-se que quanto maior foragabilidade entre os

estratos e menor for a variabilidade dentro de steato, maior serda o ganho
potencial ao considerar a amostra estratificada @stimar a média populacional.

Escolha 6ptima do tamanho da amostra a recolher epsada estrato

Nesta questdo ha dois pontos a ter em conta. Beegensaber como escolher a
dimensao da amostra de modo a satisfazer umapredi@sdo ou questdes de custo .

Consideremos a situacao de no processo de amostreyer:

C, --- custo base da amostragem;
¢, --- custo de cada observagadividual no estrato.

k
Sendo assim, o custo tota} é dado por C; =C, + X nc;.
1
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Que valores escolher paray ,n,,...,n, de modo a:
a) minimizaivar (X4 ), para um custo total,;

b) minimizar o custo total, para um dado valore (X ).

a) Variancia minima para custo fixo.

Pretendemos determina;, n2, ,N, que minimize
12

Var[X] ZWZ———ZV\/,J,’2 sujeito a Zc;ni:Cr—co

i i=1

Usando o método dos multiplicadores de Lagrangepseal agrangeana assim
definida

Para se minimizar esta fung&o teremos

a k 0% k
—==->W"—— -A¥c =0
o, igll n? i:zlI
a k
5:gjlcini—C+cO:O

Da primeira equacédo tem-se

K '12 W d
- Z WZ 9 >~ +Ac | =0, onde para cada parcela se llv,adﬁ =—=

A
que multiplicando poc;, dd  ¢n+/A =,/cW ¢ e efectuando a soma ao longo de
todas os estratos:

k

k oW o
(Cr-c)VA=3JecW o =JA=i2
i=1 CI'_CO

e dado quen, =

W g tem-se
\CA
n = (C; —¢,)Wa' I,c (55)

ZWO’J_

sendo a dimenséao total da amostra a recolher
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(C ~e)X W 1
iwai’\/?

n (56)

Esta é a dimensdo Optima da amostra a recolhermadmestrato para um custo
total fixo. Observe-se que podemos resumir asisg&guobservacgoes:

-- As dimensdes das amostras em cada estrato dsgerproporcionais ao
tamanho do estrato; ao desvio padrdo do estratgegsamente proporcionais a raiz
quadrado do prec¢o unitario de amostragem em caeaces

Caso patrticular
Se 0s CUStOS:i Sa0 0S mesmos para todos os estratos tem-se

C; =¢, +nc onde c é o custo unitario de amostragem (constante), donde

WO}' CT — Gy
n=n_——— com n=

Way

i=1

(57)

esta é alimensao Optima, paran fixo.

Chama-se a esta afectacafectacdo de Neymanmwu afectacdo optimatendo
entdo como variancia minima

var,,, [&]=%(iwi a:jz ~Lywor. (58)

Custo minimo para variancia fixa

Consideremos Var[)?st] =V e para este valor pretendemos saber qual a
dimensdo da amostra a recolher em cada estratodi® antermos um custo minimo.

Do que vimos atras sabemos qdﬂar[)?st] € minimizada quando as sé&o

escolhidos proporcionalmente aVN, o; /\/E . Sendo assim, para um dadadevera

haver um custo minimo para o qual a afectacdo peanobterV como a variancia
minima. Sendo assim a escolha dos serda aquela que  satisfazendo a
proporcionalidade acima referida, minimize o cusital, para um dado valor de
var[X|, isto é,
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Wa!'
n =k—=

e

ondek deve ser escolhido de modo a assegurar que

Var[%,]= S w9 - LS
i=1 n,

-—YWog'*=V.
N

i=1
Sendo assim deve tomar-se

 Wo! o
n = i=11 - Woa! /4c . (59)
V+NZWJ{2

i
i=1

Na expresséao (56) encontramos a dimenséo totahdstra a recolher no caso
de afectacao Optima. E no caso de pretendermosi@tiacao proporcional, isto &, se

N, _
n = nW', que valor d& se deve considerar?

Nalguns casos é pre-fixado;

caso contrario, sendh o erro absoluto, considera-se

4y Woi?

n, U e se a =005

caso a populacéo seja finita, deve considerareseraccao

— I‘]0
n_—
1+n,/N

Estimacdo de Proporcbes
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Seja P a proporcdo dos individuos na populacadficamdo uma dada
caracteristica, A .

Definindo, como fizemos na amostragem aleatériapkes) a variaveis
aleatoriasy, como

1 se o elementb verifica A
' ]0 seoelementb n&o verifica A

Seja

zY
Y; zY donde P—'ll\l (60)

. . . — _ kN,
Como estimador deé tem sentido consideraly = Y Nl Y = ZV\{P P,
i=1

ondeY = Iff designa a proporcédo de individuos no estratnclwdos na amostra e
verificando A. O estimador de é tal que

E[p,]=P

Var[lsg]:zklw_iz(Ni —n] (61)

Um estimador desta variancia é :

w[e)-E 5N e,

|1n|

Se N, grande tem-se
2
var[ P, | = ZV:+(1— f)P(1-R).

Se estarmos numa situacao de afectacao propdrdginge, seE—i = % tem-
i
se
s 1. N-n_ W?
Var| Py | = —

r-r)0t T yw Ra-R).
1 n

Se considerarmos a afectagcdo de Neyman,ciixo ignorando custos tem-se
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_ WVRQ,

"TYwiRe

No caso deC; =c¢c; +X.¢n;, tem-se a dimensdo da amostra a recolher em cada

estrato
ni - (CT _CO)\IVI V I:)IQI /CI . (63)
S wJRQc

(62)
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