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Desenhe e conecte os pontos, e coloque setas nas duas extremidades —
al esta a sua reta.

Isso é muito facil com uma calculadora grafica. Apenas digite y=3x+5 e
sua calculadora ird desenhar o grafico da reta e produzir uma tabela como a
Tabela 5-1.

Equacéo de uma reta na forma inclinagdo-intersecao (ou
forma reduzida) e forma ponto-inclinacio

Vocé pode ver que a reta na Figura 59 cruza o eixo y no ponto 5 — esse €
o ponto onde a reta intercepta o eixo y.Visto que tanto a inclinacao de 3
como a intersecdo no eixo y de 5 aparecem na equacao y = 3x + 5,essa
equacao é dita estar na forma inclinacdo-intersecdo. Aqui esta a forma
escrita de maneira geral:

y=mx+b
(onde m é a inclinacao e b € o ponto de interse¢ao no eixo y)

(Se isso ndo te laz lembrar de nada — nem mesmo uma lembranca distante
—va diretamenle ao departamento de matricula e abandone o célculo,
mas de maneira alguma devolva esse livro).

Todas as retas, com excecao das retas verticais, podem ser escritas dessa
forma. Retas verticais sempre se parecem com x = 6.0 namero diz a voce
onde a reta vertical cruza o eixo x.

A equacdo de uma reta horizontal também parece diferente,y = 10,
por exemplo. Mas ela tecnicamente se encaixa na forma y = mx+b —
somente porque a inclinacao da reta horizontal é igual a zero, e porque
zero multiplicado por x € zero,nao ha um termo x na equagao.

QUh Uma reta € o tipo mais simples de funcao,e uma reta horizontal (chamada
de funcao constante) é o tipo de reta mais simples. , todavia, razoavelmente
importante em calculo,entao se certifique de saber que a reta horizontal
termn uma equacao do tipo ¥ = 10 e que sua inclinacgéo € igual a zero.

Sem=1eb=0,vocé tem a fungao y = x.Essa reta passa pela origem
(0,0) e faz um angulo de 45° com ambos os eixos.E chamada de fungao
identidade porque 0s Inputs sao iguais aos outputs.

Em adicao a forma inclinagao-intercepto para a equagao da reta,vocé
deve saber a forma do ponto-inclinacao:

y-y=mx-x)
Para usar essa forma,voceé precisa saber — vocé adivinhou — um ponto

na rela e a inclinacdo da réta.Vocé pode usar qualquer ponto da reta.
Considere novamente a reta na Figura 5-9. Escolha qualquer ponto,
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digamos (2,11),depois coloque as coordenadas x e y do ponto em X e ¥y
e coloque o coeficiente angular, 3,em m.

y=11=3(x-2)

Com um pouquinho de algebra vocé pode transformar essa equacao em
uma que nos ja conhecemos,y = 3x + 5. Tente.

Fungdo de 2° grau e modular —
mesmo trabalho

Vocé deve estar familiarizado com as duas fungdes mostradas na Figura 5-10:
a fungao de 2° grau,f (x) =»* e a fungaomodular, g (x) =1 x1.

f(x)=xz gix)=|x|

¥ 14
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Note que ambas as fungdes sao simétricas com respeito ao eixo y. Em
outras palavras, os lados direito e esquerdo de cada grafico sao reflexos
um do outro.Isso os torna funcoes pares. Uma funcao polinomial do
tipo y=9x* - 4x* + 3, onde todas as poténcias de x sao pares (com

ou sem um termo constante), € um tipo de fun¢ao par. Outro tipo de
fungao par é y = cos (x) (veja o Capitulo 6).

Algumas fungées esquisitas

Faga o gréfico das fungdes £ (x) = x° e g (x) =*x na sua calculadora grafica.
Essas duas fung¢des ilustram uma simetria impar. Fungées impares sao
simétricas com relagao a origem o que significa que se vocé as girar em 180°
sobre a origem, elas vao aterrissar nelas mesmas. Uma funcao polinomial do
tipo y =4x° —x’ + 2x,onde todas as poténcias de x sdo impares,é um tipo de
fun¢ao impar. Outra fungao impar € y = sen(x) (veja o Capitulo 6).

Muitas fun¢des nao sao nem pares € nem impares, por exemplo, y = 3x2
- 5x.Minha professora do ensino médio disse que um paragrafo nunca
deveria ter apenas uma sentenca, entao voila, agora ele tem duas.
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Funcoes exponenciais

Uma fung@o exponencial € uma com uma poténcia que contém uma
variavel, como F(x) = 2*ou g(x) = 10®. A Figura 5-11 mostra os graficos
dessas duas fungoes no mesmo sistemna de coordenadas x-y.

y
glx)=10"

& g fix) = 2°

al

3l -

2l |

1
g e
— : ; - . . X

05 0| 05 1 15 2 25 3

Ambas as fungdes passam pelo ponto (0,1),assim como todas as fungoes
exponenciais da forma f (x) = &*.Quando b é maior do que 1 voceé tem

um crescimento exponencial Todas as fungoes desse tipo aumentam para
a direita para sempre, e como elas vao para a esquerda no senfido negativo
infinitamente, elas avancam ao longo do eixo x,sempre chegando perto,
mas nunca tocando o eixo.Voceé usa essas e funcoes relacionadas para
descobrir coisas como investimentos, inflagao e aumento populacional.

Quando b esta entre 0 e 1,vocé tem uma funcao de decaimento
exponencial. Os graficos desse tipo de fungdes sdo como funcgdes de
crescimento exponencial ao inverso. Fungoes de decaimento exponencial
também cruzam o eixo y no ponto (0,1), mas elas sobem para a

esquerda para sempre, e avancam ao longo do eixo x para a direita: Essas
fun¢des exemplificam coisas que encolhem ao longo do tempo, como o
decaimento radiativo do uranio.

Funcdes logaritmicas

Uma fungao logaritmica é simplesmente uma fung¢ao exponencial com o
eixo x e y trocado. Em outras palavras,a direcéo para cima ¢ para baixo em
um grafico exponencial corresponde & direcao direita e esquerda em um
grafico logaritmico,e a direcao direita e esquerda em um grafico exponencial
corresponde a direcao para cima e para baixo em um grafico logaritmico

(Se vocé quiser uma revisao sobre logs, veja o Capitulo 4).Vocé pode ver essa
relagao na Figura 5-12,na qual ambas as fungoes f (x) =2* e g (x) =log,x sao
desenhadas no mesmo conjunto de eixos.
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Tanto a funcao exponencial como a fungao logaritmica sio
monotonicas. Uma funcao monoténica pode subir sobre todo o seu
dominio (chamada de funcao crescente) ou descer sobre todo o seu
dominio (uma funcao decrescente).

Note a simetria das duas fungoes na Figura 5-12 sobre a linha y = x.Isso as
torna inversas uma da outra, 0 que nos leva para o proximo topico.

Fungdes inversas

As fungdes f (x) = x* (para x 2 0) e a fungao ! (x) =x (I8se como“F
inversa de x € igual a raiz de x”) s3o fungées inversas porque cada uma
desfaz o que a outra fez. Em outras palavras, f (x) = x* recebe uma entrada de
3 e produz uma saida de 9 (porque 3% = 9); f~' (x) =x recebe uma entrada
de 9 e torna isso de volta ao nimero 3 (porque \9 = 3). Note que f(3)=9

e £~ (9) = 3.Vocé pode escrever tudo isso em um passo como £ ( f(S)) =
3.Funciona da mesma maneira se vocé comegar com £! (x), f-! (16) =4
(porque V16=4),e f (4) = 16 (porque 42 = 16).Se vocé escreve esse Ginico
passo, VOCE tem f(f 1(16}) =16 (Note que lemos F! (x) como“finversa de
x",nao temos o inverso de x, mas as fungoes sao inversas uma da outra).

,\(‘N\ﬁrfcf
-%/ \\ A maneira sofisticada de somar tudo isso € dizer que 7 (x) e ' (x) sdo

K_‘?j fungGes inversas se, e somente se, £~ (f{x)) xe f(f ‘(x)) DL



5 8 Parte Il: Se aquecendo com os pré-requisitos do calculo

1\0' Néo confunda o sobrescrito —1 em 7~ (x).com o expoente —1.0 expoente

') lhe da o reciproco de algo, por exemplo, x ' = 1 .Mas f(x) éo

inverso de f (x).Ndo &€ igual a T 1 5 que € o rt—!(_‘.ipr(_)(‘.(} de f (x).E claro que
X

vocé talvez pergunte: entao por que o mesmo simbolo é usado para duas

coisas diferentes? Nao fago a menor idéia.

Quando vocé desenha o grifico de funcoes inversas, cada uma é o reflexo
da outra, refletida sobre a linha y = x.Veja a Figura 5-13, que tem os gréficos
das fungoes inversas f (x) =x* (paraxz 0) e f ! (x) =Vx.

g+ Flx) = x*

ire=y=——r
Figura 5-13:
Os graficos
de f(x}=

(parax>0)e
£ () =V

Se vocé rotacionar o grafico na Figura 5-13 no sentido anti-horario para
que a linha y = x fique vertical, vocé pode ver facilmente que f (x) e £
(x) sao reflexos uma da outra. Uma conseqiiéncia dessa simetria é que
se um ponto como (2 4) estiver em uma das funcdes, o ponto (4,2) vai
estar na outra. E também, o dominio de fé o contradominio de f' e o
contradominio de fé o dominio de £

Deslocamentos, reflexos, esticamentos
e reducdes

Qualquer funcao pode ser transformada em uma fungéao correspondente,
deslocando-a horizontalmente ou verticalmente, virando (refletindo)
horizontalmente ou verticalmente, ou esticando ou reduzindo
horizontalmente ou verticalmente. Eu faco os deslocamentos horizontais
primeiro. Considere a funcao exponencial y = 2* Veja a Figura 5-14.
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Transformacées horizontais

Transformagoes horizontais sao feitas somando um nimero ou diminuindo
um numero da variavel de entrada x ou multiplicando x por qualquer
numero.Todas as transformagoes horizontais, exceto o reflexo, funcionam

da maneira oposta que vocé espera: Somando um valor a x faz a funcao se
deslocar para a esquerda,subtraindo um valor de x faz a funcao se deslocar
para a direita, multiplicando x por um nimero maior do que 1 reduz a
funcao,e multiplicando x por um nimero menor do que 1 estica a fungao.
Por exemplo, o grafico de y = 2+* tem a mesma forma e orientagao do que o
grafico da Figura 5-14; ¢ apenas deslocado em trés unidades para a esquerda.
Em vez de passar pelos pontos (0.1) e (1,2).a funcéo deslocada passa por
(-3,1) ¢ (-2,2).E o grafico de y=2-* esté a trés unidades a direita de y = 2*.
A funcao original e as transformacoées sao mostradas na Figura 5-15.

Se vocé multiplicar o x em y = 2* por 2,a funcao reduz horizontalmente por
um fator de 2.Entdo todo ponto na nova funcao é metade da sua distancia
original do eixo y.A coordenada y de cada ponto continua a mesma; a
coordenada x é cortada pela metade. Por exemplo,y = 2* passa por (1,2),
entio y = 2% passa por 1 9):y=2vpassa por (—4 L) entao y = 2% passa
por —Q,L_ .Multiplicand?()x por um nimero menc}rbdo que 1 tem um
efeito oposto. Quando y = 2% é transformado em y = 23‘_’(, cada ponto em y

= 2¢ & afastado do eixo y por uma distancia 4 vezes maior do que era.Para
visualizar o grafico de y= Q%X,imagine que vocé tem o grafico de y=2*em
um sistema de coordenadas elastico. Agarre o sistema de coordenadas na
esquerda e na direita e estique por um fator de 4,afastando tudo do eixo y,
mas mantendo o eixo y no centro.Agora vocé tem o grafico de y = 2%’(_
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O ultimo deslocamento horizontal é um reflexo sobre o eixo y. Multiplicando
0 xem y=2%por -1 vai refletir ou virar em torno do eixo y. Por exemplo,0

ponto (1,2) setorma (-1,2) e (—2:%),56 torna (2,—11-).\/’eja a Figura 5-16.
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Transformacdes verticais

Para transformar uma fungao verticalmente, voce soma um nimero ou
subtrai um ndmero de toda a funcao ou multiplica por um nimero. Para
fazer algo para uma fung¢ao toda, digamos y = 107, imagine que todo

o lado direito da equacao esta dentro dos parénteses,como y = (109).
Agora, todas as transformacoes verticais sao feitas colocando um nimero
em algum lugar a direita da equagao do lado de fora dos parénteses
(Obviamente, vocé realmente nao precisa dos parénteses). Ao contrario
das transformacoes horizontais, as transformagoes verticais funcionam da
maneira que vocé espera: Somar faz a funcgao ir para cima, subtrair faz a
funcao ir para baixo, multiplicar por um nimero maior do que 1 expande
a funcao, e multiplicar por um niamero menor do que 1 encolhe a fungao.
Por exemplo,

y =107 + 6 desloca a funcao original em 6 unidades para cima
y=10¢ - 2 desloca a funcao original em 2 unidades para baixo
y=>5- 10~ expande a funcao original verticalmente porum fatorigual a 5
y= —é-— -10¢ reduz a fungéo original horizontalmente por um fator igual & 3.

Ao multiplicar a funcao por -1, ela vai refletir sobre o eixo x, ou,em oufras
palavras, virar de cabeca para baixo.
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Capitulo 6
A danca da trigonometria

Neste capitulo
* Arremessando para eles com SohCah'Toa

*Todo mundo tem um angulo: 30°,45°,60°

Circunavegando um circulo unitario

Fazendo o grafico de fungoes trigonométricas

Investigando funcoes trigonométricas inversas

uitos problemas de calculo envolvem trigonometria, e o caleulo por si

s0 € um desafio suficiente se tivermos que reaprender a trigonometria
ao mesmo tempo.Entao,se sua trigonometria estiver enferrujada — cu estou
chocado — revise essas nogoes basicas, ou faca outra coisa.

Estudando trigonometria no
acampamento SohCahToa

e
Figura 6-1:
Sentado ao
redor da
fogueira,
estudando
um tridngulo
retangulo.
e =]

O estudo da trigonometria comega com o tridngulo retangulo. As trés
fun¢oes mais importantes da trigonometria (seno, cosseno e tangente)

e seus reciprocos (co-secante,secanle e co-tangente) dizem a vocé algo
sobre as medidas dos lados de um triangulo que contém um angulo
agudo dado - como o @ngulo x na Figura 6-1.0 maior lado desse triangulo
retangulo (ou de qualquer tridngulo retangulo),o lado diagonal, é
chamado de hipotenusa.O lado que mede 3 unidades é chamado de lado
oposto porque esta no lado oposto ao dngulo x, e a medida do lado é4 e é
chamado de lado adjacente porque é adjacente a,ou tocando, o angulo x,

Hipotenusa (H)

3
Oposto (0)

Adjacente (A}
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SohCahToa é um mnemonico sem sentido que ajuda vocé a se lembrar
as defini¢oes das fungdes seno, cosseno, e tangente. SohCahToa usa

as letras iniciais de seno, cosseno, e tangenle, e as letras iniciais de
hipotenusa, oposto, e adjacente para ajudar vocé a se lembrar das
defini¢oes a seguir (Para lembrar como se soletra SohCahToa, note a sus
pronuncia e o fato de que contém trés grupos de letras em cada silaba).

Soh Cah Toa
O A O
en = — f=: tog f=22
sen cos g A
Para o triangulo na Figura 6-1,
0_3 A_ 4 @3
=—=— — prasili= o1y f e
sen x T Cos X Tt gx .

As outras trés fungoes sao reciprocas dessas: co-secante (csc) éo
reciproco do seno, secante (sec) é o reciproco do cosseno, e a cotangente
(cot) é o reciproco da tangente.

cosec @= Lo LM
S gend 00 0
H
b 1 H
R 9_(:039_ ATA
H
P LA
cotg f= —tgx = 0 %5
A
Entdo para o triangulo na Figura 6-1,
{':nsecngzg sccx:%:% CO@X=%=%

Dois tridngulos retdngulos especiais

QRE-S
&

A

SE

( mﬁ

/f tocam o dngulo reto) e ¢ é a medida da hipotenusa.

\

Visto que muitos problemas basicos de calculo envolvem angulos de 30°,45°,
e 60° é uma boa idéia decorar os dois tridngulos retangulos na Figura 62,

0 trigngulo 45°-45°-90°

Todo 45°-45°-90° tem a forma de um quadrado cortado pela metade
na sua diagonal. O triangulo 45°45°90° na Figura 6-2 é metade de um
quadrado de lados 1 por 1.0 teorema de Pitagoras lhe da a medida da
hipotenusa, 2, ou mais ou menos 1,41.

Oteorema de Pitdgoras diz a vocé que para qualquer triangulo retangulo,
@’ +b* = c*,onde a e b sao as medidas das pernas do triangulo (os lados que
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V3 =173

Quando vocé aplica as [unc¢des trigonométricas SohCahToa e seus reciprocos
ao triangulo 45745907, voce tem os seguintes valores trigonométricos:

H 1 192 H A2 =
,l"g_____:_-\l = “0se O == =
sen 4h e 5 0,71 cosec 45 0 0 V2 =141
v O_A__l__ — \'I =17 f"u._H__\z . P
cos 45 & T NoRar) =0,71 sec45 S o =y2=141

ﬂ_O_L_ !'o_A__l S
tg45_A—1—l cotg4o—o—1—l

0 trigngulo 30°-60°-90°
Todo triangulo 30°-60°-30° é metade de um triangulo eqilatero,

O triangulo 30°-60°90° na Figura 6-2 é¢ metade de um triangulo eqiiilatero
de 2-por-Z-por-2.Lle tem pernas que medem 1 ¢ v3 (mais ou menos 1,73),e
uma hipotenusa de medida igual a 2.

i

po! - : s ;

}’ g Nao cometa o erro comum de trocar o 2 pela V3 ern um triangulo 30°-60°-90°.
' Lembrese que 0 2 & maior que y3 (4 é igual a 2,entao V3 deve se menor do

\. que 2) e que a hipotenusa é sempre o maior lado de um tridngulo retangulo.

Al
%

QA Quando vocé amplia um triangulo 30°-60°-90°, exagere o fato de que é
mais largo do que alto.Isso torna ébvio que o menor lado (de medida
igual a 1) é oposto ao menor angulo (30°).

Aqui estao os valores trigonométricos para o triangulo 30°-60°-90°.

g H _ 1 e B e B
s.enSG_O_2 coaeLSO_O—l—Z
e n_ﬁ_ \'I o - o_ﬂ_i_m~ =
cos 30 =y = ()87 sec 30 =A~ B 3 = 1,15
n I_O_L_ﬁ. i rJ_A_i_ ﬂ. T
tg 30 A= 3 =(,58 cotg 30 e =vyo=1,73
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O triangulo 30°-60°-90° mata dois coelhos com uma cajadada s6 porque
ele também lhe da os valores trigonoméltricos para um angulo de 60°.

D& novamente uma olhada na Figura 6-2. Para o dngulo de 60°,0 lado do
triangulo que mede V3 é agora o lado oposto para os fins do SohCahToa
porque esta no lado oposto do angulo de 60°.0 lado de medida igual a 1
se torna o lado adjacente para o angulo de 60°,e o lado de medida igual

a 2 continua, é claro,sendo a hipotenusa. Agora use o SohCahToa de novo
para achar os valores trigonomeétricos do angulo de 60°.

: 'o_o__\i3 ~ )6 ’U__,I:I,,_. 2 _&M
sen 60° = H="9 ~ 0,87 cosec 60 0= B~ 3 ~ 1,15
o A_1 o H_2 _
cos(JO—H-z secGU—A—]mz
L-__O __\IIIS — o= L J— A_ _._\1_.:.___\_II§_ -
tg GO | =y3=~173 cotg 60 S5 4 0,58

O mnemonico SohCahToa,junto com os dois triangulos retangulos
muito faceis de serem lembrados na Figura 6-2, te dao a resposta para
18 problemas trigonométricos!

Circulando o inimigo com o circulo unitdrio

SohCahToa somente funciona com triangulos retingulos, e assim s0 pode
lidar com @ngulos agudos — angulos menores que 907 (Os angulos em um
triangulo devem somar 180° porque um triangulo retangulo tem um angulo
de 907, e os outros dois angulos devem ser menores do que 90%).Com o
circulo trigonométrico (unildrio),no entanto,voce pode achar valores
trigonomeétricos para qualquer tamanho de &ngulo.O circulo trigonométrico
tem um raio de uma unidade e é fixado em um sistema de coordenadas x-y
com o seu centro na origem.Veja a Figura 6-3.

¥
o

Quadrante Il Quadrante |
[_\'g—, 1 radiano = 57° [“% %)
l a
60
1 Medida =
2
(-1,0) 20° (1,0
==X

falado circulo

. trigonométrico. Quadrante Il| Quadrante IV
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A Figura 6-3 tem bastante informacéo, mas nao entre em panico; tudo vai
fazer sentido em um minuto.

Angulos no cireulo trigonométrico

. Para medir um @ngulo no circulo trigonomeétrico, comece no lado positivo do

€ixX0 X e siga em sentido anti-hordrio para o lado terminal do angulo.

Por exemplo, 0 angulo de 150° na Figura 6-3 comeca no lado positivo

do eixo x e termina no segmento que toca o circulo unitario no ponto
\Fr-?’_ 17 % - . i s 5

(*T’ ?).Se, em vez disso, vocg seguir no sentido horario, vocé pode

obter um angulo com medida negativa.

Medindo éngulos com radianos

Vocé sabe tudo sobre graus.Vocé sabe como sao angulos de 45° e de 90°:
vocé sabe que meia volta significa uma volta de 180° e que voltando até
onde vocé comegou é uma volta de 360°,

Mas graus nao € a tinica maneira de medir angulos.Voc@ também pode
usar radianos. Graus e radianos sao apenas duas maneiras diferentes
de medir @ngulos, como polegadas e centimetros sdo duas maneiras de
medir o comprimento.

A medida em radiano de um dngulo é o comprimento do arco ao longo
da circunferéncia do circulo unitario cortado pelo angulo.

Olhe para o angulo de 30° no quadrante I na Figura 6-3.Vocé vé a secao
em negrito da circunferéncia do circulo que é cortada por esse angulo?
Visto que o circulo todo tem 360°, 0 angulo de 30° é um doze avos do
circulo. Entao o comprimento do arco em negrito é um doze avos da
circunferéncia do circulo. A circunferéncia é dada pela férmula C= 27r.
Esse circulo tem um raio igual a 1,entdo sua circunferéncia é igual a 2.
Posto que o arco em negrito seja um doze avos disso, seu comprimento é
%,que € amedida em radiano do angulo de 30°.

A circunferéncia do circulo trigonométrico de 2r torna mais facil se
lembrar que 360° é igual a 2n radianos. Metade da circunferéncia tem uma

- medida igual a n,entao 180° € igual a n radianos.

Se voce focar no fato de que 180° é igual a 7 radianos, outros angulos
serao faceis:
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1~ 90° é metade de 180° entdo 90° é igual a metade de 71,0u % radianos.
+~ 60° € um terco de 180° entao 60° é igual a um terco de n,0u % radianos.

# 457 € um quarto de 180° entao 45° & igual a um quarto de ,0u % radianos.

1~ 307 € um sexto de 180°,entdo 30° € igual a um sexto de m,0u % radianos.

Aqui estao as formulas para converter de graus para radianos e vice versa.
1~ Para transfmmar de graus para radianos, multiplique a medida do
angulo por 180°

v Para transformar de radianos para graus, multiplique a medida do

(¢}

angulo por

Por sinal,a palavra radiano vemn de raio.Olhe a Figura 6-3 novamente. Um
angulo medindo 1 radiano (mais ou menos 57°) corta um arco ao longo da
circunferéncia desse circulo de mesma medida do raio do circulo. Isso é
verdade nao apenas para circulos unitarios, mas para circulos de qualquer
tamanho.Em outras palavras, pegue o raio de qualquer circulo, coloque-o ao
longo da circunferéncia do circulo, e esse arco cria um angulo de 1 radiano.

Nesse ou em qualquer outro livro de cédlculo,algumas problemas usam
graus e outros usam radianos, mas radianos é a unidade preferivel. Se um

* problema nao especificar a unidade, faga o problema em radianos.

Querida, eu encolhi a hipotenusa

Olhe novamente o circulo unitario na Figura 6-3.Viu o triangulo de 30°-
680° - 90° no quadrante I? E a mesma figura, porém metade do tamanho do
triangulo da Figura 6-2. Cada um dos seus lados é igual 4 metade do da

Figura 6-2.Visto que a hipotenusa tem agora uma medida de 1,e porque

quandoHé 1, g ¢ igual a O,0 seno do @ngulo de 30°,que ¢ igual a %

termina se igualando 4 medida do lado oposto.O lado oposto é igual a %
,entao isso € o seno de 30°. Note que a medida do lado oposto é a mesma
V3

2 W
nesse triangulo, ele acabha se igualando a medida do lado adjacente, que é
V3 1
272
para o sen 30° e cos 30° sao os mesmos que os dados pelo triangulo de

que a coordenada y do ponto ( ) Se vocé descobre o cosseno de 30°

O mesino que a coordenada x do ponto ( ) Note que esses valores
30°-60° - 90° na Figura 6-2.Isso mostra a vocg,a propésito, que encolhendo
um triangulo retangulo (ou aumentando) nao tem efeito nos valores

trigonométricos para os angulos no triangulo.
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Agora olhe para o triangulo de 30°- 60° - 90° no quadrante 1l na Figura-

6-3.Visto que é do mesmo tamanho que o tridangulo de 30° 60° - 90°
5y
V3

2

no quadrante I, que toca o circulo no ponto ( . % ,0 tnidngulo no

quadrante Il toca o circulo no ponto que esta do outro lado e é simétrico
V3 1
) 22
'y .Mas lembre-se que os angulos no circulo unitario sao todos medidos

ao ponto ( ).As coordenadas do ponto no quadrante Il sao (— %

a partir do eixo x,assim a hipotenusa desse tridngulo indica um angulo
de 150°; e esse é o dngulo, e nao 30°,associado com o ponto |- \:% %) @]
ENG 4 /
cosseno de 150° é dado pela coordenada x desse ponto,— l;—,e o seno de

150° é igual a coordenada y, %

O lado terminal de um angulo no circulo unitario toca o circulo em um
ponto cuja coordenada x é o cosseno do angulo e cuja coordenada y

¢ o seno do angulo.Aqui estd um mnemonico: x e y estio em ordem
alfabética assim como estdo o cosseno e o seno.

Colocando tudo junto

Olhe a Figura 64.Agora que vocé sabe tudo sobre o triangulo de 45°- 45°
- 907, vocé pode facilmente resolver — ou acreditar no que eu digo — que um
triangulo de 45° 45°90° no quadrante [ toca o circulo unitario no ponto

[2 4 h,
(-\-2. -\'2—2> E se vocé vira o triangulo de 30°-60°90° no quadrante I,vocé tem
Y

um Emgu o de 60° que toca o circulo no ponto %%

mesmas coordenadas que as do dngulo de 30°, mas invertidas.

.Esse ponto tem as

Figura 6-4:
Quadrante

| do circulo
trigonométrico
com trés
dngulos e suas
coordenadas.
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E-S g = = ; St
ﬁ—?lf\ Toda vez que vocé desenhar um tridngulo retdngulo no circulo unitério,

&
&IF .. coloque o angulo agudo,que serd o imput das fungoes trigonométricas,
\d\_/ na origem - ou seja, (0,0) — e depois coloque o dngulo reto no eixo x -

nunca no eixo y.

-
5 i . i . 22 -
K Para evitar misturar 0s numeros ‘l“ e l;— ao lidar com um angulo de 30° ou
o 4 &

s
com um dngulo de 60°, note que % éiguala 0,5 e que Jé‘i € igual a mais
ou menos 0,87. Entao, devido ao fato de um angulo de 30° tocar o circulo

mais para a direita do que para cima,a coordenada x dever ser maior que a

=
coordenada y.Assim, 0 ponto deve ser [\'2—3,%)0 nao o contrario.

Agora para todo o processo. Por causa da simetria nos quatro quadrantes,

os trés pontos no quadrante [ na Figura 64 t€m equivalentes nos outros trés
quadrantes, dando a vocé 12 pontos conhecidos.Some a esses os quatro
pontos nes eixos, (1,0),(0,1),(-1,0),e (0,-1),e vocé tem um total de 16 pontos,
cada um com um angulo correspondente, como mostrado na Figura 6-5.

R

Figura 6-5: (_\fg

Ocirculo ! 2
unitario com

16 &ngulos (

e suas '
it el
coordenadas. ( 1 “3) T ‘l JIE’
T y (0.-1) 25 2

Esses 16 pares de coordenadas te ddo automaticamente o cosseno e o seno

sen ¢
dos 16 angulos. E devido ao fato de tg #="75",voce pode obler a
tangente desses 16 dngulos dividindo a coordenada y do angulo pela

coordenada x do mesmo (Note que a tg #também € igual a inclinacao
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do lado terminal do angulo).Finalmente, vocé pode encontrar a co-
secante, secante, e co-tangente dos 16 angulos porque essas fungoes
trigonomeétricas sao apenas os reciprocos do seno, cosseno, e tangente.
Agora vocé tem, na ponta dos seus dedos — ok, talvez eu esteja

exagerando — a resposta para 96 questdes trigonométricas.

oL Saber os valores trigonométricos para o circulo unitirio é muito
importante em calculo. Entdo faca um teste com vocé mesmo. Comece
memorizando os tridangulos de 45%- 45 90° e de 30°- 60°- 90°. Depois
imagine como esses triangulos cabem dentro dos quatro quadrantes do
circulo unitario. Use a simetria dos quadrantes como ajuda. Com alguma
pratica, vocé pode produzir os valores pra as seis funcgoes trigonométricas
dos 16 angulos na sua cabeca.Tente fazer isso com radianos e também

com graus. Isso vai aumentar o seu total para 192 fatos trigonométricos!
Réapido - qual € a secante de 210°, e qual é o cosseno de _25:1? Aqui estao as

respostas (sem olhar): - 23 po 1

3 &

Desenhando o grafico do seno,
cosseno e da tangente

A Figura 6-6 mostra os graficos do seno, cosseno e da tangente, os quais
vocé pode, naturalmente, produzir em uma calculadora grafica.

\@“E'sf 0 seno,cosseno e a langente — e seus ret:f}_)rf_)cos, co-secante, secante e co-
'" tangente — sao funcoes periodicas,o que significa que seus grificos contém
|

\ uma forma béasica que se repete indefinidamente para a esquerda e para a
— direita. O periodo desse tipo de fungio é o comprimento de um de seus ciclos.
¥
¥=seny
1 --.\\ o
¢ 3
90 90 180N\ 20 /360
\ y=tox
e ‘ 4 4
y i .0 15 i
y = cosx % @ 180 27
£S5 S ; H
Figura 6-6: e 5 ;
Os gréficos i :
g \ G :

o y f———X
das fungdes a0 g, 180 /770 360 e
seno \ : s
? 5 2 ; Assintota

cosseno e

tangente.
jo= e o]

i

/1
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Se vocé conhece o circulo unitario,vocé pode facilmente reproduzir esses trés
graficos manualmente. Primeiro, note que os graficos do seno e do cosseno
tém a mesma forma — cosseno € 0 mesmo que seno,apenas deslize em 90°
para a esquerda. Também, note que sua forma de onda simples vai até 1 e até
-1 e segue para esquerda e para direita eternamente, se repetindo a cada 360°.
Esse é o periodo de ambas as fungoes, 360° (Néo é coincidéncia, por sinal,
que 360° é também uma volta ao redor do circulo). O circulo unitario diz a
voce que sen (°=0,sen 90° = 1,sen 180° =0,sen 270°=~1,e que o sen 360° =
0.5e vocé comega com esses cinco pontos, vocé pode esbogar um circulo.Q
ciclo entéo se repete para a esquerda e para a direita.Vocé pode usar o circulo
unitario da mesma maneira para esbocar a funcéo cosseno.

Note na Figura 6-6 que o periodo da fung¢ao tangente é 180°.Se vocé se
lembrar disso e do padrao basico de repetir o formato em S para tras,
esbocar nao € tao dificil. Devido ao fato de a tg # == vocé pode usar o
circulo unitario para determinar que a tg (—45%) =-1,tg 0°=0 e tg 45° = 1.Isso
déa a vocg os pontos (-45°-1),(0,0),e (45°,1).Visto que a tg (-907) e a tg 90°
sio indefinidas (X nesses pontos te ddo um zero no denominador), vocé
desenha assinfotas em -90° e 90°.

& 5 i y ; T ;
f.‘r/_' Uma assintota € uma linha imaginaria com a qual a curva vai se
aproximando cada vez mais, mas nunca toca.

As duas assintotas em -90° e em 90° e os trés pontos em (<45°-1),(0,0),e
(45°,1) mastram a voce onde eshocar um S para tras. Os formatos em S se
repetem a cada 180° para a esquerda e para a direita.

Fungées trigonomeétricas inversas

Uma fungado trigonométrica inversa, assim como qualquer func¢ao inversa,
inverte o que a fungéo original faz. Por exemplo, sen 300 = L entaoa funcao
inversa do seno — escrita como sen~ — inverte a entrada e a saida. Assim, sen™

% =30 Isso funciona da mesma maneira para as fungoes trigonomeétricas.

K nO! O niimero 1 negativo sobreserito na funcao inversa do seno ndo é uma
& ™\ poténcia negativa, apesar de o fato de se parecer com isso. Elevar algo a
' poténcia-1 lhe da o reciproco,entao voce talvez pense que sen™' x é o
& reciproco do sen x,mas o reciproco do seno € a co-secante, e ndo o inverso
do senoVocé pode pensar que eles poderiam ter sugerido uma maneira
menos confusa de indicar o inverso de uma fungio.Va entender.
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O tnico truque com fungdes trigonométricas inversas é memorizar seus

intervalos — ou seja, o intervalo das suas entradas. Devido ao fato de sen

300 = L esen 150°= % ndo ha como saber se o sen! L ¢ igual a 30° ou

a 150° a nao ser que vocé saiba como o intervalo das entradas ¢ definido.
E lembre-se, para que algo seja uma funcao, nao pode haver nenhum
mistério sobre a entrada de uma dada saida. Se voceé reflete a funcao seno
sobre a linha y = x para criar o seu inverso,vocé tem uma onda vertical
que nao é uma fungao porque nao passa no teste da linha vertical. (Veja

a definicao do lteste da linha vertical no Capitulo 5). Para tornar o inverso
do seno uma fungao, vocé tem que pegar um pequena pedaco da onda

vertical que passa pelo teste da linha vertical. Aqui estao os intervalos:

O intervalo do sen! x é (— ; E) ou [-90°,90°]
O intervalo do cos™ x é [0,7] ou [0°,180°]

O intervalo da tg™ x é 2 %%} ou [-90°,90°]
O intervalo da cotg™ x é [0,n] ou [0°,180°]

Note o padrao: o intervalo do sen™ x € o mesmo da tg”' x ,e o intervalo
do cos™! x é o mesmo da cotg™ x.

Acredite se quiser,mas os autores de célculo ndao concordam com o
intervalo para as funcoes do inverso da secante e da co-secante.Vocé
pensou que eles concordavam sobre isso assim como concordam

com quase completamente todo o resto em matematica. Tolice. Use os
intervalos dados no seu livio em particular. Se vocé nao tem um livro, use o
intervalo do sen' x para o seu primo cosec™ x,e use o intervalo do cos™
x para sec”! x (Por sinal,eu nao me refiro a cosec™ x como o reciproco

do sen™! x porque nao é o seu reciproco — Mesmo que cosec X seja o
reciproco de sen x.0 mesmo para cos™ x e sec™ x).

Identificando com identidades
trigonométricas

Vocé se lembra das identidades trigonométricas sen*x + sen*x =1 ¢
sen 2x = 2sen x cos x? Diga a verdade agora — a maioria das pessoas
se lembra das identidades trigonométricas assim como se lembra dos
presidentes do século dezenove. Elas séo (teis no calculo, entao uma
lista de outras identidades tuteis estd na folha de consulta.
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|| Ronny tinha o tamanho e a velocidade, mas |

|| ndo sabia nada sobre graficos de equagdes |
- || auadréficas para jogar um 6timo futebol
|| americano

- Ok - imaginem um sistema
cartesiano. Ronny, vocé é
%%+ 2x + 3; Doug, vocé é
ax? + bx +c...




Nesta patrte...

matematica dos limites tundamenta todo o célculo.De
certa forma, li S
de uma curva — mais e mai 1 to — ate'que se
torne reto. Uma vez reto,a boa e ve[ha dlgebra e geometria
podem ser usadas. Essa éa magica do calculo.




Capitulo 7
Limites e continuidade

Neste capitulo
Dando uma olhada em limites

Avaliando fungées com intervalos abertos — quebrando as bolas de naftalina

Explorando a continuidade ¢ a descontinuidade (desprezar a continuidade é

extremamente proibido)

Leve

oF GM"“"(O

o WRlTig,

2 % 4
’a’ama

imites sdo fundamentais para o calculo diferencial e integral. A

defini¢ao formal de uma derivada envolve limite assim como a
defini¢ao de uma integral definida (Se vocé é realmente uma pessoa
empreendedora e nao pode esperar para ler as defini¢hes reais, dé uma
olhada nos Capitulos 9 e 13). Agora, constata-se que depois de vocé
aprender os atalhos para calcular derivadas e integrais, vocé nao vai mais
precisar usar os métodos de limite longos. Mas entender a matematica
dos limites €, todavia,importante porque forma a base na qual a vasta
arquitetura do calculo estd construida (Ok, entao eu exagerei um pouco).
Nesse capitulo, eu maostro a base para diferenciagao e integracao ao
explorar limites e o topico intimamente relacionado, continuidade.

ao limite — NAQ

Limites podem ser complicados. Mas nao se preocupe se voceé nao
compreender o conceito de uma vez,

Olimite de uma funcéo (se ele existir) para algum valor de x,a.é a altura da
qual a fun¢ao cada vez mais se aproxima a medida que x se aproxima de a
pela esquerda e pela direita,

Entendeu? Vocé esta brincando! Deixe-me dizer de outra maneira. Uma
fun¢ao tem um limite para um dado valor de x se a fungao zera em algum
ponto a medida que x se aproxima ao dado valor pela esquerda e pela direita.
Isso ajudou? Eu achei que nao. E muito mais facil entender limites através de
exemplos do que através dessa bobagem, entao dé uma olhada em alguns.
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mites

Usando trés funcées para
ilustrar 0 mesmo limite

Considere a fungao f (x) = 3x + 1 na Figura 7-1. Quando nés dizemos que o
limile de / (x) quando x se aproxima de 2 é 7 escrito como limf (x) = 7 nés
queremos dizer que a medida que x se aproxima de 2 pela esquerda ou pela
direita, f(x) se aproxima de uma altura igual a 7. Por sinal, até onde eu sei,

o numero 2 nesse exemplo nao tem um nome formal, mas eu o chamo de
numero x. Com o x em seu nome, vocé nao vai confundilo com a resposta
para o problema de limite ou simplesmente limite,ambos se referem a um
valor y ou altura da funcao (7 nesse exemplo).Agora,olhe a Tabela 7-1.

e e B
G

‘H"‘“-.\

=

T |
Figura7-1: 0 . et e T
graficode f «I)Z 1 2 3 4 8§
(x)=3x+1. a7
= is = el A
Tabela 7-1s Valores de entrada e saidadef(x)=3x+1a

medida que x se aproxima de 2

X se aproxima de 2 X se aproxima de 2
pela esquerda pela direita

x | 1 [15]18]199[1999] [2001201] 21 25] 3
fi] 4 [55]67 6976997 [7,003[7,08] 7.3 [ 85] 10

y se aproxima de 7 ki y se aproxima de 7

A partir da Tabela 7-1,vocé pode ver que y estd cada vez mais perto de 7 em
ambos os lados. Se voce estiver pensando sobre porque todo o alvorogo —
porque nao colocar o nimero 2 no lugar de x e obter uma resposta igual a
7—eu tenho certeza que vocé tem muita companhia. Alids, se todas as fungoes
fossem continuas (sem descontinuidades,sem “quebras”™) como a da Figura
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7-1,voce poderia apenas colocar o nimero x para ter a resposta, e nao haveria
necessidade desse tipo de problema sobre limite. Nés precisamos de limites
em calculo por causa das importantes fungdes que tém buracos.

A fungao na Figura 7-2 é idéntica & funcao na Figura 7-1 exceto pelo
buraco no ponto (2,7) e o ponto em (2,5).

Na verdade, essa funcao,g(x), nunca apareceria em um problema de
caleulo simples — Eu apenas uso para ilustrar como os limites funcionam
(Continue lendo, eu tenho mais coisas essenciais para mostrar antes de
VOCE ver porque eu as coloquei aqui).

As fungdes importantes sao as fungoes como as da Figura 7-3,que aparecem
com freqiiéncia no estudo das derivadas. A terceira funcao, i(x), é idéntica a
fx) exceto pelo fato de o ponto (2,7) ter sido arrancado, deixando um buraco
em (2,7) e nenhum outro ponto onde x seja igual a 2.

Imagine que a tabela de valores de entrada e saida seja parecida para g(x)
e h(x).Voceé pode ver que os valores seriam idénticos aos valores na Tabela
7-1 para f(x)? Tanto para g(x) como para h(x), a medida que x se aproxima
de 2 pela esquerda e pela direita, y se aproxima cada vez mais de uma
altura igual a 7.Para todas as trés fungdes, o limite 4 medida que x se
aproxima de 2 & 7.1sso nos leva a um ponto critico: quando determinamos
o limite de uma fungao a medida que x se aproxima, digamos que de

2,0 valor de f(2) — ou mesmo se f2) realmente existe — é totalmente
irrelevante. D& uma olhada nas trés fung¢oes novamente na Figura 7-4.

¥

A

e
Figura 7-2:
0 gréafico de
g0, que é
f(x) como
ponto (2,7) < ey
movido para -1/ 12 3 4 5§
(2,5). 2l

M W = o o =~ o W
.
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¥
A
9_.
E..
?--
6_
5_
4_.
Figura 7-3: 31
0 grafico a1
de h(x): a
fungao f(x) 17
COM UM X
buraco em -1/_ TS 208 3 e
(2,7). §
s mana '

Considere as trés funcoes onde x = 2: f(2) é igual a 7,g(2) € 5,

h(2) nao existe (ou,como os matematicos dizem, ¢ indefinida). Mas
quando voceé esta calculando o limite dessas fungoes a medida que x
sc aproxima de 2,0 que realmente aconteceem x =2 & irrelevante.“E
se em x = 2 a funcao fizer assim e assado?” vocé talvez pergunte. Nao
importa — nao ha se, e, ou, mas.

Qeﬁ-‘\l_ﬂ‘o( Em um problema sobre limite, x se aproxima cada vez mais do nimero x,

~’ mas nunca chega ld,e o que acontece com a funcao quando x € igual ao
| nimero x ndo tem efeito na resposta do problema sobre limite (embora
para fungoes continuas como f(x),0 valor da fungao € igual ao limite e
pode ser usado para calcular o limite).

¥ ¥
X .
9+ f g
fix) glx) hix)
8 8
7 7
B / 8
5 / 5
!
4t 4
¢ / 3
e 27 24
Figura 7-4: ; :
Os graficos o saay < JJf e ATt K / oy
de f(x), -1/ [Py T 1/ DA
g(x), e h(). ! /1 2
[N S 4 i Y
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Andando de lado com limites laterais

Limites laterais funcionam como limites bilaterais regulares com
excecao do x se aproximar do niimero x apenas pela esquerda ou pela
direita. O objetivo mais importante para esses tipos de limites é que eles
sao usados na definigao formal de um limite regular (veja o préximo
topico sobre definicdo formal de um limite).

Para indicar um limite lateral, vocé coloca um pequeno sinal de
subtragao sobrescrito no niimero x quando x se aproxima do nimero

X pela esquerda ou um sinal de adicao sobrescrito quando o x se
aproxima do nimero x pela direita. Dessa maneira:

limf(x) ou limg(x)

Olhe a Figura 7-5.A resposta para um problema sobre limite regular,

limp (x)z ¢ que o limite nao existe porque x se aproxima de 3 pela
esquerda e pela direita, p(x) nao tende a zero em nenhum ponto.

No entanto,ambos os limites laterais existem.A medida que x se aproxima
de 3 pela esquerda, 0s zeros de p(x) estdo a uma altura igual a 6,e quando
x se aproxima de 3 pela direila, 0s zeros de p(x) estao a uma altura igual a 2.
Assim como os limites regulares, o valor de p(3) nao tem efeito na resposta
de nenhum desses problemas de limites laterais. Assim,

limp (x) =6 ou limp () =2

P v )
Figura 7-5:

plx): uma
ilustracao "::}:{é.\:\-rx
de um limite \
lateral. i

Uma fungao do tipo p(x) na Figura 7-5 é chamada de funcao definida
por partes porque tem pedagos separados. Cada pedaco de uma funcao
definida por partes tem sua prépria equagao — como, por exemplo, a
funcao de trés pedacos a seguir:

X para x<1
y={3x-2 para l<x<10
X+5 para x>10

Algumas vezes um pedaco de uma fungao definida por partes se conecta
com o pedago vizinho, e nesse caso a funcao € continua nesse pedaco.

E algumas vezes, assim como p(x), um pedaco nao se conecta com o
pedago adjacente — isso resulta em uma descontinuidade.
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A definicdo formal de limite —
0 que Vocé estava esperando

Agora que voc@ sabe sobre limites laterais, eu posso dar a voc€ a defini¢ao
matematica de um limite. Aqui vai:

‘t‘*”fc,q Definicao de limite: Deixe que fseja uma funcao e deixe que a seja um
;‘ = x\, nimero real.
N ‘/7/ limf (x) existe se,e somente se

%g
1. limf (x) existir

¥ord

2.limf (x) existir

x—sa’

3 limf (x) = limf (x)

Livros de calculo sempre apresentam isso como um teste de trés partes para

a existéncia de um limite, mas a condicao 3 € a Ginica que voce precisa se
preocupar porque 1 e 2 estdo inseridas na 3.Apenas lembre que vocé nao
pode satisfazer a condicao 3 se o lado esquerdo ¢ o direito da equagéo forem
ambos indefinidos ou inexistentes; em outras palavras,ndo € verdade que
indefinicdo = indefinido ou que inexistente = inexistente. Desde que vocé
tenha entendido isso,a condicao 3 € tudo o que voce precisa verificar.

QEF'AF_% Quando nds dizemos que um limite existe, isso significa que o limite
7% éigual a um nimero finito. Alguns limites sao iguais ao infinito ou ao

J infinito negativo, mas vocé, no entanto, diz que eles ndo existern.Isso

pode parecer estranho, mas leve o que eu digo em consideragao (Mais

sobre limites infinitos no préximo tépico).

Limites infinitos e assintotas verticais

(x+2) (x- _2
(x-3) (x+

ponto x =3 e x =-1.Vocé se lembra das aasmlolas? Elas sao linhas imaginarias

Uma funcao racional como f(x) = temn assintotas verticais no
das quais uma funcéo se aproxima cada vez mais a medida que sobe,desce,

val para a esquerda,ou para a direita em dire¢ao ao infinito.Veja a Figura 7-6.

Considere o limite da fungdo na Figura 7-6 & medida que x se aproxima
de 3.A medida que x se aproxima de 3 pela esquerda, f(x) sobre para
;¢ & medida que x se aproxima de 3 pela direita, f(x) desce para —e.
Algumas vezes é informativo indicar isso escrevendo,

Imf () =0 e limf (x) — _
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Mas também ¢ correto dizer que ambos os limites acima ndo existem porque
0 infinito nao € um nimero real.Se pedirem a vocé para determinar um limite
bi-lateral regular, limf (x) ,voc@ nao tem escolha a nao ser dizer que ele nao
existe porque os limites da esquerda e da direita sao desiguais.

Limites no infinito — bem distantes, cara!

Até agora eu olhei para limites onde o x se aproxima de um nimero finito
e regular. Mas x também pode se aproximar de e ou —=. Limites no infinito

existem quando a fungio tem uma assintota horizontal, Por exemplo,a
funcao na Figura 7-6,f (x) = wik2) (e 5.) tem uma assintota horizontal
: (x-3)(x+1)’

em y = 1,no qual a fungao se move a medida que segue na direcao do e

para a direita e —e para a esquerda (Indo para a esquerda, a funcao cruza
a assintota horizontal em x = =7 e depois vai gradualmente descendo em
dire¢ao a assintota). Os limites sao iguais a altura da assintota horizontal e

escritos como:

limf () _

e Mf()_4

Voce vera mais sobre limites no infinito no Capitulo 8.



84 Parte lll: Limites

Calculando a velocidade
instanténea usando limites

Se vocé estava cochilando até agora, ACORDE! O problema a seguir,
que eventualmente se torna um exemplo de problema sobre limite (eu
prometo), traz vocé para o ponto inicial do célculo propriamente dito.
Digamos que vocé e o seu gato que adora calculo estejam passeando
um dia e vocé decida soltar uma bola da sua janela do segundo andar.
Aqui esta a formula que te diz a altura da bola depois de passados
alguns segundos (ignorando a resisténcia do ar):

h () =5¢

(onde h é a altura da qual a bola caiu,em metros, e t € o valor do
tempo desde que a bola foi jogada, em segundos)

Se vocé colocar 1 no lugar de ¢,/ é 5; entdo a bola cai 5 metros durante
o primeiro segundo. Durante os 2 primeiros segundos, ela cai um total

de 5- 22, ou 20 metros, e assim sucessivamente. Agora, e se vocé quisesse
determinar a velocidade da bola a exatamente 1 segundo depois que
vocé a jogou? Vocé pode comecar usando essa velha e confiavel formula:

Distdncia = velocidade - tempo, entao velocidade = distancia/termpo

Usando a férmula da velocidade,vocé pode descobrir facilmente a
velocidade média da bola no 2° segundo da sua queda.Devido ao fato de a
bola ter caido 5 metros depois de 1 segundo e um total de 20 metros depois
de 2 segundos, ela caiu 20 - 5,0u 15 metros de £ = 1segunto até ¢ = 2 segundos.
A férmula a seguir lhe dé a velocidade média:

distancia total

Velocidade média =
tempo total

_20=5

21
15
=

= 15 metros por segundo

Mas essa nao € a resposta que vocé quer porque a bola cai cada vez
mais rapido a medida que ela cai, e vocé quer saber a sua velocidade
a exatamente 1 segundo depois que vocg a joga.A bola acelera entre 1
e 2 segundos, entdo a sua velocidade média de 15 metros por segundo
durante os 2 segundos é certamente mais rapida do que a velocidade
instantanea no final do 1° segundo. Para uma melhor aproximacao,
calcule a velocidade média entre £ = 1 e £ = 1,5 segundos. Depois de 1,5
segundos, a bola caiu 5 - 1,5°, ou 11,25 metros, entao de £ = 1 até f = 1.5,
ela cai 11,25 — 5, ou 6,25 metros. Sua velocidade média € assim:
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11,255
1)
_625
05

= 12,5 metros por segundo

Velocidade média =

Se vocé continuar esse processo para lapsos de tempo de um quarto de
segundo, um décimo de segundo, depois um centésimo, milésimo, e dez
milionésimos de um segundo, vocé chega a uma lista de velocidade
média mostrada na Tabela 7-2.

Tabela 7-2 velocidades média a partir de 1s até fsegundos
|
FSRAlRAS 2 13 % ’ o | e | 11w | Voo
' velocidade média |
delsatétsequndos| 125 | 11,25 ‘ 105 | 10,05 | 10,005 | 10,0005

A medida que f se aproxima cada vez mais de 1 segundo,a velocidade
média aparenta se aproximar cada vez mais de 10 metros por segundo.

Aqui esta a [ormula que nods usamos para gerar os niimeros na Tabela 7-2.
Ela lhe dé a velocidade média entre 1 segundo e t segundos.

B85
-1

L 5(F=1)
=1

_o=D{+1

t—1
=5t+5(t=1)

Velocidade média =

A Figura 7-7 mostra o grafico dessa funcao.
c

-

807
07
601
507

407 4—‘3“&(11)
307 /
207
_ i0 / i
Figura 7-7: M e, e

A funcao da ™
velocidade
média




8 6 Parte IlI: Limites

Esse grafico é idéntico ao grafico da linha g (£) = 16¢+ 16, exceto pelo
buraco em (1,10). Ha um buraco la porque se vocé colocar 1 no lugar de ¢
na funcao da velocidade média, vocé tem

5
Velocidade média = iﬁf—~]—‘l

e
500

que é indefinido. E.por que vocé obteve %? Porquie vocé estava tentando
determinar a velocidade média — que € igual a distdncia total dividida pelo
tempo decorrido—det=1at=-1Masdet=1atéf=1ndo é¢e claro,tempo,

e“durante”esse ponto no tempo,a bola nao percorre nenhuma distancia,
Zero metros

como a velocidade médiaentret=1ef = 1.
zero segundo

entao voce tem

Obviamente, ha um problema aqui.Segure o seu chapéu,vocé chegou a um dos
grandes momentos ‘A-hal”no desenvolvimento de célculo diferencial.

Velocidade instantdnea é definida como o limite da velocidade média a

medida que o tempo decorrido se aproxima do zero.

O fato de que o tempo decorrido nunca chega a zero nao afeta a precisao da
resposta para esse problema sobre limite — a resposta € exatamente 10 mefros
por segundo,a altura do buraco na Figura 7-7.0 que € incrivel sobre limites

€ que eles permitemn que voce calcule a velocidade instantanea exata em

urmn deferminado ponto no tempo achando o limite de uma fungao que esta
baseado no tempo decorrido,um periodo entre dois pontos no tempo.

Unindo limites e continuidade

Antes que eu amplie o material incrivelmente maravilhoso sobre limites que
apresentei nas se¢oes anteriores desse capitulo,eu quero introduzir uma idéia
correlata — continuidade. Esse € um conceito super simples — de verdade,
confie em mim. Uma fun¢éo continua é simplesmente uma fungao sem
intervalos — uma funcao que vocé pode desenhar sem tirar o lapis do papel.
Considere as quatro funcoes na Figura 7-8.

Se uma fungao € ou nao conlinua é quase sempre 6bvio.As duas primeiras
funcées na Figura 7-8 - f(x) e g(x) —nao tem interrupgcoes entao elas sao
continuas. As proximas duas — p(x) e g(x) — tém interrupcdes em x=3,
entio elas nao sao continuas. Pronto, resolvido. Bem, nao realmente. As
duas fungoes com interrupcdes nao sdo continuas em todos os lugares,
mas devido ao fato de vocé poder desenhar se¢des delas sem tirar o 1apis
do papel, vocé pode dizer que partes dessas funcoes sao continuas. E
algumas vezes a func¢ao é continua em qualquer lugar que seja definida.
Esse tipo de fungao é descrita como sendo continua sobre todo o seu
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dominio, e significa que seu intervalo ou intervalos acontecem em valores
de x onde a funcao é indefinida. A funcao p(x) nao é continua sobre todo
o seu dominio porque ndo € continua em x = 3,que estd no dominio da
fun¢ao.Muitas vezes, o importante é se uma funcio é continua em um
dado valor de x E ela € a nao ser que haja uma interrupgao naquele x.

Todas as [ungoes polinomiais sdo continuas em todas as partes.
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Todas as funcées racionais — uma funcgao racional é o quociente de duas
fung¢oes polinomiais — sdo continuas sobre todo o seu dominio.

Continuidade e limites
normalmente andam juntos

Olhe para x = 3 nas quatro funcdes na Figura 7-8. Considere se cada
fungao é continua nesse ponto e se existe um limite no valor de x.As duas
primeiras, f e g, nao tém interrupcoes em x = 3, entio elas sao continuas
nesse ponto.Ambas as fun¢ées também tém limites em x = 3,e em ambos
0s casos, o limite € igual  altura da fungdo em x = 3, porque o x se
aproxima cada vez mais de 3 pela esquerda e pela direita, y se aproxima
cada vez mais de f(3) e g(3),respectivamente,

As fungoes p e g, por outro lado,nao sao continuas em x = 3 — ou vocé pode
dizer que elas sao descontinuas nesse ponto — e nenhuma tem limite em x
= 3.Para ambas as fun¢des, as interrupgoes em x = 3 nao apenas quebram a
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continuidade, mas também fazem com que elas nao tenham limites nesse
ponto porque,a medida que vocé move em dire¢ao a x = 3 pela esquerda ou
pela direita, vocé nao tende a um valor especifico de y.

Entio aqui estd. Continuidade em um valor de x significa que ha um limite
para esse valor de x. Descontinuidade em um valor de x significa que nao ha
limite nesse lugar. Bem, quase. Continue lendo para saber a excecao.

A excecdo do intervalo aberto
conta toda a historia

A excecao do intervalo aberto € a Unica excecéo para a regra que diz que
a continuidade e o limite andam juntos, mas é uma imporfante excecao.
E,eu tenho que admitir, € um pouco estranho dizer que continuidade

e limite geralmente andam juntos e falar sobre essa excegdo porque a
excecao é o ponto crucial. Quando vocé chega aqui,a excecao € mais
importante do que a regra. Considere as duas fun¢oes na Figura 7-9.

Essas fungoes tém interrupgoes em x = 3 e nao sao obviamente continuas
nesse ponto, mas tém limites a medida que x se aproxima de 3.Em cada
caso,0 limite & igual & altura do intervalo aberto.

\ Um intervalo aberto infinitesimal em uma fungao € o tnico lugar em que

a funcao pode ter um limite onde ndo € continuo.

Entao ambas as fungoes na Figura 7-9 tém os mesmo limite a medida
que x se aproxima de 3; 0 limite é 9,¢ o fato de que r(3) =2 e que s(3) é
indefinido é irrelevante. Para ambas as funcoes, a medida que x tende a 3
pela direita e pela esquerda, a altura da funcao tende a nove na altura do
intervalo aberto — esse € o limite. Isso tolera repeticdo — e até um icone:

O limite de um intervalo aberto é a altura do mesmo

¥ rx) : /) six)
i s b
'|I 8 I|| ] /
\ 7 / 7 |
\ 6 ’,' 8 /
il Illf‘ 5
4 / 4
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“Isso € 6timo”,vocé deve estar pensando.“Mas por que vocé deveria se
preocupar?”. Bem continue comigo por apenas um minuto.No exemplo
da bola caindo ne tépico “Calculando a velocidade instantanea usando

limites” no comeco do capitulo, eu tentei calcular a velocidade média
ZEero metros

: 0 s ) . zero segundo
Devido ao fato de o Ser indefinido, o resultado foi um intervalo aberto

durante o intervalo de tempo igual a zero.Isso me deu

na funcao. Intervalos abertos nas funcées freqilentemente vém da
impossibilidade de dividir zero por zero. E nessas funcoes que o processo
do limite € critico, e esses tipos de fun¢es sao o coragio do significado de

uma derivada, e a derivada é o coracao do calculo diferencial.

Uma derivada sempre envolve a fragio indefinida % e sempre envolve
o limite de uma funcéo com um intervalo aberto (Se vocé esta curioso,
todos os limites do Capitulo 9 - onde a derivada é formalmente definida —

sao limites de funcoes com intervalos abertos).

Descobrindo a bobagem
matemdtica da continuidade

Tudo que vocé precisa saber para entender plenamente a idéia de
continuidade € que a continuidade de uma funcao em um dado valor de x
significa que nao ha intervalo nesse valor No entanto, visto que vocé pode ser
testado na definicao formal a seguir,eu suponho que vocé va querer saber;

Definicao de continuidade: Uma funcao f(x) é continua em um ponto x
= a se as trés condicdes a seguir forem satisfeitas:

1. f(a) é definido,
2. Ijﬂlf (0 existe, e

3.f (@) =1 ),

Assim como a definicao formal de limite, a definicio de continuidade
esta sempre presente como um teste de 3 partes, mas a condicao 3 é a
inica com a qual vocé precisa se preocupar porque as condicoes 1 e 2
estao inseridas na 3.Vocé deve se lembrar, no entanto, que a condicio
3 ndo é satisfeita quando tanto o lado esquerdo como o lado direito da
equacao forem indefinidos ou inexistentes.
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0 mneménico 33333 do limite’

Aqui estd um otimo dispositivo de meméria que coloca um bocado de
informagao junta em uma tacada de mestre. Isso talvez pareca forcado ou
bobo,mas com dispositivos mnemonicos, for¢ado e bobo funcionam.Q
mnemonico 33333 do limite ajuda vocg a se lembrar de duas coisas sobre
limites, duas coisas sobre continuidade e uma coisa sobre derivadas (eu
sei que ainda nao chegamos a derivadas, mas este é o melhor lugar para
apresentar esse mnemonico.Acredite no que eu digo - nada é perfeito).

Primeiro, note que a palavra “limit”"tem cinco letras e ha cinco 3s nesse
mnemonico. Depois, escreva limit com um [ mintsculo e tire o traco do ‘s’
para que ele se torne um “l"— assim:

limil

Agora, 0s dois“I"s sao para limite, os dois “i"s s3o para continuidade (note
que a letra”/"tem um buraco nela, nao sendo, dessa forma, continuo), e o
‘m” ¢ para inclinacao (vocé se lembra de y = mx + b?),que é sobre o que
as derivadas falam (vocé vera isso daqui a algumas paginas no Capitulo 9).

Cada uma das cinco letras ajuda vocé a se lembrar de trés coisas —
dessa maneira:

1l 1mi
b e

o

3 partes para a definicao de um limite:

Veja a defini¢ao de limite no topico “Definicao formal de limite”.
Lembrando-se que ela tem trés partes que ajudam vocé a lembrar das
partes — confie em mim.

1~ 3 casos onde o limite nao existe:

- Em uma assintota vertical - chamada de descontinuidade infinita —
como em x = 3 na funcao p na Figura 78.

- Pulos de descontinuidades,como em x= 3 na funcéo g na Figura 7-8.

-3 s
* Com um limite no infinito de uma funcdo oscilante como 1}‘3‘f 0
sen x,onde a funcao sobe e desce para sempre, nunca tendendo
a um valor definido.

.+~ 3 partes para a definicéo de continuidade:

Assim como a definicao de limite, lembrar que a definicdo de
continuidade tem 3 partes ajuda vocé a lembrar as 3 partes (veja
o topico“Descobrindo a bobagem matematica da continuidade”
abordado anteriormente no capitulo).
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¥~ 3 tipos de descontinuidade:;

- Uma descontinuidade removivel — esse ¢ um termo mais sofisticado

para um intervalo aberto — como os intervalos na funcao re s na
Figura 7-9.

- Uma descontinuidade infinita como em x = 3 na funcao p na
Figura 7-8.
- Pulos de descontinuidades,como em x= 3 na funcao ¢ na Figura 7-8.

1~ 3 casos onde a derivada nao existe:
.(_Eu explico isso no Capitulo 9 - fique calmo)
- Em qualquer tipo de descontinuidade.
* Em um ponto acentuado de uma fungao — chamado de inflexao,

- Em uma tangente vertical (porque a inclinagao é indefinida
nesse lugar).

Bem, al esla.

Vocé provavelmente notou que a outra maneira que esse mneménico
funciona € que ele lhe da 3 casos onde um limite nao existe, 3 casos
onde a continuidade nao existe, e 3 casos onde a derivada nao existe.
Santo triplo trio de inexisténcia Batman, isto ainda é outro 3 — 0s 3
topicos do mneménico: limites, conlinuidade, e derivadas!
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Capitulo 8
Avaliando limites

Neste capitulo
Calculando limites com uma calculadora
Multiplicando conjugados
Resolvendo limites com um sanduiche

Encontrando limites no infinito

Capitulo 7 introduziu o conceito de limile. Esse capitulo fala dos

elementos basicos e apresenta muitas técnicas para calcular as
respostas para problemas sobre limites. E enquanto eu suspeito que vocé
esteja extremamente extasiado e totalmente horrorizado pelo material no
Capitulo 7 - e,nac me entenda mal,isso € coisa importante — séo os métodos
de resolugao de problemas nesse capitulo que realmente pagam as contas.

Limites fdceis

Alguns problemas de limites sao muifo faceis. Tao ficeis que eu ndo
preciso tomar seu tempo com comentarios introdutorios desnecessarios
e palavras dispensdveis que ocuparm espaco e nao fazem nada para
aprofundar o seu conhecimento da matéria — em vez disso, eu posso
apenas dizer o que € importante e lhe dar apenas os fatos criticos e ir
direto ao ponto e comecar a trabalhar e... Ok, vocé esta pronto?

Limites para memovizar

Vocé deve memorizar os limites a seguir. Se vocé fracassar em decorar
os trés dltimos, vocé pode perder muifo tempo tentando descobri-los.
Leve o que ecu digo em consideracao.
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plime=c

(¥ = ¢ € uma linha horizontal, entdo o limite — que é a altura da funcéo
—deve ser igual a ¢ nao importando o nimero x).

lim - I_
‘/\H X

hm1 —w
Plimsr x =

Thmiate
P 0

;/,l',“li 0

lim 351 X senx

X0

cosx—1
%

I|m ([ +%)x; e

Hopw

!ip]'l =0

Pegue e Leve

Os problemas “pegue e leve”fazem parte da segunda categoria de limites
faceis. Apenas plugue um nimero na funcao limite, e se o calculo resultar
em um nuamero, essa € a sua resposta. Por exemplo,

L

Esse método funciona pra limites envolvendo funcdes continuas

e funcdes que sao continuas sobre todo o seu dominio. Esses sio
problemas sobre limite bobos, e, para ser sincero, eles nao tém nexo. Q
limite € simplesmente o valor da fungao.

& \\ O método plug-and-chug funciona para qualquer tipo de funcéo,incluindo
“[’ funcoes definidas por partes,a ndo ser que haja uma descontinuidade no

: ) nimero x que voce plugou (Veja o Capitulo 7 para uma descri¢ao sobre
fungoes definidas por partes).

¢ obtiver

o Se vocé plugar o ntimero x em um limite do tipo lim

qualquer nimero (exceto zero) dividido por zero — como o entao

vocé sabe que esse limite nao existe.
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Os “verdadeiros” problemas
sobre limites

Nenhum dos métodos rapidos que eu apresentei no topico anterior funciona
para a maioria dos problemas sobre limites.Se vocé plugar o niimero x e 0
resultado for indefinido,em geral —U—, VOCE tem um problema sobre limite
“verdadeiro”- e um pouco de trabalho para fazer.Esse é o foco principal
desse topico. Esses sao os problemas sobre limites interessantes, os que
provavelmente tém buracos infinitesimais, e 0s que s3o importantes para o
caleulo diferencial - vocé vera mais sobre eles no Capitulo 9.

Quando vocé pluga um nimero x e o resultado é indefinido, vocé pode
tentar quatro coisas: sua calculadora, a dlgebra, fazer um sanduiche de
limite, e a regra de L'Hdspital (que sera vista no Capitulo 16).

Descobrindo o limite com
a sua calculadora

.0 método

. LN y oo a0
Digamos que voce queira avaliar o seguinte limite: lim B -

plug-and-chug nao funciona porque plugando 5 no lugar de x produz o
resultado indefinido de ~—8—— mas assim como a maioria dos problemas sobre

limites, vocé pode resolver esse problema na sua calculadora.

Método 1

O primeiro método & pegar um nimero extremamente perto de 5 e plugar
no lugar de x.Se vocé tiver uma calculadora como a Texas Instruments
TI-83, digite 0 seu numero, digamos 4,9999, na pagina inicial, pressione o
botao Sto (armazenar), depois o botao x, e por fim o boté\‘OI_Enter (isso
guarda o niimero em x). Depois introduza a funcao ni_%éi,e aperte
Enter.O resultado,9,9999, é extremamente perto de um niimero inteiro,

10, entao essa € a sua resposta. Em adigao a isso,armazene 4,999999 em x,
depois suba a barra de rolagem de volta para a funcao teclando 2nd, Enter,
Z2nd, Enter.Teclando Enter mais uma vez lhe da 9999999 — muito mais
perto de 10.5e vocé ainda tiver dividas, tente mais um niimero. Armazene
4,99999999 em x, volte para a fun¢ao, e aperte Enter.O resultado, 10,
aparece (O valor da fungao em 4,99999999 nao é exatamente 10, mas é tao
perto que a calculadora arredonda para 10).A propésito, se vocé estiver
usando um modelo de calculadora diferente, € bem provavel que vocé

encontre o mesmo resultado com a mesma técnica ou algo bem parecido.
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Método 2

0 segundo método usandg uma calculadora € produzir uma tabela

de valores. Digite y = L:-S— no modo de desenhar graficos na sua
calculadora. Depois vé)f)ara “configurar tabela”e digite o nimero do
limite, 5,como o niimero “inicial da tabela”, e digite um nimero pequeno,
digamos 0,01, para AThl — esse é o tamanho dos incrementos de x na
tabela. Aperte o botao Table para produzir a tabela. Agora suba a barra
de rolagem para que vocé veja alguns niimeros menores do que 5,e vocé
deve ver uma tabela de valores como os da Tabela &-1.

Tabela 8-1 Tabela TI-83 para —— Ll 25 depois de subira
barra de rolagem ate 4 998

x y
4,998 9,998
4,999 9,999
5 erro
) 5,001 10,001
5,002 10,002
5,003 10,003 B

Devido ao fato de ¥ chegar bem pertlo de 10 & medida que x se
aproxima de 5 por cima e por baixo, 10 € o limite.

Essas técnicas em calculadoras sdo tteis por varias de razdes.Sua
calculadora pode lhe dar as respostas para problemas sobre limites

que sao impossiveis de serem feitos algebricamente. E ela pode resolver
problemas sobre limite que vocé poderia fazer com papel e lapis a menos
que voce esteja confuso. Também, para problemas que vocé faz no papel,
vocé pode usar a calculadora para verificar suas respostas. E mesmo
quando vocé escolhe resolver um limite algebricamente — ou é obrigado a
fazer dessa maneira — € uma boa idéia criar uma tabela como a Tabela 81
nao apenas para confirmar sua resposta, mas para ver como a fungao se
comporta perto do nimero x.1sso da a vocé uma compreensao numeérica
sobre o problema, o que aumenta seu entendimento algébrico.Se vocé
olhar o grafico da funcao na sua calculadora,vocé tem uma terceira
maneira grdfica ou visual de pensar sobre o problema.

Muitos problemas de calculo podern ser feitos algebricamente,
graficamente e numericamente. Quando possivel, use duas ou tiés dessas
abordagens. Cada abordagem dé a voc€ uma entrada diferente no problema
e aumenta o seu entendimento sobre os conceitos relevantes.



Use os métodos da calculadora para complementar os métodos algébricos,
mas nao confie muito neles. Para comeco de conversa, as técnicas da
calculadora nao vao lhe dar uma resposta exata a nao ser que os nimeros
que a sua calculadora lhe da estejam se aproximando de um niimero que
vocE reconhece — como 999998 estd perto de 10,0u 0,333332 esti perto

de 1/3; ou talvez voce reconhega que 1,414211 esta bem perto de 2. Mas
se a resposta para um problema sobre limites é algo do tipo 5 1_ vocé

provavelmente nao vai reconhecer isso. O nimero 1{— é dpmxunadamente
igual a 0,288675. Quando vocé vé nimeros na sua tabe?a perto desse
decimal,vocé nao vai reconhecer %como o limite — a ndo ser que vocé
seja um Arquimedes, um Gauss, ou um Ramanujan (membros da Galeria

da Fama da matemética). No entanto, mesmo quando vocé nao reconhece

a resposta exata nesses casos, voce ainda pode descobrir uma resposta
aproximada, na forma decimal, para a questao do limite.

Asegunda limitacao da calculadora é que ela nao \«ai funcionar com
algumas fungoes peculiares como ﬁm X — 91r1 ) Esse limite é igual
a zero,mas vocé nao pode achar essa resposta com a sua calculadora.

A proposito, mesmo quando o método da calculadora funciona, as
calculadoras podem fazer algumas coisas esquisitas de tempos em
tempos. Por exemplo, se voce estd resolvendo um problema sobre limite
onde x se aproxima de 3, e vocé coloca nimeros na sua calculadora
que sao muito perto de 3 (como 3,0000000001), vocé pode chegar bem
perto do alcance decimal maximo da calculadora. Isso pode resultar
em respostas que se distanciam da resposta do limite, mesmo quando
voce coloca niimeros cada vez mais perto do nimero x.

A moral da histéria € que vocé deve pensar na sua calculadora como
uma das muitas [erramentas & sua disposicao para resolver limites — e nao
como uma substituta para as técnicas algébricas.

Resolvendo problemas sobre limite
com a dlgebra

Voce usa duas técnicas algébricas importantes para problemas “reais” sobre
limite: fatoragao e multiplicagao conjugada. Eu agrego outras técnicas da

algebra na se¢do“Algebra diversa” Todos os métodos algébricos envolvem
a mesma idéia basica. Quando a substituicao nao funciona na funcao
original — geralmente por causa do intervalo aberto na funcio — vocé pode
usar a algebra para manipular a funcao até que a substituicao funcione (ela
funciona porque a manipula¢ao tampa o intervalo aberto).

Se divertindo com a fatoragio

Aqui estd um exemplo. Avalie lim x°=25 .0 mesmo problema que vocé fez

xX=-5
com uma calculadora no tépico anterior.

Capitulo VIII: Avaliando limites 9 7
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1. Tente plugar 5 no lugar de x - vocé deve sempre tentar primeiro
a substituicao.

Vocé obtém %— nao é bom,va para o plano B.

2. x* - 25 pode ser fatorado, entao faca isso.

lim X* =25
L

i (x-5)(x+5)

»5 xX—a

3. Cancelé o (x - 5) do numerador e do denominador.
= hgn (x+95)

4. Agora a substituicao vai funcionar.
=540

=10

5 2 5
Entao, lim X“= 25" =10, confirmando a resposta da calculadora.
ey
A propésito,a funcao que voce obteve depois de cancelar o (x - 5),a saber, (x
) i
+5),é idéntica & func¢ao original,x;f_a, exceto pelo fato de o intervalo aberio

na funcao original em (5,10) ter sido plugado. E note que o limite & medida

que x se aproxima de 5 é 10,que é a altura do intervalo aberto em (5,10).

Maultiplicacdo conjugada — Nao, isso néo tem

nada a ver com produgdo

Tente esse método para funcdes racionais que contenham raizes
quadradas. A multiplicacdo conjugada racionaliza o numerador ou o
denominador de uma fragdo, o que significa se livrar das raizes quadradas.

Tente esse aqui: Avalie Im —‘L”% )
x —

1. Tente a substituicao.
Insira o nimero 4:isso lhe da % —va para o plano B.

2. Multiplique o numerador ¢ o denominador pelo conjugado de Vx — 2

que éVx +2.

Oconjugado de uma expressao de dois termos € a mesma expressao com
a subtracao trocada pela adicao e vice-versa. O produto de conjugados €
sempre igual ao primeiro termo ao quadrado menos o segundo termo ao
quadrado.

Agora faca a racionalizacao.
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lim x=2
el

_lim Vx=2 . {x+2
(-4 x+2

_lim__ (fx-22
T x-Dx+2)
7y S . ot |
T e= N x+2)
3. Cancele o (x - 4) do numerador e do denominador.

=lim L
i T

4. Agora a substituicio funciona.
_ 1
Va+2
18
4

3 | B
Entao lim ¥x =2 _ 1
Te—d
x-4 4
Assim como o exemplo da fatoracao, esse processo de racionalizacio
plugou o intervalo aberto na funcao original. Nesse exemplo,4 & o niimero

x._% é a resposta, e a funcao —‘fi‘% tem um intervalo aberto em(4, i ).
Es x— d :

Algebra diversa

Ao fatorar e fazer a multiplicacao conjugada nao tenha trabalho, tente
outra dlgebra basica para somar ou subtrair fragbes, multiplicar ou dividir
fragées,canc?lar,ou outra forma de simplificacdo. Aqui estda um exemplo:

x+4 4
Avalie lim  x

1. Tente a substituicio.

Insira 0 niimero 0:isso lhe da % —nao ¢ bom.

2. Simplifique a fracao complexa (essa é uma fracio grande que
contém pequenas fracdes) multiplicando o numerador e o
denominador pelo menor denominador comum das pequenas
fracoes, a saber, 4(x + 4).

Nota: Somar as pequenas fragoes no numerador também funcionaria, mas
¢ mais demorado do que o método descrito aqui.
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1 1
(x+4 4] A (x+4)

~lim X 4(x+4)

= ]imd —;x+4'!
=0 Ax(x+ 4)

lm——x
= Ax(x+4)
~lim ==

=0 4 +4)

3. Agora a substituicao funciona.

Esse é o limite.

Faca uma pausa e prepare um
sanduiche de limite

Quando a algebra nao funciona, tente fazer um sanduiche de limite.
A melhor maneira de entender o método do sanduiche ou da
espremedura’ € olhando um grafico.Veja a Figura 8-1.

EEmny e e e
Figura 8-1: 0
método do
sanduiche
para resolver
um limite. As
fungdesfe h
sd0 0 péo, e
g é o salame. ’ v
e ey

Olhe as fungoes £.g.e h na Figura 8-1: g é o sanduiche entre [ e h.Se perto
do niimero x — nesse exemplo o nimero 2 — £ é sempre maior ou da mesma
altura que g,e g é sempre maior ou da mesma altura que A, e se o lim £ (x) =
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lim /2 (x), entdo g(x) deve ter o mesmo limite porque est4 sendo espremido
ou apertado entre fe /.0 limite de fe h & medida que x se aproxima 2 é 3.
Entao,3 também tem que ser o limite de g.Nao ha nenhum outro lugar pra ir

Aqui esta outro exemplo: Avalie lim x sen L.
e e

1. Tente a substituicao.

Coloque 0 em x.Isso lhe da uma sen -1 — nao é bom, nao pode dividir

por zerc.Vamos para o plano B.

2. Tente os métodos algébricos ou qualquer outro truque que
vocé tenha na manga.

Va nessa.Voceé nao pode fazer. Plano C.
3. Tente a calculadora.

E sempre uma boa idéia ver o que sua calculadora diz mesmo que
esse seja um problema para “mostrar o seu trabalho”. Para desenhar o
grafico dessa funcgao, ajuste o modo da sua calculadora para radiano e
a janela para:

xmin=-04
xmax=04
ymin=-0,3
vmax=0,3

A Figura 8-2 mostra como o grafico se parece:

At
R e

. 1t \
Figura 8-2: 0 J \ /
grafico de ot AV
glx) = xsen L. 3
X )
e v |

Parece que definitivamente o limile de g é zero &2 medida que x se aproxima
de zero pela esquerda e pela direita. Agora, verifique a tabela de valores na sua
calculadora (ajuste o TbiStart para 0 e AThI para 0,001).A Tabela 82 da alguns
dos valores para a tabela. Nota: Mova a bara de rolamento para baixo para ver
todos os nimeros da Tabela 82 na sua calculadora,
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Tabela 8-2 Tabela de valores para g(x) = x sen %
X | g(x)
0 erro
001 | 0008269
002 - 000936
003 0009565
Y 003882
005 - 004366
006 -000969
- 007 006975
008 -.004928
009 -.008234

Esses nimeros se parecem mais ou menos como se estivessem chegando
cada vez mais perto de zero a medida que x se aproxima de zero, mas
eles ndo sdo convincentes. Esse tipo de tabela nao funciona tao bem para
funcoes oscilantes como o seno e o cosseno (Note que alguns valores da
funcdo na tabela, por exemplo — 0.000969 para x = 0.006, estao mais perto
de zero do que outros valores maiores na tabela onde x é menor.Isso é o
oposto do que o que nds queremos ver).

Uma melhor maneira de ver que o limite de g é zero € usar o primeiro
método da calculadora que eu mencionei no tépico “Descobrindo o
limite cam a sua calculadora”. Digite a fun¢ao na tela inicial e insira
sucessivamente os valores de x listados na Tabela 83 para obter os valores
da fungao correspondentes,

Tabela 8-3 Tabela de valores para g(x) = x sen %

X g(x)

1 -054

.01 -0051

001 .00083
0001 -000031
00001 .00000036

Agora vocé pode definitivamente ver que g tende para zero.



A longa e tortuosa estrada

Considere a funcaa, glx) = x sen 1? mostra-
da nas Figuras 8-2 e 8-3 e discutida no topico
sobre fazer um sanduiche de limite. Ela é de-
finida em todo lugar exceto em zero. Se nos
agora a alterarmos um pouco — definindo
que fi0) & 0 — nos criamos uma fungdo com
propriedades bizarras. A fungdo é agora
continua em todo lugar; em outras palavras,
ela nao tem intervalos abertos. Mas em (0,0},
ela parece contradizer a idéia basica da
continuidade que diz que vocé pode tracar
a fungdo sem tirar o lapis do papel.

Imagine comegando em qualguer lugar em
g(x) para a esquerda do eixo y e dirigir ao
longo da estrada tortuosa na origem, (0,0).
Veja isso. Vocé pode comegar sua viagem o
mmais perta que vocé quiser da origem —a gue
vocé acha da largura de um proton longe de
(0,0)—e o comprimento da estrada entre voce
e (0,0) é infinitarnente longal Isso mesmo.
Ela se enrosca para cima e para baixo com
tal freqiiéncia crescente a medida que vocé
se aproxima cada vez mais de (0,0), que a
duracdo do seu passeio é na verdade infinita
apesar de ofato de cada “reta” estarficando
cada vez menor. Nessa longa e tortuosa es-
trada, vocé nunca vai chegar a porta dela.

Essa funcdo alterada é claramente continua
em todos os pontos 0 com a possivel exce-
céoda (0,0} parque é uma estrada tortuosa
calma e conectada. E porque o l1M x sen %
=0(veja otapico do sanduiche de limite para
prava), e porque f{0) é definide como sendo
0, o teste de trés partes para continuidade
em 0 ¢ satisfeito. A fung@o é entao continua
em todo lugar.

Mas me diga, como pode a curva alguma
veztocar (0,0) ou se conectar a (0,0) pela es-
querda (ou pela direita)? Supondo qgue vacé
possa atravessar uma distancia infinita di-
rigindo infinitamente rapido, quando vocé
finalmente passa pela origem, vocé esta em
uma das pernas da rua que estdo para cima
ou uma das pernas que estdo para baixo?
Nenhum dos dois parece possivel porque
naa importa a distancia que vocé esteja
da origem, vocé tem um nimero infinito de
pernas e um nuamero infinito de curvas na
sua frente. Ndo ha uma (ltima curva antes
de chegar a (0,0). Entao parece que a fun-
¢Ao nao pode se conectar a origem e isso,
consegiientemente, ndo pode ser continuo
nesse lugar — apesar de a matematica nos
dizer que ela é continua.

Agui esta outra maneira de olhar para isso.
Imagine uma linha vertical desenhada no
topo da funcdo emx = -0.2. Agora deslize va-
garosamente a linha para a direita ao longo
da fungao até que vocé passe por (0,0). Nao
ha intervalos abertos na funcdo, entdo em
cadainstante, a linha vertical cruza a fungao
em algum lugar. Pense no ponto onde a linha
vertical se intercepta com a funcéo. A medi-
da que vocé puxa a linha para a direita, esse
ponto viaja ao longo da funcdo, se enros-
cando para cima e para baixo ao longo da
estrada, e, @ medida que vocé puxa a linha
sobre a origem, o ponto chega e depois pas-
sa (0,0). Agora me diga o seguinte: quando
o ponto atingiu (0,0}, ele estava subindo ou
descendo? Como vocé pode comparar tudo
isso? Eu gostaria de saher.

Caisas como essa realmente bagungam a
sua cabeca.
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4. Agora vocg precisa provar o limite matematicamente, mesmo
que voce ja tenha resolvido na calculadora. Para fazer isso, vocé
precisa fazer um sanduiche de limite (Enganei vocé - aposto que
VOCE pensava gue o passo 3 era o ultimo passo).

A parte dificil sobre usar o método do sanduiche é produzir as funcoes dos
“paes” (As funcoes fe h sdo 0 pao e a g é o salame). Nao ha uma maneira
automatica de fazer isso.Voceé tem que pensar sobre o formato da fung¢éo do
salame, e depois usar o seu conhecimento sobre funcoes e sua imaginacao
para produzir alguns bons prospectos para as fun¢oes dos paes.

Devido ao fato de a imagem da funcdo seno ser do 1 negativo até o 1 positivo,
toda vez que vocé multiplicar um niimero pelo seno de alguma coisa,o
resultado ou fica & mesma distancia de zero ou se aproxima de zero, Assim, x
sen -L nunca vai chegar acima de x| ou abaixo de |l Entao tente desenhar o
gréﬁcxo das fungoes fix) = Ixl e h(x) = I junto com g(x) para ver se fe h sao
funcoes de pao adequadas para g A Figura 83 mostra que elas sao.

Nos mostramos — apesar de talvez nao ser a satisfacao de um matematico, por
Deus! — que f(x) > g(x) = h(x).E devido ao fato de o limf (x) =limA (x) =0,se
segue que g(x) dever ter o mesmo limite: voila — limg (x) = 0.

e |
Figura 8-3: 0

gréfico de
f(x) = ||,
h(x) =-|x|eg

-+ :l: X
~4- A3 - 1

(x) = xsen -L.
Euma grawﬁa

borboleta!
B s — e e

Avaliando limites no infinito

Nos topicos anteriores, eu olhei os limites a medida que x se
aproximava de um nimero finito, mas vocé também pode ter limites
onde x se aproxima do infinito ou do infinito negativo. Considere a
funcao f(x) = L e dé uma olhada no seu grafico na Figura 8-4.

X
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e i el [RATY]
Figura 8-4:

0 grafico de
o)=L

X
e e

Vocé pode ver no grafico que a medida que x aumenta cada vez mais — em
outras palavras, a medida que x se aproxima do infinito — a altura da funcao
fica cada vez menor,mas nunca chega a zero.Isso € confirmado considerando
0 que acontece quando voce insere nimeros cada vez maiores em L Os
outputs se tornam cada vez menores. Esse grafico dessa forma tem utha
assintota horizontal de y = 0 (0 eixo x), e nos dizemos que o_!ify 1 _00fato
de x nunca realmente tocar o infinito e de fnunca chegar a zero ﬁ?m tem
relevancia. Quando nos dizemos que lim 1=, queremos dizer que a medida
que x fica cada vez maior sem fim,fse apf%-lxima cada vez mais de zero - f
tende a zero para sempre.A fungao ftambém se aproxima de zero 2 medida

1

que x se aproxima do infinito negativo,o que € escrito como lim - =0
=

Limites no infinito e
assintotas horizontais

Assintotas horizontais e 0s limites no infinito sempre andam de maos juntas.
Voceé nao pode ter um sem o outro.Se vocé tem uma fungao racional como
f(x) :gxi“é,determinar o limite no infinito ou no infinito negativo é o

X +
mesmo que encontrar o local da assintota horizontal.
Aqui estd o que vocé faz. Primeiro, preste atengdo no grau do

numerador (esse € a maior poténcia para x no numerador) e o grau do
denominador. Agora, vocé tem trés casos:
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iy ? ”

oEm

»# Se o grau do numerador for maior do que o grau do denominador,
por exemplo, Ax) = 6x'+x* =T nao ha uma assintota horizontal e o
27 +8
limite da funcao a medida que x se aproxima do infinito (ou infinito

negativo) nao existe.

1 Se o grau do denominador for maior do que o grau do numerador, por
1 2 . s - . - -
exemplo,g(x) = -4_7’5“;9_,0 cixo x (isto & a linha y = 0) € a assintola

+12
horizontal e o lim g(x) = 1M g(x) = 0.

4 Se o grau do numerador e do denominador for igual, pegue o
coeficiente da maior poténcia de x no numerador e divida pelo
coeficiente da maior poténcia de x no denominador. Esse quociente
dé a resposta para o problema sobre limile e para a altura da assintota.
Por exemplo,se h(x) = I,i:_ 10%1—,0 him h(x) = lim h(x) =4 ehn

5x°+ 2% —x 5

tern uma assintota horizontal emy = 2.
5

S

Para impressionar seus amigos, aponte o seu dedo indicador para cima,
levante uma sobrancelha, e diga em tom profissional:"Em uma func¢ao
racional onde o numerador e o denorminador tém graus iguais, 0

limite da funcio 2 medida que x se aproxima do infinito ou do infinito
negativo é igual ao quociente dos coeficientes dos termos principais”

A substituicido nao funciona para os problemas desse lOpico. Se voce
tentar inserir  no lugar de x em qualquer uma das fungoes racionais
nesse topico, voceé obtém {:_9— mas isso ndo € igual a 1.Um resultado de
<> nao te diz nada sobre a resposta para um problema sobre limite.

Resolvendo problemas no infinito
com uma calculadora

Aqui estd um problema que nao pode ser feito pelo método do topico
anterior porque nao é uma fungao racional: lim (vx* +x —x).Mas é muito
facil com uma calculadora. Digite a fungao no modo de grificos, depois va
para table setup e configure ThiStart para 100.000 e ATb! para 100.000.A
Tabela 84 mostra os resultados.
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Tabela 8-4 Tabela de valores para y = (\x? + x - x)

x y

100000 4999988

200000 | 4999994

300.000 4999996

400.000 4999997

500.000 4999998

600.000 4999998

700.000 4999998

800000 . 4999998

900.000 4999999

Vocé pode ver que y estd chegando bem perto de 0,5 a medida que x

fica cada vez maior. Entao 0,5 ¢ o limite da fung¢ao a medida que x se
aproxima do infinito,e ha uma assintota horizontal em y = 0,5.5e vocé tem
alguma duavida sobre o limite ser igual a 0,5, volte para table setup e insira
um nimero extremamente grande para TbiStart e para ATbl, digamos,
1.000.000.000, e verifique os resultados da tabela de novo.Tudo que vocé
vé é uma coluna de 0,5s.Esse é o limite (A propdsito,ao contrario das duas
fung¢oes racionais nos topicos anteriores, o limite dessa fungao a medida
que x se aproxima do infinito negativo nao € igual ao limite & medida

que x se aproxima do infinito: lim (2 + x — x) = = porque quando vocé
coloca — e voCé tem e + o que é igual a ). Mais uma coisa: Assim como
com limites regulares, usar uma calculadora para limites infinitos nao

Ihe da uma resposta exata a nao ser que os nimeros na tabela estejam se
aproximando de um namero que vocé reconheca como, por exemplo, 0,5.

A substitui¢ao nao funciona no problema acima,lim (yx* + x - x).Se vocé
coloca = no lugar de x,vocé obtém e - e que ndo é igual a zero.Um resultado
de e - =0 nao diz nada sobre a resposta para um problema sobre limite.

Usando a dlgebra para
limites no infinito

Agora tente um pouco de dlgebra para o problema lim (W + x — x) Vocé
obteve a resposta com a calculadora, mas em igualdade de circunstancias,
& melhor resolver o problema algebricamente porque assim vocé tem uma
resposta matematica incontestavel. A resposta da calculadora nesse caso é
bern convincente, mas néao é matematicamente rigorosa, entao se vocé parar
aqui,a policia da matemética pode te pegar

1. Tente a substituicao - sempre uma boa idéia.
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Nada bom.Vocé obtém = — e, que nao te diz nada — veja o icone
“Atencao!"no topico anteriorVa para o plano B.

Devido ao fato de (\x® + x — x) conter uma raiz quadrada, o método
da multiplicagao conjugada seria uma opgao natural,exceto pelo
fato desse método ser usado para funcées fracionérias. Bem, apenas
coloque (wc? +x — x) sobre o nimero 1 e,voila,vocé tem uma fragao:

X +x—
iz Agora faga a multiplicacdo conjugada.

2. Multiplique o numerador e o denominador pelo conjugado de

(\x® + x - x) e simplifique.

MmN+ X=X [im(P+x+x
1 T (N X+ X)

Xix-x

=M X+ %)

=lim—_X _ (Fatore x para fora do denominador)
xL\,1+l )

:Il_\m |'1 _-1 1
G ED

3. Agora a substituicao funciona.

1

v+l +1
i :
=y1+0+1 (Lembrese que lim —=0no topico “Limites para

i memorizar) -

T+l
e oh

2

Assim, lim W +x-x)= —é— que confirma a resposta da calculadora.
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Nesta patte...

1CA0 da curva.




Capitulo 9
Orientacdo da diferenciacéo

Neste capitulo
Descobrindo a élgebra basica por tras do calculo
Entendendo os simbolos estranhos do célculo
Fazendo a diferenciacao com Laurel e Hardy
Encontrando as derivadas de equacoes lineares e quadraticas

* Lidando com problemas sobre tangente e o quociente da diferenca

alculo diferencial é a matemética da mudanca e a matematica do
infinitesimal Voce talvez diga que é a matematica das mudancas
infinitesimais — mudangas que ocorrem a cada milésimo de segundo.

Sem o calculo diferencial — se voce tem somente a algebra,a geometria e a
trigonometria - voce esta limitado & matematica das coisas que mudam ou
nao,ou que mudarm ou se movem a uma razao constante. Lembrase daqueles
problemas da algebra? O trem sai da estagao indo para o norte a 90km/h, vocé
dirige para o leste a 80km/h...Voce pode lidar com esse tipo de problema com
a algebra porque as velocidades ou razoes sédo constantes. Nosso mundo, no
entanto,nao é uma das razoes constanles —as razoes estao em fluxo constante.

Pense sobre colocar um homem na lua.Apollo 11 decolou de uma
plataforma de lancamento méuvel (a terra esta tanto rodando em torno do
seu eixo como girando ao redor do sol).A medida que o Apollo subia cada
vez mais alto, 0 atrito provocado pela atmosfera e o efeito da gravidade da
terra estavam mudando nao apenas a todo segundo, nao apenas a cada
milionésimo de segundo, mas a cada fracao infinitesimal de segundo.

O peso da nave espacial também estava constantemente mudando
medida que queimava combustivel Todas essas coisas influenciaram a
mudanca de velocidade do foguete. E além disso, o foguete tinha que
atingir um alvo movel, a lua.Todas essas coisas estavam mudando, e suas
razoes de mudanga estavam mudando. Digamos que o foguete estava a
uma velocidade de 2000km/h em um segundo e a 2020km/h um segundo
depois ~ durante esse segundo, a velocidade do foguete passou literalmente
através do numero infinito de velocidades diferentes entre 2000 e 2020km/h.
Como fazer as contas para essas coisas efémeras que mudam a cada parte
infinitesimal de segundo? Vocé nao pode fazer isso sem a diferenciacao.

O caleulo diferencial € também usado para todo tipo de coisa terrestre.
Grande parte da teoria da economia moderna seria impossivel sem a
diferenciagao.Em economia, tudo estd em um fluxo constante. Precos
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sobemn e descem,suprimentos e demanda flutuam, e a inflagao esta
constantemente mudando. Essas coisas estao constantemente mu dando,
e as maneiras que elas afetam cada um estdo constantemente mudando.
Vocé precisa do célculo para isso.

0O calculo diferencial é uma das invengdes mais praticas e poderosas na
histéria da matematica. Entio,vamos logo comecar.

Fazendo a diferenciagdo: E somente
encontrar a inclinagcao

A diferenciacéo é a primeira das duas maiores idéias em calculo —a outra
é a integracdo, que eu abordo na Parte VA diferenciacao € o processo

de encontrar a derivada de uma fungdo do tipo y = x*. A derivada é
apenas um termo sofisticado do célculo para uma simples idéia que vocé
sabe da algebra — a inclinacao. A inclinacdo, como voce sabe, € o termo
sofisticado da algebra para declive. E declive € a palavra sofisticada para...
Nzo! Declive é a palavra usual que vocé conhece desde crianga, como
em.“Fi, essa rua é realmente ingreme”. Tudo que vocé estuda em calculo
diferencial é relacionado a simples idéia de declive.

5 No calculo diferencial vocé estuda a diferenciacdo,que € 0 processo de

derivar — isto 6, encontrar — derivadas. Essas sao grandes palavras para
umna simples idéia: Encontrar a inclinagdo de uma reta ou de uma curva.
Use alguns desses termos para impressionar 0s seus amigos. A propdsito,

a raiz das palavras diferencial e diferenciagdo ¢ diferenca — eu explico a
conexao no final desse capitulo no tépico sobre o quociente da diferenca.

Considere a Figura 9-1.Uma inclinagao de % significa que a medida que
o homem palito anda um metro para a direita, ele some 1 metro; onde

a inclinacao for 3,ele sobe 3 metros & medida que anda 1 metro para

a direita. Onde a inclinacao for zero, ele estd no topo,nem subindo e
nem descendo: e onde a inclinacao for negativa, ele estd descendo.Uma
inclinacao de -2, por exemplo,significa que ele desce 2 metros para cada
metro para a direita.Isso € mostrado com mais precisao na Figura 9-2.

Para lembrar que subir e descer para a direita (ou para cima a
esquerda) é uma inclinagao negativa,imagine um “N” maitsculo como
mostrado na Figura 9-3.
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f ~<— Passando célculo
"534

% —<— Resto da vida

Primeiro més
de calculo
-2

[F=—mrre = o=
Figura 9-1:
Fazer a
diferenciacdo )
apenas = Inclinacéo
significa 0 2
encontrara < > x
inclinagao. ¥
% 3 metro
7 ol
7 metro
1 metro Tmetro
Portugués: declive = 5 declive =3
Algebra: inclinagdo = —% inclinagdo =3
2 3 de 1. dy _
Figura9-2:  Célculo: x =7 q=3
A derivada
=inclinagdo = ; ) = ) ]
degcliue {%;1 , lido como /dé y, dé x/, & um dos muitos simbolos

para a derivada — veja o texto complementar).

[B5 S —a)
Figura 9-3:
Esse N

tem uma
inclinagdo
negativa.
== o]
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Variedade é o que torna a vida mais excitante

Todo mundo sabe que 3* = 9. Agora, néo
seria estranho se da proxima vez que vocé
lesse esse fato matematico, ele fosse escri-
to como“3 =9 ou 3,=9? Como .'23‘: 9 te cha-
ma a atengao? Ou 3= 97 Variedade ndo é o
que torna a matematica excitante. Quando
os matematicos decidem por uma maneira
de expressar uma idéia, eles a mantém — ex-
ceto, isto &, com célculo. Vocé esté pronto?
N&o perca as estribeiras. Tudo o que se
segue sdo diferentes simbolos para a deri-
vada — todos eles significam exatamente a

dy dy(x)

mesma coisa: —— ou——ou

ou if'{x}
dx  dx dx dx

ouy oufouyouD fouDyouD fix). Existem
mais. Agora, vocé tem duas alternativas: 1)
Bater sua cabega na parede tentando en-
tender coisas como essa quando algum au-
tor usa um simbolo uma vez e um diferente
simbolo outra vez, e 0 que exatamente o d
e f significam de qualquer maneira, e assim
por diante, e etc., ou 2) N3o tente entender
isso; apenas trate esses diferentes simbolos
como palavras em idiomas diferentes para
a mesma idéia — em outras palavras, ndo se
preocupe. Eu recomendo fortemente a (lti-
ma opgéao.

Nao fique no meio da legido de estudantes que confundem as

@g&m\

= ' \ inclinagOes das linhas verticais e horizontais. Qual a inclinacao de
) uma estrada plana e horizontal? Nem um pouco inclinada, é claro.

Inclinagao zero. Entao, uma linha horizontal tem uma inclinacéo igual a

zero.Como € dirigir em uma estrada vertical? Vocé nio consegue fazer
isso. E vocé nao pode obter a inclinacao de uma linha vertical — ela
nao existe, ou, como os matematicos dizem, é indefinida.

A inclinagédo de uma reta

Continue com a idéia da inclinacio - a esta altura vocé ja deve saber que
ainclinacao € do que se trata a diferenciag¢ao. D& uma olhada no gréfico
da reta,y = 2x + 3,na Figura 9-4.

Vocé se lembra da algebra — eu estou totalmente confiante sobre isso —
que voce pode encontrar pontos nessa reta inserindo niimeros no lugar de
x e calculando y: coloque 1 no lugar de x e y é igual a 5,0 que The da um
ponto localizado em (1,5); coloque 4 no lugar de x e y vai ser igual a 11, te
dando o ponto (4,11),e assim por diante.

Eu tenho certeza que vocé também se lembra como calcular a inclinacao
dessa reta. Eu percebo que nenhum calculo € necesséario aqui — vocé sobe

2 a medida que passa por 1,entao a inclinacio é automaticamente 2 Vocé
também pode simplesmente notar que y = 2x + 3 esta na forma inclinacao-
intercepta (y = mx + b) e que,desde que /n = 2,a inclinagio é 2 (Veja o
Capitulo 5 se vocé quiser revisar y = mx + b).Mas fique firme comigo porque
voce precisa do que se segue. Primeiro, lembrese que:



[Eelis ==
Figura 9-4:

0 grafico de

y=2x+3.
e |
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aumento

inclinacdo=————
¢ distancia

-— Escada para o céu

L

-
<

/-10 1234567849110

O aumento ¢ a distancia que vocé sobe (a parte vertical de um degrau da
escada), e a distdncia é o espago que VOce passa através (a parte horizontal
do degrau da escada). Agora, pegue quaisquer dois pontos na reta, digamos,
(1,5) e (6,15),e descubra o aumento e a distincia.Vocé aumenta em 10 a
partir de (1,5) para (6,15) porque 5 mais 10 € igual a 15 (ou voce pode dizer
que 15 menos 5 € igual a 10).E voc€ encontra 5 a partir de (1,5) até (6,15)
porque 1 mais 5 € igual a 6 (ou em outras palavras,6 menos 1 é igual a 5).
Depois, vocé divide para ler a inclinacao.

aumento
10

5
=

inclinacdo =

Aqui estd como vocé faz 0 mesmo problema usando a férmula da inclinagao:

inclinacdo =—22 =%+
53 X, =X
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Insira os pontos (1,5) e (6,15):

15-5

inclinacdo = 6-1

10
B
=2

Ok, vamos resumir o que sabemos sobre essa reta. A Tabela 8-1 mostra seis
pontos na reta e a inclinagao imutével de 2.

Tabela 9-1 Pontosnareta¥Y=2X+3ea
inclinac@o nesses pontos
x 2
(posigéo horizontal) . 8 A 3 6 Bt
{alt{:;a; 5 7 9 [ 13 15 etc
inclinagdo 2 2 2 2 2 2 etc.

A derivada de uma reta

O tépico anterior mostrou a vocé a algebra da inclinagao. Agora, aqui estd o
calculo. A derivada (da inclinacao) da reta na Figura 94 é sempre 2,entao
VOCE escreve:
@b _,
dx
(Lese:d y, d x igual a 2)
Outra forma comum de escrever a mesma coisa €
y'=2
(Lése y linha é igual a 2)
E vocé diz,

A derivada da fungéo, y=2x+3, € 2.

(Lése a derivada da funcdo,y = 2x + 3, € 2.1sso € uma piada.)
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A derivada: E apenas uma vazéo

Aqui estd outra maneira de entender a idéia de uma derivada que é mais
fundamental do que o conceilo de inclinagio: a derivada é uma razdo.Entao
por que eu comecei o capitulo com a inclinacdo? Porque a inclinacio é em
alguns aspectos o mais facil dos dois conceitos, e a inclinacao é a idéia para

a qual voce volta muitas vezes nesse livio e em qualquer livro de calculo a
medida que voc@ olha para o grafico de dizias e diizias de funcoes. Mas antes
de vocg ter uma inclinagao, vocé tem uma razio. Uma inclinacao é de certa
forma, uma imagem da razao; a razio vem primeiro,a imagem dela vem em
segundo.Assim como vocé pode ter uma funcao antes de ver o seu grafico,
voce pode ter uma razdo antes de véla como inclinacao.

Calculo no parque infantil

Imagine Laurel e Hardy em uma gangorra — dé uma olhada na Figura 9-5.

e cowi)
Figura 9-5:
Laurel e
Hardy — "
alegremente 20
alheios das
implicagdes
do calculo.
el

Supondo que Hardy pese duas vezes mais do que Laurel, Hardy tem que
sentar duas vezes mais perto do centro do que Laurel para que eles se
equilibrem. E para cada centimetro que Hardy desce, Laurel sobe dois
centimetros. Entao Laurel se move duas vezes mais do que Hardy Voila,
voce tem uma derivadal

A derivada € simplesmente a medida de quanto uma coisa muda
comparada com oulra — e isso € uma razdo.

Laurel se move duas vezes mais do que Hardy, entao com os simbolos
do calculo vocé escreve:

dl.=2dH

Vagamente falando,dL pode ser pensado como sendo a mudanca na
posicao de Laurel e dH como sendo a mudanca na posi¢ao de HardyVocé
pode ver que se Hardy descer 10 centimetros entao dH é 10,e devido ao
fato de dL ser igual a 2 vezes dH, dL ¢ igual a 20 — entao Laurel sobe em 20
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centimeltros. Dividindo ambos os lados dessa equacao por dH,voce tem

dL

—_—2
aH

F essa é a derivada de Laurel em relagéo a Hardy (E lida como,*d L,

d H',ou como,"a derivada de L em relacao a H).0 fato de % =9

simplesmente significa que Laurel esta se movendo 2 vezes mais do que

Hardy. A razdo de movimento de Laurel & de 2 centimeiros por centimetro

do movimento de Hardy.

Agora vamos olhar para isso do ponto de vista de Hardy Hardy se move a
metade de Laurel, entdo vocé também pode escrever:

1

dH = 78 dL
Dividindo por dL,vocé tem
dai. L
L 2

Fssa é a derivada de Hardy em relacao a Laurel, e isso significa, & claro,

1 . .
que Hardy move —— centimetro para cada centimetro que Laurel
| ¥ 9 q

: _ g 1 2 ;
se move.Assim, a razao de Hardy é 5 centimeftro por centimetro

de movimento de Laurel. A proposito, vocé também pode obter essa

o el 4 Al 2 oip
derivada usando aH 2,queéo meSIlno que _m="e colocando de
cabeca pra baixo vocé obtém g

Essas razoes de 2 centimetros por centimetro e centimetro por
centimetro podem parecer um pouco estranhas porque nos normalmente
pensamos em razoes como se referindo a algo por unidade de tempo,como
quilometros por hora.Mas uma razao pode ser qualquer coisa por qualquer
coisa. Entao, loda vez que voce tiver isso por aquilo,voce tem uma 1azao; e se
vocé tem uma razao,vocé tem uma derivada.

Velocidade — a razdo mais familiar

Falando em guilémetros por hora,digamos que voceé esteja dirigindo a uma
velocidade constante de 60 quilomelros por hora.Essa é a razdo do seu
cano,e 60 quildmetros por hora é a derivada da posicao do seu carro (p) em
relacao ao tempo (£). Com os simbolos do calculo, voce escreve:

dp _ 6 quilémetros
ar ~ hora

Isso diz a voc@ que a posi¢cao do seu carro muda a cada 60 quildmetros
para cada hora que o tempo muda. Ou vocé pode dizer que a posicao
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do seu carro (em quilometros) muda 60 vezes até que o tempo mude
uma vez (em horas). Novamente, a derivada apenas diz a vocé quanto
uma coisa muda comparada a outra.

E assim como o exemplo de Laurel e Hardy, essa derivada, como todas as
derivadas, pode ser colocada de cabeca para baixo:

dt 1 horas

dp ~ 60 quilémetro
A razao horas por quilémetro é muito menos familiar do que a razao
quilémetros por hora, mas é uma razao valida mesmo assim. Ela diz
a voce que para cada quildmetro que vocé anda, o tempo muda em
0 da hora, que é um minuto. Ou seja, a cada quildmetro de estrada &

percorrido, um minuto que passa.

= ( } galdo (para o consumo de combustivel), litros por minuto (para a torneira

% / mal fechada), produgdo por funciondrio (para a produtividade de uma

:mog fabrica), e etc. Razoes podem ser constantes ou mutaveis. Em qualquer
caso,toda razao é uma derivada, e toda derivada é uma razao.

eCAley, ! . 2 Helie (S 8
o % Nao ha fim para as diferentes razoes que vocé talvez veja: quilémetros por
SE7

A correlagdo razao — inclinagéo

Razdes e inclinagoes tém uma correlacao simples.Todos os exemplos anteriores
sobre razao podem ser desenhados em um sistema de coordenadas x-y,onde
cada razao aparece como uma inclinagao. Considere novamente o exemplo

de Laurel e Hardy Laurel se move duas vezes mais do que HardyIsso pode ser
representado pela seguinte equagao:

L=2H

A Figura 9-6 mostra o grafico dessa funcao.

20
18+
w 167
S 14
E 127
E 10+ 2
s 81—
o 1
67 2
Figura 8-6: .
0 graficode 246810
L=2H. Y (centimetros)

As centimetros no eixo /{ indicam a distancia que Hardy se moveu para
cima ou para baixo a partir da posicao inicial da gangorra; as centimetros
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CALg,
L,

Co

GRITY,
<

JInNDd

Figura 8-7:
0 gréafico de

_1 2
y=7%
je=———=——=m|

no eixo L mostram a distancia que Laurel se moveu para cima ou para

baixo. A reta sobe 2 centimetros para cada centimetro que vai para a direita,
. o2 , g ] s s dL

e assim sua inclinagao é 70U 2.Essa ¢ a representacao visual de P 2.e

mostra que a posicao de Laurel muda 2 vezes mais que a de Hardy.

Um ultimo comentério antes de seguirmos em frente.Vocé sabe que a

inclinacao = _9_1”_;2@_ Bem, vocé pode pensar em dL como o aumento ¢
. distdncia

dH como a distdncia.lsso amarra tudo junto muito bem,

aumento _ dL

e =razdo
distincia  dH

inclinacdo =

Lembre-se, uma derivada é apenas uma inclinacéo, e a derivada &
apenas uma razao.

A derivada de uma curva

O topico anterior nesse capitulo envolveu funcées lineares — linhas retas
com inclinagoes constantes. Mas se todas as funcoes e graficos fossem
retas com inclinacdes constantes, nao haveria necessidade para o calculo.
A derivada da fun¢ao de Laurel e Hardy desenhada no grafico acima é
2,mas voce nao precisa do célculo para determinar a inclinacao de uma
reta. Calculo € a matematica da mudanca, entio agora é uma boa hora
para irmos para as pardbolas, curvas com inclinacoes varidveis. A Figura

L
-

9-7 é o grafico da pardbola, y =

¥

A
T
T

(5, 6.25)

(1,0.25)
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Note como a parabola fica cada vez mais inclinada  medida que vai para
a direita.Voce pode ver a partir do grafico que no ponto (2,1),a inclinacao
€ igual a 1;em (4,4),a inclinacao é igual a 2: em (6.9),a inclinagéo é

igual a 3,e assim por diante. No fim das contas,a derivada dessa funcao é
igual a < I X (eu mostro a vocé como cheguei a isso em um minuto). Para
encontrar a inclinagao da curva em qualquer ponto, vocé apenas insere

a coordenada x do ponto na derivada,-21—x,e VOCE tem a inclinacao. Por
exemplo,se vocé quiser a inclinacao no ponto (3,2.25), coloque 3 no
lugar de x, e a inclinacao sera 5 vezes 3,0u 1,5.A Tabela 92 mostra alguns

pontos na parabola e a inclina¢ao nesses pontos.

1
Tabela 9-2 Pontos na parabola y = s Xeas
inclinacdes nesses puntos
= 1 2 3 4 5 6 |

(posicao horizontal) elc.
¥

frural 0.25 1 2,25 4 6,25 9 etc.
i

2 0.5 1 15 2 25 3 etc.

{inclinaggo)

Aqui esté o calculo.Vocé escreve:

dy

1
Tl i

E vocé diz,
A derivada da funcao y = % xé %— x.
Ou vocé pode dizer,

A derivada de _}I -x2é —Ql—x,

) ] : 100
Agora, eu prometo dizer a vocé como fazer essa derivada de V= Tx’.

1. Pegue a poténcia e coloque na frente do coeficiente’,
1
=l

2= T

2. Multiplique.

1
4

ol e iy
3 2—entao isso lhe da 5 X
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3. Reduza a poténcia em 1.

N 1
Tx Ou apenas Tx.
Essa e muitas outras técnicas de diferenciacio serao discutidas no
Capitulo 10.

0 quociente da diferenca

é",‘“—‘ SE

')

===
Figura 9-8:

0 grafico de
y=x?com
uma reta
tangente em
(2,4).

Soem as trombetas! Vocé ch €ga agora ao que talvez seja a pedra
fundamental do célculo diferencial: o quociente da diferenca, a ponte
entre limites e a derivada. Eu continuo repetindo — vocé notou? - o
importante fato de a derivada ser apenas uma inclinagao.Voce aprendeu
como encontrar a inclinacio de uma reta em algebra. Na Figura 9-7, eu
dei a inclinagao da parabola em diversos pontos, e depois eu mostrei o
método do atalho para encontrar a derivada — porém eu deixei de fora a
matematica importante no meio. Essa matematica envolve limites, e nos
leva para o limiar do calculo, Nao perca a calma.

s S A : aumento
A Inclinagdo é definida como 24MeNO

distancia’
inclinacdo =22~
X, —x

Para calcular a inclinacao, vocé precisa de dois pontos para inserir na
formula. Para uma reta, isso é facil.Vocé apenas escolher quaisquer dois
pontos na reta e os insere. Mas digamos que vocé queira a inclinagao da
parabola abaixo no ponto (2 4) como mostrado na Figura 9-8.

y
mu%
90+
80 1
0T
60 +
50+
40
30+
20 ¢
W R

T — . .
”r/?23456?a'91u
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Vocé pode ver a reta desenhada tangente 4 curva em (2.4), e devido ao fato
de a inclinagao da reta tangente ser igual a inclinacao da pardbola em (2,4,
tudo o que voce precisa € a inclinacao da reta tangente. Mas vocé nao sabe
a equacao da reta tangente, entdo vocé nio pode pegar o segundo ponto —
em adi¢ado a (2,4) - que voce precisa para a férmula da inclinagao.

Aqui estd como os inventores do cdlculo contornaram essa barreira.
A Figura 9-9 mostra a reta tangente novamente e uma reta secante
interceptando a pardbola em (2,4) e em (10,100).

Uma reta secante é uma linha que intercepta a curva em dois pontos. Isso
¢ um pouco simplificado demais, mas vai servir.
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A inclinacao dessa reta secante é dada pela férmula da inclinagédo:

inclinacdo = a‘u—mﬁenp_
distancia
Ya=X
Xy =X,
. 100-4
10-2
96

il

8
12

Vocé pode ver que essa reta secante é mais inclinada do que a
reta tangente, € assim a inclinacao da secante, 12, € maior do que a
inclinagao que vocé esta procurando.

Agora adicione mais um ponto em (6,36) e desenhe outra secante usando
esse ponto e (2,4) novamente.Veja a Figura 9-10.

Calcule a inclinagdo dessa segunda secante:



