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Comou—U=Re(f—L) e v—V =Im(f — L), temos:
lu-Ul<|f-L| e jo=V|<|f-L|

Daqui e de (2.6) segue-se que z € D N Vj(z) implica
lu(z,y) Ul <e e [u(z,y) —V|<e,

o que estabelece a condigao (2.5).

Reciprocamente, supondo satisfeita a condigdo (2.5), dado £ > 0, existe
6 > 0 tal que z € D N Vy(z;) implica
lu(z,y) —U| <e/2 e |v(z,y)—V]|<e/2. (2.7)
Combinando estas desigualdades com a desigualdade do tridngulo, obtemos:
If=Ll=|(u-U)+ilv—=V)| < |lu—U|+|v—V|
Daqui e de (2.7) segue-se que z € D N Vj(zq) implica
=
2

que é a condigao (2.4). Isto completa a demonstracao.

:E’

F2) Ll < =+

2.13. Corolario. Uma funcdo f(z) = u(z, y) + iv(z, y) € continua
num ponto zy = g + iyp se e somente se suas partes real e imaginaria
forem continuas nesse ponto.

EXERCICIOS

1. Prove que se as fungées f(z) e g(z) tém limites finitos com z — 2y (ou z — o0), entdo
lim[f(z) — g(2)] = lim f(2) — lim g(2).

2. Prove que se f(z) tem limite finito com z — z (ou z — o0), entao limef(z) =
clim f(z), qualquer que seja a constante c.

3. Prove, por inducdo, que

n

Jim 3 eifi(2) =) e lim fi(2),

d1 j=1

onde os coeficientes ¢; sao constantes quaisquer.
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10.

13.

15.
16.

Prove a propriedade (2.2) do Teorema 2.8.

Prove a propriedade (2.3) do Teorema 2.8.

Prove que se f(z) — 0 com z — z; e g(z) é limitada numa vizinhanga de 2y, entdo
f(2)g(z) — 0 com z — z;. Enuncie e prove proposicao analoga no caso z — 0o em
vez de z — 2.

Prove que se f(z) — oo com z — z5 e [g(z)| > ¢ > 0 numa vizinhanga de z, entdo
f(z)g(z) — oo com z — z;. Enuncie e prove proposi¢io andloga no caso z — co em
vez de z — zg.

Construa dois contra-exemplos, em ambos dos quais f(z) — oo e f(z)g(z) — oo com
2z — zp, porém num dos quais g(z) — 0 e no outro g(z) ndo tem limite com z — 2.
Faga o mesmo com z — oo em vez de z — 2.

Prove que um polinémio é uma funcao continua em todos os pontos; e que uma
funcdo racional (quociente de dois polinémios) também é continua, exceto nos zeros
do denominador.

Calcule os limites indicados nos Exercs. 10 a 14.

T i gty T |
12.. im —————,

, 11. _
z—I»E; z—3 z—u—nZz' z+ 24 h—0 h
5 1/4 : i iy 1/3
I i ek WL ol e sl
z—=0 A z—0 Z

Prove o Teorema 2.11.

Prove o Teorema 2.8, valendo-se de propriedades andlogas para fungoes reais de duas
varidveis reais e do Teorema 2.12.

SUGESTOES E SOLUCOES

Observe que

If(z)(9(z) — G) + G(f(2) — F)|
If(2)llg(2) — G| + |G| f(2) — F|.

Seja D o dominio comum de f e g, ou D = D; N D,. Existem nimeros positivos
M, &6, & e 63 tais que

|f(z)g(z) — FG|

IA

ze DNV3 (=) = |f(2)| < M;
z€ DNV, (20) = |f(2) — F| < &/2|G);
z€ DNV, (20) = lg(z) — G| < e/2M.
Tome § = min{é;, &, 83} para obter:
z€ DNVy(2) = |f(2) +9(z) - (F+G)| <=
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5. Considere primeiro o caso f(z) = 1. Observe que

1 1‘_|g(z)G|

9(z) G| 1Cllg(z)]

e que numa vizinhanga Vj, (20), |g(2)| > |G|/2.
12. Use a®> =8 = (a+b)(a—b) coma=+1+h, b=1.
13. Use a' —b* = (a — b)(a® + a®b+ab® + b*) com a = (1 +2)Y4, b=1.

16. Escreva f=u+1iww, g=U+iV, F=ug+iw e G =Uy+iVy. Entao,

f49—-(F+G@) =u+U—(w+U) +iv+V —(vw+W)], fg—FG= etc.

FUNCAO ANALITICA

A definicdo de derivada de uma funcao de varidvel complexa é formalmente
a mesma que no caso de funcao de variavel real. Seja f uma funcao cujo
dominio é uma regido R (conjunto aberto e conexo) e seja z um ponto de
R. Diz-se que f é derivdvel no ponto z se existe o limite

. flz+Az2)— f(2)
AllzIBo Az ’

ou, o que é equivalente, se existe

o F0) = 1)

w—z W — 2

Quando esse limite existe, ele define uma nova funcao de z, a derivada ou
fungao derivada da funcdo f, denotada por f’. Assim,

ey Bl (bedha) = {2
f(z)_Ali{lo Az )

Observe que, para a existéencia da derivada, o limite acima n&o pode
depender do modo como Az tende a zero ou w tende a z. Em particular, w
pode tender a z ao longo de diferentes raios, todos com origem no ponto z
(Fig. 2.6) e o limite deve ser o mesmo.
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Como exemplo, vamos mostrar que a funcéo f(z) = |22 = 2% + 4% 56 é
derivével em z = 0. Com efeito, pondo Az = re' (Fig. 2.7), temos:

flze+Az)—flz) _ (2+A2)(Z+Az) -2z
Az " Az
2Dz +ZA2+ Az Az

—2if a —if
= = zZe +Z4+re ™.
Az

v

Fig. 2.7

Passando ao limite com 7 — 0 e denotando este limite com f;(z), obte-
mos: ;
Filzy =2l 3.
Esta é a expressido da derivada direcional de f no ponto z. Ela depende

do angulo 0 para todo z # 0, de forma que f ndo possui derivada ordindria
nesses pontos. A derivada de f s6 existe para z =0: f/(0) = 0.

2.14. Definigao. Diz-se gue uma funcdo f € analitica numa regigo R
se ela € derivdavel em cada ponto de R; f € analitica num ponto zy se f €
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analitica numa regido contendo zy, por exemplo, numa vizinhanga Vs(zp).

As expressoes funcdo holomorfa e funcao regular sdo usadas como
sinonimas de “funcao analitica”.

De acordo com essa defini¢do, uma funcdo que sé possua derivadas em
certos pontos isolados nfio é analitica; assim, a funcdo f(z) = |z|* conside-
rada héd pouco nao é analitica, mesmo em z = 0, onde ela é derivavel.

O conceito de analiticidade requer a existéncia da derivada em todos
os pontos de um conjunto aberto. Sem diivida, essa condi¢ao impoe fortes
restrigoes a fungao f e tem como conseqiiéncia uma série de resultados sur-
preendentes, como veremos gradualmente no decorrer do nosso estudo.

Regras de derivagao

Como veremos progressivamente em nosso estudo, todas as funcoes com
que o leitor se familiarizou em seu curso de Calculo sdo analiticas, quando
convenientemente estendidas ao plano complexo. De verificagdo imediata é
o fato de que uma funcdo constante é analitica e sua derivada é zero. A
fungéo f(z) = 2", onde n é um inteiro positivo, é analitica e sua derivada
é f'(z) = nz"!; isto se demonstra exatamente como no caso real; por
exemplo, usando a férmula do binémio de Newton, segundo a qual

flz4+Az) = (24 A2)" = 2" 4 n2"! Az-l-n(ﬂT_l)z”'2 (Az)2+...4+(Az)"
Daqui segue-se que
Jlz+d2) =), s.detla)t—2a"
Az v Az
= nz" 1+ Mz"*z A+ ...+ (Az)* .

2

Fazendo Az — 0, obtemos o resultado desejado.

Do mesmo modo, a soma e o produto de um nimero finito de fungoes
analiticas sdo funcoes analiticas e as derivadas se calculam de acordo com as
regras conhecidas; o quociente de fungées analiticas é fungao analitica nos
pontos onde o denominador ndo se anula e a derivada é dada pela conhecida
regra de derivacao de um quociente. Vale também a regra de derivacao da
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fungdo composta ou derivagio em cadeia: se g é derivdvel no ponto z e f é
derivével no ponto g(z), entdo f(g(z)) é derivével no ponto z e

2 7(s(=)) = £ (s(2))d (2).

Todos esses teoremas e outros mais se demonstram como no caso de
varidveis reais. A titulo de ilustragao, vamos demonstrar que se uma funcgao
f € derivdvel num ponto zy, entio f é continua nesse ponto.

Como [ é derivdvel no ponto zy, a expressao

f (z) = f (Z{]) ’
- f(z0) =g
tende a zero com z — zp. Em conseqiiéncia, o 1iltimo termo da expressao

f(2) = f(20) + (2 — 20) f'(20) + (2 — 20)g

tende a zero com z — zp. Como o pentltimo termo também tende a zero,
passando ao limite obtemos o resultado desejado: lim._.., f(2) = f(z0).

Chama-se fungdo inteira a toda funcio que é analitica em todo o plano.
Os polindémios sdo os exemplos mais simples de fungbes analiticas. Eles
sao fungoes inteiras. A seguir vém as fungbes racionais, definidas como o
quociente de dois polindmios. Estas sdo analiticas em todos os pontos que
nao anulam o denominador. Por exemplo, a funcio

_ (z+2)(3z2—1)?
1= z(z — 3)(z+1)?

é analitica em todo o plano, excetuados os zeros do denominador, isto é,
z=0, 3, —%.

EXERcIcIOS

1. Prove que a soma de um nimero finito de fun¢oes analiticas é analitica e a derivada
da soma é a soma das derivadas das parcelas.

2. Prove que o produto de duas func¢des analiticas f e g é fungéo analitica, com derivada
(fg)' = f'g+ fqg'. Prove, por indugdo, a regra de derivagio de Leibniz:

s . o 1 nin—1 n— 1 n - n n—j J
(F)™) = fWg-nfg 4 BEZ D flamnigny |y g4l ’=Z(j)f“ e

=0
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3. Prove que o quociente de duas fungoes analiticas f e g num ponto z, onde g(z) # 0,
¢ funcgdo analitica e (f/g) = (of — fg')/g*.

4. Estabeleca a regra de derivacio da fungdo composta, ou regra da cadeia: se g &
derivdvel no ponto z e f é derivdvel no ponto g(z), entdo f(g(z)) € derivdvel no ponto

2 ¢ 2 1(9() = £ (s(:))9 ).

Calcule as derivadas das funcdes dadas nos Exercs. 5 a 7.

5. fz)=1-2"+4iz% 6. f(z)=(F —ifliz+ 1% 7. ﬂz)zjlgz-

Prove, por indugéo, que (2") = nz""', para todo inteiro positivo n.
. Prove que (2") = nz""' vale também para os inteiros negativos n.
10. Sendo z # 0, prove que (1/2) = —1/22.

11. Prove, por indugao, que
" 1_ (=1)"nl

dz" z Zn+l

SUGESTOES

10. E preciso provar que a expressao

Afod Byl B

h\z+h =z 22 22(z+h)
‘ende a zero com h — U, Dado £ > O, &€ preciso encontrar & > O ete. Observe que
|z 4+ h| > |z| — |h| > |2|/2, desde que se tome |h| < |z|/2.

AS EQUACOES DE CAUCHY-RIEMANN
Seja f = w + v uma fungdo derivavel num ponto z = z + iy. Entao, o

quociente
f(z+4z) — f(z)
Az
tem limite f’(z) com Az — 0, independentemente do modo como Az tende
a zero. Em particular, podemos fazer Az tender a zero por valores reais
Az = k e, separadamente, por valores imagindrios Az = it (Fig. 2.8).
Obtemos, respectivamente,

u(z + k&, y) —ulz, y) +ifv(z+k, y) —v(z, y)]
k

f(z) = lim
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e
f,(Z) - u(ms y + t) T ’UZ(.‘L’, y) -+ i['f)(,‘]{,’, Y =0 t) = ’U(CL', y)]
. t—0 it .
A (x
X, y+1)
i
I
i
(x y-}———--..(;._} k ¥)
Fig. 2.8

De acordo com o Teorema 2.9 (p. 45), a existéncia desses limites im-
plica a existéncia, separadamente, dos limites das partes reais e das partes
imagindrias das expressoes sob limites, isto é,

ulz+k, y) —ulz, y)

alimiing, o vz -k y) ~ vl y)
5 k tiin ;

e
f’(z) = %lna U(Ia y+t1 —'U(.'E, y) 5 'E%lﬂé ’U.(I, Y +ti i ’M(.’L’, y)

Em consegiiéncia, as fungdes u e v possuem derivadas parciais no ponto
(z, y), e valem nesse ponto as seguintes relagoes:

u  Ov v Ou
! - / y
Igualando as partes reais e as partes imagindrias, obtemos daqui as chama-
das equacdes de Cauchy-Riemann:

du v ou dv

A andlise acima mostra que as equagoes de Cauchy-Riemann sdo uma
condigio necessaria para a existéncia da derivada de uma fungdo f. Mas
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elas ndo sdo suficientes para garantir a existéncia dessa derivada. Como
exemplo disto, consideremos a funcgao

1) = /Iy,

onde, como sempre, z = x + iy. Temos aqui v = 0, portanto, v, = v, = 0.
Por outro lado, u = /|zy|, donde u(k, 0) = u(0, 0) = 0, logo,

= 0.

(0, 0) = lim u(k, 0) ;u([), 0)

Analogamente, u,(0, 0) = 0. Vemos entdo que as equagdes de Cauchy-
Riemann estao satisfeitas no ponto z = 0. Nao obstante isto, f nao é
derivével em z = 0. De fato, pondo Az = e’ = r(cos @+ isen @), obtemos:

i f(AZ) i f(O) b §V [COS'HSQHBI Lo [(senZB)/Z]lf{?e_i‘q.

Az—0 Az ei?

Esta é a expressdo da derivada de f na direcio (cos@, send). Como se vé,
ela depende de 6; logo, f'(0) nao existe.

Condicao necessaria e suficiente

Como acabamos de ver, as equagoes de Cauchy-Riemann sdao uma condigao
necessaria, porém nao suficiente, para que uma funcao f tenha derivada.
Entretanto, se a elas juntarmos a condicdo de que as derivadas de u e v
sejam continuas numa regiao R, obtemos uma caracterizagao muito impor-
tante das funcdes analiticas em termos dessas equagdes. E o que vamos
considerar no teorema seguinte.

2.15. Teorema. Sejam u(z, y) e v(z, y) funcdes reais com derivadas
parciais continuas numa regido R. Entdo, uma condi¢do necessdria e su-
ficiente para que a fungdo f(z) = u(z, y) +iv(z, y) seja analitica em R €
que as equagoes de Cauchy-Riemann estejam ai satisfeitas.

Demonstragao. A necessidade da condigao foi demonstrada acima, de
forma que s6 nos resta provar que a condic¢ao é suficiente. Para isto vamos
considerar um ponto z = z+iy € R e um numero § > 0 tal que a vizinhanca
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Vs = {(z+k+i(y+t): k> +t* < 6} esteja toda contida em R, como ilustra,
a Fig. 2.9; em particular, os segmentos 2zz; € 2129, onde z; = (z + k, y) e
zy = (z + k, y +t), também estdo contidos em R. Isto nos permite aplicar
o conhecido teorema da média, segundo o qual,

u(z + k, y) —u(z, y) = kug(z + 01k, y)

u($+k:y+t)*u(x+ka y) :tuy($+k7 y+92t)

onde f; e s sdao nimeros convenientes do intervalo (0, 1). Somando essas
duas ignaldades membro a membro, obtemos:

Au = ulz+k, y+1t)—u(z, v)
= kug(z+ 61k, y) +tuy(z+ Kk, y+ 6at) (2.9)

Fr=

Fig. 2.9

Como as funcoes u; e u, sdo continuas, podemos escrever:

Uz (z + 01k, y) = us(z, y) + 61

uy(z+ k, y + 63t) = uy(z, y) + 62,

onde & e & tendem a zero com k* +¢* — 0. Substituindo (2.10) em (2.9),
obtemos:

Av=ulz +E& y+t)—ulz, 1)
= kug + tuy + ké; + 163. (2.10)

De modo inteiramente analogo, deduzimos:

Av=v(z+k, y+1) —v(z, y) = kve + vy + kb3 + tbs4, (2.11)
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onde 63 e §; tendem a zero com k2 + * — 0.
Introduzindo a notacio Az = h = k + it e usando (2.10) e (2.11),
obtemos:
Fle+A2) = flz) "0  Butidg — (Ruy oty ) +i(bu, —ityy)

Az h T h

k t
+ 5(51 + i63) + 5(52 + 264).

Usamos agora as equagoes de Cauchy-Riemann para substituir v, e u, por
Uy € Uy, Tespectivamente. Assim,

flz+Az) = f(2)
Az

k t

Finalmente, observamos que |k/h| < 1 e |t/h| < 1, enquanto 61, 62, 63 e &4
tendem a zero com Az = h — 0, de forma que, passando ao limite em (2.12)
com h — 0, concluimos que a derivada f/(z) existe e é dada por u, + iv,.
Isto completa a demonstragao.

Deixamos para os exercicios a tarefa de demonstrar o corolario seguinte.
(Exerc. 1 adiante.)

2.16. Corolario. Uma fungdo com derivada zero em toda uwma regigo €
constante; e € também constante uma funcdo que so assume valores reats em
toda wma regico; ou ainda, uma funcdo cujo médulo seja constante numa
Teqiao.

Cauchy-Riemann em coordenadas polares

Veremos agora que as equagoes de Cauchy-Riemann, quando escritas em
coordenadas polares, assumem a seguinte forma:

ou_1w o _ 1w
ar  rdb ar  rae’

(2.13)

que é uma forma muito 1itil em vdrias aplicacoes. -
Um modo de justificar essa forma das equagdes de Cauchy-Riemann
baseia-se no fato seguinte: em cada ponto P = (z, y) de coordenadas polares
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(r, ) introduzimos um sistema cartesiano PXY, de eixos PX e PY como
indica a Fig. 2.10. Neste novo sistema, as equacoes de Cauchy-Riemann
assim se escrevem:

ou = du du dv

T A T )
Como se vé, dX = dr e 9Y = rdf. Substituindo acima, vem:

bu_1ov | 10u_ &
ar roe rofd  or

Fig. 2.10

Para a demonstragdo analitica das equagbes (2.13), utilizamos as
férmulas de transformacéo,

z=rcosf e y=rsend, (2.14)

que definem implicitamente r e f como fungdes de z e y. Derivando-as com
relagao a x, obtemos:
or a6
1=—cosf —rsenf—
oz

or

or o)
(= %senﬁ-l- T‘COS@E.

Daqui segue-se que
or 06  send

A= 0 ik e
oz PR % ox i
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De modo anédlogo, derivando (2.14) em relagao a y, e resolvendo em relacao
a dr/0y e 88 /dy, encontramos:

Qt—senﬂ e %*COSH
dy oy r
de sorte que
9 _ 99 909 _ 0 sedd
dx Oz dr Brdh FEE ar r 00’
o _oro 90 _ 0 0D
dy  Oyor Byﬁ'ﬁ—sen ar r 96
Substituindo em (2.8), obtemos:
COSB@—SGHBB—U— 98v+cosﬂ adv
ar r 00 e or et 00
¥ Sena@_f_cosﬂau_i 63‘0_._86]19 du
ar e Pais T r 00

Multiplicando a primeira destas equagoes por cosf e a segunda por senfl e
somando-as, obtemos a primeira equagio em (2.13). Analogamente, mul-
tiplicando a primeira equacdo acima por senf e a segunda por — cosf, e
somando-as, obtemos a segunda equagdo em (2.13).

Interpretacgao geomeétrica

As equagbes de Cauchy-Riemann tém um significado geométrico interes-
sante, expresso no teorema seguinte.

2.17. Teorema. Se f=u+iv é analitica numa regido R, entdo as curvas
das familias
u(z, y) = const. e w(zx,y) = const.

se cruzam em dngulo reto em todo ponto zyg = xg + 1y onde f'(zy) # 0.
Demonstracdo. De fato, como o vetor gradu = (u;, uy) é normal a

curva u(z, y) = u(zo, yo) no ponto (xzg, yp), o vetor (uy, —u;) é tangente,
pois esses dois vetores sdo ortogonais (Fig. 2.11):

(2, 1y ) - (Uyy —Ug ) =vaty, — uyu, = 0.
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gradu (uy,— uz)

ufx, y)=
=u(x,, y, )= const

(50 ,)

Fig. 2.11

De modo andlogo, (vy, —v.) é tangente a curva v(z, y) = const., como
ilustra a Fig. 2.12. Fazendo o produto escalar desses dois vetores e usando
as equagoes de Cauchy-Riemann, obtemos:

(2, ) = (W5 =) = 2y Uy U= Uyl = Uastly = 0,

que estabelece o resultado desejado.

(uy, — Uy)

i = const.

(v, —uy)

Fig. 2.12

Observe que o resultado anterior se refere a familias de curvas do plano
z que sao levadas pela funcdo w = f(z) nas familias de retas do plano w
paralelas ao eixo dos v e ao eixo dos u respectivamente (faga uma figura).
Um resultado andlogo é verdadeiro para familias de curvas do plano w que
sao imagens das familias de retas coordenadas do plano z, isto é, as familias
de retas paralelas ao eixo dos z e ao eixo dos y respectivamente. (Veja o
Exerc. 13 adiante.)
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A funcao exponencial

A funcdo w = e é analitica em todo o plano. Para vermos isso, lembramos
que, sendo z = r + iy, a exponencial se escreve

e* =e’e" = e’ cosy +ie’seny,

0 que permite verificar a validade das equacoes de Cauchy-Riemann para
todo z. Verifica-se também que as derivadas parciais das partes real e ima-
ginaria de e* sao continuas em todo o plano. Portanto, e* é analitica, isto
é, tem derivada para todo z. Essa derivada é simplesmente de®/dz, que
resulta ser a prépria fungédo e, como segue facilmente da expressao acima.

Assim,
g g ¥
—e® =¢° para todo z.
dz
Vamos estudar a transformacao do plano z = z+ iy no plano w = u -+
pela funcdo exponencial w = e€°. Para isso, é conveniente escrever w em

forma polar:

w=¢e"e? =pe'¥, istoé, p=e’, p=y.

Mantendo y constante e variando x, w permanece num raio pela origem.
Quando z varia de zero a +oo, p varia de 1 a 400 ao longo desse raio; e
quando z varia de zero a —oo, p varia de 1 a zero (Fig. 2.13).

Ay
y=2m
y= 2?/3
0 &
Fig. 2.13

Suponhamos agora que x permanega constante e y varie no intervalo
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[0, 27). Entao, p permanecera fixo e o ponto w descreverd um circulo de
raio p, centrado na origem. Para = = 0 esse circulo tem raio unitario; para
x > 0, ele é exterior ao circulo unitario, e para x < 0, ele é interior.

Essas observagdes comprovam, no caso da funcéo exponencial, o que dis-
semos ao final da subsegao anterior (veja o Exerc. 13 adiante): as imagens
das familias de retas coordenadas x = const. e y = const. sdo ortogonais.
Vemos também que toda a faixa do plano complexo z, dada por 0 < y < 2,
é levada, de maneira biunivoca (Exerc. 14 adiante) sobre o plano complexo
w, excluida a origem deste plano. Como e* é periddica de periodo 2,
qualquer outra faixa 2km < y < 2(k+1)7 é transformada exatamente como
a faixa 0 < y < 27, no plano w com a origem excluida.

EXERCICIOS

1. Prove o Corolario 2.16.
2. Mostre que as equagoes de Cauchy-Riemann sao equivalentes a cada uma das formas
seguintes:
of __of 01 _ 01
Oz Oy 8y Oz
Use as equacoes de Cauchy-Riemann para verificar, no caso de cada uma das funcoes
dadas nos Exercs. 3 a 10, qual é analitica e em que dominio. Em caso positivo, calcule a
derivada f'(z). (Observe que esta derivada, quando existe, é dada por 8f/0z.)

3 u=2 4 w=ke® 9, w=7%
B =l 7. w=(e"+e ¥)senz+ (e —e ¥)cosz.
8. w=eY(cosz+isenc). 9. w=eY(cosz +isenz).

10. w = /z = /r[(cos(8/2) + isen(8/2)], 0 < 8 < 27.

11. Dada a fungdo w = 2* = u + iv, faca o gréfico das curvas das familias u(z, y)=oc e
v(z, y) = ¢z, para diferentes valores das constantes ¢, e ¢z, e observe que essas curvas
se cruzam em angulo reto.

12. Faca o mesmo para w = 1/z.
13. Dada uma funcao w = f(z), analitica numa regidao R, considere as seguintes familias
F; e Fy de curvas do plano w, parametrizadas por = e por y, respectivamente:

Fi: u=u(z, 1), v=2ov(z, ) e F:u=u(z,y), v="1v(z,y)

Prove que em cada ponto f(z), onde f'(z) # 0, essas curvas se cruzam ortogonal-
mente. Faca um grafico.
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14. Mostre que a funcdo e é injetiva em qualquer faixa horizontal do plano, dada por
a<y<a+2r

15. Vimos que a exponencial é uma fungéo w = f(z) = u+ iv, analitica em todo o plano
e tal que f'(z) = f(z) e f(0) = 1. Prove que existe uma e uma sé fungao satisfazendo
estas condigGes, de forma que a fungdo exponencial pode ser por elas definida. (Su-
gestdo: u, = u e v, = v sd0 equagbes diferenciais ordinarias de 12 ordem em z, cujas
solugbes sdo u = ge® e v = he”, onde g e h sdo constantes em relagio a z, portanto,
podem depender de 3. Use as equagtes de Cauchy-Riemann e obtenha ¢ +g=0e
h"” + h = 0. Daqui e de f(0) = 1, segue-se que g(y) = cosy e h(y) = seny.)

AS FUNCOES TRIGONOMETRICAS
E HIPERBOLICAS

Vamos introduzir agora as funcoes trigonométricas e hiperbdlicas. Comeca-
mos observando que das relacgoes

e =cosy+iseny e e ¥ =cosy—iseny
decorrem as seguintes formulas de Euler:

eV — e~ eV + e W
SIS L SRy =
¥ 21 y 2
Elas s@o usadas para estender as fungées trigonométricas a todo o plano
complexo. Assim, definimos:

g% — g 1* ez L etz
senz=———, C€0sz=—"—"—.
21

Sen z COs z
tgz=——, cotz= , Secz=——, CsCz=
cos z se cos z

As conhecidas férmulas de derivacgao,
(senz) =cosz, (cosz)'=—-senz etc,

seguem das definigdes acima e de (e*)’ = .
As identidades trigonométricas familiares permanecem todas validas no
campo complexo. Assim,

sen (—z) = —senz, cos(—z)=cosz,
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2

sen’z + cos® z = it

sen(z) + z2) = sen zj COS 22 + COS 21 Sen 23,

cos(z) + 22) = cos z; cos 2o — sen 1 sen za,

m™ ™
sen z = cos 5*2 € COosz =s8en E—Z .

As duas primeiras dessas identidades sao consequéncias imediatas das
definigdes de seno e co-seno, e as demais seguem dessas definigées e das
propriedades da fungdo exponencial (Exercs. 4 a 7 adiante).

As funcoes hiperbolicas, seno e co-seno, sao definidas, como no caso de
varidveis reais, pelas seguintes expressoes:

z =2 2 —2
e i=e e+ e
senh z = S A coshz = S o

Como se vé, seus valores sao reais para valores reais de z. Elas surgem natu-
ralmente quando se procura separar as partes real e imagindria das funcoes
senz e cosz (Exercs. 9 e 10 adiante). E fécil ver que (senhz)' = coshz e
(cosh z)" = senh z.

EXERCICIOS

1. Mostre que os zeros de senz e cosz sao dados, respectivamente, pelas expressoes
z=nmez=(n+1/2)7, ninteiro. Determine os dominios méximos de defini¢ao das
funcoes tg z, cot z, secz e cscz.

Mostre que sen z e cos z sao fungoes periddicas de periodo 27, como no caso real.

3. Prove que cosh z e senh z sdo funcdes periddicas de periodo 27i.

Estabelega as identidades dadas nos Exercs. 4 a 16.
4, sen’z4cos’z=1.
5. sen(z; + z2) = sen z; cos 22 + cos 21 sen zz. Sugestao: comece pelo 22 membro.

6. cos(zi +2z2) = cosz; coszz — sen z; sen zs.

7 senz—cos(’r Z) 2 COSZ_SGD(TF—Z
- = 2 = 2 )
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8. seniz =1isenhz e cosiz = coshz.

9. sen(x+iy) =senzcoshy +icoszsenhy.

10. cos(z +iy) = coszcoshy — isenzsenhy.

11. cosh? z — senh® z = 1.

12. [senh(z +iy)|* = senh’ z +sen’y e |cosh(z +iy)[> = senh® z + cos® y.
13. |cosh(z + iy)|* — |senh(z + iy)|* = cos 2.

14. senh(z + z) = senh 2 cosh z; + cosh z1senh 2.

15. cosh(zi + z3) = cosh z; cosh 23 + senh z; senh 2».

16. senh(z + i) = —senhz; cosh(z + im) = —coshz; tgh(z +in) = tghz.

17. Prove que |senh z| < | cosh(z + iy)| < coshz.

O LOGARITMO

O logaritmo de um niimero complexo z = re’ # 0, é definido assim:
log z = logr + i6,

onde logr denota o logaritmo real do nimero » > 0. O logaritmo estd
definido para todo niimero complexo z # 0, e se reduz ao logaritmo real
quando # = 0. Usa-se também a notacdo In z.

Na realidade, a férmula acima permite atribuir ao logaritmo vérios valo-
res distintos, dependendo do argumento usado para o niimero z. Por causa
disso costuma-se dizer que o logaritmo é uma funcao multivalente.

2.18. Observagao. E claro que o valor de uma fungio tem de ser de-
terminado univocamente, de forma que a expressao “funcéo multivalente”,
a rigor, é imprépria, mas € usada por ser conveniente: sabemos do que esta-
mos falando. Em contraposicdo, para enfatizar, ou evitar qualquer diivida,
as vezes usa-se também a expressdo “funcdo univalente”. Em breve en-
contraremos outros exemplos de “funcées multivalentes” e veremos como
torné-las univalentes.
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Voltando ao logaritmo, para fazé-lo univalente, lembramos que o argu-
mento de um nimero complexo z # 0 s6 é determinado a menos de multiplos
inteiros de 27. Seja, pois, #y o valor particular do argumento que esteja no
intervalo [0, 27), isto é, 0 < fy < 27. Entao, o argumento genérico é dado
por

0=0p+2knr, k=0, £1, £2,...
Assim, temos de restringir o argumento de z a um intervalo do tipo
k= Q=20 k=0, &1, £2....

para que o logaritmo fique bem definido como “fun¢io univalente”. Cada
valor de k conduz ao que chamamos uma determinag¢do ou ramo do logarit-
mo. Denotando com log;, z tal ramo, teremos:

log; z =logr+i6, 2kw <0 <2(k+ 1)m.

Costuma-se dizer também que o logaritmo fica “especificado” com um de-
terminado valor de k. O ponto z = 0 é chamado ponto de ramificacio de
log z, justamente porque, quando um ponto z descreve um circulo centrado
na origem e volta ao ponto inicial, a funcao log z retorna aumentada de 271,
isto é, passa de um de seus ramos ao ramo seguinte.

Com o valor k = 0 obtemos o que chamamos valor principal, ramo prin-
cipal, ou determinacdo principal do logaritmo. Mas convém observar que
nada hd de especial na escolha do intervalo 0 < § < 27 para especificar o
valor principal. Podemos tomar 0 < # < 27, —7 < # < 7, ou qualquer outro
intervalo de comprimento 27, como @ < < a+ 27 (ou a < 6 < a + 2m)
(Fig. 2.14). Em qualquer desses casos, a restrigdo do argumento a um inter-
valo de comprimento 27 introduz descontinuidades na fungéo log z ao longo
do raio pela origem e de argumento a. Esse raio € freqlientemente designado
um corte do plano complexo. Ao considerarmos as restrigoes a < 8 < a-+2m,
a<f<a+?2rm oua<l<a+2n, dizemos que o plano foi cortado ao
longo do raio z = re'®.
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a+ 27

Fig. 2.14

Usando as equagoes de Cauchy-Riemann na forma polar, é ficil verificar
que qualquer ramo do logaritmo é uma fungao analitica em seu dominio (do
qual se exclui o raio que produz o corte, para que o dominio seja um conjunto
aberto). Vamos calcular sua derivada:

oo o
dz Or Oz 00

dlogz _?_

= P (logr +1i6) = (

) (logr + i6).

Substituindo os valores dr/dz = cosf e 98 /0z = —senf/r (ja obtidos na p.
58), efetuando os célculos e simplificando, obtemos:

dlogz 1
dipoil &

O logaritmo como transformacao e sua inversa

E facil ver que qualquer ramo do logaritmo é uma funcéo univalente e inje-
tiva, definida em todo o plano z, exceto z = 0, e tendo como imagem toda
uma faixa horizontal do plano w; e a totalidade dos ramos,

z=re?, w=u+iv=Ilogz=logr+1b,
cobre todo o plano w. Os raios # =const. do plano z vao nas retas. hori-
zontais v =const. do plano w; e os circulos r» =const. sdo levados nas retas
verticais v =const. (Fig. 2.15). (Compare esta figura com a Fig. 2.13, p.
61.) O circulo r = 1 tem por imagem o eixo imagindrio u = 0; os circulos
com r < 1 vao nas verticais a esquerda desse eixo, e os circulos com v > 1
vao nas verticais & direita do mesmo eixo. Note que a ortogonalidade das
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curvas u(z, y) =const. e v(x, y) =const. era de se esperar, de acordo com
a interpretagdo geométrica das equagdes de Cauchy-Riemann (p. 59).

¥

* v=27/3

=Y

Fig. 2.15

Observe que o ramo principal leva o plano complexo z # 0 na faixa
0 < v < 27 do plano w; e, em geral. o ramo k-ésimo leva o plano z # 0 na
faixa 2km < v < 2(k + 1)7 do plano w. Assim, qualquer ramo do logaritmo
é uma fungao univalente e injetiva, definida em todo o plano, exceto z = 0,
e tendo como imagem uma faixa horizontal do plano w.

Mostremos, finalmente, que a funcdo exponencial e qualquer ramo do
logaritmo sdo fungoes inversas uma da outra, desde que o dominio da ex-
ponencial seja a faixa horizontal de largura 2w que é imagem do logaritmo.
(Veja o que dissemos na p. 62 e a Fig. 2.13.) Para isso, consideremos o
ramo

w = log, z =logr +i(0 + 2kw), 0<6 < 2m.
Pondo z = re'? | teremos:

elogk 2 ok elog-r'+;i(6'+2k1r} — Tez'éi —

log, e” = logexpllogr +i(# + 2km)]
= logy(re'?) = logy z = logr + i(f + 2kn) = w.
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Isso prova o resultado desejado.

Propriedades do logaritmo

A férmula
log(z122) = log z1 + log 22 (2.15)

permanece vélida, desde que corretamente interpretada. Com efeito, sendo
21 = r1€% e 23 = roe'® | temos:

logz1 +logzs = [logri + (61 + 2kim) + logra + i(6s + 2kam)]
= log(rlm) iz Z[(@l -+ 92) + 2“1:1 -+ kg)’n’], (2.16)

onde k; e ko sfo inteiros arbitrdrios. Esta tltima expressao é a forma geral
de log(z122), se k1 e ks forem independentes um do outro. Neste caso, a Eq.
2.15 ¢ valida com o seguinte significado: o conjunto dos valores possiveis de
log(z122) coincide com o conjunto dos valores possiveis de log z; + log zo.

Se k1 e kz nio forem independentes, como é o caso em que z; = 22 =
z=re¥ e a (2.15) se reduz a

log 2* = 2log z, (2.17)
entéo o segundo membro de (2.17) se reduz a
logr?® +i[(20) + 2(2k)7]
onde k é arbitrario. Neste caso, qualquer valor do segundo membro de (2.17)
¢ um valor do primeiro membro, mas nao reciprocamente, como ¢ ficil ver.
Observagoes andlogas se aplicam nos casos
log(z1...2;,) =logz1 +...+logz, e logz"™ =nlogz,
cujas demonstracées ficam a cargo do leitor nos exercicios. Esta tltima

relagdo, por exemplo, significa que todo valor de nlogz é um valor possivel
de log 2", mas nao reciprocamente.
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Definicao de 2°

Dados os niimeros complexos z e o, sendo z # 0, definimos 2® pela equacio
2% = e?logz, (2.18)

Isto significa que «log é um dos logaritmos de 2%, de sorte que
log z* = alog z + 2kmi, (2.19)

que, para z > 0, a real e k = 0, é uma férmula familiar do logaritmo real.
A definigao (2.18) é entao uma extensdo natural da nogio de poténcia real
de niimeros positivos.

Como o logaritmo é uma funcdo multivalente, 2® é, em geral, multiva-
lente, com o mesmo ponto de ramificagdo z = 0 que log z. Para evidenciar
este fato, seja z = ret? = re!®+2k7) com 0 < 6y < 27, k =0, £1, +2,...
Substituindo log z = (logr + i6y) + 2kmi em (2.18), teremos:

20 — ea(logr+i90)621r(ka)i e P(za)ezﬂ'(kﬂ‘)i, (220)

onde P(z%) denota o assim chamado valor principal da funcao 2%, obtido
com o valor principal de logz em (2.18). A Eq. 2.20 nos mostra que os
possiveis valores z® sao obtidos multiplicando-se o valor principal P(z®)
pelo fator e27(k@)i,

Procuremos determinar diferentes valores de k, digamos, k e k', que
resultem no mesmo valor desse fator:

e2fr(kcr)i 2 (k' a)i

==e
Isto é equivalente a e2™(F—¥)ai = 1 ou seja, (k — k')a deve ser inteiro; ou
ainda, o deve ser racional. Vemos entao que, sendo @ um niimero (real ou
complexo) ndo-racional, a funcdo z* admite infinitos ramos.

Suponhamos agora que « seja racional, digamos a = p/q, com p e ¢
primos entre si e ¢ > 0. Entao o fator e2"(¥?/9)i assume apenas g valores
distintos, dados por k=0, 1,...,g — 1; e, em conseqiiéncia, a funcao

2P0 = P(zP/2)?m(kp/0)i

também assume apenas ¢ valores distintos para um mesmo z # 0.
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Quando fixamos um ramo do logaritmo em (2.18), z® torna-se uma
funcao univalente e analitica. Calculamos sua derivada pela regra da cadeia,
assim:

log =
e 08
(Za)r = (ealogz)f = ealogz(alogz)f s
alogz
e 4 s
: = ae(a 1)logz _ =1
elog z

Em particular,

e adm o) A

2.19. Observagao. Quando a = 1/n, com n inteiro positivo, a férmula
(2.18) nos d4 as raizes n-ésimas do niimero z = re’, como era de se esperar.
Com efeito, fazendo ae = 1/n em (2.18), obtemos:

zl/n = e(l/n)[logr+i(9+2qn’)1 e Tl/nei(9+2qw)/n} (221)
onde g varia no conjunto dos inteiros. Mas isto nao é necessario; basta g
variar de zero a n — 1 para obtermos todas as determinacoes possiveis de

2'/" como em (1.4), p. 16, as quais sdo precisamente as raizes n-ésimas de
z.

2.20. Observagao. Nesse mesmo caso a = 1/n, com n inteiro positivo,
a férmula (2.19) dispensa o termo 2kni, e deve ser escrita assim:

1
log 2!/™ = = log z.
n
Com efeito, de (2.21) obtemos:
1 ]
log 2" = —logr+i [— o (2 -+ k) 271'} ;
n n n
onde g varia de zero a n — 1 e k varia no conjunto dos inteiros. Mas entao

o nimero nk + ¢ = k' também estard variando no conjunto dos inteiros.
Assim,

1 1
log z/™ = E[log'r +i(6 + 27K')] = = log z.
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As funcoes trigonométricas inversas

As funcoes inversas das fungoes trigonométricas exprimem-se facilmente em
termos do logaritmo. Consideremos, por exemplo, a fungéo

W = arccos z,

definida por z = cosw, ou seja

eiw L e—iw
2

=

Multiplicando por e, reduzimos esta equacgao a forma
(e™)? — 22(e™) +1 =0,

donde

eV =z4 V22 —1,

e, finalmente,
w = arccosz = —ilog(z +iv1 — 22).

Temos aqui uma fungdo multivalente, cujos ramos particulares sdao obti-
dos considerando ramos particulares de v/z2 —1 e do logaritmo que ai
aparece.

A derivada da funcgéo arccos z pode ser calculada facilmente a partir da
expressio acima, com a ajuda da regra da cadeia. Temos:

Ny
z+iv1—22 N

(arccosz)’ = —

As demais funcgoes inversas, trigonométricas e hiperbdlicas, sdo obtidas
de maneira andloga.

Observamos que as notagoes cos™  z, sen~! z etc. sdo freqiientemente
usadas em lugar de arccos z, arcsen z etc. Elas nao devem ser confundidas
com (cos z) 7!, (senz)~! ete.

1
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EXERCICIOS

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17

18.
19.

Demonstre que log z—l = log 21 — log z2, no sentido de igualdade de conjuntos de va-
2
lores, como em (2.15).

Defina os ramos do logaritmo a partir de um corte ao longo do semi-eixo real negativo,
—a < # < m, e identifique as imagens do plano z pelos vdrios ramos obtidos.

3+l

Mostre que log(—1) = (2k + 1)ni e logi = $E s =10 51, 22, ...

Mostre que, sendo = # 0,
! 1 -
log(z + iy) = 3 log(z® + ) + (6o + 2km)i,

onde 6 é uma das determinacdes de arctg(y/z). Se z = 0, entdo y # 0 e 6y pode ser
tomado igual a +7/2, conforme seja y > 0 ou y < 0, respectivamente.

Determine todas as raizes das equagdes dadas nos Exercs. 5 a 10.

e’ =—1; 6. ¥ =—e. 7. &€ =-V3+3i

e +6e 7 =5. R e 10. logz = mi/2.

Mostre que, uma vez fixado o argumento da constante ¢ # 0, a fungdo w = ¢* é

analitica, com derivada (c*)' = ¢” loge.

Estabelega as seguintes propriedades das poténcias:

ze’
onde z # 0 e a e b sdo nimeros complexos quaisquer.
Demonstre que |z"| = |z|", onde z # 0 e r é um mimero real qualquer.
Mostre que todas as determinacdes de i* so reais e dadas por

—(4k + V)7

g k=0, %1, +2,d

i = exp

Calcule todas as determinagdes das seguintes poténcias:
(1+id)5 (@-9) (V3+i); (1-iv3).

1

Mostre que arcsen z = —ilog(iz + /1 — 22), e que (arcsenz) = T
—z

tra e que (arctgz) =
=% B Rk v T

Determine todas as raizes da equacédo cosz = 3.

Mostre que arctgz = -;—log

Determine todas as raizes da equagao senz = 3.
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RESPOSTAS E SUGESTOES

1. Z=z /5 &2 —2n.
8. Equacao do 22 grau para €.
18. z = 2kw — ilog(3 + 2v/2), onde k =0, +1, £2,...



Capitulo 3

TEORIA DA INTEGRAL

ARCOS E CONTORNOS

Definimos arco continuo ou simplesmente arco como um conjunto C de pon-
tos, dado parametricamente assim:

C = {2(t) = =(t) + iy(t): a <t < b}, (3.1)

onde z(t) é uma funcdo continua de ¢ — ou, o que é equivalente, z(t) e y(t)
sao funcoes continuas de ¢, ¢ variando no intervalo [a, b].

A representagio paramétrica z = z(t) ordena os pontos de C' de acordo
com os valores crescentes de t, de forma que C' é um conjunto ordenado ou
orientado (Fig. 3.1a). O mesmo conjunto com orientacdo oposta é o arco
que designamos por —C' (Fig. 3.1b), e que possui representagao paramétrica

z1(t) =2(-1t), -b<t< —a.

z{a) [
(/ AL
z(b) 2(-b)

(@) ®)

Fig. 3.1

Chama-se arco de Jordan ou arco simples aquele em que cada ponto
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z(t) corresponde a um tnico valor de ¢. Intuitivamente, isto significa que, a
medida que ¢ varia de a até b, o ponto z(t) percorre a curva C, passando uma
s6 vez por cada um de seus pontos. Quando o arco nao é simples, ele contém
ao menos um ponto miltiplo, assim designado todo ponto proveniente de dois
ou mais valores distintos do pardmetro t: z(t;) = z(t3), com t; # t3. Chama-
se curva fechada a todo arco cujas extremidades z(a) e z(b) coincidem; e
curva fechada simples ou curva de Jordan a toda curva fechada cujos pontos,
a excecao das extremidades, sejam todos simples (Fig. 3.2).

z(a)

z(b)
o z(a) = z(b)
Ponto miiltiplo: Curva fechada z(a) = z(b)
z(t)=z(@t,).t, # ¢, Curva de Jordan
Fig. 3.2

As vezes teremos necessidade de considerar um arco ou curva como con-
junto fechado do plano, no sentido da defini¢cdo (topoldgica) que demos &
p. 27. Isto nao deve ser confundido com o conceito “arco fechado” que
acabamos de introduzir.

Vejamos alguns exemplos: a equagao z = 1 — it, para 0 < t < 2,
representa um arco simples, que é o segmento [1, 1 — 2i], orientado de 1
para 1 — 2i. (Faga uma figura.)

A equacdo z = t? +it, —oco < t < oo, representa a parabola

ou seja, z = y?, orientada como indica a Fig. 3.3.
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Y

Fig. 3.3

Teorema de Jordan e conectividade simples

De acordo com o chamado teorema de Jordan, toda curva fechada sim-
ples C divide o plano em duas regioes, tendo C como fronteira comum,
uma das quais, chamada o interior de C, é limitada. O teorema afirma
também que o interior de C' possui uma propriedade adicional, chamada
conectividade simples. Intuitivamente, diz-se que uma regiao R é simples-
mente conexa se qualquer curva fechada simples contida em R pode ser
deformada continuamente até reduzir-se a um ponto, sem sair de R. A
Fig. 3.4 ilustra duas regides conexas A e B, das quais A é simplesmente
conexa, mas nao B; esta possui um “buraco” que destrdi a conectividade
simples. Chamaremos de multiplamente coneza toda regido conexa que nao
for simplesmente conexa.

Fig. 3.4

O teorema de Jordan é de fécil compreensdo, mas seu tratamento rigo-
roso é delicado e estd fora de nossos objetivos.
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Arco regular e contornos

O conceito de arco continuo é muito geral e inclui objetos complicados,
que em nada se parecem com figuras geométricas simples, como um arco
de ci]rculo, uma pardbola, uma sendide etc. Em nossas consideragoes, nao
necessitamos sendo da idéia de arco regular, assim entendido o arco cuja
representagao (3.1) é tal que a derivada 2'(t) = z'(t)+iy/(t) existe, é continua
e nao se anula. Tal arco possui tangente em cada ponto, cujo dngulo com
o eixo Oz é dado por arg2'(t), o qual varia continuamente com ¢. Mesmo
um arco regular pode exibir comportamento surpreendente; consideremos,
como exemplo, o arco regular dado por

1
z2(0))=0, e{t) =t+it3senz, U= t< 1

Este arco secciona o eixo Oz numa infinidade de pontos tendo a origem
como ponto de acumulagao (Fig. 3.5).

Fig. 3.5

Chamaremos contorno ou caminho a todo arco continuo formado por
um ndmero finito de arcos regulares. Mais precisamente, um contorno C
tem representacdo paramétrica dada por uma funcdo z = z(t), continua
num intervalo [a, b], unido finita de subintervalos [a;, b;], 7 = 1,...,n, tais
que a1 =a, by = az, by = as,..., by_1 = an, by, = b (Fig. 3.6a); e em cada
um dos intervalos abertos (aj, b;) a derivada 2'(t) é continua, diferente de
zero e tem limites laterais finitos e diferentes de zero com ¢ tendendo aos
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extremos de cada intervalo por valores interiores a ele, limites esses que co-
incidem com z'(aj+) e z/(bj—), respectivamente. Isto significa que 2/(t) é
fungao seccionalmente continua no intervalo [a, b] (Fig. 3.6b).

By bl 24 a, b,
l i .' i |
&%) & B b b o) LR
(@) (b)
Fig. 3.6
EXERCICIOS

Identifique as curvas ou arcos de equagoes dadas nos exercicios seguintes.

1. z=38t+1%, —co<it<oo. 2. z=32+5it, —co<t<co.

LER%E
3. z=r(cost+isent) —Estg‘.rr, r>0. 4. z:¥+zt, 1<t<oo.

5. z=t+%, -0 <t<0. 6. z=t+ivV1l—t%, —-1<t<l1.
P =t ot ~12481 8 z=t+iVi+E, —oo<t<O.

9. z=+1+8+t, 0<t<oo.

INTEGRAL DE CONTORNO

Seja F'(t) = U(t) + 1V (t) uma fungao continua da varidvel real ¢ num inter-
valo [a, b]. Sua integral é definida em termos das integrais das fungoes reais
U e V, mediante a expressio

l .b F(t)dt = | /Q : U(t)dt +i . /a : V(¢)dt. (3.2)
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Desta definicao seguem imediatamente as seguintes propriedades:

Re / " Fltydt = / "ReF(t)dt; Im f " Flt)dt = / ‘mF®d  (3.3)

As propriedades de linearidade,

b b b
/ [F(t) + G(t)]dt = [ F(t)dt + / G(t)dt (3.4)

b b
/ cF(t)dt = c / F(t)dt, (3.5)

onde ¢ é uma constante (complexa, em geral), sao também de facil veri-
ficacdo e ficam a cargo do leitor.
A integral (3.2) goza também da seguinte propriedade:

/ﬂ ; F(t)dt‘ < /a "Rt (3.6)

onde, evidentemente, a < b. Esta propriedade é imediata se a integral que
aparece no primeiro membro for nula. Caso contrério, seja

b :
/ F(t)dt =re® (r>0)
a
sua representacao polar. Daqui e de (3.5), obtemos:

; b B
— [ F(t)dt = f P (t)dt:

ou ainda, usando (3.3),
g . 0 b r
e Re/ e Y Fihdt = f Re [e_wF(t)] dt.
a a
Portanto, tendo em conta que ]e_i9| =1,

f ; F(t)dt| = r = / Ht e F(t)] dt < / ; |Re [e—wF(t)Hdt

b
S‘/
a

donde a desigualdade (3.6).

e—""‘F(t)| dt = fb |F(t)] dt,
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Integral curvilinea ou de contorno

Estamos agora em condicoes de definir a integral curvilinea ou integral

de contorno
[, 1),
JC

onde C é um contorno qualquer e f = u + iv é uma fungao continua em C.
Usando a representagao do contorno C, z = z(t), a < t < b, definimos

b I
| #@az= [ ree)# o, (3.7)
onde o segundo membro é uma integral do tipo (3.2), com
U(t) = ulz(t), y(t)]a'(t) — v[z(t), ¥V (2),

V(t) = ulz(t), y()]y'(t) + v[z(t), y(t)a'(2).

O integrando em (3.7), f(2(t))2'(t) = U(t) + iV (t), pode ndo ser uma
funcao continua em todo o intervalo [a, b], devido ao fator 2/(¢). Mas, como
vimos na secao anterior, esse intervalo é constituido de um nimero finito
de subintervalos I; = [aj, b;], em cada um dos quais 2/(t) é continua; e a
integral em (3.7) deve ser interpretada como a soma das integrais nesses
subintervalos I;.

Invariancia da integral

A integral (3.7) é invariante com uma mudanca de parametro dada por
uma fungdo crescente t = (1), que transforme um intervalo a < 7 < 8 no
intervalo a <t < b e cuja derivada t'(7) seja seccionalmente continua. De
fato, pondo z1(7) = 2(#(7)), e usando a regra de mudanca de varidvel de
integracao nas integrais reais, obtemos:

B B
| famb@ar = [ fEem)em @
= [ s o ©9)
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E devido a essa invariAncia que se torna desnecessario explicitar a repre-
sentagdo paramétrica do contorno C: a notacdo do primeiro membro de
(3.7) tem significado tnico e preciso.

Convém observar também que as integrais curvilineas tratadas na teoria -
das fungdes reais das variaveis reais z e y podem ser definidas de modo
andlogo a (3.7). Assim, temos:

b
f P(z, y)dz = / P(a(t), y(1)z'(t)dt,
4 a

b
Q@ vdy= [ Q) v ®t,
&4 a

e, em geral,

b
fc Pdz + Qdy = /ﬂ [P(x(t)), y(t)x'(t) + Q(z(¢), y(t))y' (t)]dt,

Vemos entao que a integral definida em (3.7) pode ser escrita em termos de
integrais curvilineas, assim:

/f(z)dz:/ ud:r—vdy+z'[ vdz + udy.
gy C JC

Propriedades da integral

A linearidade da integral, expressa por

]C [f1(2) + fa2)]dz = fc fil2)dz + /C fal2)dz, (3.9)

/Ccf(z)dz = cfcf(z)dz, (3.10)

onde ¢ é uma constante (complexa, em geral), é de ficil verificacao e fica a
cargo do leitor.

E fécil verificar também que se um contorno C' é formado por um con-
torno C; seguido de um contorno C3 — escrevemos C' = C; U Cy —, entao
a integral sobre C' é a soma das integrais sobre C; e Cy. Esta propriedade
se generaliza facilmente para um numero finito de contornos:

]CJU...UCr f{z)dz:[a f(Z)dz+'”+fc, f(z)dz. (3.11)
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Daqui segue-se que a integral ao longo de um contorno fechado é in-
variante por translacdo do parametro. De fato, uma tal translacao apenas
muda o ponto inicial (e final) de uma posi¢éo z; para uma posi¢ao zz, como
se vé na Fig. 3.7; designando por C; o trecho de C' que vai de z; a 23 e por
C5 o trecho restante, teremos:

Lo i@ie= [ syi= [ st

que prova a invariancia da integral.

G

Fig. 3.7

/;C f(2)dz :—fc f(z)dz

é demonstrada assim: comegamos observando que

A propriedade

—C={z==znt)=2(-1): -b<t< —a},

donde obtemos:

portanto,

[ 1@z = [ " re@4@a=- [ -0 -y
g -k b

Finalmente, pondo 7 = —t, teremos:

[ 1@z = [ sy =~ [ e = [ fz)a
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que é o resultado desejado.

Outra propriedade de importancia fundamental é a desigualdade

’Lﬂa@

b
onde a integral do segundo membro significa / |£(z(8))|2/(t)|d¢t. (Note que

sLuwwm (3.12)

a < b.) Essa propriedade segue de (3.6), pois .

b
| £z < [ 1) @la
C a

[ 1) va

b b
= [ £ FOldt = [ 17G)ld.

Uma importante propriedade das fungbes continuas, cuja demonstragio
depende de um argumento de compacidade, e que é feita em cursos de
Anaélise, afirma que se f € uma func¢do continua sobre um arco C, entdo exis-
te uma constante M tal que |f(z)| < M para todo z € C. Daqui e de (3.12)
obtemos a seguinte desigualdade, de grande importancia nas aplicacoes:

[ ez

onde L é o comprimento do contorno C, isto é,

L=/C \dz| = ] 12 (8)|dt = / " @R + (02t

3.1. Exemplo. Vamos calcular a integral de f(z) = Z ao longo dos
trés contornos indicados na Fig. 3.8: OC, OAC e OBC, onde O = (0, 0),
A=(1,0), B=(0,m), C = (1, m), em é um niimero real qualquer,
digamos, m > 0. O contorno OC é dado por z(t) =t +imt, 0 <t <1, de
forma que

SM]MﬂzML

1 il 2
] Edz=/ (¢ — ime)(1 + im)dt =~
oc 0 2

O contorno OAC pode ser representado por 2(t) = t,com 0 <t < 1le
z(t) =14+ im(t —1), com 1 <t < 2; ou, ainda, podemos considerar OAC
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como constituido de dois contornos: OA, dado por z(t) = t, seguido de AC,
dado por z(t) = 1+ imt, em ambos ¢ variando de zero a 1. Num caso ou no
outro a integral tem o mesmo valor, dado por

1 1 2 2
f Edz=/ tdt+/ i = L
0AC 0 0 2

De maneira andloga, temos:

1 1 T T
f 2dz = / Camas f e gLl et T R
0BC 0 0 2
A
B - 5
0 = A -
Fig. 3.8

Nesse exemplo obtemos um valor diferente para cada um dos trés casos
considerados; a integral depende nido somente das extremidades do contorno,
mas também do contorno que se considere em cada caso.

3.2. Exemplo. Em contraste com esse fenomeno, vamos mostrar agora
que a integral curvilinea da fungdo f(z) = z sé depende das extremidades
do contorno e nao do contorno particular que se considere. Para isso, seja
C um contorno qualquer, ligando o ponto z; ao ponto zs, de forma que em
qualquer representa¢do paramétrica de C (z = z(t), a <t < b) valem as
relagoes z(a) = z; e z(b) = zp (Fig. 3.9). Temos, entao,

[C Yid = / () ()t = / LS

_lptd o, o, o 2()? —y(#)® + 2yt
= 5/; E(:z: —y~ + 2izy)dt = 3
2(0)2 — z(a)? -2

2 R

a
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e esta expressdo mostra que a integral considerada sé depende mesmo dos
pontos extremos z; e z» e nao do contorno C que liga esses pontos. Em
particular, sendo C' um contorno fechado, teremos z; = 2z»; portanto,

/ zdz = 0);
3

Esta propriedade é verdadeira nao somente para a fungao f(z) = z, mas
para toda funcao analitica; conhecido como “teorema de Cauchy”, esse re-
sultado é, como veremos, a chave de toda a teoria das fungoes analiticas.

8= W(h)

Fig. 3.9

3.3. Observagao. A notagao f f(2)dz é usada com freqiiéncia para
C

denotar a integral de f(z) ao longo de um contorno fechado C.

EXERCICIOS

Nos Exercs. 1 a 10, calcule a integral de f ao longo do contorno C, onde f e C sdo
especificados em cada caso.

f(2)=|z), € ={z=re’: 0 < <7}
fz)=|2|,C={z=re": —n/2 <0 <7}
=2, C={z=ret 0= <}
flz)=22, C={z=re’: —mr<B<7}
f(2)=yz C={z=re"’: 0<0<2n}.
f(2)=vZ C={z=re: —r<0< 7}

f(z) = 2z — y + iz®, ao longo do segmento retilineo de zero a 1 + i.

© ® NS ;A w N e

)
f(z) = |z|, ao longo do segmento retilineo de zero a —2 + 3i.
)

f(z) = 2% —y* +i(z — 3*), ao longo do segmento retilineo de zero a 3 + 2i.
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10. f(z) =y — «*, ao longo do segmento da origem ao ponto (2, 0), seguido do segmento
de (2, 0) a (2, 1); depois ao longo de (0, 0) a (0, 1), seguido do segmento de (0, 1) a
(2, 1) (Fig. 3.10). Verifique que os resultados s@o diferentes.

A

2+i

Fig. 3.10

11. Prove as propriedades (3.4) e (3.5).

12. Prove as propriedades (3.9) e (3.10).

13. Prove a propriedade (3.11).

14. Seja C' um contorno qualquer, ligando os pontos z; a z2. Mostre que

/1-dz=zz—zl;
c

portanto, esta integral s6 depende dos pontos inicial e final, e ndo do caminho de
integracao que liga esses dois pontos. Em particular,

fl-dz=0,
c

qualquer que seja o contorno fechado C'.
15. Utilizando a definigao (3.2), mostre que

b b :
/ e”dt - i(ei“ = eib) 6 / eiktdt = %(eik = eu.-b)!
a a

onde k é um nimero real nao-nulo.

16. Seja C um arco de circulo parametrizado por z = z(8) = re'?, o < 9 < . Prove que

'd =
/ f(z)dz = ir f f(2(6))e” dé.
c o

17. Sejam F e f fungdes analiticas numa regiao simplesmente conexa contendo um con-
torno C, e tais que f = F'. Use as equagdes de Cauchy-Riemann e as defini¢oes (3.2)
e (3.7) para provar que

/;_f(z)dz = F(22) — F(=),

onde z; e 29 sd0 os pontos inicial e final do contorno C, por onde se vé que a integral
s6 depende dos pontos inicial e final, e nao de C.
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18. Use o resultado anterior para provar que, se n for inteiro e C um contorno fechado
envolvendo a origem uma vez no sentido anti-horario, entao

fz"dzz[] sen# -1 e ff.E:Zm'.
C o

19. Efetuando a integragdo, estabelega os mesmos resultados do exercicio anterior no caso
particular em que C é o circulo z = re'ﬂ, 0<6 < 2.

20. Mostre que % log zdz = 2wi, onde C é um contorno fechado envolvendo a origem
€
uma vez no sentido positivo.
= d : ;
21. Sem efetuar a integragao, mostre que I f _zr < 1, onde C é o segmento retilineo que
z
e
une 1 al+i.
dz 3 . . ; STl
22. Mostre que g < 16’ onde C é o arco de circulo situado no primeiro quadrante,
&
centrado na origem e de raio 3.
23. Mostre que

lim [ (logz)°dz=0,
=00
onde C. é o contorno z = ee'’’, 0 < § < 27 e ¢ é um nimero real qualquer.

24. Seja C, o contorno z = re'’, 0 < < 27 e f uma funcdo continua na origem. Prove

que
rh-ﬁfr %z)dz = 2mif(0).

RESPOSTAS E SUGESTOES

1. =252, 2. (i—=1)2. 3. —2r3/3. 4. Zero.
5. —4ry/r/3. 6. 4ry/r/3i. 7. (14 54)/6. 8. V13(3i —2)/2.

17. Pondo F = U + iV, observe que
Fl(2)Z(t) = (U:+iVe)(@' +iy) =Ucd' — Vo' +i(Vaz' + U.7)
= Ud + Uy +iVed +Vy) = W+ W),

21. Use (3.12).

22. |2 +1|>|*|—1=8paraz e C.

23. |loge + 10| < 2|loge|, para ¢ suficientemente pequeno.

24. Escreva f(z) = f(0) + [f(z) — F(0)] e observe que, dado £ > 0, existe § > 0 tal que
2| <é=|f(2) = f(O)| <&

95}
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TEOREMA DE CAUCHY

Como vimos na se¢ao anterior, a integral de uma funcao entre dois pontos 2
e z pode ou nao depender do contorno usado na integragdo. Se o integrando
é uma funcao analitica, a integral ndo depende do contorno, mas apenas dos
pontos inicial e final. Este é o teorema de Cauchy, que estudaremos nesta
secdo. Para isso comegaremos com uma recordacdo do teorema de Green
ou teorema da divergéncia no plano.

Doravante, freqiientemente estaremos considerando funcoes definidas em
regioes simplesmente conexas. Isto nao quer dizer que os dominios originais
de nossas funcgoes tenham de ser assim; basta notar que as fungoes podem
sempre ser restritas a subdominios que sejam regides simplesmente conexas,
e é nelas que estaremos fazendo nossas consideracoes.

Teorema de Green

Quando tratarmos de integrais sobre contornos fechados, teremos de dis-
tinguir entre as duas orientacoes possiveis do contorno, uma das quais é
escolhida como a orientagdo positiva. Nao vamos nos ocupar de como a
nocao de orientacao positiva pode ser introduzida rigorosamente, sem apelo
& intuicao geométrica. O importante aqui é acentuar que isto pode ser
feito, e que, em conseqiiéncia, dado um contorno fechado simples C, de
representacao paramétrica z = z(t), a <t < b, a idéia de que C estd orien-
tado positivamente corresponde exatamente ao fato intuitivo de que, para
2o interior a C, o argumento de z(t) — zp cresce de 27 com t variando de
t =aat=> Em linguagem sugestiva, um observador localizado em z(t)
percorrera o contorno C' de maneira a deixar o interior de C' sempre a sua
esquerda (Fig. 3.11).

(1) z(a) = z(b)

Fig. 3.11
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3.4. Teorema de Green. Sejam P(z, y) e Q(z, y) funcdes definidas
numa regido simplesmente conera R, com derivadas primeiras continuas.
Entdo, para qualquer contorno fechado simples C em R,

[}, (822 e f s

onde R' € a regidgo interior a C.

O leitor encontrara a demonstrac¢io desse teorema em livros de calculo
de vérias varidveis (veja, por exemplo, a Se¢. 6.5 de [A3]). Note que a
integracao do segundo membro significa integragdo no sentido positivo de
percurso sobre C.

Denotando com t = (¢, t;) o vetor tangente a C' num ponto (z, y),
com n = (ng, ny) o vetor unitdrio normal exterior e com ds o elemento
de arco, entao, como explicamos na Se¢. 6.5 de [A3], (dz, dy) = tds e
(dy, —dz) = nds (Fig. 3.12). Pondo entdo F = (Q, —P), a férmula anterior
assume a seguinte forma: '

f dijd:cdyzfg F -nds,
R! C

que é uma forma familiar do teorema da divergéncia.

Fig. 3.12
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Teorema de Cauchy

Vamos considerar agora o teorema de Cauchy, que apresentamos sob as
seguintes formulages equivalentes:

3.5. Teorema. Seja f uma funcdo analitica numa regiao simplesmente
conexa R. Entdo,

fcf(z)dz =1

para todo contorno fechado C contido em R.

3.6. Teorema. Seja f uma funcao analitica numa regigo simplesmente
conezra R. Entdo, a integral de f ao longo de um contorno ligando 2y a z
so depende destes pontos, e nao do contorno de integragao.

Vamos verificar a equivaléncia desses dois teoremas. Suponhamos que o

Teorema 3.5 seja verdadeiro e sejam C) e Cs dois contornos arbitrarios em
R, ligando z a z (Fig. 3.13). Entdo, C; U(—C3) é um contorno fechado em

R; logo,
0=//01U(_62)f(z)dz=/01 f(z)dz/C2 f(2)dz,

ROUS fc ()i

ou seja,

Isto prova o Teorema 3.6.

Fig. 3.13

Suponhamos agora que o Teorema 3.6 seja verdadeiro e seja C' um con-
torno fechado em R. Tomando dois pontos z; e z; em C, obtemos os con-



92 C(Capitulo 3: Teoria da Integral

tornos C; de zg a z; e Cy de z1 a z (Fig. 3.14). Pelo Teorema 3.6,

= [ f)az,
/C' f(z)dz = /a f(z)der/C2 flz)dz =

Isto prova o Teorema 3.5.

donde

Fig. 3.14

O teorema de Cauchy, na primeira formulagdo, pode ser demonstrado
facilmente com a ajuda do teorema de Green, supondo que a derivada f'
seja continua em R. De fato, com a notacao z = x + iy, f = u+ iv, temos:

ff(z)dz:f ud:r—vdy—f—if vdz + udy =
# c ¢

= /f vm—l-uyd:cdy-&-?,/f —Uyd:tdy

Mas vy + uy = uz — vy = 0, pelas equagdes de Ca.uchy-Rlemann donde o
Teorema 3.5.

3.7. Observagdes. Foi 0 matemético francés Edouard Goursat (1858-
1936) quem descobriu que o teorema anterior pode ser demonstrado sem a
hipétese de que f’ seja continua. Neste caso, a demonstracdo requer um
tratamento bem mais extenso e nao serd abordada aqui. (Veja [Al] ou [L].)
Por causa dessa demonstracao de Goursat, o teorema é também conhecido
como “teorema de Cauchy-Goursat”.

Como veremos adiante, uma funcao analitica tem derivadas de todas
as ordens; portanto, todas essas derivadas sao continuas, em particular a
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primeira delas. Assim, a demonstracdo de Goursat tem interesse apenas
tedrico.

Integrais de contorno e primitivas

Como jé tivemos oportunidade de assinalar, o teorema de Cauchy-Goursat

é o teorema fundamental da teoria das fungdes analiticas. Os resultados

mais relevantes que obteremos daqui por diante sdo conseqiiéncias diretas

ou indiretas desse teorema. Como primeiro passo nessa dire¢do, vamos

estudar agora a forma geral da primitiva de uma funcao analitica.
Dizemos que uma funcao F é uma primitiva de f se F' = f.

3.8. Teorema. Seja f uma funcdo analitica numa regidgo simplesmente
conera R. Entdo, a forma geral da primitiva de [ € dada por

Fa)— [ “fQdc+C, (3.13)

onde zy € um ponto qualquer de R, porém fizo, C' € uma constante arbitrdria
e a integracdao € feita ao longo de qualquer contorno de R, ligando zy a z.

Demonstragcio. Observamos, de inicio, que a integral em (3.13) estd
bem definida, pois, de fato, ela ndo depende do caminho de integracao.
Vamos provar que F' é analitica em R e que F' = f. Temos (Fig. 3.15):

Floth)— (/ /) dcf:+h

Pondo f(¢) = f(z) + n(z, {), obtemos:

F(z+ h;)l —T % fh[f(z) +(z, ()ld¢

z+h
= f@+5 [ e od

Como f é continua, dado € > 0, existe § > 0 tal que

In(z, Q)| =|f(C) — f(2)] <e para |[(—z| <é.
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Fazendo entao |h| < § e integrando ao longo do segmento [z, 2+ h], teremos:

.y 5 z+h
F(-""'h‘; F( )f(z)’=ﬁ /z n(z, C)dC1

< [ e ollagt < o= [ et = e

Isto prova que F’' = f; logo, F' é uma primitiva de f.

A

Fig. 3.15

Falta mostrar que toda primitiva é da forma (3.13). Para isto, se G é
uma primitiva qualquer, teremos:

= (e@- [ f(odc) = Ga) - 2 [ HOK = £2) = &) =0,

Entéao, a fungido G(z f f(€)d¢, tendo derivada nula, é constante (cf.
Corolério 2.16, p. 57), donde segue-se que (3.13) é a forma geral das prim-
itivas de f.

3.9. Observacoes. Deste teorema segue imediatamente que a integral
de f ao longo de um caminho ligando zy a z; é dada por

/Z f(z)dz = F(z1) - F(z),

onde F' é uma primitiva qualquer de f. Essa diferenga, F/(z1) — F(z), é a
variagao de F' ao longo do caminho C' e também costuma ser denotada com
o simbolo [F(z)]¢. Assim,

/C f(2)dz = F(z1) — F(z0) = [F(2)]c-
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Em se tratando de um contorno fechado que seja um circulo de centro
zp e raio 7, a integral sobre C' costuma ser denotada com os simbolos

/z_zu|=rf(2)dz e j'(z_m:rf(z)dz,

ficando subentendido que o contorno tem orientagao positiva.

Vemos entdo que o calculo de uma integral curvilinea de uma fungao
analitica é equivalente ao cdlculo de uma primitiva da funcdo. Este resul-
tado e o teorema seguinte sdo de importancia fundamental no cédlculo das
integrais de contorno.

3.10. Teorema. Sejam Cy, Cy,..., C, contornos fechados simples,
tais que C1, ..., Cy jazem no interior de Cy e sdo dois a dois exteriores um
ao outro (Fig. 3.16). Suponhamos que a regido compreendida entre Cp e
Cy,..., Cy, juntamente com esses contornos, esteja contida numa regido de
analiticidade de uma funcao f. Entdo,

/CD f(z)dzsz] f(z)dz+...+fcn £(2)dz,

desde que os contornos tenham todos a mesma orientagdo.

Fig. 3.16

Justificacdo. Um tratamento completo deste teorema requer o uso de
conceitos topolégicos que nao estao a nossa disposicdao. Em casos sim-
ples, como ilustra a Fig. 3.16, justifica-se o teorema introduzindo certos
cortes Ly e =Ly, Lo e —Ls,..., L, e —Ly,, ligando Cy a Ci, Cy,..., Cy,
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respectivamente, todos contidos em R. O contorno que assim obtemos,
CoUL U (=Cy)U(=L1)U...UL,U(=Cy) U (=Ly), envolve uma regido
simplesmente conexa, de forma que a integral de f ao longo dele deve ser
nula. Observando que as integrais ao longo de Ly e —Lj, Ly e —La, ..., L,
e —L, cancelam aos pares, obtemos:

(L L= Lo [ ) perz=0,

donde
wam:LjMMfLﬂmﬂm+Lf@M

Em particular, quando n = 1, temos:
f@@:/f@w
Cy Ci

Neste caso, dizemos que estamos deformando o caminho de integracao Cy
no caminho C.

3.11. Exemplo. A fungio f(z) = 2", onde n é um inteiro ndo-negativo,
é analftica em todo o plano e F(z) = 2”1 /(n+1) é uma de suas primitivas.
Entao,

quaisquer que sejam os numeros complexos zy € z; e qualquer que seja o
contorno de integragao que liga 2y a z;.

3.12. Exemplo. A funcdo f(z) = (z—a)~! é analftica em todo o plano,
exceto no ponto z = a, e tem por primitiva a fungdo F(z) = log(z — a).
Portanto,

A dz ) )
=log(z; —a) —log(zy —a
[ 55 = ol — o) ~log(z ~ ),
desde que a integracio seja feita ao longo de qualquer contorno C ligando
zp a 71 e todo contido numa regiao simplesmente conexa que exclua o ponto
z = a. Em particular, é facil ver que se o contorno voltar ao ponto inicial
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sem circundar o ponto z = a, entdo zp — a e z; — a coincidem em médulo e
argumento e o valor da integral acima é zero (Fig. 3.17).

Fig. 3.17

Suponhamos que C' envolva o ponto z = a uma vez no sentido positivo,
como mostra a Fig. 3.18. Entao, qualquer regido simplesmente conexa que
contenha C' conterd o ponto z = a, onde f nio é analitica e nao podemos
concluir que a integral se anula. Mas, mesmo neste caso, a férmula anterior
se aplica, desde que propriamente interpretada. Um modo de justifica-
la. consiste em considerar primeiro a integragdo ao longo de um contorno
parcial C’, unindo 2y a um ponto 2/, ilustrado na Fig. 3.18. Tal contorno
esta todo contido numa regido simplesmente conexa R que nao contém o
ponto z = a, de forma que

d
/ e log(z' — a) — log(zg — a).
C

rZ—a

(322

Fig. 3.18

Passando ao limite com (2 —a) — (21 — a) = (20 — a)e*™, obtemos 27i
para o valor da integral. Este raciocinio é equivalente a considerar z; como
se fosse distinto de zg (Fig. 3.19), devido a que arg(z; —a) = arg(zp—a)+2m.
Assim,

log(z; — a) = log(zp — a) + 2i;
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portanto,

le dz . ?( dz
= dnh= :
7 2 % o2i—Z

onde C é qualquer contorno fechado envolvendo o ponto a uma vez no sen-
tido positivo.

Fig. 3.19

3.13. Exemplo. Vamos calcular a integral da funcao log z ao longo
de um contorno C) contido nos 42, 12 e 22 quadrantes, com ponto inicial
z = —i e ponto final z = —1, como ilustra a Fig. 3.20. Lembramos que
(zlogz — z)) = logz, e que, qualquer que seja o ramo escolhido para o
logaritmo, arg(—1) = arg(—2) + 37/2. Assim,

2 logzdz = |[zlogz—2Z|c,
= (-1)iarg(-1) — (=1) — [(—i)iarg(—%) — (-4)]
= —j [arg(—i) + 3;} +1—arg(—i)—1
= 1—i(1+3§) — (1 + 1) arg(—7).

Esta expressao nos mostra que o resultado depende de arg(—i), ou seja,
depende do ramo escolhido para o logaritmo. Costuma-se fazer essa escolha
dizendo, simplesmente, como deve ser logz para certo valor de z. Por
exemplo, basta dizer que log z é real quando z for positivo (ou que log 1 = 0)
para fixar o argumento de —i em —7/2; ou, se dissermos que log1 = 27i,
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entdo arg(—i) = 37/2; e assim por diante.

Fig. 3.20

Deixamos ao leitor a tarefa de calcular a integral da mesma funcdo ao
longo de um contorno C5 ilustrado na Fig. 3.20.

3.14. Exemplo. Ainda com referéncia a Fig. 3.20, vamos calcular a
integral de /z ao longo do contorno C5. Obtemos:

5 VEdz =2 [:/3g, = 5 (~VT+iv).

Para efetuar o cédlculo desta tiltima expressao é preciso especificar um ramo
da raiz quadrada. Se tomarmos v/—1 = i, teremos v/—i = (—1 +1)/v/2, a0
passo que se tomarmos /—1 = —i, teremos v/—i = (1 —1i)/v/2. O resultado
da integracao sera

2 ¢ 2 :
—£[1+z(1+\/§)] e +—\/—_[l+z(1+x/§)],
3 3
respectivamente.
EXERCICIOS

Nos Exercs. 1 a 11, mostre que sao nulas as integrais das fungoes dadas sobre os contornos
C dados. Observe que a orientacao de C é irrelevante.

1ES )= jj; e C é o circulo |z| = 2.
32 e

2 fl@)= S C é o circulo |z| = 3/2.

B Jl8) == o 06 pcheul jal=5l4
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4.2 = %%21) e C é o quadrado de vértices =1 x 4.
P
5. f(z)= 11?5%__*91_) e C éo circulo 2° +3* — 2z =0.
6. 12 1°§§”_+9"”) e C é o circulo 2% +4 + 2z = 0.
log(z —1+1) ; o N
.= fZ)= Saan " C é o quadrado de vértices £1 e *i.
Z

8. f(z) =1/2% e C é qualquer contorno envolvendo a origem.

9. flz)= lmg(;++3) e C é o quadrado de vértices +£1 e +i.
10. flz)= s(;c:?fz e C é o circulo |z]| = 1.
11. f(z) = CS:S‘;"Z e C é o circulo |z = 1.

Nos Exercs. 12 a 15, calcule as integrais das funcées dadas sobre os contornos C'
dados.

12. f(z) =1/z e C vai de —i a +i, passando pelo semiplano Rez > 0.
13. f(z) =1/z e C vai de —i a +i, passando pelo semiplano Re z < (.

14. f(z) =logz e C é qualquer arco que vai de —1 a i e que, & excegdo dos extremos, estd
situado no segundo quadrante. Especifique o logaritmo tomando log(—1) = —in.

15. f(z) = vz +1 e C é qualquer arco que vai de —1 — 4i a —1 + 94, passando & direita
do ponto —1. Especifique a raiz quadrada tomando f(0) = —1.

16. Combinando os resultados dos Exercs. 12 e 13, calcule a integral de f(z) = 1/z sobre
qualquer contorno fechado simples C' envolvendo a origem positivamente.

17. Seja f uma funcdo analitica numa regido simplesmente conexa R contendo o ponto
zg. Prove que
z 2
L)dz = 2mif(zp),
c 22— 20
onde C' é qualquer contorno fechado que envolva a origem uma vez no sentido positivo.

18. Mostre que f L 0.

l2j=2 2-1

19. Mostre quef e =10.

i 22+1
20. Mostre que f "EL' =0
lsj=g 2 — 2 +iz—1
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SUGESTOES

4. Para especificar o logaritmo, é necessirio introduzir algum corte; por exemplo,
—3m/2 < arg(z — 2i) < n/2. Verifique que qualquer outro ramo conduz ao mesmo
resultado.

5. Veja: log(z + 1) = log[z — (—1)]. Especifique um ramo adequado do logaritmo e
verifique que o resultado independe dessa escolha.

9. log(2z+3) =log2 + log(z + 3/2).
17. Utilize o Teorema 3.10 e adapte o resultado do Exerc. 24 da p. 88.

1 1 ik i . =
18. Como i Ul (z i 72 1), a integral decompoe-se em duas. Outro modo:
utilize o Teorema 3.10 e interprete o integrando como ::tf(—_Z)l e como j_('_—z)l; o que é

f(2) em cada caso?

FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

3.15. Teorema. Seja f uma funcdo analitica numa regido simplesmente

coneza R. Enldo,
1 1 f©
e dc,
1) 2m'fcg—z ¢
onde z € R e C é qualgquer contorno fechado simples de R, que envolve z
uma vez no sentido positivo e cujo interior estd todo contido em R.

Demonstracdo. O resultado aqui enunciado, conhecido como “férmula
integral de Cauchy”, é corolario imediato do Exerc. 17 atras. Para vermos
isso, basta trocar a variavel z que 14 aparece por ( e trocar zy por z.

No entanto, dada a importancia dessa formula, vamos demonstra-la de-
talhadamente. Seja 6 > 0 tal que o disco | — z| < § ndo contenha pontos
de C, como ilustra a Fig. 3.21. Designando por Cs o contorno desse disco,
o Teorema 3.10 permite escrever:

F6)iza wienfi s FHC):
fjgzdc_ s

Vamos escrever esta tltima integral como soma de duas outras, de acordo
com a decomposicao

f(Q) = f(2) + [f(O) — F(2)];
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assim obtemos:

£©) £O) - 1)
e e Lk s Ty s

Fig. 3.21

A primeira integral do segundo membro é 27i, como ja vimos; portanto,

L R 1)
2mf(z)—j£cc_zd§ by (3.14)

Esta ultima integral também é zero. De fato, como f é continua, dado € > 0,
podemos tomar é tdo pequeno que

IC—z|<é6=|f(0)—F(2)| <e.

Nestas condicoes,

fQ) - f(Z) (©) = £(2)]
’ ot W= Cs _—Wldd = 6} |d¢| = 2me.

Portanto, a integral sobre Cs em (3.14) tem limite zero com é§ — 0, limite
este que € o proprio valor da integral. Isto completa a demonstracao do
teorema.

d('

A férmula integral de Cauchy é instrumento bésico no estudo das fungoes
analiticas. Ela revela, de imediato, alguns resultados surpreendentes e
de importancia fundamental. Por exemplo, uma simples inspecao dessa
férmula nos mostra que basta o conhecimento de f nos pontos { do con-
torno C' para que possamos calcular f em qualquer ponto z do interior de C.
Isto ja nos diz que a condigao de analiticidade é muito restritiva: os valores
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da fungao f estao todos interligados e ndo podem ser alterados, seja numa
regiao, ao longo de arcos ou mesmo em conjuntos mais restritos de pontos,
sem que isto viole a condigao de analiticidade. Veremos, no Capitulo 6, que
a interdependéncia dos valores de uma funcao analitica é ainda mais forte
do que, & primeira vista, nos mostra a formula de Cauchy.

Derivadas de todas as ordens

Como importante conseqiiéncia da férmula de Cauchy, vamos provar agora
que uma func¢ao analitica possui derivadas de todas as ordens.

3.16. Teorema. Uma func¢do analitica numa regido R possui derivadas
de todas as ordens, as quais, por sua vez, sao também analiticas em R e
podem ser obtidas da formula de Cauchy por derivacdo sob o sinal de inte-
grac¢ao.

Demonstragio. Sejam z um ponto qualquer de R e C um contorno
fechado simples todo contido em R, cujo interior seja simplesmente conexo,
contenha o ponto z e esteja todo contido em R. Vale entdo a férmula de

Cauchy:
f)=5m ¢ Lac

T 2miJol—2
Admitindo, por um momento, a derivagio sob o sinal de integracao, e
derivando sucessivamente, obtemos:

’ 1 ¥ 2!
fi(z)= %ﬁﬁd& ['(z) = %)ﬂ(—c%d@

e, em geral,

f(")(z) L n! f (_f(_g_)_dg’

—2—7”' c (—Z)“+1

onde n é um inteiro positivo qualquer.

Essas férmulas, depois de demonstradas, nao s6 estabelecerao o resul-
tado desejado como nos dardo ainda expressoes para as derivadas de f em
termos de seus valores sobre C.
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Para demonstrar a férmula da primeira derivada f’, devemos mostrar
que

F

bl Mgl Sy
h ozt
tende a zero com h — 0. Para isso usamos a férmula de Cauchy da fungao

s

F = ﬁéﬂg(cgi_h_giz—(g—hz)z)dc

sy, G
b e ST

Como z ¢ C e C é um conjunto (topologicamente) fechado, um resultado
elementar de topologia métrica (demonstrado como Lema 6.1 na p. 179)
garante que existe uma vizinhanca de z, de raio d, que nao contém pontos
de C, como ilustra a Fig. 3.22. Em outras palavras, | — z| > d para todo
¢ € C; e tomando |h| < d/2, teremos também: |(—z—h| > |(—z|—|h| > d/2.
Daqui e da expressdo anterior de F, obtemos:

Al [ 1F(OI

[Flsﬂ cd?-dj2

dc.

OV

Fig. 3.22

Finalmente, sejam L o comprimento de C' e M = maxccc |f(C)| (este
méaximo existe por ser f fungéo continua sobre o conjunto limitado e fechado
C). Entdo, |F| < |h|ML/md?. Isto prova que F — 0 com h — 0 e conclui
a demonstracao do teorema no que diz respeito a derivada f’.
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Resta provar a segunda parte do teorema, referente as derivadas (™),
com n > 1. Faremos isto provando um resultado mais geral, objeto do teo-
rema seguinte, que contém, como coroldrio, o teorema anterior.

3.17. Teorema. Sejam C um caminho qualquer, fechado ou néo, g(z)
uma funcdo definida e continua para z € C, e n um inteiro positivo. Entao,

a funcao
o= [ 2
€ regular em todo ponto z ¢ C, e possui derivada dada por
' 9(¢
10 = | e

Demonstra¢ao. Sendo F' como antes, a férmula que define a fungao f
nos da:

F:/Cegdg, (3.15)

onde
e 1 1 n

h {(c— z=hy (c~z)n] e
Vamos mostrar que podemos fazer esse G arbitrariamente pequeno,
desde que |h| seja feito suficientemente pequeno. Por conveniéncia, pomos
a=C(—2z—heb={ — 2 Entao,
gl 1 b —a” n
e ( o _) n a
hoi\alt b5
A demonstracao no caso n = 1 é idéntica a que fizemos anteriormente
para a funcao f’. Portanto, a partir de agora suporemos n > 2. Entdo,

am

L (b—a)ambr el

g g 2 gt gt
ananrl
a" lb—a)+a" (B2 —a®)+ ... +a®* ! —a" 1)+ (B" —a")
anpnt+1 -

7 -

Como na demonstragido anterior, existe uma vizinhanca de z, de raio d,
que nao contém pontos de C' (Fig. 3.22). E tomando |h| < d/2, teremos
I(—z| > de|{—z—h| > d/2. Daqui e da expressao anterior de G, obtemos:

€1 < o [1016— 0)] 120 — )] 18" 0™
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O importante a observar agora é que a expressao entre colchetes que
ai aparece contém como fator comum |b — a| = |h|; o outro fator é limi-
tado por uma constante K que nao depende de {( € C e de h. Assim,
|G| < 2"*1|h|K/d?*™+1). Agora é s6 levar esta estimativa em (3.15) e ter-
minar a demonstragao como no caso ja tratado anteriormente.

3.18. Observagao. O Teorema 3.16 nos mostra que a condigao de
analiticidade é bastante restritiva, pois nos diz que uma fungdo analitica
numa regido R tem derivadas de todas as ordens nessa regiao, as quais,
portanto, so também analiticas. No fundo, isto é mais uma consegiiéncia
do Teorema 3.5 (p. 91), via a férmula integral de Cauchy, dada no Teorema
3.15.

3.19. Teorema de Morera. Seja f uma funcdo continua numa regido
R, tal que

fcf(z)dz =il

para todo contorno fechado C C R. Entao f € analitica em R.

Demonstra¢do. Seja zg um ponto qualquer de R, porém fixo. A ex-
pressao

Fa)= [ £(0)d¢

independe do caminho de integracao. Como na demonstragdo do Teorema
3.8, F é uma funcao analitica em R e sua derivada é a fungio F' = f. Pelo
Teorema 3.16, F' também ¢é analitica em R, isto é, f é analitica em R, o
que completa a demonstracao.

E interessante observar que esta demonstracao baseia-se inteiramente no
teorema de Cauchy. Em outras palavras, a reciproca do teorema de Cauchy

é conseqiiéncia dele mesmo!

3.20. Teorema de Liouville. Uma funcdo inteira (isto €, analitica
em todo o plano) e limitada € necessariamente constante.

Demonstragao. Seja f a referida fungdo, e M uma constante tal que
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|f(2)| < M para todo z. De acordo com a férmula integral da derivada,

7
i B - o

onde z é um ponto qualquer e C' um contorno arbitrario envolvendo z uma
vez no sentido positivo. Em particular, tomando para C o circulo [(—z| =,
obtemos:

QL , . M g
|f ( | T2 ﬁc_-ﬂ:" IC I z|2dc 7 Wﬁ(—zl:r IdC| - .

Como r é arbitrario, fazendo r — oo, obtemos f’(z) = 0; isto sendo verdade
para todo z, concluimos que f é constante, como queriamos demonstrar.

fiz) =

3.21. Teorema fundamental da Algebra. O teorema de Liou-
ville permite fazer uma demonstragio simples do teorema fundamental da
Algebra., que diz: todo polinémio de grau n > 1 possui ao menos uma raiz.
De fato, seja

P(2) = an2" +ap-12"" 1 +... 4+ a1z +ay,

onde n > 1 e a, # 0. Suponhamos, por absurdo, que P nao se anule, de
forma que

&)= 5 = :
o1 P(Z) = a; 2" +an_1z““ + oo ooz d-ag

é uma funcéo inteira. Como f(z) — 0 com z — oo e f é continua, portanto,
limitada em qualquer parte finita do plano, concluimos que f é limitada em
todo o plano. Pelo teorema de Liouville segue-se, entao, que f é constante,
o que acarreta que P(z) também é constante. Logo, f é identicamente nula
(pois é igual a seu limite no infinito). Isto é absurdo, visto que P(z) ¢ finito
para todo z, donde a veracidade do teorema.

EXERCICIOS

Use a férmula integral de Cauchy para calcular as integrais descritas nos Exercs. 1 a 13,
onde os contornos sao todos percorridos no sentido anti-horario.
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% zclz 5 j{ zdz j 5 f senz

[z ijeg 2 lr1j=z 2T 2 |EEggptg o=t

" % 70082 o f e cl!?T B f izdz .
|z]=2 ls—1j=2 2 T2 2= 1 — 22

7. f ehdz. 8. f e 9. VE D
g g s l7—1}=2 # 4 |z]=1 1422

dz onde C' é o quadrado de vertices zero, 2i, e =1 + 1.

o
FE

22 ‘% —;ﬁdz, onde C é o losango de vértices £2, e +i.
o 22— 22—

dz onde C' é o quadrado de vértices zero, —2i, e +1 — i.

I
13. f Md;}, onde o logaritmo é fixado por log5 > 0.
£]a2 22 —2iz+3

cos(2® 4+ 32—1)

14. Use a férmula da derivada para calcular = CPFE)E dz.
9 %
St
15. Calcule 5{ < Th e
fe|=1 (4z —1)?

16. Calcule jt{ %&E;—)mdz Observe que esta integral independe do ramo particular
|z|=1 i

do logaritmo.

Calcule as integrais dos Exercs. 17 a 20, fixando o ramo da funcdo /22 + 4 pela
coudigéo V4 = —2 e tomando para C o quadrado de vértices +1 =+ .

vz + V22 +

Lo s 422 4z - alz. 18 e TE ld

19. L 20. } Pk v
—21+zz+4z o (222 +1)v22 +4

21. Seja f uma func¢do analitica numa regido simplesmente conexa R, e seja C' um con-
torno fechado simples contido em R. Prove que, para z interior a C,

F(6) f(C)
5 Stdl = f L5 gr.

- § el

Prove, mais geralmente, que

f f‘”}(C
G
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RESPOSTAS E SUGESTOES

1. 4mi. 2. —4mi. 3. w(1—é*)/e.
4. (et +1)/e 5. 2mie. 6. m/2.

T 8. imel/2. 9. 37mi/v/2.
103 = 11. —m. 12. wi/2e.

17. Observe que v/22 +4 = /2 — 2i/z + 2i, de sorte que essa funcio serd negativa em
todo o eixo real se pusermos

o <arg(z —21) < Sitr e — < arg(z + 21) < §E
2 2 2 2
Isto corresponde a fazer dois cortes ao longo do eixo imagindrio, um de +2i a +ioc e
o outro de —2i a —ico. (Faga uma figura para entender bem o que se passa.) Escreva
o integrando na forma
vzt +4/2(2z2 4+ 3)
z—1/2

e aplique a férmula de Cauchy.

FUNCOES HARMONICAS

Diz-se que uma funcao u(z, y) € harmdnica numa regiao R se nesta regiao ela
possui derivadas de segunda ordem e satisfaz a seguinte equacao, conhecida
como “equacao de Laplace”:

Pu  u
Seja f(z) = u(z, y) + iv(z, y) uma funcao analitica numa regiao R.
Pelo Teorema 3.16, f possui derivadas de todas as ordens em R. Como
d/dz = 0/0x = 8/0(iy), as derivadas sucessivas de f podem ser calculadas
derivando repetidamente em relagao a z ou em relagao a 7y. Vemos assim
que as fungdes u(xz, y) e v(z, y) possuem derivadas continuas de todas as
ordens em R. Podemos entdo derivar as equagoes de Cauchy-Riemann,

Up =Vy € Uy = —yg,
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um nimero arbitrario de vezes. Em particular, derivando a primeira delas
em relagéo a r e a segunda em relacao a y, e somando os resultados membro
a membro, obtemos:

Ugz + Uyy = 0 (3.16)

Com o mesmo procedimento, porém derivando a primeira em relacdo a y e
a segunda em relagao a x, vem:

Yz + Vyy = 0. (3.17)

Podemos ver também, por derivagoes sucessivas de (3.16) e (3.17), que
gmtngy gPtay

o™y’ HzPOyl

quaisquer derivadas parciais de u e v — digamos

também harmonicas em R.

A questdo que se poe naturalmente é a de saber se qualquer fungao
harmoénica pode ser considerada parte real ou parte imaginaria de uma
fungdo analitica. A resposta a esta questao é afirmativa, como veremos a
partir de agora. Existe entao uma ligacao intima entre a teoria das funcoes
analiticas e a teoria das fungoes harmonicas.

A titulo de ilustracao, seja

que é harmonica em todo o plano, como se verifica prontamente. Vamos
determinar a fungdo v correspondente, usando as equagoes de Cauchy-
Riemann. Temos:

Vp = —Uy = 2;

integrando em relagao a z, obtemos:
v=2zy+g,

onde g é uma funcdo arbitraria de y — a “constante da integracao” em
relacdo a x. Derivando esta iltima equacdo em relagdo a y e usando v, =
u, = 2z, obtemos g'(y) = 0; logo, g é uma constante arbitraria e v = 2zy+g.
Daqui e de (3.18) segue-se que

f(z) = u(z,y) + iv(z,y) = 2> + 2izy — y* + const. = (x + iy)? + const.,
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ou seja,

f(z) = 2 + const.

Funcao harménica determina funcao analitica

Vamos considerar o problema na sua generalidade. Seja u(z, y) uma fungao
harmoénica numa regido R, que supomos, por enquanto, ser simplesmente
conexa. Vamos determinar v(z, y) de forma que f = u+iv seja analitica em
R. A funcdo v assim determinada é chamada a fungéo harménica conjugada
da fungao u. Como no exemplo acima, v é determinada pelas equacoes de
Cauchy-Riemann. Devemos ter:

dv = vpdx 4 vydy = —uydz + u.dy.

Isto nos leva a procurar a fung¢do v na forma

(z.y)
v(z, y) = v + ( )(—uyd;z: + uzdy), (3.19)
Ip.Yo

onde vy = v(zp, yo) € (2o, yo) é um ponto de R fixado arbitrariamente.

Se a integral acima for independente do caminho de integragao, a funcao
v que ela define possui derivadas continuas em R, satisfazendo, juntamente
com u, as equagoes de Cauchy-Riemann; logo, f = u+ v é analitica em R.
O problema se reduz, entao, a provar que a expressao —u,dz + u;dy é uma
diferencial exata; mas isto equivale a verificar que a integral desta expressao
ao longo de qualquer contorno fechado C' em R é nula. Designando por R’
o interior de C' e tendo em conta o Teorema 3.4 (teorema de Green, p. 90),
obtemos:

jg'(—uydﬂc + u,dy) = //R’ (tzz + Uyy)dzdy = 0,

onde usamos o fato de que u é harménica. Isto conclui a demonstragao da
existéncia da funcdo v, a qual é determinada pela funcgéo u, a menos de uma
constante aditiva arbitrdria vy, como mostra a expressao (3.19).
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