
Capitulo 2: Fun~oes anaJiticas 47 

Como u- U = Re(f -L) e v- V =Im(f -L), temos: 

lu - UI :s If - LI e Iv - VI :s If - L I 

Daqui e de (2.6) segue-se que zE D n V6(ZO) implica 

lu(x,y) - UI < 10 e Iv(x,y) - VI < 10, 

o que estabelece a condigii.o (2.5). 

Reciprocamente, supondo satisfeita a condigao (2.5), dado 10 > 0, existe 
8 > 0 tal que zE D n V6(ZO) implica 

lu(x, y) - UI < 10/2 e Iv(x, y) - V I < 10/2. (2 .7) 

Combinando estas desigualdades com a desiguaJdade do triangulo, obtemos: 

If- LI = I(u - U) +i(v- V)I:s lu - UI + Iv - VI 

Daqui e de (2 .7) segue-se que zE D n V,(zo) implica 

10 10 
If(z) - LI < "2 + "2 = 10, 

que e a condigao (2.4). Isto completa a demonstragao. 

2.13. Corolario. Uma fun~iio fez) = u(x, y) + iv(x, y) e continua 
num ponto Zo = xo + iyo se e somente se suas partes real e imagintiria 
forem continuas nesse ponto. 

EXERCICIOS 

1. Prove que se as func;6es fez) e g(z) tern limites finitos com z -----+ 20 (OU Z ---t 00), entaD 
lim]/ (z) - g(z)] = lim/(z) -limg(z). 

2. Prove que se fez) tem limite finito corn z ---+ Zo (ou Z ---t 00), entaD lim cf(z) = 

clim I(z), qualquer que seja a constante c. 
3. Prove, por indu<;ao , que 

,l~o L Cj!;(z) = L Cj ,~o /;(z), 
j=l j = i 

oude as coeficientes Cj sao constantes quaisquer. 
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4. Prove a propriedade (2.2) do Teorema 2.8. 

5. P r:ove a propriedade (2.3) do Teorema 2.8. 

6. Prove que se fez) ---t 0 com z -----t Zo e g(z) e limitada Duma vizinhan<;a de Zo, entaD 
J (z) g(z) ---t 0 com z -----t Zo_ Enuncie e prove proposi<;ao analoga no caso z -----+ 00 em 
vez de z --+ Zo -

7. Prove que se fez) --+ 00 com z -----t Zo e Ig(z)1 > c> 0 Duma vizinhauc;a de 20, entao 
J(z)g(z) ---+ 00 com z --+ Zo _ Enuncie e prove proposi<;ao amiloga no caso z ---t 00 em 
vez de z -----jo zo o 

8. Construa dois contra-exemplos, em ambos dos quais fez) ---+ 00 e /(z)g(z) ---+ 00 com 
z ---t zo , porem Dum dos quais g(z ) ---t 0 e no outro g(z) mio tern limite com z -----t Zoo 

Fac;a 0 mesma com z ---t 00 em vez de z --+ Zo . 

9. Prove que urn polinomio e uma func;ao continua em todos os pontos; e que uma 
fUll(;ao racional (quociente de dois polinomios) tambem e continua, exceto nos zeros 
do denominador. 

Calcule os limites indicados nos Exercs. 10 a 14. 

10. lim z3 - 27. 
z - i Z - 3 

. (I+ Z)I /4_ 1 
13. hm . 

.;:- 0 Z 

15. Prove 0 Teorema 2.11. 

3 8' 
11. lim ~ 

z- -2 i z +2z 
,. v'f+h - 1 

12. h~ h . 

lim 
(1 + Z)I / 3 - (1 - Z)I / 3 . 

14 . 
.;: .... 0 Z 

16. Prove 0 Teorema 2.8, valendo-se de propriedades analogas para fum;oes reais de duas 
variaveis reais e do Teorema 2.12. 

SUGESTOES E SOLU<;OES 

4. Observe que 

I/(z) g(z) - FGI I/ (z)(g(z) - G) + G(f(z) - F) I 

'S I/(z)ll g(z) - GI + IGII/(z) - Fl. 

Seja D 0 dominio comum de f e 9 , ou D = D / n Dg . Existem numeros positiv~s 
M , 01, 02 e 63 t ais que 

zE D n viI (Zo) =? I/ (z)1 < M; 

zED n Vi, (zo) =? I/ (z) - F I < €/2IGI; 

zE D n Vi, (zo) =c} Ig(z) - GI < €/ 2M. 

Tome fJ = min {01 , 62 , 03} para obter: 

zED n vi (zo) =? I/ (z) + g(z) - (F + G)I < e. 
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5. Considere primeiro 0 caso f Cz) == 1. Observe que 

1

1 1 I Ig(·) - GI 
g(.) - G = IGlIg(z)1 

e que numa vizinhan~a v", (' 0), Ig(')1 > IGII2. 

12. Use a' - b' = (a + b)(a - b) com a = vT+/l, b = 1. 

13. Use a" -b' = (a-b)(a3 +a'b+ab' +b3
) coma = (l+z)" ', b= 1. 

16. Escreva f = u + iv, 9 = U + iY, F = Uo + ivo e G = Uo + iVo. Entao, 

J + 9 - (F + G) = u + U - (UD + Uo) + i ]v + V - (vo + Vol], Jg - FG = etc. 

FUNQAO ANALITICA 

A defini~ao de derivada de uma fun~ao de variavel complexa e formalmente 
a mesma que no caso de fun~ao de variavel real. Seja I uma fun~ao cujo 
dominio e uma regiao R (conjunto aberto e conexo) e seja z urn ponto de 
R. Diz-se que I e derivavel no ponto z se existe 0 limite 

I
. I(z + tl.z ) - I(z) 
1m , 

Az~O tl.z 

ou, 0 que e equivalente, se existe 

lim I(w) - I (z). 
w _ z w - z 

Quando esse limite existe, ele define uma nova fun~ao de z, a derivada ou 
fun,iio derivada da fun~ao I , denotada por I'. Assim, 

j'(z) = lim I(z + tl.z) - I(z) . 
6 2--t0 tl.z 

Observe que, para a existencia da derivada, 0 limite acima nao pode 
depender do modo como tl.z tende a zero ou w tende a z. Em particular, W 

pode tender a z ao longo de diferentes raios, todos com origem no ponto z 
(Fig. 2.6) e 0 limite deve ser 0 mesmo. 
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Como exemplo, vamos mostrar que a fun~ao I(z) = Izl2 = x 2 + y2 s6 e 
derivavel em z = O. Com efeito, pondo D.z = reiO (Fig. 2.7), temos: 

I(z + D.z) - I(z) 
D.z 

(z + D.z)(z + fu) - zz 
D.z 

z fu + z D.z + D.z fu - 2.0 _ -,0 
= D.z = ze + z + re 

Fig. 2.6 

Fig. 2.7 

Passando ao limite com r --> 0 e denotando este limite com 18(z) , obte-
mos: 

I~(z) = ze- 2iO + z. 

Esta e a expressao da derivada direcional de I no ponto z. Ela depende 
do angulo () para to do z ¥ 0, de forma que I nao possui derivada ordinaria 
nesses pontos. A derivada de I s6 existe para z = 0: f' (0) = O. 

2.14. Defini~ao. Diz-se que uma lunqiio I e analitica numa regiiio R 
se ela Ii derivavel em cada ponto de R; I e analaica num ponto Zo se I e 
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analitica numa regiiio contendo Zo , por exemplo, numa vizinhan~a V.(zo). 

As expressoes fun~iio holomorfa e fun~iio regular sao usadas como 
sinonirnas de "fun<;ao analftica". 

De acordo corn essa defini<;ao, urna fun<;ao que so possua derivadas ern 
certos pontos isolados nao e analitica; assirn , a fun<;ao fez) = Izl2 conside­
rada ha pouco nao e analftica, rnesrno ern z = 0, onde ela e derivavel. 

o conceito de analiticidade requer a existEmcia da derivada ern todos 
os pontos de urn conjunto aberto. Sem duvida, essa condi<;ao irnpoe fortes 
restri<;oes it fun<;ao f e tern como conseqiii"mcia urna serie de resultados SUf­

preendentes, como verernos gradualmente no decorrer do nosso estudo. 

Regras de derivac;;ii.o 

Como verernos progressivarnente ern nosso estudo, todas as fun<;oes corn 
que 0 leitor se farniliarizou ern seu curso de CaJculo sao analfticas, quando 
convenienternente estendidas ao plano cornplexo. De verifica<;ao imediata e 
o fato de que urna fun<;ao constante e analitica e sua derivada e zero. A 
fun<;ao fez ) = zn, onde n e urn inteiro positivo, e analitica e sua derivada 
e f'(z) = nzn-\ isto se dernonstra exatarnente como no caso real; por 
exemplo, usando a formula do binornio de Newton, segundo a qual 

Daqui segue-se que 

fez + 6.z) - fez) 
6.z 

(z+6.z)n _zn 

6.z 
n(n - 1) J nzn- J + zn-2 6.z + ... + (6. z t - . 

2 

Fazendo 6.z ---> 0, obternos 0 resultado desejado. 
Do rnesrno modo, a soma e 0 produto de urn nUmero finito de fun<;oes 

analiticas sao fun<;oes analfticas e as derivadas se calcularn de acordo corn as 
regras conhecidas; 0 quociente de fun<;oes analiticas e fun<;ao analitica nos 
pontos onde 0 denorninador nao se anula e a derivada e dada pela conhecida 
regra de deriva<;ao de urn quociente. Vale tarnbern a regra de deriva<;ao da 
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fun~ao composta ou deriva~ao em cadeia: se 9 e derivavel no ponto z e J e 
derivavel no ponto g(z), entao J(g(z)) e derivavel no ponto z e 

:zJ(g(z)) = J'(g(z))g'(z). 

Todos esses teoremas e outros mais se demonstram como no caso de 
variaveis reais. A titulo de ilustra~ao , vamos demonstrar que se uma fun,iio 
J e derivavel num ponto zo, entiio J e continua nesse ponto. 

Como J e derivavel no ponto zo, a expressao 

J(z) - J(zo) _ J'(zo) = 9 
z -Zo 

tende a zero com z ~ zo . Em conseqiiencia, 0 ultimo termo da expressao 

J(z) = J(ZO) + (z - zo)J'(zo) + (z - zo)g 

tende a zero com z ~ zoo Como 0 penultimo termo tambem tende a zero, 
passando ao limite obtemos 0 resultado desejado: limz~ zo J(z) = J(zo) . 

Chama-se fun,iio inteira a toda fun~ao que e analit ica em todo 0 plano. 
Os polin6mios sao os exemplos mais simples de fun~i5es analiticas. Eles 
sao fun~iies inteiras. A seguir vern as fun~iies racionais, definidas como 0 

quociente de dois polin6mios. Estas sao analit icas em todos os pontos que 
nao anulam 0 denominador. Por exemplo , a fun~ao 

J(z) = (z + 2)(3z - 1)2 
z(z - 3)(z + i)2 

e analitica em todo 0 plano, excetuados os zeros do denominador, isto e, 
z = 0, 3, - i. 

EXERCICIOS 

1. Prove que a soma de urn numero finito de fun<;oes analiticas e analitica e a derivada 
cia soma e a soma das derivadas das parcelas. 

2. Prove que 0 produto de dUM funr;oes analiticas f e 9 e funr;ao analitica, com derivada 
(f g)' = l' 9 + f g'. Prove, pOl' indu<,;ao, a regra de derivalf8.0 de Leibniz: 

(fg) {n) = /n )g+nf{n- I)g' + n(n
2
-1) f {n - 2)g" + ... +fg{n) = t (n)t'n - i) g(j) 

;=0 J 



Capitulo 2: Full/toes analiticas 53 

3. Prove que 0 quociente de duas fun~Oes analiticas f e 9 num ponto z, cude g(z) =F 0, 
e fun~ii.o analftica e (f / g)' ~ (gI' - fg'} /9'. 

4. Estabelec;a a regra de derivac;ao da func;ao composta, ou regra da cadeia: se 9 e 
derivave.l no ponto z e f e derivavel no ponto 9 (Z), entao / (g(z» e derivavel no ponto 

z e :J(9(Z}} ~ /(9(Z}}9'(z). 

Calcule as derivadas das fum;6es dadas DOS Exercs. 5 a 7. 

5. f(z} ~ 1- z, + 4iz'; 6. f(z} ~ (z' - i}'(iz + I)'; 7. f(z} ~ z - 3i. 
z + 3t 

8. Prove, por induc;ao, que (zn), = nzn - l, para todo inteiro positivQ n. 

9. Prove que (Zll), = nz"-l vale tambem para os inteiros negativQs n. 

10. Sendo z'" 0, prove que (l/z), ~ -l/z' . 

11. Prove, por induc,;ao, que 
~2c ~ (-Ifn! 
dz n z zn+l 

SUGESTOES 

10. E preciso provar que a expressao 

1 (1 1) 1 h 
h z + h - ~ + z, ~ z, (z + h) 

\.enc.e a'Lel:\;) CCt\\ h. ---'t \J. \)aQ.() E. ""> \), ~ \)!e6~o e:m:.on\'ro.t & '> \) e\.c. \)\)<&e!,\,e ~'\le 

Iz + hi ::>: Izl - Ihl > Izl/2, desde que se tome Ihl < Izl/2. 

AS EQUAQOES DE CAUCHY-RIEMANN 

Seja f = u + iv urna fun~ao derivavel num ponto z = x + iy. Entao, 0 

quociente 
fez + ~z) - fez) 

~z 

tern limite f'(z) com ~z --> 0, independentemente do modo como ~z tende 
a zero. Em particular, podemos fazer ~z tender a zero por valores reais 
~z = k e, separadamente, por valores imaginarios ~z = it (Fig. 2.8). 
Obtemos, respectivamente, 

j'(z) = lim u(x + k, y) - u(x, y) + i[v(x + k, y) - vex, y)] 
k~O k 
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e 
J'(z) = lim u(x, y + t) - u(x, y) + i[v(x, y + t) - v(x , y)]. 

t-O zt 

(x, y + t) . 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

(x, y)----- (~:.. k, y) 

Fig. 2.8 

De acordo com 0 Teorema 2.9 (p. 45) , a existencia desses limites im­
plica a existencia, separadamente, dos limites das partes reais e das partes 
imagimirias das expressoes sob jimites, isto e, 

f
'() l' u(x + k, y) - u(x, y) 'j' _v('-x--'+_k-'-,-.e,y):--------'v('-x'-', y,-,-) z = 1m + % 1m 

k~O k k~O k 

e 

f
'() l' v(x, Y + t) - v(x , y) 'j' u(x, y + t) - u(x, y) 
Z=lffi -'l I m . 

t~O t t~O t 

Em conseqiiencia, as fun~6es u e v possuem derivadas parciais no ponto 
(x, y), e valem nesse ponto as seguintes rela<;6es: 

!'(z) = ov _ i OU 
oy oy 

19ualando as partes reais e as partes imaginarias , obtemos daqui as chama­
das eJIua<;oes de Cauchy-Riemann: 

au 
ox 

av 
oy e 

ou 
oy 

ov 
ox' (2 .8) 

A analise acima mostra que as equa.;6es de Cauchy-Riemann sao uma 
condi<;iio necessaria para a existencia da derivada de uma fun<;ao f. Mas 
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elas nao sao suficientes para garantir a existencia dessa derivada. Como 
exemplo disto, consideremos a fungiio 

J(z) = vfx;I, 
onde, como sempre, z = x + i y. Temos aqui v = 0, portanto, Vx = Vy = o. 
Por outro lado, u = JlXYI, donde u(k , 0) = u(O, 0) = 0, logo, 

(0 0) = I· u(k, 0) - u(O, 0) = 0 
U x ) 1m k . 

k~O 

Analogamente, uy(O, 0) = O. Vemos entiio que as equagoes de Cauchy­
Riemann estao satisfeitas no ponto z = O. Nao obstante isto, J nao e 
derivavel em z = O. D e fato, pondo!:!..z = reiB = r(cos O+isenll) , obtemos: 

Esta e a expressao da derivada de J na dire~ao (cos e , senll). Como se ve, 
ela depende de 0; logo, f' (0) nao existe. 

Condit;;ii.o necessaria e suficiente 

Como acabamos de ver, as equagoes de Cauchy-Riemann sao uma condigao 
necessaria, porem nao suficiente, para que uma fungiio J tenha derivada. 
Entretanto, se a elas juntarmos a condigao de que as derivadas de u e v 
sejam contfnuas numa regiiio R , obtemos uma caracterizagao muito impor­
tante das fun~oes analfticas em termos dessas equagoes. E 0 que vamos 
considerar no teorema seguinte. 

2.15 . Teorema. Sejam u(x, y) e v(x, y) junt;oes reais com derivadas 
parciais continuas numa regiiio R. Entiio, uma condi~iio necessaria e su­
ficiente para que a Junt;iio J(z) = u(x , y) + iv(x , y) seja analitica em R e 
que as equat;oes de Cauchy-Riemann estejam at satisJeitas. 

Demonstrat;iio. A necessidade da condi~iio foi demonstrada acima, de 
forma que s6 nos resta provar que a condi~iio e suficiente. Para isto vanlOS 
considerar urn ponto z = x+iy ERe urn nlimero {j > 0 tal que a vizinhanga 



56 Capitulo 2: Pun~oes ana1iticas 

v, = {(x+k+i(y+t): k2+t2 < 62
} estejatodacontidaemR, comoilustra 

a Fig. 2.9; em particular, os segmentos ZZj e ZjZ2, onde Zj = (x + k, y) e 
Z2 = (x + k, y + t), tambem estao contidos em R. lsto nos permite aplicar 
o conhecido teorema da media, segundo 0 qual, 

u(x + k , y) - u(x, y) = kux(x + Ojk, y) 

u(x + k, y + t) - u(x + k, y) = tuy(x + k, y + 02t) 

onde OJ e O2 sao numeros convenientes do intervalo (0, 1). Somando essas 
duas igualdades membro a membro, obtemos: 

.6.u u(x + k, y + t) - u(x, y) 

kux(x + elk , y) + tuy(x + k, y + 02t) (2.9) 

z, = (x + k, y + t) 

Z=G"~vJ \ 
',=(x+ k,y) 

Fig. 2.9 

Como as func;6es U x e u y sao contfnuas, podemos escrever: 

e 
uy(x + k, y + 02t) = uy(x, y) + 62 , 

onde 6j e 62 tendem a zero corn k 2 + t 2 ---> O. Substituindo (2.10) em (2.9), 
obtemos: 

.6.u = u(x + k, y + t) - u(x, y) 

= kux + tuy + k6 j + t62· 

De modo inteirarnente amilogo, deduzimos: 

.6.v = v(x + k, y + t) - v(x, y) = kvx + tvy + k63 + t64, 

(2 .10) 

(2.11) 



Capitulo 2: Fun(oes anaiiticas 57 

onde 03 e 04 tendem a zero com k2 + t 2 -+ O. 
Introduzindo a nota~ao tl.z = h = k + it e usando (2.10) e (2.11) , 

obtemos: 

f(z + tl.z) - j(z) tl.u + itl.v (kux + itvy) + i (kvx - ituy) 
tl.z h - h 

k t 
+ -,;,(01 + i(3) + -,;, (02 + i(4 ) . 

Usamos agora as equa~iies de Cauchy-Riemann para substituir Vy e u y par 
U x e VX1 respectivamente. Assim , 

(2.12) 

Finalmente, observamos que Ik/hl ::; 1 e It/hi ::; 1, enquanto 01, 02 , 03 e 04 
tendem a zero com tl.z = h -+ 0, de forma que, passando ao limite em (2.12) 
com h -+ 0, conciuimos que a derivada f'( z) existe e e dada por U x + ivx. 
lsto completa a demonstra~ao. 

Deixamos para os exercicios a tarefa de demonstrar 0 corolario seguinte. 
(Exerc. 1 adiante.) 

2.16. Corohirio. Uma jun~iio com derivada zero em toda uma regiiio e 
constante; e e tambem constante uma funriio que s6 assume valores reais em 
toda uma regiiio; ou ainda, uma funriio cujo m6dulo seja constante numa 
regiiio. 

Cauchy-Riemann em coordenadas polares 

Veremos agora que as equa~iies de Cauchy-Riemann, quando escritas ern 
coordenadas polares , assumem a seguinte forma: 

au 
ar 

1 av 
r ao e 

av 
ar 

1 au 
r ao ' 

que e uma forma muito util em varias aplica~iies . 

(2.13) 

Urn modo de justificar essa forma das equa~iies de Cauchy-Riemann 
baseia-se no fato seguinte: em cada ponto P = (x, y) de coordenadas polares 



58 Capitulo 2: Fun~oes analiticas 

(r, !J ) introduzimos urn sistema cartesiano P XY, de eixos P X e PY como 
indica a Fig. 2.10. Neste novo sistema, as equa~oes de Cauchy-Riemann 
assim se escrevem: 

au 
ax 

av 
ay e 

au 
ay 

av 
-ax' 

Como se vii, ax = ar e ay = ra!J. Substituindo acima, vern: 

au 
ar 

1 av 
r a!J e 

y 

1 au 
r a!J 

Fig. 2.10 

x 

Para a demonstra~ao analitica das equa~6es (2.13), utilizamos as 
formulas de transforma~ao , 

x = rcos!J e y = rsen!J, (2.14) 

que definem implicitamente r e !J como fun~6es de x e y. Derivando-as com 
rela~ao a x , a btemos: -

Daqui segue-se que 

ar a!J 
1 = - cosO - rsen!J-ax ax 

ar ao 
0= ax sen 0 + r cos I} ax' 

ar ao 
ax = cosO e ax 

sen I} 

r 
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De modo anaJogo, derivando (2 .14) em rela~ao a y, e resolvendo em rela~ao 
a Or / oy e 00/ oy, encontramos: 

or 00 cos e 
oy = sen 0 e oy r 

de sorte que 

o ora aoa a sene a 
Ox = ax ar + ax ao = cose or - -r-ao ' 

a aro aoo a coso a 
oy = ay ar + ay 00 = sen 0 ar + -r- ao . 

Substituindo em (2.8), obtemos: 

cos 0 ou _ sen 0 ou = sen e ov + cos 0 ov 
~ r 00 ~ r 00 

e 
sen Oau + cos e ou = _ cosOav + sen 0 av 

ar r ao ar r ae 
Multiplicando a primeira destas equa~6es por cos e e a segunda par sen e e 
somanda-as, obtemos a primeira equa~ao em (2.13). Analogamente, mul­
tiplicando a primeira equa~ao acima par sen 0 e a segunda par - cos 0, e 
somando-as, obtemos a segunda equa~ao em (2.13). 

Interpreta~ao geornetrica 

As equa~6es de Cauchy-Riemann tern urn significado geometrico interes­
sante, expresso no tearema seguinte. 

2.17. Teorerna. Se f=u+iv e analitica numa regiao R , entao as CUTVas 
das fam.?ias 

U(x, y) = const . e v(x, y) = const. 

se crvzam em angulo reto em todo ponto Zo = xo + iyo onde !,(zo) # o. 

Demonstm,ao. De fato, como 0 vetor grad u = (ux, uy ) e normal it 
curva u(x, y) = u(xo, YO) no ponto (xo, yo), 0 vetar (u y , -ux) e tangente, 
pois esses dois vetores sao ortogonais (Fig. 2.11): 

(ux , uy ) . (u y , - u x ) = uxuy - Uyux = o. 
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gradu 

u(x, y) = 
=u(xo' Yo) =const. 

Fig. 2.11 

De modo awilogo, (Vy, - vx ) e tangente it curva v(x, y) = const., como 
ilustra a Fig. 2.12. Fazendo 0 produto escalar desses dois vetores e usando 
as equa~oes de Cauchy-Riemann, obtemos: 

que estabelece 0 resultado desejado. 

Fig. 2.12 

Observe que 0 resultado anterior se refere a familias de curvas do plano 
z que sao levadas pela fun~ao w = f (z) nas familias de retas do plano w 
paralelas ao eixo dos v e ao eixo dos u respectivamente (fa~a uma figura). 
Um resultado analogo e verdadeiro para familias de curvas do plano w que 
sao imagens das familias de retas coordenadas do plano z, isto e, as familias 
de retas paralelas ao eixo dos x e ao eixo dos y respectivamente . (Veja 0 

Exerc. 13 adiante.) 
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A fum,ao exponencial 

A fun~ao w = eZ e analitica em to do 0 plano. Para vermos isso, lembramos 
que, sendo z = x + iy, a exponencial se escreve 

eZ = eXeiy = eX cosy + ieXseny, 

o que permite verificar a validade das equa~6es de Cauchy-Riemann para 
to do z . Verifica-se tambem que as derivadas parciais das partes real e ima­
ginaria de eZ sao continuas em to do 0 plano. Portanto, eZ e analitica, isto 
e, tern derivada para todo z. Essa derivada e simplesmente aez lax, que 
resulta ser a propria fun~ao e', como segue facilmente da expressao acima. 
Assim, 

d 
_ez = eZ para todo z. 
dz 

Vamos estudar a transforma~ao do plano z = x+iy no plano w = u+iv 
pela fun~ao exponencial w = eZ

• Para isso, e conveniente escrever w em 
forma polar: 

Mantendo y constante e variando x, w permanece num raio pela origem. 
Quando x varia de zero a +00, p varia de 1 a +00 ao longo desse raio; e 
quando x varia de zero a -00, p varia de 1 a zero (Fig. 2.13). 

v 

y 

y 2" 
p = 1 

/I 

o x 

Fig. 2.13 

Suponhamos agora que x permane~a constante e y varie no intervalo 
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[0, 27r). Entao, p permanecera fixo e 0 ponto w descrevera um circulo de 
raio p, centrado na origem. Para x = 0 esse drculo tem raio unitario; para 
x > 0, ele e exterior ao clrculo unitario, e para x < 0, ele e interior. 

Essas observa~6es comprovam, no caso da fun~ao exponencial, 0 que dis­
semos ao final da subse~ao anterior (veja 0 Exerc. 13 adiante): as irnagens 
das farnilias de retas coordenadas x = const . e y = const. sao ortogonais. 
Vemos tambem que toda a faixa do plano complexo z, dada por 0 :0; y < 27r, 
e levada, de maneira biunfvoca (Exerc. 14 adiante) sobre 0 plano complexo 
w, excIuida a origem deste plano. Como eZ e peri6dica de periodo 27ri, 
qualquer outra faixa 2k7r <::: y < 2(k + 1)7r e transformada exatamente como 
a faixa 0 :0; y < 27r, no plano w com a origem excluida. 

EXERCicIOS 

1. 

2. 

Prove 0 Corohirio 2.16. 

Mostre que as equac;oes de Cauchy-Riemann sao equivalentes a carla uma das fafmas 
seguintes: 

af .af 
-= -1.- e 
Bx By 

Use as equac;oes de Cauchy-Riemann para verificar, no caso de eada uma das func;oes 
dadas nos Exercs. 3 a 10, qual e analitica e em que dominio. Ern caso positivo, calcule a 
derivada l' (z). (Observe que esta derivada, quando existe, e dada por 8J /ax.) 
3. w = z3. 4. W = eZ 5. w=z 

6. w = l i z 7. W= (eV +e- il )senx+(eY -e- lI ) cosx. 

8. w = eY(cosx + isenx). 9. w = e- lI (cosx + isenx). 

10. w =.fi = vr[(cos(8/ 2) +isen(8/ 2)J. 0 < 8 < h. 

11. Dada a fuo.;ao w = Z2 = U + iv, fac;a 0 grafico das curvas das 'famflias u(x, y) = Cl e 
vex , y) = C2 , para diferentes valores das constantes Cl e C2, e observe que essas curvas 
se cruzam em cingulo reto. 

12. Fac;a 0 mesmo para w = l i z. 

13. Dada uma fun~ao w = fez ), analitica numa regiao R, considere as seguintes famflias 
Fl e F2 de curvas do plano W J parametrizadas par x e por y , respectivamente: 

PI: U = u(x , yo) , v = v(x. yo) e p,: U = u(xo . y) . v = v(xo. y). 

Prove que ern cada ponto f(zo), onde t(zo) :f:. 0, essas curvas se cruzam ortogonal­
mente. Fa~a urn grafico. 
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14. Mostre que a funr.;ao eO: e injetiva em qualquer faixa horizontal do plano, dada por 
a$y<o:+27r. 

15. Vimos que a exponencial e uma func;ao w = fez) = u+it" analitica em todo 0 plano 
e tal que!, (z) = I(z) e 1(0) = 1. Prove que existe uma e uma so fun~iio satisfazendo 
estas condic;6es, de forma que a func;ao exponencial pode ser por elas definida. (Su­
gestiio: U x = 1£ e Vx = v sao equac;6es dife renciais ordinarias de I!!: ordem em x, cujas 
solu<;Oes sao u = geX e v = he%: I code 9 e h sao constantes em relac;ao a XI portanto, 
pod em depender de y. Use as equac;oes de Cauchy-Riemann e obtenha gil + 9 = 0 e 
h" + h = O. Daqui e de 1(0) = 1, segue-se que g(y) = cosy e h(y) = seny.) 

AS FUNQOES TRIGONOMETRICAS 
E HIPERBOLICAS 

Vamos introduzir agora as fun~6es trigonometricas e hiperbolicas. Come~a­
mos observando que das rela~6es 

eiy = cosy + iseny e e-iy = cosy - iseny 

decorrem as seguintes f6rmulas de Euler: 

seny = e cosy = 

Elas sao usadas para estender as fun~6es trigonometricas a todo 0 plano 
complexo. Assim, definimos: 

sen z = 

senz 
tgz = - -, 

cosz 

2i 

CDSZ 
cotz= - - , 

senz 

As conhecidas formulas de deriva~ao, 

cosz = 
2 

1 1 
secz = --, cscz = - -. 

cosz senz 

(sen z)' = cosz, (cosz)' = -sen z etc., 

seguem das defini~6es acima e de (ez )' = eZ
• 

As identidades trigonometricas familiares permanecem todas vaJidas no 
campo complexo. Assim, 

sen (- z) = -sen z, cos( -z) = cos z, 
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sen2z + cos2 z = 1, 

sen(zl + zz) = sen Zl cos Zz + COSZl sen Zz, 

COS(ZI + Z2) = COSZl COSZ2 - sen Zl senZ2, 

senz=cos(~-z) e cosz=sen (~-z). 
As duas primeiras dessas identidades sao conseqiiencias imediatas das 
defini~oes de seno e co-seno, e as demais seguem dessas defini~oes e das 
propriedades da fun~ao exponencial (Exercs. 4 a 7 adiante). 

As fun~oes hiperb6licas, seno e co-seno, sao definidas, como no caso de 
variaveis reais, pelas seguintes expressoes: 

eZ _ e- z 
senhz = 2 ' 

COll10 se Ve , seus valores sao reais para valores reais de z . Elos surgcm natu­
ralmente quando se procura separar as partes real e imaginaria das fun~6es 
senz e cosz (Exercs. 9 e 10 adiante). It faeil ver que (senhz)' = coshz e 
(cosh z)' = senhz. 

EXERCicIOS 

1. Mostre que os zeros de sen z e cos z sao clados, respectivamente, pelas express6es 
Z = n7r e z = (n + 1/ 2)1l", n inteiro. Determine os dominios maxirnos de defini't3.o das 
fuoc;oes tgz, cotz, secz e cscz. 

2. Mostre que sen z e cos z sao func;oes peri6dicas de perfodo 211 , como no caso reaL 

3. Prove que cosh z e senh z sao fuw;oes peri6dkas de perfodo 21Ti. 

Estabelec;a as identidades dadas nos Exercs. 4 a 16. 

4. sen2 z + cos2 
Z = 1. 

5. sen(zl + Z2) = sen 2, cos 22 + COS ZI sen 22. Sugestiio: comece peiD 22. membra. 

6. cos( Zl + Z2) = cos Z\ cos Z:z - sen Zl sen Z2. 

7. senz=cos(i--z) e cosz = sen(i--z). 
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8. sen iz = i senh z e cos iz = cosh z. 

9. sen (x + iy) = sen x cosh y + i cos x senh y. 

10. cos(x + iy) =cosxcoshy - i senxsenhy. 

11. cosh2 
Z - senh2 z = 1. 

12. Isenh(x + iY)I' ~ seDb' x + sen' y e I cosb(x + iy)I' ~ senh' x + cos' y. 

13. I cosb(x + iy)I' - Isenh(x + iy)I' ~ cos2y. 

14. senh(zl + Z2) = senh ZI cosh Z2 + cosh Zt senh Z2. 

15. COSh(Zl + Z2) = cosh Zt cosh Z2 + senh ZI seuh Z2. 

16. senh(z+i7l")=-senhzj cosh(z+irr)=-coshzj tgh(z+i1T)=tghz. 

17. Prove que Isenh xl :S I cosh(x + iy)l :S coshx. 

o LOGARITMO 

o logaritmo de urn numero complexo z = reiB '" 0, e definido assim: 

logz = logr + i I) , 

onde log r denota 0 logaritmo real do nlimero r > O. 0 logaritmo esta 
definido para todo numero complexo z '" 0, e se reduz ao logaritmo real 
quando I) = o. Usa-se tambem a nota~ao In z . 

Na realidade, a formula acima permite atribuir ao logaritmo varios valo­
res distintos, dependendo do argumento usado para 0 numero z. Por causa 
disso costuma-se dizer que 0 logaritmo e uma funr;iio multivalente. 

2 .18. Observa~ao. E claro que 0 valor de uma fun~ao tern de ser de­
terminado univocamente, de forma que a expressao «func:;ao multivalente)1, 
a rigor 1 e impropria, mas e usada por ser conveniente: sabemos do que esta­
mos falando. Em contraposi~ao, para enfatizar, ou evitar qualquer dllvida, 
as vezes usa-se tambeID a expressao "fun<;ao univalente". Em breve en­
contraremos outros exemplos de "func;:oes multivalentes" e veremos como 
torna-las univalentes . 
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Voltando ao logaritmo, para faze-Io univalente, lembramos que 0 argu­
mento de urn numero complexo z cf 0 s6 e determinado a menos de mUltiplos 
inteiros de 271". Seja, pois, 80 0 valor particular do argumento que esteja no 
intervalo [0, 271"), isto e, 0 :::; 80 < 271". Entao, 0 argumento generico e dado 
por 

8=80 +2k7l" , k=O, ±1, ±2, ... 

Assim, temos de restringir a argumento de z a urn intervalo do tipo 

2k7r :::; 8 < 2(k + 1)71" , k = 0, ±l, ±2, ... 

para que a logaritmo fique bern definido como "fun~ao univalente" . Cada 
valor de k conduz ao que chamamos uma determina,iio au ramo do logarit­
mo. Denotando com logk z tal ramo , teremos: 

logk z = logr + i 8, 2k7r:::; 8 < 2(k + 1)71" . 

Costuma-se dizer tambem que 0 logaritmo fica "especificado" com urn de­
terrninado valor de k . 0 ponto z = 0 e chamado ponto de ramifica,iio de 
log z, justamente porque, quando urn ponto z descreve urn circulo centrado 
na origem e volta ao ponto inicial, a fun~ao log z retorna aumentada de 271"i, 
isto e, passa de urn de seus ramos ao ramo seguinte. 

Com 0 valor k = 0 obtemos a que chamamos valor principal, ramo prin­
cipal, ou determina,iio principal do logaritmo. Mas convem observar que 
nada hii de especial na escolha do intervalo 0 :::; 8 < 27f para especificar a 
valor principal. Podemos tomar 0 < 8 :::; 27f , - 7f :::; 8 < 71" , ou qualquer outro 
intervalo de comprimento 271", como a < 8 :::; a + 27f (au Ci :::; 8 < Ci + 27f) 
(Fig. 2.14) . Em qualquer desses casos, a restri~ao do argumento a urn inter­
vain de comprimento 27f introduz descontinuidades na fun<;ao log z ao longo 
do raio pela origem e de argumento Ci . Esse raio e freqiientemente designado 
urn corte do plano complexo. Ao considerarmos as restri~6es Ci < 8 :::; Ci+ 27f, 
Ci :::; 8 < a + 27f , ou Ci < 8 < Ci + 27f , dizemos que 0 plano foi cortado ao 
longo do raio z = reia . 
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Fig. 2.14 

Usando as equa~6es de Cauchy-Riemann na forma polar, e facil verificar 
que qualquer ramo do logaritmo e urna fun~ao analitica em seu dominio (do 
qual se exclui 0 raio que produz 0 corte, para que 0 dominio seja urn conjunto 
aberto). Vamos calcular sua derivada: 

d log z 8 . (8T 8 8e 8 ) . 
---;J;- = 8x (log r + ,e) = 8x 8r + 8x 8e (log r + ,e). 

Substituindo os valores 8r/ 8x = cose e 8e/ 8x = - sene/ r (ja obtidos na p . 
58), efetuando os calculos e simplificando, obtemos: 

dlog z 1 
dz z 

o logaritmo como transforma~iio e sua inversa 

E facil ver que qualquer ramo do logaritmo e uma fun~ao univalente e inje­
tiva, definida em todo 0 plano z, exceto z = 0, e tendo como imagem toda 
uma faixa horizontal do plano w ; e a totalidade dos ramos, 

z = re iO
, w = u + iv = log z = log r + i(} , 

cobre todo 0 plano w. Os raios e =const . do plano z vao nas retas. hori­
zontais v =const. do plano w; e os circulos r =const. sao levados nas retas 
verticais u = const. (Fig. 2.15) . (Compare esta figura com a Fig. 2.13, p. 
61.) 0 circulo r = 1 tern por imagem 0 eixo imaginario u = 0; os circulos 
com r < 1 vao nas verticais it esquerda desse eixo, e os circulos com r > 1 
vao nas verticais it direita do mesmo eixo. Note que a ortogonalidade das 
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curvas u(x , y) =const. e v(x , y) =const. era de se esperar , de acordo com 
a interpreta~ao geometrica das equa~oes de Cauchy-Riemann (p. 59). 

y 

v 

.T 

o u 

Fig. 2.15 

Observe que a ramo principal leva 0 plano complexo z Ie 0 na faixa 
o :S v < 27r do plano w ; e, em geral, 0 ramo k-esimo leva 0 plano z Ie 0 na 
faixa 2k7r :S v < 2(k + 1)7r do plano w. Assim, qualquer ramo do logaritmo 
e uma fungao univalente e injetiva, definida em todo a plano, exceto z = 0, 
e tendo como imagem uma faixa horizontal do plano w . 

Mostremos, finahnente, que a fun~ao exponencial e qualquer ramo do 
logaritmo sao fungoes inversas uma da outra, desde que 0 dominio da ex­
ponencial seja a faixa horizontal de largura 27r que e imagem do logaritmo. 
(Veja 0 que dissernos na p. 62 e a Fig. 2.13. ) Para isso , consideremos a 
ramo 

w = logk Z = logr + i(1I + 2k7r ), O:S II < 27r. 

Pondo z = reiB , teremos: 

e 

logk exp[log r + i(1I + 2k7r) ] 

logk(rei6
) = logk z = logr + i(1I + 2k7r) = w. 
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Isso prava 0 resultado desejado. 

Propriedades do logaritmo 

A formula 

(2.15) 

permanece valida, desde que corretamente interpretada. Com efeito , sendo 
ZJ = rl ei fh e Z2 = r2eiB2, temos: 

log Zj + log Z2 [Iogr\ + i (lI\ + 2k\7f) + logr2 + i(1I2 + 2k27f)] 

log(rJr2) + i[(I1\ + 112) + 2(k\ + k2)7f], (2.16) 

oude kj e k2 sao inteiras arbitrarios. Esta ultima expressao e a forma geral 
de log(zj z2), se kj e k2 forem independentes um do outro. Neste caso, a Eq. 
2.15 e valida com 0 seguinte significado: a canjunto dos valores passiveis de 
log(zjz2) coincide com a conjunto dos valores possiveis de log Zl + log Z2. 

Se k\ e k2 niio forem independentes, como e 0 caso em que Z\ = Z2 = 
Z = rei B e a (2.15) se reduz a 

log z2 = 2log z, (2.17) 

entao 0 segundo membra de (2.17) se reduz a 

logr2 + i[(211) + 2(2k)7fJ 

onde k e arbitrario. Neste caBO, qualquer valor do segundo membra de (2.17) 
e urn valor do primeiro membro, mas naG reciprocamente, como e facil ver. 

Observa<;6es analogas se aplicam nos casos 

IOg(Zl ... zn) = log Z\ + ... + log Zn e log zn = n log z, 

cujas demonstra<;6es ficam a cargo do lei tor nos exercfcios. Esta ultima 
rela<;ao, por exemplo, significa que todo valor de n log Z e urn valor possivel 
de log zn , mas nao recipracamente. 
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Defini~ao de za 

Dados os numeros complexos z e a , sendo z # 0, definimos za pela equa~ao 

(2 .18) 

Isto significa que a log e um dos logaritmos de z", de sorte que 

log za = a log z + 2k1ri , (2.19) 

que, para z > 0, a real e k = 0, e uma formula familiar do logaritmo real. 
A defini~ao (2.18) e entao uma extensao natural da no~ao de potencia real 
de nlimeros positivos. 

Como 0 logaritmo e uma fun~ao multi valente, z" e, em geral, multi va­
lente, com 0 mesmo ponto de ramificagao z = 0 que log z. Para evidenciar 
este fato, seja z = re iB = rei (Bo+2b), com 0 :s eo < 27r, k = 0, ± 1, ±2, . .. 
Substituindo log z = (log r + ieo) + 2k7ri em (2.18), teremos: 

(2.20) 

onde p (za) denota 0 assim chamado valor principal da fungao za, obtido 
com 0 valor principal de log z em (2.18). A Eq. 2.20 nos mostra que os 
possiveis val ores za sao obtidos multiplicando-se 0 valor principal p (za) 
pelo fator e2rr (ka)i. 

Procuremos determinar diferentes valores de k , digamos, k e k' , que 
resultem no mesmo valor desse fator; 

Isto e equivalente a e2rr(k-k') a i = 1, ou seja, (k - k')a deve ser inteiro; ou 
ainda, a deve ser racional. Vernos entao que, sendo a urn numero (real ou 
complexo) nao-racional, a fungao za admite infinitos ramos. 

Suponhamos agora que a seja racional, digamos a = p / q, com p e q 
primos entre si e q > O. Entao 0 fator e2rr (kp/ q)i assume apenas q valores 
distintos , dados por k = 0, 1, ... , q - 1; e, em conseqiiencia, a fungao 

tambem assume apenas q valores distintos para urn mesmo z # O. 
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Quando fixarnos urn ramo do logaritmo em (2.18) , z'" torna-se uma 
fun~ao univalente e analitica. Ca1culamos sua derivada pela regra da cadeia, 
assim: 

(z"')' 

Em particular, 

alog z 
(e", log z)' = e", IOgZ(alogz)' = _a_e __ 

z 
ereCt log z _ =-:- = ae(",- l) logz = az",-l 

e10g z 

(v'Z)' = ~Z- 1 / 2 = _1_. 
2 2ft 

2.19. Observac;ao. Quando a = lin, com n inteiro positivo, a formula 
(2.18) nos da as raizes n-esimas do numero z = reiO, como era de se esperar. 
Com efeito, fazendo a = l i n em (2 .18), obtemos: 

(2.21) 

onde q varia no conjunto dos inteiros. Mas isto nao e necessario; basta q 
variar de zero a n - 1 para obtermos todas as determinac;oes possiveis de 
zl /n, como em (1.4) , p. 16, as quais sao precisarnente as raizes n-esimas de 
z. 

2.20. Observac;ao. Nesse mesmo caso a = l i n , com n inteiro positivo, 
a formula (2.19) dispensa 0 termo 2krri, e deve ser escrita assim: 

1 log zl /n = - log z. 
n 

Com efeito, de (2.21) obtemos: 

log zl/n = ~ log r + i [~+ (~+ k) 21f] , 

onde q varia de zero a n - 1 e k varia no conjunto dos inteiros. Mas entao 
o numero nk + q = k' tambem estara variando no conjunto dos inteiros. 
Assim) 

1 1 
log z l/n = - [logr + i (O + 21fk' )] = -logz. 

n n 
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As fungoes trigonometricas inversas 

As fun~6es inversas das fun~6es trigonometricas exprimem-se facilmente em 
termos do logaritmo. Consideremos, por exemplo, a fun~ao 

w = arc cos z , 

definida por z = cos w, ou seja 

z= 
2 

Multiplicando por eiw , reduzimos esta equa~ao it forma 

donde 

e, finalmente, 

w = arccosz = -ilog(z + i~). 

Temos aqui uma fun~ao multivalente, cujos ramos particulares sao obti­
dos considerando ramos particulares de ~ e do logaritmo que ai 
aparece. 

A derivada da fun~ao arc cos z pode ser ca1culada facilmente a partir da 
expressao acima, com a ajuda da regra da cadeia. Temos: 

( )
,. (z + i/f=Z2), 

arccosz = -, ~ 
z + iy 1 - z2 

-1 

/f=Z2' 

As demais fun~6es inversas, trigonometricas e hiperb6licas, sao obtidas 
de maneira analoga. 

Observamos que as nota~6es COS- I z, sen- 1 z etc. sao freqiientemente 
usadas em lugar de arc cos z, arc sen z etc. Elas nao devem ser confundidas 
com (cos z)-l, (sen Z) - l etc. 
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EXERCicIOS 

1. Demonstre que log .:!. = log 21 - log Z2 , DO sentido de igualdade de conjuntos de va­z, 
lares, como em (2.15). 

2. Defina os [amos do iogaritmo a partir de urn corte ao longo do sem i-eixo real negativo, 
- 'If ~ () < II I e identifique as imagens do plano z pelos varios ramos obtidos. 

3. Mostre que log( -1 ) = (2k + 1)".i e logi = 4k: l 1ri, k = 0, ± 1, ±2, . 

4. Mostre que, seuda x =I 0, 

log(x + iy ) = ~ log(x' + y') + (90 + 2krr)i, 

aode Bo e uma das determina<;Oes de arctg(yJx). Se x = 0, entao y '" 0 e (Jo pade ser 
tornado igual a ±7T / 2, con forme seja y > 0 ou y < 0, respectivamente. 

Determine tadas as raizes das equac;oes dadas nos Exercs. 5 ala. 

5. e. z = -1; 6. e2:. = -e. 7. e' = - V3 + 3i. 

9. e3 z - 4 = - 1. 10. log z = ".i/ 2. 

11. Mostre que, uma vez fixado 0 argumento da constante c i=- 0, a func;ao w C
Z e 

analit ica, com derivada (CZ y = CZ log c. 

12. Estabelec;a as seguintes propriedades das potencias: 

onde z #- 0 e a e b sao numeros complexos quaisquer. 

13. Demonstre que Iz"l = Iz!,", oude z ::j:. 0 ere urn mlmero real qualquer. 

14. Mostre que todas as determinac;oes de ii sao reais e dadas por 

.1 -(4k + l)rr 
t=exp 2 ,k = O, ±l, ±2, ld 

15. Calcule todas as determinat;Oes das seguintes potencias: 

(1+ i)I; (1 - i) '; (v'3 + i) ' ; (I - iV3)' . 

1 
16. Mostre que arcsen z = -i log(iz + J'l="ZZ), e que (arcsenz)' = "==i' Jf"=Z'. 

17. 

18. 

i i+z f 1 
Mostre que arctgz = -2Iog-.-- , e que (arc tg z) = -1--'. 

t - z + z 
Determine todas as raizes da equac;ao cos z = 3. 

19. Determine todas as raizes da equac;ao sen z = 3. 
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RESPOSTAS E SUGESTOES 

1. Z = Zl/Z2 <=> Zl = ZZ2. 

8. Equa~ao do 2Q grau para eZ
• 

18. z = 2k7r - ilog(3 ± 2v2), onde k = 0, ±1, ±2 , . 
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Capitulo 3 

TEORIA DA INTEGRAL 

ARCOS E CONTORNOS 

Definimos arco continuo ou simplesmente arco como urn conjunto C de pon­
tos, dado parametricamente assim: 

C = {z(t) = x(t) + iy(t) : a:S t:S b} , (3.1) 

onde z(t) e uma fungao continua de t - ou, 0 que e equivalente, x(t) e y(t) 
sao fungoes continuas de t, t variando no intervalo [a, bJ. 

A representagao parametrica z = z(t) ordena ·os pontos de C de acordo 
com os valores crescentes de t, de forma que C e urn conjunto ordenado ou 
orientado (Fig. 3.1a) . 0 mesmo eonjunto com orientagao oposta e 0 area 
que designamos por -C (Fig. 3.1b) , e que possui representagao parametriea 

Zl (t) = z( -t) , -b :S t :S -a. 

zeal c 
z,(-a) -c 

z(b) 
z,(-b) 

(a) 
(b) 

F ig. 3.1 

Chama-se areo de Jordan ou areo simples aquele em que eada ponto 
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z(t) corresponde a um unico valor de t . Intuitivamente, isto significa que, it 
medida que t varia de a ate b, 0 ponto z(t) percorre a curva C, passando uma 
s6 vez por cada urn de seus pontos. Quando 0 arco nao e simples, ele contem 
ao menos um ponto multiplo, assim designado todo ponto proveniente de dois 
ou mais valores distintos do parametro t: z(td = Z( t2 ), com tl "I t2. Chama­
se curva fechada a todo arco cujas extremidades z(a) e z(b) coincidem; e 
curva fechada simples ou curva de Jordan a toda curva fechada cujos pontos, 
it exce~ao das extremidades, sejam todos simples (Fig. 3.2). 

zeal 

z(b) 

Ponto multiplo: 
z(r ,) = z(r,). r, " r , 

zeal = z(b) 
Curva fechada 

Fig. 3.2 

zeal = z(b) 
Curva de Jordan 

As vezes teremos necessidade de considerar um arco ou curva como con­
junto fechado do plano, no sentido da defini~ao (topologica) que demos it 
p. 27. Isto nao deve ser confundido com 0 conceito "arco fechado" que 
acabamos de introduzir. 

Vejamos alguns exemplos: a equ~ao z = 1 - it, para 0 ::; t ::; 2, 
representa um arco simples, que e 0 segmento [1, 1 - 2i), orientado de 1 
para 1 - 2i . (Fa~a uma figura. ) 

A equa~ao z = t2 + it, -00 < t < 00, representa a parabola 

ou seja, x = y2, orientada como indica a Fig. 3.3. 
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Fig. 3.3 

Teorema de Jordan e conectividade simples 

De acordo com 0 chamado teorema de Jordan, toda curva fechada sim­
ples C divide 0 plano em duas regi6es, tendo C como fronteira comum, 
uma das quais , chamada 0 interior de C, e lirnitada. 0 teorema afirma 
tamb€m que 0 interior de C possui uma propriedade adicional, chamada 
conectividade simples. Intuitivamente, diz-se que uma regiao R e simples­
mente conexa se qualquer curva fechada simples contida em R po de ser 
deformada continuamente ate reduzir-se a urn ponto, sem sair de R. A 
Fig. 3.4 ilustra duas regi6es conexas A e B, das quais A e simplesmente 
conexa, mas nao B; esta possui urn "buraco" que destroi a conectividade 
simples. Chamaremos de multiplamente conexa toda regiiio conexa que nao 
for simplesmente conexa. 

Fig. 3.4 

o teorema de Jordan e de facil compreensao, mas seu tratamento rigo­
roso e delicado e esta fora de nossos objetivos. 
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Areo regular e eontornos 

o conceito de arco continuo e muito geral e inclui objetos complicados, 
que em nada se parecem com figuras geometricas simples, como urn arco 
de cfjrculo, uma parabola, uma senoide etc. Em nossas considera<;oes, nao 
necessitamos senao da ideia de arco regular, assim entendido 0 arco cuja 
representa<;ao (3.1 ) e tal que a derivada z' (t) = x' (t)+iy' (t ) existe, e continua 
e nao se anula. Tal arco possui tangente em cada ponto, cujo lingulo com 
o eixo Ox e dado por arg z'(t ), 0 qual varia continuamente com t. Mesmo 
urn arco regular pode exibir comportamento surpreendente; consideremos, 
como exemplo, 0 arco regular dado por 

z(O) = 0, 

Este arco secciona 0 eixo Ox numa infinidade de pontos tendo a origem 
como ponto de acumula<;ao (Fig. 3.5). 

, 
, 

Fig. 3.5 

Chamaremos contomo ou caminho a todo arco continuo formado por 
urn numero finito de arcos regulares. Mais precisamente, urn contorno C 
tern representa<;ao parametrica dada por uma fun<;ao z = z(t ), continua 
num intervalo [a, b]' uniao finita de subintervalos [aj, bj]' j = 1, ... , n , tais 
que al = a, bl = a2, b2 = a3,"" bn- l = an, bn = b (Fig. 3.6a); e em cada 
urn dos intervalos abertos (aj, bj) a derivada z' (t) e continua, diferente de 
zero e tern Iimites laterais finitos e diferentes de zero com t tendendo aos 
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extremos de cada intervalo por valores interiores a ele, !imites esses que co­
incidem com z' (aj +) e z' (bj - ), respectivamente. Isto significa que z' (t) e 
func;ao seccionalmente continua no intervalo [a, bJ (Fig. 3.6b). 

a, b, a3 a" b" 
I I I I 
a a

2 b
2 b b 

zeal 

"-, z(b) 

(a) (b) 

Fig. 3.6 

EXERCfcIOS 

Identifique as curvas ou arcos de equ~oes dadas nos exercicios seguintes. 

1. z = 3t + it2 , -00 < t < 00. 2. z = 3t2 + 5it , - 00 < t < 00. 

3. z=r(cost+isent) -~:St ::;7r ' r>O. 4. z=t+ it , l::;:t <oo. 

2i 
5. z = t + t ' -00 < t < O. 6. z =t+iv'T"=!', - 1 0' to' 1. 

7. z = t - iv'T"=!', - 1 St 0' 1. 8. z = t + iv' l + t' , - 00 < t 0' O. 

9. z = v'f+t'I + t, 0 0' t < 00 . 

INTEGRAL DE CONTORNO 

Seja F(t) = U(t) + iV(t) uma func;ao continua da variavel real t nUID inter­
valo [a, bJ. Sua integral e definida em terIDOS das integrais das func;6es reais 
U e V, mediante a expressao 

l F (t)dt = l U(t)dt + i l V(t)dt. (3.2) 
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Desta deBni~iio seguem imediatamente as seguintes propriedades: 

Re t F (t )dt = t Re F(t )dt; lm t F (t )dt = t lmF(t)dt. (3 .3) 

As propriedades de linearidade, 

t [F (t ) + G(t)Jdt = t F (t )dt + t G(t)dt (3.4) 

e 

t cF(t )dt = c t F (t)dt , (3.5) 

onde c e uma constante (complexa, em geral), sao tambem de facil veri­
Bca~ao e Beam a cargo do leitor. 

A integral (3.2) goza tambem da seguinte propriedade: 

It F(t) dt l ::; t JF (t)J dt , (3.6) 

onde, evidentemente, a < b. Esta propriedade e imediata se a integral que 
aparece no primeiro membro for nula. Caso contrario, seja 

t F (t )dt = reiO (r > 0) 

sua representa~iio polar. Daqui e de (3.5), obtemos: 

r = e- i8 J.b F (t )dt = J.b e- i8 F (t) dt ; 

ou ainda , usando (3.3), 

r = Re J.b e- i8 F (t )dt = J.b Re [e- i8 F (t) 1 dt. 

Portanto, tendo em conta que Je-i8J = 1, 

It F(t )dt l = r = t Re [e-i8 F (t ) 1 dt ::; t iRe [e-i8 F (t) II dt 

::; t le-iO F (t)1 dt = t JF(t)J dt, 

donde a desigualdade (3.6). 
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Integral curvilinea ou de contorno 

Estamos agora em condi~6es de definir a integral curoilinea ou integral 
de contorno 

fa J(z)dz , 

onde C e urn contorno qualquer e J = u + iv e uma fun~iio continua em C. 
Usando a representa~iio do contorno C, z = z(t), a:::::: t :::::: b, definimos 

fa J(z)dz = l J(z(t))z'(t)dt, (3.7) 

onde 0 segundo membro e uma integral do tipo (3.2), com 

U(t) = u[x(t), y(t)Jx'(t) - v[x(t) , y(t)Jy'(t), 

V(t) = u[x(t), y(t)Jy'(t) + v[x(t), y(t)x'(t). 

o integrando em (3.7), J(z(t))z'(t) = U(t) + iV(t), pode nao ser uma 
fun~iio continua em to do 0 intervalo [a, b), devido ao fator z'(t). Mas, como 
vimos na se~iio anterior, esse intervalo e constituido de urn numero finito 
de subintervalos I j = [aj, bj )' em cada um dos quais z'(t) e continua; e a 
integral em (3.7) deve ser interpretada como a soma das integrais nesses 
subintervalos I j . 

Invarifulcia da integral 

A integral (3.7) e invariante com uma mudan~a de parametro dada por 
uma fun~iio crescente t = t(r), que transforme urn intervalo a :::::: r :::::: f3 no 
intervalo a :::::: t :::::: b e cuja derivada t' (r) seja seccionalmente continua. De 
fato, pondo zl (r) = z(t(r)), e usando a regra de mudan~a de variavel de 
integra~iio nas integrais reais, obtemos: 

1: J(zl(r))z;(r)dr = 1: J(z(t(r)))z'(t(r))t'(r)dr 

= l J(z(t))z'(t)dt . (3.8) 
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E devido a essa invariancia que se toma desnecessario explicitar a repre­
senta~ao parametrica do contomo C: a nota~ao do primeiro membro de 
(3.7) tem significado unico e preciso. 

Convem observar tambem que as integrais curvilineas tratadas na teoria . 
das fun~6es reais das variaveis reais x e y podem ser definidas de modo 
analogo a (3.7). Assim, temos: 

8 , em geral , 

k P (x , y )dx = l P (x(t ), y (t)) x'(t)dt , 

k Q(x, y )dy = l Q(x(t ), y (tll y'(t)dt, 

k Pdx + Qdy = l rp (x(t)) , y (t ))x'(t ) + Q(x( t l, y(t))y'(t)Jdt, 

Vemos entao que a integral definida em (3.7) pode ser escrita em termos de 
integrais curvilineas, assim: 

r J( zldz = r udx - vdy + i r vdx + udy. 
lc lc .k 

Propriedades da integral 

A linearidade da integral, expressa por 

k rJt (zl + h(z)Jdz = k Jt(z)dz + k h(zldz, (3.9) 

e k cJ(z) dz = C k J(z)dz, (3.10) 

onde c e uma constante (complexa, em geral), e de facil veri.fica~ao e fica a 
cargo do lei tor. 

E facil verificar tambem que se um contomo C e formado por um con­
tomo C1 seguido de um contorno C2 - escrevemos C = C1 U C2 -, entao 
a integral sobre C e a soma das integrais sobre C1 e C2 . Esta propriedade 
se generaliza facilmente para um nUm.ero finito de contornos: 

klU.UC, J(z)dz = kl J (z) dz + ... + k, J (zldz. (3.11) 



Capitulo 3: Teoria da Integral 83 

Daqui segue-se que a integral ao longo de urn contorno fechado e in­
variante por t ranslac;ao do parametro. De fato , uma tal translac;ao apenas 
muda 0 ponto inicial (e final ) de urna posic;ao ZI para uma posic;ao Z2, como 
se ve na Fig. 3.7; designando por CI 0 trecho de C que vai de ZI a Z2 e por 
C2 0 trecho restante, teremos: 

{ J(z)dz = { J(z)dz = { J(z)dz, 
JCIUC2 lc } C2UC1 

que prova a invariancia da integral. 

c, 

c, 

Fig. 3.7 

A propriedade 

j J(z)dz = - { J (z) dz 
-c Jc 

e dernonstrada assirn: comec;amos observando que 

- C = {z = Zl (t ) = z( - t) : -b <:: t <:: - a} , 

donde obtemos: 
z; (t ) = - z'( - t); 

portanto, 

j . J(z)dz = j-a J (zl(t))z;( t )dt = _j-a J( z(-t))z'(-t )dt. 
-c -b - b 

Finalmente, pondo T = - t, teremos: 

j J(z) dz = {a J (z( r ))z'(T)dr = _ {b J (Z(T))z'(T)dr = - { J(z )dz , 
-c Jb Ja Jc 
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que e 0 resultado desejado. 

Outra propriedade de importancia fundamental e a desigualdade 

lfa f(z)dz l ::; fa If(z)lldzl, (3.12) 

onde a integral do segundo membro significa 1b If (z(t ))llz'(t)ldt. (Note que 

a < b.) Essa propriedade segue de (3.6) , pois 

lfa f(z)dz l = Il f(Z(t))Z'(t)dt l ::; llf(z(t))z'(t)ldt 

= llf(z(t))llz'(t)ldt = llf(z)lldzl. 

Uma importante propriedade das fungoes continuas, cuja demonstragao 
depende de urn argumento de compacidade, e que e feita em cursos de 
Analise, afirma que se f Ii umafun9ao continua sabre um area C, entao exis­
te uma constante M tal que If(z)1 ::; M para todo z E C. Daqui e de (3.12) 
obtemos a seguinte desigualdade, de grande importancia nas aplicagoes: 

lfa f (z) dz l ::; M J Idzl = ML, 

onde L e o comprimento do contorno C, isto e, 

3.1. Exemplo. Vamos calcular a integral de f (z) = z ao longo dos 
tres contornos indicados na Fig. 3.8: OC, OAC e OBC, on de 0 = (0, 0) , 
A = (1, 0) , B = (0, m), C = (1, m), e meum numero real qualquer, 
digamos, m > O. 0 contorno OC e dado por z(t ) = t + imt, 0 ::; t ::; 1, de 
forma que 

r zdz = r1 
(t _ imt)( 1 + im)dt = 1 + m

2 

Joe Jo 2 

o contorno OAC pode ser representado por z(t) = t , com 0 ::; t ::; 1 e 
z(t) = 1 + im(t - 1), com 1 :S t ::; 2; ou , ainda, podemos considerar OAC 
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como constituido de dais contornos: OA, dado par z(t) = t, seguido de AC, 
dado par z(t) = 1 + imt, em ambos t variando de zero a 1. Num caso au no 
outro a integral tern 0 mesmo valor, dado par 

i lo
l lol 1 + m 2 + 2im 

zdz = tdt + (1 - imt)imdt = . 
OAC 0 0 2 

De maneira anruoga, temos: 

i lo
l lol 1 + m 2 - 2im 

zdz = (- imt)imdt + (t - im)dt = 2 . 
OBC 0 0 

B f-----""?I c 

o A 

Fig. 3.8 

Nesse exemplo obtemos urn valor diferente para cada urn dos tres casas 
considerados; a integral depende nao somente das extremidades do contorno, 
mas tambem do contorno que se considere em cada caso. 

3.2. Exemplo. Em contraste com esse fen6meno, vamos mostrar agora 
que a integral curvilinea da fun~ao f (z) = z s6 depende das extremidades 
do contorno e niio do contorno particular que se considere. Para isso, seja 
C urn contorno qualquer, ligando a ponto Zl an ponto Z2, de forma que em 
qualquer represent~ao parametrica de C (z = z(t) , a :s: t :s: b) valem as 
rela~6es z(a) = Zl e z(b) = Z2 (Fig. 3.9). Temos, entiio, 

kzdz = l z(t)z'(t)dt = l [xx' - yy' + i(xy' + yx')Jdt 

1jb d (2 2 .)d x(t)2 - y(t)2 + 2ix(t) y(t) Ib 
- - X - Y + 2,xy t = -'--'--''-'--'-;;---'--'-''-'-"-
2 a dt 2 a 

= 
z(b)2 - z(a)2 z§ - Z[ 

2 2 
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e esta expressao mostra que a integral considerada so depende mesmo dos 
pontos extremos Zl e Z2 e nao do contorno C que liga esses pontos. Em 
particular, sendo C urn contorno fechado, teremos Zl = Z2; portanto, 

fc zdz = O. 

Esta propriedade e verdadeira nao somente para a fungao J{z) = z, mas 
para toda fungao analitica; conhecido como "teorema de Cauchy", esse re­
sultado e, como veremos, a chave de toda a teoria das fungoes analiticas. 

Zl = z(a) c z, = z(b) 

Fig. 3.9 

3.3. Observa<;iio. A notagao fa J{z)dz e usada com freqiiencia para 

denotar a integral de J{z) ao longo de urn contorno fechado C. 

EXERCicIOS 

Nos Exercs. 1 a 10, calcule a integral de f ao longo do contorno C, cnde fee sao 
especificados em cada caso. 

1. J(z) = Izl, C = {z = re": 0 <: e <: tr}. 

2. J(z) = Izl, C = {z = re" : -tr/ 2 <: e <: tr}. 

3. J(z)=z', C={z=re" : o<:e<:tr}. 

4. J(z ) = z', C = {z = re": -tr <: e <: tr}. 

5. J(z) = .,fZ, C = {z = re;' : 0 <: e <: 2tr}. 

6. J(z) =.,fZ, C = {z = re;': -tr <: e <: IT}. 

7. J(z) = 2x - y + ix2
, ao longo do segmento retilineo de zero a 1 + i. 

8. J(z) = Izl, ao longo do segmento retilineo de zero a -2 + 3i. 

9. J(z} = x2 - y2 + i(x - y2), ao longo do segmento retilineo de zero a 3 + 2i. 
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10. fez) = y - x2 , ao longo do segmento da origem ao ponto (2, 0) , seguido do segmento 
de (2, 0) a (2, 1); depois ao longo de (0, 0) a (0 , 1) , seguido do segmento de (0, 1) a 
(2, 1) (Fig. 3.10). Verifique que os resultados sao diferentes. 

r-____ ~.------,2 + i 

Fig. 3.10 

11. Prove as propriedades (3.4) e (3.5). 

12. Prove as propriedades (3.9) e (3.10). 

13. Prove a propriedade (3.11). 

14. Seja C urn contorno qualquer, ligando os pontos Zl a Zz. Mostre que 

11 . dz = Z2 - z\ ; 

portanto, esta integral s6 depende dos pontos inicial e final , e nao do caminho de 
integra<;ao que liga esses dais pontos. Em particular, 

fa I·dz = 0, 

qualquer que seja 0 contorno fechado C. 

15. UtiJ izando a defini~ao (3.2), mostre que 

l' e"dt = i(e'· - eib
) e 

oude k e urn Dtimero real ORo-Dulo. 

l ' . 
iktdt '( iko ikb) e = "ke -e I 

• 

16. Seja C urn areo de circulo parametrizado por z = z(B) = re,8 I a: :s: (J s: f3. Prove que 

1 J(z)dz = iT 1P 
J(z(O))e" dO. 

17. Sejam F e f fun<,;oes analiticas numa regiao simplesmente conexa contendo urn con­
tOrDO C, e tais que f = F'. Use as equ~Oes de Cauchy-Riemann e as definic;oes (3.2) 
e (3.7) para provar que 1 J(z)dz = F(z,) - F(z!), 

onde Zl e Z2 sao os pontos inicial e final do contorno G. por onde se ve que a integral 
s6 depende dos pontos inicial e final ) e nao de C. 
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18. Use 0 resultado anterior para provar que, se n for inteiro e C urn contarno fechado 
envolvendo a origem uma vez no sentido anti-honirio, entao 

1 z" dz = 0 se n :f:. - 1 e 1 dz = 2ni. 
~ !c z 

19. Efetuando a integra'18.o, estabeleC;3 os mesn;J.Os resultados do exercicio anterior no caso 
particular em que Ceo circulo z = rei9

, 0 ~ (J ~ 271". 

20. Mastre que Ie log z dz = 2ni , code C e urn contarno fechado envolvendo a origem 

uma vez no sentido positivD. 

21. Sem efetuar a integrac;a.o, mostre que 11 dz I :::; 1, code Ce o segmento retilineo que 
C z 

une 1 a 1 + i. 

22. Mostre que f ~:s 31f61 code Ceo areo de circulo situado no primeiro quadrante, Jc z + 1 1 
centrado na origem e de raia 3. 

23. Mostre que 

lim r (log z )"dz = 0, 
e -O Jc~ 

Dnde Ce e 0 contarno z = €ei8
, 0 ::; f) ::; 27l" e c e urn nurnero real qualquer. 

24. Seja Cr 0 contorno z = re i 9
, 0 :$ B :$ 2'11" e f uma func;ao continua na origem. Prove 

que 

lim j I(z ) dz = hi/(O). 
r -O JCr Z 

RESPOSTAS E SUGESTOES 

2. (i -l )r' . 3. -2r' / 3. 4. Zero. 

5. -4r Jr/3 . 6 4rJr/3i. 7. (1 + 5i)/6. 8. v'TI(3i - 2) / 2. 

17. Pondo F = U + iV , observ~ que 

F'(z)z'(t) (U. + iV.)(x' + iy' ) = U. x' - If"y' + i(V.x' + U. y') 

U. x' + Uyy' + i(V.x' + If"y') = :t (U + iV). 

21. Use (3.12). 

22. Iz' + 11 ~ Iz'l - 1 = 8 para z E C . 
23. flog € + iB [ :$ 2jlog € I, para € suficienternente pequeno. 

24. Escreva I(z) = 1(0) + I/(z) - 1(0)) e observe que, dado e > 0, existe 8 > 0 tal que 
Izl < 8 =} I/(z) - f (O)1 < e. 
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TEOREMA DE CAUCHY 

Como vimos na se~ao anterior, a integral de urna fun~ao entre dois pontos Zo 
e z pode ou nao depender do contorno usado na integra~ao. Se 0 integrando 
e uma fun~ao analitica, a integral nao depende do contorno, mas apenas dos 
pontos inicial e final. Este e 0 teorema de Cauchy, que estudaremos nesta 
se~ao. Para isso come~aremos com uma recorda~ao do teorema de Green 
ou teorema da divergencia no plano. 

Doravante, freqiientemente estaremos considerando fun~iies definidas em 
regiiies simplesmente conexas. Isto nao quer dizer que os dominios originais 
de nossas fun~iies tenham de ser assim; basta notar que as fun~iies podem 
sempre ser restritas a subdominios que sejam regiiies simplesmente conexas, 
e e nelas que estaremos fazendo nossas considera~iies . 

Teorema de Green 

Quando tratarmos de integrais sobre contornos fechados, teremos de dis­
tinguir entre as duas orienta~iies possiveis do contorno, uma das quais e 
escolhida como a orienta~ao positiva. Nao vamos nos ocupar de como a 
no~ao de orienta~ao positiva pode ser introduzida rigorosamente, sem apelo 
it intui~ao geometrica. 0 importante aqui e acentuar que isto pode ser 
feito, e que, em conseqiiencia, dado um contorno fechado simples C, de 
representa~iio parametrica z = z(t), a.<:: t .<:: b, a ideia de que C esta orien­
tado positivamente corresponde exatamente ao fato intuitivo de que, para 
Zo interior a C , 0 argumento de z(t) - Zo cresce de 27r com t variando de 
t = a at = b. Em linguagem sugestiva, urn observador localizado em z(t) 
percorrera 0 contorno C de maneira a deixar 0 interior de C sempre it sua 
esquerda (Fig. 3.11). 

z(a) = z(b) 

2" C 

Fig. 3.11 
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3.4. Teorema de Green. Sejam P (x, y) e Q (x, y) junfoes definidas 
numa regiiio simplesmente conexa R , com derivadas primeiras continuas. 
Entiio, para qualquer contorno jechado simples C em R , 

ii, (~~ -~;) dxdy = fa Pdx + Qdy , 

onde R' Ii a regiiio interior a C. 

o lei tor encontrani a demonstrac;ao desse teorema em livras de calculo 
de varias variaveis (veja, por exemplo, a Se~. 6.5 de [A3]) . Note que a 
integra~ao do segundo membra significa integra~ao no sentido positivo de 
percurso sobre C. 

Denotando com t = (tx , ty) 0 vetor tangente a C num ponto (x, y), 
com n = (nx , ny) 0 vetor unitario normal exterior e com ds 0 elemento 
de arco, entao, como explicamos na Se~. 6.5 de [A3J, (dx, dy) = tds e 
(dy, -dx) = nds (Fig. 3.12) . Pondo entao F = (Q , - P ), a formula anterior 
assume a seguinte forma: 

ii, divFdxdy = fa F· nds, 

que e uma forma familiar do teorema da divergencia. 

c 

R' 

n 

Fig. 3.12 
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Teorema de Cauchy 

Vamos considerar agora 0 teorema de Cauchy, que apresentamos sob as 
seguintes formula~6es equivalentes: 

3.5 . Teorema. Seja j uma jun9ao analitica numa regiao simplesmente 
conexa R . Entao, 

fa j(z )dz = 0 

para todo contomo jechado C contida em R . 

3.6. Teorema. Seja j uma jun9ao analitica numa regiao simplesmente 
canexa R. Entao, a integral de j ao longo de um contorno ligando Zo a z 
s6 depende destes pontos, e nao do cantorno de integra9aa. 

Vamos verificar a equivalencia desses dois teoremas. Suponhamos que 0 

Teorema 3.5 seja verdadeiro e sejam C1 e C2 dois contornos arbitrarios em 
R, ligando Zo a z (Fig. 3.13). Entao, C1 U (-C2) e urn contorno fechado em 
R; logo, 

0= j'r j(z)dz = r j(z)dz - r j(z )dz, 
l Clu(-c ,J l CI l c, 

au seja, 

r j(z)dz = r j(z) dz. 
Jel JC2 

Isto prova ° Teorema 3.6. 

__ ---1" 

c, 

c, 

" 
Fig. 3.13 

Suponhamos agora que 0 Teorema 3.6 seja verdadeiro e seja C urn con­
torno fechado em R. Tomando dois pontos Zo e Zj em C, obtemos os con-
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tornos C1 de Zo a ZI e C2 de ZI a zo (Fig. 3.14). Pelo Teorema 3.6, 

r J (z )dz = - r J (z )dz , 
JeI JC2 

donde 
r J(z )dz = r J (z) dz + r J (z) dz = o . 

.Ie JeI JC2 
Isto prova 0 Teorema 3.5. 

z, 

c, 

z, '---_~---~c, 

Fig. 3.14 

o teorema de Cauchy, na primeira formula~ao , po de ser demonstrado 
facilmente com a ajuda do teorema de Green , supondo que a derivada f' 
seja continua em R. De fato , com a nota<;ao z = x + i y , J = U + iv, temos: 

1 J (z) dz = 1 udx - vdy + i 1 vdx + udy = .re Ie Ie 

= -/ r (vx +uy)dxdY+ i j'r (u , - vy)dxdy. i R, JRII . 
Mas Vx + u y = U x - V y = 0, pelas equa<;6es de Cauchy-Riemann, donde 0 

Teorema 3.5. 

3.7. Observa\;oes. Foi 0 matematico frances Edouard Goursat (1858-
1936) quem descobriu que 0 teorema anterior pode ser demonstrado sem a 
hipotese de que f' seja continua. Neste caso , a demonstra<;ao requer um 
tratamento bem mais extenso e nao sera abordada aqui. (Veja [AI] ou [Lj.) 
Por causa dessa demonstra<;ao de Goursat, 0 teorema e tambem conhecido 
como "teorema de Cauchy-Goursat" . 

Como veremos adiante , uma fun<;ao analitica tem derivadas de todas 
as ordens; portanto, todas essas derivadas sao continuas, em particular a 
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primeira delas. Assim, a demonstra~ao de Goursat tern interesse apenas 
teorico. 

Integrais de contorno e primitivas 

Como ja tivemos oportunidade de assinalar, 0 teorema de Cauchy-Goursat 
e 0 teorema fundamental da teoria das fun~6es analiticas. Os resultados 
mais relevantes que obteremos daqui por diante sao conseqiiencias diretas 
ou indiretas desse teorema. Como primeiro passo nessa dire~ao , vamos 
estudar agora a forma geral da primitiva de uma fun~ao analitica. 

Dizemos que uma fun~ao F e uma primitiva de j se pI = f. 

3.8. Teorema. Seja j uma jun9iio analitica numa regiiio simplesmente 
conexa R. Entiio, a forma geml da primitiva de j e dada por 

F (z) = r j(()d( + C, Jzo 
(3.13) 

onde Zo e um ponto qualquer de R, porem jixo, C e uma constante arbitraria 
e a integm9iio e fe ita ao longo de qualquer contorno de R , ligando Zo a z . 

Demonstm9iio. Observamos, de inicio, que a integral em (3.13) esta 
bem definida , pois, de fato, ela nao depende do caminho de integra~ao. 

Vamos provar que F e analitica em R e que F' = f. Temos (Fig. 3.15): 

( 
(,+h r) (,+h 

F (z + h) - F (z) = Jz
o 

- Jz
o 

j(()d( = Jz j(()d( 

Pondo ftC ) = j(z) + 7J(z , () , obtemos: 

F(z + h) - F(z) 
h 

1 (,+h 
h Jz [f (z) + 7J(z, ()Jd( 

1 t+ h 

f(z) + h Jz 7J(z , ()d(. 

Como f e continua, dado E: > 0, existe D > ° tal que 

17J (z, ()I = Ij (() - f(z)1 < E: para I( - zl < D. 
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Fazendo entao Ihl < {; e integrando ao longo do segmento [z, z + h], teremos: 

I F (z + h~ - F (z) _ J (z) 1 = 1 ~ 1 1[+h 1) (z, Od(1 

1 t +h c: t+ h 

:s: ThT Jz 11)(z, ()lld(1 < ThT J. Id(1 = c. 
Isto prova que F' = J; logo, F e uma primitiva de f. 

Fig. 3.15 

Falta mostrar que toda primitiva e da forma (3.13) . Para isto, se G e 
uma primitiva qualquer, teremos: 

dd
z 

( G(z ) -1: J(()d() = G'(z) - dd
z 
1: J (( )d( = J(z) - J (z) = O. 

Entao, a fun~ao G(z) - t J ((j d(, tendo derivada nula, e constante (ef. 
J.o 

Corolario 2.16, p. 57), donde segue-se que (3.13) e a forma geral das prim­
itivas de f. 

3.9. Observa!;6es. Deste teorema segue imediatamente que a integral 
de J ao longo de urn caminho ligando Zo a Zl e dada por 

l
ZI 

J (z )dz = F(zJ) - F (zo), 
zo 

onde F e uma primitiva qualquer de J. Essa diferen~a, F (ZI) - F(zo ), e a 
varia~ao de F ao longo do caminho C e tam bern costuma ser denotada com 
o simbolo [F (z )lc . Assim, 

fa J (z) dz = F(ZI) - F (zo) = [F (z)lc · 
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Em se tratando de urn contorno fechado que seja urn circulo de centro 
Zo e raio r, a integral sobre C costuma ser denotada com os simbolos 

r j(z)dz e 1
Iz

_,ol __ r j(z)dz, Jlz - 'ol~r lI, 

ficando subentendido que 0 contorno tern orienta~ao positiva. 
Vemos entao que 0 calculo de uma integral curvilinea de uma nm~ao 

analitica e equivalente ao calculo de uma primitiva da fun~ao. Este resul­
tado e 0 teorema seguinte sao de importiincia fundamental no calculo das 
integrais de contorno. 

3 .10. Teorema. Sejam Co, C}, ... , Cn contornos jechados simples, 
tais que C l , ... , Cn jazem no interior de Co e sao dais a dais exteriores um 
ao outro (Fig. 3.16). Suponhamos que a regiao compreendida entre Co e 
Cl, ... , Cn , juntamente com esses contornos, esteja contida numa regiao de 
analiticidade de uma jun9ao j . Entao, 

r j(z)dz = r j(z)dz + ... + r j(z)dz, 
~ k , J~ 

desde que as contornos tenham todos a mesma orienta9ao. 

Fig. 3.16 

Justifica9ao. Urn tratamento completo deste teorema requer 0 uso de 
conceitos topol6gicos que nao estao a nossa disposi~ao . Em casos sim­
ples, como ilustra a Fig. 3.16, justifica-se 0 teorema introduzindo certos 
cortes Ll e -L1, L2 e -L2 , ... , Ln e -Ln, ligando Co a C1, C2 , ··· , Cn, 
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respectivamente, todos contidos em R. 0 contorno que assim obtemos, 
Co U L1 U (-C1) U (-LtJ U ... U Ln U (-Cn) U (-Ln), envolve uma regiao 
simplesmente conexa, de forma que a integral de J ao longo dele deve ser 
nula. Observando que as integrais ao lange de L1 e -Ll , L2 e - L2 , "" L" 
e - Ln cancelam aos pares , obtemos: 

( r _ r _ r _ .. _ r ) J(z )dz = 0, 
Jeo Jel JC2 Jen 

donde 

r J(z) dz = r J( z )dz + r J(z )dz + ... + r J(z )dz. 
~ J~ k , J~ 

Em particular, quando n = 1, temos: 

r J (z) dz = r J (z)dz . 
Jeo Jet 

Neste caso, dizemos que estamos deJormando a caminho de integra,iio Co 
no caminho C1 . 

3.11. Exemplo. A func;ao J(z ) = zn, onde n e um inteiro nao-negativo , 
e analitica em to do 0 plano e F(z ) = zn+ l / (n+ 1) e uma de suas primitivas. 
Entao , 

r 1 zndz = _ 1_ (zn+l _ zn+l) 
lzo n + 1 1 0) 

quaisquer que sejam os numeros complexos Zo e Zl e qualquer que seja 0 

contorno de integrac;ao que liga Zo a ZI. 

3.12. Exemplo. A func;iio J(z ) = (z-a)- 1 e analftica em to do 0 plano, 
exceto no ponto z = a, e tem por primitiva a func;ao F (z ) = log(z - a). 
Portanto, 

;,

ZI dz 
-- = 10g(ZI - a) -log(zo - a) , 

Zo z - a 

desde que a integrac;ao seja feita ao longo de qualquer contorno C ligando 
Zo a ZI e todo contido numa regiiio simplesmente conexa que exclua 0 ponto 
z = a. Em particular, e fa.cil ver que se 0 contorno voltar ao ponto inicial 
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sem circundar 0 ponto z = a, entao Zo - a e ZI - a coincidem em modulo e 
argumento e a valor da integral acima e zero (Fig. 3.17). 

c ~_-_ 

aO 

Fig. 3.17 

z = z , , 

Suponhamos que C envolva 0 ponto Z = a uma vez no sentido positivo, 
como mostra a Fig. 3.18. Entao, qualquer regiao simplesmente conexa que 
contenha C conteni 0 ponto z = a, onde f nao e analitica e nao podemos 
conduir que a integral se anula. Mas, mesmo neste caso, a formula anterior 
se aplica, desde que propriamente interpretada. Urn modo de justifica­
la consiste em considerar primeiro a integra<;ao ao tonga de urn contorno 
parcial C', unindo Zo a urn ponto z', ilustrado na Fig. 3.18. Tal contorno 
esta to do contido numa regiao simplesmente conexa R que nao contem 0 

ponto z = a, de forma que 

r ~ = log(z' - a) -Iog(zo - a). lei Z - a 

Fig. 3.18 

Passando ao limite com (z' - a) ---> (ZI - a) = (zo - a)e2~i , obtemos 27ri 
para 0 valor da integral. Este raciocinio e equivalente a considerar Zl como 
se fosse distinto de Zo (Fig. 3.19), devido a que arg(zl -a) = arg(zo -a)+27r. 
Assim, 

log(zl - a) = log(zo - a) + 27ri; 
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portanto, 

-- = 211"i = --1
Z1 dz i dz 

Zo z-z cz -z ' 

onde C e qualquer contorno fechado envolvendo 0 ponto a uma vez no sen­
tido positivo. 

a 
• 

Fig. 3.19 

c 

z' 

z, 

3.13. Exemplo. Vamos calcular a integral da fun~iio log z ao longo 
de urn contorno CJ contido nos 49" 19, e 29, quadrantes, com ponto inicial 
z = -i e ponto final z = -1, como ilustra a Fig. 3.20. Lembramos que 
(z log z - z)' = log z, e que, qualquer que seja 0 ramo escolhido para 0 

logaritmo, arg( - 1) = arg ( -i) + 37r / 2. Assim, 

r logzdz ic, [z log z - z]c, 

(- I )i arg(-I) - (-1) - [( - i)iarg(-i) - (-i)1 

= - i [arg( -i) + 3; 1 + 1 - arg( -i) - i 

= l-i(1+3;) -(l+i)arg(-i). 

Esta expressiio nos mostra que 0 resultado depende de arg( -i) , ou seja, 
depende do ramo escolhido para 0 logaritmo. Costuma-se fazer essa escolha 
dizendo, simplesmente, como deve ser log z para certo valor de z. Por 
exemplo, basta dizer que log z e real quando z for positivo (ou que log 1 = 0) 
para fixar 0 argumento de -i em -11"/2; ou, se dissermos que log 1 = 27ri, 
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entao arg( -i) = 311"/2; e assim por diante. 

Fig. 3.20 

Deixamos ao lei tor a tarefa de calcular a integral da mesma fun~ao ao 
longo de um contorno C2 ilustrado na Fig. 3.20. 

3.14. Exemplo. Ainda com referencia a Fig. 3.20, vamos calcular a 
integral de vz ao longo do contorno C2. Obtemos: 

{ VZdz = ~ [zVzJc = ~ (-R +iR). lc, 3 '3 

Para efetuar 0 calculo desta ultima expressao e preciso especificar um ramo 
da raiz quadrada. Se tomarmos R = i, teremos R = (-1 + i) / v'2, ao 
passo que se tomarmos A = - i, teremos R = (1- i)/v'2. 0 resultado 
da integra~ao sent 

v'2[. 1 -""3 1 + t(l + V2) 

respectivamente. 

EXERCICIOS 

Nos Exercs. 1 a 11, mostre que sao nulas as integrais das func;5es dadas sabre as contornos 
C clados. Observe que a orient~a.o de C e irrelevante. 

1. fez) = : ~~ e C e a cireulo Iz l = 2. 

2. fez) = 3Z'2. e C e a cireulo Izl = 3/2. 
z + , 

3. fez) = 3,ze' e Ceo eireula Izl = 5/ 4. 
z +3 
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4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

f{z) = log{z - 2i) e Ceo quadrado de vertices ±I ± i. 
z+2 

f{z ) = log~z + 1) e Ceo circulo x' + y' - 2x = o. 
z - 9 

f{z) = log;z + i) e Ceo cireulo x' + y' + 2x = o. 
z - 9 

f{z ) = IOg{z, - I + i) e Ceo quadrado de vertices ±I e ± i . 
z + 9 

fez ) = 1/ z2 e C e qualquer contarno envolvendo a origem. 

ze: 
f{z ) = log{2z + 3) e Ceo quadrado de vertices ±I e ±i. 

10. f{z) = cos: e Ceo circulo Izl = 1. 
sen z 

II. f{z ) = se~ z e Ceo circulo Izl = 1. 
cos z 

Nos Exercs. 12 a 15, calcule as integrais das fuut;oes dadas sabre as contornos C 
dados. 

12. fez ) = l /z e C vai de -i a +i, passando peiD semiplano Rez > O. 

13. f{z ) = I /z e C vai de - i a +i, passando pelo semiplano Rez < O. 

14. fez) = log z e C e qualquer areo que vai de -1 a i e que, a excec;ao dos extrem~s , esta 
situado no segundo quadrante. Especifique 0 logaritmo tomando log(- I ) = -i7r. 

15. f(z) = JZ+f e C e qualquer areo que vai de -1 - 4i a -1 + 9i, passando a direita 
do ponto -1. Especifique a raiz quadrada tomando f(O) = - 1. 

16. Combinando as resultados dos Exercs. 12 e 13, calcule a integral de fez ) = l iz sabre 
qualquer contarno fechado simples C envolvendo a origem positivarnente. 

17. Seja f uma funr;ao analitica numa regiao simplesmente conexa R con tendo 0 ponto 
Zo . Prove que 

J f {z) dz = 2"if{ zo), 
Jc Z-Zo 

onde C e qualquer conto~no fechado que envolva a origem uma vez no sentido positivo. 

18. Mostre que 1 -/=- = o. 
"= 1=2 Z - 1 

19. i dz 
Mostre que -,-- = o. 

1::1 =2 z + 1 

20. i dz 
Mostre que 2 . . = o. 

1=1=2 Z - Z + tz - 1 
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SUGESTOES 

4. Para especificar 0 logaritrno, e necessaria introduzir algum corte; por exemplo, 
-3rr /2 < arg(z - 2i) < 1r /2. Verifique que qualquer outro ramo conduz ao mesma 
resultado. 

5. Veja: log(z + 1) = log[z - (- I )J. Especifique urn ramo adequado do logaritmo e 
verifique que 0 resultado independe dessa escolha. 

9. log(2z + 3) = log 2 + log(z + 3/ 2). 

17. Utilize 0 Teorema 3.10 e adapte 0 resultado do Exerc. 24 cia p. 88. 

18. Como +1 = -21 (~I - _1_), a integral decompoe-se em duas. Outra modo: 
z- z- z+l 

utilize 0 Teorema 3.10 e interprete 0 integrando como fez ) e como fez) j 0 que e 
z- I z+ I 

J(z) em cada caso? 

FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY 

3.15. Teorema. SejafumaJun9ao analitica numa regiao simplesmente 
conexa R. Entao, 

J(z) = ~ J J(() d(, 
2",le(-z 

onde z ERe C e qualquer contorno Jechado simples de R , que envolve z 
uma vez no sentido positivo e cujo interior esta todD contido em R. 

Demonstra9ao. 0 resultado aqui enunciado, conhecido como "formula 
integral de Cauchy", e corolario imediato do Exerc. 17 atras. Para vermos 
isso, basta trocar a varill.vel z que Ill. aparece por ( e trocar Zo por z. 

No entanto, dada a importancia dessa formula, vamos demonstrll.-la de­
talhadamente. Seja {j > 0 tal que 0 disco I( - zl :S (j nao contenha pontos 
de C , como ilustra a Fig. 3.21. Designando por Co 0 contorno desse disco, 
o Teorema 3.10 permite escrever: 

J J(() d( = J J(() d( . 
l e ( - z le, ( - z 

Vamos escrever esta ultima integral como soma de duas outras, de acordo 
com a decomposi~ao 

J(() = J(z) + [J(() - J( z)J; 
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assim obtemos: 

1 ftC) d( = f(z) 1 ~ + 1 f(O - f(z) de. 
Ie ( - z Ie, ( - z Ie, ( - z 

c 

Fig. 3.21 

A primeira integral do segundo membro e 27ri, como ja vimos; portanto, 

27ri f (z) = 1 f(O d( _ 1 ftC) - f(z) de. 
Ie ( - z Ie, ( - z (3 .14) 

Esta ultima integral tambem e zero. De fato, como f e continua, dado 6 > 0, 
podemos tomar {j tao pequeno que 

I( - zl <::: {j =? If(O - f (z)1 < 6. 

Nestas condi~6es, 

1

1 f tC) - f(z) d( 1 <::: 1 11(0 - f(z) lld(1 <::: ~ 1 Id(1 = 27r6. 
Ie, ( - z Ie, I( - zl {j Ie, 

Portanto, a integral sobre Cli em (3.14) tern limite zero com {j _ 0, limite 
este que e 0 proprio valor da integral. Isto completa a demonstr%ao do 
teorema. 

A formula integral de Cauchy e instrumento basico no estudo das fun~6es 
analiticas. Ela revela, de imediato, alguns resultados surpreendentes e 
de importancia fundamentaL Por exemplo, uma simples inspe~ao dessa 
formula nos mostra que basta 0 conhecimento de f nos pontos ( do con­
torno C para que possamos calcular f em qualquer ponto z do interior de C . 
Isto ja nos diz que a condi~ao de analiticidade e muito restritiva: os valores 
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da fun~ao f estao todos interligados e nao podem ser alterados , seja numa 
regiao, ao longo de arcos ou mesmo em conjuntos mais restritos de pontos, 
sem que isto viole a condi~ao de analiticidade. Veremos, no Capitulo 6, que 
a interdependencia dos valores de uma fun~ao analitica e ainda mais forte 
do que, a primeira vista, nos mostra a formula de Cauchy. 

D erivadas de todas as ordens 

Como importante conseqiiencia da formula de Cauchy, vamos provar agora 
que uma fun~ao analitica possui deriVadas de todas as ordens. 

3.16. Teorema. Uma fun~iio analitica. numa regiiio R possui derivadas 
de todas as ordens, as quais, por sua vez, siio tambem analitica.s em R e 
podem ser obtidas da formula de Cauchy por deriva~iio sob 0 sinal de inte­
gra~iio. 

Demonstra~iio. Sejam z urn ponto qualquer de R e C urn contorno 
fechado simples todo contido em R , cujo interior seja simplesmente conexo, 
contenha 0 ponto z e esteja todo contido ern R. Vale entao a formula de 
Cauchy: 

f (z) = ~ 1 f (() de. 
2mle (-z 

Admitindo, por urn momento, a deriva~ao sob 0 sinal de integra~ao , e 
derivando sucessivamente, obtemos: 

I 1 1 f (() 
f (z) = 27Ti Ie (( _ z)2 de, J" (z) = ~ 1 f (() de· 

27Ti Ie (( - z)3 ' 

e, em geral, 

onde n e urn inteiro positivo qualquer. 
Essas formulas , depois de demonstradas, nao so estabelecerao 0 resul­

tado desejado como nos darao ainda express6es para as derivadas de f em 
termos de seus valores sobre C . 
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Para demonstrar a formula da primeira derivada f' , devemos mostrar 
que 

F = I(z + h) - I(z ) _ 1 I (() d( 
h Ie (( - z)2 

tende a zero com h -> O. Para isso usamos a formula de Cauchy da fun~ao 
I: 

F Ii (1 1 h) - I(() --- d( 
21rih e (-z-h (-z ((_z)2 

~ 1 1(0 d( 
21ri Ie (( - z)2(( - Z - h) 

Como z ¢ C e C e urn conjunto (topologicamente) fechado, urn result ado 
elementar de topologia metrica (demonstrado como Lema 6.1 na p. 179) 
gar'ante que existe uma vizinhan~a de z, de raio d, que nao contem pontos 
de C, como ilustra a Fig. 3.22. Em outras palavras, I( - zl 2 d para todo 
( E C; e tomando Ihl < d/ 2, teremos tambem: I( -z-hl 2 I( - zl -Ihl > d/ 2. 
Daqui e da expressao anterior de F , obtemos: 

IFI < ~ 1 I/ (()I d(. 
- 21r Ie d2 . d/ 2 

Fig. 3.22 

Finalmente, sejam L 0 comprimento de C e M = mffi«Ee I/(()I (este 
maximo existe por ser I funC;ao continua sobre 0 conjunto limitado e fechado 
C). Entao, IFI :s: Ih lM L / 1rd2

• Isto prova que F -> 0 com h -> 0 e condui 
a demonstra~ao do teorema no que diz respeito a derivada Ii 
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Resta provar a segunda parte do teorema, referente as derivadas I (n), 

cam n > 1. Faremos isto provando um resultado mais geral, objeto do teo­
rema seguinte, que contem, como corolario, 0 teorema anterior. 

3.17. Tearema. Sejam Cum caminho qualquer, lechado au nao, g(z) 
uma fun9ao definida e continua pam z E C, en um inteim positivo, Entao, 
a lun9ao 

I(z) = ( g(() d( 
lc (( - z )n 

e regular em todo ponto z ¢ C, e possui de'rivada dada par 

, (g(() 
I (z) = n lc (( _ z )n+l de · 

Demonstm9ao, Sendo F como antes, a formula que define a fun~ao I 
nas da: 

F = fc Ggd(, (3.15) 

onde 
G=~[ 1 _ 1 ]_ n 

h ((- z -h)n ((_z )n ((_z)n+l' 

Vamos mostrar que podemos fazer esse G arbitrariamente pequeno, 
desde que Ihl seja feito suficientemente pequeno. Por conveniencia, pamas 
a = ( - z - h e b = ( - z. Entao, 

1 ( 1 1 ) n bn 
- an n 

G = h an - bn - bn+l = (b _ a)anbn - bn+1 . 

A demonstra~ao no caso n = 1 e identica it que fizemos anteriormente 
para a fun~ao I'. Portanto, a partir de agora suporemas n 2: 2. Entao, 

an- Ib + an- 2b2 + ... + abn- 1 + bn _ nan 
G = anbn+ 1 

an- I(b _ a) + an- 2 (b2 _ a2 ) + .. , + a(bn- I _ an- I) + (bn _ an) 

anbn+1 

Camo na demonstra~ao anterior, existe uma vizinhan~a de z , de raia d, 
que nao contem pontos de C (Fig. 3.22). E tomando Ihl < d/2 , teremos 
I( - zl 2: de I( - z - hi > d/ 2. Daqui e da expressao anterior de G, obtemos: 
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o importante a observar agora e que a expressiio entre colchetes que 
ai aparece contem como fator comum Ib - al = Ihl; 0 outro fator e limi­
tado por uma constante K que niio depende de ( E Cede h. Assim, 
IGI :0:: 2n + 1IhIK/d2(n+ l ) . Agora e s6 levar esta estimativa em (3.15) e ter­
minar a demonstra~iio como no caso ja tratado anteriormente. 

3.18. Observa.;ii.o. 0 Teorema 3.16 nos mostra que a condi~ii.o de 
analiticidade e bastante restritiva, pois nos diz que uma fun~iio analitica 
numa regiiio R tern derivadas de todas as ordens nessa regiiio, as quais , 
portanto, siio tambem analiticas. No fundo , isto e mais uma conseqiiencia 
do Teorema 3.5 (p. 91), via a f6rmula integral de Cauchy, dada no Teorema 
3.15. 

3.19, Teorema de Morera. Seja f umafun9iio continua numa regiiio 
R, tal que 

fa J(z)dz = 0 

para todo contorno fechado C C R . Entiio f e analitica em R. 

Demonstra9iio. Seja Zo urn ponto qualquer de R, porem fixo. A ex­
pressiio 

F (z) = t f(()d( Jzo 
independe do caminho de integra~iio. Como na demonstra~iio do Teorema 
3.8, Fe uma fun~iio analitica em R e sua derivada e a fun~iio F' = f. Pelo 
Teorema 3.16, F' tambem e analitica em R , isto e, f e analitica em R , 0 

que completa a demonstra~iio. 

E interessante observar que esta demonstra~iio baseia-se inteiramente no 
teorema de Cauchy. Em outras palavras, a reciproca do teorema de Cauchy 
e conseqiiencia dele mesmo! 

3 .20. Teorema de Liouville. Uma fun9iio inteira (isto e, analitica 
em todD 0 plano) e limitada e necessa1"iamente constante. 

Demonstra9iio. Seja f a referida fun~iio, e M uma constante tal que 
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If(z)1 :;; M para todo z . De acordo com a formula integral da derivada, 

I 1 J f(() 
f (z) = 21Ti fe (( _ z)2 d(, 

onde z e urn ponto qualquer e C urn contorno arbitrario envolvendo z uma 
vez no sentido positivo. Em particular, tomando para C 0 circulo I( - zl = r , 
obtemos: 

Como r e arbitrario, fazendo r --t 00 , obtemos f'(z) = 0; isto sendo verdade 
para to do z , conc1uimos que f e constante, como queriamos demonstrar. 

3.21. Teorema fundamental da Algebra. 0 teorema de Liou­
ville permite fazer uma demonstra~ao simples do teorema fundamental da 
Algebra, que diz: todo polinomio de grau n 2: 1 possui ao menos uma raiz. 
De fato, seja 

P(z) = o",zn + an_lzn- 1 + ... + alz + aO, 

onde n 2: 1 e an "I O. Suponhamos, por absurdo, que P nao se anule, de 
forma que 

1 1 f(z) - - - - ---.,.-------
- P (z) - o",zn + o",_lZn-l + ... + alZ + ao 

e uma fun~ao inteira. Como f (z) --t 0 com z --t 00 e f e continua, portanto, 
limitada em qualquer parte finita do plano, conc1uimos que f e limitada em 
todo 0 plano. Pelo teorema de Liouville segue-se, entao, que f e constante, 
o que acarreta que P (z) tambem e constante. Logo, f e identicamente mila 
(pois e igual a seu limite no infinito). Isto e absurdo, visto que P (z) e finito 
para to do z, donde a veracidade do teorema. 

EXERCicIOS 

Use a formula integral de Cauchy para calcular as integrais descritas nos Exercs. 1 a 13 , 
onde os contornos sao todos percorridos no sentido anti-horario. 
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1. 

4. 

7. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

1 zdz 
1: - 11=2 z -2' 

2. 

1 zcos~ dz. 5. 
Izl=2 Z - '1, 

1 e;' dz 
Iz- 11=2 7r - 2z' 

8. 

1 zdz 
Iz+II=2 z+2' 

t-1 1 ~' 
e;zdz 

z+i 

1 e' dz 
1: - 11=2 Z2 - 4' 

3. 1 sellZ dz 
J;Z- ZiI =2 z - i . 

6. 1 izdz dz. 
;;ZI=l 1 - 2z 

9. 1 . ,/z + 5 dz. 
1;zl=1 1 + 2z 

1 ~dz, cnde Ceo quadrOOo de vertices zero, 2i, e ±1 + i. 
f e Z + 1 

1 ~dz, onde Ceo quadrado de vertices zero, -2i, e ±1 - i. Ie z +1 

1 :1 ze
Z 

dz, onde Ceo losango de vertices ±2, e ± i . 
f c z -2z-3 

j ;Og(;.+ 5) 3 dz , onde 0 logaritmo e fixado por log 5 > O. 
" zl=2 Z - 'lZ + . 1 c08(z' +3z-1 ) 

Use a formula da derivada para calcular ()2 dz. 
lz\ =3 2z + 3 '1 z2 + z + i 

Calcule ( ')3 dz. 
1: 1=1 4z - '/, 

1 log(z' + 2) 
Calcule ( )2 dz. Observe que esta integral independe do ramo particular 

1 ' 1 ~1 3z - 2 
do logaritmo. 

Calcule as integrais dos Exercs. 17 a 20, fixando 0 ramo da func;ao J Z2 + 4 pela 
condic;ao J4 = -2 e tomando para C 0 quadrado de vertices ±1 ± i. 

17. 1 v'Z'+4 dz. 18. 1 v'Z'+4 dz. 
f e 4Z2 + 4z - 3 f e 4Z2 - 4iz - 1 

19. 1 v'Z'+4 d 
I e Z2 - 2(1 + i)z + 4i z. 20 i Z dz. 

(2z' + l )'/z' + 4 

21. Seja f uma fun~ao analitica numa regiao simplesrnente conexa R, e seja C urn con­
torno fechado simples contido em R. Prove que, para z interior a C, 

1 !'(()d( ~l f(() d(. 
I e (-z I e (( - z)' 

Prove, mais geralmente, que 

1 f (n) (() d( ~ n! 1 f(() d(. 
Ie (-z Ie (( _ z)n +1 
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RESPOSTAS E SUGESTOES 

1. 47ri. 2. -47fi. 3. 1[(1- e' )/e. 

4. 1[(e' + 1} / e. 5. 2rrie. 6. 7r / 2. 

7. 1[. 8. i1fe2 /2. 9. 31ri/ ../'i. 

10. 1[. 11. -7r. 12. 1[i/2e. 

17. Observe que J Z2 + 4 = VZ - 2i J z + 2i , de sarte que essa func;ao sera negativa em 
todo 0 eixo real se pusermos 

~ < arg(z - 2i) < ~ + 21r e 1[ ( 2') 31r - - < arg z + ~ <-. 
2 2 

Isto corresponde a fazer dais cortes ao longo do eixo imaginario, urn de +2i a +ioo e 
o autro de - 2i a - i oo. (Fw;a uma figura para entender bern 0 que se passa. ) Escreva 
o integrando na forma 

e aplique a formula de Cauchy. 

v'Z'+4/ 2(2z + 3) 
z - 1/ 2 

FUN<;:OES HARMONICAS 

Diz-se que uma fungao u(x, y) e harmonica numa regiiio R se nesta regiao ela 
possui derivadas de segunda ordem e satisfaz a seguinte equagao, conhecida 
como "equac;ao de Laplace)l: 

Seja J (z) = u(x, y) + iv (x, y) uma fungao analitica numa regmo R. 
Pelo Teorema 3.16, J possui derivadas de todas as ordens em R. Como 
d/dz = a/ ax = a/ a(iy) , as derivadas sucessivas de J podem ser calculadas 
derivando repetidamente em relagao a x ou em relagiio a iy. Vemos assim 
que as fun<;oes u(x, y) e v(x, y) possuem derivadas continuas de todas as 
ordens em R. Podemos entao derivar as equagoes de Cauchy-Riemann, 
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urn nlimero arbitrario de vezes. Em particular, derivando a primeira delas 
em rela,iio a x e a segunda em rela,ao a y, e somando os resultados membro 
a membro, obtemos: 

U xx + U yy = 0 (3.16) 
l-

Com 0 mesmo procedimento, pon§m derivando a primeira em rela<;ao aye 
a segunda em rela,ao a x, vern: 

Vxx + Vyy = o. (3.17) 

Podemos ver tambem, por deriva<;6es sucessivas de (3 .16) e (3.17) , que 
om+nu op+qv 

quaisquer derivadas parciais de u e v - digamos - sao 
oxmoyn' oxPoyq 

tambem harmonicas em R. 

A questao que se poe naturalmente e a de saber se qualquer fun<;ao 
harmonica pode ser considerada parte real ou parte imaginaria de uma 
fun<;ao analitica. A resposta a esta questiio e afirmativa, como veremos a 
partir de agora. Existe entao uma Jiga,ao intima entre a teo ria das fun<;oes 
analiticas e a teo ria das fun<;oes harmonicas. 

A titulo de ilustra,ao, seja 

(3 .18) 

que e harmonica em todo 0 plano, como se verifica prontamente. Vamos 
determinar a fun<;iio v correspondente, usando as equa<;oes de Cauchy­
Riemann. Temos: 

Vx = - Uy = 2y; 

integrando em rela<;ao a x, obtemos: 

v = 2xy+ g, 

onde 9 e uma fun<;ao arbitraria de y - a "constante da integra<;iio" em 
rela<;iio a x . Derivando esta ultima equa<;ao em rela<;ao aye usando Vy = 
U x = 2x, obtemos g'(y) = 0; logo, 9 e uma constante arbitraria e v = 2xy+g. 
Daqui e de (3.18) segue-se que 

J(z) = u(x, y) + iv(x , y) = x2 + 2ixy - y2 + const. = (x + iy? + const ., 
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au seja, 

/ (z) = z2 + const . 

Full(;iio harmonica determina func;iio analitica 

Vamos considerar 0 problema na sua generalidade. Seja u(x, y) uma fun~ao 
harmonica numa regiao R , que supomos, por enquanto, ser simplesmente 
conexa. Vamos deterrninar v(x, y) de forma que / = u+iv seja analitica ern 
R. A fun~ao v assim deterrninada e chamada a fun~ao harmonica conjugada 
da fun~ao u. Como no exemplo acima, v e determinada pelas equa~iies de 
Cauchy-Riemann. Devemos ter: 

Isto nos leva a procurar a fun~iio v na forma 

l
(X,y ) 

v(x, y) = vo + (- nydx + uxdy), 
(xo ,Yo) 

(3.19) 

onde vo = v(xo, YO) e (xo, YO) e urn ponto de R fixado arbitrariamente . 
Se a integral acima for independente do carninho de integra~iio , a fun~ao 

v que ela define possui derivadas continuas em R , satisfazendo , juntamente 
com u, as equa~iies de Cauchy-Riemann; logo, / = u + iv e analitica ern R. 
o problema se reduz, entiio, a provar que a expressiio -uydx + uxdy e uma 
diferencial exata; mas isto equivale a verificar que a integral desta expressiio 
ao longo de qualquer contorno fechado C em R e nula. Designando par R' 
o interior de C e tendo em conta 0 Teorema 3.4 (teorema de Green, p . 90), 
obtemos: 

fa (-uy dx + u xdy) = J k' (uxx + uyy)dxdy = 0, 

onde usamos 0 fato de que u e harmonica . Isto conclui a demonstra~ao da 
existencia da fun~ao v, a qual e determinada pela fun~iio u, a menos de uma 
constante aditiva arbitniria vo, como mostra a expressiio (3.19). 
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