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0.1 Métodos de Direções Conjugadas

Esses métodos podem ser vistos 
omo intermediários entre o método do gradiente e o método

de Newton. Eles possuem uma melhor 
onvergên
ia do que o método do gradiente porém

não requerem a montagem e a inversão de uma matriz 
omo a
onte
e 
om o método de

Newton. Atualmente tais métodos vêm sendo usados 
om su
esso na resolução de sistemas

lineares de grande porte.

Seja o problema puramente quadráti
o expresso 
omo

Min 1

2
xTQx− bTx

(1)

onde Q é uma matriz n× n simétri
a positiva de�nida.

Os 
on
eitos apresentados preliminarmente para este problema serão posteriormente es-

tendidos a problemas não lineares genéri
os.

Dada uma matriz simétri
aQ, dois vetores d1 e d2 são ditos Q-ortogonais, ou 
onjugados

em relação a Q, se dT

1Qd2 = 0.

Observação 1 : Se Q é positiva de�nida, e o 
onjunto de vetores não-nulos d1,d2, ...,dk

são Q-ortogonais, então estes vetores são linearmente independentes.

Considere o problema de minimização 1. Das 
ondições ne
essárias de otimalidade e

das 
ara
terísti
as do problema quadráti
o, pode ser inferido que a úni
a solução para este

problema é também a solução para a equação linear

Qx = b (2)

e, portanto, o problema de minimização representado pela equação 1 é equivalente ao pro-

blema linear mostrado na equação 2.

É possível asso
iar à matriz Q n × n os vetores Q-ortogonais d0,d1, ...,dn−1. Uma vez

que estes vetores são linearmente independentes, a solução do problema expresso em 1 (ou

em 2), denotada x∗
, pode ser expressa 
omo

x∗ = α0d0 + α1d1 + ...+ αn−1dn−1

para um dado 
onjunto de α′

i
s.

Os valores dos α′

i
s podem ser obtidos multipli
ando-se a expressão anterior por Q e

fazendo o produto es
alar 
om di; isto é,

dT

i
Qx∗ = α0d

T

i
Qd0 + α1d

T

i
Qd1 + ... + αn−1d

T

i
Qd

n−1

1



ou ainda

αi =
dT

i
Qx∗

dT

i
Qdi

=
dT

i
b

dT

i
Qdi

A expansão para x∗
pode ser 
onsiderada 
omo sendo o resultado de um pro
esso iterativo

de n passos onde no passo i é adi
ionado αidi
. Vendo o pro
edimento desta forma, e

permitindo um ponto ini
ial para as iterações, obtém-se o algoritmo bási
o de direções


onjugadas.

Teorema 1 : Seja {di}
n−1

i=0
uma seqüên
ia gerada pelos vetores Q-ortogonais. Então para

todo x0 ∈ En
, a seqüên
ia

{

xk
}

gerada de a
ordo 
om

xk+1 = xk + αkdk


om

αk = −

(

gk
)T

dk

(dk)T Qdk

e

gk = Qxk − b


onverge para a solução úni
a, xast
, de Qx = b após n iterações, ou seja, xn = xast

.

Até este ponto o método do gradiente 
onjugado foi derivado essen
ialmente pela obser-

vação de que resolver o problema 1 é equivalente a resolver o sistema 2. Este ponto de vista,

embora importante, ignora alguns aspe
tos do algoritmo que são espe
ialmente importantes

quando o mesmo é estendido a problemas não quadráti
os. A seguir são 
olo
adas algumas

propriedades do método:

1. Seja Bk
o subespaço de En

gerado por {d0,d1, . . . ,dk−1}. A medida em que o método

de direções 
onjugadas progride, 
ada xk
minimiza a função objetivo de 1 na variedade

linear x0 + Bk
.

2. No método das direções 
onjugadas, os gradientes gk, k = 1, . . . , n satisfazem a equa-

ção gktdi = 0 para i < k.

De�nição 1 Um 
onjunto V em En
é uma variedade linear se, dados quaisquer x1,x2 ∈ V ,

tem-se λx1 + (1− λ)x2 ∈ V para todos os números reais λ.

O método do gradiente 
onjugado é obtido sele
ionando-se as su
essivas direções de

minimização 
omo uma versão 
onjungada dos su
essivos gradientes obtidos na medida em

que a bus
a da solução ótima progride. No passo k avalia-se o negativo do gradiente e

adi
iona-se a este vetor uma 
ombinação das direções previamente usadas para se obter

uma nova direção 
onjugada ao longo da qual a bus
a prossegue. Existem vantagens para

se adotar esse método de seleção de direção de minimização. Em primeiro lugar, a menos

que a solução seja atingida em menos do que n iterações, o gradiente é sempre não nulo e

ortogonal ao subespaço gerado pelas direções nanteriores (isto é, gk
é ortogonal a Bk

gerado

por {d0,d1, . . . ,dk−1}. Se a solução é atingida em menos do que n iterações, o gradiente é

nulo e o pro
esso termina. A segunda vantagem é que a fórmula usada para determinar o

novo vetor de direção é relativamente simples. Por �m, devido ao fato das direções serem

baseadas nos gradientes, o método progride uniformemente para a solução em 
ada iteração.

Os passos para a apli
ação do Método das Direções Conjugadas são des
ritos a seguir.
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1. Passo Ini
ial: De�na a tolerân
ia ε. A partir de qualquer x0 ∈ En
faça

d0 = −g0 = b−Qx0


om k = 0 e prossiga ao Passo Prin
ipal;

2. Passo Prin
ipal: Enquanto

∣

∣gk
∣

∣

∞
≥ ε, faça

xk+1 = xk + αkdk com αk = −

(

gk
)T

dk

(dk)T Qdk

dk+1 = −gk+1 + βkdk com βk = −

(

gk+1
)T

Qdk

(dk)T Qdk

gk+1 = Qxk+1 − b

3. Faça k = k + 1 e repita o passo prin
ipal.

No algoritmo o primeiro passo é identi
o a um passo do método do gradiente; 
ada passo

posterior é feito numa direção que é uma 
ombinação linear do gradiente 
orrente e o vetor

de direção da iteração anterior.

Problemas genéri
os de otimização, 
om a forma ??podem ser resolvidos fazendo-se pe-

quenas alterações no algoritmo des
rito a
ima. O método des
rito a seguir é 
onhe
ido

por Gradiente Conjugado de Flet
her-Reeves. O algoritmo pode ser resumido nos seguintes

passos:

Passo 1. Dado x0
, 
al
ule g0 = ∇f(x0) e faça d0 = −g0

.

Passo 2. Para k = 0, 1, . . . , n− 1:

1. Faça xk+1 = xk + αkdk
onde αk

minimiza f(xk + αkdk).

2. Cal
ule gk+1 = ∇f(xk+1).

3. Caso k 6= n− 1, faça dk+1 = −gk+1 + βkdk
onde

βk =
(gk+1)tgk+1

(gk)tgk
.

Passo 3. Substitua x0
por xn

e retorne ao Passo 1.

Exemplo 1 Dê uma iteração 
om o método do gradiente 
onjugdo de Flet
her-Reeves para

minimizar a função

f(x) =
5

2
x1

2 + 2x2
2 + 4x1x2 + 3x1 + 2x2

a partir do ponto x0 = (3, 3).
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