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0.1 Meétodos de Direcoes Conjugadas

Esses métodos podem ser vistos como intermediéarios entre o método do gradiente e o método
de Newton. Eles possuem uma melhor convergéncia do que o método do gradiente porém
nao requerem a montagem e a inversao de uma matriz como acontece com o método de
Newton. Atualmente tais métodos vém sendo usados com sucesso na resolucao de sistemas
lineares de grande porte.

Seja o problema puramente quadratico expresso como

Min $x"Qx —b'x (1)

onde Q é uma matriz n X n simétrica positiva definida.

Os conceitos apresentados preliminarmente para este problema serao posteriormente es-
tendidos a problemas nao lineares genéricos.

Dada uma matriz simétrica Q, dois vetores d; e ds sao ditos Q-ortogonais, ou conjugados
em relagao a Q, se df'Qd, = 0.

Observacao 1 : Se Q ¢ positiva definida, e o conjunto de vetores nao-nulos di,ds, ..., dg
sao Q-ortogonais, entao estes vetores sao linearmente independentes.

Considere o problema de minimizacao 1. Das condi¢oes necessarias de otimalidade e
das caracteristicas do problema quadratico, pode ser inferido que a tnica solucao para este
problema é também a solugao para a equacao linear

Qx=b (2)

e, portanto, o problema de minimizagao representado pela equagao 1 é equivalente ao pro-
blema linear mostrado na equacao 2.

E possivel associar a matriz Q n x n os vetores Q-ortogonais dy,dy, ...,d,_;. Uma vez
que estes vetores sao linearmente independentes, a solu¢ao do problema expresso em 1 (ou
em 2), denotada x*, pode ser expressa como

X" = O{()do + Oéldl + ...+ an—ldn—l

para um dado conjunto de a’s.
Os valores dos afs podem ser obtidos multiplicando-se a expressdo anterior por Q e
fazendo o produto escalar com d;; isto é,

d7Qx* = pd”Qd, + ,d”Qd, + ... + a,_1d7Qd, _,



ou ainda . .
*
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A expansao para x* pode ser considerada como sendo o resultado de um processo iterativo
de n passos onde no passo ¢ ¢ adicionado o’d’. Vendo o procedimento desta forma, e
permitindo um ponto inicial para as iteragoes, obtém-se o algoritmo basico de direcoes
conjugadas.
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Teorema 1 : Seja {di}?z_o1 uma seqiiéncia gerada pelos vetores Q-ortogonais. Entao para
todo xg € E", a seqiiéncia {xk} gerada de acordo com

FL = xk 4 ok gk

com
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converge para a solugao unica, x**, de Qx = b apds n iteracoes, ou seja, X" =X

Até este ponto o método do gradiente conjugado foi derivado essencialmente pela obser-
vacao de que resolver o problema 1 ¢ equivalente a resolver o sistema 2. Este ponto de vista,
embora importante, ignora alguns aspectos do algoritmo que sao especialmente importantes
quando o mesmo é estendido a problemas nao quadraticos. A seguir sao colocadas algumas
propriedades do método:

1. Seja B* o subespaco de E™ gerado por {d°,d',...,d*"'}. A medida em que o método
de direcoes conjugadas progride, cada x* minimiza a funcdo objetivo de 1 na variedade
linear xq¢ + B*.

2. No método das direcoes conjugadas, os gradientes g¥, k = 1,..., n satisfazem a equa-
cio ghtd’ = 0 para i < k.

Definicao 1 Um conjunto V em E™ é uma variedade linear se, dados quaisquer x*, x> €'V,
tem-se \x' + (1 — \)x* € V para todos os nimeros reais \.

O método do gradiente conjugado é obtido selecionando-se as sucessivas direcoes de
minimizacao como uma versao conjungada dos sucessivos gradientes obtidos na medida em
que a busca da solucao oOtima progride. No passo k avalia-se o negativo do gradiente e
adiciona-se a este vetor uma combinacao das direcoes previamente usadas para se obter
uma nova direcao conjugada ao longo da qual a busca prossegue. Existem vantagens para
se adotar esse método de selecao de direcao de minimizacao. Em primeiro lugar, a menos
que a solucao seja atingida em menos do que n iteracoes, o gradiente ¢ sempre nao nulo e
ortogonal ao subespago gerado pelas dire¢oes nanteriores (isto ¢, g* é ortogonal a B* gerado
por {d° d},...,d*}. Se a solucdo é atingida em menos do que n iteracoes, o gradiente &
nulo e o processo termina. A segunda vantagem é que a formula usada para determinar o
novo vetor de direcao é relativamente simples. Por fim, devido ao fato das direcoes serem
baseadas nos gradientes, o método progride uniformemente para a solugao em cada iteragao.

Os passos para a aplicacao do Método das Dire¢oes Conjugadas sao descritos a seguir.



1. Passo Inicial: Defina a tolerancia e. A partir de qualquer x° € E" faca
d’=-g"=b-Qx’
com k = 0 e prossiga ao Passo Principal;

2. Passo Principal: Enquanto ‘gk‘oo > ¢, faca

KT gk
xM = xF + ofd" com of = (g7 ab ; -
(d*)" Qd
k+1)T Qdk
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3. Faca k = k + 1 e repita o passo principal.

No algoritmo o primeiro passo é identico a um passo do método do gradiente; cada passo
posterior ¢é feito numa direcao que é uma combinacgao linear do gradiente corrente e o vetor
de diregao da iteragao anterior.

Problemas genéricos de otimizagao, com a forma ?7podem ser resolvidos fazendo-se pe-
quenas alteracoes no algoritmo descrito acima. O método descrito a seguir é conhecido
por Gradiente Conjugado de Fletcher-Reeves. O algoritmo pode ser resumido nos seguintes
passos:

Passo 1. Dado x, calcule g° = V f(x°) e faga d° = —g°.

Passo 2. Para k=0,1,...,n—1:
1. Faga x"! = x* 4 o*d* onde of minimiza f(x* + o*d*).
2. Calcule ght! = V f(xM1).
3. Caso k # n — 1, faca d**! = —gh+! 4 gkd* onde

(gk—i-l)tgk—i-l

k __
= (g")'g"

Passo 3. Substitua x° por x" e retorne ao Passo 1.

Exemplo 1 Dé uma iteragao com o método do gradiente conjugdo de Fletcher-Reeves para
minimizar a fungao

bt
f(x) = 55512 + 2x9% 4 a1 29 + 321 + 274

a partir do ponto x° = (3, 3).



