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Resumo

Esta disssertacao tem como referencia principal o artigo Surfaces of Rotation with Cons-
tant extrinsic curvature in conformally flat 3-space de Armando V. Corro, Romildo Pina
e Marcelo Sousa publicado no periddico Results Math em 2011 no qual eles mostram que
existe uma familia a um parametro de superficies completas com curvatura extrinseca
iguala uma constante negativa em um determinado espago tridimensional conformemente

plano.



Abstract

This work has as main reference the Surfaces of Rotation with Cons-tant extrinsic curva-
ture in conformally flat 3-space by Armando V. Corro, Romildo Pina and Marcelo Sousa
article published in the journal Math Results in 2011 in which they show that there is
a family a parameter of complete surfaces with extrinsic curvature equal to a negative

constant in give three-dimensional space corformaly plan.
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Capitulo 1

Introducao

As superficies com curvatura Gaussiana constante no espaco tem sido estudadas por varios
pesquisadores (ver [ 1],[2], [3], [5], [6],[13],[14] ). Recentemente, o estudo de superficies com
curvatura extrinseca constante tem sido extensivamente incrementada, por exemplo em [8]
os pesquisadores trabalham superficies completas com curvatura extrinseca poisitiva em
espagos produtos, e provaram que cada superficie completa conexa imersa com curvatura
extrinseca positiva em H? x R, é homeomorfa a uma esfera ou um plano, respectivamente,
no ultimo caso, foi estudado o comportamento dos fins.

O Seguinte teorema generaliza o conhecido Teorema de Hilbert.

Teorema 1. (de Efimov)[9]: As superficies (D_, o), munido com uma métrica completa

K < —e < 0 nao pode ser C? imersa isometricamente no espaco euclidiano.

Schlenker [14] provou um teorema andlogo ao de Efimov no espacgo hiperbdlico H?, onde
se mostra que nao existe nenhuma superficie completa em H? com curvatura Gaussiana
K < —1—e¢ < —1. Temos que resultados semelhantes sao validas no S* e no H? A condigao
K < —1—¢ < —1 para a curvatura Gaussiana garante que nao existe qualquer superficie
com curvatura extrinseca negativa em H?,

O estudo de superficies em espacos que sao conformes para o espaco euclidiano é natural,
visto que incluem os espacos de curvatura constante S* e H?. Entao, é natural considerar
superficies em alguns espagos especiais com uma métrica conforme a métrica euclidiana.
Neste trabalho, consideramos o espaco E3z = (R3, g) munido de uma metrica

g9:=(9gy) = é(%‘),

N2 2 2 , . .
onde F(x) = e X17%27%5 x = (x1,Xs,%3) em R3. Esta métrica particular aparece como
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uma solugao de Equacao de Einstein obtidas por Pina e Tenenblat [13], com um grande
potencial de aplicagoes em fisica . O espaco ambiente [E3 é completo, com curvatura sec-
cional negativa. Como o espaco [E3 é invariante sob as acoes do grupo ortogonal, é natural
estudar superficies de rotacao.

Dada uma superficie parametrizada regular iremos encontrar as curvaturas média, gus-
siana e extrinseca relativamente a métrica g. Considerando superficies num espaco con-
forme ao euclidiano, relacionamos a curvatura extrinseca das superficies com respeito a
métrica euclidiana e a métrica conformemente plana. Faremos uso do seguinte Teorema
da teoria de EDO para mostrar que existe uma familia a um parametro de superficies de

rotagao em [E3, com curvatura extrinseca nula.

Teorema 2. (Teorema de Picard) Seja f continua e Lipschitziana com relagdo a sequnda
varidvel em Q = 14 X By, onde 1o ={t;|t —to| < a}, By, ={x;|x —xo| < b}. Se|f| <M

em Q, existe uma unica solucao de,
X/ = f(tv X)7 X(to) = Xo,

em I, onde o« = min{a, b/M}.
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Nocoes Preliminares

Neste capitulo iremos estabelecer a notacao a ser usada e recordar alguns conceitos e fatos
basicos, necessarios ao desenvolvimento dos capitulos seguintes. Sendo assim, a prova de
alguns resultados nao sera feita, mas em todo o texto ficara clara a referéncia para obter

tais justificativas.

2.1 Variedades

Definicao 1. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma familia
de aplicagoes biunivocas @y : Uy C R™ — M de abertos Uy, de R™ em M tais que:

(i) Ux 0a(Us) = M.

(i) Para todo par «, B com @o(Ue)N@g(Up) =W # 0, os conjuntos @' (W) e @' (W)
sao abertos em R™ e as aplicagoes (pg1 0 Py sao diferencidveis.

(11i) A familia {(Uy, @)} € mdzima relativamente as condigoes (1) e (ii).

A

@ lod,
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Obs 1. (1) Uma familia {(Uy, @)} satisfazendo (i) e (ii) é chamada uma estrutura
diferencidvel em M

(2) O par (Uy, @) (ou aplicagio @) comp € @(Uy) € chamado uma parametrizagdo
(ou sistema local de coordenadas ) de M em p; @ «(Uy) € entao chamada uma vizinhanga
coordenada em Pp.

(8)Dada uma estrutura diferencidvel em M, podemos completd-la a uma familia mdzima,
agregando a ela todas as parametrizacoes que junto com alguma parametrizacao da estru-
tura satisfazem a condig¢ao (ii).

(4) Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz de uma maneira natural uma
topologia em M. Basta definir que A C M € aberto de M se @ (AN @x(Uy)) € um
aberto de R™ para todo «. Observe que a topologia € definida de tal modo que os conjuntos

©«(Uy) sdo abertos e as aplicacoes @4 sao continuas.

Exemplo 2.1.1. O espag¢o euclidiano R™, com a estrutura diferencidavel dada pela iden-

tidade.

Definicao 2. (Fung¢do Suave) Seja M™ uma variedade (suave) n-dimensional. Uma
fungao f: U C M — R, U aberto em M € suave ou diferencidvel de classe C*® se para

cada @ : Ux CR™ = M, com (Uq, 9a) € {(Ux, 9alta € 9alUs) # 0, tivermos
fopa : WCR" R, fop, de calsse C*,

com W = @ (@ (Ug)NU) #0 e W e R™ aberto. Indicaremos por C®°(M) o anel das

funcoes suaves de M em R.

Definicao 3. Sejam M e MJ' variedades diferencidveis. Uma aplicagao f: My — My é
diferencidvel em p € My se dada uma parametrizagao\pg : V.C R™ — My em f(p) existe

uma parametrizagdo @4 : W C R™ = My em p talque f(o«(U)) CPp(V) e a aplicagdo

wglofo(pa:UCRn—ﬂR“,

¢ diferencidvel em @ '(p). Dizemos que f é diferencidvel em um aberto de M; se é

diferencidvel em todos os pontos deste aberto.

Definigao 4. Uma superficie parametrizada x : U C R? — R3 € uma aplicacao defe-

rencidvel x de um conjunto aberto U C R? em R3. O conjunto X(U) € chamado traco de
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x. x € regular se a diferencial dxq : R?* — R? ¢ injetiva para todo q € U (i.e. os vetores
ox 0x

—, — sdo linearmente independentes para todo q € U).

ou’ ov
Defini¢ao 5. (Fibrado tangente) Seja M™ uma variedade diferencidvel. O fribado tan-
gente de M € o espago TM = {(p,v);p € M,v € TpM} = UpeM TpM, onde |J € unidao

disjunta.
Obs 2. TM possui estrutura de variedade diferencidvel.
Obs 3. T,M € o espaco tangente de M em p.

Definigao 6. (Campo de vetores diferencidvel) Um campo de vetrores X em uma va-
riedade diferenciavel M é uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor
X(p) € TeM. Em termos de aplicagoes, X é uma aplicacio de M no fibrado tangente
TM. O campo é diferencidavel se a aplicagao X : M — TM ¢ diferencidvel.

Considerando uma parametrizacao x : U C R™ — R™ € possivel escrever

= 9
X(p) = ; a(P)g

onde cada a; : U — R € uma fun¢ao em U e {a } € a base do espaco tangente associada

X{
ax,1i=1,2,....,n. F claro que X € diferencidavel se e so se as func¢oes a; sao diferencidveis

para alguma parametriza¢ao.

Indicamos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e por

C*®(M) o anel das funcoes reais de classe C* definidas em M.

Lema 1. (Colchete de Lie) Sejam X,Y € X(U). Entao existe um tnico campo vetorial
Z € X(U) tal que, Vf € C*(M), Zf = (XY — YX)f = X(Yf) — Y(XT).

O campo vetrotial Z dado pelo lema é chamado o colchete de Lie de X e Y, e é deno-
tado por [X, Y] = XY—YX onde Z é diferencidvel. A operacao colchete possui as seguintes

propriedades:

Proposicao 1. Se X,Y e Z sao campos diferencidveis em M,a, b sao nimeros reais,e f, g
sao funcoes diferencidaveis, entao :

(a) [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade),
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(b) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + blY, Z] (linearidade)
(c) X, Y], Z] + (1Y, Z], X] + [[Z,X],Y] = 0 (identidade de jacobi)
(d) [fX, gY] = fg[X, Y] + fX(g)Y — gY(f)X

Demonstragao: Vide do Carmo [7], pagina 27. [

Definicao 7. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M é uma cor-
respondéncia que associa a cada p de M um produto interno (,)p (isto € , uma forma
bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente T,M, que varia diferenciavel-
mente no sequinte sentido: Se x : U C R™ — M ¢é um sistema de coordenadas locais

0 .
aXi(q) = dxq(0,...,1,...,0), entao

(q))q = gij(x1,X2, ..., xXn) € uma funcdio diferencidvel em U.

em torno de p, com x(X1,X2,X3,...,Xn) = q € x(U) e

0 0
( (q)’a_xj

aX;L

Obs 4. FEsta defini¢dao nao depende da escolha do sistema de coordenadas.

Definicao 8. Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana chama-se

uma variedade Riemanniana.

2.2 Conexoes afins e Conexao Riemanniana

Definicao 9. Uma conexdo afim ¥V em uma variedade diferencidvel M € uma aplicag¢ao

V:X(M) x £(M) = (M)

que satisfaz as sequintes propriedades:
i)VixigvZ = fVxZ +gVyZ
ii)Vx(Y+Z) =VxY+VxZ
i1)Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M)

Proposicao 2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdao afim V. FEntdo
eriste uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva
diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial l?i—}[/ ao longo de ¢, denominado derivada
covariante de V, talque:

DV DW

D
a) E(V—FW):E—FT
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df DV
b) — fV = dtv e onde W é um campo de vetores ao longo de ¢ e f € uma
fungao diferencidavel em 1
c) Se V € induzido por um campo de vetores Y € X(M), ou seja, V(t) = Y(c(t)), entdo
DV
@ VY

Demonstracao: Vide do Carmo [7]. |

Definicao 10. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma
métrica Riemanniana (,). A conexao é dita compativel com a métrica (,), quando para
toda curva diferencidvel ¢ e qualquer pares de campos de vetores paralelos P e P’ ao longo

de ¢, tivermos (P,P’) = constante.

Proposicao 3. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexacao V em M é com-
pativel com a métrica se e so se para todo par V.e W de campos de vetores ao longo da

curva diferencidvel ¢ : 1 — M tem-se

d DV DW
—(V,W) =(— W) +(V, —
T VW) = (oW (V=)
com t €1
Demonstracao: Vide do Carmo [7]. |

Corolario 1. Uma conexao V em uma veriedade Riemanniana M € compativel com a
métrica se e SO se

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y, VxZ) (2.1)

com X, Y, Z € X(M).

Demonstragao: Suponha que V é compativel com a métrica. Seja p € M e seja

d
c: I — M uma curva diferenciavel com c(ty) = p, top € I, e com d—i(to) = X(p). Entao

X(PIX,Z) = 1Y, 2)(1)
DY DZ
= <Ev Z> + <Y7 E>

— (VY. 2) + (Y, V Z)
(Vxp)Y, L)p + (Y, Vxp)Z)

como p ¢é arbitrario, segue-se (2.1). A reciproca é obvia. [
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Definicao 11. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica

quando

VxY—=VyX=[XY] (2.2)
para todo X, Y € X(M)
Obs 5. Em um sistema de coordenadas (U, x), o fato de V ser simétrica implica que para

todo1,j=1,2,...n
V. X5 — Vi, Xi = [Xq, X5] =0

0
onde X; = 3 gustificando assim o nome adotado.

1

Teorema 3. (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tnica conexdo
afim V em M satisfazendo as condigoes:

a) V € simétrica.

b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente a existéncia da conecao V. Entao

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y, VxZ) (2.3)
Y(Z,X) = (VyZ,X) + (Z, VyX) (2.4)
Z(X,Y) = (V2X,Y) + (X, VZY). (2.5)

asim somando (2.3) e (2.4) e subtraindo (2.5), teremos, usando a simetria de V, que
X(Y,Z) + Y(Z,X) — Z(X,Y) = (VxY,Z)+ (Y, VxZ)
H(VyZ,X) + (Z, VyX)
—(V2X,Y) + (X, V2Y)
=(VxZ—=VzX,Y) +(VyZ -V Y, X)
H(VxY — VyX, Z) + 2(Z, VyX)
— (X, Z,Y) + ([Y, Z],X) + (X, Y], Z)

+2(Z, Vv X)
Portanto,

(Z,VyX) = %{xw, Z) +Y(Z,X) = Z(X,Y)
—(IX, Z1,Y) = (IY, Z], X) — (X, Y], Z)}.

(2.6)

Assim a expressao encontrada (2.6) mostra que V estd tnivocamente determinado pela
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métrica (,). Assim caso exista, serd unica. Para verificar a existéncia, defina V por (2.6).

Assim é fécil verificar que V estd bem definida e que satisfaz as propriedades desejadas.l

Obs 6. A conexdo no teorema acima é chamada conexdao de Levi-Civita( ou Riemanniana)

de M

Num sistema de coordenadas (U, x) podemos dizer que as fungoes Ff; definidas em U

por Vx, Xj = E Fi];Xk sao os coeficientes da conexao V em U ou ainda podemos dizer

k
que sao os simbolos de Christoffel da conexao. Por (2.6), notando que os colchetes de Lie

sao todos nulos, obtemos

Xk, Vx; Xi) = %{Xi<xjaxk> + X5 (Xie, Xi) — Xoe(Xi, X5) 1 (2.7)

Observando as defini¢oes de métrica e os simbolos de Christoffel

gij = (Xi,Xj) , VxXj = Z X,
K

e substituindo em §2.7), temos
(X, Z F Xl {Xigjk + Xj9xi — X« gy}

1.0 0 0

Z (X, Xq) = 2{a—m9jk+a—xj9ki—a—m91j}

Z (2 gt g 2
i9k1 = 6 ~_ 9k a ~ 9xi % Jij

km)

como a matriz (gxm) possui uma inversa (g“™), teremos

1 0 0 0
km T km
Z i9k1 = a ~—9jk + axj ~ 9ki Ox 911}9
0
Z 9k19 = —Z{a 9)k+ gk1_a_xkgij}
0 0 0
; Z 9k19 Z{a gixk + 3— ox; S 9ki — xr —3ij)

0 0 0
E 5 = E ~—0; ~—— ki — 5 0ij
tm) {axig]k+ ox; gk 6xkg i)
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de onde temos,

l“i]- = 5 ;{G_Xigjk + a—xjgki - a—ngij}g . (2_8)

A equagao (2.8) é a expressao classica dos simbolos de Christoffel da conexao Riemanniana

em termos dos gi; dados pela métrica.

2.3 Curvaturas e a Segunda Forma Fundamental

Definicao 12. Dada M uma variedade Riemanniana, uma correspondéncia que associa

a cada par X,Y € X(M) uma aplicacao R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z = VyVxZ — VxVyZ + Vix v Z

VZ € X(M), onde V € a conexdo Riemanniana de M, chama-se curvatura de M e X(M)

o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M.

Proposicao 4. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M possui as sequintes
propriedades:

a) R € bilinear em X(M) x X(M), isto ¢,

R(fXy 4+ gXs, Y1) = fR(X4, Y1) + gR(Xo, Y1)
R(Xq, Y1 + gYa) = fR(Xy, Y1) + gR(Xy, Ys)

vf,g € D(M)
b) R(X,Y) € linear em X(M), isto é,

R(X,Y)(Z+W) =R(X,Y)Z + R(X, Y)W
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z

fe D(M), Z,W € X(M)
Demonstragao: Vide do Carmo [7], pagina 90. [ |

Proposicao 5. (identidade de Biachi).

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0
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Demonstragao: Vide do Carmo, pagina 91. |

Proposigao 6. a) (X,Y,Z, T)+ (Y, Z, X, T)+(Z,X,Y,T) =0
b) (X, Y, Z,T) =—(Y, X, Z,T)

c) (X,Y,Z,T) =—(X,Y,T,Z)

d) (X,Y,Z,T)=(Z,T, X,Y)

Demonstragao: Vide do Carmo [7], pagina 91. [
Considere um sistema de coordenadas (U, x) em torno de um ponto p € M. Indicaremos
0

3 = X;. Ponhamos

R(Xi, X;) Xy = Z RL X1,

asim temos que R} jx sao as componentes da curvatura R em (U, x). Tomando
X=) u'X;, Y=) vX;, Z=) wkX,
i j k

usando a linearidade de R, temos

XYZ_E RiuvIwkXy,
i,j,k,1
com isso obteremos R}, jx em termos dos coeficientes de Ff; da conexao Riemanniana,

R(Xi, X)Xk = Vx; Vx Xic = Vx, Vx; X

= Vx, Z LX) — Vx, Z LX)

Logo

0
s L s 1l s s S
Ri)’k Z rlk,r]]. Z r)krll + rlk 0 r)'k'
X Xi
O conceito a seguir é uma generahza(;ao de curvatura gaussiana em superficies. Dado

p € M e o C Ty;M um subespaco bi-dimensional, denominamos curvatura seccional de o

em p, o numero real

(R(u,v)u,v)
[uf[2[v]]> = (u,v)?

K(o) =

onde {u, v} é uma base qualquer de 0. E temos ainda que a expressao acima nao depende

da escolha dos vetores u e v.
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Lema 2. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma

aplicacao trilinear R : T,M x TM x T,M — T,M por
<R/(X7 Ya W)a Z> = <X7 W> <Y7 Z'> - <Y7 W> <X’ Z‘>

para todo X,Y,W,Z € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a Ky se e

s6 se R=KgR’" , onde R € a curvatura de M.

Seja f : M — M uma imersao de uma variedade diferencidvel M de dimenséo n em
uma variedade Riemanniana M de dimensido K = n 4+ m. A métrica Riemanniana de
M induz de maneira natural uma métrica Riemanniana em M. Dados vy, vy € oM,
define-se (vq,vq) = (df,(v1), dfp(v2)). Neste caso, f passa a ser uma imersao isométrica
de M em M. Sendo f uma imerséo, temos que f(M) é uma subvariedade imersa em M
de dimensao n. Para simplificar a notacao identificaremos U aberto de M com f(U) e
cada vetor ve T,M, p € M, com df,v € Tf(p)m.

Para cada p € M, o produto interno em Tpm decompoe Tpm na soma direta

TM=T,Ma (T,M)*,

onde (T,M)+ ¢ o complemento ortogonal de T,M em T, M.
Denotaremos por V a conexao de M. Se X e Y sdo campos locais de vetores em M, e X

e Y sao extensoes locais a M, definimos

VxY = (VxY) ",
a conexao em M.

Definig¢ao 13. Sejam X,Y € X(M) definidos localmente, entdo

x(X,Y) = VxY — VxY € X(M)*

¢ chamada de sequnda forma fundamental.

Note que a(X,Y) estd bem definido pois ndo depende das extensdes X e Y. De fato,

temos que se X; é uma extensao de X,

(VxY = VxY) = (Vx,Y = VxY) = Vx .Y,
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onde Vy,yl =0em M, pois X —X; = 0. Se Y; é uma outra conexao de Y,

(VY — VxY) — (VxY1 — VxY) = V(Y - Y;) =0,
pois Y —=Y; =0 em M.
Sejap € Men € (t,M)*. A aplicagao Hy, : t,M x T,M — R dada por
Hy(x,y) = (x(x,y),m),x,y € T,M,
¢ uma forma bililear simétrica.

Definicao 14. Aforma quadrdtica 11,, definida em T,M por
IL,, = Hy(x, x),
é chamada sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 1.

Obs 7. A aplicagcao bilinear H,, fica associada uma aplicagcdo linear auto-adjunta S, :
oM — T,M por
<Snay> = Hn(Xay) = <0¢(X,y)ﬂ7 >
Relacionaremos agora a curvatura de M com a curvatura de M e as segundas formas
fundamentais. Se x,y € T,M C Tpm, sao linearmente independentes, indicaremos por

K(x,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais de M e M. Respectivamente, no plano gerado

por x e y.

Teorema 4. (Gauss) Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T,M. Entdo

K(x,y) = Kix,y) = (a(x,y), alx, y)) — la(x, y) (2.9)

Demonstracao: Vide do Carmo [7]. |

Obs 8. No caso de hipersuperficies f : M™ — M““, a fomula de Gauss (2.9) admite uma
expressao mais simples. Sejam p € M en € (T,M)*+. Seja {ey, ez, €3, ..., en} uma base
ortonormal de T,M para a qual S, = S € diagonal, isto €, S(ei) = Ajey, 1 =1,2,...,n,
onde Ay, ..., Ay, s@o os valores proprios de S. Entao H(ei, e;) = Ay e H(ei, e5) =0 sei#j.

Portanto (2.9) se escreve como,

K(ei, ;) — K(ei, &) = A (2.10)
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Definicao 15. A curvatura extrinseca € dada pela diferenca entre a curvatura seccional

do ambiente e a curvatura intriseca da superficie.

Proposicao 7. As sequintes equacies se verificam:

a) Equacgdo de Gauss

<E(X,Y)Z,T> = (R(X,Y)Z,T)
—(a(Y,T), (X, Z)) + (a(X, T), (Y, Z)).
b) Equacao de Ricci

(R(X,Y)n, Q) — (RH(X,Y)n, ) = (1S4, SJIX, Y),
onde [Sy, S¢| indica o operador S;; 0S¢ —S¢ 0 S,,.

Demostragao:

(a) Como VxY = VxY + (X, Y),temos que

RX,Y)Z,T) = (VyVxZ—VxVyZ+VixnZT)

= (Vy(VxZ + a(X, Z) — Vx(VyZ + «(Y,Z)) + Vixv Z, T)

= (VyVxZ — VxVyZ + Vixv1Z, T) — (a(X, Z), VyT) + («(Y, Z), VxT)
= (R(X,V)Z, T) — («(X, Z), Vy T + (Y, T)) + ((Y, Z), VxT + a(X, T))
= (R(

R(X,Y)Z, T) — (a(X, Z), (Y, T)) + (x(Y, Z), x(X, T)).

R(X,Y)n =VyVxn +v[x,v]
zvy(V§n—S X) — Vx (Vyn — SY)—l—V n—S[XY]
—VyVXn VyS X — VXV n+VXSLY+VLXYn SqIX, Y]

— VJ—VXT] + (VYVXT]) — VySnX — VivYn — (VXVYT])T] + VXSHY + Vé( -

_ST] [X7 Y]
— RE(X, VI + Sty Y — VySX — alY, $,X) — Sgu + VxS, Y + X, S,Y)

Dai fazendo o produto interno com ( e notando que
(a(X,Y),n) = (S X,Y),

obtemos

— S,[X, Y.
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R(X, Y, Q) = (RE(X, YN, Q) — (a(Sy X, Y), 0) + (X, Sy, Y), )
= (RE(X, Y, Q) — (ScSn X, Y(+(S5,Sc X, Y)
= (RE(X, YN, €) = ((SnS¢ — ScSn)X,Y)
— (RE(X, V). Q) — (IS, SIX. V).
Assim concluimos a proposicao. [ |

Defini¢ao 16. Uma variedade Riemanniana M € (geodesicamente) completa se para todo
P € M, a aplicagdo exponencial, expy, estd definida para todo v € T,M, ou seja, se as

geodésicas y(t) que partem de p estao definidas para todos os valores do parametro t € R.

Definigao 17. A distancia d(p, q) € definida como o infimo dos comprimentos de todas

as curvas fp q, onde f, ¢ € uma curva diferencidvel por partes ligando p a q.

Teorema 5. (Hopf e Rinow). Seja M uma variedade Riemanniana e seja p € M. As
sequintes afirmacgoes sao equivalentes :

a) expp estd bem definida em todo o TyM.

b) Os limitados e fechados de M sdo compactos.

c) M é completa como espag¢o métrico.

d) M € geodesicamente completa.

e) Existe uma sequéncia de compactos Ky, C M, K, C Kyyq e U, Kn = M tais que se
qn ¢ Ky, entdo d(p, qn) — 0.

f) Para todo q € M eziste uma geodésica 'y ligando p a q com 1(q) = d(p, q).

Definicao 18. Uma curva divergente em uma variedade Riemanniana M € uma aplica¢ao
diferencidvel B : [0,00) — M tal que para todo compacto K C M eziste um ty € (0, 00)
com B(t) € K para t > to(isto €, p “sai” de qualquer compacto de M). O comprimeto de

uma curva divergente € dado por

lim Jt | B'(t) | dt. (2.11)

t—o0 0

Proposicao 8. Uma variedade Riemanniana M é completa se, e somente se, o compri-

mento de qualquer curva divergente € ilimitado.

Demonstracgao De fato consideremos M uma variedade Riemanniana completa. As-
sim, pelo teorema de Hopf-Rinow existe uma sequéncia de compactos K, C K, 11 onde

U, Kn = M, tais que gqn & K,, entdo d(p,qn) — oo para todo p € M fixado. Seja
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B :[0,00) = M (Completa) curva divergente em M, tal que B(t,) = gn, ou seja, temos

que d(]f), qn) = d(P, B(tn)) Dai,

d(p, qn) < L B/(t) | dt

t
lim d(p, 4) < lim J B'(1) | dt
t—o0

t—o0 0

Como d(p,qn) — oo, L(B) = tli_)r{.lo J; | B'(t) | dt — oo, ou seja, temos que a curva B é
divergente e tem o comprimento ilimitado.

Reciprocamente, suponha M uma variedade Riemanniana nao completa. Assim pelo
teorema de Hopf-Rinow vai existir uma geodésica normalizada 3 : [0,b) — M que nao se
estende, ou seja, estd definida para t < b e nao definida para b, com () = b.
Afirmacao: {3 sai de qualquer compacto.

De fato, caso contrario, existiria um compacto K tal que, para todo ty e algum t > t,
B(t) € K. Assim existe uma sequéncia t, — b, tal que t, < b e B(tn) € K onde por
construgao podemos supor a menos de uma subsequécia, que (ty) — o, qo € K. Seja
(W, ) uma vizinhanga totalmente normal de qq. Assim escolha ny tal que se n,m > ny,
entao |ty —tn [< de B(tn), P(tym) pertencem a W. Logo existe uma tnica geodésica y de
comprimento menor do que 8 ligando B(tn) a B(tm). E claro que y coincide com [3, onde
B esta definida. Como expg(t,) ¢ um difeomorfismo em Bs(0) e expg(t,)(Bs(0)) D W,
v estende 3 além de g, 0 que é uma contradi¢ao pois por hipdtese 3 nao se estende.
Agora seja B : [0,00) — M uma reparametrizacao de B. Temos assim que B é divergente

e I(p) = b pois o comprimento de arco é invariante por mudanca de parametro. [

2.4 Meétricas Conformes

Definigao 19. Duas métricas (,) e ((,)) em uma veriedade diferencidvel M sao con-
formes se existe uma funcgao diferencidvel f: M — R, positiva, tal que para todo p € M

e todo u,v € T,(M) tenhamos
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Proposicao 9. (Conezoes de métricas conformes) Seja M uma variedade diferencidvel.
Duas métricas Riemannianas g e g em M sao conformes se eziste uma func¢ao positiva
w:M — R tal que g(X,Y) = ug(X,Y), para todo par X,Y € X(M). Sejam V e V as

conegoes Riemannianas de g e g, respectivamente. Entao
VxY = VxY +S(X,Y) (2.12)

onde S(X,Y) = (XW)Y + (YwX — g(X,Y)gradu} e gradu € calculado na métrica g

1
Zl{
isto €, X(u) = g(X, gradu).

Demonstragao: Usando (2.6) temos que

§(Z,VxY) = S(Xg(Y,Z) +Yg(Z,X) ~ Zg(X, V)
SIX(u9(Y, Z)) + (kg Z,X)) — Z(ug(X. V)

—ng(X, Z],Y) — ug(lY, Z], X) — ng([X, Y], Z)}.
Asim segue que

Mg(Z.VxY) = LX(wg(Y,Z) + uXg(Y, Z) + Y(W)g(Z.X)

+uYg(X,Y) — Z(w)g(X,Y) —pnZg(X,Y)

—ug(X,Z1,Y) — ug(lY, Z1,X) — ug([X, Y1, Z2)}

= g{Xg(Y, Z)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y) —g([X,Z],Y) — g([Y, Z],X) — g([X, Y], Z)}
+5IX(g(Y,Z) + Y(wg(Z,X) — Z(wg(X, V)
= 19(Z, VxY) + LX), Z) + (Y(WX, Z) — glgrady, Z)g(X, V)

= 1g(VxY,Z) + Sg(X(WY + V(WX — gradu g(X, ), Z)

Portanto,

Kg(VxY, Z) = ug(VxY, Z) + Jo(X(w)Y + (WX — gradu g(X,Y),2)

9(VxY.Z) = g(VxY + S(X,Y),Z)

De onde segue (2.12). |

Considere em H™ a métrica

9ij = F—Q., (2.13)
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onde F é uma funcao positiva difereciavel em R™, temos que esta métrica é conforme a

métrica usual do R™. Seja g = F25;; a matriz inversa de gy; e considere logF = f. Nestas

0
condicoes indicando o f;, entao
Xj
0gix 2 ik
Xj

Calculando agora os simbolos de Christoffel temos

1 0 d 0
s =3 Z{a_gjm + a_gmi - a_gij}g .

0 0
:_{a ng‘l‘a gkl_a g”}F?

1 j i i
= —{—261—‘%i — 26if~ + 25> D £y JF2

De onde concluimos que se os indices sao todos distintos, entao Fi’; = 0 e se apenas
dois indices iguais, temos

i_ i i i

it it

Lema 3. A curvatura seccional Kyj = K(;, x_) ¢ dada por
i

Ky = (_Zf%+f%+ff + fir + f35)F° (2.14)
1

Demonstracao: De fato usando (2.13) temos,

1
1)1) Z R1]191) 1]1931 - R:-]l F2
0

—2{2 LU I

0 0
Agora como a—r =fj e a—r;i = —fy, teremos
Xj Xi
FPRyy =— Y fifi+ i —ff — 1+ £ +f5; + fu

1£1,1#£)
==Y fi+f+1+ i+
1
0 0
Oy, Oy,

i j

, d d i .
Assim temos que no plano gerado por R a—(note que sao ortogonais)a cur-
Xi X5

vatura seccional ¢ dada por
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(=D fT 4+ 1]+ fu +5)F 2
' gugs 11
2 F2
F2F -

= (=D I+ 4+ + i + ;) F°F
1

= (=) L+ I+ + i+ 6P
1



Capitulo 3

Supertficies de rotacao com curvatura

extrinseca constante em [Ej.

Neste capitulo iremos trabalhar nossos principais resultados. Vamos considerar superficies
em um espago conforme ao espago euclidiano, e nos relacionamos com a curvatura extrinseca

das superficies com respeito a métrica euclidiana e a métrica conformemente plana.

3.1 Surperficies em espacos conformemente plano

Lema 4. Seja (R3, (,)), o espago vetorial tridimensional com a métrica euclidiana candnica,
e (R%(,)g4), 0 espaco tridimensional com a métrica que é conforme a métrica euclidiana.

As componentes das métricas sao dadas por,
F2(x)’

com x = (x1,%2,%3), 1 <1i,j <3, onde F: R* — R —{0} € uma fungdo diferencidvel, 8

gij(x) (31)
¢ o delta de Kronecker . Se F é limitada entao (R®,(,)q) € uma variedade Riemanniana

completa.

Demonstragao: Seja o(t) = (x(t),y(t), z(t)) uma curva divergente em R3, note que

J11 = g2 = = e gi2 = go1 = 0 entao

U1Vv1 + UgVe + UsVs
g(x,y,Z) = ((ul,ug,u3),(\)1,\)2,\)3)) = P2 .

Agora supondo sem perda de generalidade, que &’ seja parametrizada pelo comprimento

de arco no sentido euclidiano temos,

i) = YIOP Ay P 202

1
F F
20
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Como F é limitado, existe ¢ tal que |F| < ¢ onde F > c (F é positiva) logo temos que,
1 t ¢
J Ia’(t)!dt:J —dt > -
0 o F c

Fazendo t — oo na desigualdade acima temos que o comprimento da curva divergente «
é limitado, pela Proposigao 8, (R, (,)4) é uma variedade Riemanniana completa. [ |

Considerando a conexdo de Levi Civita V de (R?), (,)4) ( ou seja é simétrica e compativel

com a métrica)a base canonica {ej, ey, e3} do R* com = ey, considerando o sistema

Xi
de coordenada da identidade, nos temos,

Ve = Z (3.2)

e Ve = Vg; (simetria).

Como, na equacao (3.1) gij = 0 para i # j;

Considerando a métrica dada por (3.1) podemos escrever (g) = (F?8;;) para indicar a
matriz inversa de gi; e consideremos logF = f. Asim, nessas condigoes, temos, indicando
F; = i como a derivada parcial de F com respeito a x; que os simbolos de Christoffel

dn
)

sao dados por:

1 0 0 0
M ==) {5 9m+ 5 9mi—3—0i)g™"
) Z aXi a an a aXm
_ _ Y A kk
= {a g]k + d )gkl an 91)}9
0 0 5
= {a gjk + N Jki + a ~—0ij/F 0k
F
| = —6)k : 6k1 ) 61] F
Assim, teremos
l“ikj 0, i#£j#k#1
. F.
No== vz (3.3)
i _FJ . .
Fij:T7 1<l,]<3

No teorema a seguir, iremos considerar uma superficie parametrizada regular em (R3, (, )g)
e calcularemos as curvaturas gaussiana, média e extrinseca respectivamente, com respeito

a métrica (,)g.

Teorema 6. Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada reqular. Considere

X(U) como uma superficie em (R3,(,)) com a métrica euclidiana, seja N a aplicagdo
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normal de gauss, A\ as curvaturas principais, H e K curvaturas médias e gaussiana,
respectivamente. Analogamente, considere X(U) como wma superficie em (R?,(,)q) com
um fator conforme F~2, seja Ay as curvaturas principais, H e Kg as curvaturas média e

extrinseca respectivamente, entao

A = FA; — (N, gradF)

H = FH — (N, gradF)
Ke = F2’K — 2HF(N, gradF) + (N, gradF)?

onde F denota o valor de F em X(u,v), (u,v) € U.

Demostracao: Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular em R3?

dada por,

3
u)=> ~(ue
j=1

onde u = (u;,us) € U. Seja N a aplicacao normal de Gauss de X em R?® com métrica

euclidiana

ZN] ule;j,

e seja N a aplicacdo normal de Gauss de X em (R?, (, )g). Entao N(u) = F(u)N(u).
Usando as propriedades da conexao V em (R?, (

)g)
Vx:N=Vx FN=X;(FIN+FVx NV1<i<3

g temos

Y

onde X; = — assim temos,
i

Agora, usando a conexao (3.2) de Levi-Civita V de (R?, <, >g) temos,
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k=1
3 —
-3 TNt
k=1
3
— Z[N}iek -+ NkVXﬂek]
k=1
3
k kv
= Z[N7iek + N VZ?=1 X?iejek]
k=1

3
=Y Niex+ ) N,V

k=1 j,k=1
=N+ Z NkX, Z s e
)k 1
=N+ Z NEX T e
j,k,s=1

=Ni+ ) NX\Ties+ ) NX e+ Z NIX/,

j£k £k

=Ni+ ) NX\Ties+ Y NXThe+ Z NIX,

j£k £k

Vx N =Ni+ > kaji(_
J#k

j#s

=N;— ZNkXJ(FI;)] ZNKXJ

j,k

=N;— Z ka?i(%)ej — > N
ik
3 3
ZN ZX] e — ) X,
3 = 3 =
“N- Y Nk(%nx,i ~ (Y XN
k=1 j=1

Substituindo o resultado em (3.4), temos

+ Z NIXTe

Agora, substituindo os simbolos de christoffel obtidos em (3.3) obteremos,

k) -+ZN’<X3;(_TFJ)ek
ZN]X] Jes + ZN]X] __

-

ek—ZN X5 (=2

. —|-1|
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Vx N =X (F)N+FVx,N

,L

k=1 )=1
3 3
= N — () N¥FiX+ Xa(F) = (3 XF))IN
k=1 j=1
Portanto,
Vx;N=FN;—(N,gradF)X;. (3.5)

Como N; =AX; e ?Xyiﬂl = 7\~1X,i segue de (3.5) que

AXi = FAX; — (N, gradF)X;,

logo
Ai = FA; — (N, gradF),

onde A; sao as curvaturas principais de H. Assim temos,

A1 = FA; — (N, gradF),

A2 = FA; — (N, gradF).

Segue-se,
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" :7\1+7\2
2

_ FAL— (N, gradF) + FA; — (N, gradF)

2
_ FAL 4+ FAy — 2(N, gradF)

2
—U\l ;—7\2) — (N, gradF)

=FH — (N, gradF).
Portanto,

—F

H =FH — (N, gradF).

Além disso a curvatura extrinseca é dada por
Ke = A1
= (FA; — (N, gradF))(FA; — (N, gradF))
= F*A A — FAL(N, gradF) — FAo(N, gradF) + (N, gradF)?
= F?A Ay — F(A;L + A2)(N, gradF) + (N, gradF)?

= F’K — F2H(N, gradF) + (N, gradF)2.
Portanto temos

Ke = F?K — F2H(N, gradF) + (N, gradF)?

assim concluimos a prova do teorema 6. [ |

3.2 Superficies de Rotacao com Curvatura Extinseca
constante em [E;

Nosso objetivo é o estudo de superficies de rotagao com curvatura extrinseca constante em
[E5. Nesse espaco temos o fator conforme dado por F(x) = e*X%*XE*"%, X = (x1,X2,X3) €
R3. Nés temos pelo Lema 4 que devido ao fato da funcao F ser limitada, o espaco Ej é

uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccionais negativa dada por (2.14),

Kij = (=) fI+ 7+ + iy + 55 F.
1
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Logo,
Kio = (—4x3 — 43 — 43 + dx3 + dxd — 4) (e X542

— (_4Xg _ 4)(ex%+x§+x§)72
—4(1 4+ x3)
e2(xT+x3+x3)

Kig = (—4x2 — 42 — 2 4+ 432 4 4x2 — 4) (e XI5 35)?2

— (—47(% _ 4)(ex%+xg+x§)72
—4(1 +x3)
e2(xT+x3+x3)

Kos = (—4x3 — 4x3 — 4x3 + 43 + 4x3 — 4) (e X1 737x3)?

— (—4x% _ 4)(ex%+xg+xg)72
—4(1 +x3)
e2(xT+x3+x3)

Assim das trés igualdades acima podemos concluir:

—4(1+x2)
e2(x%+x§+x§]

Kij(x):
onde 1 <i#k#j<3.

Lema 5. Seja X(u,v) = (@(u)cosv, (u)senv,u) uma superficie de rotagao em Es. X
tem curvatura extrinseca constante ¢y se, e somente se, @ satisfaz a equacao diferencial

ordindria.

[—1 4+ 20(—¢ +u@)l[@” +2a*(—@ + u@’)] = coa’ e +¢7) (3.6)
onde a®> =1+ @2

Demonstragao: Os coeficientes da primeira forma fundamental, com respeito a

métrica euclidiana, sdo dados por E = (X, Xy), G = (X,,X,) e F = (X, X,), e
Xu X X,

o vetor normal é dado por N = ———
Xu < Xy

onde temos derivando X parcialmente com
respeito a u e v que
Xu = (@'(u)cosv, @'(u)senv, 1)
v = (—@(u)senv, @(u)cosv, 0)
we = (@”(u)cosv, " (u)senv, 0)

X
X
Xuy = (
X

¢’ (u)senv, @’(u)cosv,0)

w = (—@(u)cosv, —p(u)senv, 0),
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usando essas expressoes, temos

(XmX )

= ((@'(u)cosv, @'(u)senv, 1), (@’(u)cosv, @' (u)senv, 1))
= (o '( ))2cos?v, (@' (u))?sen?v + 1

= (@’(u))?(cos?>v + sen?v) + 1

= (@'(wW)* + 1.
Portanto temos E =1+ (¢’(u))?. Agora calculemos F e G

F =X, X))
= ((@'(u)cosv, @'(u)senv, 1), (—@(u)senv, @(u)cosv, 0))

=—@’'(u)e(u)cosvsenv + ¢’(u)p(u)senvcov

— ((—p(w)senv, p(w)cosv, 0), (—p(w)senv, (w)cosv, 0))
= @?(u)sen?v + @?(u)cos?v

= @*(u).

Assim temos que G = @?(u), F = 0. Ainda os coeficientes da segunda forma funda-

mental sao dados por

_ Xu X X, Xew) = (Xa, Xy Xun) fo (X, Xy, Xuy) e q— (X, Xy, Xov)
DTS S Y R Y= - R RS

Note que,

i j K
XuxXy =] @'(u)cosv ¢'(u)senv 1 |=
0

—@(u)senv  @(u)cosv

—p(u)senvj + @(u) @’ (u)cos2vk + @ (1)@’ (u)sen?vk — @(u)cosvi

o)’ (u)(sen?v + cos2v)k — @(u)senvj — @(u)cosvi

u
= (—@(u)cosv, —p(u)senv, p(u)e’(u)).
Entdo, como [X, x X,| = VEG — F2, temos X, x X,| = /(1 + ¢"2(u))9%(u). Logo,

podemos encontrar e,f e g. De fato,
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Xu X X, X
X X, )
((—@(u)cosv, —p(u)senv, p(w)@’(u)), (" (u)cosv, " (u)senv,0))
V1t e?(uw)e?(u)
—@(u)e”(u)(cos?v + sen?v)
L+ @2 (u)e(u)
—o(u)e”(u)
e(u)y/1+¢”(u)
=" (u)
Cxx
u X A%
9 = oo X
((—@(u)cosv, —p(u)senv, p(u)@’(u)), (—@(u)cosv, —p(u)senv, 0))

V1t e (ue?(uw)

e =

¢@2(u)(cos?v + sen?v)

(Wy/1+e?(u)
o(u)

Y

XC1 X
u X Ay
F =o)X
(=~ o (w)cosv, —p(w)seny, o(w)e’ (W), (—@’ (Wsenv, ¢’ (u)cosv, 0))

VIt e we(u)

0

\0/1+<p’2(u)<p

:@
=0.

Observe que

(—@(u)cosv, —p(u)senv, (P(u)q)’(u))>
V1I+ e (u)e?(u)
—@(u)(cos?v + sen?v) + @(u)e’(u)u
Py 1+ @3 (u)
C —*(u) + (W' (uu
— oa
(X, X) = {(@(u)cosv, (u)senv,u), (p(u)cosv, (u)senv,u))

(X;N) = {((@p(u)cosv, p(u)senv,u),

Y

o Ny = PO QT ey 2 (3.7)

Logo,



Capitulo 3. Superficies de rotagao com curvatura extrinseca constante em
Es. 29

F(X) =F(@(u)cosv, p(u)senv,u)

— e—(p2 (u)cos?v—@2(u)sen?v—u?

2 2

ef(p2(u) (cos?v+sen?v)—u

2

_—Qu—u
— e~ @ (W) ’

Dai,
gradF = (—2xF, —2xoF, —2x3F)

(—2¢(u)cosvF, —2¢(u)senvF, —2uF)

—2F(@(u)cosv, p(u)senv, u)

= —2FX.

Portanto, temos

(N, gradF) = (N, —2FX) = —2F(N, X). Entao usando o teorema 6 e a equagao (3.7)
A =FA; — (N, gradF)
= FA; + 2F(N, X)
= F(X)(As +2(N, X))
= e WP WA 4 2(—

Para o cédlculo das curvaturas principais, como a parametrizacao da superficie é tal que

o(u) +ue’(u) y
- .

F=1f =0, entao as curvaturas principais sao dadas por,

— f2

A= % e = %, visto que K = % teremos K = %, assim

—¢"(u)  —9"(u)
Ay — € _ a a _ _(p”(u)

"TE T 1492 a? a3
@ (u)
1 R
Ay = 9 _ 2(1 = , assim podemos agora encontrar A; e Ay. De fato,
G ¢*(u)  eua

(—p(u) +u<P’(u))]

A =e W ¢ 3 )+ 2 ,
a a
¢(u)a a

Neste caso a curvatura extrinseca é,



Capitulo 3. Superficies de rotagao com curvatura extrinseca constante em

Es. 30
& =MA
— e—u2—q)2(u) [( P a(3u) ) +9 (—(P(LL) ‘;U(P (u))] W22 (u) [( (p(_lj)a)
+2(—(P(U) J(rlu@'(u))]
g 000 20 () () 1+ 20 ()~ (w) +ue’(w),
E a! o(u)a

Logo,

2

Kep(wa® = e =2 W [o” (u)a + 2a%(—@(w) + ue’ (w)][—1 + 20 (w) (—¢ () + ue’(w))]

Kep(u)a® = e 2 +e* (W a[o” (1) + 2a2(—@(u) + ue’(w)][—1 + 2@ (u) (—e(u) + ue’(u))]

Ke(u)ate? e ) = [ (u) 4+ 2a*(—@ (1) + ue’ (W) [—1 + 2¢ () (—@(u) + ue’(u))].
Concluimos que a curvatura extrinseca é contante igual cy se, e somente se, @ satisfaz

a equagao,

[—1+2¢(—¢@ +ue)le” + 2a2(— + ug’)] = coate2(w'+o?), [

Obs 9. A curvatura extrinseca satisfaz Ke = 0 se, e somente se, Ay = 0 ou Ay = 0, isto

¢ satisfaz a equacao diferancial ordindria,

@" () + 2a*(—@(u) + uep’'(u)) =0 (3.8)
ou
— +2(—@(u) +up’(u) =0 (3.9)
P(u)

onde a®> =1+ @"?(u).

Teorema 7. Seja C uma constante nao nula.

(a)A familia a um parametro de hiperboléides de duas folhas, dado pela equagao,
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(Cx3)? —2x] —2x5 = 1,

consiste de uma superficie completa com curvatura extrinseca zero em Eg.

(b)A familia a um pardametro de cones,

(Cx3)? = x2 +x3,

também descreve uma superficie com curvatura extrinseca zero.
(c)Eziste uma familia a wm parametro de surperficies de rotagao no espag¢o Eg, com

curvatura extrinseca zero.

Demonstracao: (a) Considere o caso A2 = 0 dail temos que esse caso é equivalente a

equacao (3.9),

Esta equacao é equivalente a,

2upde = (1 +2¢?)du

2¢p 1
———de = —du.
1+ 2¢? ¢=L

Integrando em ambos os lados da igualdade acima temos

2¢p 1
2P 4p=[-d
{1+2(p2 ¢ Iu th
§ln(1 +2¢?) = lnu+k,

onde k é uma constante, dai aplicando a exponéncial em ambos os lados temos,
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Entdo existe uma constante ¢ = e* # 0 tal que
14+2¢02 =u?c? = u’c® — 292 =1

c
Considerando agora a superficie X(u,v) = (@(u)cosv, @(u)senv, Eu), com

c
x1 = @(u)cos, xo = @(u)senv e x3 = Eu,

temos

Ch3 —2x] —2x5 = 1.

(b) Consideremos agora o caso A; = 0 nesse caso temos uma equacio equivalente a (3.8),

@"(w) +2a*(—@(u) +ue'(u) =0.

Afirmagao : @(u) = cu com ¢ =constante é solugao da equagao (3.8). De fato,

e'(u) = ¢, "(u) = 0, dai 0 + 2a*(—cu + uc) = 0. Entdo considerando a

parametrizagao,

X(u,v) = (p(u)cosv, p(u)senv,u),
onde,

x1 = @(u)cos, xo = @(u)senv e x3 = u, temos

(cu)? = ¢*(u)
= @?(u)(cos®v + sen?v)
= @?(u)cos®v + @?(u)sen?v
=x? 4+ x3.
Assim,

(cx3)? = x5 +x5.

(¢) Usando o teorema de Picard, provamos que, dado as condigdes iniciais @(0) =b > 0,

¢@’(0) = 0, exite uma solucdo @ que é simétrica ao eixo x; para equacao diferencial
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(3.8). Seja X=h(X,u), onde X = (x1,%2) com x; = @(u), xo = @'(u). Entdo temos que

dx = ¢"(u), onde

du
0" (u) = —2a*(—(u) + ue'(u)) = 2(1 +x3)(x1 — ux,).

Essa equacao diferencial de segunda ordem é equivalente ao sistema de equagoes diferen-

ciais de primeira ordem X=h(u, X), onde

h(w, X1, %X2) = (x2,2(1 +x3)(x; —uxy)) € C°(R? x R).

A funcio h: Q C RxE — R? é C*®. A simetria ¢ mostrada considerando ¢(u) := ¢(—u)
e notando que a equagao (3.8) é também satisfeita por @. Entdo podemos concluir as
seguintes propriedades a respeito da solucgao:

i) @ é sempre convexa. Com efeito, pela equagao (3.8) com t = 0 temos

@"(0) 4+ 2(1+ ¢©"(0)*)(—¢(0) + 0¢'(0)) =0
@”(0) —2b =0.

Logo @”(0) = 2b > 0, é suficiente provar que @”(u) > 0 Vu. De fato, suponha que existe
up > 0 tal que @”(uy) =0 esejaT(s) = @(ug)+ @' (ug)(s—1ug) a reta tangente no ponto
(ug, @(ug)), dai T(0) = —@(ug) + ue@’(1g) = 0 pois de (3.8) —@(ug) + ue@’(uy) = 0.
Assim temos que T(s) passa pela origem no ponto (ug, @(ug)), note que T”(0) = 0 #
@”(0) =2b>0eTe @ estao definidas no intervalo [0, ug]. Por (b) T é também solugao
de (3.8) contradizendo assim o Teorema de Picard.

ii) O intervalo (w_,w,) = R é maximal. De fato, se o intervalo maximal é um intevalo

finito, digamos, w, < oo, entao temos que a solucao satisfaz

lim @(u) =+o0

u—wy

assim a curva solucao adimite uma tangente linear que passa pela origem. Seja T(s) =
@ (up) + @' (ug) (s —uo) = @(uo) + @'(ug)s — @’ (uo)ug, temos que T(0) = 0 se, e somente
se, existe ug tal que —@(uy) + wo@’(uy) = 0. Entao seja f(u) = @(u) — ue’(u) dai

f(0) =b > 0, suponha que @(u) —ue’(u) > 0, assim @(u) > @’'(Wue
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integrando a desigualdade acima teremos Inu+k > Ing(u) + Xk, aplicando a exponéncial
temos @(u)e* < uek, daf passando o limite com u — w, segue que lim @(u) < lim u
u—w 4 U—w 4

contradicao. Logo existe uma tangente passando pela origem, chegando assim novamente

numa contradicao da unicidade de solugoes. [ |

Teorema 8. FExiste uma familia a uma pramétro de superficies completas com curvatura

extrinseca constante negativa em Es.

Demostragao: Temos que A;As = ¢ se, e somente se, @ = @(u) satisfaz a equagao

diferencial ordindria de segunda ordem,

[F1+2¢(—¢ +ue)le” +2a*(—¢ + up’)] = coa’ pe 7).
Dado as condigoes iniciais @(0) =b > 0 e ¢@’(0) = 0 para equacao diferencial ordinéria,
existe uma solucao @ que é uma funcao par.

Observe que
[—1 +2@(0)(—@(0)]e”(0) + 2a2(—@(0))] = coa@(0)e*® I [—1 + 2b(—b)][@"(0) + 2a2(—b)]
= coatbe?”) — (14 2b2)”(0) + 2b(1 + 2b?)

2
= Cob 62b .

Portanto, temos

como ¢g < 0, temos

isto implica que, numa vizinhanca de zero, a segunda derivada é positiva. Nés provare-
mos que, onde 4cob2e?” < —1, entao @ é convexa. Suponha por contradicao que existe
ug > 0 com @"(ug) = 0, como @y = @(uy) > @(0) =b > 0, se 9" (ug) = 0 entao,

uy > 0, @g > 0 satisfaz a equagao.

2(@0 — @' (o)) + 4@o(—@o + U@’ (Ug))? = co(1 + @’ (1g)?) e @i+1d)
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2002100 (Uo) +4@0 (P2 —2@0e @ (o) +1Z @’ (Ug)?) = co@oe®(®0H18) feo@’ (ug)2poe? @H1o)
200—2Up @’ (o) +403—802Us @’ (o) +4@ou2 @’ (119)? = co@oe(®3718) @’ (ug)2@oe? @i +1o)
[poug—co@oe® P59 (o) + 210 ¢ (o) —8@Futol @’ (ug) +2@0+4 @ —Ccooe® 3 T10) =

0

entao consideramos a seguinte equacao quadratica

ap’(ug)?+be’(uy) +¢ =0, (3.10)

a = @o(4u2 — coe?(@3T)) b = —2uy(1 + 492), ¢ = @o(2 + 42 — coe(®i+ud))

entao o discriminante é dado por A = b% — 4ac assim teremos,

A = [—2u(1 + 492)]1> — 4o (4u2 — coe2 @3+18)) @y (2 + 42 — coe(@5H1D))
A =4ud(1 +495)* — 4@f(4ug — A)(2 + 405 — A)

assim

S w402~ (403~ A@D(2 + 403~ A)
=uj(l+497)% — [Bujed + 16uiey — AuiEiA — 2A @5 — 4@pA + @jA?]
=ul(1+ 82+ 16¢@3) — 8udp2 — 16u@p + 4uZP3A + 2A@3 + 49iA — PA2
=u? + 8udp? + 16U — 8ule? — 16Ul + AUZ@ZA + 2A @2 + 4piA — 2A?
=ul + 4u2P2A + 2A @2 + 4@iA — ZA?
=uj(1+49fA) + @A (2 + 4@f — A)

onde A = coe2(uited),
, , 1 )
Dal, se Apj < 1 entao A < 0 entao temos que,

2 2 1 .
cople?(woted) < — assim segue que,
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como @(0) =b e @y > b nés obtemos

1 1
 4b2e2b2 < _4@%ez(ug+¢>3) ’

1

entao para toda contante cy < 0 fixada nés podemos escolher b talque ¢y < RVTSISTER
e

assim temos

dcob2e?®” < —1

assim nao existe @’(ug) satisfazendo a equagao (3.10)( contradicao)

Em analogia para o estudo de solugoes para equagoes diferenciais ordindrias (3.8) nos
temos que,
e ¢ definida em R
e Ou ¢ é definida em um intervalo Jw_, w [,
entao @(u) — oo onde u — w.

Entao a solucao dada acima é uma familia de superficies completas com parametro b. B

Corolario 2. Existe uma familia a um parametro de superficies completas em Es com

curvatura gaussiana Kg < —e <0, onde ¢ >0 € constante.

Demostragao: No teorema 8 nés provamos a existéncia de uma familia de superficies
com curvatura extrinseca negativa K~E = ¢g. Como a curvatura seccional Kg.. de E3 é
negativa, segue da equacao de Gauss Kg — Kgee = Ke que acurvatura gaussiana Ky da
superficie, dada pelo teorema 8 satisfaz Kq < ¢g < 0. Isto prova que o teorema de Efimov

e Schelenker respectivamente, nao sao validos no espaco Es. |
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