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7.7.1 TEOREMA
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Em tais casos, se o tempo for representado por 7 unidades e se ¥ unidades
representar o total da quantidade presente em qualquer instante, entdo

dy

5=
onde k é uma constante e y > 0 para todo ¢ > 0. Se y cresce com 0 aumento
de ¢, entdo k > 0 e temos a lei de crescimento natural. Se y decresce quando
f aumenta entdo k£ < 0 e temos a lei de decaimento natural.

Se por defini¢do y for um inteiro positivo (por exemplo, se y for a populagio
de certa comunidade), vamos supor que y possa ser um numero real qualquer
para que y seja uma fung¢do continua de .

Vamos supor um modelo matemadtico envolvendo a lei de crescimento ou de-
caimento natural e a condi¢io inicial de que y = y, quando ¢ = 0. A equacgéo
diferencial é

dy
dt

Separando as variaveis, obtemos

ky

=ky

d
Y kar
y

Integrando, teremos

f‘%:kfdt

In|y| =kt +¢
|y| = ek1+z‘
Y] = e et
Tomando e = Ctemos |y| = Ce*, e como y é positivo, podemos omitir as
barras de valor absoluto, resultando assim
y = Ce

Como y = y, quando ¢ = 0, obtemos C = y,. Entdo,

— ke
Y = Yo
Provamos assim o teorema a seguir.

Suponha que y seja uma funcao contmua de ¢ com y > 0 para todo t 0.
Alem dlSSO ' . , ‘ v

~dy .

L = k

at ~ o
onde k é uma constante ¢ Yy = y,quando ¢t = 0. Entéo,
Yy =Y Oekl e N
EXEMPLO 1 Numa certa cultura a taxa de crescimento das bactérias é

proporcional & populagdo presente. Se existirem 1.000 bactérias inicialmente e




Tabela 1
t| o 12 T
y [1.000 2.000 1.000.000
Tabela 2
t] 0 30 60
y |50.000 75.000 Yeo
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a quantidade dobrar em 12 min, quanto tempo levara até que haja 1.000.000
de bactérias? _

Solugdo Seja ¢ o tempo decorrido e y o nimero de bactérias presentes em
t min. A Tabela 1 da as condigcdes laterais, onde 7 min é o tempo necessario

para que haja 1.000.000 bactérias.
A equacdo diferencial é

dy

2k

dt y
onde k é uma constante e y = 1.000 quando ¢z = 0. Temos a lei do crescimento
natural e, do Teorema 7.7.1, '

y = 1.000e* : 0

Como y = 2.000 quando ¢ = 12, obtemos de (1)
el =2 ’
Assim,
12k =1n2
k=3%1In2
k = 0,05776

Logo, de (1) com esse valor de k temos
y = 1.000g005776t
Substituindo ¢ por T e y por 1.000.000, temos
1.000.000 = 1.000e005776T
%9767 = 1,000

0,5776T = In 1.000
In 1.000
T= 0,05776

T = 119,6

Logo, existirdo 1.000.000 de bactérias em 119,6 min que é 1 hora, 59 min e 36 s.

EXEMPLO 2 A taxa de crescimento da populacdo de uma certa cidade é pro-

. porcional ao nimero de habitantes. Se a populagdo em 1950 era de 50.000 ¢ em

1980, de 75.000, qual a popula¢do esperada em 2010?

Solugédo Seja ¢ o tempo em anos, decorrido desde 1950. Seja y a popula-
¢do em ¢ anos. As condi¢Oes laterais sdo dadas na Tabela 2, onde yg, é a po-
pulacido esperada em 2010.

A equagdo diferencial é

dy
a=h
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Tabela 3
t 0 1.690 100
y| 60 30 Y100
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onde k € uma constante e y = 50.000 quando ¢ = 0. Temos a lei de crescimento
natural e, do Teorema 7.7.1,

¥ = 50.000 e* )
Como y = 75.000 quando ¢ = 30, obtemos de (2)
75.000 = 50.000¢30%«
30k =,% 3)

Quando ¢t = 60, y = y,. Logo, de (2),
Yeo = 50.000e0%
Yeo = 50.000(e30x)?
Substituindo (3) nessa equagdo, obtemos
50.000(3-)>
= 112.500

Yeo

-Portanto, a populagio e'sperada em 2010 é de 112.500 habitantes.

No exemplo anterior, como a populagio cresce com o tempo, temos um caso
da lei do crescimento natural. Se a populagdo decresce com o tempo, 0 que po-
de ocorrer se a taxa de mortalidade for maior do que a de natalidade, teremos
entdo um caso da lei do decaimento natural (veja o Exercicio 3). No préximo
exemplo hd uma outra situa¢do envolvendo a lei do decaimento natural. Em
problemas envolvendo a lei do decaimento natural, a meia-vida de uma subs-
tdncia é o tempo para que ela seja reduzida a metade da quantidade inicial.

EXEMPLO 3 A taxa de decaimento do rddio € proporcional a quantidade pre-
sente em qualquer instante. Se houver 60 mg de radio agora e sua meia-vida
for 1.690 anos, qual a quantidade de radio daqui a 100 anos?

Solucdo Seja t o nimero de anos a partir de agora. Seja y o numero de
miligramas de radio presentes em 7 anos. Das condi¢des laterais dadas na Tabe-
la 3, concluimos que havera y,, mg de rddio daqui a 100 anos.

A equagdo diferencial é

dy ky

dt

onde k € uma constante e y = 60 quando ¢ = 0. Témos a lei do decaimento
natural e, do Teorema 7.7.1,

y = 60e* C))]
Como y = 30 quando ¢ = 1.690, de (4) temos que 30 = 60e!5%%  jsto &,
els%0k = 05
1.690k = In 0,5
_Inos
1.690

k = —0,000410



Tabela 4
t 0 60
X 700 Xg0
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Substituindo esse valor de k em (4), obtemos
y = 60e ~0.000410¢
Quando ¢ = 100, y = y,q; assim da relacdo acima,
Yiep = 60e 00410
.= 57,6

Logo, daqui a 100 anos havera 57,6 mg de radio.

EXEMPLO 4 Ha4 100 milhdes de litros de 4gua fluorada no reservatorio que
abastece uma cidade e a dgua contém 700 kg de fluoreto. Para diminuir a con-
centragio de fluoreto, é despejada 4dgua pura no reservatorio a uma taxa de 3
milhdes de litros por dia e a solu¢do de fluoreto homogénea escoa do reserva-
torio 2 mesma taxa. Quantos quilogramas de fluoreto restardo no reservatorio
60 dias depois que a dgua pura comegou a ser despejada no reservatdrio?

Solucdo Seja ¢ o numero de dias decorridos desde que a 4gua pura come-
cou a ser despejada no reservatério. Seja x kg o nimero de quilogramas de fluo-
reto que restam no reservatério em ¢ dias. ’

Como 100 milhdes de litros de dgua fluorada estdo no reservatorio o tempo

B

‘todo, em ¢ dias a quantidade de fluoreto por milhdes de litros sera de x/100

kg. Trés milhSes de litros de dgua fluorada escoam do reservatério a cada dia;
assim o reservatorio perde 3(x/100) kg de fluoreto por dia. Como —%— ¢é a taxa

de variac¢do de x em relacdo a ¢ e x € decrescente com ¢ crescente, temos a equa-
¢do diferencial:

ax __3x
dt 100

Essa equagdo ¢ da forma‘% = kx, onde k é —0,03. Portanto, do Teorema
7.7.1 '

x = Ce—0.031

Temos as condi¢des iniciais dadas na Tabela 4, onde x4 kg € a quantidade de
fluoreto no reservatorio apds 60 dias. Quando t = 0, x = 700; assim C = 700.
Tomando ¢ = 60 e x = Xxg, temos

700e-138
700(0,1653)
= 115,7

X60

Assim, existirdo 115,7 kg de fluoreto no reservatorio, 60 dias depois que a agua
pura comecou a ser despejada no reservatorio.

O Calculo pode ser muito util a um economista, para avaliar certas decisdes.
Porém, para usa-lo precisamos lidar com fung¢des continuas. Consideremos, por
exemplo, a seguinte férmula que determina A, o nimero de unidades moneta-
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rias da quantia apds ¢ anos, se P unidades monetdarias forem investidas a uma
taxa anual de 100i%, compostos m vezes por ano:

A=P<l+ )m ©)

Vamos imaginar uma situagdo na qual os juros sejam continuamente com-
postos, isto €, consideremos a férmula (5), onde fazemos o nimero de perio-
dos de juros por ano crescer indefinidamente. Passando ao limite na férmula
(5), temos

: mt
A=P lim (1 +i>
m- + o m

que pode ser escrita como

: \ m/i}it
A=P lim [(HL) ] ©)
m—+ m

Para calcular esse limite pelo Teorema 2.7.1 precisamos determinar primeiro se

i mfi
lim (1 + —)
m= + o m

existe. Tomando A = i/m, temos m/i = 1/h; e como m — + o é equivalente
a h - 0+, temos

+ \ m/i
lim <1 +i> lim (1 + kU
m-— + oo m h=0+

=e

"~ Logo, usando 0 Teorema 2.7.1, temos

i m/iT)it
lim |:<1 + -—) ]
m= + o cm ]

e assim, (6) torna-se
A = Pe" @)

Fazendo ¢ variar no conjunto dos nimeros reais ndo-negativos, vemos que (7)
expressa A como fun¢do continua de 7.

Outra maneira de considerar a mesma situagio é supor que o investimento
de P unidades monetérias cres¢a segundo uma taxa proporcional a seu tama-
nho. Essa ¢ a lei do crescimento natural. Entdo, se A unidades monetdrias for
a quantia em ¢ anos, teremos

i mfi7)it
[ lim <1 + —) :I
m=+ m

— eil

A
dt
onde k é uma constante e A = P quando ¢ = 0. Do Teorema 7.7.1

A = Pe¥

=kA

Comparando essa relagdo com (7) vemos que serdo iguais se k = i. Assim,
$e um investimento cresce a uma taxa proporcional a seu tamanho, dizemos que
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os juros foram compostos continuamente ¢ que a taxa anual de juros € a cons-
tante de proporcionalidade. :

» ILUSTRACAO 1 Se P unidades monetdrias forem investidas a uma taxa de
8% por ano, compostos continuamente, € A unidades monetérias for 0 mon-
tante do investimento em / anos,

a4 0,084

A = Pe%% |

Seem (7)tomamos P = 1,i = 1et = 1, obtemos A = e, que dd uma justifi-
cativa para a interpretagdo econdmica do nimero e como o resultado de um
investimento de $ 1 por um ano, a uma taxa de juros de 100% ao ano, compos-
ta continuamente. "

No exemplo a seguir usaremos o termo taxa anual efetiva de juros, que éa
taxa que d4 a mesma quantia de juros compostos uma vez a0 ano.

~ EXEMPLO 5 Se $ 5.000 forem emprestados a uma taxa de juros de 12% ao
ano, compostos continuamente, e o empréstimo tiver que ser pago em uma Uni-
ca vez ao fim de um ano, quanto dever4 pagar a pessoa que emprestou? Ache,
também, a taxa anual efetiva de juros.

Solugdo Se A for a quantia a ser paga, como P = 5.000,i = 0,12¢e¢ = 1,
temos de (7)
A = 5.000e%'2
5.000(1,1275)
= 5637,50

Assim, a pessoa devera pagar $ 5.637,50. Chamando J a taxa anual efetiva de
juros, temos

5.0001 + j) = 5.000e%?
1 +j = e
j=1,1275 - 1
Jj = 0,1275
Jj = 12,75%

A taxa anual efetiva de juros é 12,75%.

Se a fungio do Teorema 7.7.1 for denotada por f, entdo y = f(¢). Além dis-
so, se f(0) = B(B > 0), entdo do teorema, quando

fO=kt 130 . ®
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temos

f®=B& t>0 )
fie)
Se k > 0, entdo (8) serd a lei do crescimento natural e (9) definird uma fungio
que dizemos ter crescimento exponencial. Como quando k¥ > 0
lim f(t)=B lim e~ |

t— + o t—++

B 4

= +00

Ol f) = Bet; k>0
FIGURA 1 entao f(¢) cresce indefinidamente quando ¢ cresce indefinidamente. Um esbogo
do gréfico de (9) quando k£ > 0 estd na Figura 1.
f0 Se k < 0, entdo (8) ser4 a lei do decaimento natural e (9) definir4d uma fungio
B ) que dizemos ter decaimento exponencial. Observe em (9) que se &k < 0.

lim f(t)=B lim "

t= + o0 t-+ oo

=0

o fity = Be*; k<0 e f(¢) tende a zero através de valores positivos. Um esbogo do grafico de (9)
FIGURA 2 quando k¥ < 0 é apresentado na Figura 2.

Suponha agora que uma quantidade cres¢a segundo uma taxa proporcional
a diferenga entre um mimero A, positivo, fixo e o seu tamanho. Entdo, se o
tempo for representado por ¢ unidades e y unidades for a quantidade presente
em qualquer instante,

dy _
S~ kA - y) (10)

onde k € uma constante positiva e y < A para todo ¢ > 0. Separando as vari4-
veis em (10), obtemos

d
*y=kt
A-y

Integrando, teremos

—InA—y|=kt+C
Ind —y|= —kt — C
|4 — )| =eCe™

Sejae-¢ = B. Como A — y é positivo, podemos omitir as barras de valor ab-
soluto. Assim, teremos

A—y=Be™*
y=A— Be™™ (11)
Se nesta igualdade tomarmos y = f(¢), teremos

()= A — Be™™
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onde A, B e k sdo constante positivas. Essa igualdade descreve um crescimento

limitado.
lim f(t)= lim (A — Be™™)
t—=++ t—+ oo .
=A~=B lim e™™
t— + o
=A—-B-0
=4

e f(¢) tende a A por valores menores do que A. Logo, da Defini¢do 2.5.4 (i),
o grifico de ftem como assintota horizontal a reta A unidades acima do eixo
t. Note também que

 fO=A—Be™*°
=A-B

f6) "Dessa informagao obtemos o esbo¢o do grafico de f na Figura 3. Esse grafico
¢ chamado algumas vezes de curva do aprendizado. O nome é apropriado quan-
do f(¢) representa a competéncia segundo a qual uma pessoa realiza determina-
da tarefa. Ao iniciar uma atividade, a competéncia de um individuo aumenta
rapidamente e depois mais vagarosamente, ja que uma experiéncia adicional tem
pouco efeito na habilidade de realizar a tarefa.

A —Bg

0o flt)y = A — Be-¥

FIGURA 3 EXEMPLO 6 Um operdrio recém-contratado realiza uma tarefa com maior

eficiéncia a cada dia que passa; de tal forma que se y unidades forem produzi-
das por dia apos ¢ dias no trabalho, entao

dy
E_um—w

onde k é uma constante positiva e y < 80 para todo ¢ > 0. O empregado pro-
duz 20 unidades no primeiro dia de trabalho e 50 unidades por dia apds 10 dias
de trabalho. (a) Quantas unidades por dia ele estard produzindo apos 30 dias
de trabalho? (b) Mostre que apds 60 dias ele estara produzindo apenas 1 unida-
de a menos do que seu potencial completo. '

Solucdo A equagdo diferencial dada € a mesma que (10) com A = 80. Lo-
go, a solugdo geral é da forma de (11) com A = 80; assim sendo, ela é
y=80— Be ¥ (12)

Tabela 5 : A Tabela 5 mostra as condi¢des laterais, onde y;,, unidades sdo produzidas por
t 0 10 30 60 dia apés 30 dias no trabalho e y,, unidades sdo a producio didria apés 60 dias
y | 20 50  yso  Yeo no trabalho. Como y = 20 quando ¢ = 0, obtemos de (12)

20 = 80 — Be®
20=80—-B
B =60
Substituindo B por 60 em (12), obtemos
y =80 — 60e™* ' (13)
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De (13), com y = 50 quando ¢ = 10, temos
50 = 80 — 60~ 10
e~ 1% = (.5
Substituindo esse valor de e~'% em (13), teremos
y = 80 — 60(e—10k)y10 149)
= 80 — 60(0,5)~'°
(a) Como y = y,, quando ¢ = 30, obtemos de (14)
Vi = 80 — 60(0,5)
80 — 60(0,125)
=80~ 17,5
= 72,5

Logo, o empregado estard produzindo 72 unidades por dia depois de 30
dias no trabalho.

(b) De (14), com y = yg quando ¢ = 60, obtemos
Yoo = 80 — 60(0,5)¢

80 — 60(0,0156)

80 — 0,938

= 79,062

Apés 60 dias no trabalho, o empregado estara produzindo 79 unidades por
dia. Como

lim [80 — 60(0,5)'°] = 80 — 60 lim

ts + =+

80 — 60 - 0
= 80

o potencial total ¢ de 80 unidades por dia. Assim, apds 60 dias no emprego,

o operdrio estard produzindo apenas 1 unidade a menos do que o seu po-
tencial.

2:/10

Na Secc¢do 9.6 vamos considerar outro tipo de crescimento limitado, que d4
um modelo de crescimento populacional levando em conta os fatores ambientais.

H4 uma fung¢do importante em Estatistica chamada fungéio densidade de pro-
babilidade normal padrao que é definida por

_x2/2

e

N(x) =

2n

Um esbogo do grafico de N estd na Figura 4. Ela é uma curva com a forma
de sino muito conhecida pelos estatisticos. A curva é simétrica em relagdo ao
eixo y. A Tabela 6 dd valores de N(x) para alguns valores de x.

Observe que quando x cresce indefinidamente ou decresce indefinidamente,
entdo N(x) tende a zero rapidamente. Por exemplo, N(3) = 0,004 e N(4) =
= 0,0001. A probabilidade de que uma escolha aleatoria de x esteja no intervalo



Tabela 6

X N(x)

0 0,40
+0,5 | 0,35
+1,0 | 0,24
+1,5 | 0,13
+2,0 | 0,05
+2,5 | 0,02
+3,0 | 0,004
+3,5 | 0,001
4,0 | 0,0001
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fechado [a, b] ¢ denotada por P([a, b}), €

P([a, b]) = J%I e 1s)

A integral definida em (15) é a medida da area da regido limitada acima pela
curva y = N(x), abaixo pelo eixo x € dos lados pelas retas x = ae x = b. Essa
integral definida ndo pode ser calculada pelo segundo teorema fundamental do
Cilculo, pois ndo podemos encontrar uma antiderivada do integrando usando
fungdes elementares. Entretanto, podemos calcular valores aproximados de tal
integral definida pela regra do trapézio ou pela regra de Simpson, conforme
mostra 0 exemplo a seguir.

EXEMPLO 7 Para a funcdo de densidade de probabilidade normal padréo,
determine a probabilidade de que uma escolha ao acaso de x esteja no intervalo
[0, 2]. Aproxime o valor da integral definida por (a) a regra do trapézio com
n = 4 e (b) a regra de Simpson com n = 4.

Solucao A probabilidade de que uma escolha ao acaso de x esteja no inter-
valo [0, 2] é P([0, 2]) e, de (15),

P([0,2]) = X2 gx (16)

1 2
L j e
J2n Jo
(a) Aproximamos a integral em (16) pela regra do trapézio com n = 4.

Como [a, b] = [0, 2], Ax = L. Logo, com f(x) = e,

[ e dx ~ 4[£00) + 2f() + 2 (1) + 2/@) + J(2)]

' = 1[0 + 2e71/8 4 26712 4 278 4 ¢72]
~ 4[1 + 2(0,8825) + 2(0,6065) + 2(0,3246) + 0,1353]
= 1(4,7625)
~ 1,191

Assim,

P[0, 2]) ~ —— (1,191)

J2n

~ 0,475

(b) Se a regra de Simpson com n = 4 for usada para aproximar a integral em
(16), teremos

2 .
[3 e dx = 3[£0) + 47 + 2 () + 4B + 1]
___%[80 + 4e—1/8 + 2e—1/2 + 4e—9/8 + e—Z]
~ 1[1 +4(0,8825) + 2(0,6065) + 4(0,3246) + 0,1353]
=£(7,1767)
~ 1,196
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Na Figura 5 a regido sombreada estd no primeiro quadrante e é limitada pelo
grafico da fungdo de densidade de probabilidade normal padrio, pelos eixos
coordenados ¢ pela reta x = ¢, onde ¢ > 0. Se A (#) unidades quadradas for
a drea dessa regido, pode ser mostrado, embora seja dificil, que lim A (?) = 0,5.

-
Assim o valor exato de P([0, 2]) é menor do que 0,5, pois é a medida da 4rea
da regido sombreada da Figura 6. Esse fato est4 de acordo com os resultados

y Logo,
x =t 1
1 P(0,2]) ~ —=(1,196
[0, 2] N )
T | N
T L ~ 0,477
FIGURA 5
y
x =2
1.._
-2 -1 o0 1 2
FIGURA 6

do Exemplo 7.

EXERCICIOS 7.7

1. A taxa de crescimento natural da populagio de certa cidade

triplica a cada hora. Se ap6s 4 horas houver 10 milhdes de

¢ proporcional a populagdo. Se a populagio aumenta de
40.000 para 60.000 em 40 anos, quando a populagio sera de
80.000?

A populagio de determinada cidade dobrou em 60 anos, de
1890 a 1950. Se a taxa de crescimento natural da populagio
em qualquer instante for proporcional 4 populagdo naquele
instante ¢ a populagdo em 1950 era de 60.000, estime a po-
pulacdo no ano 2000.

A populagdo de uma cidade decresce a uma taxa proporcio-

.

.

nal a seu tamanho. Em 1975 ela era de 50.000 e em 1985,

44.000. Qual a popula¢do esperada em 1995?

4. Apds a estréia, a publicidade de determinado filme foi inter-
rompida e a freqiiéncia decresceu numa taxa proporcional.
Se no dia da estréia a freqiiéncia num certo cinema era de
5.000 e no terceiro dia, de 2.000, qual a freqiiéncia esperada
no sexto dia?

. Ap6s 1 ano de uso, a taxa de depreciagdo de um automével

em qualquer instante ¢ proporcional a seu valor naquele ins-

tante. Se um automdvel foi.comprado em 19 de junho de 1988

e seus valores em 12 de junho de 1989 e 1990 eram, respecti-

vamente, $ 7.000 e § 5.800, qual o valor esperado do carro

em 1° de junho de 19947

Suponha que o valor de certa cole¢do de antiguidades au-

mente com a idade e a taxa de valorizagdo em qualquer mo-

mento seja proporcional a seu valor naquele momento. Se

o valor da colegdo ha 10 anos era de $ 25.000 e se o valor

atual é de § 35.000, em quantos anos espera-se que o valor

seja de § 50.000?

7. O crescimento das bactérias numa certa cultura se faz segun-
do uma taxa proporcional ao nimero de bactérias presentes.
Se inicialmente existem 1.000 bactérias e o niumero dobra em
30 min, quantas bactérias havera em 2 horas?

. Numa certa cultura de bactérias, a taxa de crescimento é pro-
porcional ao nimero de bactérias presentes e esse niimero

.

10.

11.

12.

13.

4.

15.

16.

bactérias, qual o nimero de bactérias inicialmente?

Se a meia-vida do radio for de 1.690 anos, que porcentagem
da quantidade presente agora restara apés (a) 100 anos e (b)
1.000 anos?

Em 15 anos, 30% de uma substéncia radioativa desaparecem.
Ache a meia-vida da substancia.

A mortalidade no inverno de uma certa espécie de animal sel-
vagem numa dada regido do hemisfério norte apresenta uma
taxa proporcional ao nimero de individuos presentes em qual-
quer momento. Havia 2.400 individuos da espécie em 21 de
dezembro (primeiro dia de inverno) e 30 dias depois havia
2.000. Quantos individuos da espécie deverdo sobreviver ao
inverno? Isto é, quantos estardo vivendo 90 dias apds 21 de
dezembro?

Quando é removida a forga eletromotriz de um circuito elé-
trico simples, sem capacitores, mas tendo indutores e resisto-
res, a taxa de decaimento da corrente é proporcional a cor-
rente. A corrente é i ampéres ¢ s apOs a remogdo e i = 40,
quando ¢t = 0. Se a corrente cair para 15 amperes em 0,01 s,
ache i/ em termos de ¢.

(a) Ache os juros percebidos num investimento de $ 500 ao
final de um ano, se a taxa de juros anual for de 10% com-
postos continuamente. (b) Qual é a taxa anual efetiva de
juros?

Um empréstimo de § 1.000 deve ser pago em um tinico paga-
mento, ao final de um ano. Se a taxa de juros for 8% com-
postos continuamente, determine (a) a quantia total a ser paga
(b) a taxa de juros anual efetiva.

Se certa quantia investida dobra em 10 anos a juros compos-
tos continuamente, quanto tempo levara para que a quantia
inicial triplique?

Se o poder de compra de um doélar decresce a uma taxa de
10% anualmente, compostos continuamente, quanto tempo

ir levar para que o poder de compra seja de meio délar?
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Quanto tempo levard para que $ 500 acumulem até $ 1.000,
se o dinheiro for investido a 8% ao ano compostos conti-
nuamente?- _
Em Biologia, uma equagio usada algumas vezes para des-
crever o crescimento restrito de uma populacgéo é a Equagao
de Gompertz: ) :

&y =kyln 2

dt y
onde a e k sdo constantes positivas. Ache a solucdo geral dessa
equacdo diferencial.

Numa certa reagdo quimica, a taxa de conversdo de uma subs-

tancia é proporcional 4 quantidade de substdncia que ainda
ndo reagiu até aquele instante. Apds 10 min, um tergo da
quantidade da substancia original j4 reagiu e 20 g ja reagi-
ram ap6s 15 min. Qual era a quantidade original da subs-
tancia? '

O aglicar se dissolve em 4gua a uma taxa proporcional a quan-
tidade que permanece nio dissolvida. Se havia 50 kg de acui-
car para serem dissolvidos e ao final de 5 h ainda havia 20
kg ndo dissolvidos, quanto tempo levard para que 90% do
agucar seja dissolvido?

Ha 100 litros de 4gua salgada em um tanque ¢ essa 4gua con-
tém 70 kg de sal dissolvido. Despeja-se 4gua pura no tanque
a uma taxa de 3 L/min e o conteido é misturado perma-
nentemente, mantendo-se uniforme, e escoando na mesma
taxa. Quantos quilogramas de sal existirdo no tanque apods
uma hora?

Um tanque contém 200 litros de agua salgada, havendo 3 kg
de sal por litro. Deseja-se dissolver essa solugdo acrescentan-
do-se 4dgua salgada com 1 kg de sal por litro, a uma taxa de
4 L/min e fazendo-se a solugio escoar na mesma taxa. Quan-
do o tanque contera 14kg de sal por litro?

. O Professor Willard Libby da Universidade da Califérnia em

Los Angeles recebeu o Prémio Nobel de Quimica por uma
descoberta de um método para determinar a data da morte
de um féssil. Ele usou o fato de que no tecido de um organis-
mo vivo estdo presentes dois tipos de a&tomos de carbono: um
carbono radioativo comumente notado por 4C e um carbo-
no estavel, 12C, sendo que a razio entre a quantidade de “C
e a de 2C é aproximadamente constante. Quando o organis-
mo morre, a lei do decaimento natural aplica-se somente ao
14C. Se for determinado que a quantidade de "“C presente é
somente 45% da quantidade original e a meia-vida do “C
é de 5.600 anos, quando morreu o organismo?

Refira-se ao Exercicio 23. Suponha que um arquedélogo te-
nha determinado que a quantidade de “C presente no fés-

25.

26.

27.

29.

30.
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sil seja 25% da quantidade original. Usando o fato de que
a meia-vida do *C ¢ de 5.600 anos, qual a idade do féssil?
Suponha que faltem 3 horas para um estudante fazer um exa-
me ¢ durante esse tempo ele deseja memorizar um conjunto
de 60 fatos. De acordo com os psicélogos, a taxa segundo
a qual uma pessoa pode memorizar um conjunto de fatos
é proporcional ao niimero de fatos que restam para serem me-
morizados. Assim, se 0 estudante memorizar y fatos em ¢ min,
dy
i k(60 — y)
onde k é uma constante positiva e y < 60 para todo ¢ > 0.
Supde-se que inicialmente zero fato seja memorizado. Se
o estudante memoriza 15 fatos nos 20 primeiros min, quan-
tos fatos ele irda memorizar em (a) 1 h e (b) 3 h?
Um trabalhador recém-contratado para uma:linha de mon-
tagem pode fazer uma determinada tarefa; de tal forma que
se y unidades forem completadas por dia apds ¢ dias na li-
nha de montagem, entao

dy
dt
onde k é uma constante positiva e y < 90 para'todo ¢ > 0.
No primeiro dia de trabalho 60 unidades sdo completadas
e ap6s 5 dias de trabalho, o trabalhador faz 75 unidades por
dia. (a) Quantas unidades por dia ele estara fazendo apods 9
dias no trabalho? (b) Mostre que apds 30 dias ele estara pro-
duzindo quase a pleno potencial. .

Para a fun¢do densidade de probabilidade normal padrio de-
termine a probabilidade de que uma escolha ao acaso de x
esteja no intervalo [0, 1]. Aproxime o valor da integral defi-
nida usando (a) a regra do trapézio, com n = 4 ¢ (b) aregra
de Simpson, com n = 4. ’

Para a fungdo densidade de probabilidade normal padrio,
determine a probabilidade de que uma escolha ao acaso de
X esteja no intervalo [— 3, 3]. Aproxime o valor da integral
definida usando (a) a regra do trapézio, comn = 6 e (b) a
regra de Simpson, com n = 6.

A funcgdo erro, denotada por fer, é definida por

2 (* _,
fer(x)=-fj e " dt
n Jo

Ache um valor aproximado da fer (1) para quatro casas de-
cimais, usando a regra de Simpson com »n 10.

Para a funcio erro definida no Exercicio 29, ache um valor
aproximado da fer (10) até quatro casas decimais, usando
a regra de Simpson com n 10.

k(90 — y)

7.8 EQUACOES DIFERENCIAIS
LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM
(Suplementar)

¢oes da forma

d

2 4 Py = 00

Introduzimos equacdes diferenciais com varidveis separdveis na Sec¢do 5.3, €
as aplicagOes adicionais de tais equagdes apareceram na Sec¢do 7.7. Agora dis-
cutiremos as equacgdes diferenciais lineares de primeira ordem, que s3o equa-

1)
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onde P e Q sdo continuas e y = F(x) onde F ¢é diferencidvel. Uma fung¢do F
que satisfaz essa equagio é chamada de solugiio da equagio. A solu¢do comple-
ta envolve uma constante arbitraria. .

Para chegar a um método que dé a solugdo completa de (1), comegamos to-
mando Q(x) = 0 para obter a equagio

D 4 pigy =0 | @
dx

Podemos separar as varidveis e obtemos
d
2 —P(x)dx
y

Integrando ambos os membros, temos
Injy|+ C = —fP(x) dx

Se tomarmos C = —In|C|, temos

In|y| — In|C| = —fP(x) dx

In %l = — [ P(o dx
y _ o, ] P(x)dx
— =€
C
yej P(x)dx _ C (3)

A solugdo completa de (2) € dada por (3). Mas lembre-se de que nosso objetivo
¢ resolver a equacgdo (1). Observe que se calcularmos a diferencial do primeiro
membro de (3), teremos

d(yej' P(x) dx) = dyej P(x) dx + yej’ P(x) dx P(X) dx
d(ye! PR %) = ol P dx (1) 4 P(x)y dx) , ()
Agora, podemos mostrar que se multiplicarmos ambos os membros de (1) por

elPWdx dy o primeiro membro se tornara o segundo membro de (4). Fazemos
isso escrevendo (1):

d
X+ P9y = 0()

d
el P ax gy [% + P(x)y:| = e/ PO 4 gx[Q(x)]
e P ax (dy + P(x)y dx) = Q(x)ef P¥ 4= dx
Substituindo de (4) nessa equac¢do, obtemos
d(yef P(x) dx) - Q(x)ej P(x)dx g5

Integrando ambos os membros, resulta

yeI P(x) dx — J'Q(x)ej P(x) dx dx
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Se G for uma antiderivada qualquer de Q(x)ef P*® %% temos
ye! PP dx — G(x) + C

y —_ G(x)e—j’}’(x)dx + Ce—JP(x)dx
<> y — e—jP(x)dx J.Q(x)ej P(x) dx dX + Ce—j‘P(x)dx (5)

Sabemos que se a equagio (1) tiver uma solugao, serd da forma (5). Para verificar
que (5) é a solugdo completa de (1), devemos mostrar que qualquer y da forma
(5) é a solugdo de (1). Para fazer isso, multiplicamos primeiro ambos os mem-
bros de (5) por e/P®dx para obter

yel Pdx — fQ(x)ejP(x)dx dx + C

. Diferenciando ambos os membros dessa equag¢do com relagdo a x, temos

% eI PP dx ye’ P(x) dx P(x) — Q(x)ej P(x) dx

Agora, multiplicamos ambos 0os membros por e~} ™ ¢ obtemos

d
-+ P(x)y = 0(9)

Provamos o teorema a seguir.

A solugdo completa da equagdo diferencial

A -
o T POy = 0w

&

onde P e Q sdo continuas, é dada por P Cae,

y = e-1P® dx_S Q(el PWdx gy + Ce-§Pw s

Para aplicar o Teorema 7.8.1, é necessario memorizar a férmula por y. Entre-
tanto, podemos resolver uma equagio linear de primeira ordem calculando pri-
meiro efP@d que é chamada um fator de integracio da equacgdo. Entio, pro-
cedemos da mesma maneira que fizemos para obter (5), ou seja, multiplicamos
ambos os lados da equagdo pelo fator de integragdo e depois integramos ambos
os membros da equacgio resultante. Ao calcular o fator de integragdo, toma-
mos a constante arbitraria como sendo igual a zero, pois qualquer antiderivada
de P resultara um fator de integragdo. Demonstramos esse procedimento na ilus-
tragdo a seguir.

» ILUSTRACAO 1 A equagio diferencial

dy
= _Ixy =
1 xy = 3x
é da forma de (1) onde P(x) = —2x e Q(x) = 3x. Para resolver essa equagdo

calculamos primeiro

- —x2
e[ 2xdx=e x
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Multiplicamos ambos 0s membros da equacdo dada por esse fator de integra-
¢do para obter

—x2 dy —-x% _-x2
e (E)+e (—2xy) = e *(3x)

d
—(e™**y) = 3xe™*
dx
Integrando ambos os membros, temos
e ¥y = f3xe"‘z dx
e ¥y=—3""+C
Multiplicamos ambos os membros por e*’ e obtemos
y=—3%+Ce"

que é a solugdo completa da equacgdo diferencial dada. <4

Observe que a equacdo diferencial na Ilustracdo 1 também pode ser resolvi-
da, separando as varidveis apds escrevermos a equac¢io na forma

dy

Uma equacdo diferencial linear da forma (1) para a qual Q(x) = 0 também po-
de ser resolvida, separando as varidveis. Na ilustra¢do a seguir resolvemos tal
equagdo por dois métodos. '

» ILUSTRACAO 2 (a) Resolvemos a equagio
dy
dx

como uma equagdo diferencial linear de primeira ordem da forma (1), onde
P(x) = 2x e Q(x) = 0. Um fator de integracéo ¢

2xdx _ ,x2
el =e

+2xy=0

Multiplicando ambos os membros da equagédo diferencial por e*’, temos

d
e —i + 2xe*’y =0

d
d .
—(y)=0
Gl
Integrando ambos os membros, obtemos
e’y=C
y=Ce™™

(b) Resolvemos a mesma equagio, separando as varidveis

dy
I —2xy



7.8 Equagdes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem {Suplementar) 485

— = —2xdx
y
b__, f x dx
y
lnjy|]= —x*+K
Iyl = e7e"
y= __L_el(e—xz
y=Ce ¥
onde C = +éX. <
EXEMPLO 1 Encontre a solugdo completa da equacgdo diferencial
dy
&Y oy = x2?
x I y=x
onde x # 0.
Solucdo Para escrever a equagdo diferencial dada na forma (1) dividimos

ambos os membros da equagdo por x, de modo que o coeficiente dy/dx
seja 1. Temos '

dy 2
ax x7 "% ©

Como P(x) = ——)2‘-, um fator de integragdo é

ej'(_—Z/x)dx — e—lnx2

_1
==

Multiplicando ambos os membros de (6) por 1/x2, obtemos

1dy 2

Xdx %7

1
T x
4 (1 )_1
x\2?) 7%
Integrando ambos os membros resuita
1 1
?y=f;“
L In|x| + C
7=

y = x?In|x| + Cx?

que ¢ a solucdo completa.
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EXEMPLO 2 Encontre a solugdo da equacdo diferencial

d—y+ycotgx= cos X

dx
se y = 1 quando x = 7.

Solugdo Temos uma equagdo diferencial linear de primeira ordem para a
qual P(x) = cotg x. Portanto, um fator de integragdo é

eIWtSXdX = elnlsenx]
= |sen x|

Multiplicando ambos os membros da equacao diferencial dada por sen x (despre-
zamos as barras de valor absoluto pois sen x > 0 quando x = +7), obtemos

dy
sen x—d + (cos x)y = sen x cos x
Ix T

sen x cos X

%( ¥ sen Xx)

Integrando ambos os membros, resulta

ysenx = Ssenxcosxdx

ysenx = 4sen’x + C 0l

Como y = 1 quando x = +7, substituimos esses valores por x e y nessa equa-
¢a0 e obtemos

1sen+7m = dsen2inm + C
6 6

1 L '
El ++C

2

1
2

3
8

O
I¥

Substituindo C por % em (7), obtemos a solucdo desejada:
ysenx = +sen’ x + &

8ysenx = 4sen’x + 3

EXEMPLO 3 Ache a solugdo completa da equagdo diferencial
dy y

dx  4x + y?
onde y # 0.

Solugdo Essa equagdo ndo ¢ linear em y. Entretanto,

dx _4x + y?

dy y

dx 4 ®)
@ _te_, .

dy 'y y



Tabela 1
t 0 40 100
y 120 60 Yio00
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Essa ¢ uma equacio diferencial de primeira ordem que é linear em Xx, isto é,
¢ da forma

dx

iy + P(y)x = Q(y)

onde P(y) = —4/y e Q(y) = y. Portanto, um fator de integragio é

el (m4mdy _ ,-lny*

1

4

y
Muitiplicando ambos os membros de (8) por 1/y* resulta
ldx 4 1
IS e 3
yidy oy y

i(l x>_1
dy \y* y?

Integrando ambos os membros, obtemos

e[
X 1
TR T
x= -3y’ + Cy*
que ¢ a solugdo completa.

Uma aplicacdo das equagdes diferenciais lineares de primeira ordem ¢é encon-
trada em Fisica, atribuida a lei do resfriamento de Newton, que estabelece que
arazdo na qual um corpo varia de temperatura é proporcional 4 diferenca entre
sua temperatura ¢ a do meio ambiente que o cerca.

EXEMPLO 4 Se um corpo estiver no ar, cuja temperatura é 35° e resfria-se
de 120° a 60° em 40 min, use a lei do resfriamento de Newton para achar a
temperatura do corpo depois de 100 min.

Solucédo Seja ¢ min o tempo decorrido desde que o corpo comegou a es-
friar. Seja y graus a temperatura do corpo em f min. A Tabela 1 d4 as condi-
¢Oes laterais, onde y,y graus € a temperatura do corpo apés 100 min.

Da lei do resfriamento de Newton temos

dy

—=k(y — 35

i )
onde k € uma constante e y > 35 para todo ¢ > 0.

Escrevendo a equagdo na forma

dy

- — ky = —3sk )
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observamos que se trata de uma equacdo diferencial linear de primeira ordem
para a qual um fator de integragio é

ej —kdr _ e—kr

Multiplicando ambos os membros de (9) por e ¥ resulta

d
e“"‘d—f — ke ™y = —35ke™ ™

d
7 @) = —35ke™™

Integrando ambos os membros, obtemos
e My = f—35ke"“ dt

e My =135"%4 C

y=235+ Ce
Quando ¢ = 0, y = 120; assim, C = 85. Logo,
y = 35 + 85¢¥ (10)

Quando ¢t = 40, y = 60 ¢ obtemos
60= 35 + 85¢40*
e40k = 1_57
Substituimos esse valor de e** em (10) ¢ obtemos
y = 35 + 85(e*0k)/40
y = 35 + 85()/40
Como y = y,o quando ¢ = 100, da relacdo anterior temos que
Yoo = 35 + 85(:%)°?
=39

Logo, apds 100 min a temperatura do corpo sera 39°.

Outra aplicacdo das equagdes diferenciais lineares de primeira ordem surge
associada a eletricidade. Suponha que um circuito elétrico simples, mostrado
na Figura 1, gere uma voltagem de E volts, com um gerador ou uma bateria.
A corrente passa quando o botdo em S, na figura, é pressionado, completando
o circuito. O fisico alemao Gustav Kirchhoff (1824-1887) formulou uma lei, cha-
mada de segunda lei de Kirchhoff, estabelecendo que a cada instante, a soma
da carga elétrica em torno do circuito elétrico é igual a forca eletromotriz na-
quele instante. No circuito da Figura 1, seja i ampéres a corrente em ¢ s. Se L

. a ~ . . ., di
henrys for a indutancia, entdo a carga elétrica passando pelo indutor serd L G

e se R ohms for a resisténcia, a carga elétrica que passa pelo resistor sera Ri.
Portanto, pela' segunda lei de Kirchhoff
di

L—+Ri=E | (11)
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» ILUSTRACAO 3 Suponha que um circuito elétrico tenha um gerador forne-
cendo 150 volts e um resistor de 15 ohms e um indutor de 5 henrys, ligado em
série. Além disso, suponha que o interruptor seja acionado quando ¢ = 0; isto
é i = 0 quando ¢ = 0. Da equagdo (11) com E = 150, R = 15e L = 5, temos

di
54 4 15i=150
at

di :
e | = 12
T + 3i=30 (12)

Um fator de integragdo para (12) é e3¢ = e*. Multiplicando ambos os mem-
bros de (12) por e¥, temos

di
P s + 3e¥i = 30e>
dt

d 3ty — 3t
i (e 1) = 30e

Integrando ambos 0os membros, obtemos
e = f30e3’ dt

e =10e* + C

i=10+ Ce™™
Como i = 0 quando t = 0, C = —10. Portanto,
i=10— 10e™*
i=10(1 —e %)
Como
lim i= lim 10(1 —e™%)
t— + oo 1=+ o
=10

i é sempre menor que 10 pois aproxima-se de 10 enquanto ¢ aumenta indefini-
damente. Embora a corrente na verdade nunca alcance 10 ampéres, estabelece-
mos a corrente teoricamente maxima como sendo de 10 amperes. |

O circuito elétrico mostrado na Figura 2 indica que uma forg¢a eletromotriz
de E volts é ligada em série com um resistor de R ohms e um capacitor de C
*farads. Por esse circuito, a carga elétrica passando por um resistor ¢ Ri e a car-
ga elétrica passando por um capacitor é g/C, onde g coulombs é a carga instan-
tanea sobre o capacitor em ¢ s. Pela segunda lei de Kirchhoff

Ri+L1_E - (13)

C

Como a corrente é a razdo da varia¢do da carga em relagdo ao tempo
. _dq
i=—
dt

* N. do T.: Unidade de capacidade elétrica
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Substutindo dessa equagdo em (13), obtemos a equacio diferencial de primeira
ordem

R +%=E , (14)

EXEMPLO 5 Suponha que um resistor de (1 + 0,17) ohms em ¢ s seja ligado
em série com um capacitor de 4farad e uma forga eletromotriz de 100 volts.
A carga inicial no capacitor ¢ 6 coulombs. Se em ¢ s a carga for g coulombs
e a corrente for / ampeéres, (a) expresse ¢ como fungdo de ¢ e (b) expresse i como
funcéo de ¢. (c) Ache a carga maxima teoricamente.

Solucéo

(@) De (14) com E = 100, C = + e R = 1 + 0,lz, temos

dq
1 10— + 5g = 100
(1 + 0,19 at q

dq 5 100
a T Trou? T Trour

Um fator de integracdo dessa equacdo diferencial é
eS Sd/(1 + 0,1ty — eSO In(1 + 0,17)
= (1 + 0,11)%

Multiplicando ambos os membros da equagdo diferencial por (1 + 0,17)%
resulta

+ 5(1 + 0,1#)*¢q

(A + 0,1t)% ‘;‘? 100(1 + 0,1£)®

%[(1 + 0,1£)%g] = 100(1 + 0,17)®

A + 0,11)%g
A + 0,1)%

S 10001 + 0,1£)% dt
20(1 + 0,1n% + C
g =20+ C( + 0,lr)-%

Como a carga inicial é 6, g = 6 quando ¢t = 0. Substituindo g e ¢ por esses
valores na equagdo acima, temos C = — 14. Portanto,

g = 20 — 141 + 0,1£)-%

. dq
b L
(b) Como i 7

d
—[20 - 1401 17)-%0
ar 2 41 + 0,10)7%)

I

70(1 + 0,1¢)-3!

(©) lim g = lim [20 — 141 + 0,1¢)~%]

{—» +o t - +co
= 20

Portanto, a carga maxima teoricamente é 20 ampéres por segundo.
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EXERCICIOS 7.8

Nos Exercicios de 1 a 4, resolva a equagdo diferencial por dois
meétodos: (a) use um fator de integracdo; (b) separe as varidveis.

dy 'y dy

1. —+=~=0 2. — =
dx+x dx+ycosx> 0

' dy 1\ dy

3. - t = ., . =
dx+y gx=0 4 <x+x>dx+y 0

Nos Exercicios de 5 a 16, ache a solugdo completa da equacdo
diferencial.

dy dy
5‘—— = e~ 6. - 4 =
Ix y=e ‘ xdx+ y = 5x
dy 1 , 4y
.= = . x?—— 4 2xy = ¢
7dx+y e 8 xdx+ xy=e
dy dy y
9. By —2x)-—= 10. —=———
Gy x)dx y dx  2x + y*
dy dy
11. —— + 2y cotg x = cos x 12. cosx— =2 + 2ysen x
dx dx
dy 1—2xy dy 1-2
13. = =— - 14. ==
dx 1+ x? dx 2secx
dy ylny dy 1
15. — = — 16. 2y — = —
dx x+Iny Vax T v x

Nos Exercicios de 17 a 22, ache uma solu¢do da equagdo dife-
rencial que satisfaca a condi¢cdo dada.

d
17.xd—1—2y=x3+ 1; y = 1 quando x = 1

18. (x? + 1)% + 2xy = x% y =0quando x = —1

dy _»
9. — - —=y-xy-= =
. x Y —-Xx;y =2quandox = 1
dy
20.7)(—+ytgx=secx;y=1quandox=0
dy 1
21.E=1+2ycotgx;y=2quandox=77t
dy
22.XE=2y+4x21nx;y=4quandOX=1

23. Ache uma equagio da curva que passa pelo ponto (%7:, 0)
e para a qual a inclinagdo de qualquer ponto (x, y) sobre ela
seja 2y + 4)/tg x.

24. Ache uma equacgio da curva que passa pelo ponto (1, 2) e
para a qual a indicagdo em qualquer ponto (x, y) sobre ela
seja 3 — 2xy)/x%

25. Nas condi¢des -do Exemplo 4, depois de quantos minutos
a temperatura do corpo sera 45°?

26. Se um corpo no ar, a uma temperatura de 0° resfria de 200°
para 100° em 40 min, quantos minutos a mais levara para
o corpo se resfriar a 50°? Use a lei de resfriamento de Newton.

27. Se um termdmetro foi tirado de um ambiente em que a tem-
peratura é 75° para um lugar aberto onde a temperatura &
35° e a leitura do termOmetro é 65° apés 30 s, (a) quanto
tempo apos ser removido ele marcard 50°? (b) Qual serd a
leitura do termdmetro ap6s 3 min? Use a lei do resfriamento
de Newton.

28. Uma caneca com agua fervendo a 100° foi resfriada no ar
a uma temperatura de 0°. Apds 20 min a temperatura da dgua
passou para 90°. (a) Apds quantos minutos a.temperatura
da agua passou para 80°? (b) Qual seria a temperatura apos
1 h? Use a lei do resfriamento de Newton.

29. Uma forg¢a eletromotriz de 60 volts é aplicada a um circuito
elétrico simples consistindo de um resistor de 20 ohms e de
um indutor de 4 henrys. Se i ampéres for a corrente em ¢ s
e i = 0 quando ¢ = 0, (a) expresse i como uma fung¢do de
t. (b) Ache a corrente teoricamente maxima.

30. Faga o Exercicio 29 se, ao invés da indutancia constante, um
indutor de L henrys varia com o tempo, de modo queem /s,
L = 0,04 + 0,01f onde 0 < ¢ < 500.

31. Um circuito elétrico simples consiste em um indutor de 5
henrys em série com um resistor de 40 ohms, eem ¢ s a forga
eletromotriz é e’ volts. Se a corrente for i ampéres em ¢ s €
i = 0 quando ¢ = 0, expresse i como uma funcio de ¢.

32. Faga o Exercicio 31 se a indutincia for L henrys e a resistén-
cia for R ohms, onde L ¢ R sdo constantes positivas. A forca
eletromotriz ainda € e’ volts em ¢ s.

33. Um circuito elétrico simples tem um resistor de R ohms, on-
deR =1+ 0,0ltemtse0 < ¢t £ 500. O resistor ¢ ligado
em série com um capacitor de 0,1 farad e uma forga eletro-
motriz de 80 volts. A carga é g coulombs e a corrente é i am-
péres em ¢ s. Se a carga inicial no capacitor for 4 coulombs,
(a) expresse g como uma fun¢do de ¢, e (b) expresse i como
fungdo de ¢. (¢c) Ache a carga teoricamente maxima.

34. Uma equagdo diferencial de primeira ordem da forma

dy ;

I TPy = 0(x)y
onde, n ¢ uma constante, ¢ chamada de equacdo diferencial
de Bernoulli, em homenagem a James Bernoulli (1654-1705).
Mostre que uma equagdo de Bernoulli pode ser linear em u
pela substituicdo de u = y! ~ 7.

Nos Exercicios de 35 a 38, ache a solu;"do completa da equa-
¢do diferencial de Bernoulli pelo resultado do Exercicio 34.

24y

36. —y2=2
X Xy

d
38. cosx—d—;‘—:+y2 =ysenx; —in <x <in
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EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 7

Nos Exercicios de 1 a 6, determine se a funcdo dada tem uma
inversa. Se existir, faca o seguinte: (a) defina e estabeleca o seu
dominio e a sua imagem; (b) faca esbogos, no mesmo conjunto
de eixos, dos grdficos da fungdo e de sua inversa. Se a fun¢do
ndo tiver inversa, mostre que uma reta horizontal intercepta o
grdfico da fungao em mais do que um ponto.

1 f(x)=x>—-4 2. f(x)=23¢x—-1 3. flx)=9—x2
4. fx)=V4—xT 5. f(x)=3xx_4 6. f(x) = [2x — 3|

Nos Exercicios 7 e 8, (a) prove que a funcdo dada tem uma in-
versa, (b) ache f~'(x) e (c) verifique as relacées do Teorema
7.1.4 para fe f~1.

7. f(x)=3Yx+1

Nos Exercicios de 9 a 12, ache (f~)' (d).
9. f(x)=x2~6x+8x>3d=3

10. f(x)=v3x+4;d=5
11, f(x)=8x>+6x;d =4
12 f(x) =x+x—22;d=12

2x —1
X

8 S =31

Nos Exercicios de 13 a 24, diferencie a fun¢do dada.

13. f(x) = (In x?)? 14. () = 3 sen(e®)

X

15. g(x) = 204 16. f(x) = —

g(x) fx) @t
17. f(x) = eX/4+xD 18. f(x) = 1075
1 2

19. f(x) = [log 1> 20. gx)=1In |22 F1

1—x x—3

21. f(£) = 3/
23, f(x)=(x*;x>0

22. F(x) = log, o(x22%*+1)
24. f(x) =3*"

Nos Exercicios de 25 a 32, calcule a integral indefinida.

3e2x 2x2-4x,
25.f1+e2xdx 26. fe (x — 1) dx
r loln x2
27. f (€3 + 2% dx 28. dx
X

LY

30. f (x + 1)e*7% dx

J‘ xe6x2
29, | ———dx
/1 + erz

2* dx [ 10* + 1
3. | —— 32, | ——dx
V3-22+4 J 107 -1

Nos Exercicios de 33 a 38, calcule a integral definida.

33. foz x2e* dx

8 xl/3
3s. Jll m dx

34, fo‘ (€ + 1)? dx

1/24 -3
36.J B2
1

3 X P—x

37.

39.
40.

41.

42.
43.

44.

45.

46.

48.

49,
50.

51.

52.

In2 e2x e2 dX
_d 38 | =
L c—5 J x(In x)

d
Ache-gi—seye"+xey+x+y=0

Se f(x) = logex(x + 1), ache f'(x).

Use diferenciais para encontrar um valor aproximado com trés ca-
sas decimais de log,,100.937. Use o fato de que log,¢ = 0,434
com trés casas decimais de precisdo.
Ache a equagdo da reta tangente a curva y = x*~ 'em (2, 2).
Uma particula move-se sobre uma reta, sendo s a distancia
orientada da particula a partir da origem, v m/s, a velocida-
de da particula e @ m/s?, a aceleragio da particula, em ¢ s.
Sea=e +e',v=1es=2,quandot = 0, ache ve
s em termos de t.
A drea da regido limitada pela curva y = e ~*, pelos eixos
coordenados e pela reta x = b(b > 0) é uma fungio de b.
Se f for essa fungdo, ache uma expressdo para f(b). Ache
também blir? f).

- @«

O volume do sélido obtido com a rotagdo da regido do Exercicio

44 em torno do ¢ixo x € uma fungdo de b. Se g for essa fungéo

encontre uma expressao para g(b). Ache também . lim g(b).
— + oo

A taxa de crescimento natural da populagdo de uma certa ci-
dade ¢ proporcional ao numero de habitantes. Se a popula-
¢do dobra em 60 anos e se a populagdo em 1950 era 60.000,
estime a populagdo no ano 2000.

. A taxa de decaimento de uma substincia radioativa é pro-

porcional a quantidade de substancia presente. Se metade de
um dado depésito da substancia desaparece em 1.900 anos,
quanto tempo levara para que desapareca 95% do depésito?
Prove que o retdngulo que tem a base no eixo x e dois vérti-
ces nacurva y = e ~*°, terd a maior area possivel se os seus
vértices estiverem nos pontos de inflexdo do gréfico.

Dada f(x) = In|x| e x < 0. Mostre que f tem uma funcio
inversa. Se ¢ for a fungio inversa, ache g(x) e o dominio de g.
Prove que se x < 1, Inx < x (Sugestdo: seja f(x) = x — Inx,
mostre entdo que f € decrescente em (0, 1) e ache f(1).)
Quando um gds esta em expansio ou com pressdo adiabati-
ca (sem ganho ou perda de calor), entdo a taxa de variagdo
da pressdo em relagdo ao volume varia diretamente com a pres-
sdo e inversamente com o volume, Se a pressdo for p N/m?
quando o volume for v m?, e a pressdo ¢ o volume iniciais
forem respectivamente p, N/m? e vym?, mostre que pv¥=pgv.
Seja W N/m o trabalho realizado por um gis contra um pis-
tdo em um cilindro e P dinas/cm? a pressdo do gis quando
o volume ¢ ¥ cm?3. Mostre que se ¥, cm® e V, cm?3 forem os
volumes inicial e final, respectivamente, entio

W= fy” Pdv.
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Exercicios de Revisdo do Capitulo 7

Suponha que um pistdo comprima um gas de um volume ini-
cial de 60 cm?® até um volume de 40 cm3. Se a lei de Boyle
(Exercicio 23 nos Exercicios 3.4) for valida e a pressdo ini-
cial for 50 dinas/cm?, ache o trabalho realizado pelo pistéo.
(Use o resultado do Exercicio 52.)

A carga elétrica sobre uma superficie esférica escoa a uma
taxa proporcional a carga. Inicialmente, a carga elétrica era
de 8 coulombs e um quarto escoou em 15 min. Quando res-
tardo apenas 2 coulombs?

Quanto tempo levara para se duplicar um investimento se os
juros s@o pagos a uma taxa de 8% ao ano compostos conti-
nuamente? o
Os juros em uma conta remunerada sdo calculados a taxa de
10% ano compostos continuamente. Se alguém desejar ob-
ter $ 1.000 na conta ao final de um ano com um tinico depdsi-
to feito agora, qual devera ser o montante do depdsito?

A taxa de crescimento numa certa cultura de bactérias é pro-
porcional ao numero de bactérias presentes a cada instante
€ o numero duplica em 20 min. Se ao final de uma hora exis-
tirem 1.500.000 bactérias, quantas bactérias havia inicialmente?
Consulte o Exercicio 23 nos Exercicios 7.7. Um paleontolo-
gista descobriu um inseto dentro de um dmbar transparente
que € resina de arvore solidificada e foi determinando que
a quantidade de “C presente no inseto era 2% da quantida-

" de original. Use o fato de que a meia-vida de “C é 5.600

59.

60.

61.

62.

63.

anos, para determinar a idade do inseto quando ele foi des-
coberto. '
Um aluno que esta estudando uma lingua estrangeira tem 50
verbos para serem memorizados. A taxa segundo a qual o es-
tudante pode memorizar esses verbos € proporcional ao nu-
mero de verbos que restam a ser memorizados, isto é, se o
estudante memoriza y verbos em ¢ min

dy

Pl k(50 — y)
Suponha que inicialmente nenhum verbo tenha sido memo-
rizado e que nos primeiros 30 min 20 verbos foram memori-
zados. Quantos verbos serio memorizados em (a) 1 hora e
(b) 2 horas? (c) Ap6s quantas horas restara apenas um verbo
para ser memorizado?
Um tanque contém 100 litros de 4gua pura e é despejada no
tanque dgua salgada contendo 2 kg de sal por litro, a uma
taxa de 3 litros/min. A mistura, sendo agitada permentemente
para se manter uniforme, escoa na mesma taxa. Quantos qui-
logramas de sal existirdo no tanque ao final de 30 min?
Um tanque contém 60 litros de dgua salgada com 120 kg de
sal dissolvido. E despejada no tanque 4gua salgada conten-
do 3 kg de sal por litro, a uma taxa de 2 litros/min. A mistu-
ra ¢é agitada para manter-se uniforme, e escoa do tanque na
mesma taxa. Quantos tempo ira levar para que restem no tan-
que 135 kg de sal?
Se a populagdo de uma determinada cidade duplica a cada
25 anos, a que percentagem estara crescendo anualmente?
Ache o ponto no grafico de f(x) = e* para o qual a reta que
passa por ele e é tangente ao grafico passa também pela
origem.
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64. Ache o volume do solido de revolugdo gerado pela rotacdo

da regido limitada pela curva y = 27* e pelas retas x = 1
e x = 4 em torno do eixo x..

65. Prove, usando a defini¢do de uma derivada, que

li

x=0

1 1
im _____og,,( + 3 = log, e
X

(Nota: compare com o Exercicio 53 nos Exercicios 7.3.)

66. Prove, sem usar a defini¢do de uma derivada, que

a* —
=Ina

lim
x—0 X
(Sugestdo: sejay = a* — 1 e expresse (@* — 1)/x como fun-
¢do de y, digamos, g(»). Entdo mostre que y — 0 quando
x — 0 e encontre lirr}) g0»).)
Y-

67. Use os resultados dos Exercicios 65 e 66 para provar que

(Sugestdo: escreva

x"—l_e"'“"—l.blnx

blnx

x—1" x—1

Entdotome s = blnxet = x — 1.)

68. Prove, usando a defini¢do de uma derivada, que

eax — 1 .
lim =a
x-0 X

69. Se o dominio de f for o conjunto de todos mimeros reais e

f'(¥) = ¢f(x) para todo x onde ¢ é uma constante, prove que
existe uma constante k para a qual f(x) = ke para todo x.
(Sugestdo: considere a fungdo g para a qual g(x) = f(x) e
e encontre g’(x).)

70. Prove que

D."(In x) = (—=1)""! (1—_1)'

xn

(Sugestdo: use indu¢do matematica.)

71. Ache S; e~ *ldx se ¢ for um nimero real qualquer.

72. Prove que se x > O ¢ ST th - dt = 1, entdo

lim x = lim (1 + A)V*
h0 A0

73. Faca o Exercicio 65 da série de Exercicios de Revisdo do Ca-

pitulo 5, calculando todas as integrais.
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74. Uma fun¢do importante em Estatistica é a func¢do densidade
de probabilidade definida por

1 (x — p)?
o) = ——oxp -E1 |

onde © e p sdo constantes tais que 6 > 0 € u é um numero

real qualquer. Ache (a) os extremos relativos de f; (b) os pon-

tos de inflexdo do grafico de f; (¢} lim f(x); (d) lim f(x).
X — 4+ X — —x

(e) Faga um esbogo do grafico de f.

Os Exercicios de 75 a 81 Dpertencem a Sec¢do Suplementar 7.8.
Nos Exercicios 75 e 76, ache a solugdo completa da equacdo di-
Serencial.

d
75. x2%+2xy=3x2+1

d
76. d—;‘-+2xcotgy = sec?y

Fungdes Inversas, Logaritmicas e Exponenciais

Nos Exercicios 77 e 78, ache uma solugdo da equagdo diferen-
cial, que satisfaca a condi¢cdo dada.

77.cosx%= l —y—senx;y =2quandox =0
78.x%+y=e";y= 1 quando x = In 2

79. Uma forga eletromotriz de 100 volts é aplicada a um circuito
elétrico simples, consistindo em um resistor de 10 ohms € um
indutor de L henrys, onde L varia com o tempo, de modo
queemt?s, L = 0,03 + 0,0ifonde 0 < ¢ < 1.000. Se i ampeéres
for a corrente em ¢ s ¢ i = 0 quando ¢ = 0, (a) expresse i
como uma fungdo de . (b) Ache a corrente maxima, teori-
camente.

80. Encontre uma equagdo da curva que-passe pelo ponto (0, —1)
e para a qual a inclinagdo em qualquer ponto (x, y) sobre ela
sejacosx — ytgx. .

81. Use a lei do resfriamento de Newton para determinar a tem-
peratura de um corpo num ambiente onde a temperatura é
40°, se 30 min atras a temperatura do corpo era 150° e 10 min
atrés era 90°.



_ , Neste capitulo aparecem mais funcdes transcendentais. Definimos as fun¢ées {::ﬁ
Z trigonométricas inversas na Secgdo 8.1. Essas fun¢des desempenham um papel
importante em nossa discussdo sobre integragdo por substitui¢do trigonométri-
3 ca no proximo capitulo. As Secgdes 8.2 e 8.3 sdo dedicadas a derivadas e a inte-

grais envolvendo as funcGes trigonométricas inversas.
As fungoes hiperbdlicas envolvem poténcias de e, e sdo introduzidas na Sec-
@ ¢ao 8.4. Essas fungdes tém propriedades similares aquelas das fungées trigono-

métricas. A Seccdo Suplementar 8.5 trata das fungdes hiperbdlicas inversas, que
' sdo usadas basicamente em associagdo com integragdo, mais adiante, na Sec-
@ - ¢do Suplementar 9.8.
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Funcdes Trigonométricas Inversas e Funcdes Hiperbolicas

8.1 As FUNCOES
TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Yy
1 _________
l
|
o
i 1',, *
% 2
|
i
_______ =
FIGURA 2
8.1.1 DEFINICAO
Yy
|
|
|
%
|
o) |
I X
1

1

y =sen"!x

FIGURA 3

Lembre-se de que para uma fungio ter uma inversa, é necessario que ela seja
biunivoca. A Figura 1 apresenta um esbogo do grafico da funcdo seno, mos-
trando que todo numero em sua imagem € o valor funcional de mais do que
um numero em seu dominio. Logo, a fun¢do seno ndo é biunivoca e, portanto,
ndo tem uma inversa. Entretanto, observe na Figura 1 que o seno ¢ crescente
no intervalo [ -7, %n]. Esse fato é decorréncia do Teorema 4.4.3, pois se
J(x¥) = sen x, entdo f'(x) = cos x > 0 para todo x-em (-7, 57). Assim
sendo,

y .
. 1
1// ! \\4 /TK\; | L’

! x
—27 _3 -, 1 1 ™ 3 T

e o \\\.?Tr » 37 \’*-2,/

y = senx

FIGURA 1
muito embora a fung¢do seno nao tenha inversa, segue do Teorema 7.1.5 que
a fungdo F para a qual
Fx) =senx e —-4n<x< 37 6y}

tem uma inversa. O dominio de F é [—47, +7] e a imagem é [—1, 1]. Um
esbogo do grafico de F estd na Figura 2. A inversa da fun¢do definida por (1)
é chamada fun¢do inversa do seno.

A fungio inversa do seno, denotada por sen-!, ¢ assim definida:

y =sen~'xseesomentese x = senye —37 < ¥ < 57

O dominio de sen~! é o intervalo fechado [—1, 1] e a imagem € o intervalo
fechado [—-+n, +7]. Um esbogo do gréfico estd na Figura 3.

O uso do simbolo — 1 no expoente para representar a fun¢do inversa do seno
torna necessario denotar o reciproco de sen x por (sen x)~!, a fim de evitar con-
fusdo. Uma convengdo similar aplica-se quando estivermos usando qualquer
poténcia de expoente negativo de uma fungdo trigonomeétrica. Por exemplo

1

sen x (sen x)™* sen? x (sen x)72 Cos'x (cos )73
e assim por diante.
» ILUSTRACAO 1
1 1 1 1
(@sen~! . = — -1 <__> = ——
N3 2 7 (b) sen N/3 ) T <

Em (1) o dominio de F restringe-se ao intervale fechado [ -7, 47], de tal
modo que a fun¢éo seja monodtona em seu dominio e, portanto, tenha uma fun-
¢do inversa. No entanto, a fungio seno tem um periodo de 27, sendo crescente em
outros intervalos, por exemplo, [-3#, —37] e [37, 3x]. Também, a fungdo

*N. do T.: outra notagdo muito usada para essa fungdo é: arc sen.
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¢ decrescente em certos intervalos fechados, como os intervalos [— 27, —+7]
e [+, 2]. Qualquer um desses intervalos poderia ser escothido para o dominio
da fun¢io F da equacdo (1). A escolha do intervalo [ -7, 4], contudo, é
mais comum, pois é o maior intervalo contendo o nimero 0 no qual a funcdo
€ monotona.

» ILUSTRAGAO 2 Ao usarmos uma calculadora para determinar sen—! (0,4695),
dispomos primeiro a calculadora para cdlculos com radianos. Colocamos 0,4695
no visor € entdo apertamos a tecla (ou a tecla seguida da tecla

[sen]) e lemos 0,4887. <

Segue da Definigdo 8.1.1 que

sen (sen~! x) = x paraxem [—1, 1]
sen~! (sen y) = y para y em [—4n, +7]

Observe que sen~! (sen y) # y se y ndo estiver no intervalo [ ——-n, 5-n}. Por
exemplo, sen~! (sen 3-7) = sen~! % e sen!(sen—5m) = sen’ (—%)

=1 = L
=47 = —47

EXEMPLO 1 Ache (a) cos [sen~! (—=3); (b) sen~! (cos )

Solucéo Como a imagem da funcdo inversa do seno ¢ [—47, +7],
sen~(—-4) = —inx ‘
(@) cos [sen~! (—4)] = cos (—+n) (b) sen~! (cos 27) = sen-! (—3)

- RN
A ( ~ LA T N
S5 2w 3 - 3 2w SN
P s TIT S o _ » T Za
FIGURA 4

Um esbogo do grafico da fungido co-seno estd na Figura 4. A funcgdo co-seno
ndo tem uma inversa pois também nido é biunivoca. Para definir a inversa da
fung¢do co-seno restringimos o co-seno a um intervalo no qual a fungdo é mo-
nétona. Vamos escolher o intervalo [0, 7} no qual a fungdo co-seno € decres-
cente, conforme mostra a Figura 4. Consideremos enté@o a fun¢ido G definida por

Gx)=cosx e 0<<x<nm

A imagem dessa fun¢do G ¢é o intervalo fechado [—1, 1], e seu dominio é
o intervalo fechado [0, #]. Um esbog¢o do grafico de G esta na Figura 5. Como
essa fungdo é continua e decrescente em seu dominio, ela tem uma fungio in-
versa chamada a inversa da fun¢do co-seno.*

*N. do T.: outra notagdo muito usada para essa fungdo é: arc cos.
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8.1.2 DEFINICAO

Funcdes Trigonométricas Inversas e Funcdes Hiperbélicas

A funcio inversa do co-seno denotada por cos ~!, é definida assim:

y=cos"'x seesomentese x =cosyeld<<y<n

|
|
|
|
|
[
|
x
|
|
|
!
!
|
|
1
-1

(@]

Yy = cos ~1x

FIGURA 6

Lol

O dominio de cos~! é o intervalo fechado [ 1, 1], e a imagem ¢é o intervalo
fechado [0, m]. Um esbogo do grafico estda na Figura 6.

» ILUSTRACAO 3

1

) cos 11 )3
(a) cos \/5—471 (b) cos (\/§>—4n |

Da Defini¢ao 8.1.2 segue que

i

cos (cos™'x) = x paraxem [—1, 1]
cos™!(cos y) = y parayem [0, 7]

Note que ha, novamente, uma restricdo em y, para que tenha a igualdade
cos~! (cos y) = y. Por exemplo, como - estd em [0, 7]

cos™! (cos3m) = 3m

Entretanto,
cos~! (cos =) = cos~! (—%) e cos~! (57) = cos™! <%>
= 4n -4
EXEMPLO 2 Ache o valor exato de sen [2 cos~! (—2)].
Solucao Como queremos obter fungdes trigonométricas do numero

cos~! (—%), seja ¢ esse numero.

t = cos ! (—3)
Como a imagem da funcdo inversa do co-seno é [0, 7] e cos ¢ € negativo, 7 esta
no segundo quadrante. Assim

cost=-teqgn<t<nm

Queremos encontrar o valor exato do sen 2¢. Da identidade sen 2¢ = 2 sen # cos £.

Assim, precisamos calcular f. Da identidade sen? ¢ + cos> = 1, e como

sen ¢ > 0 uma vez que ! estd no intervalo (5-7, 7), sen ¢ = /1 — cos? £. Assim,
sen t = /1 — (__.?)_2

4

S

Logo,
sen 2t = 2 sen f cos ¢

= 2D

A
25

donde concluimos que

2

sen [2 cos~! (=) = - &
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EXEMPLO 3 Prove que

cos~! x = 5w — sen~! x para |x| < 1 )
Solucao Seja x um nimero pertencente a [—1, 1] e seja
t = cos (37 — sen~! x) 3

Aplicando a férmula de redugdo cos (7 — v) = sen v com v = sen~! x no
segundo membro de (3) obtemos

t = sen (sen~! x)

Como sen (sen~! x) = x,
I = x

Substituindo ¢ por x em (3) resulta
x = cos (3w — sen-! x) 4
Como -57 < sen”! x < 47, somando -7 a cada membro teremos
-n < —5m +sen”'x <0

Multiplicando cada membro da desigualdade acima por — 1 e invertendo os sen-
tidos das desigualdades obtemos

0L 4w —sen'x<n
Desssa desigualdade, de (4) ¢ da Defini¢do 8.1.2 segue que
cos™! x = 1m — sen-! x para |x| < 1

que é (2).

Observe na solucdo do Exemplo 3 que a identidade depende da escolha de
[0, m] como a imagem da func¢do inversa do co-seno.

Para obter a funcdo inversa da tangente consideramos primeiro o grifico da
func¢do tangente, dado na Figura 7. A funcéio é continua e crescente no interva-
lo aberto (-4, 47), conforme mostra a figura. Vamos restringir a fungio
tangente a esse intervalo e considerar H como sendo a fungdo definida por

Hx)=tgx e —-qn<x<-irn

O dominio de H ¢ o intervalo aberto (~+7, <), e a imagem € o conjunto
de todos os nimeros reais. Um esbogo de seu grafico estd na Figura 8. Como
a fungdo H ¢ crescente e continua em seu dominio, ela tem uma fungéo inversa,
chamada de funcdo inversa da tangente.*

A fungio inversa da tangente, denotada por tg-!, é definida da seguinte forma:

y=tglxseesomentesex =tgye -3 < y < +nx

O dominio de tg~! é o conjunto de todos os nimeros reais e a imagem é o
intervalo aberto (— 47, 7). Um esbogo de seu grafico estd na Figura 9.

* N. do T.: outra nota¢do muito usada para essa fun¢io é: arc fg.
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Funcdes Trigonométricas Inversas e Fungdes Hiperbdlicas

» ILUSTRACAO 4
1 1 1
tg-1 = -1 —_—— ) = —— -1 =
(@) tg~' /3 37r (b) tg < \/§> 67t (©)tg-' 0 0 4

Da Definicdo 1.3 temos que

tg (tg~' x) = x para x em (-, + o)
tg-' (tgy) = y parayem (-7, +7)

» ILUSTRACAO 5

tg-! (tg 7)) = qmetg ! [tg (—4m)) = —47
Entretanto,
tg=! (tg 47m) = tg=! (- Detg! (tg §7m) = tg~' 1
= —4n =4 <

EXEMPLO 4 Ache o valor exato de sec [tg~! (—3)]

Solugédo Resolveremos esse problema tomando tg~! (—3) como um 4n-
gulo. Seja
0 =tg7' (-3)

Como a imagem da fungdo inversa da tangente é (—+7, +7), € como tg 8 é ne-
gativa, segue que — 37 < 6 < 0. Assim,

tgf = -3e-gn<6<0

A Figura 10 mostra o dngulo cuja medida é 6 radianos que satisfaz essas condi-
¢oes. Observe que o ponto P selecionado no extremo de 8 € (1, — 3). Do Teore-
ma de Pitagoras r é 12 + (—3)? = /10. Portanto, sec 8 = /10. Logo,

sec [tg=! (—3)] = V10 |

Antes de definir a funcéo inversa da co-tangente, vamos nos referir ao Exemplo
3, onde provamos a identidade (2) envolvendo cos~! e sen~!. Essa identidade
pode ser usada para definir a fungio inversa do co-seno e pode entdo ser prova-
do que a imagem de cos~! é [0, x]. Vamos usar esse tipo de procedimento pa-
ra discutir a fun¢do inversa da co-tangente.

A funcdo inversa da co-tangente, denotada por cotg~!*, é definida por
cotg™!' x = 4w — tg-' x onde x é um numero real qualquer.

Segue da definicdo que o dominio de cotg~! é o conjunto R de todos os ni-
meros reais. Para obter a imagem escrevemos a equagdo da Defini¢do 8.1.4 da
seguinte forma

tg-'x = 4m - cotg~! x (5)
Como '

-5 <tg'x < 47

*N. do T.; outra notagdo muito usada para essa fungio é: arc cotg.
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Substituindo (5) nessa desigualdade, obtemos
—ir < in - cotg'x < 47

Substraindo 47 de cada membro, obtemos
- < =cotg'x <O

e agora multiplicando cada membro por —1 ¢ mvertendo o sentido das desi-
gualdades, obtemos

O<cotg-'x<nm
Logo, aimagem da fungéo inversa da co-tangente é o intervalo aberto (0, ).
Um esbogo de seu grafico estda na Figura 11.

» ILUSTRACAO 6

(@tg'l =7 G tg ' (=) = -7
() cotg='1 = 3m — tg-'1  (d)cotg™! (=1) = 37 — tg~' (=1)

=4w — 47 : =37 — (—57)

= +r =37 <
EXEMPLO 5 Ache o valor exato de cos [cotg™! 3 + cotg~! (—3)].
Solugdo Seja @ = cotg~! + e B = cotg~! (—5). Entéo,

cotga =2+ e 0<a<nm

S

cotgf = -5 e qn<P<n=x

Queremos encontrar cos (@ + f). Da férmula do co-seno da soma,

cos (@ + B) = cosacos B = sen a sen fB

6)
Para determinar cos a € sen a, veja a Figura 12, que mostra um angulo a no
primeiro quadrante para o qual cotg a = <. Da figura,

sena@ =4 cosa = & ‘ )
A Flgura 13 mostra um angulo f no segundo quadrante para oqual cotg 8 =
= . Da figura,

senB=1—§ cos B = -5 )

Substituindo (7) e (8) em (6) temos
3 p) 4012
(=) - G5

_8
65

cos (@ + B) =

Para chegarmos a defini¢do da fung¢do inversa da secante, vamos considerar
primeiro um esbogo do grafico da fungio secante dado na Figura 14. Observe
que ela é crescente no intervalo [0, 57) e decrescente no intervalo [z, 7).
Além disso, se x € [0, +7) U [r, $7), entdo sec x € (—oo, 1] U [1, + ).
Escolhemos o intervalo [, $7] pois a derivagdo da func¢do inversa da secante,
bem como outros calculos com ela (na Secgdo 9.4, por exemplo), tornam-se mais
simples se a fungdo inversa da secante for definida de tal forma que quando
x < Oentdo w < sec™! x < 2. Assim sendo, daremos a defini¢éo a seguir.
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-1 O 1
y = sec™'x
FIGURA 15
8.1.6 DEFINICAO
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Func¢des Trigonométricas Inversas e Funcdes Hiperbélicas

A funcio inversa da secante, denotada por sec~!¥,

¢ definida da seguinte
forma: -

sex =1
sex < ~1

» : (0L y<4m
y = sec”! x se e somente se X = sec ye 3
nLy<sm

O dominio de sec~! é (—o, —1] U [l, +). A imagem de sec-! é
[0, +7) U [r, $7)..Um esbogo do grafico de sec~! estd na Figura 15.

Da Definigdo 8.1.5 temos

sec (sec™!'x) = x

sec™! (secy) =y

para x em (—o0, —1] U [1, + )
para y em [0, 47) U [x, 3n)

Vamos definir agora a funcdo inversa da co-secante em termos da inversa
da fungédo secante.

A funcgiio inversa da co-secante, denotada por cosec~**, é definida por

cosec™! x = +m — sec™! x para |x| > 1

Da defini¢cdo, o dominio de cosec -1 é (— o0, —1] U (1, + o). A imagem de
cosec~! pode se encontrada de forma andloga a que foi usada para determinar
a imagem de cotg-!. A imagem de cosec! é (—m, —3x], e vocé devera mos-
trar isso no Exercicio 53. Um esbogo do grafico de cosec-! estd na Figura 16.

> ILUSTRACAO 7
(b) sec~! (=2) = $=
(d) cosec™! (—=2) = L — sec™! (-2)

(@sec'2 =

(c) cosec™!' 2 = Lm — sec™!2

=47 — 57 =4n - 4n
y = cosec ~! x = 1ig = —3g <
A FIGURA 16 6 6
EXERCICIOS 8.1
Nos Exercicios de 1 a 6, determine o valor funcional exato. 5. (@) sen™' 1; (b) sen~! (—1); (c) cosec™! 1; (d) cosec™! (—1);
v (e) sen~! 0 v
1. (@) sen~! 3 (b) sen~! (=3); (¢) cos™! 55 (d) cos™ (= 3) 6. (a) cos~! 1; (b) cos™! (—1); (c) sec™" 1; (d) sec™! (—1);
_ -1
3 3 3 (€) cos~' 0
2. (a) sen~! %; (b) sen—! (—{—); (c) cos~! iz——; 7. Dado que x = sen~! -'3-, ache o valor exato de cada uma das
, Vo fung¢des: (a) cos x; (b) tg x; (c) cotg x; (d) sec x; (€) cosec x.
(d) cos™! <—T) 8. Dado que x = cos™! %, ache o valor exato de cada uma das

1

3. (a) tg™!

(d) sec™! (—%)

1

4. (a) cotg! NEE (b) cotg~! (—+/3); (c) cosec™! —2\/3=;

(d) cosec™! (—725—)

75 Ot (V3% () sec™! %;

fungdes: (a) sen x; (b) tg x; (c) cotg x; (d) sec x; (e) cosec x.
9. Faga o Exercicio 7 se x = sen~! (—%).

10. Faga o Exercicio 8 se x = cos™! (—32).

11. Dado que y = tg ~! (- 2), ache o valor exato de cada uma das
fungbes: (a) sen y; (b) cos y; (c) cotg y; (d) sec y; (e) cosec y.

12. Dado que y = cotg™! (—%), ache o valor exato de cada
uma das fun¢des: (a) sen y; (b) cos y; (¢) tg y; (d) sec y;
(e) cosec y.

13. Dado que ¢ = cosec™! (—%), o valor exato de cada uma das
fungdes: (a) sen #; (b) cos #; (c) tg ¢; (d) cotg #; (e) sec t.

* N. do T.: outra notagdo muito usada para essa fungdo é: arc sec.
** N. do T.: outra notagdo muito usada para essa fun¢éo é: arc cosec.




8.2 Derivadas das Funcdes Trigt;nométricas Inversas 503

14. Dado que ¢ = sec~! (—3), ache o valor exato de cada uma
das fungdes: (a) sen ¢; (b) cos ¢; (¢) tg ¢; (d) cotg ¢; (e) cosec ¢.

Nos Exercicios de 15 a 40, ache o valor exato da quantidade dada.

15. (a) sen~! (sen £7); (b) sen~! [sen (—47)}; (c) sen! (sen <7);
(d) sen~! (sen -7)

16. (a) sen~! (sen —7:), (b) sen~! [sen (—$7)]; (c) sen~! (sen —n),
(d) sen~! (sen 37)

17. (a) cos~! (cos —3-7t), (b) cos~! [cos (— %ﬂ)]; (c) cos~! (cos %n);
(d) cos™! (cos 57)

18. (a) cos™" (cos +7); (b) cos™! [cos (—+7)); (¢) cos™! (cos 27);
(d) cos! (cos 3r)

19. (a) tg~! (tg +n); (b) tg~' [tg (—57); (©) tg~! (tg £n);
@) tg~! [tg (—4m)]

20. (@) tg~! (tg §7); (b) tg~! [tg (—+m)); (o) tg~! (tg +7);

(d) tg~! [tg (-]
21. (a) cotg~! (cotg +7); (b) cotg™! [cotg (—5m)];

(c) cotg~! (cotg %ﬂ); (d) cotg~! [cotg (—%ﬂ)]

22. (a) cotg™' (cotg 57); (b) cotg™! [cotg (—+m)];
(c) cotg~! (cotg %7:); (d) cotg~! [cotg (—%n)]

23. (a) sec™! (sec +7); (b) sec™! [sec (—~+7)]; (c) sec™! (sec Zn);
(d) sec™! (sec 47)

24. (a) sec™! (sec 57); (b) sec™! [sec (—=+m)]; () sec™! (sec %ﬂ);
(d) sec™! (sec 3m)

25. (a) cosec™! (cosec %n'); (b) cosec! [cosec (—%ﬂ)];
(c) cosec™* (cosec <7); (d) cosec™! (cosec 1)

26. (a) cosec™! (cosec +n); (b) cosec™! [cosec (—%ﬂ)]; '
(c) cosec™! (cosec ln); (d) cosec™! (cosec %n’)

27. (a) tg [sen~' 5+/3]; (b) sen [tg~! 3+/3]

28. (a) cos [tg~! (= 3)]; (b) tg [sec! (—3)]

29. (a) cos [sen~! (= 3)]; (b) sen [cos~! (=)

30. (a) tg [cotg™! (= D]; (b) cotg [tg~' (~1)]
31. cos [2 sen~! (=]

32.
33.
34.
35.
36.

— S
tg [2 sec™! (=)
sen (sen~! % + cos™!' §)
cos [sen~! (—3) + sen~! 4]
cos [sen~! % + 2sen~! (—3)]

tg (tg™' (—%) — cos™! (—5v/2))

37.tg (tg™' = — sen~' J)
38. tg [sec™' 3 + cosec™! (—43)]
39. cos (sen~! 5 — tg™' 3)
40. sen [cos~! (_T) + 2sen~! (-]
3 2 1

41. : -1 = = gy,

1. Prove: cos o + cos 3 4 v/4
42. Prove: 2tg™' + — tg~! (-4) = 4.
Nos Exercicios de 43 a 50, faca um esbog¢o do grdfico da fungdo
dada.
43. f(x) = +sen"' x 47. F(x) = cos™! 3x
44. g(x) = sen~! +x 48. G(x) = §sec™! 2x
45. g(x) = tg~! 2x 49. f(x) = 2 cotg‘1 Ly
46. f(x) = 2tg ' x 50. g(x) = cos” lx

51. Um peso é suspenso por uma mola e vibra verticalmente, de

52.

53.
54.

acordo com a equagdo y = 2 sen 4n(t + %), ondeycméa
distancia orientada do peso a partir de sua posicao central
t s apos comegar 0 movimento e a dire¢do positiva é para
cima. (a) Resolva a equagdo em ¢. (b) Use a equagdo da par-
te (a) para determinar os trés menores valores de f para os
quais o peso estd a 1 cm acima de sua posi¢do central.
Uma corrente alternada com 60 ciclos por segundo (Hertz)
¢é descrita pela equagdo x = 20 sen 120zn(¢t — -7]—2’5), onde
Xx amperes € a corrente em ¢ s. (a) Resolva a equagédo em ¢,
(b) use a equagdo da parte (a) para determinar os trés meno-
res valores positivos de ¢ para os quais a corrente € 10
ampéres.

Prove que a imagem de cosec™! é (-, —+47] U (0, 57].

2
use a identidade cotg A = tg (+-7 — A)). _

1 1
Prove quetg~!x + tg~! <?> = —um, se x > 0. (Sugestdo:

82 DERIVADAS DAS  Como a funcdo inversa do seno ¢ continua e crescente em seu dominio, segue
FUNCOES TRIGONOMETRICAS do Teorema 7.2.3 que ela tem uma derivada. Para obter a férmula de sua deri-

INVERSAS vada tomamos

y =sen"!x

que é equivalente a

x=seny e yestdem [—+tnx, +n]

Derivando ambos os membros dessa igualdade com relagdo a y teremos

49X _ cos
dy Y

e yestd em [——é—)r, 2] )
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8.2.1 TEOREMA
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Da identidade sen? y + cos? y = 1, substituindo sen y por x, obtemos

cos?y =1 — x?

Se y estd em [——-7, +n], cos y é ndo-negativo; assim,

cosy = 41 — x? se y estiver em [—+nx, +7)

Substituindo essa relagdo em (1), obtemos

ax V1 = x?
dy

Do Teorema 7.2.3, LA é o reciproco de —di; logo,
dx d

1 @

V1 = x? »

O dominio da derivada da fungéo inversa do seno é o intervalo aberto (— 1, 1).
De (2) e da regra da cadeia temos o teorema a seguir.

D, (sen~!' x) =

Se u for uma funcéo de x, derivavel,

D, (sen~! u) =

1 p
V1 — x? 4

» ILUSTRAGAO 1 Se y = sen-! x2, entdo

a1

a ~ oy Y
_ 2x <
ST -x

Para obter a formula para a derivada da fung¢édo inversa do co-seno, usamos
(2) da Seccdo 8.1, que é

cos~!x = +m — sen~!'x

Derivando com relagdo a x teremos

D, (cos' x) = D, (37 — sen~! x)

Assim,

1
T ®

D, (cos ' x) = —

.onde x estd em (-1, 1).

O proximo teorema segue de (3) e da regra da cadeia.
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" A oo
Se u for.uma fungdo de x, derivavel, ¥ -

Vamos obter agora a férmula para a derivada da fungdo inversa da tangente. Se
y=1tglx

entdo
x=1tgy e yestdem (-7, +7)

Derivando ambos os membros da igualdade acima com relagdo a y iremos obter

Z—; = sec’y e yestdem (—3m, 57) (€))

Da identidade sec? y = 1 + tg? y e substituindo tg y por x, temos
secty =1 + x?
Substituindo essa equagdo em (4), obtemos

dx

Y = 1 + 2
dy x
Assim, do Teorema 7.2.3,
1 .
t -1 - — 5
D (tg"'®) = T &)

O dominio da derivada da funcao inversa da tangente é o conjunto de todos
0s niimeros reais.
De (5) e da regra da cadeia obtemos o teorema a seguir.

Se u for uma fungdo de x; derivavel,

1
tg-! y) = ————— D,
D, (tg7! u) T+ az D
> | A = tg~! i0
ILUSTRACAO 2 Se f(x) = tg T 11 entao
, _ 1 . -1
f(x)‘1+ 1 x + 1
x + 1) '
-
(x+ 12 +1
-1
T oxX 4+ 2x + 2 <

Da defini¢do 8.1.4,

cotgm'x = 4 — tg-' x
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Derivando com relagdo a x, obtemos a férmula.

1

Dx (cotg" X) = _TXZ

Dessa férmula e da regra da cadeia segue o teorema a seguir.

Se u for uma fun¢do de x, derivavel,

1

D, (cotg~' u) = —m

D,u

EXEMPLO 1 Ache -2 se
dx

—_ 1
y = x3cotg™! 5x

Solugédo
dy -1 1
_=32COt—1Lx+ 3 e .
dx X eotleT s x 1+ 1x2 3
3x3
— - 1
= 3x? cotg ‘Tx - W
EXEMPLO 2 Ache @ se
dx
In(x + ») = tg~! <i>
y
Solugdo Derivando implicitamente ambos os membros da igualdade dada
com relagdo a x, obtemos
X dy
1 dy\ 1 YTV ax
X + ) dx) | x2 y?
y?
dy dy
1+ 2 —x 2
Yo VT YA

2 2 d / 2 d
P+ (e Xy + y* — (x2 + xy) &
dx dx

dy  xy—x?
dx  2x2 4 xy + y?

Para obter a férmula para a derivada da inversa da fungio secante seja

y = sec! x e |x| =21
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Entio,
x = sec y e y estd em [0, 47m) U [n, 37) 6)

Derivando ambos os membros de (6) com relacdo a y obtemos

—21% =secytgy e y estd em [0, S7) U [n, 37) @)
Da identidade tg? y = sec? y — 1, sec y = x, obtemos
tg2y = x* -1
Como y esta em [0, %n) U [n, —;—T[), tg y € ndo-negativa. Assim,
tgy = Jx2 -1 se y estiver em [0, 17) U [x, 37)
Substituindo (6) e a relagdo anterior em (7), teremos

dx _ xy/x* =1

dy

Assim, do Teorema 7.2.3,

1
D(sec™! x) = ———= (®)
x/x? —1
onde |x| > 1. De (8) e da regra da cadeia segue o teorema a seguir.

3

8.2.5 TEOREMA | Se u for uma fung:éc’f de x, derivavel, -

Dfsec ' u) = ————— Du

» ILUSTRACAO 3 Se f(x) = sec™! (3e”), entdo
1
fx)= Py \/(?,—e;)zj(%")
1
- 9e2* — 1 b
Da Defini¢do 8.1.6,
cosec™!x = 4w — sec™' x para |x| > 1

Derivando em relagido a x, obtemos

D (cosec™! x) = SN S &)

xx2 -1

onde |x| > 1. De (9) e da regra da cadeia, temos o teorema a seguir.

8.2.6 TEOREMA | Se u for uma fungdo de x, derivdvel,

D, (cosec™! u) = S S Du
ufu? — 1
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FIGURA 1

Funcdes Trigonométricas Inversas e Fungdes Hiperbdlicas

EXEMPLO 3 Ache f'(x) se

Sf(xX) = x cosec™! —)lc—

Solucao A
f'x) = cosec“l+x ——l—-<—i2)
X 1 1\2 ) X
R EYCR

il
o
[o]
w
o
o
1
|
+
=
L =
®% ~N
~N
TN
[
XN',_.
N’
I |

= cosec™! — 4 ——
x o J1—x?

||

= cosec™! - 4 ]xl
1 —x?

No exemplo a seguir, um observador est4 olhando um quadro colocado em uma
parede. Veja a Figura 1. Quando o observador estd afastado da parede, o an-
gulo segundo o qual ele v& o quadro é pequeno. A medida que o observador
se aproxima da parede, o angulo ird aumentando, até atingir um valor maxi-
mo. Entdo, se o observador continuar se aproximando, o ingulo diminuir4.
Quando o angulo for maximo, diremos que o observador tem a ““melhor vi-
sd0’’ do quadro.

EXEMPLO 4 Um quadro com 1 m de altura é colocado em uma parede de
tal forma que sua base esteja 2 m acima do nivel dos olhos de um observador.
Quantos metros o observador dever4 se afastar da parede, para obter a melhor
visdo do quadro, isto ¢, para que o dngulo segundo o qual ele vé o quadro seja
0 maximo?

Solugédo Seja x m a distdncia do observador até a parede, 8 a medida em
radianos do dngulo segundo o qual o observador vé o quadro, a a medida do
angulo em radianos, segundo o qual o observador vé a parte da parede acima
do nivel dos olhos e abaixo do quadro, e 8 = a + 6. Veja a Figura 1.

Queremos encontrar o valor de x que ird tornar # um méximo absoluto. Co-
mo Xx estd no intervalo (0, + ), o valor maximo absoluto de 8 ser4d um valor
maximo relativo. Vemos, da figura, que

cotg =—)3L e cotga =7

Como0<B<4n e 0<a<-in

X X
=cotg"'=— e a = cotg-! =—
B = cotg 3 g7 5



Exercicios 8.2 509

Substituindo esses valores de a e B na relagdo 8 = B — a, obtemos

X X
6 = cotg™! — — cotg™! —
£ 3 L)

Derivando com relagdo a x, teremos

1 1
b 3 2

+
dx x)z x>z
1+ {= 1 + (=
G :

3 2
- +
3+ x2 22 + x?

Equacionando Z—g = 0, iremos obter

232+ x) - 32+ x) =0
—-x2+ (18 -12) =0
x2 =6

x = 2,45

A solucdo — 2,45 foi rejeitada por nio estar no intervalo (0, + ). Os resulta-
dos do teste da derivada primeira estdo na Tabela 1. Como o valor maximo
relativo de 8 é um valor médximo absoluto, concluimos que o observador deve
ficar a aproximadamente 2,45 m da parede.

Tabela 1
db -
—_ conclusido
dx
0<x< 12 +
x = 12 0 6 tem um valor maximo relativo
12 < x< +00 —

EXERCICIOS 8.2

Nos Exercicios de 1 a 26, ache a derivada da funcaq dada. 15. g() = x? sec-! _)lc_

1. f(x) = sen~! +x
S 2 16. g(s) = cos™'s +

2. f(x) = cos~! 3x 1 — s?
3.g(x) = tg7! 2x 17. f(x) = cos~! (sen x)
4. f(x) = cosec™! 2x 2
5.F(x) = 2 cos™' /x 18.h0) =tg" 7
6. g(x) = + sen~! x? 19. F(x) = In(tg~' x?)
7. g(H) = sec™! 5t + cosec™! 5t 20. F(x) = sec™!/x? + 4
8. f(y) = cotg™' e” 21. f(x) = 4sen! +x + x/4 — x?
— sen-1 JT = 2

9.f(x) = sen ll X 22. f(t) = asen! % + Jar = ¢
10. = 2tg”! —

S g W 23. A(x) = cosec™! (2€3%)

o 2 x 24. f(x) = sen~!'x + cos™! x

. = 1 £ 1 X
. Fx) = cotg X +tg 2 25. G(x) = xcotg™! x + InJ1 + x2
12. f(¥) = In(tg~! 3x) t -1

26. f(£) = sen~!

13. h(y) = ysen~! 2y 14. f() = t2cos™' ¢t t + 1
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dy

Nos Exercicios de 27 a 30, ache —.

27.
29,

31.

32.

33.

34.

3s.

36.

37.

dx

e**r = cos~! x 28. In(sen? 3x) = e* + cotg™!y
xseny + x¥=tg"'y 30.sen"! (x)) = cos~! (x + »)

Ache as equagdes das retas tangente e normal ao gréfico da
equagdo y = sec™' (2x + 1) no ponto (+, +-n).
No Exemplo 4, mostre que outra equacio que define  em
termos de x é

6 = _ Tx
x¢ + 144
Use essa equagdo para determinar a que distancia da parede
o observador deve ficar para conseguir a melhor visio do
quadro.
Um letreiro com 3 m de altura esta colocado em uma pare-
de, sendo que sua base estd 2 m acima do nivel dos olhos
de uma mulher que tenta 18-lo. A que distincia da parede
ela deve ficar para ter a melhor viso do letreiro, isto ¢, para
que o dngulo sob o qual ela vé o letreiro seja maximo?
O Exemplo 4 e o Exercicio 33 sdo casos particulares da se-
guinte situacdo genérica: um objeto (como uma pintura ou
um letreiro de sinalizagdo) com @ m de altura, esta colocado
em uma parede, de tal forma que sua base esteja a b m do
nivel dos olhos de um observador. Mostre que o observador
terd a melhor visdo do objeto quando a distancia dele até a
parede for \/b(@ + b) m.
Um quadro com 40 cm de altura esté colocado numa pare-
de, sendo que sua base est4 a 30 cm acima do nivel dos olhos
de um observador. Se o observdor est4 se aproximando da
parede a uma velocidade de 40 cm/s com que velocidade a
medida do 4dngulo de visdo da pintura estar variando quan-
do o observador estiver a 1 m da parede?
Uma escada com 7 m de comprimento est4 apoiada em uma
parede vertical. Se a base da escada for puxada horizontal-
mente de tal forma que se afaste da parede e que o topo es-
corregue a uma velocidade de 1 m/s, qual a velocidade com
que a medida do angulo entre a escada e o chio estara va-
riando quando o pé da escada estiver a 4 m da parede?
Um { «co de luz estd a 3 km de uma praia reta. Se o foco

tg~!

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.
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gira com velocidade angular de 2 rpm, ache a velocidade com
que a luz percorre a praia quando o foco estiver a 2 km do
ponto da praia mais proximo da luz.

Um homem em um cais est puxando um bote por uma corda
a uma velocidade de 1 m/s. As mdos do homem estio 6 m
acima do ponto em que a corda estd amarrada no bote. Com
que velocidade estard variando o dngulo formado entre a cor-
da e a superficie da 4gua quando restarem para ser puxados
16 m de corda?

Uma mulher estd andando com uma velocidade de 1,5 m/s
ao longo de um didmetro de um pétio circular. Uma luz no
extremo de um didmetro perpendicular a seu caminho pro-
jeta sua sombra sobre a parede circular do patio. Com que
velocidade a sombra estara se movendo ao longo da parede
quando a distdncia da mulher ao centro do pétio for %r?
(r m é o raio do patio) .
No Exercicio 39, qual a distincia entre a mulher e o centro
do pétio quando a velocidade de sua sombra na parede for
de 90 cm/s?

Uma corda € amarrada a um peso e passa por um gancho
que esta 8 m acima do chdo. A corda é puxada passando pe-
lo gancho, a uma velocidade de % m/s e arrasta o peso pelo
chdo. Se o comprimento da corda entre o peso e o gancho
for de x m quando a medida em radianos do dngulo entre
a corda e o chdo for 8, ache a variagdo de 8 em relagio ao
tempo, em termos de x.

Use diferenciais para encontrar um valor aproximado de
sen~! 0,52 com trés casas decimais.

Resolva o Exemplo 3 da Secg¢do 8.1, mostrando que sen~! x
e —cos~! x diferem por uma constante e entdo calcule-a.
Resolva o Exercicio 54 da série de Exercicios 8.1, mostrando

1 .
que tg-! xe —tg~! (?) diferem por uma constante e
entdo calcule-a.

Dada: f(x) = tg~! (1/x) — cotg~! x. (a) Mostre que
JS'(x) = 0 para todo x no dominio de f. (b) Prove que nio
existe uma constante C para a qual f(x) = C para todo x
em seu dominio. (¢) Por que a afirmagdo da parte (b) nio
contradiz o Teorema 5.1.2?

8.3
EM FUNGOES TRIGONOMETRICAS

INTEGRAIS QUE RESULTAM

Dos teoremas sobre as derivadas das fungdes trigonomeétricas inversas obtemos
Os teoremas a seguir que dao algumas férmulas de integragdo indefinida.

INVERSAS
du _
8.3.1 TEOREMA Sﬁ =sen-'u + C (1)
du _
|5 =wu+c @
du _
gm =seclu + C 3)
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A demonstragio de cada férmula é imediata, tomando a derivada do segundo
membro. Temos também as féormulas dadas no préximo teorema.

8.3.2 TEOREMA | | e < en Laic ondea >0 - @)
az - u ; o
S—-— 7 du = 1 tg=1 M ye onde a # 0 (
Clrat+ ut va a . -
. du S NN ‘ .
S e e c onde a > 0 7:(6)

Prova Essas formulas podem ser demonstradas calculando a derivada do se-
gundo membro ¢ obtendo o integrando. Provamos a férmula (4).

D, <sen‘1 E) = 1 D, <E>
a . u\? a
-
1

Ja?

2 _ 2

=_a -
B a 1 0
—\/—‘12_“_—75 sea >
1

Ja* —u?

As demonstracdes de (5) e (6) serdo deixadas como exercicios (veja os Exerci-
cios 38 e 39). | |

sea>0

As férmulas do Teorema 8.3.2 também podem ser provadas, com a variacdo
adequada da varidvel e entdo, com a aplicagdo do Teorema 8.3.1 (veja os Exer-
cicios 40-42). Observe que as férmulas do Teorema 8.3.2 incluem aquelas do
Teorema 8.3.1, usando a = 1.

EXEMPLO 1 Calcule

J dx
J4 — 9x?
Solucéao

J dx 1 dBx)
JA—oxr 3] A= (3xp

1 3
=§sen“‘7x+c

Nos trés exemplos a seguir, completamos o quadrado de uma expressdo qua-
drética para indicar o integrando numa forma que nos possibilite usar o Teore-
ma 8.3.2.
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EXEMPLO 2 Calcule
dx
3x2—-2x+ 5

Solugdo

dx _ dx
3x2—2x+ 5 ) 3x*=2x)+5

Para completar o quadrado de x2 — Zx somamos + e como - deve ser mul-
tiplicado por 3, realmente estamos somando 4 ao denominador e assim deve-
mos também subtrair dele +. Logo, teremos

dx _ dx
J3x2—2x+5 )32 —-2x+8+5-1%
_ dx

)3 -+ R

_1 dx
BERCRE R

_l._%_tg—l(x_%>+c
st i

1 tg_l<3x-—1>+c
et \m

EXEMPLO 3 Calcule

(2x + 7y dx
x2+2x+5

Solucéo Como d(x? + 2x + 5) = (2x + 2) dx, escrevemos o numerador
como (2x + 2) dx + 5 dx e expressamos a integral original como a soma de
duas integrais.

(2x+7dx [ (2x +2)dx J' dx

x24+2x+5 | x2+2x+5 x24+2x+5

dx
—Injx? 4 20+ 5[+ 5 | — %
a4 2x 4 3]+ f(x+l)2+4

5 lx+1

=ln(x2+2x+5)+§tg‘ 3 +C

Nota: x? + 2x + 5 > 0, paratodo x [x2 + 2x + 5| = x2 + 2x + S.

EXEMPLO 4 Calcule

3dx

(x+2)x* +4x +3
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Solugao

3dx
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3dx

I3

+ /14543 J x4+ DSt A+ A 1

3 d(x + 2)
(x+ 2/x + 22— 1

=3sec”!(x+2)+C

EXEMPLO 5
_ 1
y= 1+ x?

Ache a area da regidao no primeiro quadrante limitada pela curva

pelo eixo x, eixo y e pela reta x = 1.

Solugdo

A Figura 1 mostra a regido € um elemento retangular de area. Se

a area da regido for A unidades de area,

n

&, ——
y < "14+¢7 .
¢ A= lim —5 Ax
1 x=1 nai~o0i=1 1+ ¢&;
1
- ‘ _ J dx .
o L +x
s + 2 _ -1 ]1
. I 1 X tg X o
o
o /& N\ * =tg ' 1-tg7' 0
— L
Xic1 Nee—\— X, = 471’ hand O
Aix 1
= 3-7[
FIGURA 1
EXERCICIOS 8.3
Nos Exercicios de 1 a 25, calcule a integral indefinida. 18 r dx ” r dx
; f dx 2 [ dx 3 [ dx Tl Bx—xE -2 Vs 2x — X2
) S Zax? T x2 425 T ) 9x2+ 16 20 f dx 21 " x dx
4 [ A 5 ( dx 6 [ dx TP+ 2x+3 B2 —x?
N TS A (x—1)? T J9+(3—x)? 2 C xdx 23 [ 2+ x)dx
[ dx C xdx f dx TP+ x+ J V4 -2x—x?
7 | — 8 | — 9 | —— N N 3
J 4xyx? — 16 J x*+16 J 2 —5x2 24. 24t 25. #x_
F o 3dx C v dr C J—-3)JSP—6t+5 J 2x"—4x +3
10.. x m 11. m 12. u \/167:—9 Nos Exercicios de 26 a 34, calcule a integral definida.
o o LY
[ e*dx [ sen x dx [ dx (U2 dx J“ 1+ x Jﬁ x dx
13. | —— 4 | — 15| — 26. 27. ——dx 28.
JT+e* J V2 —cos?x J @+ x)Jx Jo JV1-x? o L+ x? o J1+x2
[ ds dx f-2 dt 5 dx
B 17, | 59— 29. —_— 30. —————
lﬁv,lzs_sl sz—x+2 Joa SSiZ 6t =5 Lx2—4x+13
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32 J“ dx
) VT XA/4x% — 1

1 d
31, J &
0 ex + e X
sec? x dx

e dX n/6
33. _—— 4. -
3 L x[1 + (In x)?] 3 L 1 +9tg?x

35. Ache a drea da regido limitada pela curva y = 8/(x2 + 4),
pelo eixo x, pelo eixo y e pela reta x = 2.

36. Ache a érea da regido limitada pelas curvas x2 = 4ay e
y = 8a%/(x? + 4a?).

37. Ache a érea da regido limitada pelo eixo x, pela curva

y=1/J5 — 4x — x*epelasretas x = ~ J-ex = —-}.

Nos Exercicios 38 e 39, prove a formula dada, mostrando que
a derivada do segundo membro é igual ao integrando.

du 1 u
38. =—-tg"! -4+ C
Ja2+u2 ag a+

du 1 u
39, | ———=-sec’'-+C >0
J T a sec P + sea
Nos Exercicios de 40 a 42, prove a formula indicada do Teore-

ma 8.3.2, fazendo uma varia¢do adequada da varidvel e entdo
usando o Teorema 8.3.1.

40. Férmula (4) 41. Férmula (5) 42. Férmula (6)

43. Na Secgdo 3.10, estabelecemos que uma particula movendo-
se numa reta terd um movimento harménico simples se a me-
dida de sua aceleragio for sempre proporcional 4 medida de
seu deslocamento a partir de um ponto fixo sobre a reta e
se sua aceleragdo e deslocamento tiverem sempre sentidos
opostos. Logo, se em ¢ s a distdncia orientada da particula
até a origem for s cm e v cm/s for a velocidade da particula,
entdo uma equagdo diferencial para o movimento harméni-
co simples sera

dv
— = —k% 7
i Q]
onde k2 é a constante de proporcionalidade e o sinal menos
indica que a aceleragdo tem sentido oposto ao desloca-

mento Comoiiv——ﬂ-ﬂ segue ueﬂ—v—ql
: dr ~ ds ar SERC e T = v

Assim sendo, podemos reescrever (7) como

Fungdes Trigonométricas Inversas e Funcdes Hiperbélicas

dv
V— =

s —k3s ®

(a) Resolva (8) para v, obtendo v = tk+Ja? — s Nota:
Tome a%k?2 como a constante de integragdo que ¢é arbitréria,

.. ds =
e justifique essa escolha. (b) Tomando v = —— na solugdo

dt
da parte (a), obtemos a equagdo diferencial
ds 3 5
= tkJa? - s C)]

dt

Tomando ¢ = 0 no instante em que v = 0 (e portanto
s = a), resolva (9) para obter

s = a cos kt (10)

(c) Mostre que o maior valor de |s| é a. O nimero a ¢ cha-
mado de amplitude do movimento. (d) A particula ir4 osci-
lar entre os pontos onde s = aes = —a. Se T's for o tempo
necessario para a particula ir de @ até —a e voltar, mostre
que T = 2n/k. O nimero T é chamado de periodo do mo-
vimento.
Uma particula move-se em linha reta de acordo com a equa-
¢30 do movimento s = 5 — 10 sen? 2¢, onde s cm ¢ a dis-
tancia orientada da particula até a origem no tempo ¢ s. Use
o resultado da parte (b) do Exercicio 43 para mostrar que
o movimento € harménico simples. Ache a amplitude e o pe-
riodo desse movimento.
45. Prove que o movimento do Exercicio 44 é harmdnico sim-
ples, mostrando que a equagdo diferencial (7) é satisfeita.

44

by

Nos Exercicios de 46 a 48, prove a formula, mostrando que a
derivada do segundo membro € igual ao integrando.

fd
46. | =4 _ —cos 'u+C

J V1 —u?

Essa formula é equivalente a férmula (1)? Por qué?
[ du

47. JT3e" —cotg™lu + C
Essa férmula é equivalente a férmula (2)? Por qué?
[ du

48. | ———= —cosec™'u + C

J H\/ul—l

Essa férmula é equivalente 3 férmula (3)? Por qué?

8.4 AS FUNGOES
HIPERBOLICAS

Certas combinagdes de e* e e~* aparecem tdo freqiientemente nas aplicacbes
de Matemadtica que receberam nomes especiais. Duas delas sdo as fungées seno
e co-seno hiperbdlicos. No fim desta sec¢do mostraremos que os valores fun-
cionais delas estdo relacionados as coordenadas de pontos sobre uma hipérbole
equilatera de uma forma similar aquela em que as fungdes trigonométricas es-
téo relacionadas com pontos sobre uma circunferéncia. A seguir temos as defi-
ni¢cdes das fungbes seno e co-seno hiperbélicos.



8.4.1 DEFINICAQ

8.4.2 DEFINICAO

_ N W A
|

-4

y = senh x
FIGURA 1

8.4.3 TEOREMA

Now oA
I

T
-2-101 1 2
y = cosh x

FIGURA 2
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A fungﬁo seno hiperbélico é definida por

ex — e—X

h _
senn x 2

O dominio e a imagem sdo o conjurto de todos os nimeros reais.

A fungiio co-seno hiperbélico é definida por
ex + e~

cosh x = . >

O dominio € o conjunto de todos os nliimeros reais e a imagem é o conjunto
de todos os nimeros no intervalo {1, + ).

Como

senh(—x) = & — cosh(—x) =%
_ _e"—e"‘ = cosh x
- 2
= —senh x

o seno hiperbdlico ¢ uma fungdo impar e o co-seno hiperboélico é uma fungéo par.

As férmulas das derivadas das fungdes seno e co-seno hiperbolicos sdo obti-
das aplicando as Defini¢Ges 8.4.1 e 8.4.2 e derivando as expressdes envolvendo
fun¢Ges exponenciais. Assim

D (senhx) = D, (%) D (cosh x} = D, <ge—>

2
B S+ e~ e — e~ %
2 )
= cosh x = senh x

Dessas formulas ¢ da regra da cadeia temos o teorema a seguir.

Se u for uma func¢do derivdvel de x,
D, (senh ) = cosh u Du
D, (cosh u) = senh u Dxu'

Como D, (senh x) > 0 para todo x, a fun¢do seno hiperbdlico é crescente
em todo o seu dominio. Com essa informag¢do, com o conhecimento de que ela
€ uma func¢do impar e com alguns valores obtidos da tabela de fun¢des hiperbé-
licas no apéndice, tragamos o grafico da fun¢do seno hiperboélico da Figura 1.

A fungdo co-seno hiperbélico é decrescente no intervalo (— oo, 0] pois
D, (cosh x) < 0sex < 0 e é crescente no intervalo [0, + o) pois D, (cosh x) > 0
se x > 0. Além disso, o co-seno hiperbdlico é uma fungdo par. Com estas in-
formagdes e com alguns valores do cosh x encontrados com uma calculadora,
tragcamos o grafico da fun¢do co-seno hiperbolico da Figura 2.
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8.4.4 DEFINICAO

Yy
1 4 1 1 S N N
—4—3—2-1 O1 2 3 4
— ~ ———y=_—i
= tgh x
FIGURA 3

Fungdes Trigonométricas Inversas e Fungdes Hiperbélicas

As quatro fungdes hiperbdlicas remanescentes sdo definidas em termos das
fungdes seno e co-seno hiperboélicos. Observe que elas satisfazem identidades
semelhantes aquelas satisfeitas pelas fungdes trigonométricas.

As fungdes tangente, co-tangente, secante ¢ co-secante hiperbélicas sdo defini-
das da seguinte forma: :

senh x
tghx = ——— 1
g1 x cosh x ®
" cosh x
tgh x = ——— 2
coteh X senh x @
1
~sechx = ——— 3)
cosh x
1
cosech x = ——— 4
senh x

As fungdes hiperbdlicas da Defini¢do 8.4.4 podem ser expressas em termos
das fungdes exponenciais, usando as Defini¢des 8.4.1 e 8.4.2. Temos

ex — e* ex + e~
tghx =_"___ ~ cotghx =~
ex + e * ex — e~
2 p)
sech x = ————— cosech x = ———
eX + e—x ex — e—X

Um esbogo do grafico da fungdo tangente hiperbdlica esta na Figura 3. Note
que das Figuras 1, 2 e 3 podemos concluir que essas fungdes, ao contrario das
func¢des trigonométricas correspondentes, nao sdo periédicas.

Existem identidades satisfeitas pelas fungdes hiperbdlicas que sdo similares
aquelas satisfeitas pelas fungdes trigonométricas. Quatro delas foram dadas na
Definig¢do 8.4.4. As outras quatro identidades fundamentais sdo as seguintes:

tgh x = @ ®)

cosh? x — senh?x = 1 ' 6)
I — tgh? x = sech?x (7

1 — cotgh? x = —cosech? x 8)

A identidade (5) segue imediatamente de (1) e (2). A seguir estd a demonstra-
¢do de (6).

X -x\2 X -x\2
2, 1 _(E e\ _(e—e”
cosh® x — senh? x ( 5 2

=3 4+ 2% + 7% — e2* 4 2e° — 7%
4
1

A identidade (7) pode ser demonstrada usando as férmulas de tgh x e sech x
em termos de e* € e ~* como na prova acima, ou entdo uma demonstragdo al-
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ternativa pode ser feita usando outras identidades, como:

senh? x

l —tgh2x =1 -
g x cosh? x

cosh? x — senh? x
cosh? x .

1
cosh? x

= sech? x

A demonstragdo de (8) serd deixada como exercicio (veja o Exercicio 1). A
partir das oito identidades fundamentais, podemos provar outras. Algumas de-
las estdo nos exercicios. Outras identidades, tais como as fun¢des hiperbdlicas
da soma e da diferenca de dois nimeros e as fung¢des hiperbdlicas do dobro e
da metade de um nimero, sdo similares as identidades trigonométricas corres-
pondentes. As vezes é muito 1itil o emprego das seguintes relagées que decor-
rem das Definigdes 8.4.1 ¢ 8.4.2.

cosh x + senh x = e~ )]

cosh x — senhx = e~ (10)

Elas sdo usadas na demonstragio da seguinte identidade:

senh (x + y) = senh x cosh y' + cosh x séﬁh y (11

Da Definigao 8.4.1
ex+ty — e-k+y

2

senh (x + »)

e*er — e e~V
2
Aplicando (9) e (10) ao segundo membro da igualdade acima, obtemos

senh (x + y) = Sl(cosh x + senh x) (cosh y + senh y) — (cosh x — senh x) (cosh y — senh y)]

Efetuando os calculos do segundo membro da igualdade acima e combinando
os termos obteremos a identidade (11).
Da mesma forma podemos provar

cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y (12)
Sé emr(ll)re (12) y for substituido por x, iremos obter as férmulas

_ senh 2x = 2 senh x cosh x (13)
cosh 2x = cosh? x + senh? x 14)

A férmula (14), combinada com a identidade (6), da duas férmulas alternati-
vas para cosh 2x, que sao

cosh 2x = 2senh? x + 1 (15)
cosh 2x = 2 cosh?x — 1 16)
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Resolvendo (15) e (16) em senh x e cosh x, respectivamente, e substituindo
X por -x, iremos obter

cosh x — 1
— sex 20
X 2
senh— = 17
2 cosh x — 1
Y sex <0

x cosh x + 1
he= [ 277 18
cosh 3 5 (18)

Nao temos um simbolo * no segundo membro de (18) pois a imagem da fun-
¢ao co-seno hiperbdlico € [1, + «). Os detalhes das demonstragdes de (12) até
(18) serdo deixados como exercicios (veja os Exercicios 2, 4 ¢ 5).

Para encontrar a derivada da fun¢do tangente hiperbdlica usamos algumas
das identidades.

Dx (tgh x) — Dx (ﬂi‘)
cosh x

cosh? x — senh? x

cosh? x
1
" cosh? x
= sech? x

As formulas de derivagdo das fungdes hiperbdlicas remanescentes sdo as seguintes:
D, (cotgh x) = —cosech? x; D, (sech x) = — sech x tgh x; D, (cosech x) =
= — cosech x cotgh x. As demonstrac¢des serdo deixadas como exercicios (veja
os Exercicios 15 e 16).

Dessas formulas e da regra da cadeia temos o teorema a seguir.

8.4.5 TEOREMA | Se u for uma fungdo de x derivével,
D, (tgh ) = sech? uD.u
D, (cotgh u)
D, (sech u)
D, (cosech u)

—cosech? uDu

—sech u tgh uD.u

—cosech u cotgh uDu

Observe que todas as formulas das derivadas das fungoes hiperbdlicas seno,
co-seno e tangente tém um sinal mais, enquanto que as derivadas da co-tangente,
secante e co-secante hiperboélicas todas tém um sinal menos. Esta ¢ a tnica dife-
renca entre as férmulas de derivagdo das fungdes hiperbodlicas e trigonométricas.

EXEMPLO 1 Ache a4y sendo
dx

y =tgh(1 - x?
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Solucdo

@
dx

sech2(1 — x?) - D(1 — x?)

= —2xsech? (1 — x?)

EXEMPLO 2 Ache f’(x) sendo
f(x) = In senh x

Solucao
‘x) = - cosh
S senh x cosh x
_ cosh x
senh x
= cotgh x

As férmulas de integracdo indefinida do préximo teorema decorrem das for-
mulas de derivacdo dos Teoremas 8.4.3 e 8.4.5.

8.4.6 TEOREVA | ‘S':sénh udu = cosh u + c
Scoshudu = senh u + C
S ;éch2 u du = Vt‘gh u + .C
S cosecl:h2 udu = —cotgu + C
S sech w'tgh u du = :-—sech u +C . -

S cosech u cotgh u du = cosechu + C

Os métodos usados para integrar as fungdes hiperbolicas sdo similares aque-
les usados para fungdes trigonométricas. Os exemplos a seguir ilustram o método.

EXEMPLO 3 Calcule
S senh x cosh? x dx
Solugao
S senh x cosh? x dx = S cosh? x (senh x dx)

= gycosh’x + C
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EXEMPLO 4 Calcule
S tgh? x dx

Solugdo

S tgh? x dx S (1 — sech? x) dx

S dx — g sech? x dx

=x-tghx + C

Catendria ¢ a curva formada por um cabo flexivel com densidade uniforme,
pendurado entre dois pontos, sob a a¢do de seu proprio peso. Alguns cabos
de suspensdo de pontes e fios de telefone presos a dois postes apresentam essa
forma. Se o ponto mais baixo da catenaria for (0, @), podemos mostrar que
- a equagdo dela é

N
0 Yy = a cosh <%> a>0 (19)

¥ = a cosh ) a>0

FIGURA 4 Um esbogo da catendria estd na Figura 4.

EXEMPLO 5 Ache o comprimento do arco da catenaria definida por (19) en-
tre os pontos (0, a) e (x,, y,), onde x, > 0.

Solugdo Se

f(x) = acosh (i> entdo f(x)=a senh(i) : <l>
a a a
= senh<i>
a

Do Teorema 6.3.3, se o comprimento do arco dado for L unidades,

L= [ T+ dx
= B I+ sen‘h2<i> dx
Jo a
i X
= | cosh? <—> dx  (de (6)
Jo a .
rfx, X) dx ( . <x> >
— | dx pois cosh l 21

~

JO
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Na Seccio 1.6 as fungdes seno e co-seno foram definidas como as coordena-
das de um ponto na circunferéncia de circulo unitario

X2+ y? =1

Lembre-se da Defini¢do 1.6.2 que se ¢ for a medida em radianos do angulo en-
tre o eixo x € a reta que passa pela origem e pelo ponto D(x, y) na circunferén-
cia de circulo unitario entdo

sent =y cost = x

Veja a Figura 5. Substituindo os valores de x e y na equacéo da circunferéncia
de circulo unitdrio, iremos obter a identidade

cos*t + sen?t = 1
Na Sec¢do 10.3 sera mostrado que a curva
x2 — yr =1

¢ uma hipérbole equildtera, chamada de hipérbole unitaria. Veja a Figura 6.
Se ¢ for um numero real qualquer, entdo o ponto (cosh ¢, senh #) estard sobre
essa hipérbole pois

cosh?t — senh? ¢ = 1

Observe que como cosh 7 nunca é menor do que 1, todos os pontos (cosh 2, senh ?)
estdo no ramo direito da hipérbole.

Vamos mostrar agora como as areas sombreadas das Figuras 5 e 6 estdo rela-
cionadas. Como a area de um setor circular de raio  unidades e dngulo central
com medida # rad é dada por 4r% unidades de 4rea, a drea do setor circular
da Figura 5 serd 4 unidades de drea, pois r = 1. O setor AOP da Figura 6 ¢
a regido limitada pelo eixo x, pela reta OP e pelo arco AP da hipérbole unita-
ria. Se A4, unidades de 4rea for a area do setor AOP, A, unidades de drea for
a 4rea do tridngulo OBP e A, unidades de 4rea for a 4rea da regido ABP,
teremos:

A = A4, - A, (20)
Da férmula para determinar a 4rea do tridngulo obtemos
A, = Jcosh ¢ senh ¢ (1)

Vamos encontrar 4; por integracdo:

A, = S; senh u d(cosh u)
= S; senh? u du
=L So (cosh 2u — 1) du
= 1 senh 2u - -;-u];
Logo,

A, = Lcosh t senh t —

Substituindo essa igualdade e (21) em (20), teremos

A, = L coshtsenh ¢ — (4 cosh ¢ senh ¢ — )

+t
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Assim sendo, tanto o niumero de unidades de irea da 4rea do setor circular
AOP da Figura 5 quanto o nimero de unidades de area da area do setor AOP
da Figura 6 sdo, em cada caso, a metade do valor do pardmetro associado ao
ponto P. Para a circunferéncia de circulo unitério, o pardmetro ¢ é a medida
em radianos do angulo AOP. Para a hipérbole unitaria, ¢ ndo é interpretado
como a medida de um &ngulo; entretanto, algumas vezes o termo radiano hi-
perbdlico é usado para ¢.

Mostramos que os valores funcionais de sen h e cos h tém a mesma relagdo
com a hipérbole unitéaria que os valores funcionais de seno e co-seno tém com
a circunferéncia de circulo unitario. Assim, como seno e co-seno sdo chamados
de fungdes circulares, senh e cosh sio chamados de fun¢des hiperbdlicas.

EXERCIC!OS 8.4

Nos Exercicios de 1 a 10, prove a identidade.

1.1 - cotgh? x = — cosech? x

2. cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y

tghx + tghy

1 + tgh xtghy

4. (a) senh 2x = 2 senh x cosh x; (b) cosh 2x = cosh? x +

J.tgh(x + y) =

+ senh? x;

(c) cosh 2x = 2senh? x + 1; (d) cosh 2x = 2 cosh?x — 1
5. (a) cosh %x = —COSh; + 1 ;

-1

(b) senh +x = * /——COSh ;
6. cosech 2x = - sech x cosech x
7. (a) tgh (—x) = —tgh x; (b) sech (—x) = sech x
8. senh 3x = 3 senh x + 4 senh3 x
9. cosh 3x = 4 cosh® x — 3 cosh x
10. senh? x — senh? y = senh (x + y) senh (x — )

11. Prove: (senh x + cosh x)" = cosh nx + senh nx, se n for
inteiro positivo. (Sugestdo: use a férmula (9).)

12. Prove que a fungéo tangente hiperbolica é impar e que a fun-
¢do secante hiperbdlica é par.

13. Prove: tgh(ln x) = x2 - 1
’ S Toxt+ 1
14, Prove: lrtehx
1 — tghx
1S. Prove: (a) D,(senh x) = cosh x; (b) D,(cotgh x) = — cosech?x.
16. Prove: (a) D, (sech x) = — sech x tgh x;
(b) D, (cosech x) = — cosech x cotgh x.

Nos Exercicios de 17 a 30, ache a derivada da fun¢édo dada.

17. (%) = tgh is’f—l

19. f(») = senh e¥
21. f(w) = sech? 4w

23. f(x) = e* cosh x

25. h() = In(tgh
27. G(x) = sen” l(tgh x?)

18. g(t) = cosh 13

20. f(x) = cotgh (In x)
22. g(x) = In(senh x?3)

24. h(x) = cotgh %
26. F(x) = tg~! (senh x2?)

28. f(x) = In(cotgh 3x — cosech 3x)
29, f(x) = x*vhx; x > Q0

30. g(x) = (cosh x)*
31. Prove: (a) S tgh u du = In|cosh u| + C;

(b) g cotg u du = In|senh u|+ C.
32, Prove: S sechudu = 2tg='e* + C.

33. Prove: S cosech u du = Intgh Ju| + C.

Nos Exercicios de 34 a 43, calcule a integral indefinida.

34. S senh* x cosh x dx 35. § e’ cosh (e) senh (¢') dt

36. S e* cosech? e* dx 37. S M dx

vx

38. S x sech? x2 dx 39. S cotgh? 3x dx

40. Ssech3 xtg h x dx

4 ecosh t .
' S cosech 7 & 43. S tgh x In(cosh x) dx

Nos Exercicios de 44 a 47, calcule a integral definida.

41. S sech? x tgh® x dx

44. S; ?tgh z dz 4s. SL * sech? ¢ dt

46. Sl 1 (cosh x — senh x) dx 47. 52 senh® x cosh x dx

48. Faca um esbogo do grafico da fungio co-tangente hiperbéli-
ca. Ache as equagdes das assintotas.

49. Faca um esbogo do grafico da fungdo secante hiperbdlica.
Ache os extremos relativos da fungdo, os pontos de inflexdo
do gréfico, os intervalos nos quais o grafico é concavo para
cima e para baixo.

50. Prove que a catendria é concava para cima em todo ponto. .

51. Ache a 4rea da regido limitada pela catenaria do Exemplo
5, pelo eixo y, pelo €ixo x € pela reta x = x; onde x; > 0.

52. Ache o volume do sélido de revolugio obtido pela rotagio
da regido do Exercicio 51 em torno do eixo x.
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53. Uma particula move-se ao longo de uma linha reta, de acordo  54. Prove que a fung¢do seno hiperbélico € continua e crescente

com a equacdo de movimento s = e ~“/%(4 senh t + Bcosh ¢), em todo o seu dominio.

onde s cm ¢é a distincia orientada da particula até a origem  55. Prove que a fungdo tangente hiperbélica é continua e cres-
em ¢ s. Se v cm/s ¢ a cm/s? forem a velocidade e a acelera- cente em todo o seu dominio.

¢do, respectivamente, da particula em ¢ s, ache ve a. Mostre  56. Prove que a fun¢do co-seno hiperbélico ¢ continua em todo
também que @ é a soma de dois niimeros, um dos quais é o seu dominio, mas nio é mondtona. Ache os intevalos nos
proporcional a s e o outro proporcional a v. quais a fungdo é crescente e onde € decrescente.

8.5 AS FUNCOES
HIPERBOLICAS INVERSAS
(Suplementar)

8.5.1 DEFINICAO

Y

3——

2._

14

| 1
0 1z
y =coshx,x >0

FIGURA 2

Do grafico da fungdo seno hiperbolico (Figura 1 da Sec¢do 8.4) vemos que uma

reta horizontal intercepta o grafico em um e somente um ponto; logo, a fun¢éo

seno hiperbolico ¢ biunivoca. Além disso, a fung¢do seno hiperbdlico é continua
e crescente em seu dominio (veja o Exercicio 54 nos Exercicios 8.4). Logo, pelo

Teorema 7.1.5, a fun¢do tem uma inversa.

A fungiio inversa do sen'o"hiperb()lico; denotada pof senh-! x, é definida da
seguinte forma: '

= senh-! x se e somente se x = _senh y
y ome .

—2

y =senh™!' x
FIGURA 1

Um esbogo do grifico da fungdo inversa do seno hiperbdlico estd na Figura 1.
Seu dominio é o conjunto R de todos os nimeros reais e sua imagem ¢ também
0 conjunto R.

Segue, da Defini¢do 8.5.1, que

senh (senh~! x) = x e senh~! (senh y) = y

Da Figura 2 na Secciio 8.4 observamos que uma rea horizontal y = k, onde
k > 1, intercepta o grafico da fun¢do co-seno hiperbdlico em dois pontos. Lo-
go, para cada nimero maior do que 1 na imagem dessa func¢io correspondem
dois numeros em seu dominio. Assim, a fun¢io co-seno hiperboélico ndo € biu-
nivoca e nio possui uma inversa. Entretanto, definimos uma fung¢ao F da se-
guinte maneira:

F(x) = coshxparax > 0

O dominio de Fé o intervalo [0, + «) e a imagem de F € o intervalo [1, + o).
Um esbogo do grafico de F esta na Figura 2. A fungéo F € continua e crescente
em seu dominio, assim sendo, pelo Teorema 7.1.5 F tem uma inversa a qual
chamaremos de funcdo inversa do co-seno hiperbdlico.
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8.5.2 DEFINICAO
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y= cosh™! x
FIGURA 3

8.5.3 DEFINICAO
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y=tgh~!x
FIGURA 4

8.5.4 DEFINICAO

Fungdes Trigonométricas Inversas e Funcdes Hiperbélicas

A fungiio inversa do co-seno hiperbélico, denotada por cosh-!, é definida da
seguinte maneira:

¥y = cosh-!' x seesomentese  x =coshyey >0

Um esbogo do gréfico da fungio inversa do co-seno hiperbdlico estd na Figu-
ra 3. O dominio dessa fungdo é o intervalo [1, + «), e a imagem ¢ o intervalo
[0, + ). Da Defini¢do 8.5.2,

cosh (cosh-! x) = x sex 2 1

cosh-! (cosh y) = y sey =20

Da mesma forma que ocorria com a fung¢io seno hiperbélico, uma reta hori-
zontal intercepta os graficos das fungdes tangente, co-tangente e co-secante hi-
perbélicas em um tinico ponto. No caso da fungdo tangente hiperbdlica, isto
pode ser visto na Figura da Sec¢do 8.4.3. Cada uma dessas funcdes é, portanto,
biunivoca e, além disso, elas sdo continuas e monétonas em seu dominio. Des-
sa forma, cada uma tem uma funcio inversa.

A fungiio inversa da tangente hiperbélica, a fun¢io inversa da co-tangente hi-
perbdlica e a funcdo inversa da co-secante hiperbélica, denotadas respectiva-
mente por tgh~!, cotgh-! e cosech-!, sdo definidas da seguinte forma:

y =tgh-1x se e somente se x =tghy .
Yy = cotgh~! x se e somente se Xx = cotgh y
Yy = cosech~! x se € somente se x = cosech y

Um esbogo do gréfico da fun¢do inversa da tangente hiperbélica esta na Fi-
gura 4.

Como sech x = 1/cosh x e a fun¢do co-seno hiperbélico ndo é biunivoca,
segue que a funcdo secante hiperboélica nio ¢é biunivoca. Logo, ela ndo tem uma
inversa. Entretanto, procedendo da mesma forma que fizemos com a funcao
co-seno hiperbdlico, vamos definir uma nova fungio que tenha inversa. Seja
G a fungdo definida por

G(x) = sech x parax = 0

Podemos mostrar que G é continua e mondtona em seu dominio, logo, G tem
uma inversa, que é chamada de funcdo inversa da secante hiperbdlica.

A funcdo inversa da secante hiperbélica, denotada por sech-!, é definida da
seguinte maneira:

y = sech-! x se ¢ somente se x = sechyey > 0

As fungdes inversas hiperbélicas podem ser expressas em termos de logarit-
mos naturais. Isso nido surpreende, pois as fungdes hiperbolicas sdo definidas
em termos da fungdo exponencial e a fun¢do logaritmo natural é a inversa da
fun¢io exponencial.
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A seguir estdo estas expressdes para senh-!, cosh~!, tgh~! e cotgh~!

senh~! x = In(x + /x2 + 1) X um numero real qualquer ¢))
cosh-'x = In(x + x2 - 1) x =1 : (2)
1, 14+ x
tgh-!' x = —In——— <1 3
gh™! x = —In——— | x| 3
1, x+1

cotgh~! x = —2——ln x| > 1 G

-1

Vamos provar (2) e deixar a demonstragio das demais férmulas como exerci-
cios (veja os Exercicios de 1 a 3).

Para provar (a), seja y = cosh~! x, x > 1. Entdo, da Defini¢do 8.5.2, te-
mos que x = cosh y, y > 0. Aplicando a Defini¢do 8.4.2 para cosh y teremos

e +e”
X = y=0

do que obtemos
e —2xe* +1=0 y>0

Resolvendo essa equacdo para e”, teremos

ey_2xi\/4x2—4
_—2——»——

=X+ /x?—1 y=0 &)

Sabemos que y > 0ex > 1. Logoe” > 1. Quandox = 1, x + xr-1=1
ex —Jx2 —1=1. Além disso, quando x > 1, temos 0 < x — 1 < x + 1;
assim \x — 1 < +/x + 1. Logo,

x—1dx =1 <x = 1Jx+ 1

resultando x — 1 < \/x2 = 1. Logo, quandox > 1, x — /x2 — 1 < 1.
Conseqiientemente, podemos desconsiderar o sinal negativo em (5). Como
'y = cosh~! x, temos

cosh ™ x =In(x + /x2 = 1) x>1

que é (2).
EXEMPLO 1 Expresse em termos de logaritmo natural cada um dos valores
funcionais dados. (a) senh~! 2; (b) tgh~! (—%).
Solugdo
(a) De (1), (b) De (3),

1

senh-12 = In@2 + V3 tgh~! (-4) = —ng
5
= +4In 3-2

f
I
=
w
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Para obter a férmula da derivada da fungio inversa do seno hiperbdlico, seja
y = senh~! x, e entdo x = senh y. Assim, como Z—; = cosh y e % éo

, dx
reciproco de —,
dy

dy 1
e AR 6
dx cosh y ©

Da identidade cosh? y — senh? y = 1 obtemos cosh y = /senh?y + 1, on-
de, ao tomarmos a raiz quadrada, desconsideramos o sinal negativo pois
cosh y > 1. Logo, como x = senh y, cosh y = /x?2 + 1. Substituindo esse
valor de cosh y em (6), obtemos

1
Vx2+1
Essa formula também pode ser obtida a partir de (1), da seguinte forma:

D,(senh-! x) = D In(x + +/x% + 1)

D, (senh-! x) =

[T S

_ JxE+1

TN
x2+1+x

VX2 4+ 1(x +/x2+ 1)
_ 1
Vx4
As férmulas para as derivadas das outras cinco fungdes hiperbdélicas inversas

530 obtidas de forma andloga a que foi empregada para a derivada da fungio
inversa do seno hiperbolico. Serdo propostos exercicios para a sua obtengio (veja
os Exercicios de 4 até 8). Dessas férmulas e da regra da cadeia segue o préximo
teorema.

Se u for uma funcao de x derivavel,

1
DJsenh~! ) = ———— Du @)
Vur + 1
D (cosh-! u) = 1 Du u>1 8)
ur — 1
1
D,(tgh~' u) = T 7 D lul <1 ®
Dyeotgh!u) = ——Du |u| > 1 10
1 ‘
Dfsech ' uy) = ~———— D.u O<uxl (11)
uJ1 — u? '
D,(cosech~! u) = 1

u = 0 (12)
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EXEMPLO 2 Ache f’(x) sendo
Sf(x) = tgh~! (cos 2x)
Solucédo De (9)
S = m (-2 sen 2x)
_ —2 sen 2x
sen? 2x
=2
© sen 2x
= —2 cosec 2x
EXEMPLO 3 Comprove que D (x cosh™! x — \/ﬁ ) =cosh™! x.
Solugdo

D (xcosh™!x —/x? —1)=cosh™! x

+x 1 X
xP—1 X2 -1

=cosh™! x

A principal aplicagdo das fungGes hiperbdlicas inversas € na integracdo. Tal
topico sera objeto da Sec¢ao Suplementar 9.8.

EXERCICIOS 8.5.
Nos Exercicios de 1 a 8, prove a formula indicada desta Secgdo.

1. Férmula (1)
4. Formula (8)
7. Formula (11)

2. Férmula-(3)
5. Férmula (9)
8. Férmula (12)

3. Férmula (4)
6. Féormula (10)

Nos Exercicios de 9 a 10, expresse a quantidade dada em termos
do logaritmo natural.

9. (a) senh~! 4 (b) tgh~! +
10. (a) cosh~! 3; (b) cotgh~! (-2)

Nos Exercicios de 11 a 28, encontre a derivada da fun¢do dada.

11. f(x) = senh~! x? 12. G(x) = cosh~! +x
13. F() = tgh~' dx 14. h(w) = tgh~! w3

15. a(x) = cotgh~! (3x + 1)  16. f(r) = cosech™! +r2

17. f(x) = x? cosh~! x? 18. h(¥) = (sech~! x)?
19. f(x) = senh~! (ig x) 20. g(x) = tgh~! (sen 3x)
21. A(x) = cosh~! (cosec x) 22. F(x) = -cotgh~! (cosh x)

23. f(z) = (cotgh~! z%)} 24. f(t) = senh~! e¥

25. g(x) = tgh~! (cos e¥) 26. h(x) = cosh™! (In x)
27.G(x) = xsenh~! x — /1 + x2

28. H(x) = Inv/x* + 1 — xtgh~'x

Nos Exercicios de 29 a 31, faca um esbogo do grdfico da funcdo
indicada.

29. A fungdo inversa da co-tangente hiperbdlica.
30. A fungdo inversa da secante hiperbdlica.
31. A fungdo inversa da co-secante hiperbdlica.

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 8

1. Dado x = sen~! + e y = cos™!(—+%), ache o valor exato
de cada uma das seguintes fun¢des: (a) cos x; (b) sen y;
(© tg x; (d) tg y.

2. Dado x = cos™! o e y = tg~! (—3), ache o valor exato
de cada uma das seguintes fungdes: (a) sen x; (b) sen y; (c)
cos y; (d) tg x.

Nos exercicios 3 e 4 ache o valor exato da quantidade dada.

3. (a) sen [2 cos~! (—{—i)];

(b) tg [cos~! + + sen~! (=3}
4. (@) tg 2 sen~! (- &);

() cos [tg™! ¥+ - sen~! (-]
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Nos Exercicios de 5 a 16, ache a derivada da fungdo dada.

5.1x) = tg~' 2* 6. g(¥) = x?sen~!2x
7. F(x) = senh’? 2x 8. h(x) = e*(cosh x + senh x)
-3
9. = sec™! Jx7 + 1 . =gt (X2
SJ(x) = sec x 10. G(w) <3w n l)

11. g(x) = sen~! (tgh V%)
13. A(x) = cosech? e
15. f(x) = (cosh x)'/*

12. f(x) = sech (tg 3x)
14. g(x) = cos~! (tgh 2x)
16. f(x) = sec™! (cosh x)

Nos Exercicios 17 e 18, faca um esbogo do grdfico da fungdo
dada.
17. f(x) = 18. f(x) =

2 tgh 4x 4 sen-!3x

Nos Exercicios 19 e 20 ache dy/dx por derivagdo implicita.

o X 2
19.cotg™' — + xy* = 0

-1 —
3y 20.tg7'(x + 3y) = Iny

Nos Exercicios de 21 a 28, calcule a integral indefinida.

3x dx

21. S XX 22. S x cotgh Lx2 dx
J1 - x* &
23. g tgh? 3x dx 24, S
J7 + 5x — 2x?
dt

25'Szt2+3z+5 2659e’+ey
27.5 dx 28 S cosh ¢ dt

e” — 8 / senh ¢

Nos Exercicios de 29 a 32, calcule a integral definida.

2t + 2)dt 2 a0
. [P 30. | sech? 4x ax
@x + 6) dx

1 1
31. SO VT ¥ cosh y dy 32. L P =

33. Num circuito elétrico, a forga eletromotriz é x volts em ¢ s,
onde E = 20 cos 120x¢. (a) Resolva a equagdo em ¢. Use a
equagdo da parte (a) para achar o menor valor positivo de
t para o qual a for¢a eletromotriz é (b) 10 volts; (c) 5 volts
(d) —10 volts; (e) —5 volts.

34. Um peso é suspenso por uma mola e vibra verticalmente de
acordo com a equagdo y = 4sen 27 (f + %), ondeycméa
distancia orientada do peso, a partir de sua posi¢do de equi-
librio ¢ s ap6s comegar 0 movimento e a diregdo positiva é
para cima. (a) Resolva a equagdo em f. Use a equacido da
parte (a) para determinar o menor valor positivo de ¢ para
o qual o deslocamento do peso em relagdo & sua posigio de
equilibrio é (b) 2 cm e (¢) 3 cm.

x2 + 1

2x
36. Prove: (a) XE’Pm cotgh x = 1; (b) xglllw cosech x = 0.

9/\/9 - x2,

35. Mostre que cosh (In x) =

37. Ache a 4rea da regido limitada pela curva y =
pelos eixos coordenados e pela reta x = 24/2.

Fungdes Trigonométricas Inversas e Fungdes Hiperbélicas

38. Ache o comprimento da catenéria y = cosh x de (In 2, %)
até (In 3, 3).

39. Ache o volume do sélido de revolugdo gerado pela rotagdo
da regido limitada pela curva y = +fsenh x, pelo ¢ixo x e pe-
las retas x = 0 e x = In 2, em torno do eixo x.

40. A gudermaniana, assim chamada em homenagem ao matemaético
alem3o Christoph Gudermann (1798-1852), é a fungdo definida
por gd x = tg~! (senh x). Mostre que D (gd x) = sech x.

41. Um holofote estd a 4 km de uma estrada reta e mantém sua

luz focalizada em um automével que estd viajando a uma

velocidade escalar constante de 60 km/h. Ache a taxa segundo

a qual o feixe de luz est4d mudando de dire¢do (a) quando

0 carro estd no ponto da estrada mais perto do holofote ¢

(b) quando o carro estd a % km desse ponto.

Um quadro com 150 ¢m é colocado numa parede com sua

base a 210 ¢cm do nivel dos olhos de um observador. Se o

observador estd se aproximando da parede com uma veloci-

dade de 90 cm/s, com que velocidade a medida do 4ngulo
segundo o qual o observador vé o quadro estard variando
quando o observador estiver a 3 m da parede?

Um avido est4 voando a uma velocidade de 300 km/h, a uma

altitude de 4 km. Se um observador est4 no chio, ache a ta-

xa de variagdo no tempo da medida do angulo de elevagdo
do avido em relagdo ao observador, quando ele estd sobre
um ponto do solo a 2 km do observador.

44, Um helicOptero deixa o solo num ponto a 250 m de um ob-
servador e sobe verticalmente a 7,5 m/s. Ache a taxa de va-
riagdo no tempo da medida do angulo de elevagdo do heli-
coptero quando ele estiver a 180 m do solo.

45. Dois pontos, A ¢ B, sdo diametralmente opostos nas praias
de um lago circular com 1 km de didmetro. Uma pessoa de-
seja ir do ponto A ao ponto B. Ela pode remar a uma veloci-
dade de 14 km/h e andar a uma velocidade de 5 km/h.
Ache qual o menor tempo gasto para ir de A até B.

46. Resolva o Exercicio 45 caso a pessoa possa remar ¢ andar
com as velocidades de 2 ¢ 4 km/h, respectivamente.

42

43

Os Exercicios de 47 a 55 pertencem a Sec¢do Supementar 8.5.
Nos Exercicios 47 e 48, expresse as quantidades dadas em ter-
mos do logaritmo natural.

47. cosh™! 2 48. tgh~! +

Nos Exercicios de 49 a 52, ache a derivada da funcdo dada.

49, h(w) = w2 sénh~! 2w
50. f(x) = tgh~! (sen /%)

51. f(x) = sech~! e~%x
52.g() = cosh~! t? + 1

53. O grafico da equagdo
— =1 - /a2 — y2

¢ chamado de tratroz. Prove que a inclinagdo da curva em
qualquer ponto (x, y) é —y/Ja? — y2.

x = a senh™!
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O valor exato de uma integral definida pode ser calculado pelo segundo teore- ! 7
1
{
1
i
l
i
{

. 1
ma fundamental do Calculo, contanto que uma antiderivada (ou integral inde-
Z finida) do integrando possa ser encontrada. Alguns métodos para avaliar inte-
{  grais indefinidas ja foram dados, € outros serdo apresentados neste capitulo.
3 Na Seccdo 9.1, discutimos as técnicas de integra¢do amplamente usadas, cha-
i madas de integracdo por partes, baseadas na férmula para a derivada de um
! produto. As duas secgdes seguintes dizem respeito as integrais de poténcias das
! funcdes trigonométricas. Integrandos envolvendo poténcias do seno e do co-
' seno aparecem na Seccdo 9.2 e aqueles contendo poténcias das outras quatro
‘ funcdes trigonométricas aparecem na Sec¢do 9.3. Substituicdes trigonomeétricas
@ : | sdo aplicadas na Sec¢do 9.4 para simplificar integrandos envolvendo Jar — x?,
i

- L e i M —-——_ LAY S
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NJa? + x2e~fx2 — a?. As fragdes parciais sdo usadas para integrar fungdes ra-
cionais nas Secgbes 9.5 e 9.6. Mais substitui¢des para avaliar integrais indefini-
das sdo dadas na Sec¢do 9.7. Os integrandos naquela sec¢do envolvem potén-
cias fraciondrias de uma variavel ou sdo poténcias racionais do seno e do co-
seno. Na Sec¢do Suplementar 9.8 as fung¢des hiperbdlicas inversas sdo aplica-
das na integragdo para dar novas formas de resultados obtidos anteriormente
através de outros métodos.

As vezes pode ser preferivel fazer uso de uma tabela de integrais, em vez
de efetuar uma integra¢do complicada. Uma pequena tabela de integrais pode
ser encontrada ao final deste volume e a Sec¢do A.1 no apéndice da instrugdes de
como usa-la. Algumas vezes é necessario empregar técnicas de integragdo para
expressar o integrando na forma em que ele aparece na tabela. Assim sendo,
vocé devera adquirir a capacidade de reconhecer qual a técnica a ser empregada
numa dada integral. Além disso, é importante desenvolver habilidades de cdl-
culo em todos os ramos da Matematica e os exercicios deste capitulo sdo uma
boa oportunidade de treino. Por essas razdes aconselhamos o uso das tabelas
de integrais somente depois que vocé dominar a integragao.

Na pratica, ndo é sempre possivel calcular uma integral definida através do
célculo de uma integral indefinida. Isto é, podemos ter uma integral definida
que exista, mas o integrando ndo tem uma antiderivada que possa ser expressa
em termos das fung¢des elementares. Um exemplo de tal integral definida ¢

12 _
f e Y dt

0

Uma calculadora programavel ou um computador utilizando os métodos nu-
méricos discutidos na Secgdo 5.10 podem ser usados para aproximar o valor
dessa integral definida. Outro procedimento é dado no Exemplo 2 da Sec¢édo
13.3, onde uma série infinita é usada.

As férmulas de integragdo indefinida que foram dadas nos capitulos anterio-
res e que sdo usadas com maior freqiiéncia sdo dadas abaixo e foram numera-
das para referéncias posteriores.

L fdu=u+c
2 fa du=au+ C onde @ é uma constante qualquer
3 (1) + g6 du = [ () du + [ g(u) du
un+1
4.fudu=n+1+C n# —1

5. Jd—u=1n}u|+C
u

a + C ondea > 0ea # 1

6. fa*du=—
7. feldu=e+ C

8. fsenuduz —cosu + C
9. fcosudu

10. fseczudu =tgu + C

senu + C

11. fcosecz udu = - cotgu + C
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12. fsecutgudu =secu + C

13. fcosec ucotgudu = —cosecu + C
14, ftgudu = In|sec u| + C

15. fcotgudu = In|sen u| + C

1

=5

. fsecudu = Infsec u + tg ul + C

17. fcosec u du = In|cosec u — cotg u| + C

~

18. i——— = sen~! M + C ondea > 0
a2 — u2 a
19. du = itg-‘l L ic ondea # 0
J a + u? a a
[ a1 u
20. ] T\/—__ﬂ = 2 sec a + C ondea > 0

21. fsenh udu = coshu + C

22, fcosh udu =senhu + C

23. fsechz udu =tghu + C

24, fcosechz udu = —cotghu + C
25. fsech utghudu = —sechu + C

26. fcosech ucotgh udu = —cosechu + C

9.1 INTEGRACAO POR PARTES  Da férmula da derivada do produto de duas fungdes obtemos um método de
integracdo muito util chamado integracdo por partes. Se f e g forem funcgdes
diferenciaveis, entdo

D.[f(x)g(x)] = f(x)g'(x) + g(x)f'(x)
< f(¥g'(x) = D[ /(X)g(x)] — g(x)f"(x)

Integrando ambos os membros, iremos obter

J709 () dx = [ D190 dx ~ [ g0x)£'00) dx

[reag @ dx = 900 - | gorco ax W

Chamaremos (1) de férmula de integraciio por partes. Para propdsitos de cél-
culo existe uma maneira mais conveniente de escrever essa férmula, tomando

u=f(x) e v=gx)
Entdo

du=f'(x)dx e dv=g(x)dx
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assim sendo, (1) torna-se

Sudv=uv—§vdu 9))

Essa férmula expressa a integral S u dv em termos de uma outra integral,
g v du. Escolhendo adequadamente u e dv, pode ser mais facil calcular a

segunda integral do que a primeira. Quando escolhemos as substitui¢des para
u ¢ dv, em geral pretendemos que dv seja o fator do integrando mais complica-
do que se possa integrar diretamente, e que « seja uma fungdo cuja derivada
seja uma func¢do mais simples. A seguir estdo exemplos e ilustra¢gdes mostrando
o método.

» ILUSTRACAO 1 Queremos calcular

fx In x dx

Para determinar quais as substitui¢des para u e dv, devemos ter em mente
que para encontrar v precisamos saber integrar dv. Isso sugere que dv = x dx
¢ u = In x. Entao,

2
X dx
v=—+C;, e du=—
2 x

Da férmula (2)

x2 x2 dx
fxlnxdx=lnx<7+C1>—J(2 +C>x

2 : 1
:%]nx+C1lnx—ijxdx—c1 dx

2

x—]nx+C lnx—%—Cllnx+C2

2
=4x’Inx —ix2+ C, |

Na Ilustracdo 1, observe que a primeira constante de integracdo C, ndo apa-
rece na resposta final. C, foi usada somente para mostrar que todas as escolhas

de v da forma + x? + C, produzem o mesmo resultado para g X In x dx.

Essa situagdo vale em geral e provamos isso da seguinte forma: escrevendo
v + C, na férmula (2), teremos

Sudv uv + C) - S(v+C,)du

uv+C,u—Svdu—ClSdu

uv + Cu — Svdu— Cu

uv — §vdu

Assim sendo, é desnecessario escrever C, quando calcularmos v a partir de
dv.



9.1 Integracdo por Partes 533

» ILUSTRAGAO 2 A resposta na Ilustracdo 1 pode ser escrita como
IxX(nx -+ C '

Verificamos esse resultado calculando a derivada de um. produto.

1 1 (1 1\
Dxlizxz(lnxwI):|=§x2(;>+x<lnx—§>

=1x+xlnx—ix
=xlnx - <
» ILUSTRACAO 3 Para calcular
fx3e"2 dx
usamos integragdo por partes com dv = xe*’ dx e u = x2. Entdo
v=1e" e du=2xdx
Da férmula (2)
J.x:’e"z dx = x*(ke*) — f(%exz)Zx dx
= ix2e** — fxe"z dx

it — 4+ C <

EXEMPLO 1 Calcule
fx cos x dx
Solucdo Seja u = x e dv = cos x dx. Entdo

du = dxev = senx

Assim

It

chosxdx X sen x — Ssenxdx

xsenx + cosx + C

» ILUSTRACAO4 No Exemplo 1, se em vez de nossas escolhas de u e dv con-
forme esta acima, tivéssemos tomado

u=cosx e dv=xdx

entao

du = —senxdx e v = 5x?

Assim’
2

1
fxcosxdx=x7cosx+§szsenxdx

A integral do segundo membro é mais complicada do que a que tinhamos inicial-
mente, indicando assim que as escolhas feitas para u € dv ndo sao boas. <«
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Pode acontecer que determinada integral exija repetidas aplicagdes da inte-
gracdo por partes. Isso esta ilustrado no exemplo abaixo.

EXEMPLO 2 Calcule
fxze" dx

Solucao Seja u = x? e dv = e* dx. Entao

du=2xdx e v=¢
Temos, entdo,

fxze" dx = x%e* -2 fxe" dx
Vamos aplicar a integragdo por partes ao segundo membro. Seja ¥ = x e
dv = e~ dx. Entdo,

di=dx e v=e¢€"
Obtemos assim

fxe" dx = xe* — fe" dx

=xe*— 2+ C

Logo

fxze" dx = x*e* — 2(xe* — e* + C)

= x%e* — 2xe* + 2" + C onde C = —2C

A integragdo por partes é freqientemente usada quando o integrando envol-
ve logaritmos, fungdes trigonométricas inversas e produtos de fungdes.

EXEMPLO 3 Calcule

S tg~! x dx
Solucao Seja u = tg-' x e dv = dx. Entao
dx
du = T e v=x
Assim
ftg"xdx=xtg"1x—— x dx
1+ x32

=xtg ' x—1In(1 +x})+C

Uma situac@o que ocorre as vezes quando estamos usando integragdo por par-
tes ¢ mostrada no Exemplo 4.



9.1 Integracdo por Partes 535

EXEMPLO 4 Calcule

S e* sen x dx

Solucéo Seja u = e*e dv = sen x dx. Entdo
du=e*dx e v= —cosx

Logo,
fe"sen.x dx = —e*cos x + fe" cos x dx

A integral do segundo membro € semelhante a primeira integral, exceto que em
vez de sen x temos cos x. Aplicamos a integra¢do por partes novamente, sendo
u = e* e dv = cos x dx. Entdo,

du = e*dx e Vv = senx

Assim,
Se"senxdx = —e*cos x + (exsenx — Se"senxdx>

Agora temos no segundo membro a mesma integral que no primeiro. Assim,
s€ somarmos S e* sen x dx a ambos os membros da igualdade, teremos

2 Se"senxdx = —e*cosx + esenx + 2C
Observe que o segundo membro da igualdade acima tem uma constante arbi-
traria, pois no primeiro membro temos uma integral indefinida. Essa constante
arbitraria foi escrita como 2C; assim, quando dividirmos por 2 os membros da

igualdade, a constante arbitraria na resposta sera C. Assim, temos

S e*sen x dx = te*(senx — cosx) + C

Ao aplicarmos a integrag¢do por partes em uma dada integral, um determina-
do par de escolhas para u e dv pode funcionar, enquanto que outro par pode
falhar. Vimos isso na Ilustracdo 4 € um outro caso ocorre na Ilustragdo 5.

» ILUSTRACAO 5 No Exemplo 4, na etapa em que tinhamos
Se*senxdx = —e*cos x + Se"cosxdx

se calcularmos a integral a direita tomando ¥ = cos x e dv = e* dx, temos
du = —senxdx ¢ v = e*

Assim, iremos obter

Se* sen x dx —e*cos x + <e" cos X + Se* senxdx>

=SeXSenxdx <
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Nos Exercicios 53 e 54 serd pedido que vocé derive as seguintes férmulas,
onde g e n sdo numeros reais nao-nulos.

eau

S e® sen nu du = 2+ {asen nu — ncos nu) + C A3)
eau
S e®™ cos nudu = 2T (@acosnu + nsennu) + C * @)

Integrais da forma daquelas em (3) e (4) s3o freqiientes em problemas envol-
vendo circuitos elétricos como nos Exercicios 55-57, pertencentes 4 Sec¢do Su-
plementar 7.8. '

EXERCICIOS 8.1

1. fxe” dx

Nos Exercicios de 1 a 24, calcule a integral indefinida. 36. Ache o volume do sdlido gerado pela rotacdo da regido do
Exercicio 35 em torno do eixo x.

2. f x €os 2x dx 37. Ache o volume do sélido gerado pela rotacdo da regido do
Exercicio 35 em torno do eixo y.

4. f x 3% dx 38. Ache a 4rea da regido limitada pela curva y = x cosec? x,

3. fxsecxtgxdx
5. [Inxdx

7. f(lnx)zdx

9, fx tg~! x dx

xe*
11. J m dx
13. fsen x In(cos x) dx
15. fe" cos x dx
x3 dx

NI

17.

6. fsen'l w dw

pelo eixo x e pelas retas x = —é—n ex = %ﬂ.
39. Ache a drea da regido limitada pela curva y = 2xe ~*2, pe-

8. fx sec? x dx lo eixo x e pela reta x = 4.
40. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo em torno do
10. f x* In x dx eixo x da regido do Exercicio 39.
41. A densidade linear de uma barra num ponto a x m de um
12. fxz sen 3x dx extremo é 2¢ ~* kg/m. Se a barra tiver 6 m de comprimen-
to, ache a massa e o centro de massa da barra.
14. f sen(ln x) dx 42, Ache o centréide da regido limitada pela curva y = e*, pe-
s .2 los eixos coordenados e pela reta x = 3.
16. f x> e* dx 43. Ache o centroide da regido no primeiro quadrante, limitada
sen2x pelas curvas y = sen x, y = cos x e pelo eixo y.
18, = dx 44. A regifio no primeiro quadrante, limitada pela curva y =

= cos x e pelasretas y = 1 e x = 3, gira em torno da

19. J‘ %2 senh x dx 20. f e* dx da reta x = . Ache o volume do sélido gerado.
J1 — e 45. Um tanque cheio de 4gua tem a forma de um sélido de revolu-
¢do formado quando a regido limitada pela curvay = e %,
cotg~ 'z ~ - A
21 | == Y24, 22. f cos™ ! 2x dx pelos eixos coordenados e pela reta x = 4 gira em torno do
\/; eixo x. Ache o trabalho realizado ao bombear toda a 4gua
_ para a borda do tanque. A distincia é medida em metros.
2. f cos \/; dx u. f g™ \/;dx Tome o eixo x vertical e orientado para baixo.
Nos Exercicios de 25 a 34, calcule a integral definida. -46. Uma particula move-se ao longo de uma reta sendo a distan-
) ) cia da particula a partir da origem em ¢ s igual a s m. Se
25. fo x?3% dx 26. f_l In(x + 2) dx vm/s for a velocidadeem t's,s = Oquando? = 0,ev - s =
n/3 72/2 = t sen ¢, ache s em termos de ¢ e também s quando ¢ = .
27. fo sen 3x cos x dx 28. fo cos \/X dx 47. A fungdo custo marginal ¢ C’ e C’(x) = In x, onde x > 1.
29. f: xe?* dx 30. f fﬂ z? cos 2z dz Ache a fungio custo total se C(x) for o custo total da produ-
T 1 - ¢30 de x unidades e C(1) = 5.
3L fo e’ sen 4x dx 32 fo X sen—" x 'dx 48. Um fabricante descobriu que se 100x unidades de uma mer-
13, J"‘ sec™ !\t dt 4. J‘3"/4 X cotg x cosec x dx cadoria forem produzidas por semana, o custo marginal se-
L 4 ) ra determinado por x2*2, e o rendimento marginal sera de-
35. Ache a 4rea da regifio limitada pela curva y = In x, pelo eixo terminado por 8 - 2 ~*2, onde o custo de producio e o ren-

x e pela reta x = e2,

dimento s3o em milhares. Se os custos fixados semanalmen-
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te chegam a $ 2.000, ache o lucro semanal maximo que po-
der4 ser obtido.
49. (a) Deduza a seguinte férmula, onde r ¢ um nimero real

qualquer.
xr")‘l r+1
X lx————+Cser#—1
fx’lnxdx: r+1 nx (r+1)? r#
: Inxy*+C ser=—1

(b) Use a formula da parte (a) para calcular S x3 In x dx.

50. (a) Deduza a seguinte férmula, onde r e g sdo niimeros reais

quaisquer:
r+1 q
 nxt 4 x(Inx)?" 'dxser # —1
r+1 r+1
fx'(ln xPdx =<
(In x)7*!
—— 4+ Cser=—-1¢ g#—1
q+1
(b) Use a férmula deduzida em (a) para calcular
f x*(In x)? dx
51. (a) Mostre que se m > 2 e m for inteiro,
m-2 -2
fsec"‘ xdx = =5 xtgx m sec™ 2 x dx
m—1 m—1

(b) Use a férmula da parte (a) para calcular S sec® x dx.
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52. (a) Deduza a seguinte férmula, onde 7 é qualquer nimero
real:

fx'e" dx =x"e —r fx’“ le* dx

(b) Use a férmula derivada em (a) para encontrar
f x*e* dx.
53.V Deduza a férmula (3).

54. Deduza a férmula (4).

Os Exercicios de 55 a 57 referem-se @ Sec¢do Suplementar 7.8.

55. Um circuito .elétrico tem uma forga eletromotriz de
10 sen 10 ¢ volts em ¢ s e um resistor de 3 ohms, além de um
indutor de 1 henry ligado em série. Se a corrente for i ampeé-
resemtsei = 0, quando ¢t = 0, encontre (a) { quando
t = 0,1 e (b)iquando t = 3.

56. Um circuito elétrico tem uma forg¢a eletromotriz de
100 sen 200 ¢ volts em # s € um resistor de 10 ohms, além de um
indutor de 0,1 henry ligado em série. (a) Se a corrente for
iampeéresem tsei = 0 quando ¢ = 0, expresse i como uma
funcéo de . (b) D& um valor aproximado de / para valores
maiores de ¢ em termos de fungdes seno e co-seno.

57. Faga o Exercicio 56 se o circuito elétrico tiver uma forca ele-
tromotriz de 120 sen 1207 ¢ volts e um resistor de 100 ohms;
as demais condi¢des sd0 as mesmas.

9.2 INTEGRACAO DE
POTENCIAS DE

SENO E CO-SENO

» ILUSTRACAO 1

Vamos considerar quatro casos de integrais indefinidas envolvendo poténcias
de seno e co-seno, conforme as poténcias sejam pares ou impares.

Caso 1: S sen” u du ou S cos” u du, onde n é um inteiro impar.

fcos3 xdx = jcosz X{cos x dx)

= f(l — sen? x)(cos x dx)

= fcos x dx — fsenz X cos x dx

(M)

Para a segunda integral do lado direito de (1) observe que sendo d(sen x) =

= cos x dx, temos

S sen? x(cos x dx) = + sen’ x + C,

Como a primeira integral do lado direito de (1) é sen x + G,

S cos®’ x dx =

senx — +sen’x + C
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EXEMPLO 1 Calcule
g sen’ x dx
Solugdo

S sen®* x dx = | (sen? x)? sen x dx

(1 — 2 cos?x + cos* x) sen x dx

S

= S (1 — cos? x)? sen x dx
)
J

sen x dx — ZSCOSZXSCledx-i- Scos“xsenxdx

—Ccos x + 2 Scosz x(—sen x dx) — Scos“ x(—sen x dx)

—cosx + +cos*x — Lcos’x + C

Caso 2: S sen” x cos™ x dx, onde pelo menos um dos expoentes é impar.

A solucdo desse caso é semelhante a4 do Caso 1.
> ILUSTRACAO 2

S sen® x cos* x dx = | sen? x cos* x(sen x dx)

S (1 — cos? x) cos* x(sen x dx)
S cos* x sen x dx — S cos® x sen x dx

= —+cosx + +cos’x + C <

Caso 3: S sen" u du e g cos” u du, onde n ¢ um inteiro par.

O método usado no Caso 1 e no Caso 2 ndo funciona neste caso. Usaremos
as seguintes identidades trigonométricas:

1 —cos 2x 5 1 + cos 2x
sen2x=f cos x:——z—

» ILUSTRACAO 3

fsenzxdx=fl%szxdx

=3x—4isen2x + C <

Caso 4: S sen” x cos™ x dx, ambos m e n sdo pares.

A solugdo deste caso é semelhante 4 do Caso 3.
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EXEMPLO 2 Calcule

fsenz x cos* x dx

Solucao

f sen? x cos* x dx

B 1 —cos2x\ /1 + cos 2x zdx
B 2 2

1 1 1. '
fdx + 3 ~[cos 2x dx — 3 Jcos2 2x dx — chos3 2x dx

1
+ —sen2x —

_1
8
L.
8% " 16 8

1J‘1+cos4x

> dx — % j(l — sen?2x) cos 2x dx

____——ngOSZxdx+%Jsen22xcos2xdx

x sen2x send4x sen2x sen’2x

%67 16 e 16 T 4 €
x sen®2x sen 4x
=—+———-——+4+C

16 48 64

EXEMPLO 3 Calcule

f sen* x cos* x dx

Solugdo Se usarmos a identidade sen x cos x = + sen 2Xx, teremos

-
fsen“ x cos* x dx = — | sen* 2x dx

1 (/1 —cos4x)\?
AT

=— dx———fcos4xdx+—- cos? 4x dx

64

x sendx 1 + cos 8x
=——— ——dx

64 128 64 2

_i_M+L+M+C
T 64 128 128 1024

_'ﬂ3i_sen4x+sen8x+c
128 128 1024
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EXEMPLO 4 Ache o centréide da regido no primeiro quadrante, a esquerda
da reta x = 4 e limitada pela curva y = sen x, pelo eixo x e pela reta x = R
Solugao Vamos usar os simbolos A, M,, M,, X e y definidos na Sec¢io 6.4.

A regido e o i-ésimo elemento retangular estao na Figura 1. Prlmelro vamos
calcular a area da regido.

n
lim Y seny; Ax
lHal|=0 i=1

/2
= fo sen x dx

A=

]n/Z
= —CO0S X

0
=1

Aplicamos a Defini¢do 6.4.2 para calcular M, e M,. Para calcular M, usare-

mos integragdo por partes com ¥ = x e dv = sen x dx.
n n
= lim z i[seny]*Ax  M,= lim Y y;seny; Ax
llalj—0 i= llafj—0 i=1
/2 /2
Z%f" sen? x dx =f0 X sen x dx
n/2 n/2
1 (72 —cost = —xcosx]o +f0 cos x dx
—Z'J‘ dx /2
= —X COS X +senx]0
=1 [ —%sen2 ] 2
=3z 2 X = —jncosin +senin
= i[4n] !
=in
y
1~ (y, senvy,) '
(v, sen v, -\sy — senx Logo,
- (y,, 3 seny,) ,7:%' y:,%
o A A
VAN * _1 _
x5 —— X; —1 - 1
Aix L
1 = §n
FIGURA 1

Assim, o centréide esta no ponto (1, +7x).

O proéximo exemplo envolve um outro tipo de integral contendo um produto
de seno e co-seno.

EXEMPLO 5 Calcule

fsen 3x cos 2x dx
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Solucio

sen mx Cos nx =

S sen 3x cos 2x dx

541

Vamos usar a seguinte identidade trigonométrica:

> sen(m — n)x + 5 sen(m + n)x

S 4 sen x + + sen 5x) dx

%S sen x dx + %SsenSxdx

-4 Ccosx — G5 cos 5x + C

EXERCICIOS 9.2

Nos Exercicios de 1 a 24, calcule a integral indefinida.

23

1. fsen“ X cos x dx 2, fsens X cos x dx
3. fcos3 4x sen 4x dx 4. f cos® 4x sen +x dx
5. fsen’ x dx 6. f sen? 3x dx
7. fsen“ zdz 8. fcosf’ x dx
9, fc052 1x dx 10. J‘sen3 x cos® x dx
11. fsenz x cos® x dx 12. fcos6 x dx
13, fsen5 x cos? x dx 14. fsenz 2t cos* 2¢ dt
15. fsen2 3t cos? 3¢ dt 16. f\/msem zdz
17. cos® 3x dx 18. J'sen3 4y cos? +y dy
3fsen 3x
19. fcos 4x cos 3x dx 20. fsen 2x cos 4x dx
S 2L fseu. 3y cos Sy dy 22. fcos tcos 3t dt

X f(sen 3t — sen 20)? dt 24, fsen x sen 3x sen 5x dx

Nos Exercicios de 25 a 32, calcule a integral definida.

25.
27.
29.
31. f:/s sen 3x cos 5x dx

33.

34.

f"n cos® x dx 26. fl sen’® 47t dt
0 0

. 3
fol sen* +7x dx 28. f:/ sen® ¢ cos? ¢ dt

6
fol sen? 7t cos? rtt dt 30. J:q sen 2x cos 4x dx

/2
32. fo sen? 3-x cos? +x dx

Calcule | 2 sen x cos x dx por trés métodos: (a) fazendo

a substituicdo ¥ = sen x; (b) fazendo a substitui¢do ¥ = cos x;
(c) usando a identidade de 2 sen x cos x = sen 2x. Explique
a aparéncia diferente das respostas obtidas em (a), (b) e (c).
Se n for um inteiro positivo qualquer, prove que

* sen? = 1
fo sen* nx dx = 5 nx

3s.

Se n for um inteiro positivo impar, prove que

J: cos"xdx =0

Nos Exercicios de 36 a 38, m e n sd@o inteiros positivos; mostre
que a formula dada é verdadeira.

36.
37.

38.
39.
40.
41.

42.

'43.

44.

45.

46.
47.

0 sem#n

1
f COS nmx cos mnx dx =
-1 1 sem=n

i
f_l cos nnx sen mnx dx = 0

0 sem#n

1
f sen nmx sen mnx dx =
-1 1 sem=n

Ache a drea da regido limitada pela curva y = sen? x e pelo
eixoxdex =0ax = n.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo de um arco da
sendide em torno do eixo x.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagido da regido do
Exercicio 39 em torno do eixo x.

A regido no primeiro quadrante limitada pela curva y = cos x
epelasretas y = 1 e x = 7 gira em torno do eixo x. Ache
o volume do sélido gerado.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido do
Exercicio 39 em torno da reta y = 1.

A regido limitada pelo eixo y e pelas curvas y = sen x e
y = cos x para 0 € x < 4 gira em torno do eixo x. Ache
o volume do sélido de revolugdo gerado.
Ache o centréide da regido de x lax
pela curva y = cos x e pelo eixo x.

Ache o centrdide da regido descrita no Exercicio 44.

Prove
1
jsen" “2udu

se n for um inteiro positivo maior que 1.

< limitada

1 _
fsen" udu= ——sen" ' ucosu +
n
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48. Prove O Exercicio 49 refere-se a Secgcdo Suplementar 6.7.

49. A face de um dique tem a forma de um arco da curva
fcos" wdu=Lcos N usenu + " | cos" 2 u du » = —100 cos 55 mx, x € [—100, 100}, e a superficie da
n n dgua chega até a borda do dique. Ache a forga decorrente

da presséo da dgua na face do dique se a distancia for medi-
se n for um inteiro positivo maior que 1. da em metros.

9.3 INTEGRACAO DE  Vamos lembrar as seguintes férmulas envolvendo tangente, co-tangente, secan-

POTENCIAS DA TANGENTE, te e co-secante:
CO-TANGENTE, SECANTE E
CO-SECANTE ftg u du =ln|secu| + C fcotg udu =In |senu| + C

fsecudu=1n|secu+tg ul + C fcosecudu=ln|cosec u—cotgu|+C
fseczudu=tgu+c fcoseczudu= —-cotgu + C
fsec utgudu=secu+ C fcosec ucotgudu = —cosecu + C

Com essas férmulas e as identidades trigonométricas
1 + tg2u = sectu 1 + cotg?u = cosec? u

podemos calcular integrais da forma

S tg™ usec"udu e S cotg™ u cosec” u du 1)
onde m e n sdo inteiros ndo-negativos.
» ILUSTRACAO 1

(a) S tg2 x dx = S (sec2x — 1) dx (b) S cotg? x dx = S (cosec® x — 1dx

=Sseczxdx—5dx =Scosec2xdx—5dx
=tgx —x + C =——cotgx—x+(<?

Vamos distinguir agora os varios casos das integrais da forma (1).

Caso 1: S tg” u du ou g cotg” u du onde n é um inteiro positivo.

Escrevemos
tg"u = tg" - 2utg?u cotg” u = cotg” ~ 2 u cotg? u
=tg" " 2u(sectu — 1) ' = cotg” ~ 2 u(cosec’ u - 1)

EXEMPLO 1 Calcule

g tg? x dx
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Solugdo

S tg? x dx tg x(secz x — 1) dx

)
J

S tg2x + l_n.]cos x| + C

tg x sec? x dx — Stgxdx

EXEMPLO 2 Calcule
S cotg* 3x dx

Solugéo

S cotg® 3x dx S cotg? 3x(cosec? 3x — 1) dx

S cotg? 3x cosec? 3x dx — S cotg? 3x dx

+(—cotg? 3x) — S (cosec? 3x — 1) dx

— +cotg? 3x + +cotg3x + x + C

Caso 2: S sec” u du ou S cosec” u du, onde n é um inteiro par positivo.
Escrevemos
sec” u = sec” ~2 u sec* u T Ucosec™ w = cosec™ 2 wcosect u
= (tg?u + D" - D2sectu (cotg?u + 1) -2 cosec* u

EXEMPLO 3 Calcule
S cosect, x dx
Solugdo

(cotg? x + 1)? cosec? x dx

S cosec® x dx

S cotg*x cosec2x dx + 2 S cotg?x cosec’x dx + S cosec? x dx

~+cotg x — %cotg’>x — cotgx + C

Caso 3: S sec” u du ou 5 cosec” u du, onde n é um inteiro impar positivo.

Para integrar porténcias impares de secante e co-secante, usaremos integra-
¢do por partes. O procedimento esta ilustrado no exemplo a seguir.

EXEMPLO 4 Calcule
5 sec® x dx

Solucéo Seja u = sec x e dv = sec? x dx. Entdo

du = secxtgxdx e v =tgx
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Logo,

§sec3xdx sec x tg x — Ssecxtg2xdx

gsec3xdx = secxtgx — Ssec x(sec2x — 1) dx

fsec3xdx sec x tg x — gsec3xdx+ gsecxdx

Somando S sec? x dx a ambos 0s membros, obtemos

ZSsec3xdx = sec xtg x + Infsec x + tg x|-+ 2C

Ssec3xdx = ysecxtg x + +In|secx + tg x| + C

Caso 4: Stg”‘ u sec” u du ou S cotg™ u cosec” u du, onde n é um inteiro par

positivo.
Esse caso esta ilustrado pelo exemplo a seguir.

EXEMPLO 5 Calcule

S tg’ x sec* x dx
Solucdo
§ tg’ x sec* x dx = S tg® x(tg? x + 1) sec? x dx
= Stg7xsec2xdx + 5tg5xsec2xdx

= 4tgfx + +tgfx + C

Caso 5: S tg™ u sec” u du ou S cotg™ u cosec” u du, onde m é um inteiro

impar positivo.
O proximo exemplo ilustra esse caso.

EXEMPLO 6 Calcule

S tg® x sec’ x dx

Solugédo

thsxsedxdx = Stg“xsec“xsecxtgxdx

= S (sec? x — 1)? sec® x(sec x tg x dx)
= S sec¥ x(sec xtg x dx) — 2 S sec® x(sec x tg x dx) + S sect x(sec x tg x dx)

= rsec!! x —Zsec® x + +sec’x + C
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Caso 6: E tg™ u sec™ u du ou S cotg™ u cosec™ u du, onde m é um inteiro par

positivo € n € um inteiro impar positivo.
O integrando pode ser expresso em termos de poténcias impares de secante
ou co-secante. Por exemplo,

ftgz x sec® x dx = J‘(sec2 x — 1) sec? x dx

= fsecs xdx — fsec3 x dx

Para calcular cada uma dessas integrais usamos integragdo por partes, confor-
me foi indicado no Caso 3.

EXERCICIOS 9.3
Nos Exercicios de 1 a 30, calcule a integral indefinida.
1. ftgz S5x dx 2. fcotgz 4t dt 3 fx cotg? 2x? dx
4, fe" tg2(e®) dx
7. ftg“ 3xdx

5. f cotg® ¢ dt
8. fcotgs 2x.dx

6. ftg“ x dx
9. fsec‘* x dx
11. fcosec’ x dx 12. fsecs x dx

4,
id. fsec (In x) ix

10. f cosec* x dx
13. fe" tg*(e®) dx
x

15. ftg“ x sec* x dx 16. ftgs x sec® x dx

17. fcotgz 3x cosec® 3x dx 18. f (sec 5x + cosec 5x)? dx

[ dx
19. | (tg 2x + cotg 2x)? d. 20, | ———
f (te g 2)° dx J 1 +cosx
2 -1 [ tg? Jx
21. J S dw n [,
cos?w J . \/;
»
tg' y
23, |tg’3xd 24, | ——d
f g oxax J sec®y Y
r d 4
5 | — = 2. | S2ECX g
J 1+ seciu cotg? x
F cond r s
2. sei X 28, sen6 nx
J tg'x J cos® mx
[ o3 6 [ sec*
29. tg’(In x) sec®(ln x) de 30 sec” w dw
J x JNtgw

Nos Exercicios de 31 a 36, calcule a integral definida.
/12 7/6 4
3L fm 32. (70 3 sec* 2t de
n/3 3
/4 6 tg° x
33. ™, sec® x dx 34, J =2 dx

o Secx
™2 cos* t
35 =g
nja SENG

tg? 4x dx

/4 3
36. f"/ ¢ cotg’ w dw

37. Ache a drea da regido limitada pela curva y = tg? x, pelo
eixo x e pela reta x = + 7.

38. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido limi-
tada pela curva y = 3 cosec? x, pelo eixo x e pelas retas
X = %n ex = %n em torno do eixo x.

39. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regiio limi-
tada pela curva y = sec? x, pelos eixos ¢ pela reta x = %
em torno- do eixo x. '

cosec” x

40. Prove: S cotg x cosec”" x dx = — + C,sen #0.
n
n =1
41, Prove: S tg" x dx = 2 lx - Stg" -2 x dx, se
n -

n for um inteiro positivo maior do due 1.

42. Deduza uma férmula similar aquela do Exercicio 40
para | tg x sec” xdx, se n # 0.

43. Deduza uma férmula similar aquela do Exercicio 41
para S cotg” x dx, se n for um inteiro positivo maior do

que 1.

9.4

INTEGRACAO POR
SUBSTITUICAO
TRIGONOMETRICA

Se o integrando contiver expressdes do tipo \/; - u?, \/az + u?, ou \/u2 - a2,
onde @ > 0, em geral € possivel efetuar a integragdo através de uma substitui-
¢do trigonométrica que levara a uma integral envolvendo fung¢des trigonométri-
cas. Vamos considerar cada forma como um caso separado.

Caso 1: O integrando contém uma expressdo da forma /a2 — u?2, onde a > 0.
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Vamos introduzir uma nova varidvel 8 tomando ¥ = a sen 6, onde

0<0<+n seu>20 ¢ —57<0<0 seu<0

Entdo du = a cos 6 do, e
Ja* —u? = \Ja®> — a* sen? 0
= Ja*(1 — sen20)
= qg./cos? 0
Como —+7 < 6 < 57, cos 8 > 0. Entdo «/cos* § = cos 6, e

Ja* —u*=acos
1

Como sen 8 = u/ae —yn < 0 < 57,

u
6 =sen-! —
a

EXEMPLO 1 Calcule

o=

. X

dx

/
Solugéo Sejax = 3senf,onde0 < < Trsex>0e -4 <O <O0se
x < 0. Entdodx = 3 cos 8 dOe

9 — x2 =49 —9sen26
= 3./cos? @

=3c¢cosf
Logo,
[ /9 — x? 3cos
J de—fgsen20(3c059d6)
= fcotgz 6 de

= J‘(cosec2 6 —1)de
=—cotgd — 6 + C

Como sen § = +xe —47 < 0 < 37, 6 = sen~! 4x. Para encontrar cotg 6,
consulte as Figuras 1 (para x > 0) e 2 (para x- < 0). Observe que em ambos
os casos cotg 8 = /9 — x2?/x. Logo,

[ B

dx = ———~sen—‘i+C
X 3

Caso 2: O integrando contém uma expressao da forma +/a? + u?, onde a > 0
Introduzimos uma nova varidvel 8 fazendo u = a tg 6, onde

0SO<+m seu»0 e -571<0<0 seu<0
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Entdo du = asec2 0 db, e
V@i +u? = Ja> + a2 g2 6
=aJl+1tg26
= a\/sec? 0
Como — 47 < 6 < 47, sec § > 1. Assim fsec? 8 = sec 6, e
Ja& +u? =asect

Comotg 0 = u/ae —+n < 0 < 4=,

0=tg!

ISEURN

EXEMPLO 2 Calcule

f\/xz + 5dx
Solugéo Substituimos x = /5 tg 6, onde 0 < 0 < s se x = 0e
~37 <6 <0sex <0.Entdodx = VSsec’9 df e

IxP+5=/5tg28 + 5

= /5\/sec? 0

=/5sect
Logo,
fx/x2 +5dx = fﬁ_ sec 0(+/5 sec? 6 db)
=5 f sec® 0 dO

Usando o resultado do Exemplo 4 da Sec¢do 9.3, temos
f\/xz +5dx = 3secOtgh + $1In|secOd + tg ] + C

Determinamos sec 6 das Figuras 3 (para x > 0) e 4 (para x < 0), onde
tg & = x/V5. Em ambos os casos vemos que sec 0 = /x* + 5/V5. Logo,

5 YxP+5 x5 WxEP+5  x
VX +Sdx=zF—— =+ In|———+-"=
Jeesin TG F G s

=P+ 5+3x2+5+x—3n/5+C

=3xJx? +54+3In(/x*+5+x) +C,

Observe que substituimos — 3 In V5 + C pela constante arbitraria C,. Além disso,
como +/x* + 5 + x > 0, retiramos as barras de valor absoluto.

+C

Caso 3: O integrando contém uma expressdo da forma «/u? — a2, onde a > 0.
Introduzimos uma nova varidvel fazendo ¥ = a sec 6, onde

0K6<+47m seuz2a e n<0<3n seu< ~a
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Entdo du = asec0tg 8 dfe

Ju? — a? = \Ja? sec? 6 — a?

= Ja*(sec? § — 1)
=a1g? 6

Como0 <8 <trnoum <0<, tgh > 0. Assim,Vig?8 = tg 6, e temos

Jur —a* =atgh

Como sec 8 = u/a e 6 estd em [0, +m) U [x, 37),

. u
0 =sec”! -
a

EXEMPLO 3 Calcule

dx
Jx%/ﬂ
Solucédo Sejax = 3secf,onde0 < 0 < trsex>3emr <6< Fmse
X < —3.Entdodx = 3secOtghdie
Ix2—9=.9sec20—9
=3/tg2 6

=3tg6

Logo,
3secHtg 6 do

dx
jx3,/x2_9—J27sec39-3tg0

=ﬁfcos-29d9

=—;7f(1 + cos 20) d6

+(0 + Lsen26) + C
(0 + senfcos 6) + C

]

Como sec § = +x e 6 estd em (0, +7) U (7, 27), & = sec™' +x. Quando
x> 3,0 < 6 <5, e obtemos sen 8 e cos O da Figura 5. Quando x < -3,
T < @ < 4nm, e obtemos sen 6 e cos 6 da Figura 6. Em ambos os casos

sen 8 = Jx2 — 9/x e cos & = 3/x. Logo

> 1 sec™! - -
x3,/x2_9~54 3 X

1 L X ;
L Lk,
525 37 s T

EXEMPLO 4 Calcule

dx
f Jx2 =25
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+ Solucido Sejax=55ec0,onde0<9<%7zsex>5en<9<%7tse
x < —S5.Entdodx = SsecOtgOdie

JxF =25 = /25 sec? 6 — 25

= 5/tg? 0

X2 =25 =5tg 0

Logo

SsecOtg 0de

dx
J‘\/xZ—ZS_j Stg 0

0]

¥x>S5
FIGURA 7 = fsec 6 do

=In|sec 0 + tg 6] + C

Para encontrar tg 6, consulte a Figura 7 (para x > 5) e a Figura 8 (para
4 x < —5). Em ambos os casos, sec 0 = +xetg § = +x? — 25. Temos,
s / \ ) ) . s g 3

entao,
/x2 _.2.

ln

J' dx

D Jx2 =25 5

—Vxz =25 —x =lInlx + /x> =25|-In5+C
= ln,x + \/x—z_:_2_5| +C,

x< =5
EXEMPLO 5 Calcule

2 dx
p (6 —x?)2

Solucdo Para calcular a integral indefinida S dx/(6 — x**? fazemos a

FIGURA 8

substituicéo X = \/_ sen 6. Nesse caso, podemos restringir 8 ao intervalo

0 < 6 < 4, pois estamos calculando uma integral definida para a qual x>0,

uma vez quexestaem [1, 2]. Assim, x = \/——sene 0<6<gmedx =
\/_ 6 cos 0 df. Além disso,

(6 — x*)** = (6 — 6 sen? §)*/?
= 6\/3(1 — sen? 0)%/2

= 6./6(cos? 6)*?
= 6+/6 cos® 0
Logo,
J f 6 cos 6 do
2)3”'2 6/6 cos® 0
1

=8Jc0520

= é jsecz 0do

=itgf + C
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Encontramos tg 6 da Figura 9, na qual sen § = x/V6 e 0 < 0 +n. Assim,

tg 6 = x/\/6 — x?, e portanto
[ dx X

I N

Logo,

+C

o2 dx X 2
CJ1 (6= x2)32 B 66 — x":Il

30
FIGURA 9
EXERCICIOS 9.4
Nos Exercicios de 1 a 24, calcule a integral indefinida. 27 j 33 dx 28 [t x2dx
I [ dx 2 r'\/4——vx2d 3 J' dx s x2yxt+9 " Jo V4 —x?
B .| ———dx . | — N
J x2/4 — x? J x? x+/x2 + 4 2. Jé dx 30. } dx
F x2dx r dx 4 xi/x* -4 D x4 x4+ 3
4 - 5. | ——— 6 f\/l —u? du oy
JVxT+6 JXV25 =X 3 [ x225 =5 dx 2| 2
r ’ r 2 0 (w? — 4)3?
7 dx 8 dw x2 dx Ja
J Ux?—a? B VN e (x% + 4)? _ 33. Use os métodos das secgbes anteriores (isto é, sem substitui-
10 r dx " r dx 0 dx ¢do trigonométrica) para calcular as integrais:
N rumper N G N 5x dx
4+ x?)*? (4x? —9)*? x*J/16 + x? (a) j _3dx (b) J —
LY LY
fooar F %3 dx xV4x? -9 V3 -=2x?
13. /T ‘ 14. o) 34. Ache a area da regido limitada pela curva y = x2 — 9/x2,
° Ve + ° pelo eixo x e pela reta x = 5.
15 dx 16 dx B 35. Ache o0 comprimento do arco da curva y = In xentre x = 1
J Vax+x2 J Véx — x? ex = 3.
~ dx » dx 36. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido do
17. T 18. - Exercicio 34 em torno do eixo y.
J 6 —dx—x9 J xyx* -4 37. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido a di-
f sec? x dx [ e*dx reita do eixo y, limitada pela curva y = x¥9 - x2 e pelo
19. (4 — tg? x)? 20. (9e = + 1)72 eixo x, em torno do eixo x.
" 1n® w dw S Az 38. Ache o comprimento do arco da parabola y = x? de (0, 0)
2], | — 2| —- a(l, 1.
J wiln?w— 4 J (2% — 6z + 18)*? 39. Ache o centro de massa de uma barra com 8 cm se a den-
r e dt rJ16 = e2* sidade linear num. ponto a x cm do extremo esquerdo é
23. (ezz‘—+ 8e* +_7)3/2 24. T dx p(x) g/cm onde p(x) = /x2 + 36.

Nos Exercicios de 25 a 32, calcule a integral definida.

2 3 4
x> dx 26. dx
o (16 + x2)3/?

0 16 — x?

25.

40. A densidade linear de uma barra num ponto a x m de um
extremo é /9 + x2 kg/m. Ache a massa e o centro de mas-
sa da barra, sabendo que ela tem 3 m.

41. Ache o centréide da regido limitada pela curva
yx* = {x? = 9, pelo eixo x e pela reta x = 5.
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da regido cercada por uma circunferéncia com r unidades de
raio.

Os Exercicios de 43 a 45 referem-se a Sec¢do Suplementar 6.7.

43. Uma tubulagdo horizontal cilindrica tem um didmetro inter-

no de 4 m e tem uma extremidade fechada por um registro
circular que se ajusta a tubulagdo. Se a tubula¢do contiver
4gua até uma profundidade de 3 m, ache a for¢a no registro,
exercida pela pressdo da agua.

45.

551

42. Use integragio para obter nr? unidades de drea para a area  44. Uma comporta num canal de irriga¢do tem a forma de um

segmento de circulo com 40 cm de raio. A parte superior da
comporta é horizontal e 30 cm acima do ponto mais baixo.
Se o nivel da dgua estiver 20 cm acima da borda da compor-
ta, ache a forca sobre ela, exercida pela pressdo da dgua.
Um tanque de automovel tem a forma de um cilindro circu-
lar reto com 8 cm de raio, com um eixo horizontal. Ache a
forga total num extremo, quando a gasolina atingir 12 cm
de profundidade, sabendo que a densidade da gasolina é
p g/cm3,

9.5 INTEGRACAO

DAS FUNCOES RACIONAIS

POR FRACOES PARCIAIS QUANDO
0 DENOMINADOR TEM SOMENTE

Da defini¢do de funcdo racional, H sera racional se H(x) = P(x)/Q(x), onde
P(x) e Q(x) sdo polindmios. Vimos previamente que se o grau do numerador
nao for menor do que o grau do denominador, temos uma fra¢do improépria
e, nesse caso, dividimos o numerador pelo denominador até obter uma fracao

FATORES LINEARES  propria, isto ¢, uma fragdo cujo numerador tenha grau menor do que o grau
do denominador. Por exemplo,
x4—10x2+3x+1_x2 6-+-3x_23 .
x*—4 - x?—4

Assim, se quisermos integrar

J

o problema se reduz a integrar

f(x2—6)dx+f3)c—_2dx

x* — 10x? + 3x + 1

d
x?—4 X

x2—4
Em geral, entdo, estamos interessados em calcular integrais do tipo

P
()

onde o grau de P(x) é menor do que o grau de Q(x).

Para fazer isso, em geral é necessario escrever P(x)/Q(x) como a soma de
fragées parciais. Os denominadores das fra¢des parciais sdo obtidos fatorando
Q(x) num produto de fatores lineares e quadraticos onde os fatores quadrati-
cos ndo tém zeros reais. Algumas vezes pode ser dificil encontrar esses fatores
de Q(x); porém, um teorema-de Algebra Avancada estabelece que teoricamente
isso sempre pode ser feito.

Ap6s fatorar Q(x) num produto de fatores lineares e quadraticos, o método
de determinar as fragdes parciais ird depender da natureza desses fatores. Va-
mos considerar separadamente os varios casos. Os resultados de Algebra Avan-
¢ada, que ndo estdo provados aqui, fornecem a forma da fragdo parcial em cada
caso.

dx

Caso 1: Os fatores de Q(x) sdo todos lineares e nenhum é repetido. Isto é,

O(x) =(a,x + b)a,x + by)...(a,x + b,)
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onde ndo existem dois fatores idénticos. Nesse caso escrevemos
P(x) A A, A,
= +o+—"
Ox) ax+b, ayx+b, a,x + b,
onde A,, A,, ..., A, sdo constantes a serem determinadas.
Observe que na igualdade acima, em vez de = usamos = (que se 1€ idénti-

¢0), pois (1) é uma identidade.
A ilustrag@o a seguir mostra como obter os valores de A,.

» ILUSTRACAO 1 Para calcular
(x — 1)dx
x3 — x% — 2x
fatoramos o denominador obtendo

x—1 _ x—1
x3—x2—=2x  x(x—=2(x+1)

Assim,
x—1 A B C
X

x—dt D) x x—2 x+1

(1)
Como (1) é uma identidade, deve ser valida para todo x exceto 0, 2 e —1.
De (1),
x—1=A4(x —2)(x + 1) + Bx(x + 1) + Cx(x — 2) (2)

A igualdade (2) é uma identidade valida para todos os valores de x inclusive
0, 2 e — 1. Queremos encontrar as constantes 4, B ¢ C. Substituindo x por 0
em (2), obtemos

—1=-24 <« A=}

Substituindo x por 2 em (2), obtemos
1=6B <« =

Substituindo x por —1 em (2), obtemos
—2=3C « C=-3%

H4 um outro método para encontrar os valores de 4, B e C. Se no segundo
membro de (2) agruparmos os termos,

x—1=(A+B+C)x*+(—A+B—20)x—24

Como temos uma identidade, os coeficientes do primeiro membro devem ser
iguais aos coeficientes correspondentes do segundo membro. Assim,

A+B+C=0
—-A+B-2C=1
—24= -1
Resolvendo essas equagdes simultaneamente, obtemos A = 4+, B = L, e
C = — 4. Substituindo esses valores em (1), teremos

x—1 1+ 1 —3

S AT S +
X(x—2)x+1) x x—2 x+1
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Assim, a integral dada pode ser expressa da seguinte forma:

x—1 dx—l g{+1 dx . 2 dx
Tx3—x*—=2x 2] x 6]x—=2 3] x+1

:—%ln!x|+é‘ln]x——2'-—%lnlx+1|+%lnc
=1GIn|x] +Injx = 2| —41njx + 1| + In C)
L |e6=2)
6

1
e F )

Caso 2: Os fatores de Q(x) sdo todos lineares e alguns sdo repetidos.
Suponha que (a;x + b) seja um fator que se repete p vezes. Entdo, corres-
pondendo a esse fator havera a soma de p fragdes parciais
A A A, _ A
4 P b
(ax + b)Yy (axx + by (a;x + b)) a;x + b;

onde A4,, A,, ..., A, sdo constantes a serem determinadas.
O Exemplo 1 a seguir ilustra esse caso e o método de determinar cada A;.

EXEMPLO 1 Calcule

(x> = 1)dx
x3x —2)3

Solugdo A fragdo no integrando pode ser escrita como soma de fragdes
parciais da seguinte forma:
x3—1 A B C D E

xz(x—2)355<_2+;+(x—2)3+(x—2)2+x—2 3

Multiplicando ambos os membros de (3) pelo minimo multiplo comum, teremos

x? — 1= A(x — 2)> + Bx(x - 2)* + Cx? + Dx*(x — 2) + Ex*(x — 2)? 4)

Substituindo x por 2 em (4), obtemos
7=4C < C=7%

Substituindo x por 0 em (4), obtemos
—1=—-84 <« A=%}

Substituimos esses valores de 4 e C em (4) e expandindo as poténcias dos biné-
mios, teremos

x3—1=3(x> — 6x% + 12x — 8) + Bx(x® — 6x% + 12x — 8) + Zx? + Dx> — 2Dx? + Ex*}(x* — 4x + 4)
¥ = 1=(B+Ex*+(}—6B+D—4E) + (=2 + 12B+2—2D + 4E)x? + (3 — 8B)x — 1
‘Igualando os coeficientes das poténcias iguais de x, obtemos
B+E=0
L_6B+D—4E =1
—24+12B4+2—-2D+4E=0
3_-8B=0



554

Técnicas de Integracdo

Resolvendo, obtemos

B=% D=% E=-%

Logo, de (3)
RTINS U S TR e
a2 xTa-p T xoTx=2
Assim,

x3—1
J- Py i

_Ufdx 3 fdx T dx  S[_dx 3

8] x2 " 16) x 4)(x—=2% 4] (x—27 16) x—2
1 3 7 5 3

——8—£+Tgln|x|—8(x_2)2—-,4(x_2)—ﬁln|x—2|+c

__—11)(2‘-|—l7x—4+iln x |,

T 8x(x — 2)? 16 |x—2

EXEMPLO 2 Calcule
: du
u? —a?

1 A B
+
u° —a u—a u-+a

Multiplicando por (¥ — a)(u + a), obtemos
1= A(u + a)+ Blu — a) |
1=(4+ Bu+ Aa — Ba
Igualando os coeficientes, teremos
A+B=0
Aa — Ba=1
Resolvendo simultaneamente, obtemos

A= ! B = 1

 2a T 24
Logo,

J‘ du 1 du 1 du

w?—a®> 2alu—a 2alu+a

1 _ 1
=5—1n|u—a|—51n|u+a[+c

a

1 _
=—h|—%+cC

2a |u+a
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O tipo de integral do exemplo acima ocorre com uma freqiiéncia tal que jus-
tifica ser dado como formula. Ndo é necessario memoriza-la pois trata-se de
uma integragdo por fragoes parciais extremamente simples.

w =

+C
u +a

S;,uz - a? — 2a

i

Se tivermos S du/(a®* — u?), escreveremos

du du
Z—uw | —a

u—ada

LW

32 +C

u+a

u+a
u—a

=—1In
2a

+C

Essa integracgdo sera também dada como férmula.

‘ S du . 1 u+.a

t= In
@ = u** 2a

+C

Na Secgdo 7.7 discutimos o crescimento exponencial que ocorre quando a ta-
- xa de crescimento de uma grandeza é proporcional 4 quantidade da grandeza
existente num dado instante. Obtemos o modelo matematico
S(®) = Be¥ (%)
onde k € uma constante positiva, B unidades representa a quantidade presente
inicialmente e f(#) unidades é o quanto existira apos ¢ unidades de tempo, onde
f(©) = Bparat = 0. Também foi discutido na Secgdo 7.7 o crescimento limita-
do, o qual ocorre quando uma grandeza cresce a uma taxa proporcional & dife-
renga entre um numero positivo fixo A e o seu tamanho. Um modelo matematico
que descreve a situagido é

f) = A - Be ™ 6

onde B e k sdo constantes positivase A — B < f(f) < Aparat = 0. As Figuras
1 e 2 apresentam esbogos dos grificos de (5) e (6), respectivamente.
Considere agora o crescimento de uma populagdo que € afetado pelo meio
ambiente, o qual imp&e uma limita¢ao superior em seu tamanho. Por exemplo,
espag¢o ou reprodugdo podem ser fatores limitados pelo meio ambiente. Em tais
casos, o modelo matematico do tipo (5) ndo se aplica, pois a populagdo ndo
¢ cresce além de um certo ponto. Um modelo que leva em conta os fatores am-
bientais é obtido quando uma quantidade esta crescendo a uma taxa conjunta-
mente propocional a seu tamanho e a diferenga entre um nimero A, positivo
fixo, e seu tamanho. Assim, se y unidades for a quantidade de uma grandeza
fly presente em ¢ unidades de tempo,

dy
i ky(4 — y) @)

onde k é uma constante positiva, e 0 < y < A para ¢t = 0.
Para resolver (7) primeiro separamos as varidveis, obtendo

dy
—— =kdt
WA —y)

Oj fit) = A — Bev dy
FIGURA 2 j WA —y) k f dt ®

fiy

Be

Of  fin = Bev
FIGURA 1
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Escrevendo o integrando a esquerda como soma de fragbes parciais, teremos

1 —1<1+ 1>
WA—-y) A\y A-y
Assim,

dy 1 <1 1 )

I A — -+ —d
Jy(A—y) AJ y A-y Y

1
= Z(1n|y| —Injd —y)) + C,

“Logo, de (8), temos

1
Z(]n|y| —In|A—y))=kt + C,

Inj4 — y| = In|y| = — Akt — AC,

Ay
y
=

In

‘ = — Akt — AC,

‘ — e—Akle—ACz

y

Como 0 < y < A, (A4 — y)/y > 0. Assim sendo, podemos omitir as barras
de valor absoluto. Com B = e-4%: temos

A — y = Bye™ 4K
y(1 + Be=4) = 4
A
YT Ti B )
Se tomarmos y = f(f), entdo essa igualdade pode ser escrita como
A
fit) = t>0 (10)

1 + Be-Akt

onde A, B e k sdo constantes positivas. Para fazer um esbogo do grafico de
J, consideremos primeiro lim f(#). De (10),
>+

A :
li f) =
t—»linoof() 1+B llm e—Akl
t—+
A

“1+B0
=A '
e f(t) esta tendendo a A através de valores menores que A. Logo, a reta f(x)

A € uma assintota horizontal do gréfico de f. Como f(0) = ﬁ—, o grafico



fit)
Abm o - -
A
1+ B‘
O - A
f(t) - m
FIGURA 3
Tabela 1
t 0 3 5 10
y 200 2800 ys .y
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intercepta o ¢ixo f(#) em ll:;B No Exercicio 38 vocé devera mostrar que o gra-
fico de f tem um ponto de inflexdo em ¢ = Alk In B. Com essa informagéo

fazemos um esbogo do grafico, conforme mostra a Figura 3. Ele é chamado de
curva do crescimento logistico. Observe que quando d é pequeno, o grafico €
similar ao do crescimento exponencial da Figura 1; 2 medida que # cresce, a
curva torna-se semelhante aquela do crescimento limitado da Figura 2.

Uma aplicagio do crescimento logistico em Economia ¢ dada pela divulga- -
¢do de informagdes sobre um dado produto. O crescimento logistico é usado

- em Biologia para descrever o alastramento de uma doenca e em Sociologia, pa-

ra descrever a propaga¢do de um boato ou rumor.

-

EXEMPLO 3 Em uma comunidade de 45.000 pessoas, a taxa de crescimento
de uma epidemia de gripe é conjuntamente proporcional ao nimero de pessoas
que a contrairam e ao mimero de pessoas que ndo a contrairam. (a) Se 200 pes-
soas tiveram a gripe quando irrompeu a epidemia e 2.800 pessoas tiveram gripe
3 semanas depois, ache um modelo matematico que descreva a epidemia. Pelas
estimativas, qual o nimero de pessoas que tera gripe (b) ap6s 5 semanas ¢ (c)
apds 10 semanas? (d) Se a epidemia continuar indefinidamente, quantas pes-
soas irdo contrai-la?

Solugdo

(a) Se t semanas j4 se passaram desde que irrompeu a epidemia e y pessoas con-
trairam a gripe apds as ¢ semanas, entdo

% = ky(45.000 — ) ' (11)

onde k é uma constante e 0 < y < 45.000 para todo ¢ > 0. As condi¢des
laterais sdo dadas na Tabela 1, onde y; e y,, s80 o nimero de pessoas com
gripe apds § e 10 semanas, respectivamente.

A equagido diferencial (11) tem a forma de (7) e sua solugdo geral é da
forma de (9). Logo, a solugdo geral de (11) ¢

B 45.000
y - 1 + Be—45‘000kt (12)

Como y = 200 quando ¢ = 0, de (12) temos

45.000

200=1 e
1+ B=225
B =224

Substituindo esse valor de B em (12), obtemos

45.000
1 + 224e- 45000k

(13)
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Quando ¢ = 3, y = 2.800. Assim, de (13) temos

5 800 — 45.000
1 + 224¢- 135000

45.000
-135.000k — _42.V0U
1 + 224e 2,800

1 + 224¢-135000k = 16,0714
o-vsonoe _ 15,0714

224
~135.000k = In 0,0672830
k = — 1n0,0672830
135.000
k = 0,0000199915

Substituindo esse valor de k em (13), obtemos

45.000
1 + 224¢-0.8%%616t

que é o modelo matemadtico pedido.
(b) Como y = y; quando ¢ = 5, (c) Como y = y,, quando ¢t = 10,

__ 45.000 45.000

75 =T 4 244e- w0 Y0 = T 224816
~ 45.000 ~ 45.000
= 1 + 224(0,0111303) = 1+224(0,000123885)
= 12.882,2 = 43.785,0

Logo, 12.882 pessoas devem contrair a gripe apds 5 semanas e 43.785 de-
vem contrai-la apds 10 semanas.

(d) Como
lim 45.000 _ 45.000
t»>+ow 1 + 224089616 I +224 -0
= 45.000

toda a comunidade de 45.000 pessoas ira contrair a gripe se a epidemia con-
tinuar indefinidamente.

Em Quimica, a lei de acdo das massas fornece uma aplicacdo de integracio
que nos leva ao uso de fragdes parciais. Sob certas condi¢des, sabe-se que uma
substancia A reage com uma substincia B para formar uma terceira substancia
C, de tal forma que a taxa de variagdo da quantidade C seja proporcional ao
produto das quantidades de A e de B ainda presentes em qualquer tempo dado.

Suponhamos que existam inicialmente @ g de A e B gde Be que r g de A
combinem-se com s g de B para formar (» + s) g de C. Se houver x g de C
em ¢ unidades de tempo, entdo C conterd rx/(r + s) g de A e sx/(r + s) g de
B. O niimero de gramas da substincia A querestouéa — rx/(r + s),eo0



Tabela 2
t 0 10 15
X 0 2 Xys
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nimero de gramas de B que restou ¢ B — sx/(r + s). Logo, a lei de agdo de
massas da

dx
E?=K<a r+J(ﬂ_r+J

onde K é a constante de proporcionalidade. Essa equagdo pode ser escrita como

dx  Krs (r+s r+sB
dt  (r+s?\ r rmx s x

Tomando
Krs r+s r+s
T = b =
(r + s)? a r s B
essa igualdade torna-se
d
4£=kw—ww—m (14)
Podemos separar as varidveis em (14) ¢ obter
dx
=k dt
(a—x)b—x)

Se a = b, entdo o primeiro membo da equagdo pode ser integrado usando a
féormula da poténcia. Se @ # b, podemos usar fragdes parciais para a integragio.

EXEMPLO 4 Uma reac¢do quimica faz com que uma substincia A combine-
se com uma substincia B para formar uma substincia C, de acordo com a lei
de a¢do de massas. Se na equagdo (14)a = 8, b = 6 e 2 g de substdncia C
formaram-se em 10 min, quantos gramas de C terdo se formado em 15 min?

Solucao Se x g da substancia C formaram-se em ¢ min, temos as condicdes
laterais mostradas na Tabela 2, onde x,; g da substancia C serdo formados em
15 min. A equagdo (14) torna-se

dx

= K8 (6

Separando as varidveis, temos

J@—n@—x k far | (15)

Escrevendo o integrando como soma de fragOes parciais, iremos obter
1 A B
= +
B8—x)6—x) 8—x 6—x

1= A6 —x)+ B8 — x)

Substituindo x por 6, obtemos B = +, e substituindo x por 8, obtemos A = — ..
Assim sendo, (15) pode ser escrita como

1 dx 1
——JS_X+ J6_X—kfm
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Integrando, teremos

$In|8 — x| — $1n|6 — x| + ¥ In|C| = ke

6 —x
In|——-|= -2kt
i Fo )
6 —x
— C =2kt
8 —x €
Substituindo x = 0, ¢ = 0, nesta equagdo, obtemos C
6 —x _ § — 2kt
8—x 4
Substituindo x = 2, t = 10 em (16), teremos
4 = 3020k
e 20k = §

Substituindo x = x5, ¢ = 15 em (16), teremos

6—x;5 3
8 —x;5 4

46 — x;5) = 3(e7 %8 — x,4)
24 — 4x,5 = 3(3)>*(8 — Xys)

1
24 —4x,, = ié

—30k

(8 — xy5)

54 — 322
9— 4.2

X5 ® 2,6

X5 =

= 2. Logo,

Portanto, 2,6 g de substincia C serdo formados em 15 min.

(16)

EXERCICIOS 9.5
Nos Exercicios de 1 a 20, calcule a integral indefinida. ;3 [ x?—3x—-7 J 14
| dx .
r dx r x2dx J 2x +3)(x+ 1)?
1. 2 | 2 -
J x*—4 JxP+x-6 15. ———-—-3;-*-12 z 16.J
[S5x -2 [ (4x —2)dx JE -9
ol Bk Al v S b [ -5 — a4 17
F 4w -—11 [ 912 — 26t — 5 ) X3 +xI-5x+3
5 | o dw 6 | = F ot — 941
J 2w+ Tw—4 J 3 =52 18 x X + I
|
[ 6x2 —2x — 1 x4 x 42 2" = x
Ll Byt 8 |~ o [ =246 3054 S 417
dx (X2 4 dx - 1 T Ox*—6x3 — 11x? + 4x + 4
= 10, | ———d
J x> + 3x? J -x & o
dx C3x? — x4+ 1 J 16x* —8x% + 1
1. | ———— 12, | ————d>
f x3(x + 1)? N dx

dt
T+ + 1
(5x% — 11x + 5) dx

x3—4x? + 5x -2
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Nos Exercicios de 21 a 28, calcule a integral definida.

.
21 2;;; iz dx 2. sz:; gldf 3

Ji Jo

3 x2 —4x +3 (4 (2x2 + 13x + 18) dx
23'.1 x(x + 1) dx 24'”( x3+6x2+9:)c
25, (25x2 —3x + 18 ix 26. [t (3x? 4 7x) dx

i 9x—x* Jox*+6x+11x + 6
2. 5 (x®—3)dx 28, [4 x%dx

o X3 +4x? + 5x + 2 Jo 2x* +9x* + 12x + 4

29

30

31

32

33

34

'35

36

o

. Ache a drea da regido limitada pela curva y = (x — 1)/
(x> — 5x + 6), pelo eixo x e pelas retas x = 4 e x = 6.
. Ache a drea, no primeiro quadrante, da regido limitada pela

curva (x + 2)% = 4 —~ x.

. Ache o volume do sélido de revolugio obtido quando a re-
gido do Exercicio 29 gira em torno do eixo y.

. Ache o volume do sélido de revolugdo obtido quando a re-
gido do Exercicio 30 gira em torno do eixo x.

. Ache o centréide da regido limitada pela curvay = (x — 1)/
(x> — 5x + 6), pelo ¢ixo x e pelas retas x = 4 e x = 6.
. Ache o centrdide da regido, no primeiro quadrante, limita-

da pela curva (x + 2)y = 4 — x.

. Um dia em um campus universitario com 5.000 alunos, on-
de se esperava uma assembléia estudantil um aluno ouviu que
certo estudante polémico iria fazer, durante a assembléia, um
discurso explosivo. Essa informagdo foi transmitida para ami-
g0Ss que, por sua vez, a transmitiram a outros. A taxa com
que se espalhou essa informagéo é conjuntamente propor-
cional ao nimero de pessoas que-a ouviram e ao numero de
pessoas que ndo a ouviram. (a) Se apds 10 min 144 pessoas
ouviram a informagdo, ache 0 modelo matematico que des-
creve a divulgagdo da noticia. Quantas pessoas terdo ouvido
a noticia (b) ap6s 15 min e (c) ap6s 20 min? (d) Quantas pes-
soas eventualmente ouvirdo a noticia?.

. Numa determinada cidade com populagdo A, 20% dos ha-

bitantes ouviram pelo radio a noticia de um escindalo poli-
tico local. A taxa de disseminagdo da informacido é conjunta-
mente proporcional ao niimero de pessoas que a ouviram €
ao nimero de pessoas que ndo a ouviram. Se ap6s 1 hora
50% da populagdo ja sabe do escindalo, quanto tempo le-
vera para que 80% da populagido tome conhecimento do fato?

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.
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Numa comunidade onde A pessoas sdo suscetiveis a um de-
terminado virus, a taxa de propagacdo do virus é conjunta-
mente proporcional ao mimero de pessoas que o contrairam
e ao nimero de pessoas suscetiveis que ndo o contrairam.
Se 10% dos suscetiveis contrairam o virus inicialmente e 25%
foram infectados apds 3 semanas, qual a porcentagem dos
suscetiveis que foram infectados apds 6 semanas?

Mostre que o grafico da fungdo f definida por (10) tem

1
um ponto de inflexdo em ¢ = K In B.

Um fabricante que comegou a operar quatro anos atras de-
terminou que o rendimento das vendas vem crescendo estavel-
£+ 32+ 6t+7
2+ 3t + 2
t é o mimero de anos que a fabrica vem operando. Estima-se
que o rendimento total das vendas continuara crescendo a
mesma taxa nos proximos dois anos. Se o rendimento total
do ano que acabou foi de $ 6 milhGes, qual sera o rendimen-
to total das vendas esperado daqui a um ano? Dé a resposta

mente a taxa de milhGes por ano, onde

.com precisdo de $ 100.

Uma particula move-se ao longo de uma linha reta de tal for-
ma que se v m/s for a velocidade apos ¢ s, entdo

_ t+3
VeI 3+2

Ache a distancia percorrida pela particula desde o instante
em que ¢ = 0 ao instante em que ¢ = 2.

Suponha, no Exemplo 4, quea = 5, b = 4e 1 g de C seja
formado em 5 min. Quantos gramas de C deverdo ser for-
mados em 10 min?

Suponha, no Exemplo 4, quea = 6, b = 3e 1 gde C seja
formado em 4 min. Quanto tempo ira decorrer para estarem
formados 2 g de C?

Em qualquer instante, a taxa segundo a qual uma substan-
cia se dissolve é proporcional ao produto da quantidade pre-
sente em qualquer instante pela diferenca entre a concentragdo
da substdncia na solu¢do naquele instante € a concentragdo
da substdncia em uma solugio saturada. Uma quantidade de
material insolivel é misturada com 40 g de sal, inicialmente.
O sal é dissolvido num tanque com 20 litros de 4dgua. Se
S g de sal dissolvem-se em 10 min e se a concentragdo de sal
numa solugdo saturada for de 3 g/L, qual a quantidade de
sal dissolvido em 20 min?

9.6 '
FUNCOES RACIONAIS POR
FRACOES PARCIAIS QUANDO 0
DENOMINADOR CONTEM

FATORES QUADRATICOS . . 3.

dratico é repetido.

INTEGRACAO DAS A discussido de integragdo de fungdes racionais por fragdes parciais continua
com os dois casos onde o denominador contém fatores quadraticos irredutiveis.
Lembre-se da Algebra, que um fator ax> + bx + c sera irredutivel se uma
equagdo ax? + bx + ¢

0 ndo tiver raizes reais, isto é, b2 — 4ac < 0.

Os fatores de Q(x) sdo lineares e quadraticos, e nenhum fator qua-
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Correspondendo ao fator quadratico ax? + bx + ¢ no denominador, temos
uma fragdo parcial da forma

Ax + B
ax®> + bx + C

EXEMPLO 1 Calcule

(x2 — 2x — 3) dx
(x—Dx*+2x+2)

Solugao A fracdo no integrando pode ser escrita como a seguinte soma de
fragGes parciais:
x? —2x—-3 _ Ax+B L C n
x—D2+2x+2) x2+2x+2 x-—1
Multiplicando ambos os membros de (1) pelo minimo denominador comum,
teremos

x2 —2x —3=(Ax + B)(x — 1) + C(x* + 2x + 2) (2)
Podemos calcular C substituindo x por 1 em (2) e¢ obtendo

—4=5C <« C=-%

Substituimos C por — + em (2) e multiplicando o segundo membro, obtemos
x2—2x—3=(A-Hx*+(B—A—-Yx + (-2 - B)

Igualando os coeficientes das poténcias iguais de x, teremos

A—%=1
B-—A-%=_2
~$-B=-3
Logo,

Substituindo os valores de 4, B e C em (1), teremos
x?—2x -3 X +1 —4
(x=Dx2+2x+2) 2 4+2x+2 x—1

Assim,
x2—2x -3
- dx
(x — D(x*+2x +2),

_9 x dx +7 dx f dx 3)
TS5 x?4+2x+2  SIxt42x+2 S| x-—1

Para integrar S (x dx)/(x? + 2x + 2) vemos que a diferencial do denominador ¢

2(x + 1) dx; assim, se somarmos e subtrairmos 1 no numerador, iremos obter

9 X dx 9J‘ (x + 1) dx 9J dx

gjx2+2x+2:5 X242x+2 5] xP42x+2
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Substituindo essa desigualdade em (3) e combinando os termos, teremos

x?2—2x—3 p
X
(x — D(x2 +2x + 2)
9 [ 2Ax+ dx 2 dx _ 4 dx @
52 x24+2x4+2 5 x2+2x+2 5] x-—1

9 2 dx 4

=tolnjx* +2x+2|—2tg"(x + 1) —FInjx — 1| + 5 In C

1 Cx*+2x+2° 2 _
=—lp|——— [ Ztg~1 1
0T o F s+ D

» ILUSTRACAO1 No Exemplo 1 podemos evitar algumas passagens, se, em
vez de (1), expressarmos a fragdo original como
x2—-2x-3 _D(2x—+-2)+E+ F
(x—=D(x2+2x+2) x2+2x+2 x-—1

Nota: Escrevemos D(2x + 2) + E em vez de Ax + B pois
2x + 2 =D(x*+ 2x + 2)
Entdo, resolvendo para D, E e F, obtemos
D=5 E= -2 F=-%
resultando diretamente (4). : <

Caso 4: Os fatores de Q(x) sdo lineares e quadraticos e alguns dos fatores
quadraticos sdo repetidos. .

Se ax? + bx + c for um fator quadratico de Q(x) que se repete p vezes, en-
tdo, correspondendo ao fator (ax? + bx + c)?, teremos a soma das p fragdes
parciais:

A;x + B, A,x + B, Ax + B,

(ax? + bx + ¢ff  (ax? + bx + ¢y’ ™! +"'-*_ax2+bx+c

> ILUSTRACAO 2 Se o denominador contém o fator (x2 — 5x + 2)?, corres-
pondendo a esse fator,

Ax + B v Cx+D Ex+ F
(x2=5x+2> (x*=5x+2? x>—S5x+2
ou, de forma mais conveniente,

A2x—S)+B CQx—5+D EQx—S5)+F
(x2~=5x+2P®  (x*=5x+2?% x*—-5x+2

EXEMPLO 2 Calcule
(x — 2) dx
x(x? — 4x + 5)?
Solucédo
x—2 _£+B(2x—4)+C D@2x —4)+ E
x(x?—4x+52 x (x*—4x+5)?%  x*—4x+ S5
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Multiplicando ambos os membros dessa relagdo pelo minimo denominador
comum, teremos
x — 2= A(x* — 4x + 5)* + x(2Bx — 4B + C) ,
+ x(x? — 4x + 5)2Dx — 4D + E) (5)
X — 2= Ax* + 16Ax? + 254 — 8Ax3 + 10Ax* — 40Ax + 2Bx?> — 4Bx
+ Cx + 2Dx* — 12Dx> + Ex® + 26Dx? — 4Ex* — 20Dx + SEx
x—2=(A+2D)x* + (—8A4 — 12D + E)x3 + (264 + 2B + 26D — 4E)x?
+ (—404 — 4B + C— 20D + 5E)x + 254 (6)
O valor de A4 pode ser calculado de (5), substituindo x por 0. Se igualarmos

os coeficientes em (6) e resolvermos simultaneamente as equagdes resultantes,
iremos obter

A=-% B=% C=% D=% E=—%

25
Logo,

[ (x=2dx 2 d_x+1‘ (2x — 4) dx +1 dx
] x(x2—4x+35* 25] x ' 5 '(x2—4x+5)2 S| (x2—4x+5)?

1 2x—4)dx 4 dx
25 x2—4x+5 25) x2—4x+5

W S J dx

25 TS5 —4x+5) 5] [ —dx+4)+1]°
4 dx
25 ) (x*—4x+ 4 +1

1,
+55—.ln]x —4x+ 5| - @)

Vamos calcular separadamente as integrais do terceiro e quinto termos do se-
gundo membro de (7)

dx

J [P —ax + 4+ 17 [x—2 + 172
Sejax —2=tgh,onde0 < O <gmsex>22 e —37 <0 <0sex <2
Entdo dx = sec20dfe(x — 2)* + 1 = tg2 6 + 1. Logo,

[ sec’9db

[(x—2 +112 ) (tg2 6 + 1)
"' sec? 8 do
sec* 0
{ 46
| sec® B

-«

f cos2 0 do

B {1+ cos20
N 2
1

— 4+ —sen?2
2-I-4$en 0+ C,

do

Q:l__—

5~)

=5 +%sen0 cos 8 + C,
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.Comotgh =x—2e—37 <0< +n0 =tg'(x — 2). Encontrameos sen 6 ¢
cos & das Figuras 1 (se x 2 2y e 2 (se x < 2). Em ambos 0s casos

senf =—iCL cos 0 =;
[x* —4x + 5 JxT—4x+5
Assim,
I I x—2 1
= tg T x — 2} = +Cy
+ .[[(x— T+17F 2 ) \/x —4x +5 \/x —dx+5
1 , x—2
—— tge Yx - +——- " 1 C. R)
J[(x— 2% O At s TG ®

Considerando agora a outra integral no segundo membro de (7), teremos

- -2 ~ dx
- J (xF—dx +4) + (x—2)2+1
/ N i
Ol 1 dx .
=tg"¥x —2) + C,
x=2 JxF—dx+4+1 g )+ G
FIGURA t

Substituindo essa relacdo. e. (8) em (7), teremos
+ ~

. (x —2)dx
o'“ / + | x(x* —4x + 5)?
/o . ‘ .
/ 2 1 4 x—2
=——nx -c5———+ —tg"Hx -2+ ——
' x—2 5510kl 52 —dx £ 5)  10°° (e =2) 10(x% — 4x + 5)
1 4
lnl»c —4x+5|——tg—1(x 2+ C
1 x2 —4x+5 3 x—4
<2 =—1 -t x =)+ —— 4+ C
FGURA 2?‘ = 25 X2 ‘ o't =D+ 10(x> — 4x + 5)
EXERCICIOS 9.6
Nos Exercicios de I a 20, calcule a integral indefinida. ((52* — 22 + 152 — 10) dz [ a
13. 5 R R
[ dx * (x + 4) dx Jo -zt J @+
L | —— 2 | ——~>- (x4 2x ~ 1) dx M e%*dx
J 2x7+x J x(x*+4) 15 | —0m—— 6. | 55—
f dx F (e —dx — d)dx gl JEr+ D
3| ——— 4. | — - [ 184 [ (2x*+ 3x+2)d
J 16x* —1 J X —2x2 +4x -8 17. @Tx%z 18. | (3" :2" +6 ) ’;
o [@rerna 6 [ Bwra S e x4 J P+ ax +6x + 4
. d m . W w 10. (SCC X + )SJCC X ax
[ (2 +x)dx [ dx J L+ tg’x
T | 57— 8. | ——— [ (6wW* + 4w> + 9w? + 24w + 32) dw
J X =x"+x—1 J 9x*+ x 20.. S 13
: x (ot 3)dx J (w® + 8)(w? + 3)
5 J X+ xt+x 10. J 4x* +4x3 + x? Nos Exercicios de 21 a 29, calcule a integral definida.
. [ @ ox 2 . |3+ 9 dx a1, | @5 dx | xdx
) x5+ 2x% + x T+ 3)(xE—2x + 3) )y x4 4x e X+ 2P £ x+2
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27.
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30.
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4 (5x3 — 4x) dx 2 (! 9dx
Ja  x*-16 T o 8341
[© x2 dx 2% (12 (x + 1) dx
J-1 x4+ 2x + 1)? “Jo x3—1
(! (x2 4 3x + 3)dx 28 (2 cos x dx
Jo ¥ +x2+x+1 " Jue senx + sen’ x
fflns ]2 dl
Jin2 €X'+ 16
Use métodos anteriores a esta sec¢do (isto €, sem fragdes par-

ciais), para calcular as integrais:

2 )
(a)j(x —4x + 6) dx )J3x+1

31. Ache a drea da regido limitada pela curva y(x2 + 1)} = x3,

pelo eixo x, pelo eixo y e pela reta x = 1.

32. Ache a drea da regido limitada pela curva y(x* + 8) = 4,

pelo eixo x, pelo eixo y e pela reta x = 1.

33. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno do

eixo y, da regidao do Exercicio 32.

34. Ache a abscissa do centréide da regido do Exercicio 32.
35. Uma particula move-se ao longo de uma reta de forma que

v cm/s seja a velocidade da particula, decorridos ¢ s; entdo

-+
T+ 22+ 1)

Ache a formula da distancia percorrida pela particula do ins-
tante t = 0 ao instante ¢ =

x3 — 6x? 4+ 18x
9.7 OUTRAS
SUBSTITUICOES

x=2z"

Se um integrando envolver poténcias fracionarias de uma varidvel x, o integrando
podera ser simplificado pela substitui¢do

onde n é o menor denominador comum entre os denominadores dos expoentes.
Isso serd ilustrado pelo exemplo a seguir.

EXEMPLO 1 Calcule
Jx dx
I+ 3x
Solugdo Seja x = z¢, entdo dx = 6z° dz. Assim,
x2dx [ 23(62° dz)
1+ x3 1+ 22
r 8
=6 z dz

v

2241

Dividindo o numerador pelo denominador, teremos

x2 dx
[
= 6(3z
= gx

~
(26~—24+22—]+T‘"’—'
4

16

1.5
-—gZ +%23

1>dz

2+ C
6x'6 + 6tg™!

—z+tg™!

— $x516 4 2x1/2 — x4+ C

Néo ha uma regra geral para determinar qual a substituicdo que ird resultar
num integrando mais simples. O exemplo a seguir mostra outra situagcdo onde
racionalizamos o integrando dado.

EXEMPLO 2

fo\/x2 + 4 dx

Calcule
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Solucao Sejaz = vx? + 4. Entdo 22 = x, + 4 € 2zdz = 2x dx. Assim,
fxs,ixz +4dx = f(xz)Z\/xz +4 xdx
= [ - 92z d2)

= f(zﬁ — 8z* + 162%) dz

I

L7 -85+ 1834 C

1552°[152* — 1682% + 560] + C

(x4 42[15(x2 + 4)2 — 168(x? + 4) + 560] + C
Tos(x? + 4)¥2(15x* — 48x% + 128) + C

Se um integrando for uma fungdo racional de sen x e cos x ele podera ser
reduzido a uma fungdo racional de z pela substituicao

como serd mostrado por um exemplo. Para obter as férmulas de sen x e cos x
em termos de z vamos usar as seguintes identidades: sen 2y = 2 sen y cos y
ecos2y = 2cos2y — 1 comy = —+x. Temos, entdo, :

sen x = 2senix cos ix cos x = 2 cos? 3x — 1
) sen ix cos? $x 2
- cos $x T sec? ix
1 2
=2tgix —5— = =
* sec? ix 1 + tg? 4x
2tg 5x 2 ]
1+ tg?tx 1422
2 1 — 72
1+ 22 IRETE

Como z = tg ix,
dz = L sec? ix dx
=11 + tg? ix) dx
Assim,

2dz

dx = =%
iy

Vamos estabelecer esses resultados sob a forma de teorema.

9.7.1 TEOREMA | Se z = tg 1x, entdo

. — 2
cos x = =% dx = —29%

cn =
sen x 1 + 72 1 + z2 1 + 22




568 Técnicas de Integracéo

EXEMPLO 3 Calcule

dx
1 —senx + cos x

Solugdo Seja z = tg 5x. Entdo, das férmulas do Teorema 9.7.1, temos

2dz

dx B 1+ 22
Jl—senx+cosx_ - 2z +1_22
1+22 1+ 22

_> dz
B (1+2)—-2z2+(1 -2

dz
=2J2—22
__f dz
1—2
=—-Injl —z|+C
= —Injl —tgix|+C

EXEMPLO 4 Seja z
f sec x dx

tg +x, calcule

Solucgéo Com z = tg 5x e as férmulas do Teorema 9.7.1, temos que

d
fsecxdx =J X
cos x

_f 2dz 142
Tl 1422122

.
d
-9 22
J 1 -z
1

—In 1“ +C  (Secgdo 9.5)

— 2

1 + tgtx
=ln# +C

1 — tg3x

Podemos escrever o valor de S sec x dx do Exemplo 4 de outra forma, to-
mando 1 = tg - e usando a identidade trigonométrica

tea +tgh

tg@ + b) = 1 -—tgatgh
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Assim,
L 1
Ssecxdx=ln tg 47 + tg o + C
1 — tg 4 - tg4x
Ssecxdx = Injtg(47 + +x)| + C (1)

No Teorema 5.4.5 tinhamos a féfmula
g sec xdx = In|secx + tg x| + C

obtida pela multiplicacio do numerador e do denominador do integrando por

sec x + tg x. H4 ainda outra forma para S sec x dx obtida da seguinte manei-
ra:

f dx
oS X

fsec xdx =

o
[ cos x dx
cos? x

[ cos x dx

J 1 —sen’x
C du

=17 5 (sendo u = sen x e du = cos x dx)
—u

14+ u
1—u

In +C

1/2

1 +senx
+C

=In|-——
1 —senx

Como —1 < senx < 1 paratodox, 1 + sen xe 1l — sen x sdo ndo-negativos.
Assim, as barras de valor absoluto podem ser removidas e teremos

' /1 + sen x
Ssecxdx—ln —_l—senx + C )

EXERCICIOS 9.7
r s 2 ¢
Nos Exercicios de 1 a 31, calcule a integral indefinida. 11. (2x° + 3x7) dx 12. A
f xdx zj dx JooVi+2x JVVUx+1
1. . r r
EFINA S —x R L e |
f o dx J 8+ 7cosx J 1 +senx
| —— 4. [x(1+ 2™ dx [ 3dx i dx
N : | 16. { ————
J x/1 +4x _ . 15d7+800sx J senx —cosx + 2
[ \/1 + X " X r r
5. dx 6. | ——— dx dx
— / 17. | —mM 18 | —————
J 1—x J3+Vx+2 Jsenx + tgx J S+dcosx
I dx [ dx ' i [ J
7| — 8. | ——— SERTYE 20, | &
J1I+Yx-2 J2Yx + VUx ") 3—5senx Jtgx -1
r r 3d r r .
o | & 10 | ——— mo | 2. d
JV2x —Jx+4 J J5x* +4 J 4senx — 3 cosx J 3cosx—2senx +3
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23, 8 dx ” [ cos x dx al. =/2 3dx @ ™2 sen2x dx
3cos 2x + 1 J 3cosx—35 -3 2cC08 x + 1 o 2+cosx
~ r 1 11 3
25, 1coszx dx 2%, dx . Ix i a“ J x3 dx
J 1+2cosx J senx — tgx o1+ 3x 2 x4 4
2. | dx . [ & d
* | cotg x(6 + 7 cos 2x) : cotg 2x(1 — cos 2x) 45. Calcule S —x\/_ por dois métodos: (a) tomando x = z2;
J X — Vx
29, [ dx 30. 5 dx (b) escrevendo x — Vx = Vx(vx — 1)etomando u = /x — 1
J2 sen[x +2cosx+3 J 6+ 4secx 46. Use a substituicdo desta secgdo, z = tg 71x para mostrar
[ dx que { sen xdx = —cos x + C.
31- ———2
JVxx + 3fx) 47. Mostre que a férmula (2) desta secgio é equivalente a férmula
secxdx = In |secx + tg x| + C. (Sugestdo: multiplique
32.Calcule a integral indefinida g 5 dx por dois g | . | .
xJx? + 2x - 1 o numerador e denominador sob o radical por (1 + sen x).)
métodos: (a) use a substituicdo x = 1/z; (b) use a substituicio  48. Usando a substituicdo z = tg %x, prove que

X2+ 2x - 1=z - x.

Nos Exercicios de 33 a 44, calcule a integral definida.

49.

In /1 — cos x i C
1 + cos x

Mostre que o resultado do Exercicio 48 é equivalente i fér-

S cosec x dx =

4 1 .3/2
33, f dx 34. f X ix mula X cosec x dx = In|cosec x — cotg x| + C. (Sugestdo:
o 1++/x o X+ 1 use um método similar ao sugerido no Exercicio 47.)
18 "2 dx- % (18 dx 50. Calcule a integral
Jii2 V2x(v2x +9) Jis Jx — S 83X
/2 dx r/2 d sen x
37. Y 38. e . . 1
Jo Ssenx+3 Jo 3 +cos2x por dois métodos: (a) tomando z = tg - x; (b) tomando
39 (713 3 dx " (™14 8 dx u = +x e obtendo uma integral envolvendo fungdes trigono-
" Jue 2sen2x + 1 o tgx + 1 métricas de u.

9.8

INTEGRAIS QUE RESULTAM
EM FUNCOES HIPERBOLICAS

As fungdes hiperbdlicas inversas podem ser aplicadas em integracdo e algumas
vezes 0 seu uso abrevia consideravelmente os calculos. Entretanto, esse proce-

INVERSAS dimento nio soluciona nenhum problema novo. Teremos somente novas for-
(Suplementar) mas de obter resultados.
Da férmula (7) na Secgido 8.5
1
DJsenh™' ) = ————D.u
u? +1

9.8.1 TEOREMA

de onde obtemos a férmula de integracdo

du
J%:senh—‘ u+ C
Ju? +1
Se a férmula (1) da Secgéo 8.5 for usada para expressar senh ~! u como loga-
ritmo natural, obteremos o teorema a seguir.

—_du  _ -1 '
S m = senh u+ C
o Inw + Vuz + 1) + C

A férmula (8) da Secgdo 8.5 é

1
D.u onde u > 1

D (cosh™! u) =
ur—1
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de onde segue que

d
J—u=cosh'1u+c seu > 1
u

2

Combinando esse resultado com a féormula (2) da Secgao 8.5, obtemos o teore-

ma a seguir.
du
9.8.2 TEOREMA S—u-z—_—l— =cosh~'u + C 7
B =In(u +Vu = 1) + C seu > 1

As férmulas (9) e (10) da Secgdo 8.5 sdo, respectivamente,

D(tgh-tu) = s Du onde |u| < 1

1—u

D (cotgh-! u) = D.u onde |u| > 1

|

Das duas féormulas acima obtemos

j du {tgh“ u+C  selul <1

L—u? |cotgh~! u+ C sefu|> 1

Com essa férmula e com as formulas (3) e (4) da Secgdo 8.5 temos o proximo

teorema.
S du {tgh“1 u+ C  selul <1
9.8.3 TEOREMA 1 — w2 lcotgh-'u + C se'|u| > 1 .
= "l"lnl Lt Ul ¢ seusl i
2 1.—u _

Temos também as trés féormulas dadas no teorema a seguir.

__du LU
9.8.4 TEOREMA S T+ g - smhti o+ C |
' Inw + Vur + a®) + C sea >0 ‘ 63

cosh —1 £ + C
a

S du

u> — a

=Inu + V2 — a) + C seu>a>0 )

—;—tgh—'l + C sejul <a

S du _ a
at - u? %cotgh" —:- + C se ]ul >a

1

1 a+u
2a

lna—u + C seu#aea=#0 3

Prova Podemos provar as férmulas encontrando as derivadas do segundo mem-
bro e obtendo o integrando, ou, ainda mais diretamente, usando uma substitui-
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¢do por funcdo hiperbélica. A prova de (1), derivando o segundo membro, é
a seguinte:

D, (senh -1 E) =

/_\
QIR
TH

ecomo a > 0, v/a® = a; assim,

u 1
D,{ senh "'—') =
( a/  Ju* + a? ,
Para obter a representagdo com logaritmo natural usamos a férmula (1) da
Seccdo 8.5 e temos

2
senh“g=ln<z+ (E> +1>
a a a

Logo,
senh"g+C=ln(u+\/u2+a2)—lna+C
=In(u + Vu? + a®) + C,
onde C;,=C—1Ina.

A demonstragdo de (2) por uma substltulcao por fung¢do hiperbdlica usa a
1dent1dade cosh? x — senh? x = 1. Seja u = a cosh x, onde x > 0; entdo
= a senh x dx e x = cosh~!'(u/a). Substituindo no integrando, obtemos

f a senh x dx
Jut —a? ) \Ja® cosh?x — a2
a senh x dx

J a* \JeoshTx — 1

»

a senh x dx
J Ja? senh? x

Como a > 0, +/a* = a. Além disso, como x > 0, senh x > 0; Logo,

J/senh? x = senh x. Entdo,

asenh x dx

du _
Jii—az a senh x
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A representacdo com logaritmo natural pode ser obtida de forma semelhante
" & que foi usada na férmula (1). A demonstragdo da férmula (3) serd deixada
como exercicio (veja o Exercicio 23). ' [ |

As férmulas dos Teoremas 9.8.1 até 9.8.4 ddo uma representagio alternativa
da integral em questdo. Ao calcular uma integral, na qual uma dessas férmulas
ocorre, a representacdo por funcido hiperbdlica inversa pode ser mais facil de
usar e as vezes, menos incomoda para escrever. Observe que a forma com loga-
ritmos naturais da férmula (3) foi obtida na Sec¢do 9.5, usando fra¢des parciais.

EXEMPLO 1 Calcule

[ dx
J U —6x+ 13

Solugdo Vamos aplicar a férmula (1), depois de completar o quadrado.
[ dx _ dx '
JUE—6x+13 ) Jx*—6x+9)+4

dx
—f\/(x—3)2+4
=senh™! (ic—;—%> +C

=In(x =3+ x?—6x+13)+ C

EXEMPLO 2 Calcule

J\ld dx
6 Jx?—5
Solugao De (2)
10 10
._dL__ — COSh_l i]

6 Jx? =125 51
=cosh™* 2 —cosh™!1,2
Com uma calculadora obtemos cosh-! 2 = 1,32 e cosh~ 1,2 = 0,62. Assim,
10 d
f X 20,70

6 x%2—25

Em vez de aplicar as férmulas, as integrais com as formas daquelas dos Teo-
remas 9.8.1 até 9.8.4 podem ser obtidas usando uma substitui¢do por fungio
hiperbdlica e procedendo de forma similar aquela usada para substituigdo tri-
gonométrica.

EXEMPLO 3 Calcule a integral do Exemplo 1 sem usar uma féormula, mas
usando uma substitui¢do por fungdo hiperbdlica.
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Solugédo Na solugao do Exemplo 1 a integral dada foi reescrita como

[ dx

Jx =32 +4

Sex — 3 = 2senh u, entdo dx = 2 cosh u dueu = senh-! Hx — 3). Logo,

i dx 2 cosh udu

J \/(x—3)2+4_u J4senh®u + 4

r

2 cosh u du

J 2 /senh?y + 1
[ cosh u du

J Jeosh?u

[ cosh u du
cosh u

=fdu

=u+C
=senh‘1<xT_3> +C

que estd de acordo com o resultado do Exemplo 1.

EXERCICIOS 9.8

Nos Exercicios de 1 a 16, expresse a integral indefinida em ter-  Nos Exercicios de 17 a 22, calcule a integral definida e expresse
mos de uma fungdo hiperbdlica inversa e como um logaritmo a resposta em termos de um logaritmo natural.

tural.
natura s dx f-3 iy
17. = 18. 1 7
— - — X
1 J’ dx 2 [ dx 31/2 x p 4 “”4 p
AN/ ) VA Do 19. f i 20 | ——
+ dx © dx izl —x J1/x% 4+ 2x
3| 4 | ——— 3 (2
Uxt =1 J 25—-x2 21. o 4 22. _dx
C o dx f o dx 2 /9% —-12x—5 J-2+/16 + x?
5. 92 _ 16 6. de —e * 23. Prove a férmula (3) usando uma substitui¢do por fun¢io hi-
*. y v d perbdlica.
7, | _Sosxdx 8. J X 24. Uma curva passa pelo ponto (0, @), a > 0 e a inclinagio em
J V4 —cos? x Vx?t—dx +1 qualquer ponto é \/y?/a® — 1. Prove que a curva é uma ca-
r dt dw tendria.
9. J \/ﬁ 10. f D —wi_3 25. Um homem com um péra-quedas salta de um avido e quan-
. —€ do o para-quedas se abre, sua velocidade é de 60 m/s. Se
11 dx 12 J dx v m/s for sua velocidade ¢ s apds a abertura do para-quedas
J 2-dx—x? V25x% +9 324 dv
— = =324 -
13 f dx 14 dz g dt
T ] x4+ 10x + 24 ") S92 —6z—8 Resolva essa equacdo diferencial para obter
3dw 3x dx 18 1% 5
15.f‘ 16, | ———— t=—<cot h-!— — cotgh~! =
wy/4In2w+9 Vx* 4+ 6x2 +5 g ST 8 3



26. Mostre que senh ™! u = In(u + Ju? + 1), usando uma

Exercicios de Revisdo do Capitulo 9 e Revisdo de Integragdo

du

substitui¢do trigonométrica para calcular S —2\/_—+——1—
u

575

27. A regido limitada pela curva y = (16 — x2) =12, pelo eixo x
epelasretas x = —2ex = 3 gira em torno do eixo x. Mostre

-1 3

que o volume do solido gerado é %n’[tgh -

- tgh~"' (- DI.

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 9 E REVISAO DE INTEGRACAO

Nos Exercicios de 1 a 62, calcule a integral indefinida.

3

5.

7.

f tg” 4x cos* 4x dx

J e dx
V4 —e*
ftg_l\/;dx

fcosz Ix dx

241
9, —)—C—+——3—dx
x—=1

11.

dx
T x4 x¥3

15.

13

17.

19.

21.

23

25.

27.

29.

31.

33.

3s.

f sen x sen 3x dx

f(sec 3x + cosec 3x)? dx

(263 4+ 11t + 8
JrP+4t+ 4
[ x*+ 1

x“—ldx

€
)

J sen* 3x cos? 3x dx
i dr

JV3-ar—1r?

x> cos x? dx

cos 2t dt

cosec® x dx

2y? + 1

J*
Jer
e
J
J
I

y3—6y*+ 12y —8

2.

10.

12

14.

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

32.

34.

36.

[ 5x* -3

: dx
J x¥—x
[ dx

[ de
t* + 1
”\/x~|—1+ld
— d4X
JVx+1-1
r

dy
Jy+1

f cos 0 cos 20 d0

ft& J2t = t% dt

J dx
Jer -1
J‘ 3e3* dx

[Vx? -4

5 dx

X

ft sen? 2f dt

"~

4x2 4+ x -2
x> —5x24+8x -4

dx

[ ydy

J 9+ 16y
i du

dw,a >0

xinx(inx —1)
dx

J 5+4dsecx

[ x%dx

(XZ _ aZ)J

o
~

o

37.

39.

41.

43.

45,

47.

49.

51.

53.

55.

57.

59.

61.

sen x dx
1 + cos? x
f\/4t —t2dt

o dx
x*—x

¥ dx
V4 — 9e%*

f cotg? 3x cosec* 3x dx

fxz sen~! x dx

[ dx

J sen x — 2 cosec x
[ cos 3t dt

J sen3ti/sen?3t — }
[ Vx2 +a?

x4

" sen~ /2t 0
J J1—=2t

dx

JV24+JUx—1
[Vig x dx

dx

fx"lnxdx

38.

40.

42,

44.

46.

48.

50.

52.

54.

56.

58.

60.

62.

[ dx
J xJx?+x+1
[ dx

J VI —x+3x?
P\/’_l
“f+1

dx

J 5+ 4cos2x

1 cotg x dx
3 + 2sen x

[ dx

J x/5x—6—x2

fcos x In(sen x) dx

dx
(x? + 6x + 34)*

ftg Xx sen x:dx

fln(xz + 1) dx

dx
2+ 2senx + cos x
J dx
V1+ Yx

ftg" xsec*xdx,n >0

Nos Exercicios de 63 a 94, calcule a integral definida.

63.

65.

67.

69.

fo" V2 + 2 cos x dx

([22x2 +x+ 4
Ji X+ ax?
(2 3dt

Jo 4 + ¢
r2J3 xz dx

o2 (16— x2)7

dx

64.

66.

68.

70.

1
1=
J X dx
1/2 X
v dx
o€ +e ”

2
J‘:/ sen’ t cos? ¢ dt

U xe* dx

o (1 + x)?
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2 —
7. [ sect x dx 7. J (A -x)dx

o X2 +3x+2
73. f ey cotg? 2y dy 74.

l(Z _ <23
75. f i’xz—")dx 76. [} (n x)? dx
a

- J\l (2x? — 2x + 1) dx 78f 3dx
“ s x*+x ' 2= x?

foz (2* + x?) dx

79. flmloglo\/e—xdx 80. fo [sen x — cos x|dx
2 x+2 VATE a2
81. 1 mdx 82. fo xe* cos x? dx
83. [|cos® x| dx 84. ™ |18 x|ax
Y
ssJ‘ — 86. [} x*\1+x7 dx
X—x?—x+1 °
712
87. J _xdx 88. f _dx_
1—4x o cos*3x

89. [ V2y+)7

.[ 92 J3 dr
12+I3cost "o +2vr+1
" L
93. °va—Jx dx 94, | S,
0 23 1+ cos 3t

95. A densidade linear de uma barra com 3 m de comprimento
num ponto a x m de ima extremidade é ke 3* kg/m. En-
contre a massa € o centro de massa da barra.

96. Ache o centro de massa de uma barra com 4 m, se a densi-
dade linear num ponto a x m do extremo esquerdo for

4 x2 dx
) 90.
v+ Lx3+4x2+5x+2

A9 + x% kg/m. ..

97. Ache o comprimento do arco da pardbola y? = 6x de
x=6ax=12.

98. Ache a 4rea da reglﬁo limitada pela curva y =
pela reta x = -+ /3 e pelo eixo x.

99. Ache a 4rea da regido limitada pelo lago da curva
x2 = y41 - yy.

100. Ache o comprimento do arcodacurvay = Inxdex = 1
ax =e.

101. Ache o volume do sélido de revolugio gerado ao girar em
torno do eixo y a regido limitada pela curvay = In 2x, pelo
eixo x e pela reta x = e.

102. A regido no primeiro quadrante, limitada pela curva

(j+—1)2, pelo eixo x e pelo eixo y gira em torno do
¢ixo x. Ache o volume do sélido gerado.

103. Duas substancias quimicas A e B reagem para formar a subs-
tancia C e a taxa de variagdo da quantidade de C é propor-
cional ao produto das quantidades de 4 e B restantes
em cada instante dado. Inicialmente, existem 60 g de 4 e
60 g de B. Para formar 5 g de C sao necessdrios 3 g de 4
¢ 2 g de B. Ap6s 1 h, foram formados 15 g de C. (a) Se

sen~! 2x,

y=

x g de C sdo formados ap6s ¢ h, ache uma expressdo para
x em termos de ¢. (b) Ache a quantidade de C apés 3 h.

104. Um tanque tem a forma de um sélido obtido ao girar a re-
gido limitada pela curva y = In x, pelo eixo x e pelas retas
x = eex = e? em torno do eixo x. Se o tanque estiver )
cheio de 4gua, qual o trabalho feito ao bombear toda a 4gua
até a borda do tanque? A distancia é medida em metros.
Tome o eixo x positivo vertical e orientado para baixo.

105. Ache o centréide da regido do Exercicio 99.

106. Ache o centrdide da regido limitada pelo lago da curva
y?=x% - x3,

197 . Ache o centréide da regido limitada pelo eixo y e pelas curvas

' y—senx—cosxey—senx+cosxdex—0ax—7.

108. Ache o centrdide da regido no primeiro quadrante, limita-
da pelos eixos coordenados e pela curva y = cos x.

109. Um lago pode ter no méximo 10.000 peixes, de forma que
a taxa de crescimento dos peixes € conjuntamente propor-
cional ao mimero de peixes presentes e a diferenca entre
10.000 ¢ o nimero presente. O lago contém inicialmente 400
peixes e 6 semanas depois havia 3.000 peixes. (a) Quantos
peixes-existirdo no lago ap6s 8 semanas? (b) Quando é ma--
Xima a taxa de crescimento? Isto é, apés quantas semanas
o lago ird conter 5.000 peixes?

110. Em uma cidade com 12.000 pessoas, a taxa de crescimento
de uma epidemia de gripe é conjuntamente proporcional ao
numero de pessoas que tiveram a gripe e a0 niimero de pes-
soas que ndo a contrairam. Cinco dias atras 400 pessoas es-
tavam com gripe e hoje 1.000 pessoas j& foram contagiadas.
(@) Qual o niimero esperado de pessoas com gripe amanha?

" (b) Em quantos dias a epidemia estar4 se alastrando o mais
rapido possivel? Isto ¢, quando é que metade da populagio
serd contagiada?

Os Exercicios 111 e 112 referem-se a Seccdo Suplementar 6.7.

111, A extremidade vertical de um tanque de 4gua tem 3 m

de largura na borda e 2 m de profundidade, tendo a for-
ma da reglao limitada pelo eixo x e pelo arco da curva
= 2 sen 7x. Se o tanque estiver cheio de 4gua, ache

a forga exercida pela pressdo da 4gua na extremidade.

112. Uma tora tem a forma de uma regido limitada por uma re-
ta e um arco senéide. Se a tora for submersa verticalmente
na dgua, de modo que a reta seja o limite inferior, 2 m abaixo
da superficie da dgua, ache a forca na tora, exercida pela
pressdo da agua.

Os Exercicios 113 e 114 referem-se & Seccdo Suplementar 9.8.
Obtenha o resultado por uma substituicdo da funcido hiperbdlica.

1
113, -3 cotgh (senh‘l §-> +C,a>0

dx
_[ N

dx 1 X
114. JW=;Senh<tgh l;)+c,a>0



tudado parte dessa matéria em um curso preparatorio de Calculo; nesse caso,
tais tépicos poderdo ser estudados como uma revisdo, ou omitidos.

Nas quatro primeiras secgoes discutimos as seccoes conicas (ou conicas), que sao
curvas de intersec¢do de um plano com um cone circular reto. Ha trés tipos de |
curvas que ocorrem dessa forma: a pardbola, a elipse (incluindo a circunferén-
cia como caso particular) e a hipérbole. A curva obtida depende da inclinagdo

@ relativa entre o eixo do cone e o plano secante. O matematico grego Apoldnio
estudou as sec¢Oes cOnicas, em aproximadamente 225 a.C., em termos de Geo-

@ - metria, usando esta visio. .

Z . O conteido deste capitulo ¢ oriundo da Geometria Analitica. Vocé pode ter es- L___—_ﬁ
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Secg¢bes Conicas e Coordenadas Polares

Na Secc¢do 10.1 vamos discutir a parabola e nas duas sec¢des seguintes trata-
remos da elipse e da hipérbole. Em nosso estudo de cada uma das curvas, pri-
meiro vamos mostrar como o cone ¢ o plano secante sio tomados para obter
a seccdo conica em questdo. Em seguida, definimos a curva como um conjunto
de pontos em um plano. Foi provado que tal defini¢io é conseqiiéncia da defi-
ni¢do da curva como uma sec¢do cOnica, pelo matemdtico belga G.P. Dandelin
(1794-1847) em 1822. Varia¢Bes dessa prova podem ser dadas para uma para-
bola e para uma hipérbole. Introduzimos a rotecdo de eixos na Sec¢do 10.4, para
podermos considerar as cdnicas cujos eixos ndo sio nem horizontais, nem ver-
ticais,

As Secgdes de 10.5 a 10.7 sdo dedicadas a uma discussdo de coordenadas po-
lares e algumas de suas aplicag6es. H4 um tratamento unificado das seccGes
cdnicas que utiliza suas equagdes polares na Sec¢do 10.8. Na Secgdo Suplemen-
tar 10.9 apresentamos retas tangentes de curvas polares.

10.1

A PARABOLA E

TRANSLACAO DE EIXO0S

Yy
X = —pA 10.1.1 DEFINICAO
Q-p. v P(x, y)
PNEFp. 0)
" diretriz J ,
FIGURA 3

No estudo da geometria das sec¢bes cdnicas, o cone é considerado como tendo
duas folhas, estendendo-se indefinidamente em ambas as diregdes. Uma parte
do cone circular reto com duas folhas estd na Figura 1. Uma geratriz (ou ele-
mento) do cone ¢ uma reta que esta sobre o cone; todas as geratrizes de um
cone contém o ponto V, chamado vértice. Na Figura 2 temos um cone e um
plano secante paralelo a uma e somente a uma geratriz. A cdnica é uma pardbola.

parabola
FIGURA 1 FIGURA 2

Uma paribola € o conjunto de pontos em um plano, equidistantes de um ponto
¢ de uma reta fixos. O ponto fixo é chamado de foco e a reta fixa é chamada
de diretriz.

Vamos deduzir agora a equagdo de uma pardbola a partir de sua defini¢do.
Para que essa equacgdo seja a mais simples possivel, vamos escolher o eixo x
perpendicular a diretriz, contendo o foco. A origem serd tomada sobre o eixo
x ¢ no ponto médio, entre a diretriz e o foco. Convém ressaltar que estamos
fazendo uma escolha particular dos eixos (e ndo da parabola). Veja a Figura 3.

Seja p a distdncia orientada OF. O foco serd o ponto F(p, 0), e a diretriz
serd a reta de equagdo x = —p. Um ponto P(x, y) estard na parabola se e so-




y
Yivox = =p
Ep, 0) AC x
; diretriz
FIGURA 4
10.1.2 TEOREMA
Yy
F(O, p)
o L) X
" diretriz y = —‘p
FIGURA 5
10.1.3 TEOREMA
y
diretriz y=-»p
v O .
-~
F(0, p)
FIGURA 6

10.1 A Parabola e Translagdo de Eixos 579

mente se P for eqiiidistante de F e da diretriz. Isto é, se Q(— D, y) for o pé da
perpendicular a diretriz passando por P, entdo P estara na parabola se e so-
mente se

|FP| = |OP|
Como

|FP| = /(x — p)* + »?

|0P| = Vix + p)* + (y — y)?
P estad sobre a parabola se ¢ somente se

Jox—pF +7 =x + p?

Elevando ao quadrado ambos os membros obtemos

x? —2px + p? + y* = x? + 2px + p?
y? = dpx

Vainos enunciar esse resultado sob a forma de teorema.

£

= o H . o L. =
‘A equagdo da parabola com foco em (p, 0), tendo como diretriz a reta x

Na Figura 3, p € positivo; mas p pode ser negativo pois € a distancia orienta-
da OF. A Figura 4 mostra uma parabola para a qual p < 0.

Das Figuras 3 e 4 vemos que para a equagdo y? = 4px a parabola abre-se
para a direita, se p > 0 e para a esquerda, se p < 0. O ponto médio entre o
foco e a diretriz da parabola é chamado vértice. O vértice das parabolas nas
Figuras 3 ¢ 4 é a origem. A reta que passa pelo vértice e pelo foco é chamada
de eixo da parabola. O eixo das parabolas nas Figuras 3 € 4 é o eixo x.

Na dedugdo acima, se os eixos x e y forem trocados entre si, entdo o foco
serda o ponto F(0, p) e a diretriz serd a reta com equagdo y = — p. Uma equagdo
dessa pardbola é x2 = 4 py.

A equagdo da parabola com foco em (0, p) e tendo como diretrizaretay = —p é

x? =4 py .

el

Se p > 0, a parabola abre-se para cima, conforme mostra a Figura 5; se
p < 0, a pardabola abre-se para baixo, conforme mostra a Figura 6. Em cada
caso, o vértice estd na origem e o eixo da parabola coincide com o eixo y.

Ao fazer um esbog¢o do grafico de uma parabola é itil considerar a corda
que passa pelo foco, perpendicular ao eixo da pardbola, pois os pontos extre-
mos dessa corda sdo dois pontos sobre a parabola. Tal corda é chamada de /a-
tus rectum da parabola. O comprimento do latus rectum é |4 p|. (Veja o
Exercicio 20.)
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EXEMPLO 1 Ache a equagdo da parabola tendo seu foco em (0, —3) e sen-
do y = 3 sua diretriz. Faga um esbogo do grafico.

Solugéo Como o foco estd no eixo y e também est4 abaixo da diretriz, a
pardbola abre-se para baixo e p = —3. Logo, a equagio da pardbola é

x? = —12y
O comprimento do latus rectum é

[4(=3)| = 12

Um esbogo do grafico estd na Figura 7.

Qualquer ponto sobre a pardbola da Figura 7 ¢ eqiiidistante do foco e da
diretriz. Na Figura 8 sdo mostradas trés de tais pontos (P,, P, e P,) € temos

[FP\|=|PiQ,|  |FPo| = P20  |FP;| = |PyQy

EXEMPLO 2 Dada a parabola de equagdo y2 = 7x, encontre as coordena-
das do foco, a equagéo da diretriz e 0 comprimento do /atus rectum. Faca um
esbogo do grafico.

Solucdo A equacgdo dada é da forma y2 = 4px; assim
4p =1
p=7%
Como p > 0, a pardbola abre-se para a direita. O foco est4 no ponto F(L, 0).
A equagdo da diretriz é x = —%. O comprimento do latus rectum é 7. Um

esbogo do grafico estd na Figura 9.

Para encontrar a equagio geral de uma parabola com vértice num ponto dis-
iinto da origem e com diretriz paralela a um eixo coordenado, consideramos
primeiro o conceito de translagdo de eixos.

Note que o formato da curva nao é afetado pela posi¢do dos eixos coordena-
dos, mas a equagdo da curva ¢é alterada.

» ILUSTRAGCAO 1 Se uma circunferéncia com raio 3 tiver seu centro no ponto
(4, —1), entdo a sua equagio sera
=42+ (+ 12 =9
x*+y2—8x+2y+8=0

Entretanto se a origem estiver no centro, a circunferéncia terd uma equacgio mais
simples, ou seja,

x2+y2=9 <4

Se os eixos coordenados puderem ser tomados como desejarmos, entdo fare-
mos uma escolha tal que as equagdes resultem o mais simples possivel. Se os
eixos forem dados, contudo, freqiientemente queremos encontrar a equagio mais
simples da curva dada, referida a outro conjunto de eixos.
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Em geral, se no plano, com x e y dados, escolhermos os novos eixos coorde-
nados paralelos aqueles dados anteriormente, dizemos que houve uma transla-
¢do de eixos no plano.

Vamos supor que os eixos x € y sejam transladados para os eixos x’ € ¥’ com
origem no ponto (h, k) em relagdo aos eixos dados. Vamos supor também que
0s numeros positivos estejam do mesmo lado da origem tanto em relagdo aos
eixos x’ e y’ quanto em relagdo aos eixos x € y. Veja a Figura 10.

Um ponto P no plano, tendo coordenadas (x, y) em relagdo ao sistema de
coordenadas dado, terd coordenadas (x’, y’) em relacdo aos novos eixos. Para
obter a relagdo entre esses dois conjuntos de coordenadas, trace uma reta por
P, paralela aos eixos y e y’ e também uma reta por P, paralela aos eixos x e
x’. Suponha que a primeira reta intercepte o eixo x num ponto 4 e x’ num
ponto A’, enquanto a segunda reta intercepta o eixo y num ponto B e y’ num
ponto B’.

Em relacdo aos eixos x e y, as coordenadas de P sdo (x, »), as coordenadas

de A sdo (x, 0) e as de A’ sdo (x, k). Como A'P = AP — AA’,

y =y—k e y=y +k

Em relagédo aos eixos x e y, as coordenadas de B sdo (0, »), e as coordenadas
de B’ sdo (h, y). Como B'P = BP — BB’,

’

X' =x-h e x=x"+h

Provamos o teorema a seguir

Se (x, y) representa um ponto P em relagdo a um dado conjunto de eixos e
(x’, y’) for a representagdo de P apds os eixos terem sido transladados para
uma nova origem com coordenadas (4, k) em relacio aos eixos dados , entdo

x=x"+h e y=y + k
® x'=x-h e y =y -k

Se uma equacio de uma curva é dada em x e y, entdo uma equagio em x’
e y’ serd obtida substituindo x por x’ + A e ypor y’ + k. O grifico de uma
equacio em x ¢ y em relagdo aos eixos x e y é exatamente 0 mesmo conjunto
de pontos que o grafico da equagdo correspondente em x’ e y’, em relagdo aos
eixos x' e y’.

EXEMPLO 3 Dada a equagdo
x>+ 10x+6y+19=0

ache a equacdo do grafico em relagdo aos eixos x’ e y’ apds uma translagido
de eixos para a nova origem (— 5, 1). Fa¢a um esbog¢o do grdfico e mostre am-
bos os conjuntos de eixos.

Solugao Um ponto P representado por (x, y) em relagdo ao sistema de ei-
X0s anterior, tem a representacao (x’, y’) em relacao ao novo sistema de eixos.
Entdo, do Teorema 10.1.4, com h = ~5ek = 1,

x:x’—Sey=y'+l
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Substituindo esses valores de x e y na equagido dada,obtemos
(x' =5+ 10(x' — 5) + 6(y + 1) + 19=0
—10x'+254+10x' —50+6y +6+19=0
xlz —_ 6yr
O grafico dessa equagdo em relagdo a x’ € y’ € uma parabola com vértice
na origem, abrindo-se para baixo, e com 4p = —6. O grifico em relagdo aos
eixos x e y é, entdo, uma pardbola tendo seu vértice em (=35, 1), seu foco em

(-5, —3) earetay = 5 como sua diretriz. Um esbogo do grafico com am-
bos os conjuntos de eixos estd na Figura 11.

O exemplo acima ilustra como uma equagéo pode ser reduzida a uma forma
mais simples por uma translagdo de eixos adequada.

Vamos aplicar a translagdo de eixos para encontrar a equacéo geral da para-
bola tendo diretriz paralela aos eixos coordenados e vértice no ponto (&, k).
Em particular, vamos supor que a diretriz seja paralela ao eixo y. Se o vértice
estiver no ponto V(h, k), entdo a diretriz terd equacdo x = & — p e o foco
estard no ponto F(h + p, k). Sejam x’ e y’ eixos tais que a orngem O’ esteja
em V(h, k). Veja a Figura 12,

A equacgdo da parabola da Figura 12 em relagdo aos eixos x’ e y’ é

= 4px’
Para obter uma equagdo dessa pardbola em relagdo aos €ixos x e y, substitui-
mos x’ por x — hey’ pory — k, o que da
(y—k)? =4dp(x — h)
O eixo dessa pardbola é paralelo ao €ixo x.
Analogamente, se a diretriz da parabola for paralela ao eixo x e o vértice esti-

ver em V(h, k), entdo o seu foco estard em F(h,k + ppey =k — pserd a
equacdo da diretriz, e uma equagao da pardbola em rela¢do aos eixos x e y sera

(x — h)? = 4p(y — k)
O eixo dessa parabola é paralelo ao eixo y. Provamos entdo o-teorema a seguir.

Se p for a distancia orientada do vértice ao foco, a equacdo da parabola com
vértice em (A, k) e com eixo paralelo ao eixo x sera

O - kP =4pkx - h) )

Uma parabola com o mesmo vértice € com eixo paralelo ao eixo y tem por
equacao

(x — hy = 4p(y - k) : ' 2

EXEMPLO 4 Ache uma equag¢@o da parabola que tenha a reta y = 1 como
diretriz e o ponto F(—3, 7) como foco. Fag:a um esbog¢o do grafico dessa pa-
rabola.

Solucdo Como a diretriz é paralela ao eixo x, o eixo sera paralelo ao eixo
¥y e a equagdo tera a forma (2).
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Como o vértice V esta no ponto médio entre a diretriz e o foco, ¥ tem coor-
denadas (—3, 4). A distancia orientada do vértice ao foco € p; assim

p=7—-4 < p=3

Logo, a equagdo é
(x+ 372 =12(y - 4)

Elevando ao quadrado e simplificando teremos
x2+6x—12y+57=0.

Um esbogo do grafico da parabola estd na Figura 13.

EXEMPLO 5 Dada a parabola com equagdo
Yy +6x+8y+1=0
ache o vértice, o foco, a equagdo da diretriz, a equagdo do eixo e 0 comprimen-
to do latus rectum. Faga um esbogo do grafico.
Solugédo Reescreva a equagdo dada sob a forma
yi+8y=—6x—1
Completando o quadrado dos termos envolvendo y no primeiro membro da equa-
¢d0 e somando 16 de ambos os lados obtemos
y2+ 8y +16 = —6x + 15
(y+4>=—6(x~3)
Comparando essa equagdo com (1), temos
k= —4 h=3
4p=—-6 < p=—3

Logo, o vértice esta em (5, —4), aequagdo do eixo é y = —4 o foco estd em
(1, —4), a equagdo da diretriz é x = 4, ¢ o comprimento do /atus rectum é 6.
Um esbogo do grafico na Figura 14.

Na Sec¢do 1.3 hd uma discussdo da equagdo geral do segundo grau em duas
variaveis:

Ax*+ Bxy+ Cy>? + Dx+ Ey+ F=0 " (3)

onde B = 0e A = C. Entio, o grafico de (3) é uma circunferéncia, um ponto
ou o conjunto vazio. Quando o grafico for um ponto ou o conjunto vazio, di-
zemos que ele é uma circunferéncia degenerada. Consideremos agora (3), onde
B = 0e AC = 0. Neste caso, A = 0 ou C = 0, mas ambos ndo podem ser
nulos pois entdo teriamos, em (3), 4, B ¢ C nulos e (3) nd3o seria uma equagao
do segundo grau. Suponhaem (3) B = 0, A = 0e C # 0, entdo temos a equagao

Cy’+Dx+Ey+F=0 A )
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Se D # 0, esta serd a equagdo de uma parabola, pois ela pode ser obtida G«
(1) realizando-se as operagOes indicadas e reagrupando os termos. Se em (4)
D = 0, entdo a equagdo torna-se

Cy*+Ey+F=0

O grafico dessa equacdo pode ser duas retas paralelas, uma reta ou o conjunto
vazio; qualquer um desses graficos serd chamado de pardbola degenerada.

P ILUSTRACAO 2 O grafico da equagio 4y2 — 9 = 0 sdo duas retas paralelas;
9y2 + 6y + 1 = 0é a equagdo deumaretae2y? + y + 1 = 0 ndo é satisfei-
ta por nenhum valor real de y. <

Uma discussdo andloga ocorreem (3) B = 0, C = 0e A # 0. Os resultados
estdo resumidos no teorema a seguir.

Se na equagdo geral do segundo grau
Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey = F =0

L
B=0eA=0eC#00uC =0eA # 0, entdo o grafico serd um dos seguin-
tes: uma pardbola, duas retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio.

No comego desta seccio indicamos que uma pardbola é obtida como uma

. sec¢do cdnica quando o plano secante ¢é paralelo a uma e somente a uma gera-

triz do cone. Se o plano secante contiver o vértice do cone e apenas uma gera-
triz, como na Figura 15, entdo teremos uma reta que € uma pardbola degenerada.
A parabola degenerada que consiste em duas retas paralelas ndo pode ser obti-
da como uma sec¢do cOnica, a ndo ser que consideremos um cilindro circular
como um cone degenerado (com vértice no infinito). Entdo, um plano paralelo
aos elementos do cilindro e que corte dois elementos distintos produz a pardabo-
la degenerada que consiste em duas retas paralelas.

Existe uma propriedade interessante das parabolas que tem aplicagdes na cons-
trugdo de holofotes, fardis dianteiros dos automoveis e telescopios. Na Figura
16, a reta PT ¢ a reta tangente no ponto P ao grafico da pardabola. O ponto
F ¢é o foco da parabola e a é a medida do angulo entre o segmento de reta FP
¢ a reta tangente PT. A reta PR ¢é paralela ao eixo da pardbola e é a medida
do angulo entre PR ¢ PT. No Exercicio 48 sera pedido que vocé prove que
a = B. Devido a essa igualdade, num espelho parabdlico de um holofote, raios
de luz de uma fonte localizada no foco sio refletidos ao longo de retas parale-
las ao eixo. Um principio similar envolve os refletores parabdlicos nos faréis
dianteiros de um automoével. Para um espelho parabdlico num telescopio refle-
tor, ocorre uma situagdo inversa, onde raios de luz de um objeto no céu, que
incidem no espelho paralelamente ao eixo, sdo refletidos por ele e passam pelo
foco.

EXEMPLO 6 Um espelho parabélico tem uma profundidade de 12 cm no cen-
tro € o diametro na face do espelho € de 32 cm. Ache a distincia do vértice
ao foco.

Solugéo Veja a Figura 17. Os eixos coordenados sdo escolhidos de tal for-
ma que a pardbola tenha seu vértice na origem, seu eixo ao longo do eixo y
e abra-se para cima. Logo, a equac¢ido da parabola é da forma

x* = 4py
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onde p cm ¢ a distancia do vértice ao foco. Como o'pon_to (16, 12) esta na para-
bola, suas coordenadas satisfazem a equacdo € temos

62 = 4p(12)
p=%

Logo, a distincia do vértice ao foco é 5 4 cm.

Ha4 outras aplicagOes praticas de pardbolas. A trajetéria de um projétil sera
uma pardbola se o movimento for considerado num plano e a resisténcia do
ar for desprezada. As vezes, os arcos sdo parabdlicos e os cabos de suspensdo

- de pontes podem ter a forma de uma pardbola. Antenas para receber os sinais
de televisdo via satélite sdo, também, parabdlicas.

EXERCICIOS 10.1

Para cada uma das pardbolas nos Exercicios de 1 a 8, ache as
coordenadas do foco, a equacdo da diretriz e o comprimento do
latus rectum. Faca um esbo¢o da pardbola.

1. x2=4y . y? = 6x 3. 2= —8x
4. x? = —16y 5x+y 0 6. Y2+ 5x=0
7.2y2 —9x =0 8. 3x2+4y=0"

Nos Exercicios de 9 a 17, ache uma equagdo da pardbola com
as propriedades dadas.

9. Foco (5, 0); diretriz x -5.

10. Foco (0, 4); diretriz y = —4.

11. Foco (0, —2), diretrizy — 2 = 0.

12. Foco ('T’ 0); diretriz 5§ — 3x = 0.

13. Foco (2 , 0) diretriz2x + 1 = 0

14. Foco (0, 3), diretriz 3y + 2 = 0.

15. Vértice (0, 0); aberta para esquerda; o comprimento do /a-
tus rectum é 6. o

16. Vértice (0, 0); aberta para cima; o comprimento do latus rec-
tum é 3.

17. Vértice (0, 0); diretriz 2x = -5.

18. Ache a equagio da par4bola que tem vértice na origem, eixo
no eixo x e passa pelo ponto (2, —4).

19. Ache a equagido da pardbola que tem vértice na origem, eixo
no eixo y e passa pelo ponto (—2, —4).

20. Prove que o comprimento do latus rectum de uma parabola
¢ |4p|.

Nos Exercicios de 21 a 26, ache uma nova equagdo para o grdfi-
co da equacdo dada apds uma translagdo de eixos para a nova
origem, conforme estd indicado. Trace os eixos originais e 0s no-
vos e faca um esbogo do grdfico.

21, x2 4+ y2 + 6x +4y=0; (-3, —-2)
22 x2+ y2 —6x— 10y + 18 = 0, (3, 5)
23. y —6x+9=0;3,0)

24. 2+ 3x—2y+7=0;(=-21)

25. y—4=2(x~1)%(1,49)

2. (y + 1)2 = 4(x — 2)% (2, —1)

Nos Exercicios de 27 a 32, ache o véftice, o foco, uma equagio
do eixo e uma equagdo da diretriz da pardbola dada. Faca um
esbogo do grdfico.

27. x2 4+ 6x+4y+8=0 28. 4x2 —8x +3y—2=0
29 )2+ 6x+ 10y +19=0  30. 3y —8x— 12y —4=0
31 2y? =4y — 3x 32. y=3x2—-3x+3

Nos Exercicios de 33 a 40, ache uma equacdo da pardbola com
as propriedades dadas. Faca um esbogo do grdfico.

33. Vértice em (2, 4); foco em (-3, 4).

34. Vértice em (1, —3); diretriz y = 1.

35. Foco em (=1, 7); diretriz y = 3.

36. Foco em (—-3, 4); diretriz x = —3-.

37. Vértice em (3, —2); eixo x = 3; comprimento do latus rec-
tum é 6.

38. Diretriz x = —2; eixo y = 4; comprimento do latus rectum
é 8.

39. Vértice em (—4, 2); eixo y = 2; passa pelo ponto (0, 6).

40. Os extremos do latus rectum sao (1, 3) e (7, 3).

41. Os extremos do latus rectum de uma parabola séo (5, k) e
(-5, k). Se o vértice da pardbola estd na origem e ela se abre
para baixo, ache (a) o valor de k; (b) a equagdo da pardbola.

42. Suponha que a 4gua escoando por um cano horizontal a 25 m
acima do chdo descreva uma parabola cujo vértice estd na
extremidade do cano. Se num ponto 8 m abaixo da linha do
cano o fluxo da dgua curvou-se 10 m para fora de uma linha
vertical qué passa pela extremidade do cano, a que distincia
dessa linha vertical a 4gua atingird o solo?

43. O cabo de uma ponte suspensa tem a forma de uma parabo-
la quando a carga € uniformemente distribuida na horizon-
tal. A distdncia entre duas colunas é 150 m, os pontos de
suporte do cabo nas colunas estdo 22 m acima da pista e o
ponto mais baixo do cabo estd 7 m acima da pista. Ache a
distancia vertical do cabo a um ponto na pista a 15 m do pé
de uma coluna.
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4.

45.

46.

Um arco parabdlico tem uma altura de 20 m'e uma largura
de 36 m na base. Se o vértice da parabola estiver no topo
do arco, a que altura acima da base ele tera 18 m de largura?
Prove que, sobre uma parédbola, o ponto mais préximo do
foco é o vértice.

Suponha que a 6rbita de determinado cometa seja uma pa-
rabola com o Sol no foco. Quando o cometa est4 a 100 mi-
Ihdes de quildmetros do Sol, o dngulo entre o eixo da parabola
e a reta do Sol até o cometa é de 45°. Use o resultado do
Exercicio 45 para determinar a menor distincia entre o co-
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parébola, (b) as coordenadas do vértice e (¢) o comprimento
do latus rectum.

50. Se uma parabola tiver seu foco na origem e o eixo x co-

mo eixo, prove que ela deve ter uma equagdo da forma
y? = dkx + 4k, k # 0.

51. Se os eixos forem transladados para uma nova origem tendo

coordenadas (h, k), mostre que apds a translagdo a equacio
y = sen xtorna-se y’ = Asenx’ + Bcos x’ + C, onde
A, B e C sdo constantes. Ache A, Be Cem termos de A e
k. Mostre que A2 + B? = 1.

meta ¢ o Sol.

47. Um telescépio refletor tem um espelho parabdélico para o qual
a distdncia do vértice ao foco é 3 m. Se o didmetro na super-
ficie do espelho for 64 cm, qual a profundidade do espelho
no centro?

48. Na Figura 16, prove que a@ = B. (Sugestdo: escotha os eixos
coordenados de tal forma que a parabola tenha seu vértice
na origem e seu €ixo ao longo do eixo y e que se abra para
-cima. Seja Q a intersec¢do da reta tangente PT com o €eixo
Y. Prove que @ = B, mostrando que AQPF é isOsceles.)

49. A equacdo da diretriz de uma pardbolaéx + y = O e seu
foco estd no ponto (1, 1). Ache (a) a equagdo do eixo da

52. Mostre que ap6s uma translagdo de eixos para a nova origem

(——j—n, 1) a equagdo y = —IJE_- sen x + cos x) + 1 torne-se

y' = senx’.

53. Usando os resultados dos Exercicios 51 e 52 como referén-
cia, determine uma translagdo de eixos tal que a equagido

y ='L (sen x — cos x) —3 torne-se y' = sen x’.
V2

54. Usando os resultados dos Exercicios 51 e 52 como referén-
cia, determine uma translacao de eixos tal que a equacgio

¥ = +(/3sen x + cos x) + 2 torne-se y’ = sen x’.

10.2 A ELIPSE

Uma elipse é obtida como uma secgiio conica, se o plano secante nio for para-
lelo a nenhuma geratriz e, neste caso, o plano intercepta todas as geratrizes co-
mo na Figura 1. Um caso especial da elipse é a circunferéncia, conforme mostra
a Figura 2, formada quando o plano secante que intercepta todas as geratrizes
também for perpendicular ao eixo do cone. Vamos definir agora a elipse como
um conjunto de pontos num plano.

circunferéncia

FIGURA 2

elipse

FIGURA 1

Elipse ¢ o conjunto dos pontos de um plano cuja soma das distincias a dois
pontos fixos ¢ constante. Os pontos fixos sdo chamados de focos.

10.2.1 DEFINICAO

Seja 2c¢ a distancia ndo orientada entre os focos, onde ¢ > 0. Para obter a
equacdo de uma elipse escolhemos o €ixo x como a reta que passa pelos focos
F e F’ ¢ escolhemos a origem como sendo o ponto médio do segmento FF’.
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Veja a Figura 3. Os focos F e F’ tém coordenadas (c, 0) e (—c, 0), respectiva-
mente. Seja 2a a soma constante mencionada na Defini¢do 10.2.1. Entdo, a > ¢
¢ o ponto P(x, y) da Figura 3 sera um ponto qualquer da elipse se e somente se

|ﬁ| + |F’?| =2a (1)
Como
FPl=Vix—0?+y* e [FPl=x+c+)>

P estd sobre a elipse se e somente se

=+ +Jx+c +y2=2a

Vamos simplificar essa equagio escrevendo-a de tal maneira que um radical fi-
que a esquerda e outro a direita e, em seguida, elevaremos ao quadrado ambos
os membros. Assim obtemos

N =P+ =2a— Jx+ o +y? 2)
(x = +y*=4a" —4a/(x + ) + y* + (x + ¢)* + y? 3)
x*—2cx +c*+ y? =4a® —daJ(x + ¢)® ¥ y> + x* + 2cx + 2 ?’;yz

da /(x + c)*> + y* = 4a® + dcx _
\/(x+c)2+y2=a+c—czx _ ) 4

T 2

c
x2+2cx+c2+y2=a2+2cx+a—;,_x2 (5)

2 c? 2 2
x(l—a—2>+y =a*—¢?

(a®> — cHx? + a?y? = a*(a® — ¢?)

— +
a2 @22

=1 . (6)

Como a > ¢, a> — ¢? > 0 e podemos fazer

b? = g% — 2 (N
Substituindo essa equag¢do em (6) obtemos
x2 y2

Assim mostramos que as coordenadas (x, y) de qualquer ponto P sobre a elipse
satisfazem a equagdo (8). Para provar que (8) é a equagio da elipse, precisamos
mostrar também que todo ponto P cujas coordenadas (x, y) satisfazem (8) est4 so-
bre a elipse. Comegamos com (8) e executamos as etapas em ordem inversa para
obter (1). Para ir de (5) para (4) precisamos verificar que

'a+§x>0 | ' )

€ para ir de (3) para (2) precisamos verificar que

2a—Jx+)?+y* 20 : T (10)
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Seré pedido que vocé faga isto no Exercicio 42. Um método alternativo para
obter (1) a partir de (8) esta resumido no Exercicio 43. Como resultado dessa
discussdo temos o teorema a seguir.

Se 2a for a constante a que se refere a Definigdo 10.2.1 ¢ a elipse tiver seus fo-
cos em (c, 0) e (—c, 0), entdo para b2 = a2 — c?, a equagdo da elipse serd
x2 . y2

@t T . b

Para obter um esbogo do gréfico da elipse da equagdo (11), observamos pri-
meiro que o grafico é simétrico em relagdo a ambos os eixos x e y. Além disso,
o grafico intercepta o eixo x nos pontos (a, 0) e (—a, 0) e intercepta o eixo y
nos pontos (0, b) e (0, —b). Veja a Figura 4 ¢ tome-a como referéncia ao ler
O proximo paragrafo.

A reta que passa pelos focos € chamada de eixo principal da elipse. Para a
elipse do Teorema 10.2.2, o eixo x € o eixo principal. Os pontos de intersec¢do
da elipse com seu eixo principal sdo chamados de vértices. Assim, para essa elipse,
os vértices sdo V(a, 0) e V'(—a, 0). O ponto sobre o eixo principal no ponto
médio entre os dois vértices é chamado de centro da elipse. A origem é o centro
dessa elipse. O segmento do eixo principal entre os dois vértices é chamado de
eixo maior da elipse e seu comprimento é 2g unidades. Entdo, estabelecemos
que a ¢ o numero de unidades no comprimento do semi-eixo maior da elipse.
Para essa elipse o segmento do eixo y entre os pontos (0, b) e (0, — b) é chama-
do de eixo menor. Seu comprimento é de 2b unidades. Logo, b é o niimero de
unidades do comprimento do semi-eixo menor. Observe, de (7), que a > b.

A elipse ¢ chamada de cdnica central, em contraste com a pardbola que ndo
tem centro, pois sé tem um vértice.

EXEMPLO 1 Dada a elipse com a equagdo

x2 y2

— 4+ — = 1

25 16

ache os vértices, os focos e as extremidades do eixo menor. Faca um esbogo
da elipse, mostrando os focos.

Solucgdo Da equagdo da elipse, a? = 25e b2 = 16; assima = 5e¢ b = 4.
Logo, os vértices estdo nos pontos V (5, 0) e V'(-35, 0) e as extremidades do

. eixo menor estdo nos pontos B(0, 4) e B’ (0, —4). De (7),

c2=25-16
=9
Logo, ¢ = 3 e assim os focos estdo em F(3, 0) e F'(— 3, 0). Um esbogo da elipse
¢ se seus focos esta na Figura 5.

_Da Defini¢do de elipse, segue que se P for um ponto qualquer da elipse,
|FP| + |F'P| = 10.

EXEMPLO 2 Um arco tem a forma de uma semi-elipse. Ele tem 48 m de lar-
gura na base e uma altura de 20 m: Qual a largura do arco a uma altura de
10 m acima da base?
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Solucdo A Figura 6 mostra um esbo¢o do arco e os eixos coordenados es-
colhidos de tal forma que o eixo x esteja ao longo da base e a origem esteja
no ponto médio da base. Entdo a elipse tem como eixo principal o eixo x € seu
centro estd na origem, @ = 24 e b = 20. A equagio da elipse é da forma de (11):
2 2

X

576 T 200 = !

Seja 2% o numero de metros do comprimento do arco a uma altura de 10 m acima
da base. Logo, o ponto (X, 10) esta na elipse. Assim,

® 100
576 * 400
X2 =432

=123

Entdo, a uma altura de 10 m acima da base a largura do arco sera 24 /3 m.

Se uma elipse tiver seu centro na origem e seu eixo principal sobre o eixo y,
entdo a equagdo da elipse serd da forma

- y2 x2

“a: b?

i
L >

(12)

FIGURA 7

que € obtida de (11) substituindo x por y.

» ILUSTRACAO1 Como para uma elipse a > b, segue que a elipse com equagio

x2 y2

4=

16 " 25

tem seu foco sobre o eixo y. Essa elipse tem a mesma forma que a elipse do
Exemplo 1. Os vértices estdo em (0, 5) e (0, —5) e os focos estdo em (0, 3) e
(0, —3). Um esbogo do grédfico dessa elipse esta na Figura 7. <

Se o centro de uma elipse estiver no ponto (4, k) em vez de estar na origem,
e se o eixo principal for paralelo a um dos eixos coordenados, entdo por uma
translagcdo de eixos tal que o ponto (h, k) seja a nova origem, a equagido da
elipse x2/a% + y*/b? = 1, se o eixo principal for horizontal e y2/a? + X¥/b = 1,
se o eixo principal for vertical. ComoXx = x — hey = y — k, essas equacgles
em termos de x € y resultam

o - a3

se o eixo principal for horizontal e

R )

a? b2

=1 (14)

se o eixo principal for vertical.
Lembrando que dada a equagao geral de segundo grau em duas varidveis

Ax* + Bxy+ Cy* + Dx+ Ey+ F=0
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quando B = 0e A = C, o gréfico serd uma circunferéncia ou um caso degene-
rado de circunferéncia, sendo um ponto ou o conjunto vazio. Vamos discutir
agora essa equagao quando B = 0 e A e C ndo sdo necessariamente iguais, mas
AC > 0.

Se eliminarmos as fra¢des e combinarmos os termos em (13) e (14), obtere-
mos uma equacado da forma

Ax* 4+ Cy? +Dx+Ey+F=0 (15)

onde A # Csea # be AC >-0. Pode ser mostrado, completando os quadra-
dos em x e y, que uma equag¢io da forma (15) pode ser posta na forma

—h? =k
1 + 1

A C

Se AC > 0 entdo A4 e C tém o mesmo sinal. Se G tiver 0 mesmo sinal que
A e C, entdo (16) podera ser escrito na forma (13) ou (14). Assim sendo, o gra-
fico de (15) é uma elipse.

=G (16)

» ILUSTRACAO 2 Dada a equagdo

6x2 + 9y% — 24x — 54y + 51 =0
que pode ser escrita como

6(x? — 4x) + 9(y* — 6y) = —51
Completando os quadrados em x ¢ y obtemos

6(x2 —4x + 4) +9(y®> — 6y + 9) = —51 + 24 + 81

6(x —2)> + 9(y — 3)> =54
(x —2)? L= 3)*

1 1

6 9

=54

Essa € uma equagédo na forma (16). Dividindo ambos os membros por 54 teremos

(x—2? (=37
5 T 6

que tem a forma (13) 4

=1

Se em (16) G tiver sinal opdsto a A e C, entdo (16) nio sera satisfeita para
nenhum valor real de x e de y. Logo, o grafico de (15) serd o conjunto vazio.
> ILUSTRACAO 3 Suponha que (15) seja

6x2 +9y? —24x — 54y + 115=0
Entdo, apds completar os quadrados em x e y, teremos

6(x —2)> +9(y —3))= —115+ 24 + 81

x-=2* (-3

T +t—7—=-10 (17
6 9 )
Essa equacdo tem a forma (16)onde G = —10, A = 6 e C = 9. Para todos

os valores de x e y, o primeiro membro de (17) é ndo-negativo; logo, o grafico
de (17) é o conjunto vazio. <
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Se G = 0 em (16), entdo a equagdo € satisfeita somente pelo ponto (k, k).
Logo, o grafico de (15) é um ponto.
» ILUSTRACAO 4 Uma vez que a equagio

6x2 +9y? —24x — 54y + 105=0
pode ser escrita como

(x—2y L= 3

1 1

6 9

=0

o seu grafico é o ponto (2, 3). ' <

Se o grafico de (15) for um ponto ou o conjunto vazio, diremos que o grafico
sera degenerado.

Se A = Cem (15), temos uma circunferéncia ou um caso de circunferéncia
degenerado, conforme ja mencionamos antes. A circunferéncia é uma forma
limite de elipse. Esse fato pode ser mostrado considerando a relagdo entre a,
b e ¢ para uma elipse:

b2=a2—c2

Dessa equagdo, vemos que a medida que ¢ tende a zero, b2 tende a a?. Se
b? = a?, (13) e (14) tornam-se

(x—h?+(y—k?P=a®

que ¢ a equagdo de uma circunferéncia com centro em (4, k) e raio a. Os resul-
tados da Seccdo 1.3 para a circunferéncia sdo os mesmos que aqueles obtidos
de (15) para a elipse. »

Os resultados da discussdo acima estdo resumidos no teorema a seguir.

Se na equacdo genérica de segundo grau
Ax2 + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F=0

B = 0e AC > 0, entdo o grafico sera uma elipse, um ponto, ou ainda, o con-
junto vazio. Além disso, se A = C, entdo o grafico sera uma circunferéncia
ou um ponto, ou ainda, o conjunto vazio.

O caso degenerado de elipse, um ponto, sera obtido como uma sec¢io conica
se o plano secante passar pelo vértice do cone, mas ndo contiver nenhuma gera-
triz. Veja a Figura 8.

EXEMPLO 3 Determine o grafico da equagio
25x% + 16y% + 150x — 128y — 1.119 = 0

Solucdo Do Teorema 10.2.3, como B = 0 e AC > 0, o grafico € uma elip-
se ou é degenerado. Completando os quadrados em x e y teremos

25(x% + 6x + 9) + 16(y* — 8y + 16) = 1.119 + 225 + 256
25(x + 3)2 + 16(y — 4)* = 1.600

(x+3)°  =4°
64 100

=1 (18)
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Essa equagdo ¢ da forma (14); assim, o grafico é uma elipse com eixo principal
paralelo ao eixo y e centro em (—3, 4).

EXEMPLO 4 Dada a elipse do Exemplo 3, ache os vértices, os focos e as ex-
tremidades do eixo menor. Faca um esbogo da elipse e mostre os focos.

Solugdo De (18) segue quea = 10 e b = 8. Como o centro da elipse estd
em (- 3, 4) e o eixo principal é vertical, os vértices estdo nos pontos V(- 3, 14)
e V’'(—3, —6). As extremidades do eixo menor estio nos pontos B(S, 4) ¢
B’'(—11, 4). Como b? = a%? — c?,

64 = 100 — ¢?
2 =136
c=6

Assim, a distancia do centro a um foco € 6 e, portanto, os focos estdo nos pontos
F(—-3,10)e F'(—3, —2). Um esbogo da elipse com os pontos pedidos esta na
Figura 9.

EXEMPLO 5 Ache a equagdo de elipse, dados os focos (— 8, 2) e (4, 2) e cuja
constante mencionada na Defini¢do 10.2.1 é 18. Faca um esbogo da elipse.

Solugéo O centro da elipse é o ponto médio do segmento que une os fo-
cos; logo é (-2, 2). A distancia entre os focos de uma elipse é 2¢ e a distancia
entre (—8, 2) e (4, 2) é 12. Logo ¢ = 6. A constante mencionada na Defini¢do
10.2.1 é 2a; assim 2a = 18 ea = 9. Como b? = g? - ¢?,

b2 =81 — 36
b2 =45
b=3./5

O eixo principal € paralelo ao eixo x; logo, a equagdo da elipse é da forma (13).
Como (h, k) é oponto (—2,2),a =9eb = 3\/3, a equacgdo pedida ¢

(x+2)2+(y—2)2_
81 45

Um esbogo dessa elipse esta na Figura 10.

1

Existem aplicacbes de elipses em Astronomia, pois as érbitas dos planetas
e satélites sdo elipses. Elas também sdo usadas para fazer engrenagens de ma-
quinas. Arcos e pontes tém por vezes a forma eliptica.

Existe uma propriedade reflexiva da elipse que é andloga a que foi mostrada
para a parabola na Figura 16 da Secc¢do 10.1. Para a elipse, consulte a Figura
11, onde a reta PT é a reta tangente em P ao grafico da elipse, com focos em
F e F’'. A medida do angulo entre o segmento de reta FP e a reta tangente
PT é a, ¢ a medida do dngulo entre o segmento de reta F’P e a reta tangente
PT € B. No Exercicio 31 serd pedido que vocé prove a igualdade @ = B. Logo,
um raio de luz de uma fonte colocada em um foco de um espelho eliptico atin-
gindo o espelho ¢é refletido numa reta que passa pelo outro foco. Essa proprie-
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dade das elipses é usada nas chamadas ‘‘galerias dos cochichos’’, onde o teto
tem sec¢des transversais que sao arcos de elipse com foco comum. Uma pessoa
localizada em um foco F pode ouvir uma outra pessoa cochichando no outro
foco F’, pois as ondas sonoras emitidas em F’ atingem o forro e sdo refletidas
por ele ao ouvinte em F. Um exemplo famoso disso é a clipula do Capitdlio
em Washington, nos Estados Unidos.

EXERCICIOS 10.2

Nos Exercicios de 1 a 16, ache o centro, vértices, focos e extre-
midades do eixo menor da elipse dada. Faca um esbo¢o da cur-
va, mostrando os focos.

1. 4x2 + 9y? = 36
3. 25x% + 4y* = 100
5 2x2 +3y2=18 6. 64x2 + y* = 16
7. 16x% +4y? =1 8 3x2+4y?=9
9. 6x> +9y* —24x — 54y + 51 =0
10. 9x2 + 4y — 18x + 16y — 11 =0
11. 5x2 +3y2 —3y—12=0
12, 2x% + 2y —2x + 18y + 33 =0
13. 4x? + 4y* + 20x — 32y +89=0
14. 3x? + 4% —30x + 16y + 100 = 0
15. 3x2 4+ 52 —6x — 12 =0
16. 2x> +3y? —dx + 12y +2=0

2. 4x2+9y* =4
4. 16x% + 9y* = 144

Nos Exercicios 17 e 18, determine se o grdfico da equagcdo dada
€ uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.

17. 4x* + y? ~8x+2y+5-—0
18. 2x2 + 3y +8x — 6y +20=0

Nos Exercicios de 19 a 28, ache uma equagédo da elipse tendo as
propriedades dadas e fagca um esbogo do grifico.

19. Vértices em (-3, 0) e (£, 0) e um foco em (<, 0).

20. Focos em (— S, 0) e (5, 0) e a constante mencionada na Defi-
nigdo 10.2.1 ¢ 20. '

21. Focos em (0, 3) e (0, — 3) € a constante mencionada na Defi-
nigio 10.2.1 é 6./3.

22. Centro na origem, focos sobre o eixo x, 0 comprimento do
eixo maior € trés vezes o do eixo menor e passa pelo ponto
3, 3).

23. Vértices ém (2, 0) e (—2, 0) e passa pelo ponto (-1, %ﬁ).

24. Vértices em (0, 5) e (0, — 5) e passa pelo ponto (2, —3+/5).

25. Centro em (4, —2), um vértice em (9, —2), e um foco em
©, -2).

26. Um foco em (2, —3), um vértice em (2, 4), e centro sobre
o eixo x. )

27. Focos em (—1, —1) e (-1, 7) e 0 semi-eixo maior com 8
unidades de comprimento.

28. Focos em (2, 3) e (2, —7) e o comprimento do semi-eixo me-
nor ¢ dois ter¢os do comprimento do semi-eixo maior.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

3s.

36.

37.

38.

Ache a equagdo da reta tangente & elipse 4x2 +

no ponto (3, 2).

Mostre que a equagdo da reta tangente a elipse
x%/a® + y2/b2 = 1 no ponto (x,, yo) da elipse é x, x/a% +

+ Yo y/b* =

Na Figura 11 prove que a = B. (Sugestdo: escolha os eixos

coordenados de tal forma que o centro da elipse esteja na

origem e 0s eixos, ao longo dos eixos coordenados. Entdo

use 0 Teorema 1.6.8.)

A Orbita da Terra em torno do Sol ¢ uma elipse com o Sol

em um foco e um semi-eixo maior com 149,5 milhdes de qui-

l6metros. Se a distdncia entre os focos for de 5,08 milthdes

de quilémetros, ache (a) a menor distancia entre a Terra e

o Sol e (b) a maior distdncia entre a Terra € o Sol.

O teto de um sagudo com 10 m de largura tem a forma de

uma simi-elipse com 9 m de altura no centro e 6 m de altura

nas paredes laterais. Ache a altura do teto a 2 m de cada

9y2 = 72

‘parede.

O arco de uma ponte tem a forma de uma semi-elipse com
um véo horizontal de 40 m e com 16 m de altura no centro.
Qual a altura do arco a 9 m a esquerda ou a direita do centro?
Suponha que a 6rbita de um planeta tenha a forma de uma
elipse com eixo maior cujo comprimento é 500 milhdes de
quildmetros. Se a distancia entre os focos for de 400 milhdes
de quildémetros, ache a equagdo da 6rbita.

Uma bola de futebol americano tem 30 cm de comprimento
e uma sec¢do plana contendo uma costura é uma elipse cujo
eixo menor tem 13 cm. Ache o volume da bola se o couro
¢ tdo duro que qualquer sec¢do transversal é um quadrado.
Resolva o Exercicio 36, se toda secgdo transversal for uma
circunferéncia. . ’
A Defini¢do 10.2.1 apresenta um procedimento para fazer-
mos o grafico de uma elipse. Para aplicar o método a
4x? + 9y = 36, determine primeiro os pontos de intersec-
¢do com os eixos coordenados. Obtenha os focos sobre o ei-
X0 x usando um compasso com o centro em um dos pontos de
intersec¢do com o eixo y e com raio 3. Aperte entdo, em cada
foco, um percevejo. Pegue um barbante com comprimento 6,
que € 2q e prenda as duas extremidades, uma em cada perce-
vejo. Apoie um l4pis contra o barbante e estique-o. Moven-
do o ldpis de forma a manter o barbante esticado, trace uma
curva. Essa curva é uma elipse, pois o lapis traga o conjunto
de pontos do plano cuja soma das distancias aos percevejos
é a constante 6.
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39. Para a elipse cuja equagdo ¢

AV ;— 2
(x h)+(J k)

a® b? =1

onde @ > b > 0, ache as coordenadas dos focos em termos
de h, k,aeb.

Os Exercicios 40 a 41 referem-se a Sec¢do Suplementar 6.7.

40. Uma placa tem a forma da regido limitada por uma elipse
com semi-eixo maior de 3 cm € com semi-eixo menor de 2 cm.
Se a placa for mergulhada verticalmente em um tanque com
agua até que o eixo menor esteja na superficie da dgua, ache
a forga devido a pressdo da 4gua sobre um lado da parte da
placa submersa. )

41. Se a placa do Exercicio 40 for afundada até que o centro fi-
que 3 cm abaixo da superficie da dgua, ache a for¢a da pres-
sdo da 4gua em um lado da placa. O eixo menor continua
horizontal.

42. Percorrendo em sentido inverso as etapas na obtencdo da
equagdo (8) a partir da equagao (1), prove que se P(x, y) for
qualquer ponto cujas coordenadas satisfazem (8), entdo

FP| + [FP| = 24

43.
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onde F e F’ sdo os focos da elipse na Figura 3 (Sugestdo:
Para mostrar a desigualdade (9), use o fatodequea > ¢ > 0
€ que para todo ponto (x, y) satisfazendo (8), —a < x < a.
Para mostrar a desigualdade (10), mostre primeiro que

Vx + )+ yt=a + i X substituindo y? por

b2 (1 - a—) ¢ usando (7).)

Ao invés de seguir, no sentido inverso, as etapas usadas pa-
ra obter a equagdo (8) a partir da equagao (1), um método
alternativo de obter (1) a partir de (8) é o seguinte:

[FP| + [FP| =

Jx =0 + y2 + Jx + ) + 2

1
=- (Wa(x — ¢)* + a*y? + Ja¥(x + c)* + a%)?)
Substituindo a2y? por a2b? — b2x?, e usando (7) obtemos

4 C
a——X a+—Xx
a a

Mostre que o segundo membro acima é 2a, usando o fato
de que @ > ¢ > 0 e que para todo (x, y) satisfazendo (8),
—-a < x<a.

10.3 A HIPERBOLE

AQuando o plano secante for paralelo a duas geratrizes, ele interceptara ambas

as folhas do cone e a sec¢do cOnica obtida sera uma hipérbole mostrada na Fi-
gura 1. A seguir, temos a defini¢cdo de hipérbole como um conjunto de pontos

no plano.

10.3.1 DEFINICAO

Uma hipérbole é o conjunto de pontos no plano, cujo valor absoluto da dife-
renga das distancias a dois pontos leOS é uma constante. Os dois pontos fixos
sdo denominados.focos.

[Pl -

|F'F|+ [FP| >
- |FF|>

hipérbole
FIGURA 1

Para obter a equagio de uma hipérbole come¢amos, como fizemos com a
elipse, tomando a distdncia entre os focos igual a 2¢, onde ¢ > 0. Entdo, esco-
lhemos o eixo x como sendo a reta suporte dos focos F e F’ e tomamos a ori-
gem no ponto médio do segmento FF’. Consulte a Figura 2. Os pontos (c, 0)
e(—c,0)sdoos focos Fe F’ , respectivamente. Seja 2¢ a constante mencionada
na Defini¢do 10.3.1. Na Flgura 2, o ponto P(x, y) representa um ponto qual-
quer da hipérbole. Entdo, da Defini¢do 10.3.1,

[F'P|| = 2a

(1)

Para determinar a relagdo entre a e ¢, usamos o fato de que a soma dos compri-
mentos dos lados de um tridngulo ¢ maior do que o comprimento do terceiro
lado e escrevemos as duas desigualdades

[F'P|
[F'P| -

FF| + [FP| >
[FF| > [FF| -

[FP|

[FP| IF Pl




P(x, y)

F(-c0) O . Feo)
FIGURA 2

10.3 A Hipérbole _ 595

Usando valor absoluto, essas desigualdades podem ser escritas como a desi-
gualdade :

|[F'F| > |[FP| - [FP|
~ Como ]ﬁl =2ce ||FP| - |F'P|| = 2a, temos
2¢> 2 | h A o
c>a ' : ’ 2
Como | | |

[FPl=J(x—c*+y* e |FP|=(x+c)}+y>

entdo de (1), P estara na hipérbole se e somente se

Wix — ) + y? — J(x + o + y*|=2a

ou, equivalentemente, sem as barras de valor absoluto,

JE= 4y —x+ 0 )7 = +2a

(x—c?+y*=+2a+J(x+0*+y*

x* —2cx 4+ 2 + y? = 4a® £ 4aJ(x + ©)* + y* + x* + 2ex + ¢* + )?
+da/(x + ¢)* + y* = 4a’® + dcx o
2  2 . €

FVx A+ +y =a+ax
. R .
xz+2cx-+—c2+y2=az+2cx+~é~2-x2

2 2 2 2

(CZ _ aZ)xZ _ a2y2 — a2(62 - a2)

_1 | 3)

c? — a?

Como, de (2), ¢ > a, podemos tomar

b2 =2 — g2 “)
Substituindo (4) em (3), temos

x? y? o

2 ! o | ®

Provamos que as coordenadas (x, y) de qualquer ponto P na hipérbole satisfa-

zem a equagdo (5). Para provar que (5) é a equagdo da hipérbole precisamos
mostrar que todo ponto P cujas coordenadas satisfazem (5) estd na hipérbole.
Serd pedido que vocé prove isso no Exercicio 41. O procedimento é similar ao
indicado na Secgdo 11.2 para a elipse, conforme foi esquematizado nos Exerci-
cios 42 e 43 dessa sec¢do. Essa discussdo nos d4 o teorema a seguir.
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\ (0. b)
F'= v’ 1% eF ¥
( -, 0) -qa, O)O ((7, 0) ((' 0)
(0. —b)
FIGURA 3
Y

FIGURA 4
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Se 2a for a constante a qual se refere a Definig:ﬁq 10.3.1 e a hipérbole tiver fo-
cos em (¢, 0) € (~c, 0), entdo se b2 = ¢? — a2, uma equagdo da hipérbole sera
x? y? _
2 s 1 . 6)

Um esbogo do grafico da hipérbole do Teorema 10.3.2 ¢ ilustrado na Figura
3. Vamos mostrar agora como ele é obtido. Da equagdo, observamos que o gra-
fico é simétrico em relagdo a ambos os eixos x € y. Da mesma forma que a elip-
se, a reta que passa pelos focos ¢ chamada de eixo principal da hipérbole. Assim,
para essa hipérbole o eixo x € o eixo principal. Os pontos onde o grafico inter-
cepta o eixo principal sdo chamados de vértices, e o ponto médio entre os vérti-
ces € denominado centro da hipérbole. Para essa hipérbole, os vértices estdo em
Vi(a, 0) e V'(—a, 0) e o centro esta na origem. O segmento V'’V do eixo princi-
pal é chamado de eixo transverso da hipérbole e seu comprimento é 24 unida-
des; asssim, @ unidades é o comprimento do semi-eixo transverso.

Substituindo x por zero em (6) obtemos y2 = — b2 que nio tem solucio real.
Consegiientemente, a hipérbole nio intercepta o eixo y. Entretanto, o segmen-
to de reta com extremidades em (0, — b) e (0, b) é chamado de eixe conjugado

~da hipérbole e seu comprimento € 2b unidades. Assim, b é o nimero de unida-

des no comprimento do semi-eixo conjugado.
Resolvendo (6) para y em termos de x obtemos

y=1t-yx*-a 0

Concluimos de (7) que se |x| < a, ndo existe valor real de y. Logo, nio h4
nenhum ponto (x, y) da hipérbole para o qual —a < x < @. Vemos também
de (7) que se |x| > a, entdo existem dois valores reais para y. Assim, a hipérbo-
le tem dois ramos. Um deles contém o vértice V(a, 0) e se estende indefinida-
mente a direita de V. O outro contém o vértice V' (—a, 0) e se estende
indefinidamente, a esquerda de V.

Como no caso da elipse, uma vez que a hipérbole tem um centro, ela é cha-
mada de conica central.

EXEMPLO 1 Dada a hipérbole

x2 y2

o A

9 16

ache os vértices, focos e comprimentos dos eixos transverso e conjugado. Faca
um esbog¢o da hipérbole e mostre os focos.

Solugdo A equagdo dada tem a forma (6); assim, a = 3 e b = 4. Os vértices
estdo, portanto, nos pontos V(3, 0) e V’'(—3, 0). O numero de unidades no
comprimento do eixo transverso é 2a ou 6 € o nimero de unidades no compri-
mento do eixo conjugado ¢ 25 ou 8. Como de (5) b2 = ¢? — a?, temos que
16 = ¢? — 9; assim ¢ = 5. Logo, os focos estdo em F(5, 0) e F'(~5, 0). Um
esbogo da hipérbole e de seus focos esta na Figura 4.

Da Defini¢do 10.3.1, segue que se P for um ponto dessa hipérbole, entdo
||FP| - |F'P|| = 6.
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EXEMPLO 2 Ache uma equagio da hipérbole tendo um foco em (5, 0) e os
extremos do eixo conjugado em (0, 2) e (0, —2).

Solugdo Como os extremos do eixo conjugado estdo em (0, 2) e (-2, 0),
entdo b = 2, o eixo principal estd no eixo x, e o centro estd na origem. Logo,
a equacgdo ¢ da forma

x2 y2

a? b?

=1

Como o foco estd em (5, 0), ¢ = 5 e como b? = ¢? — a, aqt = 25 — 4.
Assim, @ = \/2—1 e a equac¢do da hipérbole é

(]

y?
- =1
4

le
—

Trocando entre si x e y na equagdo (6), obtemos

y2 X2 _
P R | ®

que € a equagdo de uma hipérbole com centro na origem e eixo principal coinci-
dindo com o eixo y.

y » ILUSTRACAO 1 A hipérbole com a equagio
St A
\;-/ X - 1
i 9 16 o -
Lo Do tem seus focos e vértices sobre o eixo y, pois apresenta a forma (8); Um esbogo
_s o/ 5 " do grafico dessa equagdo esta na Figura 5. : |
- Nio existe, no caso da hipérbole, uma desigualdade geral envolvendo a e b
/ r\ que corresponda & desigualdade @ > b, no caso da elipse. Isto é, para uma hi-
-5 pérbole é possivel ter @ < b como na Ilustragdo 1, ondea = 3 e b = 4; é possi-
FIGURA 5 -vel também ter @ > b, como no Exemplo 2, onde @ = /21 e b = 2. Se, para

a hipérbole, a = b, entdo dizemos que ela é equildtera.

Vamos provar que uma hipérbole tem assintotas e mostrar como obter as equa-
¢Oes dessas assintotas. Nas Secgdes 2.4 € 2.5 foram definidas assintotas verti-
cais e horizontais do grafico de uma fung¢do. Na Sec¢do 4.7 discutimos também
assintotas obliqiias de uma fungdo racional. A seguir temos uma defini¢do mais
geral de assintotas, sendo as defini¢des anteriores casos particulares.

10.3.3 DEFINICAO | O grafico da equacdo y = f(x)terdaretay = mx + b como assintota, se qual-
) quer das afirmativas a seguir for verdadeira:

)] lixﬁ [f() = (mx + b)] = 0, e para algum nimero M > 0, f(x) # mx + b

sempre que x > M.
(ii) lixp f(x) — .(mx + b)] = 0, e para algum nimero M < 0, f(x) # mx + b

sempre que x < M.
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A afirmativa (i) indica que para todo € > 0 existe um nimero N > 0 tal que
se¢ x> N entdo 0 < [f(x) — (mx + b)| < ¢

isto é, podemos tornar os valores funcionais de f(x) tdo proximos do valor de
mx + b quanto quisermos, tomando x suficientemente grande. Isso é consis-
tente com nossa nog¢do intuitiva -de assintota de um grafico. Podemos dar uma
formulagdo semelhante para a parte (ii) da Defini¢do 10.3.3.

Para a hipérbole x2/a? — y?/b? = 1, resolvendo em y obtemos

b
y=+-x*-a’

a

Assim, se

S0 =2 et =
entdo

' b
lim |:f(x) _b x] = lim [é x? —a® —— x:|
x= + 0 a x—+o | A a

b fim (/x* = a® — x)(\/x* —a® + x)

ax—+ow x2—a%? +x
2
. —a
=— lim ,
ax-+0/x? —a + x
=0
Logo, pela Defini¢do 10.3.3, aretay = % x é uma assintota do gréafico de

y = % Vx¥ = a?. Analogamente, pode ser mostrado que a reta y = L Xx é
' a

, e b i
uma assintota do gréfico de y = — — ./x2 — a?. Conseqiientemente, a reta
. a .
b , . x? y?
Y = —x é uma assintota da hipérbole 2 T < 1. Da mesma forma,
.a . a .
' b . .
podemos demonstrar que a reta y = — — x é uma assintota da mesma hipér-
a

bole. Temos, entdo, o teorema a seguir.

As retas

y=—b—x e y=——b—x
a a

sdo assintotas da hipérbole
x2 yZ

I

a? b?




y
__ b N
\_V - a y= a :
N -
< (—ab) (a. b) #
[N L7
| N s
~ |7
K
| 70 O\
l// N
SR
L7 (—a, =) (a, =b)
v ~
Ve N
FIGURA 6
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A Figura 6 mostra um esbog¢o da hipérbole do Teorema 10.3.4, junto com
suas assintotas. Note, na figura, que as diagonais do retdngulo com vértices em
(a, b), (@, — b), (—a, b)e (—a, - b) estdo sobre as assintotas da hipérbole. Esse
retdngulo é chamado retangulo_auxiliar da hipérbole. Os vértices da hipérbole
sdo os pontos de intersecgdo do eixo principal com o retangulo auxiliar. Um
esbogo razoavel de uma hipérbole pode ser feito tragando primeiro o retangulo
auxiliar e depois os ramos da hipérbole, tangenciando no seu vértice ao lado
do retangulo auxiliar e aproximando assintoticamente as retas suportes das dia-
gonais do retangulo. Observe que como a? + b? = c?, a circunferéncia com
centro na origem e que passa pelos vértices do retangulo auxiliar também passa
pelos focos da hipérbole.

H4 uma forma heuristica de obter as equacdes das assintotas de uma hipér-
bole. Por exemplo, para a hipérbole com equacdo x2/a? — y2/b? = 1, substi-
tuindo por zero o segundo membro, obtemos

x2 yl
2z -0

Fatorando, teremos

X Y\ [(XxX Y
Z_ I Z4+4) =0
(a b) (a + b)
que é equivalente a duas equagdes:

p y ) X

a b 0 e a + b 0

as quais, pelo Teorema 10.3.4, sdo equagdes das assintotas da hipérbole dada.
Usando essa heuristica para a hipérbole com equagdo (8), vemos que as assin-
totas sdo as retas de equagdes

y X y X

a 50 ¢ gty
que coincidem com as assintotas da hipérbole com equagio x2/b% — y?/a? = 1.
Essa hipérbole e aquela dada pela equagdo (8) sdo chamadas hipérboles con-
jugadas.

As assintotas de uma hipérbole equildtera (¢ = b) sdo perpendiculares entre
si. O retdngulo auxiliar, neste caso, é um quadrado e os eixos transverso € con-
jugado tém o mesmo comprimento.

Se o centro de uma hipérbole estiver em (4, k) e seu eixo principal for parale-
lo ao eixo x, entdo se os eixos forem transladados de forma que o ponto (A, k)
seja a nova origem, a equagdo da hipérbole em relagdo ao novo sistema de coor-
denadas sera x?/a* — y2/b? = 1. Substituindo X por x — he ypory — k
€ssa equacao torna-se s

(x = hy O’—k)2~1
al - b? B

©)

Da mesma forma, a equacdo da hipérbole com centro em (A, k) e eixo princi-
pal paralelo ao eixo y é

O - k7 x — hy

a? - b2 =1 (10)
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EXEMPLO 3 Os vértices de uma hipérbole estdo em (-5, —3) e (-5, —1)
¢ as extremidades do eixo conjugado estdo em (-7, —2) e (-3, —2). Ache a
equacdo da hipérbole e a equacdo das assintotas. Faga um esbogo da hipérbole
e das assintotas. '

Solugédo A disténcia entre os vértices € 2¢; logo 2a = 2ea = 1. O compri-
mento do eixo conjugado € 2b; assim 2b = 4 e b = 2. Como o eixo principal
¢ paralelo ao eixo y, a equagdo da hipérbole é da forma (10). O centro (h, k)
estd no ponto médio do segmento que une os vértices, sendo, portanto, o ponto
(=5, —2). Logo, a equagdo da hipérbole é

+2? (x+572 _

| 4 !

Usando a heuristica para obter as equagdes das assintotas temos

y+2 x+5\(y+2 x+5 _
( i 2 )( T vt )‘0

que da

y+2=3x+5) e y+2=-3x+5)

Um esbogo da hipérbole e das assintotas estd na Figura 7.

FIGURA 7

Se em (9) e (10) eliminarmos as fragOes e combinarmos os termos, as equa-
¢cOes resultantes serdo da forma
Ax* +Cy? + Dx+ Ey + F=0 (11)

onde A e C tém sinais opostos; isto ¢ AC < 0. Agora queremos mostrar que
o grafico de uma equacgdo da forma (11), onde AC < 0 é uma hipérbole ou
uma degeneragdo. Completando em (11) os quadrados em x e y, onde AC < 0,
a equagdo resultante tem a forma

a*(x —h)? - pA(y—k?=H (12)
Se H > 0, (12) pode ser escrito como

(x=h? (y—k? _
H  H
< F

que tem a forma de (9).

1



duas retas concorrentes

FIGURA 8
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» ILUSTRACAO 2 A equagio
4x? — 12y* + 24x + 96y — 181 =0
pode ser escrita .como
4(x? + 6x) — 12(y* — 8y) = 181
e completando os quadrados em x e y temos
4(x* + 6x +9) — 12(y*> — 8y + 16) = 181 + 36 — 192
4x +3P2—12y—4)*=25
A qual tem a forma (12), onde H = 25 > 0. Pode ser escrita como
(x+3° (-4 _

25 23 =1
a 12

que tem a forma 9). : |

Se H < 0, entdo (12) pode ser reescrita como
-k (x—h?

|H| |H]

az ﬁz

que tem a forma (10).

» ILUSTRACAO 3 Suponha que (11) seja
4x? — 12y% + 24x + 96y — 131 =0 -
Completando os quadrados em x € y teremos

4x + 3)2 — 12(y — 42 = —25

A equacgdo acima tem a forma (12), onde H = —25 < 0, e pode ser escrita como
-4 (x+3)7? ‘
35— =1
12 4
que tem a forma (10). ‘ |

Se H = 0, entdo (12) serd equivalente as duas equagdes
ax—m—-Bly—-k=0 e ax—h+py—k=0
que sdo equacgdes de duas retas que passam pelo ponto (A, k). Este € um caso

de hipérbole degenerada.
O teorema a seguir resume os resultados da discussdo anterior.

Se na equagdo geral do segundo grau

Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F=0

1B =0eAC < 0, entdo o grafico sera uma hipérbole ou duas retas concorrentes.

O caso degenerado de uma hipérbole, ou seja, duas retas concorrentes, € ob-
tido como sec¢do cOnica se o plano secante contiver o vértice do cone e duas
geratrizes, conforme mostra a Figura 8.
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EXEMPLO 4 Determine o grafico da equagido
9x? —4y? — 18x — 16y +29 =0

Solut;éo Do Teorema 10.3.5, como B = 0 e AC = —36 < 0, o grifico
€ uma hipérbole ou duas retas concorrentes.
Completando os quadrados em x e y teremos

Ix2—2x + 1) —4(y* +4y + 4= —29+9— 16
9(x = 12 — &(y + 2)2 = —36

y+2* (x—-1y
9 4

Essa equagdo tem a mesma forma que (10): assim, o grdfico é uma hipérbole
cujo eixo principal é paralelo ao eixo y e cujo centro estd em (1, —2).

=1 (13)

EXEMPLO 5 Ache os vértices e os focos da hipérbole do Exemplo 4. Faca
um esbog¢o mostrando a hipérbole, suas assintotas e os focos.

Solugéo De (13) observamos que @ = 3 ¢ b = 2. Como 0 eixo principal
¢ vertical, o centro estd em (1, —2) e a = 3, segue que 0s vértices estio nos pon-
tos V(1, 1) e V’(1, —5). Para uma hipérbole, ¢2 = a2 + b?;logo, c2 = 9 + 4
e c = V/I3. Assim sendo, os focos estdo em F(1, —2 + 13)e F'(1, =2 — T3).
A Figura 9 mostra a hipérbole, suas assintotas e os focos.

As propriedades da hipérbole dadas na Defini¢cao 10.3.1 formam a base de
varios sistemas de navegagdo importantes. Esses sistemas envolvem uma rede
de pares de rddios transmissores em posi¢do fixa e com distdncias conhecidas
um do outro. Os transmissores enviam sinais de rddio que sdo recebidos pelo
navegador. A diferenca no tempo de chegada de dois sinais determina a dife-
ren¢a 2a das distdncias ao navegador. Assim, sabe-se que a sua posi¢do é al-
gum ponto ao longo de um arco de uma hipérbole que tem como focos as loca-
lizagGes dos transmissores. Um arco, ao invés de dois, é determinado devido
ao atraso do sinal entre os transmissores, causado pelo préprio sistema. O pro-
cedimento €, entdo, repetido para um outro par de transmissores € obtemos ou-
tro arco de hipérbole contendo a posi¢do do navegador. O ponto de intersec¢ao
dos dois arcos de hipérbole é a posi¢do real. Por exemplo, na Figura 10, supo-
nha um par de transmissores localizados nos pontos T, e S,, cujos sinais de-
terminam o arco de hipérbole A,. Outro par de transmissores estd localizado
em T, e S, e 0 arco de hipérbole A, é determinado pelos sinais. Entdo, a inter-
seccdo de A, com A, di a posi¢do do navegador.

A hipérbole tem uma propriedade reflexiva que é usada na fabricacgéio de cer-
tos telescopios. Na Figura 11, a reta PT é a reta tangente no ponto P ao grafico
da hipérbole com focos em F e F’. A medida do dngulo entre o segmento de
reta FP e a reta tangente P7T é a ¢ a medida do 4ngulo entre o segmento de
reta F' P e a reta tangente PT é f. Serd pedido que vocé prove que a = 8, no
Exercicio 39. Dessa igualdade segue que um raio de luz de uma fonte localizada
em um foco de um espelho hiperbdlico (a sec¢do transversal é uma hipérbole)
¢ refletido ao longo de uma reta que passa pelo outro foco.

Hipérboles sdo usadas também em ‘‘combates de ondas sonoras’’, para locali-
zar a posi¢do de armas inimigas, cronometrando o som dos disparos dessas ar-
mas. Alguns cometas movem-se em érbita hiperbdlica. Se uma quantidade va-
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ria inversamente em rela¢io a outra tal como a pressdo e o volume na lei de
Boyle para um gés perfeito (PV = k), o grafico sera uma hipérbole, como vere-

mos na Sec¢do 10.4.

Dos Teoremas 10.1.6, 10.2.3 ¢ 10.3.5 podemos concluir que o grafico de uma
equacgdo quadratica geral em duas incognitas, quando B = 0, é uma cdnica ou
uma cdnica degenerada. O tipo de cHnica pode ser obtido observando o produ-
to de A com C. Temos o teorema a seguir.

10.3.6 TEOREMA |

O gréfico da equacéo

Ax2+Cy2+Dx+Ey+F—O

" (i) uma pardbola, se A
(ii) uma elipse, se A e C tiverem o mesmo sinal, isto €, se AC > 0;
(iii)) uma hipérbole, se A e C tiverem sinais opostos, isto é, se AC < 0.

onde A e C ndo sdo ambos nulos, é uma cOnica ou uma comca degenerada;
se for uma cOnica, entdo o grafico sera:

= Qou C = 0, isto é, se AC = 0;

Uma discussdo do grafico de uma equagdo quadratica geral onde B # 0 serd

dada na proxima secgdo.

e -
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Nos Exercicios de 1 a 16, ache o centro, os vértices, -0os focos e
as equagcdes das assintotas da hipérbole dada. Fagca um esbogo

da curva e de suas assintotas e mostre os focos.

. 9x? —4y? =36
3.
. 4y? - x2 =16

7.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

P

2. x2-9y2=9

4, 16y* — 9x? = 144
6. 4y* —7x? = 56
8. 25x2 — 25y% = |

4x% — 25y% = 100

9y? —16x2 =1
x?—y?+8x—~2y—-21=0
4x2 —y2 —8x—12=0
9x2 — 18y2 + 54x — 36y + 79 = 0
x2—y?+6x+10y—4=0

3y —4x2 —8x—-24y—40=0
4x? — y? + 56x + 2y +195=0
4y? — 9x? + 16y + 18x = 29
PP=x242y—2x—1=0"

Nos Exercicios de 17 a 26, ache a equacdo da hipérbole satisfa-
zendo as condigdes dadas e fagca um esbogo do grdfico.

17.

18.
19.

20.

21.
22.

23.

Vérticesem (—2,0) e (2 0) e um eixo conjugado com com-
primento 6.

Focos em (0, 5) e (0, —5) e um vértice em (0, 4).

Centro na origem, focos sobre o eixo y e passando pelos pon-

‘tos (=2, &) e (—6, 7).

Extremidades do eixo conjugado em (0, —3) e (0, 3) e um
foco em (5, 0).

.Um foco em (26, 0) e como assintotas as retas 12y = =*5x.

Centro em (3,
@8, —-95).
Centro em (-2,
em (-2, 14).

—5), um vértice em (7, —5) e um foco em

—1), um vértice em (-2, 11), e um foco

24.
25.

26.

27.

28.

29,

30.

31

32.

33.

3.

Focos em (3, 6) e (3, 0) e passando pelo ponto (5,3 + %\/3)
Focos em (-1, 4) e (7, 4) e comprimento do eixo trans-
verso .

Um foco com ( 3 —3J/13, 1), as assintotas interceptam-se
em (—3, 1) e uma assintota passa pelo ponto (1, 7).

Os vértices de uma hipérbole estioem (-3, —1}e (-1, — 1)'

e a distancia entre os focos é 2./5. Ache (a) a equagdo da hi-

pérbole e (b) equagdes das assintotas.

Os focos de uma hipérbole estdoem (2, 7) e (2, —7) e a dis-

tancia entre os vértices é 8+/3. Ache (a) a equagdo da hipér-

bole e (b) equagdes das assintotas.

Ache a equacdo da reta tangente a hipérbole 4x2 — y? =

= —1 no ponto (3, V2).

Ache a equacdo da reta normal a hipérbole 4x2 — 3y? =
= 24 no ponto (3, 2).

Ache a equagido da hlperbole cujos focos sd0 os vértices da

elipse 7x2 + 11y2 = 77 e cujos vértices sdo os focos dessa

elipse. )

Ache a equacdo da elipse cujos focos sdo os vértices da hi-

pérbole 11x2 — 7y2 = 77 e cujos vértices sdo os focos da hi-

pérbole.

O custo de produgdo de uma mercadoria é $§ 12 a menos por

unidade numa cidade A do que numa cidade B, sendo a dis-

tancia entre 4 e B 100 km supondo que o caminho de entre-

ga da mercadoria seja uma linha reta e que o custo da entre-

ga seja $ 0,20 por unidade por quildmetro, ache a curva em

cujo ponto a mercadoria possa ser fornecida por A ou por

B a um mesmo custo. (Sugestdo: tome A e Bem (—50,0) e

(50, 0) respectivamente.)

Prove que ndo existe reta tangente a hlperbole x2 —y2 =1

que passe pela origem.

ey
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3s.

36.
37.

38.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno do eixo
x, da regido limitada pela hipérbole x2/a? — y2/b? = 1 e pe-
la reta x = 2a.

Ache o centréide do sélido de rotagdo do Exercicio 35.
Trés postos de escuta estdo localizados nos pontos A4 (0, 0),
B(0, ), e C( » 0), a unidade de comprimento é 5 quild-
metro Mlcrofones localizados nesses pontos mostram que
uma arma esta 3 km mais préxima de 4 do que de C e
- km mais préximo de B do que de A. Determine a posnc;ao
da arma usando a Defini¢do 10.3.1.

Duas estagdes LORAN (abreviatura de Long-Range
Navigation — Navegagdo de Longa Distancia) A e B estdo
numa reta que vai de leste para oeste e 4 est4 a 80 km a
leste de B. Um avido viaja para o leste num curso reto que
estd a 60 km ao norte da reta que liga A e B. Sinais sdo
mandados ao mesmo tempo de 4 e de B e o sinal de 4 atinge
0 avido 350 us antes do sinal de B. Se os sinais se propagam

39.

40.

41.
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a uma velocidade de 0,2 milhao por microssegundo, localize
a posi¢do do avido usando a Defini¢do 10.3.1.
Na Figura 11, prove que @ = B. (Sugestdo: escolha os eixos
coordenados de tal forma que o centro da hipérbole esteja
na origem e os eixos da hipérbole estejam ao longo dos eixos
coordenados. Entdo prove que a reta tangente PT divide ao
meio o0 &ngulo formado pelos segmentos da reta FP e F’'P)
Para uma hipérbole equilatera tendo centro em (h, k) e eixo
principal paralelo ao eixo x, prove que as assintotas sdo per-
pendiculares.
Prove que se P(x, y) for um ponto cujas coordenadas satisfa-
zem a equacgdo (5), entdao

|[FP| — [FP|| = 2a
onde Fe F’ sdo os focos da hipérbole da Figura 2. (Suges-
tdo: use um método similar ao sugerido para a elipse nos Exer-
cicios 42 e 43 dos Exercicios 10.2.)

10.4 ROTACAO DE EIX0S  Mostramos como é possivel simplificar a forma de certas equacdes por uma trans-
lagdo de eixos coordenados. Agora vamos considerar uma rotagdo de eixos coor-
denados que nos possibilita transformar uma equagédo do segundo grau com um
termo em Xy em outra equac¢do sem esse termo. Uma transla¢do de eixos dd um
novo sistema de coordenadas cujos eixos sdo paralelos aos eixos originais x e
y. Para uma rotagdo, o novo sistema de coordenadas tera, em geral, eixos que
ndo sdo paralelos aos originais.

Vamos supor que existam dois sistemas cartesianos retangulares com a mes-

¥
P(x, y)
x, y)
r 60—« X
/]
o
O
FIGURA 1

X =

rcosé e y=

Também, da Figura 1,

X =

rcos(@ —a) e y =

y ma origem. Vamos chamar esses sistemas de xy e Xy. Suporemos ainda que o eixo
X forme com o eixo x um 4dngulo cuja medida em radianos seja a. Entdo, natu-
ralmente, o eixo ¥ forma com o eixo y um angulo cuja medida em radianos é a.
Nesse caso, estabelecemos que o sistema xy de coordenadas girou num angulo
cuja medida em radianos € @ para formar o sistema Xy. Um ponto P com
coordenadas (x, y) em relagdo ao sistema original de coordenadas terd coorde-
nadas (x, y) em relacdo ao novo sistema. Vamos obter agora a relagio entre
os dois sistemas de coordenadas.

x Na Figura 1, r denota a distincia ndo orientada |0_PI e seja 8 o angulo medi-

do do eixo x ao segmento de reta OP. Da figura observamos que

¢y

rsen 6

rsen(@ — a)

Com a diferenca das identidades co-seno e seno essas duas equagdes tornam-se

X =

rcosfcosa + rsenfsena e y =

rsen 6 cosa — rcos 0sen a

Substituindo nas equagdes precedentes as equagdes (1), obtemos

X =

xXcosa + ysena

e y= —xsena + ycosa 2)

Resolvendo as equagdes (2) smultaneamente paraxeyemtermos dexey (ve]a
o Exercicio 26), obtemos

X =Xcosa —ysena e y =

xXsena + ycos a

3)

Os resultados serdo resumidos em um teorema.
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= ESY

FIGURA 2
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Se (x, y) for a representagio de um ponto P em relagio a um conjunto de eixos
e (x, y) for a representacdo de P apéds a rotacdo dos eixos de um angulo a, entdo
()x =Xcosa —ysena € y=Xsena + ycosa
(ii)x =xcosa + ysena e y = —xsena + ycosa

EXEMPLO 1 Dada a equagdo
Xy =1

(a) Ache a equagdo do grafico em relagdo aos eixos X e y obtidos através de
uma rotagdo de eixos de um angulo de 4 rad e (b) faga um esbogo do
grafico e mostre ambos os conjuntos de eixos. :

Solucédo

(@) Com a = 47 no Teorema 10.4.1(i) obtemos
1 _ 1 _ 1 _ 1 _

“BTRT TR R

Substituindo essas expressdes para x € y na equagdo xy = 1, obtemos

()

X y -

7 =1
2 2
(b) Essa é a equacdo de uma hipérbole equilatera cujas assintotas sdo as bisse-
trizes dos quadrantes no sistema xy. Assim, o grafico da equacdo xy = 1 ¢
uma hipérbole equilatera situada no primeiro e terceiro quadrantes e as as-
sintotas s3o os eixos x € y. A Figura 2 mostra o grafico pedido.

X

Na Seccdo 10.3, mostramos que se B = 0 e A e C ndo forem ambos nulos,
o grafico da equagido geral de segundo grau em duas incdgnitas

Ax*+ Bxy + Cy*+ Dx+ Ey+F=0 4)
serd uma cOnica ou uma conica degenerada. Vamos mostrar agora que s¢ B # 0,

entdo qualquer equagio da forma (4) podera ser transformada por uma rotagdo
de eixos conveniente, numa equacdo da forma

Ax*+ Cy>+Dx+Ey+ F=0 : S ®)]

onde A e C nio sdo ambos nulos.

Se o sisterna xy sofrer uma rotacdo de um angulo a, entdo, para obter a equa-
¢ao do grafico de (4) em relagdo ao sistema xy, substituimos x por xcos a — y
sen @ € y por x sen @ + y cos a. Teremos

Ax*+Bxy+ Cy>+Dx+ Ey+ F=0 (6)
onde
A =Acosa + Bsena cos a + C sen? a

Sl
]

—2A sen a cos @ .+ B(cos? a — sen? a) + 2C sen a cos a

Asen?a — Bsenacosa + Ccos?a

ol
i
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Queremos encontrar a tal que a rotacdo transforme (4) numa equagao da for-
ma (5). Fazendo B igual a zero, temos

B(cos? a — sen2 a) + (C — A)(2 sen a cos a) =
ou, equivalentemente, com ide_ntidades trigonométricas,
Bcos2a + (C — A)ysen2a =0
Como B # 0,

A-C

cotg 2a =
g B

Mostramos que uma rotagao de eixos de um angulo a que satisfaga a equagio
acima, transformara uma equacdo da forma (4), onde B # 0, em uma equagio .
da forma (5). Queremos mostrar que A e C em (5) ndo sdo ambos zero. Para
provar, note que (6) é obtido de (4) por uma rotagdo de eixos de um ingulo a.
Também, (4) pode ser obtida de (6) por uma rotagéo de eixos de dngulo —a.
Se A e Cem (6) fossem ambos nulos, entdo as substitui¢des -

X=Xxcosa +ysena € y= —xsena + ycosda
em (6) resultariam na equagio

D(x cos a +ysena) + E(—xsena + ycosa) + F = 0

" que € uma equacdo do primeiro grau e, portanto, diferente de (4) pois estamos

supondo que pelo menos B # 0. Provamos entdo o teorema a seguir.

Se B # 0, a equagdo

Ax? + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0
pode ser transformada na equacéo

AX* + Cy* + Dx + Ey+ F=10 7
onde A e C ndo sdo ambos nulos, por uma rotagao de eixos de angulo «a
para o qual :
A-C

cot 2a‘ =
g - B

Pelos Teoremas 10.4.2 e 10.3.6, segue que o grafico de uma equag¢io da forma
(4) ¢ uma coOnica ou uma conica degenerada. Para determinar que tipo de cdnica
¢ o grafico de determinada equacdo, usamos o fato de que 4, Be C de (4) e
A, B e C de (6) satisfazem a relagio

B? —44C =B?>-44C . @)

que pode ser provada substituindo as expressdes de A, B e C dadas nas for-
mulas (6), no segundo membro de (7). Isso sera deixado como exercicio (veja
o Exercicio 25).

A expressdo B? — 4AC é chamada de discriminante de (4). A igualdade (7)
estabelece que o discriminante da equagdo quadratica genérica em duas varia-
veis é invariante sob uma rotagio de eixos. Se o Angulo da rotagdo for escolhido
de forma que B = 0, entdo (7) torna-se

B? —4AC = —4AC (8)
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Do Teorema 10.3.6, segue que se o grafico de (5) ndo for degenerado, en-
tdo serd uma parédbola se AC = 0, uma elipse se AC > 0 ¢ uma hipérbole se
AC < 0. Assim, podemos concluir que o grafico de (5) é uma pardbola, uma
elipse ou uma hipérbole, conforme — 4.4 C seja zero, negativo ou positivo. Como
o grafico de (4) é igual ao de (5), segue de (8) que se o grafico de (4) ndo for
degenerado, entdo ele serd uma parabola, uma elipse ou uma hipérbole, confor-
me o discriminante B> — 4AC seja zero, negativo ou positivo. Provamos o teo-
rema a seguir. '

O grafico da equagdo
Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F= 0
é uma cénica ou uma conica degenerada. Se for uma cdnica, entdo serd

(i) uma pardbola se B* — 4AC = 0;
(ii) uma elipse se B> — 4AC < 0;
(iii) uma hipérbole se B> — 4AC > 0.

EXEMPLO 2 Simplifique a equacdo

17x% — 12xy + 8y — 80 = 0

por uma rotagdo de eixos. Faca um esbogo do grafico da equagdo e mostre am-
bos os conjuntos de eixos. .

B

Solucdo

B2 — 44C

(—12)* — 4(17)(8)
= —400
Como B? — 4AC < 0, pelo Teorema 10.4.3, o grafico é uma elipse ou degene-

rado. Para eliminar o termo xy por uma rotagdo de eixos, precisamos escolher
um a tal que

cotg 200 = ———

. Existe um 2¢ no intervalo .(0, 7) para o qual cotg 2a = —%. Logo, a esta no

intervalo (0, ). Para aplicar o Teorema 10.4.1 ndo é necessirio encontrar a
desde que se conheca cos a e sen a. Essas fungdes podem ser encontradas do
valor de cotg 2a, pelas identidades trigonométricas

1 + cos 2 1 — cos 2u .
oS = [——— e sena= — O<a<s3m

i

Como cotg 2a = —3+ e 0 < a < %, segue que cos 2a = —-3. Assim
' 1

1 —
2

+
Cos o =

€ sen o =

il
Sl <
N
[N

Sl -
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Substituindo X =

Se&;ﬁes Conicas e Coordenadas Polares
X/\B — 2§/\5 ey = 2x/J5 + ¥//5 na equacio dada

22 _ azo _ H=2 =2 o 4 T2
)_12<2x 3xXy 2y)+8<4x +4xy+y)_80‘=0

5 5

Assim, o grafico-é uma elipse cujo eixo maior tem 8 unidades de comprimento
€ cujo eixo menor tem 4 unidades de comprimento. Um esbogo da elipse com

obtemos
1 x =2 0 =2
X% —4xy + 4y
. 5
7 B Simplificando, obtemos
N\ s %2 + 452 =16
O )?2 o2
| 16 4
FIGURA 3

ambos os conjuntos de eixos estd na Figura 3.

EXERCICIOS 10.4

Nos Exercicios de 1 a 4, para a equagio dada, (a) encontre uma™.

equagdo do grdfico em relagdo aos eixos x e y, obtidos por uma
rotagdo de um dngulo cuja medida é 4 e (b) faga um esbogo
do grdfico e mostre os dois conjuntos de eixos.

- lL.xy=38 ' 2. xy=—4

3.x2—y?>=38 4. y2 —x2=16

Nos Exercicios de 5 a 12, remova da equagdo dada o termo xy
por uma rotacdo de eixos. Faga um esbogo do grdfico e mostre
os dois conjuntos de eixos.

5. 24xy —7y2+36=0
7. x2+2xy+y* —8x + 8y =0
8 x>+ xy+y*=3
10. 5x% + 6xy + 5y2 =9
11. 31x2 + 10/3xy + 21y2 = 144
12. 6x2 + 20+/3xy + 26y* = 324

6. 4xy + 3x2 =4

9. xy+16=0

Nos Exercicios de 13 a 22, simplifique a equacéo dada com uma
rotagdo e uma translacdo de eixos. Faca um esbogo do grdfico
e mostre os trés conjuntos de eixos.

13. x2+xy+y2=3y—6=0 :
14. 19x% + 6xy + 11y% — 26x + 38y + 31 = 0
15. 17x% — 12xy + 8y? — 68x + 24y — 12 =0
16. x2—10xy +y*+ x+y+1=0

17. x2 + 2xy+y?+x—y—4=0

18. 16x? — 24xy + 9y? — 60x — 80y + 400 = 0
19. 11x? — 24xy + 4y* + 30x + 40y —45=0
20. 3x* —4xy+8x—1=0

21 4x% +4xy + y* —6x + 12y =0

22 X2+ 2xy+y*—x—3y=0

23. Mostre que o grafico de /X + +/y = 1 é um segmento de
uma parabola por uma rotagdo de eixos de um angulo cuja
medida é 4-. (Sugestdo: elimine os radicais na equagdo, antes
de aplicar o Teorema 10.4.1.)

24. Dada a equagdo (@2 + b®)xy = l,ondea > 0eb > 0,
ache uma equagio do grafico em relagdo aos eixos x ¢ ¥,
obtidos por uma rotagio de eixos cujo dngulo tem por medi-
datg-'(b/a).

25. Mostre que para a equacédo geral do segundo grau em duas

variaveis, o discriminante B2 — 4A4C ¢ invariante sob uma

rotagdo de eixos.

Deduza (3) de (2) desta secgdo resolvendo em x € y em ter-

mos de x e y. (Sugestdo: Para resolver em x, multi-

plique cada membro de (2) por cos a e cada membro da se-
gunda equagéo por sen a, e entdo subtraia os membros cor-
respondentes das equagdes resultantes. Use um procedimen-

to similar para resolver em y.)

26

10.5 COORDENADAS POLARES

Até aqui localizamos um ponto no plano por suas coordenadas cartesianas re-

O

P(r. 6)

FIGURA 1

tangulares. H4 outros sistemas de coordenadas que do a posi¢do de um ponto
em um plano. O sistema de coordenadas polares ¢ um deles, e é importante,
pois certas curvas tém equag¢des mais simples quando esse sistema ¢é usado. Nas
coordenadas polares todas as trés conicas (a pardbola, a elipse e a hipérbole)
tém uma equacdo. Ela ¢ aplicada na derivagdo das leis de Kepler em Fisica e
no estudo do movimento de planetas em Astronomia.

No sistema cartesiano, as coordenadas sdo nimeros chamados de abscissa
¢ ordenada que s3o-as medidas das distdncias orientadas a dois eixos fixos. No
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P, 3m sistema polar, as coordenadas consistem em uma distancia orientada ¢ na me-

f S%w dida de um angulo relativo a um ponto fixo e a um semi-eixo fixo. O ponto
Io) A fixo é chamado de p6lo (ou origem), sendo designado pela letra O. O semi-eixo

@ . fixo é chamado de eixo polar (ou reta polar) e vamos designa-lo por OA4. O
PG, 3m semi-eixo OA ¢, normalmente colocado na horizontal, orientado para a direita
e se estende indefinidamente. Veja a Figura 1. )

Seja P um ponto qualquer do plano, distinto de O. Seja 6 a medida em radia-
nos do angulo A OP, positiva quando considerada no sentido anti-horario e ne-
gativa quando no sentido hordrio, tendo como lado inicial OA e como lado
final OP. Entdo, se r for a distdncia ndo orientadade O a P (isto é, r = |O—P| )s
o conjunto de coordenadas polares de P serd dado por r € 8, e escrevemos essas
coordenadas como (r, 6).

EXEMPLO 1 Marque cada um dos seguintes pontos com o conjunto de coor-
denadas polares dado: (a) (2, +7); (b) (5, +7); (©) (1, %n); (d) 3, ¢7);
© @ —5n); DG, —n); @ Q, —57)

Solucdo

(a) O ponto (2, + ) é determinado primeiro ao desenharmos o 4ngulo com me-
dida £ rad, tendo seu vértice na origem e seu lado lado inicial ao longo
do eixo polar. O ponto no lado terminal que é 2 unidades da origem é o
ponto (2, §). Veja a Figura 2(a).

Analogamente, obtemos os pontos mostrados na Figura 2(b) —(g).

» ILUSTRACAO 1 A Figura 3 mostra o ponto (4, 2 ). Outro conjunto de
coordenadas polares para esse ponto é (4, ——n); veja a Figura 4. Além disso,
as coordenadas polares (4, <) também resultam o mesmo ponto, cOmo mos-
tra a Figura 5. <

T
[

FIGURA 3 : FIGURA 4

Na realidade, as coordenadas (4, %= + 2nn), onde n é um inteiro qualquer
sdo do mesmo ponto, designado com (4, 2*). Assim, um dado ponto tem um
nimero ilimitado de conjuntos de coordenadas polares. Nisso o sistema polar
é diferente do sistema cartesiano retangular, onde existe uma correspondéncia
biunivoca entre as coordenadas e os pontos do plano. Para as coordenadas po-
lares tal correspondéncia inexiste. Outro exemplo é obtido considerando as coor-
denadas polares da origem. Se r = 0 ¢ 8 é qualquer numero real, temos a ori-
gem, que é designada por (0, 6).

: Podemos considerar coordenadas polares com r negativo. Nesse caso, o pon-
FIGURA 5 : to estara no prolongamento do lado terminal do angulo, que é a semi-reta que
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¢\P(—4, —% ) parte da origem, estendendo-se no sentido oposto ao lado terminal. Assim, se
SA L P estiver sobre o prolongamento do lado terminal do angulo de medida 6 rad,
’4\)(\ o conjunto de coordenadas polares de P serd (r, 6), onde r = — |OP]|.

» ILUSTRAGAO 2 O ponto (-4, —=) da Figura 6 é 0 mesmo que 0 ponto

@4, 35), 4, -5 e (4, %) da Ilustragdo 1. Outro conjunto de coordenadas

FIGURA 6 polares para esse ponto é (—4, -i%); veja a Figura 7. <
¢P(—4, % ) : O angulo ¢ normalmente medido em radianos, assim um conjunto de coor-
Al denadas polares de um ponto é um par ordenado de numeros reais. Para cada
¥ L par ordenado de niimeros reais existe um tnico ponto no plano tendo-o como

o A coordenadas polares. Entretanto vimos que cada ponto pode ser dado por um

% w numero ilimitado de pares ordenados de nimeros reais. Se o ponto P ndo for

a origem e se restringirmos 7 e 8 de tal forma quer > 0e 0 < 6 < 2x, entdo

FIGURA 7 existird um unico par ordenado de coordenadas polares para P.

EXEMPLO 2 (a) Marque num grafico o ponto com coordenadas polares
(3, —25). Ache outro conjunto de coordenadas polares desse ponto para as
quais(b)r < 0e0 <8 <2m;(b)r>0e0<8<2m;(c)r<le -27<O<0.

Solugéo

(a) Para encontrar o ponto no grafico, tragamos o dngulo cuja medida em ra-
dianos é — 27 na diregdo hordria, a partir do eixo polar. Como r > 0,
P esta sobre o lado terminal do 4ngulo a trés unidades da origem, veja a
Figura 8(a).
As respostas a (b), (c) e (d) sdo, respectivamente, (-3, +7), (3, +n), e
(=3, —3n). Elas estdo ilustradas na Figura 8(b), (c) e (d).

FIGURA 8

Freqiientemente, queremos nos referir as coordenadas de um ponto nos dois
sistemas de coordenadas: cartesianas retangulares e polares. Para fazer isso, to-
mamos a origem do primeiro sistema coincidindo com a origem do segundo,
0 ¢ixo polar como o semi-eixo x positivo e a semi-reta para a qual 8 = % co-
mo O semi-eixo y positivo.

Suponha que P seja o ponto que tenha (x, ¥) como representa¢do num siste-
ma de coordenadas cartesianas retangulares e seja (r, 6) a representagiio de P
em coordenadas polares. Distinguimos dois casos: r > 0 e r < 0. No primeiro
caso, se r > 0, P estd sobre o lado terminal do 4ngulo cuja medida é 6 rad e
r = |OP|.
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Tal caso esta na Figura 9. Entdo,

cosf=-——  sen 0= %
2 0P,
x y
r
1
No segundo caso, se r < 0, entdo o ponto P estara sobre o prolongamento
do lado terminal e r = — |OP|. Veja a Figura 10. Entdo, se Q for o ponto
(—X, _y)s
cos 0 = -Tx sen 6 = —__L
|00 |00
__—X __—Y
0P 2
_—x __7
- —r - —r
_x 7
B - r
Logo,

Xx=rcosf e y=rsenf

Essas equagOes sdo as mesmas que (1); assim, as equagdes (1) sdo.validas em
todos os casos.

Das equagdes (1) podemos obter as coordenadas cartesianas retangulares de um
ponto cujas coordenadas polares sdo conhecidas. Também, dessas equagdes po-
demos obter a equa¢do polar de uma curva, conhecendo a sua equagdo carte-
siana retangular. ‘

Para obter as equa¢des que dao um conjunto de coordenadas polares de um
ponto quando as coordenadas cartesianas retangulares sio conhecidas, vamos
elevar ao quadrado ambos os membros de cada equag¢do em (1), obtendo

x2=7r2cos?f e y2 = rtsen*f

Somando membro a membro teremos

x>+ y> =r?cos? 6 + r¥sen? §
x? + y? = r¥(cos? 6 + sen? f)
24y =2

Dividindo as equagdes (1), teremos

g

)

Al

rsen @ y

rcos@ x

Y ' 3)
tg‘Q. s




612

Y
7 A
(-63m
\
\
N\
N
[N
N\
O
Imw
4
FIGURA 11

FIGURA 12

Secgbes Conicas e Coordenadas Polares

» ILUSTRAGAO 3 O ponto cujas coordenadas polares sdo (-6, +7) esta co-

locado no grifico da Figura 11. Vamos encontrar suas coordenadas cartesianas
retangulares. De (1),

x=rcosf y=rsen 6
= —6cosin = —6senin
_ 2 _6(_«/_5>
2 2
= -32 =32
Assim, o ponto é (—3v2, 3v2). <

O grafico de uma equagdo em coordenadas polares r e 8 consiste em todos
aqueles pontos e somente aqueles pontos P que tém pelo menos um par de coor-
denadas que satisfacam a equacdo. Se a equagdo de um grafico for dada em
coordenadas polares, ela serd chamada de equagdo polar para podermos
distingui-la da equagfio cartesiana que é o termo usado quando uma equagéo
¢ dada em coordenadas cartesianas retangulares. Na Sec¢do 11.6 discutiremos
métodos para obter o.grafico de uma equagdo polar.

EXEMPLO 3 Dado que a equagdo polar de um grafico é
r? = 4 sen 26
ache a equagdo cartesiana.
Solugdo Como sen 20 = 2 sen @ cos 6, temos que sen 28 = 2(y/r)(x/r).

Com essa substituigdo e r2 = x2 + y2, obtemos da equagdo polar dada

x4yt =422
r r

8xy
x2+y2=_;2_
8xy
X2+ Y=
y X212

(x* + y*)* = 8xy

EXEMPLO 4 Ache (r,0)ser > 0e 0 < 0 < 27 para o ponto cuja represen-
tagdo cartesiana é (—+/3, —1).

Solugédo O ponto (—+/3, — 1) esta colocado no grafico da Figura 12. De
(2), comor > 0,

r=+3+1

=2
De 3), tg 6 = —1/(—+/3), ecomo # < 9 < &,
0=1n

Assim, o ponto é (2, 12).
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EXEMPLO 5

Ache a equagdo polar do gréfico cuja equagdo cartesiana ¢

X2+ y?—4x =0

Solucédo

Substituindo x =

rcos ey = sen 6 em

x*+y?-4x=0

temos

r2cos? 0 + r¥sen*@ — drcos 8 =0

Logo,

r2—4rcos0=0

rr—4cosf)=0

r=0 ou r—4cosf =0

O grafico de r

0 é a origem, contudo, ela é um ponto do grafico de

r — 4cos 8 = 0 poisr = 0 quando § = 4. Logo, a equagdo polar do gréfico é

r = 4cos @

O gréafico de x2 + y? — 4x = 0 é uma circunferéncia. A equagdo pode ser

escrita na forma

x -2+ yr=14

que ¢ a equagdo de uma circunferéncia com centro em (2, 0) e raio 2.

EXERCICIOS 10.5

Nos Exercicios de I a 4, marque o ponto com o conjunto de coor-
denadas polares dadas.

L. (@) (3, &m); (b) (2, %) () (1, m); (d) (4, $m); () (5, Lin)
2. (@) (4, 4n) (b) (3, 3n); () (1, &m); (d) (2, 3); (e) (S, 3m)
3. (@) (1, —dm); (b) 3, —&n); () (— 1, 4m); (d) (=3, £n);
€ (=2, —3m
4. (a) (5, —3n); (b) 2, —2n); () (-5, 3m); (d) (—2, In);
© (=4, —3n) |
Nos Exercicios de 5,a 10, marque num grdfico o ponto com as
coordenadas polares dadas; ache entdo outro conjunto de coor-
denadas polares para o mesmo ponto para o qual (a) r < O e
0€0<2n;,(B)r>0e-2r <0< 0;(c)r<0e-2r<6<0.
5 @4, in) 6. (3,2m) 7. 2,in)
8. 3,3n) 9. (2.3n) 10. (2, $n)

11. Coloque num gréifico o ponto com coordenadas polares

2, —%n). Ache outro conjunto de coordenadas polares -

para esse ponto sendo (a) r < 0e 0 < 8 < 2m;(b)r < Oe
-2 <0<<0;(c)r>0e2nr <0 < 4n.

12. Coloque num gréfico o ponto com coordenadas polares
(-3, ——§-7r). Ache outro conjunto de coordenadas polares

paraesse pontosendo (@) 7 > 0e0 <0< 2m; (b)r >0e
“21 <0 <£0;(c)r<0e2r <0< 4n.

Nos Exercicios de 13 a 20, coloque num grdfico o ponto com

. coordenadas polares dadas; dé, entdo, dois outros conjuntos de

coordenadas polares para o mesmo ponto; um com o mesmo va-
lor de r e outro com o sinal oposto a r.

13. (3, —n) 14. (2, —in)
16. (—2,%n) 17. (-2, —3n)
19. (2,6) 20. (5, im)

Nos Exercicios 21 e 22, ache as coordenadas cartesianas retan-
gulares dos pontos cujas coordenadas polares sd@o dadas.

21. (a) 3, m): (b) (V2. —3m); (©) (=4, 3m)s (@) (— 1, =)
22. () (=2, —3n); (b) (— 1, 4m); (©) (2, ~3m); (d) (2, 3m)

Nos Exercicios 23 e 24, ache um conjunto de coordenadas pola-
res dos pontos cujas coordenadas cartesianas retangulares sdo
dadas. Tomer > 0e 0 < 6 < 2nm.

23. (a) (1, —1); (b) (—+/3, 1, () (2, 2); (d) (=5, 0)

24. () (3, —3); (b) (— 1, V/3); (¢) (0, —2); (d) (=2, —2+/3)
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Nos Exercicios de 25 a 34, ache a equagio polar do grdfico dada

a sua equagdo cartesiana.

25. x> +y?=a?
27. 2 = 4x + 1)
29. x2 =6y — y*

3L (x2 + y3)? =4(x% — )

3B.x3+y3 —3axy =0

L x2—y2 =16

Seccbes Cénicas e Coordenadas Polares

Nos Exercicios de 35 a 44, ache a equagdo cartesiana do grdfico
tendo a sua equagéo polar.

x+y=1 35. r? =2sen20 36. r* cos 260 = 10
x3 = 4y? 37. r> =cos § 38. r2 =4 cos 20
39.r°=9 40. r = 2sen30
. 2xy = a® 4l. rcos 0= —1 42, r® =r2cos? 0
2x 6 4
3. r=—0 M r=—"
x2+1 " T2 " 3send T3 2 c0s 0

10.6 GRAFICOS DE EQUACOES
EM COORDENADAS POLARES

[SE

Na Secgdo 10.5 estabelecemos que o grafico de uma equagio polar consiste na-
queles e somente naqueles pontos tendo pelo menos um par de coordenadas po-
lares, que satisfagam a equagdo. Nesta sec¢io mostraremos como obter um es-
bogo de tal grafico. '

A equagido

6=cC

Nt
3

FIGURA 1

N =

FIGURA 2

N

FIGURA 3

onde C é uma constante, est4 satisfeita por todos os pontos tendo coordenadas
polares (r, C), qualquer que seja o valor de r. Logo, o grafico dessa equagio
€ uma reta que passa pela origem e faz com o eixo polar um angulo de medida
C rad. Veja a Figura 1. A mesma reta ¢ dada pela equacéio

6 =C = kn

onde £ é um inteiro qualquer.

P> ILUSTRAGAO 1

6 ==

(a) O grafico da equagdo

estd na Figura 2. E uma reta passando pela origem e fazendo com o eixo polar
um 4ngulo com medida 4. A mesma reta é dada pelas equagdes

=3 — 9 - _3 = _1
0 =3n 0= 0= —34n 0= —4in

e assim por diante.
(b) O grafico da equagéo

0=3n

esta na Figura 3. E a reta que passa pela origem e forma com o eixo polar um
dngulo com medida %~ rad. Outras equacdes dessa reta sio
+

6=3n 6=5%n 0= —in 0= —%n

¢ assim por diante. <

Em geral, a forma polar da equagio de uma reta nio é tdo simples quanto
a forma cartesiana. Contudo, se a reta for paralela ao eixo polar ou ao eixo
-, a equacdo serd razoavelmente simples.

Se uma reta for paralela ao eixo polar e contiver o ponto B cujas coordena-
das cartesianas sdo (0, b) e cujas coordenadas polares sdo (b, Z), entdo a
equacdo cartesiana sera y = b. Substituindo y por r sen 8, temos

rsenf = b
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que ¢ a equagdo polar de qualquer reta paralela ao eixo polar. Se b for positivo,
a reta estard acima do eixo polar. Se b for negativo, ela éstara abaixo do eixo
polar.

» ILUSTRACAO 2 Na Figura 4 temos um esbogo do grafico da equagdo
rsenf =3
e na Figura 5 temos um esbogo do grafico da equagio

rsenf = -3 <

Agora, consideremos uma reta paralela ao semi-eixo % ou, equivalente-
mente, perpendicular ao eixo polar. Se a reta passar pelo ponto A cujas coorde-
nadas cartesianas sdo (a, 0) e cujas coordenadas polares sdo (a, 0), a equacio
cartesiana serd x = a. Substituindo x por r cos 8 obtemos '

rcos =a

que ¢ a equacdo de qualquer reta perpendicular ao eixo polar. Se a for positivo,
a reta estard a direita do semi-eixo 4. Se a for negativo, a reta estard i es-
querda do semi-eixo %

» ILUSTRACAO 3 A Figura 6 mostra um esbogo do grafico da equagédo
rcos @ =3

e a Figura 7 mostra um esbog¢o do grafico da equagio

rcos = -3 <
- e
reosf =3 rcos = —3
\ F
| | i il 1 |
m 0 T— '(3,0) 0 T (3[71 T IO 0
A\ 4 N 4
e e
FIGURA 7 FIGURA 8

O grafico da equagdo
r=0=C

onde C ¢ uma constante qualquer, ¢ uma circunferéncia cujo centro est4 na ori-
gem e cujo raio é [C|. A mesma circunferéncia é dada pela equagdo

r=-C

» ILUSTRACAO 4 Na Figura 8 estd um esboco do gréafico da equacio
r=4
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E uma circunferéncia com centro na origem e raio 4. A mesma circunferéncia
é dada pela equacgio

r= -4

embora seja pouco comum o uso dessa equacdo. |

Como no caso da reta, a equagdo polar geral de uma circunferéncia nao ¢
tdo simples quanto a forma cartesiana. Existem, todavia, casos particulares da
equagdo da circunferéncia que merecem ser considerados na forma polar.

Se uma circunferéncia contém a origem (o polo) e tem 0 seu centro num pon-
to com coordenadas (a, b), entdo a sua equagdo cartesiana sera.

x2+ y2—2ax - 2by =0
Uma equagdo polar dessa circunferéncia é
(r cos 6)* + (rsen 8)> — 2a(r cos 8) — 2b(r sen 6)
ri(cos? @ + sen? 0) — 2ar cos 6 — 2br sen 8
r2 — 2arcos 8 — 2brsen 6

r(r — 2acos 0 — 2bsen 6)
r=20 r — 2acos — 2bsen @

il
=l -

Como o grafico de r = 0 é a origem e este (# = 0 quando 8 = tg~' (—-)) estd
no grafico der — 2a cos § — 2b sen' = 0, uma equacéo polar da circunferén-
cia serd '

r=2acos 8 + 2bsen @

Quando b = 0 nesta equagdo, a equacdo torna-se

r = 2acos @

que é uma equagdo polar da circunferéncia, de raio |a} unidades, com seu
centro sobre o eixo polar ou em sua extensdo, ¢ tangente ao semi-eixo 5. Se
a > 0, a circunferéncia esta a direita da origem (veja a Figura 9), e se
a < 0, a circunferéncia estd a esquerda da origem.

Se @ = 0 na equagdo r = 2a cos 8 + 2b sen 0, temos

r =2bsenf

ki

FIGURA 10

1w

que é uma equagdo polar da circunferéncia, com raio |b| unidades e centro
sobre o semi-eixo - ou em sua extensdo, e tangente ao eixo polar. Se b > 0, a
circunferéncia estd acima da origem e se b < 0, estd abaixo dela.

EXEMPLO 1 Faca um esbogo do grifico de cada uma das seguintes equagdes:
(@r = 5cos6 (b)r = —6sen 6
Solucdo

(a) A equagio
r=15cos 8

¢ da forma r = 2a cos 6 com @ = 3. Assim, o gréfico é uma circunferéncia
com centro no ponto que tem coordenadas polares (3, 0), sendo tangente
ao semi-eixo 4. Um esbogo do grafico estd na Figura 10.
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(b) A equagdo
r= —6senf
¢ da forma r = 2b sen 8 com b = —3. O gréfico é a circunferéncia com
centro no ponto tendo como coordenadas polares (3, 32) e tangente ao
eixo polar. A Figura 11 mostra um esbogo do gréfico.

Apresentamos casos especiais importantes (retas e circunferéncias) de grafi-
cos de equagdes polares. Antes de discutir curvas mais gerais tendo equagdes
polares, consideraremos as propriedades da simetria.

Na Secgéo 1.2 (Defini¢do 1.2.4) ficou estabelecido que dois pontos PeQsao
simétricos em relacdo a uma reta se e somente se a reta for perpendicular ao
segmento PQ em seu ponto médio, e que dois pontos P e Q sdo simétricos em
relagdo a um terceiro ponto se e somente se o terceiro ponto for o ponto médio
do segmento de reta PQ. Logo, os pontos (2, 5 7) € (2, 37) sdo simétricos em
relagdo ao semi-eixo 4 € os pontos (2, +n) e (2, —27) sdo simétricos em
relagdo 4 origem. Estabelecemos também (Defini¢do 1.2.5) que o grafico de uma
equagdo ¢ simétrico em relagdo a uma rela / se e somente se, para todo ponto
P do grafico, houver um ponto Q, também sobre o grafico, tal que Pe Q sejam
simétricos em relagdo a /. Analogamente, o grafico de uma equagéo sera simé-
trico em relagdo a um ponto R se e somente se, para todo ponto P sobre o grafi-
co, existir um ponto S, também sobre o gréfico, tal que P e S sejam simétricos
em relagio a R. Temos trés teoremas que podem ser usados como teste de sime-
tria dos graficos de equagdes polares.

Se, para uma equag¢ao em coordenadas polares, obtivermos uma equagao equi- ’

‘valente quando (r, 8) for substituido por (r, —8 + 2nm)ou(—r,w — -0 + 2nn),

onde n é um inteiro qualquer, o grafico da equagéo serd simétrico em relagdao
ao eixo polar.

Prova Se o ponto P(r, 8) for um ponto do grafico de uma equacdo, entdo
o grafico sera simétrico em relagdo ao eixo polar se existir um ponto Py(r, 6)
do grafico tal que o eixo polar seja perpendicular ao ponto médio do seg-
mento de reta P,P (veja a Figura 12). Assim, se r, = r, entdo 6, precisa ser
igual a —@ + 2nm, onde n é um inteiro. E se r, = —r, entdo 6, precisa ser
n— 0 + 2nm. _ |

Se, para uma equagio em coordenadas polares, obtivermos uma equagao equi-
valente quando (r, ) for substituido por (r, # — 8 + 2nm)ou(—r, — 8 + 2nn)
onde n é qualquer inteiro, o grafico da equagdo serd simétrico em relagdo ao
semi-€ixo 3

Se, para uma equagio em coordenadas polares, obtivermos uma equagado equi-
valente quando (r, §) for substituido por (—r, 8 + 2nm)ou (r, # + 6 + 2nn),
onde n é qualquer inteiro, o grafico da equagdo sera simétrico em relagao a
origem.

As demonstrag¢des dos Teoremas 10.6.2 € 10.6.3 sdo similares a prova do Teo-
rema 10.6.1 e serdo deixadas como exercicios (veja os Exercicios 53 e 54).
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> ILUSTRACAO 5 Para o gréfico da equagio
r = 4 cos 26

testamos a simetria em relagdo ao eixo polar, ao eixo %5, € a origem.

Usando o Teorema 10.6.1 para testar a simetria em relacdo ao eixo polar,
substituimos (r, 6) por (r, —6) e obtemos r = 4 cos(—20), que é equivalente
ar = 4 cos 26. Assim, o grifico é simétrico em relacio ao eixo polar.

Usando o Teorema 10.6.2 para testar a simetria em relagdo ao semi-eixo %,
substituimos (r, 6) por (r, # — 8) obtendo r = 4 cos(2(mr ~ 6)) ou, equivalente-
mente, r = 4 cos(2x — 26), que equivale a equagdo r = 4 cos 26. Logo, o grafi-
co ¢ simétrico em relagdo ao semi-eixo <.

Para testar a simetria em relagéo a origem, substituimos (r, ) por (—r, 0)
obtendo a equagdo —r = 4 cos 26, que nio é equivalente 4 equac¢io dada. Mas
precisamos também determinar se podemos usar outro conjunto de coordena-
das. Substituimos (r, 6) por (r, # + 6) obtendo r = 4 cos 2(r + 0) ou equiva-
lentemente, r = 4 cos(2n + 26), que é equivalente a equagdo r = 4 cos 26.
Logo, o gréfico é simétrico em relagdo a origem. <4

Para esbocar um grafico, é desejavel determinar se a origem pertence a ele.
Isso € feito substituindo r por 0 e resolvendo em 6. E também vantajoso colocar
no gréfico pontos para os quais r tem valores maximo e minimo relativos. Um
recurso adicional para tragar o grafico, se o grafico contiver a origem, é tracar
as retas tangentes ao gréfico pela origem. Quando for 1til, usamos o fato mos-
trado na Seccdo Suplementar 10.9: se 6, for um valor de que satisfaca a equa-
¢do polar da curva quando r = 0, entdo a reta § = 0, sera tangeiute A curva
na origem.

EXEMPLO 2 Faca um esbo¢o do grafico da equacgdo

r=1-2cos @

Solucgéo Substituindo (r, 6) por (r, —#6) obtemos uma equacdo equiva-
lente. Logo, o grafico é simétrico com relagdo ao eixo polar.

A Tabela 1 d4 as coordenadas de alguns pontos do grafico, com esses pontos
tracamos a metade do gréfico; o restante é tragado pela simetria em relagdo
ao eixo polar.

Ser = 0, obtemos cos § = - ese0 < 6 < 7, entdo § = 4. Assim, o
ponto (0, 5) estd no grafico. Além disso, uma equacdo da reta tangente ao
grafico pela origem é § = 4. Um esbogo do gréfico estd na Figura 13.

A curva do Exemplo 2 é chamada /imacon. O grdfico de uma equacio da
forma

r=axbcosf ou r=qg=+ bsenb

éuma limagon. Existem quatro tipos de limacon e cada tipo depende da razio

a/b, onde a e b sdo positivos. Vamos mostrar os quatro tipos obtidos da equacio

r=a+ bcos9 a>0eb>0
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1. 0< % < 1 Limacon com um lago. Veja a Figura 14(a).

2. —g— =1 Cardiéide (formato de coragio). Veja a Figura 14(b).
3. 1< —Z— < 2 Limacon com um dente. Veja a Figura 14(c).
4. 2 < % Limacon Convexa (sem dente). Veja a Figura 14(d).

1<§<2 . 2<?
Limagon com um dente
{0) , (d)

Limagon Convexa

FIGURA 14

Se vocé estudar a Sec¢do Suplementar 10.9, onde serdo discutidas as retas
tangentes horizontal e vertical a curvas polares, a distincdo entre as limagons
dos tipos 3 (com um dente) ¢ 4 (sem dente) ficard clara.

As limagons obtidas da equagdo

r=a+ bsen@ a> Oeb>0
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tém o semi-eixo 4 como eixo de simetria. Se a limagon tiver a equacgio

r—a=>bcosé@ a>0eb>0

ela apontard na direcdo de 7 e se tiver a equacgio

r=a - bsen@ a>0eb>0

and 3
apontara na direcdo de 3*.

EXEMPLO 3 Faga um esbogo do gréfico de cada uma das seguintes limagons:
(@r =3+ 2sen @ (byr =2+ 2cos 8 (c)r =2 —sen @

Solugdo
Tabela 2 (a) A equagido
o | r r=3+2sen8

0 3
in 4 da formader = a + bsen 6, coma = 3e b = 2. Como
ial 343 a/b = 3/2,e1 < 4 < 2, o grafico é uma limagon com
H dente. Ela ¢ simétrica em relagdo ao semi-eixo %. A Ta-
P 5 bela 2 d4 as coordenadas de alguns pontos do gréfico. Um
777 3 esbogo estd na Figura 15 e foi feito colocando no grafico
7 2 0s pontos cujas coordenadas sdo dadas na Tabela 2 e usan-
x| 3-V3 do as propriedades de simetria.

%7; 1
Tabela 3 (b) A equagio
9] d r=2+ 2cosé@

0 4 .
tz] 243 ¢daformader = a + bcosf, coma = 2eb = 2. Como
1, 3 a/b = 1, o grafico é uma cardidide. Ela ¢ simétrica em re-
in ’ lagdo ao eixo polar. As coordenadas de alguns pontos so-
: bre o grafico sdo dadas na Tabela 3. A Figura 16 é um es-
?” 1 bogo no qual colocamos esses pontos e usamos as proprie-
| 2-43 dades de simetria.

T 0
Tabela 4 (c) A equagio
0— d r=2-sené

0 2
< 3 €¢daformar =a -~ bsenf,coma =2eb = 1. Como
Arl2-1y3 a/b = 2, o grafico ¢ uma limagon convexa. Ela é simétrica
Lo 1 em relagdo ao semi-eixo 4 e aos pontos na direcio 2 A
2” ’ Figura 17 mostra um esbogo do gréfico obtido a partir da
1. s Tabela 4 e usando as propriedades de simetria.

6 2
$r |2+ 473
%n 3

O griéfico de uma equaciio da forma

r=acosnf ou r = gsen nd

serd uma rosdcea com n folhas se n for impar e 2n folhas se n for par.
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EXEMPLO 4 Faca um esbog¢o da rosacea de quatro folhas
r = 4 cos 20

Solugdo Na Ilustracdo 5 provamos que o grafico é simétrico em relagcdo
ao eixo polar, ao semi-eixo 4 ¢ a origem. Substituindo r por 0 na equagédo
dada obtemos
cos 20 = 0
de onde obtemos, para 0 < 6 < 2,
3
6=+ 06=3n 6=%n 0=In

As retas com essas equacdes sao tangentes ao gréfico.rl'a origem.
A Tabela 5 dé os valores de r para alguns valores de 6 de 0 até 5-. Desses
valores e das propriedades de simetria podemos fazer o esbogo da Figura 18.

Observe que se fizermos n = 1 nas equa¢des para uma rosacea, obteremos
r=acosf ou r =asenéb

que sdo as equagdes de uma circunferéncia. Assim sendo, a circunferéncia pode
ser considerada como uma rosacea de uma folha. ‘

Outras curvas polares que ocorrem com freqiiéncia sdo as lemniscatas (veja
os Exercicios de 29 a 32) e as espirais (veja os Exercicios de 25 a 28). A curva
do préximo exemplo é chamada de espiral de Arquimedes.

EXEMPLO 5 - Faca um esbogo do grafico de
r=20 6>0

Solugédo Quando 6 = nn, onde n é um inteiro qualquer, o grafico inter-
cepta o eixo polar ou sua extensdo e quando § = §nx, onde n é impar, o gra-
fico intercepta o semi-eixo ¥ ou sua extensdo.Quando r = 0, 8 = 0; assim,
a reta tangente a curva na origem ¢ o eixo polar. Um esbog¢o do grédfico esta

na Figura 19.
™

-

1w
3

FIGURA 19
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FIGURA 20

Sec¢des Cénicas e Coordenadas Polares

Para encontrar os pontos de intersecgdo de duas curvas dadas em coordena-
das cartesianas, resolvemos as duas equagdes simultaneamente. As solugdes co-
muns as equagdes ddo todos os pontos de intersecgdo. Entretanto, como um
ponto tem um numero ilimitado de conjuntos de coordenadas polares, ¢ possi-
vel ter como intersecgdo de duas curvas um ponto para o qual ndo exista um
unico par de coordenadas polares que satisfagam ambas as equagdes. Isso estd
ilustrado no préximo exemplo.

EXEMPLO 6 Faga esbogos dos graficos de

=2sen20 e r=1
com a mesma origem € 0 mesmo €ixo polar, e encontre os pontos de intersecgio.
Solugdo O grafico de r = 2 sen 26 é uma rosacea de quatro folhas e o gra-
fico de r = 1 é uma circunferéncia com centro na origem e raio 1. Esbogos dos

graficos estdo na Figura 20. Resolvendo simultaneamente as duas equagdes
teremos

2 sen 280

sen 20 = +

I
—

20 =1in 20 = 3n 0= 20
13 1]

I
tol\n °‘Lx

Assim, obtemos os pontos de intersecgio (1, - 5 n) a,5m, {1, L, 1, =z 7).
Notamos na Figura 20 que existem oito pontos de intersec¢do. Os quatro pon-
tos restantes sdo obtidos se tomarmos uma outra forma da equagio da circun-
feréncia r = 1, isto é, reconsiderarmos a equagéo r = — 1, que é a mesma cir-
cunferéncia. Resolvendo essa equagdo e a da rosicea de quatro folhas simulta-
neamente, teremos

sen 20 = —1

Entdo, obtemos

20 =1n 20 =g 20 =12q 20 = 23x

0=:mn 0=4Yn 0=Ln 0=2%1n
Assim, temos os quatro pontos (-1, 5m, (-1, 4, (-1, m 7r), e(—-1, ,2 A ).
Incidentalmente, (-1, 5 7r) pode tambem ser escrito como (1, 437), (— l, )

pode ser escrito como (1, &Z-n), (—1, n 43-7) pode ser escrito como (1, 5 7) e
(-1, 2 £ 1) pode ser escrito como (1, - o).

Como (0, 6) representa a origem para qualquer 6, determinamos se a origem
¢ um ponto de intersecgdo fazendo r = 0 em cada equacio e resolvendo em 6.

Muitas vezes, as coordenadas dos pontos de intersec¢do de duas curvas po-
dem ser encontradas diretamente de seus graficos. No entanto, a seguir temos
um método geral.
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Se a equagdo polar de uma curva for dada por r = f(6), entdo a mesma curva
serda dada por

(=Drr = f(8 + nn) (1)

onde n é qualquer inteiro.

» ILUSTRACAO 6 Considere as curvas do Exemplo 6. O gréafico da equagéo
r = 2 sen 20 também tem a equagdo (fazendo n = 1 em (1))

(-Dr =2sen2@ + n) & —r = 2 sen 20
Se fizermos n = 2 em (1), o grafico de r = 2 sen 26 também terd a equagdo
(=1r=2sen2(@ + 2n) & r = 2sen 20

que é igual A equagdo original. Fazendo n igual a qualquer outro inteiro obte-
~mosr = 2sen 26 our = —2sen 26. O grifico da equagdor = 1 também terd
a equagdo (fazendo n = 1 em (1)). :

r= —1
Outros valores de n em (1) aplicados a equagdor = 1ddor = lour = -1. 4
Se tivermos as equagdes r = f(6) e r = g(8), obteremos todos os pontos de

interseccdo dos graficos das equagGes fazendo o seguinte:
(a) Use (1) para determinar todas as equagdes distintas das duas curvas:

S0, r = £,0),r = £, ... @
9:0), r = g,(8), r = g50), . . . ' €)

(b) Resolva cada equacgdo de (2) simultaneamente com cada equacio de (3).
(c) Verifique se a origem é um ponto de intersec¢do, fazendo r = 0 em am-
bas, obtendo assim

f@ =0 ¢ g =0

Se cada uma dessas equagdes tiver uma solugdo em 6, ndo necessariamente a
mesma, entdo a origem estara em ambas as curvas.

r

r

,

EXEMPLO 7 Ache os pontos de intersec¢do das duas curvas
r=2-—2cos0 e r=2cos8 .

Faga esbogos de seus graficos.

Solugédo Para encontrar outra equa¢do da curva representada por
r=2-—2cos#

temos
(—)r=2-—2cos(@+ n)

—r=2+2cos @

(= 1% =2 —2cos(@ + 2n)
r=2-—2cosf

que ¢é igual a equagdo original.
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FIGURA 21
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Analogamente, encontramos outras equagdes da curva dada por r = 2 cos 6:
(—1r =2cos(f + n)
—r=—2co0s 6
r=2cos @

que ¢ igual 4 equagdo original.

Assim, temos duas equagdes possiveis para a primeira curva, r = 2 — 2 cos 0
e —r =2+ 2cos 8, e uma equagio para a segunda curva, r = 2 cos 8. Resol-
vendo simultaneamente r = 2 — 2 cos @ e r = 2 cos 6, obtemos

2cos8=2—2cos b
4cos0=2
cos 0 =4
Assim, § = 4 e %, dando os pontos (1, +7) e (1, $x). Resolvendo simul-
taneamente —r = 2 + 2 cos 6 e r = 2 cos 8, teremos
2+2cosf=—2cos0
4cosf=—-2
cos = —1
Logo § = &= ¢ 6 = %, dando os pontos (-1, 27) e (-1, + 7). Entretanto,
(=1, $7) é o mesmo ponto que (1, $7) e (-1, +7) é 0 mesmo ponto que
a, 5n).
Verificando se a origem estd na primeira curva, fazemos r = 0 na equacgéo
r =2 — 2 cos 8, obtendo

0=2—-2cos @
cosf =1
6=0

Logo, a origem esta na primeira curva. Analogamente, tomamos r = 0 na equa-
¢do r = 2 cos 6, obtendo

0=2cosf
cos@ =0
0=4r O0=3n

Portanto, a origem estd na segunda curva.
Assim sendo, os pontos de interseccdo das duas curvas sdo (1, 47), (1, 7),
e a origem. Esbogos das curvas estdo na Figura 21.

EXERCICIOS 10.6

Nos Exercicios de 1 a 36, faga um esbogo do grdfico da equagdo

dada.

L@b=4imbr=1in
J.@b=2,b)r=2

5. (@)rcos =4;(b)r =4 cos 6
6. (a)rsenf = 2;(b)r =2senf

7. (a)rsenf = —4;(b)r = —4senf
8. (a)yrcosf=—5;(b)r=—5cos 8

2 @0=3mM)r=3xn 9.r=4-4cosb 10. r =3 — 3 senf

4. (@)= -3;(b)r=—3 11. r =2 + 2 send “12. r=3+3cos 0
13. r =2 — 3 send 1. r =4 — 3 senf
15. r =3 —-2cos 8 16. r=3—-4cos @
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17. r=4+2senf 18. r =6+ 2cos 0 r=2cos 9 =2cos 20
19.r=2sen3) 20 r=4sens§ 21 r=2cos4) {r:ZsenO 40. {r:ZsenG
22. r = 3 cos 20 23. r =4sen20 24. r = 3 cos 30
25. r = €% (espiral logaritmica) 41. {r =40 42, {rsen f=4
26. r = €3 (espiral logaritmica) r=im reosg=4

1 . ] r=tg 0 r=2cosf
27.r = 0 (espiral reciproca) 43. {r =4 sen 0 {r = 2\/3 sen @
28. r = 20 (espiral de Arquimedes) r=3 r=senf
29. r* = 9 sen 26 (lemniscata) 45. {r =21+ cos 0) 46. {r =sen 20
30. r2 = 16 cos 26 (lemniscata) ) \
31. 72 = —25 cos 20 (lemniscata) 4. {' sen20 =8 as. {' = 41 +senf)
32. r2 = —4 sen 20 (lemniscata) reosf =2 r(l —senf) =3
33.r = 2 sen 6 tg @ (cissoide) r=cosf—1 r=1—sen 6
34.r = 2 sec 8 — 1 (concédide de Nicomedes) 49. {r = cos 20 0. r = cos 26
g: : _ 52‘;522: 51, {r = sen26 52, {r =4tg fsend

r = cos 26 r=4cos?

Nos Exercicios de 37 a 52, ache os pontos de intersecgio dos gré-  33. Prove o Teorema 10.6.2. 54. Prove o Teorema 10.6.3.
Jficos do par de equagées dadas. Faga um esbogo de cada par de

grdficos com o mesmo eixo polar e a mesma origem.

1. 2r=3 38, 2r=3
r=1+4+cosé@

r=3send

Nos Exercicios 55 e 56, o grdfico da equacdo dada intercepta a
si mesmo. Ache os pontos nos quais isso ocorre.

55. r =sen3f 56. r =1+ 2 cos 20

10.7 AREA DE UMA REGIAO
EM COORDENADAS POLARES

i / ;&7/ .
AN
AN
ﬂ%ﬁ .
(0] .

FIGURA 1

FIGURA 2

Vamos desenvolver agora um método para encontrar a drea de uma regiéo li-
mitada por duas retas que passam pela origem e por uma curva cuja equagao
seja dada em coordenadas polares. o

Seja f uma fun¢do continua e ndo-negativa no intervalo fechado [a, B]. Seja
R a regido limitada pela curva cuja equagdo é r = f(6) e pelas retas 6 = a ¢
0 = B. Entdo, R é a regido AOB da Figura 1.

Consideremos uma parti¢gdo A de [a, B] definida por

a=0,<0,<0,<...<0,_,<0,;<...<0,_,<0,=8

Temos, portanto, n subintervalos da forma [6;_,, 8;], ondei = 1, 2 ..., n. Se-
ja & um valor de 6 no i-ésimo subintervalo [6; _,, 6,]. Veja a Figura 2, onde
o i-ésimo subintervalo é mostrado junto com 8 = §,. A medida em radianos
do angulo entre as retas 6 = 6, _,; e @ = 0, serd denotada por A;6. O numero
de unidades de 4rea na 4rea do setor circular de raio f(€;) unidades e angulo
central com A, rad é dado por '

i1 Al

H4 um desses setores circulares para cada um dos 7 subintervalos. A soma das
medidas das 4reas desses n setores circulares é

FLAED AO+S[SEDN An0+ ... +3[fCI]? AB +... + 5[ fEN] A6

que, usando somatdria, pode ser escrita como

Y. 2[fC)]* Az0 ‘ Y

i=1
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Seja |A| a norma da partigdo A; isto &, [A] ¢ a medida do maior A;f. En-
tao, se A unidades de drea for a 4rea da regido R, definimos 4 como o limite
da soma de Riemann (1).quando |A| tende a zero, que é uma integral definida.

Seja R a regido limitada pelas retas § = a e § = B e a curva cuja equagéo é
r = f(0), onde f é continua e ndo-negativa no intervale fechado [a B]. Entdo,
se A unidades de 4rea for a drea da regiao R,

n

A= lim 3 LifE)F a0

[1a]{=0i=

- 5 [P ror

EXEMPLO 1 Ache a drea da regido limitada pelo gréfico de
r=2+ 2cos @

Solugédo A regido, bem como um elemento de 4rea, estdo na Figura 3. Co-
mo a curva € simétrica em relagdo ao eixo polar, tomamos os limites de @ de
0 até 7, o que determina a 4rea da regido limitada pela curva acima do eixo
polar. Entdo, para determinar a drea de toda a regido, basta multiplica-la por
2. Assim, se 4 unidades de 4rea for a area pedida,

FIGURA 3




FIGURA 4
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A=2 lim Y 32+ 2cos{) AP

lHal|l=0 i=1
=2 742+ 2 cos 0 df
| =4f0"(1 + 2 cos 0 + cos? 6) df
= 4[0 + 2senf + 10 +%sen29];

=4n+0+4in+0-0)
= 6n
Logo, a area é 6z unidades de area.

Consideremos agora a regido limitada pelas retas § = a e @ = B e pelas cur-
vas cujas equagdes sdo r = f(0) e r = g(6), onde f e g sdo continuas no’inter-
valo fechado [a, Bl e f(8) = g(f) em [a, B]. Veja a Figura 4. Queremos encontrar
a drea dessa regido. Consideremos uma parti¢do do intervalo [a, B], sendo &;
um valor de 6 no i-ésimo subintervalo [0, _,, ). A medida da area de um ele-
mento de drea é a diferenca das medidas das 4reas de dois setores circulares:

%[f(f;)]z Ab — %[g(él)]z Af = %([f(é.)]z - [g(fi)]z) A0

A soma das medidas das areas de n de tais elementos é dada por

n

2 AT - [9E]?) Al

i=1

Assim, se A unidades de area for a area da regido desejada, teremos

n

A = lim 3 (G - [9E&P A6

lal=o ;<.

i

Como f'e g sdo continuas em [a, ], também f — g serd continua; logo, existira
o limite e serd igual a uma integral definida. Assim,

a =+ [ weor - e da

EXEMPLO 2 Ache a area da regido interior a circunferéncia r = 3 sen 6 e
exterior a limaconr = 2 — sen 6.

Solugdo Para encontrar os pontos de intersec¢do tomamos
3senf =2 —sen @
senf = 3

0=%in 6 =32n
As curvas ¢ a regido sdo mostradas na Figura 5, bem como um elemento de 4rea.

Seja f(8) = 3sen @ e g(f) = 2 — sen 6, entdo, a equacdo da circunferéncia
serda r = f(6), enquanto que a da limacon serd r = g(0).

Em vez de tomar os extremos =¢ 27, usaremos as propriedades de simetria
em relagdo ao semi-eixo 5~ € tomaremos os extremos de £ a 5-; entdo multi-
plicaremos o resultado por 2. )
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FIGURA 5

Logo, se A unidades de 4rea for a 4drea da regido dada,

n

A=2 lim ¥ H[f)] - [9(€)]») A

IIAII-'C; i=1

1 /2

=2 '3 f L1O)]* - [9(6)]*) a6
n/6 .

= f /f [9 sen? 6 — (2 — sen6)?] dO

_ /2 2 /2 _ /2

_sfm sen ad(9+4f"/6 sen § do 4[7#6 do
/2
n/6

n/2
=4J'n/6 (1 — cos 26) d + [-4cos9—4o]
=46 — 2sen20 — 4 cos 6 — 40]32
n/2
n/6

= —2sen20 — 4 cos 9]

= (—2sen7 — 4 cos 4n) — (—2senin — 4 cos in)
=2:-33+4:13
=33

Logo, a drea é 3+/3 unidades de 4rea.

EXERCICIOS 10.7

Nos Exercicios de 1 a 6, ache a drea da regiGo limitada pelo grd-

fico da equagdo dada. 7. Ache a drea da regido limitada pelo grifico da equacio

L. r=3cosf 2.r=2—send r=0def =0a6 = 3.
3. r=4cos 30 4. r =4sen?if 8. Ache a drea da regido limitada pelo grafico de r = & e pe-
5. r* = 4 sen20- 6. r = 4sen? 0 cos 6 lasretas @ = 0e @ = 1.
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Nos Exercicios de 9 a 12, ache a drea da regido limitada por um 19 {r =2sen@

laco do grdfico da equacdo dada.

r=senf + cos 0

9. r=3cos 20 10. r = a(l — 2 cos 6) 20 {r=2asen0
11. =1+ 3send 12. r = asen3d “lr=a
' r=a(l + cos 6)
Nos Exercicios de 13 a 16, ache a drea de intersecgio das regides 21 {r — 2a cos 0
limitadas pelos grdficos das duas equacdes dadas.
22, Determine o valor de @ para o qual a regido limitada pela
13. {" =2 14, {’ = 4senf cardidide r = a(1 — cos §) tem uma 4rea de 97 unidades
r=3—2cosf r=4cosf de 4rea.
r=3sen?20 r2 = 2 cos 20 23. Numa armagcdo de 6culos o tamanho das lentes é dado pela
15. { _ 16. { _ ido limitada pelo grafico d d0 2 = 4 cos 26.
r =3 cos 20 r=1 regido limi pelo grafico da equagdo cos
Quanto material ¢ necessdrio para cobrir a regido?
Nos Exercicios de 15 a 21, ache a drea da regido que estd no inte- 24+ Ache a drea da regido varrida pelo raio vetor da espiral
rior da regido limitada pelo grdfico da primeira equacdo e no ex- r=a dufant.e Sua segurlda revolugdo, que ndo foi varrida
terior da regido limitada pelo grdfico da segunda equagdo. em sua primeira revoluggo.
" 25. Ache,a drea da regido varrida pelo raio vetor da curva do
{r =a " {r = 4sen 20 Exercicio 24 durante sua terceira revolugdo, que nio foi var-
r = a(l — cos 6) Cr= \/5 rida durante sua segunda revolugio.

10.8 UM TRATAMENTO
UNIFICADO DE SECCOES
CONICAS E EQUACOES
POLARES DAS CONICAS

10.8.1 TEOREMA

A
R ; P(r, 6)
|
|
| r
d—>i
[} 0 )
D ; o) eixo polar
A 4
FIGURA 1

Nas Secgbes 10.1 até 10.3 definimos cada um dos trés tipos de secgdes cOnicas
separadamente. Uma abordagem alternativa é comegar com uma definicdo que
dé as propriedades comuns das cOnicas e entdo introduzir cada cOnica como
um caso particular da defini¢cdo geral. Vamos estabelecer essa defini¢do no teo-
rema a seguir. A constante positiva e no enunciado do teorema é chamada ex-
centricidade da cOnica.

Uma sec¢@o conica pode ser definida como o conjunto dos pontos P no plano,
tal que a razéo entre a distdncia ndo orientada de P a um ponto fixo e a distan-
cia ndo orientada de P a uma reta fixa que ndo contenha o ponto fixo seja uma
constante positiva e. Além disso, se e = 1, a cOnica sera uma parabola; se
0 < e < 1, ela serd uma elipse e se e > 1, ela serd uma hipérbole.

Prova See = 1, vemos, comparando a Defini¢do 10.1.1 e o enunciado do teo-
rema, que o conjunto € uma parabola tendo como ponto fixo seu foco e como
reta fixa sua diretriz.

Suponha agora que e # 1. Primeiro vamos obter uma equagéo polar do con-
junto de pontos descrito. Seja F o ponto fixo e / a reta fixa. Vamos tomar F
como a origem e 0 €ixo polar, bem como sua extensdo, perpendicular a /. Va-
mos considerar primeiro a situagdo em que a reta / estd a esquerda do ponto
F. Seja D o ponto de intersec¢do de / com a extensdo do eixo polar e d a distan-
cia ndo orientada de F a /. Consulte a Figura 1. Seja P(r, 6) qualquer ponto
do conjunto a direita de / e sobre o lado terminal do 4ngulo de medida 6. Trace,
perpendicularmente ao eixo polar e a reta /, PQ e PR respectivamente. O ponto
P estard no conjunto descrito se e somente se

[FP| = ¢|RP| 1)
Como P estd a difeita de /, RP > 0; assim |RP| = RP. Além disso, |FP| = r
pois r > 0. Assim de (1),

r = ¢(RP) )




630

Secgdes Conicas e Coordenadas Polares

Entretanto, RP = DQ e como DQ = DF + FQ, temos
RP=d+rcosf

Substituindo essa expressio de RP em (2), obtemos
r=eld+rcos6)

Resolvendo para r, temos

_ ed
" 1—ecosf

&)

r

Uma representagéo cartesiana de (3) pode ser obtida substituindo cos 6 por x/r.
Temos

ed
Yy =
1 &
r
edr
r =
F— ex
r—ex=ed
r=e(x+4d)

Agora substituimos r por im obtendo
+/x2 + y? =e(x + d)
Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade acima, temos
x? + y? = e?x? + 2e%dx + e2d?
y? + x}(1 — e?) = 2e2dx + e2d?
Como e # 1, podemos dividir ambos os membros dessa equacdo pbr 1 - e?

e obter

2e%d 1 , eXd?
—1_e2x+1_ezy= 3

x2

Completando os quadrados para os termos envolvendo x e y e somando
e*d?/(1 — e?? a ambos os membros da igualdade acima, obtemos

e’d \? 1 e*d?
<x ) T @

T 1—e? —e (1 — e?)?

Se a origem for transladada para o ponto (e?d/(1 - e?), 0), a equagdo
torna-se

1 e?d?
=2 =2 _
YT (1 —e?)?
fZ -)72
2242 + 242 =1 : (%)

1—-e*»? 1-¢?
Agora seja,

232
(le—_dez—)z- = a? onde a >0 (6)
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Entdo (5) pode ser escrita como

a*  a¥(1 -é?)

Substituindo X e y por x e y, obtemos
2

®

2

X Yy

TR A 7

a2+a2(1—e2) ! ¢

Se0 < e < 1, entdo a?(1 — e?) > 0 e podemos fazer

b? = a1 — &?) onde0<e<1 ®
Substituindo (8) em (7), obtemos

x2 y2

— + b_z =1

Essa equagdo é uma forma padrio da equacdo cartesiana de uma elipse, tendo
o eixo principal sobre o eixo x e centro na origem.
Se e > 1, entdo a*(e? — 1) > 0 e podemos obter

b? = a*(e? - 1) onde ¢ > 1 )

Substituindo essa equac¢do em (7), obtemos

!
que ¢é a forma padrdo da equagdo cartesiana de uma hipérbole tendo-o eixo prin-
cipal sobre o €ixo x e centro na origem.

De forma analoga, podemos deduzir a equagio de uma cOnica central (elipse
ou hipérbole) de (1) quando e # 1 se a reta / estiver a direita do ponto F na
origem. Neste caso, em vez da equagdo (3) temos

ed

=1+ecos0 (10)

A dedugdo de (10) serd deixada como exercicio (veja o Exercicio 33). ,

Podemos também deduzir a equagdo de uma cOnica central a partir de (1),
quando e # 1, se a reta / for paralela ao eixo polar e o ponto F estiver na ori-
gem. Neste caso, em vez da equagdo (3) obtemos

ed

— - 1
1+ esenf (n

onde e e d sdo, respectivamente, a excentricidade e a distancia ndo orientada
entre F e I. O sinal positivo é escolhido. quando / estiver acima de F, e o sinal
negativo serd colocado quando ela estiver abaixo de F. As dedugdes de (1 1) se-
rdo deixadas como exercicio (veja os Exercicios 34 e 35).

Podemos inverter o cammho que fizemos de (1) a (7). Assim, se P for qual-
quer ponto de uma conica central a equagio (1) estard satisfeita.

Logo, podemos concluir que uma cdnica pode ser definida pelo conjunto de
pontos descrito. [

Na demonstragio acima mostramos que se a conica for uma pardbola, o ponto
fixo F mencionado no teorema sera o foco, enquanto que a reta fixa sera a dire-
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triz. Vamos mostrar que o ponto F serd um dos focos quando tivermos uma
cbnica central. Como (4) ¢ a equagdo de uma c6nica central para a qual o ponto
fixo F estd na origem (p6lo) e (7) é obtida de (4) transladando a origem para
o ponto (e?d/(1 — e?), 0), segue que para a conica de equacio (7), o ponto F
estd em (—e?d/(1 — e?), 0). Queremos mostrar que esse ponto é um foco da
cbnica. De (6),

ed

5y se0<ex<

see > 1

<>

—e?d {—ae se0<e<1 (12)

1—e> | ae see>1

Se (7) for a equagdo de uma elipse (0 < e < 1), sabemos que os focos estdo
em (—c, 0) e (¢, 0), onde

¢ =a%—-bh? c>0
Substituindo (8) nessa equagdo, obtemos

2 =a?—a*(1 —¢&?)
2 2,2

=a’e

€ =ae (13)

C

Comparando (13) e (12) concluimos que se (7) for a equagdo de uma elipse, o
ponto F serd o foco esquerdo.

Se (7) for a equacdo de uma hipérbole (e > 1), de novo os focos estardo em
(—¢, 0) e (c, 0), mas para a hipérbole,

ct=a’+b? c>0
Substituindo (9) nessa equagido, obtemos

ct=a%+a¥e? - 1)

c? = g2e?

¢ =ae (14)

Comparando (14) e (12), segue que se (7) for a equagcdo de uma hipérbole, o
ponto F sera o foco direito.

A reta fixa / mencionada no Teorema 10.8.1 é chamada de diretriz corres-

pondente ao foco em F. Quando o grifico de (7) for uma elipse, a diretriz cor-
respondente ao foco em (- c, 0) ou, equivalentemente, (—ae, 0) terd equagio

x=—ae—d
Como quando 0 < e < 1, d = a(l —e?)/e, essa equagio torna-se
a(l — e?)
e

X = —ae —
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Analogamente, se o gréfico de (7) for uma hipérbole, a diretriz correspondente
ao foco em (c, 0) ou, equivalentemente, (ae, 0) terd a equagdo

x=ae—d

Quando e > 1, d = a(e? — 1)/e; assim a equagdo da diretriz acima pode ser
escrita como

a
X =~
e .
Logo, mostramos que se (7) for a equagdo de uma elipse, (—ae, 0)ex = —a/e

serdo um foco e sua diretriz correspondente. Se (7) for a equacdo de uma hipér-
bole, (ae, 0) e x = a/e serdo um foco e sua diretriz correspondente.

Como (7) contém somente poténcias pares de x e y, seu grafico serd simétrico
em relagdo a ambos os eixos x e y. Logo, se houver um foco em (— ae, 0) sendo
x = —a/e a diretriz correspondente, por simetria haverd um foco em (ae, 0)
sendo x = a/e a diretriz correspondente. Analogamente, para um foco em (ae,0)
sendo x = a/e a diretriz correspondente, existird um foco em (— ae, 0) e a dire-
triz correspondente serd x = — a/c. Esses resultados estdo resumidos no teore-
ma a seguir.

- A cOnica central com equagdo:

x2 y2

Tt =1

a? a¥(l — e?) : : : +(15)
onde a > 0, possui um foco em (—ae, 0) cuja diretriz correspondente é

x = —a/e e um foco em (ae, 0) cuja diretriz correspondente é x = a/e. -

As Figuras 2 € 3 mostram esbogos do grafico de (15) com os focos e diretrizes
nos casos respectivos de elipse e de hipérbole.
g /
. 1 N

ae

I

Y

diretriz
2

fi
@]
o

diretriz

L —b

FIGURA 2 FIGURA 3
Das equagdes (13) e (14)

Como também e = 2¢/2a, a excentricidade tanto da elipse como da hipérbole
¢é a razdo entre a distancia ndo orientada entre os focos e a distancia ndo orien-
tada entre os vértices. Assim, a excentricidade d4 uma indica¢do da forma da
cOnica central.

Para uma elipse, a excentricidade assume os valores entre 0 € 1. Quando os
focos estdio proximos, e tende a zero e a forma da elipse estd préxima da
circunferéncia. Veja a Figura 4(a) mostrando uma elipse para a qual e = 0,3.
Se a permanecer fixo, entdo 4 medida que e cresce, o ‘‘achatamento’’ da elipse
cresce. As Figuras 4(b) e (c) mostram elipses com excentricidades de 0,7 € 0,95,
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respectivamente, todas com o mesmo valor de @, como na Figura 4(a). As for-
mas limites da elipse sdo uma circunferéncia de didmetro 2a e um segmento de
reta com 2a de comprimento.

Para uma hipérbole, a excentricidade é maior do que 1. A excentricidade de
uma hipérbole equilatera é V2, que é obtida de (9), tomando a = b. Veja a
Figura 5(b). Se e tende a 1 com « fixo, entdo c¢ tende a a e b tende a zero, ¢
a forma da hipérbole vai se “‘estreitando’’ em torno de seu eixo principal. A
Figura 5(a) é uma hipérbole com e = 1,05 e com @ de mesmo valar que na Figu-
ra 5(b). Se e cresce com ¢ fixo, entdo ¢ e b crescem, e a hipérbole vai ‘‘se alar-
gando’’ em torno de seu eixo principal. Veja a Figura 5(c) para uma hipérbole
com e = 2 e a com o mesmo valor que nas Figuras 5(a) e (b).

y
FY o,
O W
(—a,0) (a, 0)
e =03 e =07 e = 0,95
(a) (b) (c)
FIGURA 4
v
y
F' ! vV
. ol (@, 0) >
Fa vy £ _
y D ST * “0)
~ T ~a,0)
N v /F/ .
J_\H, O)O’ (a. 0)
c = 1,05 e =V3 e =2
(a) (b) ()

FIGURA 5

EXEMPLO 1 A elipse do Exemplo 1 da Secgdao 10.2 tem equagdo

XZ y2
TR AN
2511

(a) Ache a excentricidade e as diretrizes dessa elipse. (b) Faga um esbo¢o mos-
.trando a elipse, as diretrizes e os focos. Escolha trés pontos P quaisquer na elipse
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e trace os segmentos de reta cujos comprimentos sdo as distdncias ndo orienta-
das de P a um foco e & diretriz correspondente. Observe que a razdo dessas dis-
tancias é e.

Solugido
(a) Da equacgdo da elipse, a = 5e¢ b = 4. Foi mostrado no Exemplo 1 da Secc¢io

10.2 que ¢ = 3. Logo, de (16), e = 4. Como a/e = £ segue do Teorema
10.8.2 que a diretriz correspondente ao foco em (3,0) tem equagdo x = Z,

e a diretriz correspondente ao foco em (-3, 0) tem equagdo x = ——2%

(b) A Figura 6 mostra a elipse, as diretrizes e os focos, bem como trés pontos
P,, P, e P, da elipse. Para cada um desses pontos,

[FP| _3
[RP| 5
) y
X = —'2?3 X = E
. P, !
R, ¢
b R,
—> X
N N
9 =)
R,
\ WV
Pl _ 3
R 5
FIGURA 6
EXEMPLO 2 A hipérbole do Exemplo 1 da Secgdo 10.3 tem equagio
2 2
X _Y
9 16

(a) Ache a excentricidade e as diretrizes dessa hipérbole. (b) Fa¢a um esbogo
mostrando a hipérbole, as diretrizes e os focos. Escolha também trés pontos
quaisquer P sobre a hipérbole e trace segmentos de reta cujos comprimentos
sdo as distdncias ndo orientadas de P ao foco e a sua diretriz correspondente.
Observe que a razdo entre essas distincias € e.

Solugéo

(a) Da equagéo da hipérbole, @ = 3 e b = 4. No Exemplo 1 da Sec¢do 10.3
mostramos que ¢ = 5. De (16), e = 3. Como a/e = ¥, concluimos do
Teorema 10.8.2 que a diretriz correspondente ao foco em (5, 0) tem equagédo
x = + eadiretriz correspondente ao foco em (- 5, 0) tem equagdo x = — <.

(b) A Figura 7 mostra a hipérbole, as diretrizes e os focos, bem como trés pon-
tos P,, P, e P, da hipérbole. Para cada um desses pontos,

E
o

5
3

E
S
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Na demonstra¢do do Teorema 10.8.1 vimos que todos os trés tipos de cOni-
cas tém equagdes polares com a mesma forma. Quando um foco est4 na origem
e a diretriz correspondente é perpendicular ou paralela ao eixo polar, a equagio
da conica teréd a forma de (3), (10) ou (11). Temos, assim, o teorema a seguir.

Vamos supor que tenhamos uma cdnica para a qual e e d sejam, respectivamen-
te, a excentricidade e a distancia ndo orientada entre o foco € a diretriz corres-
pondente. .
(i) Se um foco da conica estiver na origem e a diretriz correspondente for per-
pendicular ao eixo polar, entdo a equagdo da cdnica serd
ed
r=—/—""——— 17
1 + ecos@ an
onde o sinal positivo é tomado quando a diretriz correspondente ao foco
na origem estd a direita do foco. Tomamos o sinal negativo quando ela esti-
ver a esquerda do foco. _ ,
(ii) Se um foco da cOnica estiver na origem e a diretriz correspondente for para-
lela ao eixo polar, entdo a equacdo da cOnica serd
ed :
;= _ v 18
1 £ esen b as)
onde o sinal positivo é tomado quando a diretriz correspondente ao foco
na origem estiver acima do foco e o sinal negativo é tomado quando ela es-
tiver abaixo do foco.

EXEMPLO 3 Uma pardbola tem foco na origem e vértice em (4, x). Ache a
equacdo da pardbola e uma equagio da diretriz. Faga um esbog¢o da pardbola
e da diretriz. )

Solugdo Como o foco-estd na origem e o vértice estd em (4, x), o eixo po-
lar e sua extensdo estdo ao longo do eixo da pardbola. Além disso, o vértice
estd a esquerda do foco; assim a diretriz também estd & esquerda do foco. Lo-
£0, a equagdo da pardbola é da forma (17), com sinal negativo. Como o vértice
estd em (4, m), —d = 4; assim d = 8. A excentricidade e = 1, ¢ portanto

obtemos a equagao

8
V= ——
1 —cos@
A equagdo da diretriz é dada por r cos § = —d, e como d = 8, entdo
rcos § = —8. A Figura 8 mostra um esbogo da pardbola e da diretriz.

EXEMPLO 4 A equa¢do de uma conica é
— 5 .
"= 3 2send

Ache a excentricidade, identifique a cOnica, escreva a equagdo da diretriz cor-
respondente ao foco na origem, ache os vértices e faga um esbogo da curva.
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Solugéo Dividindo por 3 o numerador € o denominador da equagdo dada,
obtemos

3
3

"TTh 2send
que ¢ da forma (18) com o sinal positivo. A excentricidade e = 2. Como
e < 1, a conica é uma elipse. Como ed = §,d = 4 + Z; assimd = 3.
O semi-eixo -3~ e sua extensdo estdo ao longo do eixo principal. A diretriz cor-
respondente ao foco na origem estd acima do foco e sua equagdo é r sen 8 =
= 4. Quando 6 = 4,7 = 1; e quando § = &, r = 5. Os vértices estdo,
portanto, em (1, £) e (5, 27). Um esbogo da elipse est4 na Figura 9.

EXEMPLO 5 O eixo polar e sua extensdo estdo ao longo do eixo principal de
uma hipérbole tendo um foco na origem. A diretriz correspondente esta 3 es-
querda do foco. Se a hipérbole contém o ponto (1, 2r)ee = 2, ache (a) a
equacdo da hipérbole; (b) os vértices; (c) o centro; (d) a equagio da diretriz cor-
respondente ao foco na origem. (¢) Faga um esbogo da hipérbole.

Solugdo A equacdo da hipérbole é da forma (17) com o sinal negativo e
e = 2, Temos, entdo,
2d
r=————
1—2cos8

(a) Como o ponto (1, %7:) esta na hipérbole, suas coordenadas satisfazem a
equacdo. Logo,

2d
T
de onde obtemos d = 1. Logo, a equagdo da hipérbole é
2
"= 1= 2cos b (19)
(b) Os vértices sdo os pontos da hipérbole para os quais 8 = 0 e 8 = x. De
(19), quando § = 0,r = —2equando 8 = 7, r = . Conseqiientemente,

o vértice esquerdo ¥, est4d no ponto (-2, 0) e o vértice direito ¥, estd no
ponto (£, 7).

(©) O centro da hipérbole é o ponto sobre o eixo principal no ponto médio do
segmento que une os vértices. Esse é o ponto (3, 7).

(d) A equagdo da diretriz correspondente ao foco na origem é dada por
rcos@ = —d. Comod = 1, essa equagdo é rcos § = —1.

- (e) Para facilitar o esbogo da hipérbole, vamos tragar as duas assintotas. Essas re-

tas passam pelo centro da hipérbole e sdo paralelas as retas 8 = 6,,e0 = 6,,
onde 6, e 6, sdo os valores de 6 no intervalo [0, 27) para os quais 7 nio es-
ta definido. De (19), r ndo estd definido quando 1 — 2 cos = 0. Logo,
6, = f+e0, = §n. A Figura 10 mostra um esbogo da hipérbole, bem como ‘

as duas assintotas e a diretriz correspondente ao foco na origem.
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EXERCICIOS 10.8

Nos Exercicios de 1 a 8, (a) ache a excentricidade, os focos e as
diretrizes da cénica central dada. (b) Faca um esbo¢co mostran-
do a cbnica, os focos e as diretrizes. Também escolha quatro pon-
tos P (um em cada quadrante) sobre a conica e trace os segmentos
de reta cujos comprimentos sdo as distdncias ndo orientadas de
P ao foco e a diretriz correspondente. Observe que a razéo entre
essas distdncias € e.

1. 4x2 +9y? =36

3. 25x% 4+ 4y% = 100
5. 4x2 — 25y = 100
7. 16x2 — 9y? = 144

2. 4x2+9y2 =4

4. 16x% + 9y = 144
6. x2—9y2=9

8. 42 —x* =16

Nos Exercicios 9 e 10, cada equagdo polar representa uma céni-
ca tendo um foco na origem. Identifique a cénica.

3 6 5
9. = = - -
@) r 1 —cos@ ) r 4 + Ssenf’ © r 4 —cos @
4
d) r=e——
@ r 1 +senn
10. (@) r=——; (b) r= ; (€ r= 3 ;
) " 1—senf’ " 3 +senf’ " 2 dcos 0
(d) r=-————§———
: 1—cosn

Nos Exercicios de 11 a 22, a equagdo é de uma cénica tendo um
Joco na origem. Em cada exercicio, (a) ache a excentricidade,
(b) identifique a cbnica, (c) escreva a equagdo da diretriz que cor-
responde ao foco na origem, (d) faca o esbog¢o da curva.

14.r=1—~ﬁ 15.r=ﬁ 16.r=§-+—15en—0
17.r=5769wm 18.r=ﬁ ‘9-’=7%seno
20.r=3+47m 21.r=T;0co—s-§ 22.r=5_31m

Nos Exercicios de 23 a 28, ache a equagdo polar da cénica que

tem um foco na origem e que satisfaz as condicbes dadas.

23. Parabola; vértice em (4, %ﬂ'),

24. Elipse; e = -, vértice em (4, 7).

25. Hipérbole; e = —3“—, rcos 8 = 9 ¢ a diretriz correspondente
ao foco na origem.

26. Hipérbole; vértices em (1, —;'7() e (3, 7'7r).

27. Elipse; vértices em (3, 0) e (1, 7).

28. Parabola; vértice em (6, 5-7).

29. (a) Ache a equagdo polar da hipérbole que tem um foco na
origem, a diretriz correspondente a esquerda do foco, se o
ponto (2, %n) estd na hipérbole e e = 3. (b) Escreva a equa-
¢do da diretriz que corresponde ao foco na ori_gem.

30. (a) Ache a equagdo polar da hipérbole para a quale = 3 ¢
que tem a reta r sen § = 3 como a diretriz correspondente
ao foco na origem. (b) Ache as equagdes polares de duas retas
que passam pela origem e sdo paralelas as assintotas da hi-
pérbole.

31. Ache a area da regido interior a elipse r = 6/(2 — sen 6)
acima da parabola r = 3/(1 + sen 6).

32. Para a elipse ¢ a parabola do Exercicio 31, ache a 4drea da
regido dentro da elipse ¢ abaixo da parabola.

33. Mostre que a equagdo de uma cOnica que tem eixo principal
ao longo do eixo polar e de sua extensao, um foco na origem
e cuja diretriz correspondente estd 4 direita do foco, é
r=-ed/(1 + ecos@).:

34. Mostre que a equagdo de uma conica que tem eixo principal
ao longo do semi-eixo J- ¢ de sua extensdo, um foco na
origem e cuja diretriz correspondente est4 acima do foco é
r = ed/(1 + e sen 0).

35. Mostre que a equagdo da cOnica que tem eixo principal ao
longo do semi-eixo -J- € de sua extensdo, um foco na origem
e cuja diretriz correspondente estd abaixo do foco, é
r = ed/(1 — e sen 6).

36. Mostre que a equagdo r = -k cosec? 7‘ 0, onde k € uma con-
tante, é a equagdo polar de uma pardbola.

37. Um cometa move-se numa Orbita parabdlica em torno do Sol,
no foco da pardbola. Quando o cometa esté a 80 milhGes de
quilémetros do Sol, o segmento de reta do cometa ao Sol faz
um 2ngulo de - rad com o eixo da drbita. (a) Ache a equa-
¢do da orbita do cometa. (b) Qual a distancia minima entre
o cometa ¢ 0 Sol? ,

38. A 6rbita de um planeta ¢é eliptica com equagio r =
= p/(1 + ecos 8) onde o Sol esta na origem. Ache a distin-
cia média entre o planeta e o Sol em relagio a 6.

39. Use o Teorema 10.8.1 para achar a equa¢do polar de uma

cOnica central cujo centro estd na origem, o eixo principal

estd ao longo do eixo polar e de sua extensdo e a distincia

da origem a diretriz é a/e.

Mostre que as retas tangentes nos pontos de intersec¢do das

pardbolasr = a/(1 + cos8)er = b/(1 — cos @) sdo perpen-

diculares.

40

10.9 RETAS TANGENTES A
CURVAS EM COORDENADAS
POLARES (Suplementar)

Primeiro derivamos uma férmula para encontrar a inclinacdo de uma reta
tangente a uma curva em coordenadas polares no ponto (r, 8) da curva. Seja
r = f(0) uma equagdo polar da curva. Consideremos um sistema de coordena-

das cartesianas retangulares e um sistema de coordenadas polares no mesmo
plano ¢ com 0 eixo polar coincidindo com o semi-eixo x positivo. Na Sec¢do
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10.5 vimos que esses dois sistemas estdo ligados pelas relagdes
x=1rcosf e y=rsené

As varidveis x e y podem ser consideradas como fungdes de 6, pois r = f(6).
Se derivarmos em relagdo a @ ambos os membros dessas relagdes, obtemos, apli-
cando a regra da cadeia,

dx dr .

EzCOSH%—rsenO 1))
e

dy dr

o sen9d9+rcose (2

Seja @ a medida em radianos da inclina¢do da reta tangente a curva em (r, 6).
Veja a Figura 1(a) e (b) onde em (a) @ > @ e em (b) @ < 8. Em ambos os casos

dx
e se E¢O’

dy
dy do
dx  dx
46

Substituindo (1) e (2) nessa equagdo, obtemos

dr
sen9d9+rcos(9

dy
dx cos 6 ﬂ sen @ o
a0~ "
Se cos 8 # 0, dividimos o numerador e o denominador do segundo membro de
(3) por cos 6 e substituimos % por tg a, obtendo
tg 6 % +r
g = ———— @
dr :
a0 T tg 6

Se em (3), cos 8 = 0, obtemos

1dr
- 5
tg o T )

que é verdadeira para os pontos sobre o semi-eixo + 7 ou em sua extensdo.

Observe em () que se r = 0 e —— d9 # 0,

tga = tg 6
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Dessa equagdo concluimos que os valores de 8 que satisfaze:n uma equagdo po-
lar da curva quando r = 0 sdo as inclinagdes das retas tangentes a curva na
origem. Assim, se 8,, 6,, ..., 8, sdo esses valores de 0, entdo as equagdes das
retas tangentes a curva na origem sao

06=06,0=280,..0=§6

Na Secgdo 10.6 usamos essa informagdo para auxiliar o tragado de esbogos de
curvas polares.

EXEMPLO 1 Ache a inclinagdo da reta tangente a curva do Exemplo 3(c) da
Secgdo 10.6 no ponto onde (a) § = O e (b) 0 = 2.

Solugdo A equagdo da curva é

r=2-senf (6)
Assim

dr

i —cos 0

Se a for a medida em radianos do dngulo de inclinagdo da reta tangente em
(r, 6), entdo de (4),

sen 0

o a = m(—cose)+(2—sen6)
s —cos 0 —(2 — sen 9)M
cos 6
_ _—senfcos @ + 2cos @ — sen fcos
—cos? 8 — 2sen 6. + sen? 8
— —2senfcos @ + 2cos @
—1 + sen? 8 — 2sen 6 + sen? 6
— _2cos 81 — sen 6)
2sen?0 — 2sen 68 — 1
(@ Em 6 =0, r = 2 e de (7), OEmO =in,r=>2e
A3 €L
ga = 2001 -0 g = 2(" 2)(1_ 2)
20) - 20 - 1 2P -2hH -1
= -2 _ =)
+-1-1

-3
3

A Figura 2 mostra um esbogo do grafico de (6) e as retas tangenfes em

6 =06 =+4n.Em@ = 0,comotga = —2,a = 2,03; em § = 3z, como
1

tga =++3,a=1n
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A formula (4) pode ser usada para determinar onde uma curva polar tem re-
tas tangentes horizontal e vertical. Essa informagao € muito util ao esbogar gra-
ficos de equagdes polares. O procedimento estd mostrado na ilustragdo € no
exemplo a seguir, aplicado a duas /imagons do Exemplo 3 da Secgdo 10.6.

» ILUSTRACAO 1 A curva do Exemplo 3(c) da Sec¢do 10.6 ¢ do Exemplo 1
desta sec¢do tem a equacgao
r=2—senf

As retas tangentes horizontais a essa curva ocorrem quando tg a = 0. Assim,
igualamos o numerador de (7) a zero e resolvemos em 6.

2cos O(1 —senf)) =0

cos =0 1 -senf =0
0=4n 6=3n senf=1
0 =1n

Logo, a curva tem uma reta tangente horizontal nos pontos (1, +7) ¢ (3, 7).
As retas tangentes verticais ocorrerdo quando o denominador de (7) for zero e
o numerador for diferente de zero. Vamos resolver a equagio resultante.

2sen?f —2senf - 1 =0

—b + /b* — dac
2a

senf =
2+./4+38
N 4
2123
4
_1£.3
2
sen 8 = 1,3660 sen 8 = —0,3660

ndo tem solugdo g = 3,51 6 = 5,91

Logo, a curva tem uma reta tangente vertical nos pontos com coordenadas po-
lares (2,37, 3,51) e (2,37, 5,91). A Figura 3 mostra um esbo¢o do grafico da
curva e das retas tangentes horizontal e vertical. |

EXEMPLO 2 Determine os pontos nos quais a curva do Exemplo 3(a) da Sec-
¢do 10.6 tem retas tangentes horizontal e vertical. Faca um esbogo do grafico
€ mostre essas retas tangentes.

Solucédo A curva tem a equagdo
r=3+4+2senf
Logo

r
E—Zcose
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Se a for a medida em radianos do dngulo de inclina¢do da reta tangente em
(r, 6), temos, de (4),

sen 6
cos 0 (2cosB) + (3 + 2sen 8)

2cos(9—(3+25en9)s‘;ﬂ

cos 6

2sen @8 cosf + 3cos @ + 2sen Bcos O
2¢cos2 6 — 3sen 8 — 2 sen? §

tga =

4sen 8 cos 8 + 3 cos 6
2 —2sen?8 — 3sen O — 2sen 0

_ __cosf@sen 6 + 3) 8
4sen’6 + 3sen § — 2 ®)

Para determinar as retas tangentes horizontais igualamos o numerador de (8)
a zero.

cos B(4senf + 3) =0
cos@=0 4senf +3=0
O=14n 0=3n senf = —32
0~3,99 0~544
Assim, a curva tem uma reta tangente horizontal nos pontos (5, -+n), (1, 2n),
(£, 3,99) e (2, 5,44). .

As retas tangentes verticais sdo encontradas igualando a zero o denominador
de (8).

4sen?f + 3senf —2 =0

—b + /b* — dac
2a

senfd =
=344
N 8
sen § = 0,4254 sen § = —1,1754

6 ~0,44 6~2,70 ndo tem solucgdo

Logo, a curva tem uma reta tangente vertical nos pontos com coordenadas po-
lares (3,85, 0,44) e (3,85, 2,70).

Veja a Figura 4 que mostra um esbogo do grafico da curva e das retas tan-
gentes horizontal e vertical.

Observe, na Figura 4, que a limacon tem um dente. Esse fato é evidente pois
existem quatro retas tangentes horizontais. A limacon da Figura 3 nio tem den- .
te; ela tem apenas duas retas tangentes horizontais.

A fdérmula (4) é geralmente de aplica¢do complicada. Uma férmula mais sim-
ples é obtida considerando o dngulo entre a reta OP ¢ a reta tangente. Esse 4n-
gulo terd uma medida de y rad, sendo medido da reta OP, no sentido
anti-hordrio, até a reta tangente, 0 < x < =.
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10.9.1 TEOREMA

10.9 Retas Tangentes a Curvas em Coordenadas Polares (Suplementar) 643

H4 dois casos possiveis: & > 8¢ a < 0. Esses dois casos estdo ilustrados
nas Figuras 5 ¢ 6. Na Figura 5, 0 > 0ex = a — 0. Na Figura6, a < @ ¢
X = n — (@ — a). Em cada caso

tgx =tg(a - 6)
tgo — tg 8
t = —_—
g X 1 +tgoatgf
Substituindo o valor de tg a de (4) nessa equagdo, obtemos
tg9£+r
do
—tg @
dr
d_e—rtgG
tg X :
ar
tg @ — + r
1 + —de_ tg 0
i—rt ]
a0 g
dr o dr )
tg@d‘9 +r thde + rtg2é

dr 2 dr
40 —rtg 6+ tg* @ 40 +rtg 6
r(1 + tg2 @)

. dr
tg2 el
(1 +-tg209) 40

_r
dar

do

Provamos o teorema a seguir.

Seja x a medida em radianos do angulo entre a reta OP e a reta tangente ao
grafico de r = f(6) no ponto P(r, 6), onde P nio estd no semi-eixo 47 ou em
sua extensdo. O dngulo x é medido.de OP no sentido anti-hordrio até a reta
tangente, ¢ 0 < y < . Entdo,

r

tgx%z _ | )
do

Comparando a equagdo no Teorema 10.9.1, com (4) vocé pode ver por que

~ é mais desejavel considerar x em vez de a, quando trabalhamos com coorde-

nadas polares. O Teorema 10.9.1 ndo pode ser usado se P estiver no semi-eixo
47 ou em sua extensdo. Nesse caso, usamos (5) para calcular tg a.

EXEMPLO 3
r=2+ 2sen @

Dada a cardidide com equagido
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Ache x e a nos pontos onde (a) 8 = +x, (b) § = Jmwe(c) § = $n. (d) Faca
um esbog¢o da cardidide e mostre ¥ e o em cada um desses pontos.

Solucdo Da equaé’a‘.o dada
dr
—_ =2
10 cos 8
Do Teorema 10.9.1,
to 4 — 2+ 2senf
gx= 2cos
1 +sen@
= cosf ©)

(a) Quando 6 = <+, de (9) obtemos

&
:é.
] R

K

It
N o=
]

(b) Quando 8 = 4=, de (9)
3

2

tgy = 1

2
=2+.3

Logo, x = 1,31. Como a > 6, x = a — 6. Assim,

o~ b +1,31
~ 2,36 A
(©) Quando 6 = 2=, de (9)

B
1+

gy=

=_2_\/§'

Logo, x = 1,83. Comoa < 0, x = m — (6 — a). Logo,

=

axGr+1,83)—n
=1,83—1in
~ 0,78

(d) A Figura 7 mostra um esbogo da cardidide e x € a em cada um dos pontos

G, Ln), 2 + 3, tm) e 2 + /3, Ln).
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FIGURA 7

EXEMPLO 4 Ache, com precisdo de 10 min, a medida do menor angulo en-
tre as retas tangentes ds curvas

r=3cos20 e r = 3sen?20
no ponto P(Z /2, tn).

Solucédo O grafico de cada uma das equagdes é uma rosacea de quatro fo-
lhas. Veja a Figura 8 que mostra uma parte de cada curva no ponto P; y, é
a medida em radianos do dngulo entre a reta OP ¢ a reta tangente & curva
r = 3 cos 20, ¢ X, é a medida em radianos do dngulo entre a reta OP e a reta
tangente a curva r = 3 sen 26. Se B for o dngulo entre as retas tangentes em
P, entdo

B=x - x
tgB = tg (0, — %)
tg B = tg X, — tg X2 10)
I +tgx tg x;

FIGURA 8
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Os valores de tg x, e tg X, sdo encontrados belo Teorema 10.9.1. Para o cdl-

culo de tg x,, usamos r = 3 cos 26 e dr/df8 = —6 sen 26. Para tg x, temos
r = 3 sen 20 e dr/df = 6 cos 20. Assim,
¢ _ _3cos26 t _ 3 sen 26
EXi = ¢ sen 20 EX2 = "gcos 20
= -1 cotg 26 = 5 tg 26

Quando 0 = 4,
tg X, = —— cotg 47 tg X, = 5 tgom

L L
- 2

Substituindo esses valores em (10), obtemos

—1_
2 2
1+ (-

tgf=

+

wib

O angulo B tem uma medida de 126°50’ com precisdo de 10 min. Assim, a me-
dida do menor dngulo entre as duas retas tangentes ¢ 180° — 126°50" = 53°10°.

EXERCICIOS 10.9

Nos Exercicios de 1 a 8, ache a inclinagcdo da reta tangente a cur-
va dada no ponto, cujo valor de 0 é o indicado. Faca também
um esboco do grdfico e da reta tangente.

1. r=2senf; 0 =
3.r=1-—cosé6;

2.r=4cos6;0=14n
in 4. r=2+2senf;0=4n
5. r=6+2sen6; 6 =2n 6. r=3—2cos ;8
7. r=3c0s20;,0=2n 8. r=2sen3f;0 =3n

IRy

Nos Exercicios de 9 a 20, determine os pontos nos quais a curva
dada tem retas tangentes verticais e horizontais. Faca um esbo-
¢o do grdfico e mostre essas retas tangentes.

9. r=4+ 3senf 10. r=2 +cos 6
11. r=4 —2cos 8 12. r =3 — 2senf
13. r =1 —senf 14. r=3 —3cos @
15. r=2+3cos @ 16. r=1—2senf
17. r=cos 20 18. r = 2 sen30
19. r? =4 sen20 20. r> =9 cos 26

Nos Exercicios de 21 a 28, ache X e a para a curva dada no pon-
to cujo valor de 6 € o indicado. Faca um esbog¢o da curva e mos-
tre x e a.

2. r60=4,6=1 22. r=26,0=3n

23. r=sec26;,0=~4in 24. r=4seni6;,0 =4in
25.r=6%0=14n 26. r =c0s 26, 6 = 47
27. r=3/cos 20;6 = in 28. r=2(1 —senf);6 ==

Nos Exercicios de 29 a 32, ache a medida, em graus, do menor
dngulo entre as retas tangentes ao par de curvas dadas nos pon-
tos de intersecgdo indicados. )

r=2cos6 . r=3 a1
29. { (2, 4n) 30. {r — cseng B30

r=2senf’
r=4cos @ ’ r= —4senf

31. i (—2,2 32. ; i
{r=4cos20—3( 5m) 3 {r=4cos 29 ° 2 Orisem

Nos Exercicios de 33 a 36, ache a medida, em graus, do dngulo
entre as retas tangentes ao par de curvas dadas em todos os pon-

- tos de interseccdo.

r=1—senf r=2sec@
X 34.
3 {r =1+ send {r = cosec? 30
r=cos 0 r=3cos@
3. {r =sen2f 36. {r =1+cos @

37. Dada a curva r = k, onde k é uma constante nido-nula ¢ a
¢ a medida em radianos da inclinagido da reta tangente 4 cur-
va no ponto (r, 8). Mostre que tg o tg 8 = —1 para todo
0 tal que tg 8 = 0.

38. Prove que em cada ponto da espiral logaritmica r = be%,
x é 0 mesmo. '

39. Prove que tg x = tg %0 em todos os pontos da cardidide
r =2(1 - cos 6).

40. Para a curvar cos 6 = 4 ache lim .

g— n/2
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41. Prove que nos pontos de intersec¢do das cardidides
r=a(l + sen f) e r = b(1 — sen 6) suas retas tangentes
sdo perpendiculares para todos os valores de a e b.

647

42. Prove que nos pontos de intersec¢do de duas curvas
r = asec? 10 er = b cosec? 10 suas retas tangentes sdo
perpendiculares.

EXERCICIOS DE REVISAQ DO CAPITULO 10

Nos Exercicios de 1 a 4, (a) ache a equacdo da pardbola tendo
o foco e a diretriz dados, (b) ache o comprimento do latus rec-
tum e (c) faca um esbogo da pardbola.

1. Foco em (0, —3); diretriz, y = 3
-2. Foco em (0, 4); diretriz, y = —4
3. Foco em (1, 0); diretriz, x -1
4. Foco em (6, 0); diretriz, x = -6 .
5.

Faca um esbogo da pardbola com equagdo x? = 6y e ache
(a) o foco e (b) a equacdo da diretriz. '

6. Faca um esbogo da parabola com equagio y = x2 - 8x.
Ache (a) o vértice, (b) a equagdo do eixo, (c) o foco e (d)
a equacgdo da diretriz.

7. Dada a parabola com equagido y? + 8x — 6y = 7, ache (a)
o vértice, (b) a equagdo do eixo, (c) o foco e (d) a equagio
da diretriz. Faga um esbogo da curva.

8. Ache a equagdo da pardbola com vértice em (—3, 5) e foco
em (-3, —-1).

9. Ache a equagdo da pardbola tendo vértice em (5, 1), eixo pa-

ralelo ao eixo y e passando pelo ponto (9, 3).

10. Mostre que toda a equagdo da formaxy + ax + by + ¢ =0

~  pode sempre ser escrita na forma x’y’ = k por uma transla-
¢a0 de eixos, e determine o valor de k.

11. Qualquer sec¢do de um espelho parabolico feita por um pla-
no que passa pelo eixo do espelho é um segmento de parabo-
la. A altura do segmento é 12 cm e o0 comprimento da base
¢ 18 cm. Uma secgdo do espelho feita por um plano perpen-
dicular ao seu eixo é uma circunferéncia. Ache a circunfe-
réncia da sec¢do plana circular se o plano perpendicular ao
eixo estiver a 3 cm do vértice.

12. A diretriz da pardbola y2 = 4px é tangente a circunferén-
cia que tem o foco da pardbola como centro. Ache a equa-
¢do da circunferéncia e os pontos de intersec¢do das duas'
curvas.

" Nos Exercicios de 13 a 20, o grdfico da equacdo dada é uma elipse
ou uma hipérbole. Ache o centro, vértices e focos da cénica. Se
o grdfico for uma elipse, ache também as extremidades do eixo
menor. Se o grdfico for uma hipérbole, ache também as equa-
¢0es das assintotas. Faca um esbogo da curva e mostre os focos.
Se a curva for uma hipérbole; trace também as assintotas.

13, 4x% 4+ 25y* = 100 14. 25x? — 4y? = 100
15. 16x% — 9y? = 144 16. 9x* + 16y* = 144
17. 4x? + y* + 24x — 16y + 84 = 0

18. 4x2 + 9y? + 32x — 18y + 37 =0

19. 25x2 — y? + 50x + 6y —9 =0

20. 3x2 - 22+ 6x — 8y + 11 =0

Nos Exercicios 21 e 22, ache a equagdo da elipse com as proprie-
dades dadas e faca um esbogo do grdfico.

21. Vértices em (0, 8) e (0, —4) e um foco em (0, 6).
22. Focosem (-3, —2) e (-3, 6) e 0 comprimento do semi-eixo
menor € trés quartos do comprimento do semi-eixo maior.

Nos Exercicios 23 e 24, ache a equagdo da hipérbole com as pro-
priedades dadas e faca um esbogo do grdfico.

23. Focos em (-5, 1) e (1, 1) e um vértice em (-4, 1).
24, Centro em (— 5, 2), um vértice em ( — 1, 2) e um foco em (0, 2).

Nos Exercicios de 25 a 28, ache a equacdo polar do grdfico ten-
do a equacdo cartesiana dada.

25. 4x2 — 9y? = 36
27 x2+y?—9x+8y=0

26. 2xy = 1
28. y* = x}(a®> — y?)

Nos Exercicios de 29 a 32, ache a equagdo cartesiana do grdfico ™
tendo a equac¢do polar dada.

29. r = 9sen’1d
31. r =4 cos 30

30. r(1 —cosf)=2
32.r=a t_g2'0

33. Faga um esbogo do grafico de (a) 6 = 3 (espiral reciproca)
e (b) 3r = 0 (espiral de Arquimedes).

34. Mostre que as equagdes 7 = 1 + senfer = sen @ — 1 tém
o mesmo gréfico.

35. Faga um esbogo do grafico de r cos 6.

36. Faga um esbogo do grafico de r = /| cos 26|.

37. Faga um esbogo do grafico de r = 2(1 + cos 6).

38. Faga um esbogo do grafico de r2 = 16 cos 6.

Il

Nos Exercicios 39 e 40, ache todos os pontos de intersec¢do dos
grdficos das duas curvas dadas.

r=2(1+ cos 6) rcosf =1
9. X
3 {r2=2cos0. 40{;-=1+2cos0

41. Ache a 4rea da regido limitada por (2) o lago da limagon
r = 4(1 + 2 cos 6) e (b) a parte externa da limacon.

42. Ache a 4rea de uma folha da rosicea r = 2 sen 30.

43. Ache a drea da regido interior ao gréfico de r = 2a sen 6
e exterior ao grifico de r = a.

44. Ache a 4rea da regido interior ao grafico da lemniscata
r? = 2 sen 20 e exterior ao grafico da circunferéncia r = 1.

45. Ache a drea da regido varrida pelo raio vetor da espiral loga-
ritmica r = € (k > 0) quando 0 varia de 0 a 2n.
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46. Ache a drea da intersecgdo das regides limitadas pelos gréfi-
cos das duas equagbesr = acosfer =a(l — cos6),a > 0.

47. Prove que a distincia entre os pontos P,(r,, 6,) e Py(r,, 6,)
ér? + r: — 2rr, cos(d, — 6,).

48. Ache os pontos de interseccdo dos graficos das equagdes
r=tgf@er = cotgé.

49. Ache uma equagdo polar da circunferéncia com centro em
(r9, 6) € raio de a unidades. (Sugestdo: aplique a lei dos co-
senos ao tridngulo com vértices na origem, em (7, 6y) e em
(r, 9)).

50. Ache a area da regido limitada por um lago da curva
r = a sen nf, onde n é um inteiro positivo.

Nos Exercicios de 51 a 54 ¢ dada a equagdo de uma conica com
foco na origem. Em cada exercicio, (a) ache a excentricidade;
(b) identifique a conica; (c) escreva a equacdo da diretriz que cor-
responde ao foco na origem, (d) faca um esbogo da curva.

2 5
St "= send 52 "= 3 3senb
4 4
53'r=2+3oos0 54'r_3—200s9

Nos Exercicios de 55 a 58, ache a equacdo polar da conica que
satisfaz as condicées dadas e faca um esbogo do grdfico.

55. Um foco na origem; vértices em (2, ) e @, m).
56. Um foco na origem; um vértice em (6, 2 im; e
§7. Um foco na origem; um vértice em (3, 5 2n); e

58. A reta r sen 9 6 € a diretriz correspondente ao foco na
origem e e =

- A'w

Nos Exercicios 59 e 60, simplifique a equacdo dada por uma ro-
tacdo e uma translagcdo de eixos. Faca um esbogo do grdfico e
mostre os trés conjuntos de eixos.

59. 3x2 —3xy—y>  — 6y =0

60. 4x2 + 3xy + y> —6x + 12y =0

Nos Exercicios 61 e 62, (a) ache a excentricidade, os focos e as

diretrizes-da cénica central dada. (b) Faga um esbogco mostran- _

do a cénica, os focos e as diretrizes.

61 25x2 - 9y2 =225 62. 4x2 + y2 =64

63. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno do
eixo y, da regido limitada pela hipérbole x2/a®> — y2/b? =
= lepelaretax = 2a. .

64. Mostre que a hipérbole x2 — y2 = 4 tem os mesmos focos
que-a elipse x2 + 92 = 9.

65. Um satélite gira em torno da Terra numa 6rbita eliptica com
excentricidade de e tendo a Terra em um foco. A menor
distancia do satehte a Terra é de 300 km. Ache a maior dis-
tancia entre o satélite e a Terra. »

66. A Orbita do planeta Mercurio em torno do Sol é eliptica com
o Sol em um foco, um semi-eixo maior com comprimento
de 58 milhdes de quildmetros e uma excentricidade de 0,206.

Secgdes Conicas e Coordenadas Polares

Ache (a) a menor distdncia entre Mercurio e o Sol e (b) a
maior distancia entre os dois.

67. Um cometa move-se numa 6rbita parabélica em torno do Sol
que est4 no foco F da pardbola. E feita uma observagio quan-
do ele estd num ponto P,, a 15 milhdes de quiléometros do
Sol e uma segunda quando ele estd em P,, a 5 milhdes de
quildmetros do Sol. Os segmentos de reta FP, e FP, sdo per-
pendiculares. Com essas informagdes existem duas Orbitas
possiveis para o cometa. Ache qual a menor distancia ao Sol
para cada 6rbita.

68. Um arco de uma ponte tem a forma de uma semi-elipse com
uma abertura horizontal de 60 m e uma altura de 20 m no cen-
tro. Qual a altura do arco 10 m & direita ou a esquerda do
centro?

69. Ache a equagdo polar da parabola contendo o ponto (2,
T‘n), cujo foco estd na origem e cujo vértice estd na exten-
sdo do eixo polar.

70. A distdncia entre as duas diretrizes de uma elipse é trés vezes
a distancia entre os focos. Ache a excentricidade.

71. Os pontos A e B estido separados por 1.000 m. Pelo som de
uma explosdo ouvida nesses pontos em instantes diferentes,
foi determinado que a localizagao da explosdo é 600 m mais
perto de A do que de B. Mostre que a localizagdo da explo-
s30 esté restrita a uma certa curva e ache uma equagao dessa
curva.

72. Uma corda focal de uma cdnica ¢ dividida em dois segmen-
tos pelo foco. Prove que a soma dos reciprocos das medidas .
dos comprimentos dos dois segmentos ¢ a mesma, néo im-
portando a corda tomada. (Sugestdo: use coordendas
polares.)

73. Uma corda focal é o segmento de reta que passa pelo foco
cujas extremidades estdo sobre a conica. Prove que se duas
cordas focais de uma pardbola sdo perpendiculares, entdo a
soma dos reciprocos das medidas de seus comprimentos é uma
constante. (Sugestdo: use coordenadas polares.) )

74. Ache a d4rea da regido limitada pelas duas parédbolas

=2/(1 —cos@er =2/(1 + cos 0).

75. Prove quearetay = 2x é uma assintota do grafico da fun~
¢do f, tal que f(x) = 24/x% — 1.

76. Prove que os pontos médios de todas as cordas paralelas a
uma corda fixa de uma parabola estdo sobre uma reta para-
lela ao eixo da pardbola. . .

77. Mostre que /X * \/y = * +/a representa uma familia mo-
noparamétrica de cOnicas e determine o tipo da conica. Faca
esbogos das cOnicas paraa = 1,a = 2ea = 4.

78. O gréafico da equagdo (1 — e?)x? + y2 — 2px + p? = 0 ¢
uma cdnica central tendo excentricidade e e um foco em (p, 0).
Simplifique a equagdo por uma translagéo de eixos. Ache a
nova origem em relacdo aos eixos x e y e determine o tipo
da cOnica.

-Os Exercicios de 79 a 86 referem-se a Sec¢do Suplemehtar_ 10.9.

79. Determine os pontos nos quais a curvar = 3 — 3 sen @ tem
retas tangentes horizontal e vertical. Fa¢a um esbogo do gra
fico com essas retas tangentes.
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80. Determine os pontos onde a curvar = 4 + 3 cos @ tem retas tes em cada ponto de intersecgao dos gréficos das equagdes
tangentes horizontal e vertical. Faga um esbogo do grafico r= —6¢cosfer =21 — cos ).
mostrando essas retas. 84. Prove que os graficos de r = af e rf = a tém um nimero

81. Ache a inclinagdo da reta tangente ao grafico de : ilimitado de pontos de intersec¢do. Prove também que as re-
r = -+ + sen 6 no ponto (1, s”)- Faga um esbogo do gra- tas tangentes sdo perpendiculares em somente dois desses pon-
fico com a reta tangente. tos de intersecgdo, que deverdo ser determinados.

82. Ache a inclinagdo da reta tangente ao grafico de r = 6 cos 85.Paraacurvar = 2\/cos 449, ache x e a no ponto (1, 5 Zr).
6 — 2 no ponto (1, 5 -<m). Faga um esbogo do gréafico com Faca um esbogo da curva mostrando X € a.
a reta tangente. 86. Para a curva r = 2(1 + sen 6), ache x e @ no ponto

83. Ache a medida em radianos do Angulo entre as retas tangen- A3, '16-7t). Faga um esbogo da curva mostrando x e a.



et

tados nas duas primeiras sec¢des deste capitulo. A técnica usada é chamada re- ;
. gra de L’Hoépital, em homenagem ao matematico francés Guillaume Frangois !
3 de L’Hédpital (1661-1707), que escreveu o primeiro texto de Calculo, publicado
em 1696. '

As Secgles 11.3 e 11.4 referem-se a integrais improprias. Aquelas na Sec¢io
11.3 s@o integrais de intervalos sem limite, ou seja, tém extremos infinitos de
. integragdo. Cada uma das integrais improprias nia Seccio 11.4 érivolve uma fun-
¢do ndo limitada em um intervalo fechado [a, b]; isto &, o integrando tem uma

descontinuidade infinita em [a, b]. :

e g ]

Z- ‘ _ Meétodos para calcular certos limites envolvendo formas indeterminadas sao tra- C:j
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Na Secc¢do 11.5 discutimos a fdrmula de Taylor, que da um procedimento
para aproximarmos fung¢des por meio de polindmios.

11.1 AFORMA
INDETERMINADA 0/0

11.1.1 DEFINICAO

O Teorema de Limite 9 (2.2.9) estabelece que se lim f(x) e lim g(x)' existem,
entﬁo . . xX—a X—a
lim f(x
L fe 2™

oag(x)  lim g(x)

Xx—a

desde que lim g(x) # 0.

Existem varias situagdes nas quais esse teorema nédo pode ser aplicado. Espe-
cificando, o Teorema de Limite 12 (2.4.4) pode ser aplicado se lim g(x) = 0
X—a

e lim f(x) = k, onde k é uma constante diferente de zero. Consideremos o caso
X—a

quando tanto lim f(x) = 0 como lim g(x) = 0. Alguns limites desse tipo ja

. X—a

foram discutidos.

> ILUSTRACAO 1 Qheremos encontrar

fim x2—x—12
x—a X2 —3x—4
Aqui, lim (x2 — x — 12) = O elim (x> — 3x — 4) = 0. Entretanto, 0 nume-

x—4 x—4
rador e o denominador podem ser fatorados, resultando
CoxrP-x—-12 . (x—4)(x+3)
1 =]
T 3x—4 s —dx+ 1)

» ILUSTRAGAO 2 lim sen x = 0 e lim x = O e pelo Teorema 2.8.2,

x=0 x-0

. senx -
Iim =1 <
x—0 X ')‘ -

Se f e g forem duas funcﬁes' tais que lim f(x) = 0 e lim g(x) = O, ehtéo a
X—a X—a

‘ fungﬁﬁo f/9 tem a forma indeterminada 0/0 em a.

» ILUSTRACAO 3 Da Definigdo 11.1.1 (x? — x — 12)/(x? — 3x — 4) tem uma
forma indeterminada 0/0 em 4; contudo, vimos na Ilustragdo 1 que

limxz——x—IZ_Z‘
soaX2—3x—4 5

Também, sen x/x tem em 0 a forma indeterminada 0/0, enquanto que

lim sen x

i = 1, conforme indicado na Ilustragdo 2. |
X

o
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Vamos considerar agora um método mais geral para encontrar o limite, se
existir, de uma fung¢do em um nimero onde ela tem a forma indeterminada 0/0.
O método ¢ conhecido como a regra de L’Hépital.

Sejam f'e g fungdes diferencidveis num intervalo aberto 7, exceto possivelmente
em um numero ¢ em /. Suponha que, para todo x # a em I, g’(x) # 0. Entio,
se lim f(x) = 0 elim g(x) = O e se

X—=a X—a N

lim L& _

e g’
segue que

@

lim
T x=ea g(x)

O teorema ¢ vélido se ambos os limites forem laterais a direita ou a esquerda.

Antes de apresentar a demonstra¢do do Teorema 11.1.2, vamos mostrar co-
mo usar o teorema atraveés de exemplos e ilustracdes.

» ILUSTRACAO 4 Vamos usar a regra de L’Hopital para calcular os limi-
tes nas Ilustragdes 1 e 2. Na Ilustragdo 1, como lim (x2 — x — 12) = QO e

xX—4
lim (x2 — 3x — 4) = 0, podemos aplicar a regra de L’Hépital e obter
x4
l_mxz—x— 12 limZx—]
1 =
xma X2 —3x—4 .i2x-3

W

A regra de L’Hopital pode ser aplicada na Ilustragio 2, pois lim sen x = 0

x-0

e lim x = 0. Entdo,

x-0

. senx . COSX

lim = lim

x=»0 X x=0
EXEMPLO 1 Calcule o limite, se existir:

.

xl—l:r(l) 1 - ex
Solugdo  Comolimx = Oelim(l — e¥) = 0, a regra de L’Hopital pode

x-0 x-0
ser aplicada. Assim, '

) x N
lim — = lim
-0l —e ,
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EXEMPLO 2 Calcule o limite, se existir:
lim l1—x+Inx
x—1 X3 —3x+2

Solucéo
im(l-x+inx)=1—-14+0 lim(x>—-3x+2)=1-3+2
x=1 x—1

Logo, aplicando a regra de L’Hopital, temos

1
14—
. 1l—x+Inx +x
li

m = 1m
x—>1x3_3x+2 x—»13X2—3

Agora, como lim (=1 + 1/x) = 0elim (3x2 — 3) = 0, aplicamos a regra de

x—1 x=1

L’Hépital novamente, obtendo

lim ——~ % _ 2
e _3x+2 6

Para provar o Teorema 11.1.2 teremos que usar o chamado teorema do valor
médio de Cauchy, que estende para duas fungdes o teorema do valor médio
(4.3.2) para uma unica fungio. Esse teorema ¢ atribuido ao matematico fran-
cés Augustin L. Cauchy (1789-1857).

Se f e g forem fungdes tais que

@) fe g sdo continuas no intervalo fechado [a, b];
(ii) f e g sdo diferencidveis no intervalo aberto (a, b);
(iii) para todo x no intervalo aberto (a, b), g’(x) # 0,

entio existird um nimero z no intervalo aberto (a, b) tal que

f) - fla) _ f@
gd) — g(@ '@

Prova Vamos mostrar primeiro que g(b) # g(a). Suponha g(b) = g(a). Co-
mo g satisfaz as duas condigdes da hipétese do teorema do valor médio, existe
algum numero c em (a, b) tal que g’(c) = [9(b) — g(@)l/(b — a). Mas se
g(b) = g(a), entdo existe algum nimero c em (a, b) tal que g'(c) = 0. Mas
a condigdo (iii) da hipétese desse teorema estabelece que para todo x em
(a, b), g'(x) # 0. H4, portanto, uma contradi¢do. Logo, a hipétese de que
g(b) = g(a) é falsa. Assim g(b) # g(a) e, conseqiientemente, g(b) — g(a) # 0.
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Consideremos agora a fungdo A definida por

ka%ﬂ)ﬁmﬂqU)mﬂ

(b)
Entdo,
oy f(b) = f(a)
H(x) = f(x) - [(b) (a)] '(x) 1)

Logo, & ¢ diferencidvel em (a, b), pois f e g sdo diferencidveis no intervalo, e
h € continua em [a, b}, pois f e g sdo continuas nesse intervalo.

ot ) _ [TO=S@]
ha) = fla) = fla) | G = | [o@ — g(@]

=0

i - [fO @]
o) = 56) = fla) ~ | Y=g | [00) — g(a

=0

Desta forma, a fungéo 4 satisfaz as trés condigdes do teorema de Rolle. Lo-
g0, existe um numero z no intervalo aberto (a, b), tal que A’(z) = 0. Assim,
de (1),

J®) — fla

IO~ =g *

g(2)=0

Como g¢'(z) # 0 em (a, b), da igualdade acima temos que

Jb) - @) _ /()
gb) —gl@) 42

onde z ¢ algum nimero em (a, b). Isso prova o teorema. ]

Se g for a fun¢io g(x) = x, a conclusdo do teorema do valor médio de Cauchy
¢ a conclusdo do antigo teorema do valor médio, pois g’(z) = 1. Assim sendo,
o teorema do valor médio é um caso particular do teorema do valor médio de
Cauchy.

Uma interpretagdo geométrica do teorema do valor médio de Cauchy é dada
na Sec¢do 14.3. Adiamos a discussdo até entdo, pois vamos precisar de equa-
¢Oes paramétricas.

» ILUSTRAGCAOS5 Suponha que JOO =3x2+3x —legx) = x¥ — 4x + 2.
Queremos encontrar um nimero z em (0, 1), previsto pelo Teorema 11.1.3.

flx)=6x+3 g(x)=3x*—4

Assim sendo, f € g sdo continuas e diferencidveis em toda parte e para todo
xem (0, 1), g’(x) # 0. Assim, pelo Teorema 11.1.3, existe um z em (0, 1), tal que

f)—f0) _ 6z+3
g(1) —g(0) 3z -4
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Substituindo f(1) = 5, g(1) = -1, f(0) = —1 e g(0) = 2 e resolvendo em

Z, teremos
5—(—1) 6z+3
—1-2 322-4

622 4+6z2—5=0

—6+ /36 + 120
12
—6+2+/39

12

—3+./39
6

Somente um desses numeros estd em (0, 1), a saber, z = %(—3 + 4/39). 4

Agora estamos em condi¢des de provar o Teorema 11.1.2. Vamos considerar
trés casos: (i) x = a*; (i) x » a—; (iii) x - a.

Provado Teorema 11.1.3{il Como na hipotese ndo foi suposto que fe g eram de-
finidas em a, consideremos duas novas fungdes F e G para as quais

F(x) = f(x) sex #aekF(@ =0
Gx) = gx) sex#aeG@ =0 -

@

Seja b o extremo direito do intervalo aberto 7 dado na hipétese. Como fe
g sdo ambas diferencidveis em I, exceto possivelmente em a, concluimos que
F e G sdo ambas diferencidveis no intervalo (a, x], onde ¢ < x < b. Logo, F
e G sdo continuas em (a, x]. As func¢des F e G sdo também continuas a direita-
de a, pois lim+ F(x) = lim+ f() e lim f(x) = 0, que € F(a); analogamente,

x—a x-a x—>at

lim G(x) = G(a). Logo, F e G sdo continuas no intervalo fechado [a, x].

x—at
Assim, F e G satisfazem as trés condi¢bes da hipotese do teorema do valor mé-
dio de Cauchy (Teorema 11.1.3),no intervalo [a, x]. Assim,

F(x) — F(a) _ F(2)
G(x) - Gla) G(2)

onde z é algum nimero tal que @ < z < x. De (2) e da igualdade acima, temos

/) _ 1@
gx) g2
Como a < z < x, segue que quando x —» a*, z — a*; assim sendo,
. Jx) L f(2)
lm —= = lim
x=a* g(X)  x-a+ g'(2)
. [
= lim
z=a+ §'(2)
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Mas, por hipétese, esse limite é L. Logo,

lim 1 _

= L |
x—a+ g(X)

A demonstragao do caso (ii) € andloga a de (i) e serd deixada como exercicio
(veja o Exercicio 34). A demonstragio do caso (iii) baseia-se nos resultados dos
casos (i) e (ii) e serd também deixada como um exercicio (veja o Exercicio 35).

A regra de L’Hopital também é valida quando x cresce sem limitagdo ou de-

cresce sem limitagdo, conforme sera provado no proximo teorema.

Sejam f e g fungoes diferencidveis para todo x > N, onde N é uma constante
positiva, e suponha que para todo x > N, g’(x) # 0. Entdo, se lim f(x) =0
X+ + 00

e lim g(x) = 0ese
X~ + 00
m f/(x) -
x=te g’ (x)
segue que

fG) _
¥~ = g(x)

O teorema continua vdalido se trocarmos x — + o por x —» — oo,

Prova Vamos demonstrar o teorema para x — + . A demonstracdo quando
x — — oo serd deixada como um exercicio (veja o Exercicio 38).

Para todo x > N, seja x = 1/¢, entdo t = 1/x. Sejam F e G as fung¢bes
definidas por F(¢) = f(1/t) e G(f) = g(1/1), se t # 0. Entdo f(x) = F(f) e
g(x) = G(®), onde x > Ne 0 < t < 1/N. Das Defini¢des 2.5.1 € 2.3.1, pode-
mos mostrar que as afirmativas

lim f(x)=M e lim Fit) = M

x=+ -0+
tém o mesmo significado. A prova desse fato sera deixada como exercicio (veja
o Exercicio 36). Como, por hipétese, lim f(x) = 0 e lim g(x) = 0, podemos
concluir que Fore e '

lim Ft)=0 e lim G({t)=0 (3)

=0+ =0+

Considerando o quociente F ’(_t)/ G’ (1), temos, usando a regra da cadeia,
1 /1
Fo ¢t <?>

G -1 /1
2z

=
TN
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Como por hipétese lim f'(x)/g’(x) = L, do que estd acima segue que
X— +®©

)

. F(v)
fim 2 _
or GO)

Como para todo x > N, g'(x) # 0,

; 1
G'(t) # Opara todo 0 < t < N

Dessa afirmagdo, de (3) e de (4) segue, do Teorema 11.1.2 que

. F@
Iim — =1L
t—0* G(t)

Mas como F(1)/G(t). = f(x)/g(x) para todo x > Net # 0, entdo

tim 7%
x40 g(X)
€ assim o teorema esta provado. |
Os Teoremas 11.1.2 e¢ 11.1.4 continuam validos se L for trocado por +

ou —o. As demonstracdes serdo omitidas.

EXEMPLO 3 Calcule o limite, se existir:

1
sen —
i X
lim —1
xX=+w tg_1<_>
X

Solugdo lim sen(1/x) = 0 e lim tg-'(1/x) = 0. Assim, da regra de

L’Hépital,
1 1 ( 1 )
sen — cos—| ——
X X x?)

m —— — = lim ——
Y (A
1 x?

cos —
= lim 5
x— + X
x2+1
Como
) 1 : x? . 1
lim cos—=1 [ lim ——— = lim
241 1
x—~++x X x— + o l -
3

x—*+ 00

=1
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segue que

1
cos —

Portanto, o limite dado é 1.

EXEMPLO 4 Dada

f(x)={exx_l sex # 0

1 sex=0

(a) Prove que f ¢ continua em 0 usando a Definigdo 2.6.1. (b) Prove que f ¢
diferencidvel em 0 calculando f’(0).

Solugdo

(a) Vamos verificar as trés condi¢des para a continuidade.

(@ fO)=1
(i) lim £(x) = lim ©—
x—0 x—+0

Para calcular o limite, vamos aplicar a regra de L’Hopital, pois
lim (ex — 1) = 0 elim x = 0. Temos

x=0 x-0
ex
lim f(x) = lim —
x—+0 x—0 1
=1
@ii) hm f(x) = f(0)
x—0

Logo, f ¢ continua em 0.

. . f(x) — f(0) ) f(0)
(b) f(0) = 11
e&—1 1
= lim
x—=0 X
—lim & L
B x—+0 X2
Como lim (e* — 1 — x) = 0 e lim x2 = 0, aplicamos a regra de L’Hépital
x=0 x-0
€ .obtemos
)=

x=0
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Comolim(e* — 1) = 0 e lim 2x = 0, aplicamos novamente a regra de

x-0

x-0

L’Hépital e obtemos

£1(0) = lim %

x=0

=

EXERCICIOS 11.1

Nos Exercicios de 1 a 5, ache todos os valores de z no intervalo
(a, b) dado, satisfazendo a conclusdo do Teorema 11.1.3 para
o par de fungées dadas.

L f(x) = x%, g(x) = x% (a, b) = (0, 2)

2 1 —x?
2 () = 7550 009 = T3 (@ ) = (0. 2)

1+ x¥

3. f(x) = senx, g(x) = cos x; (a, b) = (0, 7)
4. f(x) = cos 2x, g(x) = senx; (a, b) = (0, 1n)

5. fxX)=+vx+59gx)=x+3;(a b)=(—4, —1)

Nos Exercicios de 6 a 30, calcule o limite, se ele existir.

3 _
6. lim 222X 7. lim —— 8 lim X~ X
x—n22X — W x—0 tg X =0 X — SEnx
sen x sen *
9. lim —~ 10. lim X 1. lim =
x— -+ 1 x—'Zz—x X— — 0 o
X
x — In(sen x| -1
12 lim 08X g3 i DEND gy i SO
x—0 X Sen x x—ny2 (T — 2x) x-0 X
L 2X=3 B i . 0= °)
15. lim lim 17. hm——sﬂl——
x=0 X t-2 L —2 o0 tg’ @
) o2x2 1 1 — ellz 2
18. lim & lim —— 20. lim —2—
x-0 sen? x it 3 y—o 1 —cosh y
z
2. lim —2! 2. lim —>2
: t—0 ln(2e‘ - 1) ’ z—0 55 —¢€
2
23, lim =2 24, lim B 2X
+—0 S€Nt <=0 tghx
Q)M —(1—x)Ms e — 10
25. lim 26. lim ——
x=0 (1 + x)l/3 - (1 - X)”B x=0
1 1
P 2 tg“l —
1 2 2
27, lim — %% 28, lim > X
x-x 1 —senx i +oo 1
X
. cos x —cosh x . senhx —senx
29. lim ——— 30. lim ————
X0 x x~0  sendx

31. Um circuito elétrico tem uma resisténcia de R ohms, uma in-
dutincia de L henrys e uma forga eletromotriz de E volts,
onde R, L e E sdo positivos. Se i ampéres for a corrente pas-
sando no circuito ¢ segundos depois que ele foi ligado, entdo

- Rr/L)

E

Se t, E e L sdo constantes, ache lim 1.
R 0%

32. Numa progressdo geométrica, se a for o primeiro termo, r
for a razdo comum a dois termos sucessivos e S for a soma
dos n primeiros termos, entdo ser # 1,

g_a"=1
r—1

Ache o lim S. O resultado serd consistente com a soma dos

r—1
n primeiros termos se r = 1?
33. Ache os valores para a e b tais que

sen3x + ax + bx® _

lim 3 =0

x—0 X
34. Prove o Teorema 11.1.2(ii).
35. Prove o Teorema 11.1.2(iii).
36. Suponha que f seja uma fun¢do definida para todo x > N,
onde N ¢ uma constante positiva. Se t = 1/xe F(f) = f(1/1),
onde ¢t # 0, prove que as afirmagdes xljryﬁ) fx) = Me

lim F(f) = M tém o mesmo significado.

t-.O*
37. Dada (cos x — 1
1) = — sex#0
0 sex=0

(a) Prove que f ¢ continua em 0, usando a Definigdo 2.6.1.
(b) Prove que f ¢ diferencidvel em 0, calculando f”(0).
38. Prove o Teorema 11.1.4 para x - — .

39. Prove que x!° < e* para x suficientemente grande, cal-
10
X

culando _lim
X = + ®© ex

40. Prove que In x < x” para todo p > 0 e x suficientemente

n x

xp

grande, calculando lim
X— +o



660

Formas Indeterminadas, Integrais Impréprias e a Férmula de Taylor

11.2 OUTRAS FORMAS
INDETERMINADAS

11.2.1 TEOREMA
Regra de L'Hépital

Suponha que nosso problema seja determinar se

existe. Ndo podemos aplicar o teorema envolvendo o limite de um quociente
pois lim Inx = —o e lim (1/x) = + 0. Nesse caso, dizemos que a fungio

x -0+ x—-0%
definida por In x/(1/x) tem a forma indeterminada (— «)/(+ ) em x = 0. A
regra de L’Hopital também se aplica a uma forma indeterminada desse tipo,
bem como aquelas dos tipos (+ ©)/(+ ®), (— ©)/(— ®) e (+ ©)/(— ). Isso
tudo € dado pelos préximos teoremas, cujas provas serdo omitidas, pois estdo
fora do contexto deste livro.

Sejam f e g fungdes diferencidveis no intervalo aberto 7, exceto possivelmente
em um nimero g em /, e suponha que para todo x # aem I, g’(x) # 0. Entio,
se lim f(x}) = +o ou —o0, elim g(x) = +o ou —oo, ¢ se

X—=a X=a R

lim L& _

x=a g'(x)

segue que

lim L& _

x~a g(x)

O teorema continua vélido se todos os limites forem laterais & direita ou late-
rais a esquerda,

EXEMPLO 1 Calcule o limite, se existir:

Solucdo Como lim Inx = —e lim (1/x) = + o, aplicamos a regra

x -0t x>0t

de L’Hopital obtendo

1
x
lim — = lim
x=0* - x—-0* _i
x x?
= lim (—x)
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Sejam feg fung:ées dife(enciéveié péré todo x > N, onde N é uma constante
positiva, e suponha que paratodo x > N, g’(x) # 0. Entdo, se lim f(x) = +
f X o +®

ou —o, e lim g(x) = + ou —co, € se
X + 00 . )
m S'x) _
xate g'(x)
segue que

f&) _
e g()

O teorema continua valido se x - + oo for substituido por x - — .

Os Teoremas 11.2.1 e 11.2.2 também sdo validos quando L é substituido por
+ 00 ou —oo, e as demonstragOes desses casos também serdo omitidas.

.EXEMPLO 2 Calcule o limite, se existir:
In(2 + ¢€%)

lim
x—*+w 3x
Solugdo Como lixP In2 + e¥) = +0e lim 3x = + o, aplicando a
X— +00 X +©

regra de L’Hopital obtemos

1
X X.ex
lim P2+ 2t
x— + oo 3x x= + o 3
= lim <
_x—*+oo6+3ex

Agora, como lim e* = +o e lim (6 + 3e¥) = + o, aplicamos a regra
X +©

X = + 00

de L’Hopital novamente, obtendo

. In(2 + &9 . e*
Iim ———= 1 —
x—}Tco 3x x—}Too 3e*

1

= lim =

x—=+w 3

il
Wi

EXEMPLO 3 Calcule o limite, se existir:

. sec? x
lim

x—mf2~ sec? 3x
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Solugdo lim sec2x = +o e lim sec? 3x = + . Assim, da regra

x—n/2" X—n/2”

de L’Hopital segue que
sec® x . 2 sect xtg x

im ——= lim ——>"_
xom2- 56€2 3x  xogpa- 6 sec? 3x tg 3x

lim 2sec?xtgx=+o00 € lim 6sec?3xtg3x =+
x—'n/_2 - x-nf2-
Observe que qualquer nova aplicagdo da regra de L’Hdpital ndo ira nos aju-.
dar. Todavia, o quociente original pode ser reescrito:

) sec? x . cos?3x
lim ————= lim 5
x—nj2- $€C° 3X  xap2- COS® X

Agora, como lim cos?3x = 0e lim cos® x = 0, podemos aplicar a

xX—n/2” xX-n/2~

regra de L’Hopital, obtendo

cos? 3x . —6 cos 3xsen 3x
i ———= lim '
xomj2- COS“ X  xamp- —2COS XSenx
. 3(2 cos 3x sen 3x)
= lim

x-»z2- (2 cos x sen x)

3sen 6x
m —
x—-mj2- S€N 2X

Como lim 3 sen 6x = 0e lim sen 2x = 0, aplicamos novamente a

xX—n/2” X n/2”

regra de L’Hopital, obtendo

. 3 sen 6x . 18 cos 6x
Iim ——= lim ——
xom2- S€M 2X ' xogz- 2COS 2X
_13(—-1)
T 2(=1)
=9
Logo,
. sec? x
lim =

xomj2- S€c? 3x

O limite do Exemplo 3 pode ser calculado sem a regra de L’Hopital, através
do Teorema 2.8.2. Esse calculo serd deixado como exercicio (veja o Exercicio 38).
Além de 0/0 e £ o0/ o0, temos ainda as formas indeterminadas 0 - (+ ),
+ 00 — (4 ), 09 (£ o0)° e 1=, Essas formas sdo definidas da mesma manei-
ra que as outras duas. Por exemplo, se o lmz fX) = +xoe lm} g(x) = 0, entdo

a func¢ao definida por f(x)¢® tem em ¢ uma forma indeterminada (+ «)°. Pa-
ra encontrarmos o limite de uma fung¢io tendo uma dessas formas indetermina-
das, precisamos transforma-la numa das formas 0/0 ou % e/ £, antes de apli-
car a regra de L’Hdpital. Os exemplos a seguir ilustram o método.

EXEMPLO 4 Calcule o limite, se existir;

lim sen-! x cosec x

x>0t



11.2  Outras Formas Indeterminadas ; 663

Solucao Como lim sen-!x = Oe lim cosec x = + o, a funcdo definida

x-0% . x-07%
por sen~! x cosec x tem uma forma indeterminada do tipo 0 - (4 o) em 0. Pa-
ra podermos aplicar a regra de L’Hopital, reescrevemos sen~! x cosec x como
sen—! x/sen x e consideramos lim (sen-! x/sen x). Agora lim sen~'x = Oe¢

x-0* x 0%

lim sen x = 0; temos assim a forma indeterminada 0/0. Logo, pela regra de

x=0%

L’Hopital, obtemos
1

sen—! x- fim J1 = x?

m =
x-»0+ SE€N'X x—-0+ COSX

1
1
1

EXEMPLO 5 Calcule o limite, se existir:

lim ! L
s—o\x?  x%secx

Solugao Como
.1 . 1
lim - =+ e lm—5——=+w
x>0 X x—0 X° S€C X

temos a forma indeterminada + oo — (+ ). Reescrevendo a expressdo, temos

) 1 1 secx — 1
Ilm =" 3 = m 5
x-0 \X* Xx*secx x=0 X% SEc x
lim (sec x — 1) = 0 e lim (x? sec x) = 0; aplicamos entdo a regra de L’Hopital
x>0 x-0 )
¢ obtemos

. secx—1 . sec x tg x
lim ———— = lim 3
x»0 X“SECX  x502XSECX + X°sec x tg x

. tg x
=lim—
x=02X + x*tg x

limtgx =0 e lim 2x + x2tgx) =0

x-=0 x-0

Assim, aplicamos novamente a regra obtendo

. tg x . , sec? x

lim ————— = lim 53
x=02X + X2tgx 1502 + 2xtg x+ x*sec’ x

Para qualquer uma das formas indeterminadas 0°, (£ )%, 1%, o procedi-
mento para calcular o limite estd no Exemplo 6.
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EXEMPLO 6 Calcule o limite, se existir;

lim (x + 1)~ex

x - 0%

Solugdo Como lim (x + 1) = l e lim cotg x = + o, temos a forma

x— 0t x-0%

indeterminada 1+<, Seja

= (x4 Dyoes ()
Entéo,
Iny = cotg xIn(x + 1)
_ In(x + 1)
tg x
Assim,
In(x + 1)

lim Iny = lim
x=0* X0+ tg x

2

Como lim In(x + 1) = 0 e lim tg x = 0, podemos aplicar a regra de

x—-0* x— 0%
L’Hopital ao segundo membro de (2), obtendo
1

In(x + 1) .ox+1

lim lim >
x—=0* tg x x—0+ S€C” X

=1

I

Logo, substituindo por 1 o segundo membro de (2) teremos

lim Iny =1 3

x=0*
Como a fun¢do exponencial € continua em todo o seu dominio, que é o con-
junto de todos os numeros reais, podemos aplicar o Teorema 2.7.1 e assim
lim exp(ln y) = exp( lim In y>
x—0+ x=0*
Logo, segue de (3) e dessa igualdade que
lim y=e!
x=0*
Mas de (1), y = (x + 1)~ e, portanto,

lim (x + 1)oex = ¢

x— 07t
EXERCICIOS 11.2
Nos Exercicios de 1 a 34, calcule o limite, se existir. . In(1 — 2x) . (nx)?
3 lim ——— 4. lim
_ox? In(cos x) x=1/2- 187X =t X
L lim —. 2. 5. lim x cosec x 6. lim (2x — tg #x
=t € x~#2- In(tg x) - - €

x=0* x—1/2*



7.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.
25.
27.
29.

1
lim —>

x— + o0 \/;

. lim tg x(In x)

x—0*

lim x!/~*
x—+w©
lim (e* + x)¥*

x>+ o

lim (1 + ax)"%a#0

x=0

lim (senx)*
x=0*

lim (1 + senh x)%*
x—=0

lim [(cos x)e*/2]***

x—0

665

Integrais Impréprias com Extremos de Integragéo Infinitos

113
. 1 —e*)f sex <0
8. lim tg~! x cotg x 35. Se f(x) = {( 4 }, ache k de forma que f
g -k se0 < x

10. 1

seja continua em x = 0.

(x + NWA/x ge x >
36..Se f(x) = 5

. 1
m
x—0+ \S€N X

1
-z 0

x) }, ache k de forma que
sex = 0

12. lim (senh x)'8* f seja continua em x = 0.
x=0*
l x
14. lim (x + €)' 37. Se lim <—:x"—+—l) = 9, ache n.
x—0 X — + oo -
] 5 1 38. Calcule o limite no Exemplo 3 sem usar a regra de L’Hopital,
16. lim (m_x——_2> mas usando o Teorema 2.8.2 e as identidades
8 TZ . - cos(+m — #) = sentesen(3m — 1) = cos t.
’ x_l.r(l,l+ (1+x) 39. (a) Prove que l-irr{) (e~V¥/x" = 0 para todo n inteiro po-
. nx s X -
20. x‘_‘f;ﬂ xt sitivo. (b) Se f(x) = e~"*’, use o resultado de (a) para pro-
X2 4 2x var que os limites de f, e todas as suas derivadas, sdo 0 para
22, lim —% I x tendendo a 0.
x—* o0 e -
’ L\ 40. Suponha que f(x) = g’l‘ e Ot ¥ 1dtegk) = x"e™.
24. lim {1+ — . . .
x->+oo< 2x> Se lim [&] = 1, ache n.
X 400 g (X)

26. lim (x — 2) tg inx

28

lim [(x®+ 3x® + 4" — x]

¥ : 12 Nos Exercicios 41 e 42, fagca um esbogo do grdfico de f, determi-
. 1‘_{% (cos x) nando primeiro os extremos relativos de f e as assintotas hori-

zontais do grdfico, se existirem.

X re ~ 41. f(x) = x'"*, x>0 42, f(x) =x*, x>0
. In(x + €9 . U= . x
30. xl":‘w T3 31 xl_l’lzl* X 32 11‘;[ X 43. Determine cada um dos seguintes limites:
l X
1 COSEC X» 3 —_ 3 + 0
3. lim ——— 4. lim (x— 2 1) @ lim, (sen )% () lim (se“ x> - Seria 07 uma
xto A/l 4+ x x=too forma indeterminada?
11.3 INTEGRAIS IMPROPRIAS Ao definirmos a integral definida Sb f() dx, supusemos que a fungio f deveria
a
COM EXTREMOS DE 'NTfﬁgﬁ%g ser definida e continua no intervalo fechado [a, b]. Vamos estender agora a de-
finicdo de integral definida para poder considerar um intervalo de integracdo
infinito e chamar tal integral de integral imprépria. Na Sec¢do 11.4 discutire-
mos um outro tipo de integral imprépria.
v » ILUSTRACAO 1 Consideremos o problema de encontrar a area da regido li-
mitada pela curva y = e~*, pelo eixo x, pelo eixo y e pela reta x = b; onde
N b > 0. A regido estd na Figura 1. Se A unidades de drea for a 4rea da regido,
x=b A= lim Y} e %Ax
l‘ 11a11-0 i=21 '
b _
l ’ l y=e* =f0e"dx
O f,‘ ] x —x b
\_Y_J = —¢
Aix ]0
FIGURA 1 =1-¢"
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Se deixarmos b crescer sem limita¢do, entdo

b
lim e *dx= lim (1—e?
b—+ o fo b—'+oo( )

lim f: e *dx=1 (1)
b=+

De (1) segue que, ndo importando quio grande seja o valor de b, a drea da _
regido mostrada na Figura 1 serd sempre menor do que 1 unidade de 4rea.

|
A equagdo (1) estabelece que se b > 0, para todo e > 0 existe um N > 0
tal que
se b> N entdo fbe"‘dx—'l <e
[v]
Em lugar de (1) escrevemos

f+°°e“"dx=1

0

Em geral, temos a defini¢ido a seguir.

Se f for continua para todo x > a, entdo A
g*” fe) dx = lim 5” f) dx

se esse limite existir.

Se o extremo inferior da integragdo for infinito, temos a defini¢do a seguir.

Se f for continua para todo x > b, entdo
| S * f@dx = lim S” f(x) dx

se esse limite existir.

Finalmente, temos o caso em que ambos os extremos de integracio sdo in-
finitos.

Se f for continua para todos os valores de x € ¢ for um nimero real qualquer,
entao

[ or@ax = tim [ reyax + tim [°f00 dx @

se esses limites existirem.

No Exercicio 40 vocé devera provar que se o limite existir, o segundo mem-
bro de (2) serd independente da escolha de c. Nas aplicagdes da Definicdo 11.3.3
costumamos tomar c igual a 0.

Nas trés defini¢Ges anteriores, se os limites existirem, diremos que a integral im-
propria é convergente. Se os limites ndo existirem, diremos que a integral im-
prépria ¢ divergente.
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EXEMPLO 1 Calcule a integral, se ela convergir:

Jz dx
—w (4 —x)?

Solugdo

2 dx — lm 2 dx
—00(4_x)2_0_'_°0 a (4—X)2

1 2
= i
a:r_nw |:4 - xi'a
= lim ! !
T am—o\2 4-—a
=1
- 2
EXEMPLO 2 Calcule a integral, se ela convergir:
f+ * xe™* dx
0
Solugdo

+ oo — . b _
J‘ xe *dx = lim f xe *dx
Y b=+ 0 o

Para calcular a integral, usaremos integragdo por partescom ¥ = x, dv = e ~*dx,
du = dxev = —e~* Assim,

b
T

b

f+°° xe *dx = lim [—xe"‘ — e"‘]

o b=+ 0
= lim (—be ®P—e "+ 1)
b~ +
. b
= — lim > —0+1 . 3)
b=+ €

Para calcular blim %, aplicamos a regra de L’Hopital pois blim b= +4+oe¢
-+

-+

lim e® = + oo0. Teremos

b +o0
. ) 1
lim — = lim —
b—+w € b+ €

=0
Logo, de (3),

f+°° xe *dx =1

0o




668

Formas Indeterminadas, Integrais Impréprias e a Férmula de Taylor

EXEMPLO 3 Calcule, se existirem:
@ ["*xdx (b) Iim [ xdx

r—++ow

Solugdo
(a) Da Defini¢dao 11.3.3, com ¢ = 0, temos

f_+:xdx= lim Loxdx+ lim f:xdx

a——w b=+
. 0o . b
= lim [%xz] + lim [%xz]
a—— a b=+ Y

= lim (—%a®) + lim ib?

a— —co b=+
Como nenhum dos dois limites existe, a integral imprépria diverge.
(b) lim f " xdx= lim [$x*]
r+w r ro+w -r

= lim (3r* -1r?)
r— + o

lim O

r—+ow

=0

O Exemplo 3 ilustra por que ndo usamos o limite em (b) para determinar a
convergéncia de uma integral imprépria quando ambos os extremos de integra-
¢do sdo infinitos. Isto é, a integral impropria em (a) € divergente, mas o limite

em (b) existe e € 0.

EXEMPLO 4 Calcule a integral, se ela convergir:

+ o dx
o X2+ 6x + 12

Solugédo

o X6+ 12 s ) (x+32 43 bmtw Jo(x+3)2+3

= lim [1 tg“‘x+3]0+ lim [—l~tg“x+3]b

a—» - \/5 \/§ a b=+ o \/§ \/5 0
b+3 1

<_1_ tg—l\/g_i.tg-l a_ﬂ).’. lim <Ltg“—+———tg‘1 3)

NERRNE]

3Las-w NCRVIRR R NG

NVERRENEIIING

b— + o
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EXEMPLO 5 E possivel indicar um nimero para representar a medida da drea
da regidio a direita da reta x = 1, abaixo do grafico de y = 1/x, e acima do €ixo x?

Solucgdo A regifo esta na Figura 2. Seja L o niimero que queremos atribuir
4 medida da area, se for possivel. Seja A a medida da area da regido limitada
pelos graficos das equagées y = 1/x,y = 0,x = lex = b, onde b > 1. Entdo

A= lim zn: iA,Jc

llAl}=0 i=1 ii

Assim, chamamos de L = blim A se esse limite existir. Mas
-+

©

b1
lim 4= lim J —dx

b=+ b—o+w J1 X
= lim [lnb—In1]}
b—+ o0
=+

Portanto, ndo é possivel atribuir um nimero 4 medida da drea da regido.

EXEMPLO 6 E possivel atribuir um nimero finito 4 medida do volume do
s6lido formado pela rotagdo em torno do eixo x, da regido do Exemplo 5?

Solugdo O elemento de volume é um disco circular com espessura A;x e
raio da base 1/£,. Seja L o numero que queremos atribuir 8 medida do volu-
me e seja ¥V a medida do volume do sélido formado pela rotacdo, em torno
do €ixo x, da regido limitada pelos graficos das equagdes y = 1/x, y = 0,
x =1ex = b,onde b > 1. Entdo,

n 2

[lall=0 i=1

b1
=n£;dx

Seja L = blilllw V, se o limite existir.

b
lim V= lim nj d—)i

2
b= + o0 b=+ L X

1 b
=n lim I:——]
b— + 0 X 1
=7 lim —l+l
b=+ b

Logo, atribuimos o valor 7 4 medida do volume do sélido.
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EXEMPLO 7 Determine se SJ” sen x dx é convergente ou divergente.
Solugédo
+ 0 . b
f sen x dx = lim sen x dx
0 b— + 0
. b
= lim [—cos x]
b=+ 0
= lim (—cosb + 1)
b— +

Para todo inteiro n, enquanto b assume todos os valores de nz a 2nm, cos b
assume todos os valores desde —1 até 1. Logo, blim cos b ndo existe. Assim
- + o

sendo, a integral impropria é divergente.

O Exemplo 7 ilustra o caso no qual a integral impropria é divergente, porém
o limite nao ¢ infinito.

Uma aplica¢do de integral imprépria com um extremo de integracgdo infinito
envolve o calculo de probabilidades. A probabilidade de um evento particular
ocorrer ¢ um nimero no intervalo fechado [0, 1]. Se houver certeza de que um
evento ocorrera, entdo a probabilidade serd 1; se o evento nio ocorrer nunca,
entdo sua probabilidade sera 0. Quanto mais certeza tivermos de que um even-
to ird ocorrer, mais préxima de 1 serd sua probabilidade.

Suponha que o conjunto de todos os resultados possiveis de uma determina-
da situagdo seja o conjunto de todos os niimeros x num certo intervalo 1. Por
exemplo, x pode representar quantos minutos alguém espera até vagar um lu-
gar em um determinado restaurante; quantas horas de vida til tem um tubo de
televisor ou a altura Qe uma pessoa em centimetros. E necessario, algumas ve-
zes, determinar qual a probabilidade de x estar em algum subintervalo de I. Por
exemplo, podemos querer determinar qual a probabilidade de que uma pessoa
tenha de esperar de 20 a 30 min por uma mesa em um restaurante, ou a proba-
bilidade de que um tubo de televisor dure mais de 2.000 h, ou ainda, a probabi-
lidade de que alguém escolhido ao acaso tenha entre 1,60 e 1,80 cm de altura.
Tais problemas envolvem o célculo da integral de uma fun¢io chamada de fun-
¢do densidade de probabilidade. As fung¢des densidade de probabilidade sdo ob-
tidas de experiéncias estatisticas. Vamos apresentar uma breve discussio infor-
mal dessas fun¢des aqui, para mostrar como aparecem as integrais improprias.

Uma fungiio densidade de probabilidade ¢ uma fung¢io f cujo dominio é o
conjunto R de numeros reais e que satisfazem as duas condi¢bes seguintes:

1. f(x) > 0 para todo x em R
2. f 77 ) dx =1
Vamos considerar aqui a funcdo densidade exponencial definida por

ke * se x = 0 (4)
f(x) = {0 se X < 0

onde k > 0. Para verificar se essa fungio qualifica-se como uma fungio densi-
dade de probabilidade, vejamos se ela satisfaz as duas propriedades acima re-

" feridas.
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I Sex <0, f(x) = 0; sex >0, f(x) = ke™*, ¢ como k > 0, ke™* > 0.
2 [P fax=[°_ feodc+ |7 fx) dx

= fi’w 0dx + foﬂo ke ** dx

=0+ lim [—f: e M (—k dx)]

b=+
. b
= lim [—e ""]
b—+ 0

= lim (—e™® +1)
b+

=1
Se f for uma fun¢do densidade de probabilidade de ocorréncia de determina-

do evento, entdo a probabilidade de que o evento ira ocorrer no intervalo fe-
chado [a, b] sera denotada por P([a, b]) e

P((a, b)) = [ f(x) dx

A Figura 3 mostra um esbogo do grafico da fungdo densidade exponencial.
Como S:” ke-*dx = 1, a medida da drea da regido limitada por y = ke %,

pelo eixo x e pelo eixo y é 1. A medida da 4rea da regido sombreada na figura
¢ P(la, b)).

EXEMPLO 8 Para determinado tipo de bateria elétrica, a fun¢do densidade
de probabilidade de que x horas seja o tempo de vida 1til de uma bateria esco-
lhida ao acaso € dada por g

e 70 sex>0

S = {0 sex <0 ()

Ache a probabilidade de que uma bateria escolhida ao acaso tenha um tempo
de vida (a) entre 15 e 25 h e (b) pelo menos 50 h.

Solugdo A funcio definida por (5) é da forma de (4) com k = 4. (a) A
probabilidade de que o tempo de vida de uma bateria escolhida ao acaso esteja
entre 15 e 25 h é P([15, 25]), e (b) a probabilidade de que o tempo de vida seja
pelo menos 50 h é P([50, + «]).

25, _
) Foe %% dx

@ P([15,25]) = |,

1

25

_ =x/60 1

= 15 € (—godx)

_ _e—x/60]25
15

_e—25/60 + e—15/60

= —e
-0,659 + 0,779
=0,120

~0,417 + e-0,250
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(b) P([50, + c0))
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. by
lim f Zoe %% dx
b— + 50

lim [—e 5]

b

b— +w 50
hm (__e—b/60 + e—50/60)
b=+

=0 + e—0.833

= 0,435

EXERCICIOS 11.3

Nos Exercicios de 1 a 18, determine se a integral imprdpria é con-
vergente ou divergente. Se for convergente, calcule-a.

1.

3.

S.

7.

9.

11.

14.

17.

19.

20.

21.

22.

23.

+ o —x 1 X
fo e *dx 2. f_we dx
{0 x5 dx 4. (7277 dx
© teo 4
f; x27 % dx 6. J X
5 x—1
f_+:xcoshxdx 8. f?m x2e* dx
to o xdx 10 to 3y dx
5 39— x? T )oe Bx2+ 27
+ oo 3d + o d ©
= n al 3. 17 e dx.
/3 xX*+9 e XInx —©
+o0 . + o
J‘Hoxe_"2 dx 15. dx 3 . dx
- . x(ln x) o 16+ X2

f1+°° In x dx

Calcule, se existir:

18. f;w e *cos xdx

(a) f_+: sen xdx (b) lim f:r sen x dx

r—+aow

b
Prove que se S JS(x) dx for convergente, entdo
—

+ o , ,
S . Sf(—x)dx também serd convergente e terd o mesmo
valor.

Mostre que a integral imprépria S+°° x(1 + x»)~2dxécon-

vergente € a integral impropria Sw X1 + x) 1dxé

divergente.

P : 1i co o (e dx
rove que a mtegra mpropria —" serda convergente
1 X
se € somente se n > 1.
Determine se é possivel atribuir um numero finito para re-
presentar a area da regido limitada pela curva cuja equagio

¢y = 1/(e* + e ) e pelo eixo x. Caso seja possivel, deter-

_ mine-o.

24,

Determine se € possivel atribuir um numero finito para re-
presentar a medida da area da regido limitada pela curva cu-

25,

26.

27,

28.

29,

30.

jaequagdo é y = 1/(x2 — 1), pelo eixo x e pela reta x = 2.
Caso seja possivel, determine-o.

Determine se é possivel atribuir um nimero finito para re-
presentar a medida do volume do sélido formado pela rota-
¢d0, em torno do eixo x, da regido a direita dareta x = 1
e limitada pela curva cuja equagdo € y = 1/x%2 e pelo eixo
x. Caso seja possivel, determine-o.

Determine se é possivel atribuir um nimero finito para re-
presentar a medida do volume do sélido formado pela rota-
¢d0, em torno do eixo x, da regido limitada pelo eixo x, pelo
eixo y e pela curva cuja equagdo é y = e ~2*. Caso seja pos-
sivel, determine-o.

Para a bateria do Exemplo 8, ache a probabilidade de que
uma bateria escolhida ao acaso tenha um tempo de vida de
(a2) ndo mais do que 50 h ¢ (b) pelo menos 75 h.

Para um certo tipo de lampada, a fun¢do densidade de pro-
babilidade de que x horas seja o tempo de vida util de seu
bulbo, escothido ao acaso, é dada por

9e" 4 sex 20

f(x):{o sex <0

Ache a probabilidade de que o tempo de vida util de um bul-
bo escolhido ao acaso: (a) esteja entre 40 e 60 h, e (b) seja
de pelo menos 60 h.

Em uma certa cidade, a funcio densidade de probabilidade
de que x min seja a duragdo de uma chamada telefonica es-

colhida ao acaso, é dada por
% e —x/3

0

sex >0
sex <0

-]

Ache a probabilidade de que uma chamada telefonica esco-
lhida ao acaso dure: (a) entre 1 min e 2 min e (b) pelo me-
nos 5 min.
Para um determinado aparelho, a fun¢do densidade de pro-
babilidade de que eleird precisar de manutengio x meses apds
sua compra € dada por
-0,02x
100 = {(()),O_Ze sex >0
sex <0

Se o aparelho tiver um ano de garantia, qual ser4 a probabi-
lidade de que um comprador escolhido ao acaso néo precise
consertar seu aparelho durante o prazo de garantia?
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31. Se f for uma fungio densidade de probabilidade, entdo
a média (ou valor médio) das probabilidades sera dada por

S”’ xf(x) dx. Ache a média das probabilidades obti-

das da fungio de densidade exponencial (4).
32. Uma fungio densidade de probabilidade uniforme é defini-
da por

0 sex <c¢
f(x) = y sec<x<d
0 sed<x

Mostre que essa fungdo satisfaz as condigdes necessarias parzi
que possamos classifica-la como uma funcéo densidade de
probabilidade.

Os Exercicios de 33 a 36 mostram aplicacdes de integrais impro-
prias no campo da Economia. Suponha que exista um fluxo con-
tinuo de rendimento para o qual 0s juros sejam compostos con-
tinuamente a uma taxa anual 100i% e seja f(t) o rendimento em
t anos. Se o rendimento continuar indefinidamente, o valor atual
V, de toda a renda futura, serd definido por

V= fo”" ft)e™" de

33. Um fluxo continuo de renda decresce com o tempo ¢ em /
anos o rendimento é 1.000 - 2~¢. Ache o valor atual dessa
renda, se for usada permanentemente, uma taxa anual de ju-
ros de 8%, compostos continuamente.

34. Suponha que o dono de um imével comercial receba um alu-
guel permanente pela propriedade, pago indefinidamente. Se
o aluguel anual for de $ 12.000 e o dinheiro render 10% ao
ano, compostos continuamente, ache o valor atual de todos
os pagamentos futuros.
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35. O bonus do Governo Britinico é uma ap6lice que rende ao
portador apenas um pagamento anual. Sendo R o valor atual
de um fluxo de pagamentos anuais e usando a taxa de juros
correntes anuais de 100i%, compostos continuamente, mos-
tre que um prego satisfatério para a venda de um desses bo-
nus é R/i.

36. O fluxo continuo de lucros de uma empresa € crescente no

tempo e em ¢ anos o montante do lucro € proporcional a ¢.
Mostre que o valor atual da empresa € inversamente propor-
cional a i2, onde 100i% ¢ a taxa de juros compostos conti-
nuamente.

37. Determine os valores de n para os quais a seguinte integral
+ dx

improépria é convergente: e an

prop ¢ gente L x(In x)*

38. Determine um valor de n para o qual a integral imprdpria

S+°°< n B 3x
1 x + 1 2x2 + n

a integral para esse valor de n.
39. Determine um valor de n para o qual a integral imprépria

)dx é convergente e calcule

SN’ nx” - L )dx é convergente e calcule a
1 x¥ +1 3x + 1 g

integral para esse valor de n.
40. Suponha que f seja continua para todos os valores de x. Prove

que se
lim f“f(x)dx=L e lim f"f(x)dx=M
a—+—w a b=+ ¢

entdo, sendo d um numero real qualquer,

lim Ldf(x)dx+ lim L”f(x>dx=L+M

a——w b=+

Sugestdo: [ f(x) dx = [(f@ax+ [ 1) dx
Lbf(x) dx = J:f(x) dx + Lbf(x) dx

11.4 OUTRAS INTEGRAIS
IMPROPRIAS

A Figura 1 mostra a regido limitada pela curva cuja equagao éy = 1//x, pelo
eixo x, pelo eixo y e pela reta x = 4. Se for possivel ter um numero que repre-

sente a medida da area dessa regido, ele sera obtido por

|
y lim —
lall—~o -'=Zl J&

&

x-0%

FIGURA 1

Ax

Se esse limite existir, ele sera a integral definida denotada por

(1)

Entretanto, o integrando ¢ descontinuo no extremo inferior zero. Além disso,
lim 1/4/x = + o, assim dizemos que o integrando tem uma descontinuidade

infinita no extremo inferior. Essa integral é impropria e sua existéncia pode ser
determinada através da defini¢do dada a seguir.
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Se f for continua para todo x no intervalo semi-aberto a esquerda (a, b], € se
lim f(x) = * o, entdo

x—at

S” f() dx = lim f” 09 dx

tsa*

se esse limite existir.

» ILUSTRACAO 1 Vamos determinar se é possivel representar por um nimero
a medida da drea da regido mostrada na Figura 1. Da discussdo que precedeu
a Defini¢do 11.4.1, a medida da 4rea da regido dada serd uma integral impro-
pria (1), se ela existir. Pela Defini¢do 11.4.1,

— = lim

=0t Jy ﬁ

= lim 2x1/2]:‘

4 dx 4 dx
X

0

=0+
= lim (4 — 2/1)
[Radth
=4-0
=4
Logo, 4 serd a medida da area da regido dada. <

Se o integrando tiver uma descontinuidade infinita no extremo superior da
integrag@o, usaremos a seguinte defini¢io para determinar a existéncia da inte-
gral improépria.

Se f for continua em todos os x no intervalo semi-aberto a direita [a, b) ¢ se
lim f(x) = *co, entdo

x— b~

S” f0) dx = lim S F(x) dx

t=b~

se esse limite existir.

Se existir uma descontinuidade infinita num ponto interior ao intervalo de
integracgdo, a existéncia da integral imprdpria serd determinada a partir da defi-
ni¢do a seguir.

Se f for continua em todos os valores de x no intervalo [a, b] exceto ¢, onde
a <c<beselim|f(x)] = +, entdo
X=C

1N ) dx = lim [l 700 ax + tim [ f00 dx

tac- Ja soc

se esses limites existirem.

b . . ’ . P o
Se S J(x) dx for uma integral imprdpria, ela serd convergente se o limite cor-
a

respondente existir; caso contrdrio ela sera divergente.
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EXEMPLO 1 Calcule a integral, se ela for convergente:

2 dx
o (x — 1)2

Solucdo O integrando tem uma descontinuidade infinita em 1. Aplicando
a Defini¢do 11.4.3, temos

Pdx o J X lim r dx
O(X_l)z_l—'l' o(x—l)z' s=1t [ (x—l)z
T 1P

= lim | — + lim | —
t—1 - x—1 0 s—=1t x—1 s
1 1
-1

Como nenhum desses limites existe, a integral impropria é divergente.

Il
T
=3
|
|
|
_
|
o
| |
+
‘1‘._.
=3

» ILUSTRACAO 2 Suponha que, ao calcular a integral do Exemplo 1, passou
despercebida a descontinuidade infinita do integrando em 1. Teriamos obtido

1P 1+1
x—1], 1 =1

Esse resultado ¢, obviamente, incorreto. Como 1/(x — 1)? nunca é negativo,
a integral de 0 a 2 ndo poderia ser um nimero negativo. |

EXEMPLO 2 Calcule a integral, se ela for convergente: e

fol x In x dx

Solugdo O integrando tem uma descontinuidade no extremo inferior. Da
Definicao 11.4.1,

1 . 1
f xInxdx = lim |. xln xdx
Y -0+ V!

1
— im |Ly2 1.2
= lim [2x In x — x ]:

t-—b0+
= lim [3In1—3—3t*Int+ 3]
(—>0+
Logo,
folxmde=0—%—%lim t*Int+0 )

t=0+
Para calcular

. . Int
lim t2In¢t = lim —
=0+ -0+ 1

t
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aplicamos a regra de L.’Hépital, pois lim In? = —o e lim 1/£2 = 400,

t-0+ 150%
Temos

Logo, de (2)
! - _1
fo xInxdx = —3;

EXEMPLO 3 Calcule a integral, se ela for convergente:

+ 0 dx
1 xa/x? =1
Solugéo Nessa integral, temos tanto um extremo superior infinito quanto

uma descontinuidade infinita do integrando no extremo inferior. Procedemos
da seguinte maneira:
) b dx
———+ lim

+ o0 d
1 x+/x? r*l*ﬁ x/x* — b=+ J2 x4Jx2 — 1

lim [sec" x] + lim [sec’1 x]z

[ b=+

= lim (sec™'2 —sec™ ')+ lim (sec™!'b —sec™!2)
=17t b—+
in — lim sec™'t+ lim sec™!'b—4n
t—~1* b=+

=—-0+3m

N

n

A integral do Exemplo 3 é chamada de integral impropria de tipo misto.

EXERCICIOS 11.4

Nos Exercicios de 1 a 25, determine se a integral imprdpria é con- 10. (™ te 0 db i (2 gy 2 dx
vergente ou divergente. Se for convergente, calcule-a. : fo & “Jo 1—seny o (x =1
1 d f16 r-3 i ra d f+ o d . o
al 2 | 302 T Y | - E [ 1n x ax
0+l —x Jo X J-s Jx2 =9 Jo x*—2x =3 J2 xyx*—4 0
4 d ra ri rf2 d ro d 1 d
o | 2= s T | L e | 2 | 2 .| S
0 /16 — x? J2 16 — t2 J-a(z+3) Jo V2x — x2 Jo2(w+ 1) -1 X
. o [+~ d (2 d (r2 e V7 2 4
7. [Psecodo 8. N v | =5 20. ix 21 j =z
i J-24 - x? Jo X J-2Xx Jo x 12 In 2)
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2 2 i

22.j x dx 23._[ & 24.J _dx
o l—x 1 x/x2 =1 0 x/4 — x?
34

25.J 4
1 Jy—2

, o todx
26. Calcule, se existir: (a) ?;
-1

-r rt
(b) lim U d—x+J 1’5].
r-0* -1 X r X

Nos Exercicios de 27 a 29, ache os valores de n para os quais
a integral imprdpria converge e para esses valores calcule a in-
tegral.

1 n
27. fo x" dx

28. [01 x"lnxdx  29. fO‘ x" 1In? x dx

30.

31.

32.

33.
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Mostre que é possivel representar por um nimero a me-
dida da 4rea da regido limitada pela curva cuja equacdo é
y = 1/4/x, pelareta x = 1 e pelos eixos x e y; mas que nio
é possivel representar por um numero finito o volume do s6-
lido obtido pela rotagdo da regiio em torno do eixo x.
Determine se € possivel representar por um ntimero a medi-
da do volume do sélido formado pela rotagdo, em torno
do eixo x, da regido limitada pela curva cuja equagido é
y = x~ 13, pela reta x = 8 e pelos eixos x e y.

. . b x
Dada a integral imprépria S == a onde b > a,
a

determine se a integral é convergente ou divergente em cada
umdoscasos: (@) 0 < n< l;(b)n=1,(c)n>1.Sea
integral for convergente, calcule-a.

Use integragdo para provar que a circunferéncia do circulo
x? + y* = a?é 2na.

11.5 A FORMULA DE TAYLOR Os valores de uma funcio polinomial podem ser encontrados através de um nu-
mero finito de adigdes e multiplicagdes. Por outro lado, existem outras fun-
¢des, tais como a logaritmica, a exponencial e as fungGes trigonométricas, que
nao podem ser calculadas tdo facilmente. Vamos mostrar nesta sec¢do que muitas
fungdes podem ser aproximadas por polinémios € que os polinémios, em vez,
da fungdo original; podem ser usados para calculos, quando a diferenga entre
o valor da fun¢@o em um ponto e o da aproximagio polinomial for suficiente-

mente pequena.

Existem varios métodos para aproximar uma fun¢do dada por polinémios.
Um dos mais usados é o que envolve a férmula de Taylor, assim chamada em "
homenagem ao matematico inglés Brook Taylor (1685-1731). O teorema a se-
guir, que pode ser considerado como uma generalizagdo do teorema do valor
médio (4.3.2), estabelece a formula de Taylor.

11.5.1 TEOREMA

Seja fuma funcgdo tal que fe suas n primeiras derivadas sdo continuas no inter- |
valo fechado [a, b]. Além disso, f * Y(x) existe para todo x no intervalo aber-
to (a, b)». Entdo, existe um nimero £ no intervalo aberto (a, b) tal que

r&)=1@+ LD -0+ LD -

P L ap 1 100

(n + 1! G-arrt

(1) ?

A férmula (1) também ¢ valida se b < a; neste caso, [a, b] ¢ substituido por |
[b, a} e (a, b) por (b, a). .

Note que se n = 0, (1) torna-se

f(b)

= f(@) + )b — a)

onde & estd entre a e b. Esse resultado é o teorema do valor médio.
Adiaremos a prova do Teorema 11.5.1, que sera dada ainda nesta secgdo.
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Se em (1) b for substituido por x, obteremos a férmula de Taylor. Ela é

f0=f@+L @ L9 -0+ LD gy

w-ap+ L) o et (2

+ 7@
n! (n + 1)

onde £ esta entre a e x.

A condic¢do sob a qual (2) é vdlida é que f e suas n primeiras derivadas devem
ser continuas num intervalo fechado contendo @ e x, e a (n + 1)-ésima derivada
de f deve existir em todos os pontos do intervalo aberto correspondente. A for-
mula (2) pode ser escrita

f(x) = P,{x) + R,(x) ©)

onde

P =1@+ LD -0+ L@ 9D -a+. A LD o | 9

Ry L)

_ n + 1 . i .
n + 1) x - a onde £ estd entre a e x (5)

P,(x) é chamado polinémio de Taylor de enésimo grau da fun¢do f no nime-
1o a e R,(x) é chamado de resto. O termo R,(x), conforme dado em (5), é cha-
mado de resto na forma de Lagrange, em homenagem ao matemdtico francés
Joseph L. Lagrange (1736-1813).

O caso especial da férmula de Taylor, obtida tomando @ = 0 em (2) é

o)+ L@ L SO + 20 So @)
T@ =10+, 2! T ey

onde £ estd entre O e x. Essa formula é chamada de férmula de Maclaurin em
homenagem ao matemadtico escocés Colin Maclaurin (1698-1746). Entretanto,
a férmula foi obtida antes por Taylor e por outro matematico britanico, James
Stirling (1692-1770). O polinémio de Maclaurin de enésimo grau para uma fun-
¢do f, obtida de (4) coma = 0, é

Po=f@+ L x4 O oy L LOO ©)

Podemos aproximar uma fung¢ido através de um polindmio de Taylor em um
numero a ou por um polindmio de Maclaurin.

» ILUSTRACAO 1 Vamos calcular o polindmio de Maclaurin do enésimo grau
para a fung¢do exponencial natural. Se f(x) = e*, todas as derivadas de f em

Xx sdo e* e as derivadas em O sdo iguais a 1. Logo, de (6)
x?2 X3 x"
P(x)—1+x+——+—3—'+ +E W)




W

By(x)

v v v v oy oy by
-1 -0,2| 0,2 1
FIGURA 1
y
Aoy |
i -0,2] 0,2 1
FIGURA 2
Tabela 1
n et P,(0,4) e%4— P,0,4)
0 1,4918 1 0,4918
1 1,4918 1,4 0,0918
2 1,4918 1,48 0,0118
3 1,4918 11,4907 0,0011
Tabela 2
n | e  P0,2) e%-Py0,2)
0 1,2214 1 0,2214
1 1,2214 1,2 0,0214
2 1,2214 1,22 0,0014
3 1,2214 11,2213 0,0001
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Assim, os quatro primeiros polindmios de Maclaurin da fun¢do exponencial na-
tural sdo

Pyix)=1

P(x)=1+x

Py(x) =1+ x +1x?

Pyx) =1+ x + ix? + &3

Nas Figuras de 1 a 4 o grafico de f(x) = e* aparece junto com os graficos
de Py(x), P,(x), Py(x) e Py(x), respectivamente. Na Figura 5 os graficos dos qua-
tro polindmios de Maclaurin e o grafico de f(x) = e* estio no mesmo sistema
de coordenadas. Observe como os polindmios aproximam e* para valores de
x proximos de zero e note que 4 medida que 7 cresce, a aproximagdo melhora.
As Tabelas 1 e 2 ddo valores de e*, P,(x) (quandoné 0, 1,2 e 3)ee* — P,(x)
parax = 0,4e x = 0,2, respectivamente. A partir desses dois valores de x pode-
mos imaginar que quanto mais proximos de zero estiverem os valores de x, me-
lhor sera a aproximacdo para um dado P,(x). <

- fw =

I R B

-1
FIGURA 3

FIGURA 4

- W=

FIGURA 5
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» ILUSTRAGCAO2 Vamos determinar agora o polinémio de Maclaurin de ené-
simo grau para a fung¢do seno. Se f(x) = sen x, entdo

f(x)=cos x f'(x)= —senx  f"(x)= —cos x

SMx)=senx fYx)=cosx  f“Ux)= —sen x
e assim por diante. Assim f(0) = 0,
fO=1 f0=0 [f"O=-1 f"0)=0 [f0)=1

e assim por diante. De (6),

3 XS ‘.7 .\'2"_ 1

N S SN S TES B
Pl=x=—gr+5 -+ +=0" 50—

Entdo Pyx) = 0,

P,(x)=x Py(x) = x

Py(x) = x — %3- Pa(x) = x — fg

Ps(x) = x %-}- g Pg(x) = x %—k ]\;(—)

Py x-S X X by —% + 1V\2’o' - ~5.)(C);40

6 120  5.040

e assim por diante.

A Figura 6 mostra o grafico da fun¢io seno, bem como os gréficos de seus
polindmios de Maclaurin de graus 1, 3, 5 e 7. Note que as aproximagdes polino-
miais sdo melhores a medida que n cresce. |

Py(x) Py(x)

P\(x) Pyx)

FIGURA 6

EXEMPLO 1 Ache o polindmio de Taylor de terceiro grau da fungiio co-seno
em 4 e o resto na forma de Lagrange.
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Solucéo Seja f(x) = cos x. Entao de (4),

el l//l 3
=)o () D)+ B2 0

Como f(x)=cosx, f(m) =42 f(x)=—senx, [fln)=—3$J2;
f(x) = —cos x, f"(4m) = —4/2; f"(x) = sen x, f"(4n) = $J/2. Logo,

P3(x) = 332 = $320x = dm) = 12 — 40)? + 15/2x — 4)?

Como fi(x) = cos x, de (5) obtemos

Ry(x) = 55(cos &)(x — +m)* . onde £ estd entre 7 € X

Como |cos £| < 1, podemos concluir que para todo x, |R;(x)| < 4 (x — $7)%
De (3),
|Rx)] = | f(x) — P(x)| @®)

Se P,(x) for usado para aproximar f(x), diremos que temos uma limitacdo su-
perior para o erro dessa aproximag¢io, se pudermos achar um nimero E > 0
tal que |R,(x)| < E ou, de (8), tal que |f(x) — P,(x)| < E ou, analogamente,

P(x)— E< f(x) S P(x)+ E

EXEMPLO 2 Use o resultado do Exemplo 1 para calcular um valor aproxi-

mado de cos 47° e determine a precisdo do resultado.
Solucdo 47° ~ 97 rad. Assim, na solugdo do Exemplo 1, seja x = {57
ex — M = 57 €
cos 47° = 1\/_[1 — 567 — 3(gom)* + £(5om)°] + Rs({56m)
onde

Ry({5om) = 75 cos &(gon)*  com im < & < {gpn
Como 0 < cosé < 1,

0 < Ry({¥%m) < F(dsm)* < 0,00000007
Sendo g7 ~ 0,0349066, obtemos

cos 47° ~ 0,681998

que ¢é exato ‘até a sexta casa decimal.

EXEMPLO 3 Use um polinémio de Maclaurin para encontrar um valor de /e,
exato até a quarta casa decimal.

Solugdo Se f(x) = e*, entdo de (7), o polindmio de Maclaurin do enési-
mo grau de f(x) sera
2 x3 x"

P,,(x)—1+x+7+?+ +;1'!—
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e de (5),
ot

xnt1 onde £ esta entre 0 e x
(n+ 1)

Rﬂ(x) =

Queremos |R,(3)| menor do que 0,00005. Na férmula acima, seja x = 4, €
como e'?2 < 2, temos

el/? 2 1
2 ) 2 1) 2 + 1)

«(2)| serd menor do que 0, se 1/2"(n + 1! < 0, . Quando n = 5,
R,(3) A d 0,00005 se 1/27(; I)! < 0,00005. Quand 5

IR.3)| <

1 1
2n+ 1) (32)(720)
= 0,00004

Como 0,00004 < 0,00005, tomamos Py(4) como a aproximagdo de /e exata
até a quarta casa decimal. Como

Psa)=1+3+5+ds+ 38 + 3550
obtemos /e = 1,6487.

Agora provaremos o Teorema 11.5.1. H4 vérias provas conhecidas desse teo-
rema, embora nenhuma delas seja bem argumentada. A demonstragio a seguir
faz uso do teorema do valor médio de Cauchy (11.1.3).

Prova do Teorema 11.5.1 Sejam F e G duas fungdes definidas por

LY «J'

" (n—1) (n)
Fx) = ) ~ 09~ f)b— 9 =L - xpp . LD s S0
2! (n—1) n!
€
b _ n+1
G(x) = ((n%l)' (10)
Segue que F(b) = 0 e G(b) = 0. Derivando (9), obtemos
FI) = —f00 + 16 = 0(b — ) + L 00 =2
I e et G
2! 3t 3!
L 0= Db — 7t s —
(n—1)! (n— 1)
W = Xt f )b —
+ n! - n!

Combinando os termos, vemos que a soma dos termos de ordem fmpar com
os termos seguintes de ordem par ¢ zero; assim sendo, resta somente o dltimo
termo. Logo

(n+1)
Foo= -T2y (1)
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Derivando (10), obtemos

609 =~ (b~ (12)

Testanto as hipoteses do Teorema 11.1.3, vemos que

(i) F ¢ G sdo continuas em [a, b];

(ii) F e G sdo derivaveis em (a, b);

(iii) para todo x em (a, b), G'(x) # 0.
Assim, pelo Teorema 11.1.3,

F(b) — Fla) _ F(S)

G(b) — G(a) G'(%)
onde ¢ esta em (a, b). Mas F(b) = 0 e G(b) = 0. Entéo,
F'(¢) :
— Gla 13
para algum £ em (a, b).

Fazendo x = aem (10), x = £ em (11) e x = £ em (12) e, substituindo em
(13), obtemos

N - f("+1)(f) B n[: n! ](b _ a)n+1
o - [ F(a) - (b é) ( _ 5)"

F(a) =

(n+ 1)
_f‘"“’(é) ki
F@ =" 6= (14)
Se x = a'em (9), obtemos
" (n—1) a (n) a
Fa = 0~ @~ F@ — a0~ 132 et .. LD - apm LD oy
Substituindo (14) na relagdo acima, teremos
11 (n), {(n+1)
16 =@+ f@6 -+ L —ap v+ DDy T o
n! (n+ 1)
que € o resultado desejado. O teorema ¢ valido se b < a, pois a conclusdo do
Teorema 11.1.3 ndo depende da posicédo relativa de a € b. u

Existem outras formas de apresentar o resto da férmula de Taylor. Depen-
dendo da fungdo, uma forma pode ser preferivel a outra. O teorema a seguir
apresenta o resto como uma integral e é conhecido como forma integral do res-
to da formula de Taylor.

11.5.2 TEOREMA | Se f for uma fungdo cujas n + 1 primeiras derivadas sao continuas em um in-
tervalo fechado contendo a e x, entdo f(x) = ,,(x) R,(x), onde P,(x) é o
polinc“)mio de Taylor de ordem n de f em a e R,(x) é o resto dado por

R,(x) = S (x — t)"ﬂ" +0(f) dt

A demonstracgdo desse teorema sera deixada como exercicio (veja o Exercicio
30).
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Formas Indeterminadas, Integrais Impréprias e a Formula de Taylor

EXERCICIOS 11.5

Nos Exercicios de 1 a 14, ache o polinémio de Taylor do enési-
mo grau com resto de Lagrange no nimero a para a funcdo de-
finida pela equacdo dada.
l.f(x)zL;a= ILn=3
x—2
3. f(x)=x¥%a=4n=3
5 f(x)=senx;a=%tmn=3
7. f(x)=senhx;a=0;n=4
9. fX)=Inx;a=1;n=3
10. f(x)=Inx+2);a=~1;n=3
1. f(x)=Incosx;a=4m; n=3
12. f(x)=e 5 a=0,n=3
13. f(X)=(1 +x)¥%a=0n=3
4. f(x)=(1—-x)"Y%a=0;n=3

2. f(x)=e %a=0,n=4

4. f(x)=tgx;a=0:4 =3
6. f(x)=coshx;a=0n=4
8. f(x)=\/;;a=4;n=4

15. Calcule o valor de e exato até a quinta casa decimal e prove
que sua resposta tem a precisdo pedida.

16. Use o polindmio de Taylor do Exercicio 8 para calcular /5
com precisdo até a casa decimal que justifique desprezar R,.

" 17. Estime o erro que se comete quando cos x é substituido por
1 — +x%se |x| < 0,1.

18. Estime o erro que se comete quando +/1 + x é substituido
por1 + +xse0 < x < 0,01.

19. Calcule sen 31° com precisdo de trés casas decimais, usando
o polindmio de Taylor do Exercicio 5 em %+ (Use a apro-
ximagdo 457 =~ 0,0175.)

20. Use o polindmio de Maclaurin para a fungio definida por
J(x) = In(1 + x), para calcular o valor de In 1,2 com quatro
casas decimais de precisdo. )

21. Use o polinémio de Maclaurin para a funcéo definida por

S0 =t

para calcular o valor de In 1,2 com precisdo até a quarta ca-
sa decimal. Compare o resultado com o do Exercicio 20.

22. Mostre que se 0 < x < &,

. x3
senx = x — ——

3!

onde |[R(X)| < 53

+ R(x)

23. Use o resultado do Exercicio 22 para encontrar um valor apro-

147

ximado de sen x2 dx e estime o erro.

0

24. Mostre que a férmula (1 + x)*2 = 1 + 2x é precisa até a
terceira casa decimal se —0,03 < x < 0.

25. Mostre que a formula (1 + x)7'/2 = 1 ~ +x ¢ precisa até
a segunda casa decimal se —0,1 < x < 0.

26. Faga esbogos dos graficos de y = senxe y = mx no mesmo
conjunto de eixos. Note que se m for positivo e préximo de
zero, entdo os gréficos interceptam-se num ponto cuja abs-
cissa é préxima de #. Seja f(x) = sen x — mx. Usando o
polindmio de Taylor do segundo grau de fem 7 mostre que
uma solugdo aproximada da equagdo sen x = mx, quando
m € positivo e proximo de zero, é dada por x = /(1 + m).

27. Use o método descrito no Exercicio 26 para encontrar uma
solu¢do aproximada da equagdo cotg x = mx quando m é
positivo e proximo de zero.

28. (a) Use o polindmio de Maclaurin do primeiro grau para apro-
ximar e¥ se 0 < k < 0,01. (b) Estime o erro em termos de k.

29. Aplique a férmula de Taylor para expressar o polindmio
P(x) = x* — x3 + 2x* — 3x + 1 como um polinémio em .
poténcias de (x — 1).

30. Prove o Teorema 11.5.2.

(Sugestdo: seja Sx f’(t)df = f(x) — f(a). Resolva em
a
S(x) e integre Sx S'(Odt por partes fazendo u = f'()
a
e dv = dt. Repita esse processo e o resultado desejado

segue por indugdo matematica.)

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 11

Nos Exercicios de 1 a 18, calcule o limite, se existir.

1 2
1 lim ER2% 2. lim S
x—0+ senh? x -2\l —senx cos?x
. . e—(l+x)t=
3. lim (cosec® x ~ x~2) 4. lim e-(+x"
x=0 ’ x—=0 X
. In(l + e/t 1
5. lim _(T/) 6. lim xlnx+
t~+ t X+ x -1
. thO
7. lim (sen? x)8* 8 lim —
x—nf2 t2+w €

9, lim s€n 2y 10. llm zcos 3z
y—0 Y —senly z=nj2- €OS%Zz
1L lim (1 + 41> 12. lim (1 + e®)~2»
=0~ y—=+o
. In(In x) . x—tglx
13. lim ——t9 4 lim X8 %
x—alr-:lw ln(x —In x) xl_l:f;l) 4x3
15. lim 89 *3

1/x

. sén x
16. lim

9-n/2 SEC 6 -1 x—0 X -

1\t x
(&)

17. lim (" — x)'* © 18,

x= + a0

lim



Exercicios de Revisdo do Capitulo 11 ' 685

Nos Exercicios de 19 a 32, determine se a integral imprdpria é
convergente ou divergente. Se for convergente, calcule-a.

9 JO dx 2 [+ dx
) s2x+3 “Jo Ve
° dx (¢ xdx
21. —_— 22.
J_w(x—Z)z J2 A/x =2
/4 2 [+ dt
23, fo cotg? 6 do 24.  FiE
25. fjw 4% dx 26. ffw xe*dx
y [, s [T
Jo x Jo \/;
tw dx YInx
29, e——— 30. —d
)o@ ¥4x+5 L x
(1 dx (o dx
31. 5 2| ——
Jox+x J-3/3 —2x —x

33. Dada

l_elx

f(x) = 2x

-1 sex=0 .

sex #0

(a) Prove que f é continua em 0, usando a Defini¢do 2.6.1.
(b) Prove que f ¢ diferencidvel em 0 calculando f’(0).
34. Dada a fungdo f do Exercicio 33, ache, se existir: (a)
lim f(x); (b) Lim f(x).
) X— +o© X — —00
35. Dada
e —e *
—_— 0
f) =l —e sex #
1 sex=0
(a) f € continua em 0? (b) Ache lim f(x), se existir.
X - +©

36. Se a reta normal & curva y = In x no ponto (x,, In x,) inter-
cepta 0 eixo x no ponto cuja abscissa é a, prove
que lim (@ — x) = 0.

X)— 4

37. Calcule, se existirem:

@ [ semhxdx (b lim [7 senhxdx

r—+o
38. (a) Prove que . Erpw (x"/e®) = 0 para todo n inteiro posi-
tivo. (b) Ache lirr%) (e~V*/x™), onde x > 0 e n é qualquer
X

inteiro positivo, fazendo x = 1/t e usando o resultado da
parte (a).

Nos Exercicios de 39 a 41, ache o polinémio de Taylor de grau
n com resto de Lagrange em um niimero a para a fungdo defini-
da pela equacdo dada.

39. ftx)y=cosx;a=0;n="6

40.
41.

42.

43.

44.

45

46.

47

48.

49.

50.

S1.

52.

fO=(+x) a=1Tin=3
f)=x"Y%4a=9n=4

2 oA .
Expresse e*” e cos x como polindmios de Maclaurin de grau
4 e use-os para calcular

2
e* —cos x

lim I

x=0 X
Calcule o limite do Exercicio 42 usando a regra de L’Hopital.
Aplique a formula de Taylor para expressar o polinémio

P(x) =4x3 + 5x> —2x + 1

como um polinémio em poténcias de x + 2.

Determine se é possivel representar por um niumero a medi-
da da 4rea da regido a direita do eixo y, limitada pela curva
4y2 —~ xy?2 — x2 = 0 e sua assintota. Sendo possivel,
calcule-o.

Determine se € possivel représentar por um nimero a medi-
da da area da regido limitada pela curva cuja equagdo é
2xy — y = 1, pelo eixo x e pela reta x = 1. Sendo possivel,
calcule-o.

Determine se é possivel represéntar por um nimero a medi-
da da 4rea da regido no primeiro quadrante abaixo da curva
cuja equagdo é y = e~*. Sendo possivel, calcule-o.

Ache os valores de n para os quais a integral impropria

+a)l
J n"x dx
. x

converge e calcule-a para esses valores de n.

Em certo campus universitario a fun¢do densidade de pro-
babilidade de que a duragdo de uma chamada telef6nica se-
ja x min é dada por

0,4¢ %% sex 20
Jx) = {O sex <0

Qual a probabilidade de que um telefonema escolhido ao aca-
so dure (a) entre 2 e 3 min; (b) no maximo 3 min; (c) no mi-
nimo 10 min? ‘

Se os quatro primeiros termos do polinémio de Maclaurin
forem usados para aproximar o valor de /e, qual serd a pre-
cisdo do resultado?

Suponha que determinado negdcio produza um fluxo conti-
nuo de renda e que em ¢ anos a partir de agora a renda seja

‘dada por 1.000¢ — 300. Qual o valor atual de todo o rendi-

mento futuro se 8% ao ano for a taxa de juros compostos
continuamente? (Sugestdo: veja o paragrafo que precede o
Exercicio 33 nos Exercicios 11.3.)

X -

.. e as
Mostre que lim -—-x— = ], sem usar a regra de I’ Hopital.

x-0
(Sugestdo: calcule f’(0) para f{x) = e*, usando a defini¢do
de uma derivada.)






Apéndice

A.1 USO DE UMA TABELA
DE INTEGRAIS

Apresentamos vdrias técnicas de integragdo e vimos como elas sdo uteis para
a avaliacdo de muitas integrais. No entanto, hd ocasides em que esses procedi-
mentos nao sao suficientes ou levam a uma integragdo complicada. Em tais ca-
s0s, vocé pode desejar usar uma tabela de integrais. Tabelas bastante comple-
tas aparecem em textos de Matematica, e tabelas menores sdo encontradas na
maioria dos textos de Calculo. Deve-se ter o cuidado de ndo se confiar total-
mente nas tabelas, ao calcular integrais. E essencial que se tenha o dominio das
técnicas de integragdo, como foi mencionado no Capitulo 9, pois pode ser ne-
cessario empregar algumas das técnicas para expressar o integrando numa for-
ma que seja encontrada em uma tabela.

Uma tabela breve de integrais aparece no final deste livro. As férmulas usa-
das nos exemplos e exercicios desta sec¢do aparecem nessa tabela. Observe que
na tabela ha legendas indicando a forma do integrando. A primeira legenda é
Algumas Formas Elementares e as cinco férmulas incluidas constam daquelas
dadas na introdugdo ao Capitulo 9. A segunda legenda é Formas Racionais Con-
tendo a + bu. O primeiro exemplo utiliza uma dessas férmulas.

EXEMPLO 1 Calcule

[ xdx

4 -x)?

Solugdo A férmula 10 na tabela de integrais ¢

LY

~

udu _L a _ 1 +C
(a+bu)®  b*|2a+buP? a+bu

LY

Usando essa formula com u = x,a = 4e b = —1, temos
x dx _ 1 4 1 4 C
4-xP (—1)?|24—-x?¢ 4—x
2 . | '
=————+4C
4 — x)? a—x "

EXEMPLO 2 Calcule

dx
6 — 2x?
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Solugédo A fdérmula 25 na tabela é
du 1 u+a
= 1
_[az—uz 2aln u-—a+c M

Observe que essa formula pode ser usada se o coeficiente de x2 na integral for
1, em vez de 2. Assim, escrevemos

[ dx 1 dx
J6—2x2 2] 3-_x2

Para a integral a direita aplicamos (1) com ¥ = x ¢ @ = V3 e nds temos

-

_dx 1 1 LR VE] I

J6-22"2 23 |x_ /3
=\/—§lnx+ 3+C
2=

EXEMPLO 3 Calcule
[ dx
8x?% + 4x

LY

Solucédo

[ dx 1 dx

J8xT+4x 4] x(2x + 1)

A integral no segundo membro é da forma
[ du

J ula + bu)

ondeu = x,a =1eb = 2.-A féormula 11 na tabela é

[ du _! In ! +C
Jua+buy) a  |a+ bu
Usando essa formula,temos
1 dx 11 x
o — = . llnl—>
4Jx(2x+l) 2 1M Ty T C
_1 In +C
T4 2x+ 1
EXEMPLO 4 Calcule
[ dx
JVx?+2x -3
Solugédo A férmula 27 na tabela é :
f  du ‘
—————=Infu+Ju* £ a*|+C : ()
J Jut + @t




Apéndice . A-3

Podemos aplicar essa férmula & integral dada se obtivermos uma expressdo da
forma u? * a2, completando o quadrado sob o sinal radical. Para completar
o quadrado de x2 + 2x acrescentamos 1 e, portanto, também subtraimos 1.
Assim, escrevemos '
x2+2x—3=(x*+2x+1)—1-3
=(x+1>-4

Portanto,

dx dx
j,/x2+2x—3 —.[\/(x+1)2—4

A integral é da forma

j du

Ju? —a?

ondeu = x + 1 ea = 2. Logo, de (2),

=1n|(x + 1)+ J(x + 1)? —4| +C

dx
L/(x+1)2—4
' =Injx + 1 ++/x*+2x - 3|+ C

EXEMPLO 5 Calcule
fxz\/4x2—+1 dx
Solugdo A férmula 29 na tabela, com o sinal mais, ¢
fuzmdu =§(2u2 +a)Ju + a? —‘;—41n|u +Ji+a|+C (3

Podemos aplicar essa férmula escrevendo a integral do seguinte modo:

J‘xzx/4x2+1dx=J‘x2 /4 x2+l dx
= J /x + dx

De (3) com u = L, temos

J [x? + dx— [§ 2x +1> [x? + = 161nx+ [x? 4+~ ’ +C
(8x +1) [x? lnx+ /x + - ’+C

Das formulas 16, 19, 21, 73, 77, 86 e 98, entre outras, expressamos uma inte-
gral em termos de uma integral mais simples da mesma forma. Tais férmulas
sdo chamadas férmulas de redugdo. O exemplo a seguir mostra como elas sdo
aplicadas.

[ 8]

><
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EXEMPLO 6 Calcule

fsecs x dx
Solugéo A férmula 77 é
Esec"udu=#sec"‘2utgu+—n_—zssec"'2udu )
.n -1 n-1

Aplicamos essa formula com ¥ = xen = 5 e temos

gsecsxdx= Tsecd xtgx + %Esec’xdx

Agora aplicamos (4) a integral no segundo termo com n = 3 e obtemos

5sec5xdx= T secd xtgx + %(%secxtgx+%jsecxdx)

Tsec’ xtgx + Fsecxtgx + 2 In|sec x + tgx| + C

Como a integral no Exemplo 6 é uma poténcia impar da secante, ela pode ser
‘calculada com o uso de integragdo por partes, conforme foi explicado na Sec-
¢80 9.3. De fato, essa integral aparece como Exercicio 12 nos Exercicios 9.3.

EXERCICIOS A.1

Nos Exercicios de 1 a 36, use a tabela de integrais para calcular
a integral. Nos Exercicios de 1 a 4, o integra_ndo € uma forma
racional a + bu. Use uma das férmulas de 6 a 13.

1 x dx 2 x dx
)2+ 3x T -2

x2 dx dx
L 4 | ==
> J(6—>c)2 Jx(7+3x)

Nos Exercicios de 5 a 8, o integrando é uma forma contendo
Na t bu. Use uma das férmulas de 14 a 23.

5. fx\/l + 2x dx 6. [x*JT+2xdx
V1 +2x dx
7. | ————dx 8 | ———
J x J x2J/1 + 2x
Nos Exercicios 9 e 10, o integrando é uma Sforma contendo
@’ + w’. Use uma das férmulas de 24 a 26.

dx dx
9'J‘4—x2 IO'JXZ—ZS

Nos Exercicios de 11 a 14, o integrando é uma forma contendo
Vi £ &, Use uma das Jormulas de 27 a 38.

12. f\/4x2 + 1 dx

11f dx
) Vx% + 6x

VIx2 + 4 dx
13, | ——dx 14.
x (x —1)%/x2 = 2x =3

Nos Exercicios 15 e 16, o integrando é uma Sforma contendo
Na? — u? Use uma das férmulas de 39 a 48.

SO axt dx
15, { ————dx 16. | ————
x x2/25 — 9x2

Nos Exercicios 17 e 18, o integrando é uma Sforma contendo
2au — u?. Use uma das formulas de 49 a 58.

x2 dx
17. | x\4x — x? dx 18, | ——
f Vax — x?

Nos Exercicios de 19 a 24, o integrando é uma forma contendo
Jungdes trigonométricas. Use uma das formulas de 59 a 88.

19. (sen’ x dx 20. f cos® x dx
21. f cosec” x dx 22. f sen 3x cos S5x dx
23. ft“ cos t dt 24, fsen3 X cos’ x dx

Nos Exercicios 25 e 26, o integrando é uma Jforma contendo uma
Jungdo trigonométrica inversa. Use uma das Jormulas de 89 a 94.

25, fsec-l 3x dx 26. fzg-l 4t dt



Apéndice

Nos Exercicios de 27 a 34, o integrando é uma forma contendo
uma fungdo exponencial ou logaritmica. Use uma das formulas
de 95 a 106.

27. f x* e* dx 28. f x32% dx 29, f x2e** dx
30. fxz In x dx 31. fx3 In 3x)dx  32. foze"Z‘ dx
33. fe’-" sen 5x dx 34. fe‘“ cos 4t dt

Nos Exercicios 35 e 36, o integrando é uma forma contendo uma
JSuncdo hiperbdlica. Use uma das férmulas de 107 a 124.

35. f3y senh 5y dy 36. f e sech e* dx

Nos Exercicios de 37 a 52, use a tabela de integrais para calcular
a integral definida.

2 dx 3 xdx
37. —_— 38. _—
L x(5 — x)? L (1 + x)?

39.

41.

43

3 x%dx

0 \/x%2 +16

J;z x*1n x dx

2 f:\/xz + 2x — 15 dx

45. Lz Vaw — w? dw

47

49

51.

/4

. f’ sen 3¢ sen 5¢ dt
n/8
/2 3 3

.fo sen’ 2x cos® 2x dx

1
fo x3e?* dx

2 dx
40. ——
L O + dx)"

42.

44

46.

48.

50

52.

fl x%e"* dx

[0}

[P T
f:n sec® x dx

f:m tgb 6 do,

. f: wi/w? — 16 dw

16
f: e¥ sen 3t dt






FArmulas

O ALFABETO GREGO

a alfa 1 iota p rd

B beta k kapa c sigma
Y gama A lambda T tau

é delta u mi v ipsilon
€ epsilon v ni ¢ fi

¢ zeta & csi x qui

n eta o Omicron v psi

6 teta T pi (0] omega

FORMULAS DE GEOMETRIA

Os seguintes simbolos sdo usados para a medida:

r: raio h: altura b: base .  a: base C: circunferéncia A: éarea s: area da superficie
B: area da base V: volume

" Circulo: 4 = nr?;, C: 2nr

Tridngulo: A = Sbh

Retangulo e paralelogramo: A = bh

Trapézio: A = 1(a + b)h

Cilindro circular reto: V' = nrzh; S = 2nrh

Cone circular reto: V = —;—ﬂrzh; S = nrm
Esfera: V = $nr}; S = 4nr?

Prisma (com bases paralelas): ¥V = Bh

Pirdmide: V = JBh




F-2 Férmulas

FORMULAS DE TRIGONOMETRIA
—

As Oito Identidades Trigonométricas Fundamentais

sen x cosec x = | cos xsec x = 1 tgxcotgx =1 tg x = Senx cotg x = €os X
cos X sen x
sen?x + cos?x = 1 1 + tg?2x = sec?x 1 + cotg? x = cosec? x

Identidades Sobre Soma e Diferenca

sen(# + v) = sen ¥ COS vV + COs u sen v sen(¥ — V) = sen ¥ COS Vv — COS U sen v

cos( + v) = COS u COS V — sen & sen v cos(¥ — V) = CcOS U cCOosSV + sen u sen v

tg + v) = 1t —utg uttgvv el V) = 1t +utg uttgvv

Identidades Sobre Medidas Maltiplas

sen 2u = 2 sen # cos u
cos 2u = cos?u — sen?u cos2u =1 - 2sen?u cos 2u = 2 cos?u — 1

[g2u=_2_tg_u_

1 — tg?2u
1 — cos 2u 1 + cos 2u 1 — cos 2u
sen? y = ———=2 <= cos?y = ————=> =< tg?uy = ———
2 2 & 1 + cos 2u
sen2 Ly = L=cost 1= L+ cost
2 2
1 — cost ) sen ¢
tg 4t = — - tg Ly = SN 7
£ sen ¢ 82 1 + cos ¢t

Identidades para o Produto, Soma e Diferenca de Senos e Co-senos

Slsen(u + v) — sen(u — v)]
cos u cos v = [cos(u + v) + cos(u — V)] sen u sen v = 4[cos(u — v) — cos(u + V)]

s + ¢ s -t _ s+t s =t
2sen< > )cos( 3 ) sen s sen { = 2005( > >sen (———-2 >

s+t s —t _ _ s+t s —t
2cos( > >cos< > ) COS S — COs t = 2sen_<—2 >sen <—2 >

Algumas Férmulas de Redugao

sen u cos v = [sen(u + v) + sen(u — V)] COs U sen v

sen s + sen?

Cos § + cos !

sen(—x) = —sen x cos(—x) = cos x tg(—x) = —tgx
sen(37m — x) = cos x cos(+m - x) = sen x tg(3m — x) = cotg x
sen(37 + Xx) = cos x cos(+m + x) = —sen x tgGm + x) = —cotg x
sen(m — x) = sen x cos(mr — x) = —cos x tg(r — x) = —-tgx

Lei dos Senos e dos Co-senos

a, b e c representam as medidas dos lados de um tridngulo: a, B e y representam as medidas dos dngulos opostos aos
lados de medidas a, b, e ¢, respectivamente.

a = b = < ¢ =a?>+ b* — 2abcosy
sen a sen 8 sen y




Férmulas

TABELA DE DERIVADAS

.Du") = nu" ~ 'Du

.D,u +Vv)=Du + Dy

D,(uv) = u Dy + v Du-
vDu - uDy

o (5) -
x v B V2

R

5. D.(e¥) = e“ Dyu

6. D,(a") = a¥Ina Dyu

7.Dy(n u) = % Du

8. D (sen u) = cos u Du

9. D.(cosu) = —senu D,u

10. D, (tg u) = sec? u Du

11. Dcotg u) = — cosec® u D,u

12. D (sec u) = secutg u Du

13. D, (cosec u) = — cosec u cotg u Du
14. D (sen™' u) = 1 D,u

1 - u?

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.
22.
23.
24.
25.

D.(cos ' u) = ————= D
* : J1 - u?
Dytg™' w) = — 5 Dy
1 + u
Dcotg™' u) = ——L — Du
1 + u?
_ 1
D.(sec 'u) = ———Du
* u~Ju? -1
_ -1
D (cosec™' uy = ———==D,u
* u Ju? -1

D,(senh u) = cosh u Du

D,(cosh u) = senh u Du

D, (tgh u) = sech? u Du

D,(cotgh u) = —cosech? u D,u

D, (sech u) = —sech u tgh u Du

D, (cosech u) = —cosech u cotg u Du

TABELA DE INTEGRAIS

XM

Algumas Formas Elementares

un+l
1.Sdu=u+C 4.§u"du= +C (n# -1
n+1
2, Sadu =aqu + C
5. X—“ = Inlu] + C
3. S U@ + g)ldu = S faodu + Sg(u)du u
Formas Racionais Contendo a + bu
6.5 udi _ Lg i by~ ainja+ bull + C 10.5__%=L[ a -1 ]+c
a + bu b (@ + bu) b2 | 2(a + bu)? a + bu
2du 1 |1 du 1 u
7. (utaw 1L 23 2 11.§_=_1 —¥% _l+c
Sa TS [ 5 (a+bu) a(a+bu)+a ln|a+bu|]+C W + bW p n ey
S.SL“Z=L[L+In|a+bu|]+C 12.5_‘!“_:_L+£1n”_ﬂ+c
(@ + bu) b L a + bu u(a + bu) au a? u
2 2
9.SL"Z-=—1—3[a+bu——a———2aln|a+bu|]+C 13.S du___ _ 1 + Lm|l—% |+c
(@ + bu) b a + bu u@ + bu)? ala + bu) a? a + bu
Formas Contendo Ja + bu
Ja + budu = —2 - 2 _udu 2 Y v
14. Su a + budu = W(Sbu 2a)(a + bu)y’c + C 17. S N W(bu 2) Ja + bu + C
2
2 <n2,,2 2 3/2 utdu _ 2 2,2 _ : 2
15. { u?Ja s budu= 1562 — 12abu+8ad)(@ + bu)¥?+C 18. g—— = 2 (3p%? - dabu + 8a¥) Ja ¥ bu + C
S" avou 105b3( Ja + bu 156°
2" (a+ b2 2an § o 19 S u” du 2u” Ja + bu _ 2an S u" = ldu
16. nf = - ut~1Ja+budu .
S“ @+ bu du 52n + 3)  b(2n + 3) Ja + bu b2n + 1) b@n + 1) Y Ja + bu




F-4 Férmulas
1 n“a+b“_‘/‘7+c sea>0 22,5*‘“’“‘17‘“1“:2 a+bu+a5-—d"_
205 du _ Va Va + bu + Ja u ufa + bu
ua + bu 2_ -1 fatbu L cacp 23_3' Ja+budu _ _ _ (a+bu)”? _b(2n—5)3‘\/a+budu
V-a -a u” an — Du"~1' 2a(n -1 um !
21 S’ du —__~a+ bu _AZn—3)j du
u” Ja+bu a(n—-Du""'  2a(m-1) Ju"-'Ja + bu
Formas Contendo a? + u?
du 1 1 u
24 S = — + C
+ u? a ° a d ) ~ Lt selul<a
2&5_717=_4q1;£kc= a a
d . Hotgn-' % 4 ¢ se lu|< a u'-a® 2a luta —Lcotg"1+Cse‘|u|>a
25-5 2u2=—ln uta |l ~_Ja a a a
a-u 2a u-a Lcotg"u+Cse]ul>a
a a
Formas Contendo /u? + a?
Nas férmulas de 27 a 38, podemos substituir W2 + az du

In (@ + Ju? + a? por senh~! %

In |u + Ju? - a?| por cosh~! X
a
a + Ju? + a?

u

In por senh~! &
u

S =1In|u+Juta? +C
S\j + a%du = % \/uziazi-a—lnlu+\/uziazl+c

\u?Ju? £ a2 du=—(2u + a?) Ju? + a2
»T]nia+\/u2ta2|+c
0 S Ju? + a%du = VPt a? - aln| 8+ YU+ a? |
u u ]
31 Sﬁ_\f“hﬂza’“=
u

29.

+ C

u? — a? — gsec ' L + C
a

Formas Contendo /a? - y?

w

2.

)
u“ta +Inju+ Julta? +C
u

u?
_u‘du _ u NEwI

Jut + a2 2

w

3.

2
ta Inju +Jutta? +C
2

- -l plla+rVP+a®|,
u\/ + 0 a u

J
s
S
35§ =Lm4“+c
J
J

w
&

u ll a a

- _wrEa |

36.

u? Ju + a2
u? £ o} du = 5 ¥ u? £ 5a%) Vu? £ a2
3‘8’ + Ju? + a2| + C

+ a?u
37.

+

38 S‘ du - u
(u? £ g2 +a? Ju? £ a2

In |u

+ C

39. §—'Zy-— =sen!' XL + C
2 2

—-u a

2
40. s\/az - uldu = %\/az - u? + aTsen“l- + C
a
4 S
41. S ulfa? — uldy = (2u -ad)Ja? - ur + L _sen-

1% 5 ¢
a

faZ = P
j “d": az—uz—‘aln—————-—a'k @ ¥ lsc

u ‘

=Va* - u? - gcosh"' L 4 C
u .

2 _ 3 PR
43.S e du _ _Nel- w1y ¢
u u a




Férmulas F-5

. s 5
44,S_ﬂ"__=_1 Tty @ -1 E 4 46.5 P, .
a2 — u? 2 2 a uZ\/a,Z_uz Pu
» 2 — 2
45_5_—‘1“._. = __l]n m + C 47o§(a2—u2)3/2du=—L(Zuz—Saz) [ — 2 + 3a* sen-'% 4+ C
uJat - u? a u 8 8 a
_ 1 1 a 48 du _ u +C
= -1 cosh—1 & i
7 8 w T ¢ @ — u)” IR — &2

Formas Contendo 2 qu — u?

49. SN/Zau—uzduz u—a \/Z(zu—uz-&icos‘l (l~i> +C 54 S —udu —2au — w* + acos™! <1 - i) +C
2 2 a au — u? a
2 — qu — 38
0. hau — W dy = 2 —au =3 ho 2 2 .
0. [ uaau = o7 du z Jau — u ss. | L =_(u+3a)m+3izcos—l<1_ﬁ +C
3 V2au - w? 2 2 a
2ot (1 - 1) .
: a 56 S du - _N2au — i -
- e 2
s1. S—2au wdu ~2au — u* + acos™! <1 - _u_> +C u2au ~ u au
u a
du u-—a
n T2 57. S = +C
52. S 2au uz"zd“ - _2 2“‘; Y _ cos~! <1 - %) +C Qau — u?)”? 2 /——un — 2
du _1< u) u du u
53.5——————=cos 1-=)+C 58.5 = + C
V2au - u? a Qau — u?)’? a2au — u?
Formas Contendo Fun¢des Trigonométricas
59.Ssenudu=-cosu+c 72,Scotg2udu=-cotgu-—u+c
60. Scosudu =senu + C 73.Ssen"udu = L enn-Vucosu + =1 Ssen"‘zudu
n n
61. S tgudu = In|sec u| + C
74.Scos"udu =L cosn - tusenu + =1 Scos”‘zudu
62. Scotg udu = In|senu| + C " "
1 -1 n -~ 2
75. | tg” = tg" -1t d
63.§secudu=ln]secu+tgu|+C=1n|tg(-}‘—7r+%u)[+c Xgudu n-1°¢ “ Sg uau
64. S cosec ¥ du = In|cosec u — cotg u| + C = In|tg %ul + C 76. S cotg" udu = — 1 - cotg" =~ lu — Scotgn -2y du
65.Sseczudu=tgu+c 77.Ssec"udu= lsec"'zutgu+"_fgsec"'zudu
n— n-—
66. | ¢ 2 = - —
S cosec” u du cotgu + C 78. S cosec"udu= - 1 7 cosec"‘zucotng—"’l 25 cosec” 2 u du
67. Ssecutgudu =secu + C
79. S sen mu sen nu du = —SEnUM + mu  sen(m — mu | o
68. Scosec ucotg udu = —cosecu + C ' 2m + n) 2m — n)
2 1 1 80. S cos mu cos nu du = SEMUM ¥ mu sen(m : nu ¢
69. Ssen udu =5 u - ysen2u + C 2(m + n) 2(m — n)
_ _cos(m + mu _ cos(m — mu
70. S cos? u du = %u + %sen 2u + C 81. Ssen mu cos nu du = 2(m + n) 2(m — n) +C
71.§tg2udu=tgu—u+c 82.Susenudu=senu—ucosu+c




F-6 Férmulas

n+1

87.Su"cosudu=u"senu—n§u""senudu

n-1

83.Sucosudu=cosu+usenu+ C
M.juzsenudu=2usenu+(2—uz)cosu+C 1
88. Ssen'"ucos"udu=— sen u cos
n + n
85.Su2cosudu=2ucosu+(u2—2)senu+C !
_ sen™*! u cos
86.Su"senudu=—u”cosu+n§u" ' cos u du = pra—

Formas Contendo Fun¢des Trigonométricas Inversas

u ym-1 Ssen’"‘2 u cos” u du
m+n

u,n-l Ssen’"ucos" 2y du
m+n

89.Ssen"udu=usen‘1u+\/1 -+ C
'u -1 —u?2+cC

90. \ cos™' wdu = ucos™

91.

-

Formas Contendo Fungées Exponenciais e Logaritmicas

g ludu =utgm'u —InV1 + &2 + C 9.

S cosec™! u du

92. Scotg‘l udu =ucotg™'u +In1 + u? + C

93. Ssec“l udu = usec™'u — Inlu + Ju? - 1| + C

=usec 'u —cosh™'u + C

ucosec™ u + Infu + 2 - 1] + C

ucosec™'u + cosh~'u + C

a du a“ Ina a“ du
95. \edu=e + C 1. = - g
g “ 10 S u” n — D! n-1 u" !
a*
96Sa“du=lna 102.§1nudu=ulnu—u+C
+
97Sue“du fu-1)+C 103.Su"lnudu= u" [(n+ Dlnu -1} + C
n + 1)2
985 "e"du=u”e“—n5u"‘le“du 104.S du = Inflnu| + C
ulnu
u"a" n -
99§"" “The Tna 5“" 'a“du + C 105.Se””sennudu= azeau (@sennu — ncos nu) + C
. + n?
u
100. S e d“ e ! S e’ du 106. Se"“ cos nu du = —é——(a cos nu + nsen nu) + C
(n—l)u"‘l n—1 ut ! @ + n?
Formas Contendo Fun¢des Hiperbélicas
107. S senh u du = coshu + C 116. S cosech u cotgh u du = —cosechu + C
108. SCOSh udu = senhu + C 117. Ssenhz udu = -i—senh 2u - %u + C
109. Stgh udu = Infcoshu| + C 118. Scosh2 udu = senh2u + ~u + C
110. Scolgh u du = In|senh u| + C 119. s tgh udu = u —tghu + C
111. S sech u du = tg'l(senh u + C 120. Sco[ghz udu = u —cotghu + C
112. Scosech u du = In|tgh %ul + C 121. Su senh u du = ucoshu — senhu + C
113.gsech2udu =tghu + C 122. gucoshudu = usenhu — coshu + C
114. S cosech? udu = —cotghu + C 123. S & senh nu du = azd’ (a senh nu — n cosh nu) + C
u
115. S sechutghudu = —sechu + C 124. S ¥ cosh nu du = 2eﬂ 3 (@a cosh nu — nsenh nu) + C
at - n




Respostas dos
Exercicios de
Numero Impar

EXERCICIOS 1.1 (P4gina 12)

1(=2, +®) 3.(~®, 3] 54,8 (-3 4 0(-w, -DHUE +®) 1L(-», -DU (5,3 1. (-, —z) U @2, +)
15. (—0, ) UG, +0) 17.[-1, 4 19.(-3,3) 2.3 U +w) 2.(-3, 1) 25.(-4 21.(-% 7)
29.(4,3) 3L, +0) 33(-, —2JU[5, +) 3. (-, 1] U4, +@) 37.(-11,3) 393,21 4L (-, -2) U (12, +)

43. [-- 4 45. (-, 1) U (4, +) 47.(1, +) 49. [—7, ; 51. (~0, 2y U (2, +0) 53, |x| > |a| 55. |x - 2| > 2

EXERCICIOS 1.2 (Pégina 23) ,

(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 1 a 5 aparecem nas Figs. 1.2-1 a 1.2-5.)

11,250 (-1, =25 ©(-1,2); @ (=2, 1) 3.2, —2); (b) (=2, 2); () (-2, —2); (d) ndo se aplica 5. (A)(~-1, 3); (b)(1, —3);
© (1, 3); @ (-3 -1

A Q ﬂk .
s | B o res
r® reQ ®eR |+ ep - /’
L] - - -7
] 1 1 | 1 1 x 1 1 1 1 1 1 X 1 1 1 /l 1 1 x
o [6) 7
R [ o eT , O
e e s L eQ 7k
—P ~ '/, Pe |- ®R

FIGURA 1.2-1 FIGURA 1.2-3 FIGURA 1.2-5

9J_,;J“‘J— 11, |AB| = V4, |AC| = V41, |BC| = B2 ¢ |4B|* + |AC|> = |BC|% 4 13.578 15.(-8, 12)
19.(-2+ 33,3+ 2e-2- 3B 2 -23) 21.-1 .- 2Bax-—y=11 21.2x+y+1=0 29.13x-4y-28=0
31.4x—3y+12—0 B.x+2p-4=0 3B.y=-7 3 Sx-y+@B-5=0 39 @ -1 00

41. (a) colinear; (b) ndo-colinear 43. (@A) y = 0; (L) x = 0;(A)xy =0 47.(@A)2x + 3y + 7 = 0; (b)\/l_

SL-5 DG D B@- e -Lio- i@ -ay=0

55.9x — 4y — 11 = 0; y = 1; 9x + 4y — 19 = 0. Eles se interceptam em (~§-, D. 89.@x=15By=LECY2Xx+y-3=0

EXERCICIOS 1.3 (P4gina 30)

1L.x2+p2 —8x +6y =0 3.x24+y2+10x+24y +160=0 5. x2+y>-2x—-4~-8=0 7.(3,454" 9.0, —i)%

(Esbogos dos graficos dos Exercicios 7 e 9 aparecem nas Figs. 1.3.-7 € 1.3.-9.)

11. circunferéncia  13. o conjunto vazio  15. circunferéncia

(Esbogos dos graficos dos Exercicios 17 a 43 aparecem nas Figs. 1.3-17 a 1.3-43.)

45.x2 + p2 + 6x + 10y + 9 =0 4T.x2 +y2 —dx -4y —-2=0 49.3x +4y -19=0



Respostas dos Exercicios de Nimero Impar

y y y
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FIGURA 1.3-19
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OI ' 5 =X
FIGURA 1.3-7 FIGURA 1.3-9 FIGURA 1.3-17

FIGURA 1.3-21 FIGURA 1.3-23 FIGURA 1.3-25 FIGURA 1.3-27
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3
5 5F
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-5 ol 5 =5 o[ S yﬁ /
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- -5} -5t
RN U S - E——) - P
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FIGURA 1.3-29 FIGURA 1.3-31 FIGURA 1.3-33 FIGURA 1.3-35
y y

FIGURA 1.3-37(a) FIGURA 1.3-37(b) FIGURA 1.3-37(c) FIGURA 1.3-39(a)



Respostas dos Exercicios de Nimero impar R-3
y y y Y
i 3 )
L o 1 1 1 1 JS_; x L O 1 L 1 1 | S x
: i 1 5 1 - [l 1 O 1 I x )
FIGURA 1.3-39(b) FIGURA 1.3-39(c) i
FIGURA 1.3-41(a) FIGURA 1.3-41(b)
y
y Y y
3 3

-1t » -1} -1f
FIGURA 1.3-41(c) FIGURA 1.3-43(a} FIGURA 1.3-43(b) FIGURA 1.3-43(c)

EXERCICIOS 1.4 (P4gina 39)

1. (a) sim, x > 4; (b) sim, |x| 2 2; (¢) sim, |x| < 2; (d) ndo 3. (a) sim, (— e, +); (b) ndo; (c) sim, (—®, +); (d) sim
5.(@5 (M) -5 @ —1;(d2a+ 1;(2x + 1; (f)4x —1;(@dx — 2;(h)2x + 2h ~1; (@) 2x + 2h - 2; (D 2

» (—wr +®)

7. @) —5; (b) —6; () —3; (d) 30; () 2k + 9k + 4; (f) 8x* + 10x2 — 3; (g) 2x* — 7x%; (h) 2x2 + (4h + S)x + (k2 + 5h — 3);

22+ 5x+ QRZ+ Sh— 6 (D ax + 20 + 5 9. (a) 1; ®) VIL; (©) 2; (d) 5; () Vax + 9 (D) 2

N2x + 2h + 3 + J2x + 3

11. () x2 + x -~ 6, dominio: (-, +®); (b) ~x2 + x — 4, dominio: (~ 0, +); (c) x> — 5x2 - x + 5, dominio: (—o5, +

51 , dominio: {x|x = 5] 13. (a)—x—-L dominio: {x|x # 0, x

(d) 51 dominio: {x|x = —1, x = 1}; (&) X

2
b = +1 , dominio: {x|x # 0, x = 1}; (c) = + 1 , dominio; {x|x # 0, x # 1}: (d) X2+ X dominio: fx]x = 0, x = 1};
x? - x ‘ x2 - x x -1

)

x -1 , dominio: {x|x # —1,x # 0, x # 1] 15. (@) vx + x2 — 1, dominio: [0, + );"
x x

(b) VX — x2 + 1, dominio: [0, + o); (¢c) vX(x2 - 1), dominio: [0, + o);

@ ‘/_

, dominio: [0, 1) U (1, +); (e) = 1 , dominio: (0, +e) 17. (a) x2 + 3x — 1, dominio: (— o, +o);

v s »
() x2 - 3x + 3, dominio: (-, +®); () 3x* — 2x2 + 3x — 2, dominio: (-, + ); (d) ’3‘ + 1 , dominio: {x|x = %}'

3x — 2
€
() 2

19. (@) %

, dominio: (— o0, + ®) . _22 , dominio: {x|x # —1, x = 2J;

(b) _2-_xZ—__2_’ dominio: {x|x # -1, x # 2}; () z—x—, dominio: {x|x # —1, x # 2};
x° - x =2 x4 -x-2
x2 + x
-2
21. (@) x + S, dominio: (-, +): (b) x + 5, dominio: (— e, +); (c) x ~ 4, dominio: (—, +); (d) x + 14, dominio
23. (a) x2 ~ 6, dominio: (— o, +); (b) x2 — 10x + 24, dominio: (— o, +); (c) x — 10, dominio: (— o, + =);

(d) ;212 , dominio: {x|x # —1,x # 0, x # 2}; (¢) , dominio: {x|x = —1, x # 2}
x

c0);

1}

: (—o0, +)



R-4 Respostas dos Exercicios de Niimero Impar

(d) x* — 2x2, dominio: (—o, +%) 25. (@) /x2 — 4, dominio: (—, —2] U [2, +); (b) x — 4, domfnio: [2, + );
© v VX = Z — 2, dominio: [6, + ) (d) x* — 4x? + 2, dominio: (~e0, +w) 27. (a) %/- dominio: (0, + e);
p 4

®) L\/_ dominio: (0, +«); (c) x, dominio: {x|x  0}; (d) ¥/, dominio: [0, + ) 29. (a) |x + 2|, dominio: (-, +w);
X

(®) |x| + 2, dominio: (-, +); (c) |x|, dominio: (— e, +w); (d) |x + 2| + 2, dominio: (— e, + )  31.(a) 2x2 — 3, dominio: (~ o, +);
(b) 4x2 — 12x + 9, domfnio: (— @, +); (c) 4x — 9, dominio: (—, +) 33.(@)0;®)4,(c)4 —2x 35.(@1;®) -1;()1;@ —-1;
(€)1sex <0, ~1sex>0 (HDlsex 2 -1, —1sex< =1;(gl;th) —1sex=#0,1sex =0 37. (a) par; (b) nem um nem outro;
(c) impar; (d) par; (e) impar; (f) impar; (g) nem um nem outro; (h) par; (i) par; (j) impar  39. (a) par; (b) impar; (c) par; (d) par

EXERCICIOS 1.5 (P4gina 44)

(Esbogos dos graficos aparecem nas Figs. 1.5-1 a 1.5-43.)

1. dominio: (—~ o0, +); imagem: (— e, +) 3. dominio: (-, +o); imagem: [—1, +) 5. dominio: [— 1, +); imagem: [0, + )
7. dominio: (— e, 2]; imagem: [0, + ) 9. dominio: (— o, 0]; imagem: [0, + o) 11. dominio: (— o, + o); imagem: [0, + )

13. dominio: (— oo, +o0); imagem: (—o, 4]  15. dominio: (-, +); imagem:[4, +c) 17. dominio: {x|x # 1}; imagem: {y|y = -2}
19. dominio: (~ «, +); imagem: {-2, 2} 21. domfnio: {— o, +); imagem: (y|y # 3] 23. dominio: (— o, +o); imagem: [~4, + o)
25. dominio: (— o, +); imagem: (—o, 4]  27. dominio: (— o, + ); imagem: (-, —2) U {0] U (1, + )

29. dominio: {x|x # —5ex # —1}; imagem: {y|y # —7ey # —3] 31. dominio: (=, —1] U [4, +); imagem: [0, + o)

33. dominio: {x|x # 2]; imagem: [0, + ) 35. dominio: [x|x # —5]; imagem: [-6, +) 37. dominio: (—o, +); imagem: [1, + )
39. dominio: (— oo, +o); imagem: {inteiros}] 41. dominio: (— ©, + o); imagem: [0, 1)

43. dominio: {x|x # 0); imagem: (—o, —1] U {0} U (%, 1]

y v y
5.—
: 5 1 IOJ 1 1 é x
- Ol - FIGURA 1.5:5
: ) FIGURA 1.5-7
-5
FIGURA 1.5-1 FIGURA 1.5-3
Yy

Yy
A

N
/

y A
- O———
|
- | 5
1 1 1 1 i 1 ) x
o 3 s
<————‘
FIGURA 1.5-19 B
FIGURA 1.5-17 =3
FIGURA 1.5-21 -Sr

FIGURA 1.5-23



Respostas dos Exercicios de Niimero impar R-5

X
y y
5 5
l/ —15 1 1 il l-()I ] 1 1 \l> X { O 1 1 1 1 - x
FIGURA 1.5-25 FIGURA 1.5-27 FIGURA 1.5-29 FIGURA 1.5-31

3
1111 [T 0 I I

10 -5 t_ 0 )
I 1 P
- X ) |O X

2
FIGURA 1.5-33 FIGURA 1.5-35 FIGURA 1.5-37 FIGURA 1.5-39

1 1 1 1

T
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~eey

—4-3 -2 -1
FIGURA 1.5-41 FIGURA 1.5-43

EXERCICIOS 1.6 (Pégina 51)

L@Im O 3m© 7m @ —tm @ 3m 057 @ —35m 1) 57 3. (@) 45°% (b) 120° (0) 330%; (d) —90°; (¢) 28°39"; (f) 540°;
® -1436; M 15° 5.@TOTZEOLAT 1@ -PEOFZE-LA0 9@VEMLEO-1@1 1L@IVEmVz
©-1VE@1 B.EQIVEZOFVZEEOVE@AVZ 15 -5V 0) —35(© -2 ) —3V3 17, @) 0; () 1; () — 1; (d) indefinido
19. (a) 1; (b) 0; (c) indefinido; (d) 1 2. (a) —L; (®) -1 @ TVE D VZ 2. (@ —VE ®) -TVE © 0 D0 25 @ 371 ®) 1
() %n, %n; do 27.(a)0,x (b) %n, %rz; () 0, =; (d) %n, %n 29. (a) %n, —'6'—1:; (b) %n, %n; (©) %n, %n; ) —é—n, %n
@I inmor B@mbir B.@HO1 3@ -T:®F 39 @ 63°% () 19°  41.27°, 45°, 108°

43.3x -y +7=0;x+3y - 11 =0 45, (a) sen 3x, (—o, +x); (b) ig %, {x|]x = 2k + 1)r}, onde k ¢ qualquer inteiro

47. (a) cotg i, {xlx #0ex # %}, onde k é qualquer inteiro; (b) sec(x — 7), {x|x # mex = (k + %)7:}, onde k é qualquer inteiro
x n
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EXERCICI0S DE REVISAO DO CAPITULO 1 (P4gina 52)

L[5, +) 3.(-®, -DU(, +o) 5.(-3,1)
17. -4,14 19.x2+y2+6x—8 - 75=0
35.x2+y2—2x—8y—3=

FIGURA 1-21

3.3, -1y 1
4.0 < k<2

39.3x -y +9=0

7.1-3, 31
21. Veja Fig. 1-21

41.5x + 2y — 19 =0
49. (a) 35; (b) 3x* + x2 + §; (c)6x+3h—l

FIGURA 1-23

9.(-%.4
23. Veja Fig. 1-23

11. (-, —=6) U (-1, +x)
25. Veja Fig. 1-25

B2+ T2+ 1x - 19 - 6=0
51. (a) fmpar; (b) par; (c) nem um nem outro; (d) fmpar

13.(-3,3 15.(-2,2
29.15 31.(~2, —5); (3, —6)

FIGURA 1-25

45, 12x + 3y — 2 =

53. (a) x2 + 4x — 7, dominio; (— <, +co), (®) x2 — 4x — 1, dominio: (— o, +); (¢) 4x> — 3x2 — 16x + 12, dominio: (— %, + c);

(d) xz__’ dominio: {x|x # } (e)
4x - 3
(8) 4x? — 19, dominio: (-, +) 55. (a) X _i_ix—_s
© xz—-_’z‘x_—s dominio: {x|x # —1I, x = 3}; (d)
o) - Zxx-:- 13 , dominio: {x|x # -% x # —1}; (g)

Veja Fig. 1-57
Veja Fig. 1-61

y

Lt 1 1 1

°t

— X

Gt

—2x + 1

x+1

3 , dominio: {x|x # *2}; (f) 16x2 —

59. dominio: {x|x # 2}; imagem: vly # 6}; Veja Fig. 1-59
63. dominio: (— o, + o); imagem:(— o, 4]; Veja Fig. 1-63

FIGURA 1-57 =y g

FIGURA 1-59

65.@3VE®) ~TVEOLVE@2 + VEE© -1 0 -

69. 52°, 90°, 106°, 112° T1.x =0;3x + 4y =0
centro da circunferéncia circunscrita estd em (2, 3)

2
V2 -V2

75. medianas interceptam em ( 3 , 3 ), altitudes interceptam em (9, 7);

dominio: {x|x # —1, x # 3]; (b)

, dominio: {x|x # 2, x # 3}

l#l‘llllllw

FIGURA 1-61

61. @ +7, 57 ®) 0; Q) 37, 51 ) £7, =7 (&) F7, S (D47,

—x2 +4x + 1
- 2x -3

, dominio: {x|x # —1,x # 0, x = 3}; () =

24x + 5, dominio: (~ o, + );

, dominio: {x|x # -1, x # 3};

3x,{x|x¢ -1, x # 3j;

§7. dominio: (— e, + ); imagem: [0, + );

61. dominio: (— e, + ); imagem: [~ 1, + );

o

FIGURA 1-63

3
e

EXERCICIOS 2.1 (P4gina 63)

L ()02 3.()0,005 501001 7.0)0,005 9.(0)Thg 11.(b)0,0006
2. W) 35 23.6=¢ 25.e=e¢ 2N.8=—4e 29.5=7¢ 3L5=-te
39.6 = min(1, ¢¢ 41.8 = min(l, ¢

13. 0555 15
B.o=¢ 35

(b) 0,0075
6 = min(1, %e)

17. (b) 0,0008  19. (b) 0,01
37.8 = min (1, 4¢)
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EXERCICIOS 2.2 (Pégina 72}

1.8 3.7 50 T+ 9 -5 1.2 132 15 (a)0,3333,0,2857, 0,2564, 0,2506, 0,2501; 0,200, 0,2222, 0,2439, 0,2494, 0,2499;
®) 4 17. a) 0,2500; 0,2000, 0,1549, 0,1441, 0,1430, 0,1429; 0, 0,0769, 0,1304, 0,1416, 0,1427, 0,1428; (b) _

19. () 0,1716, 0,160, 0,1671, 0,1667, 0,1667, 0,1623, 0,1644, 0,1662, 0,1666, 0,1667; (b) & 21.14 23. -6 25. > 27.12 2./&
3.+ 33.4v2 354 31.-1 39.4 d5.(a)0; (b) Veja Fig. 2.245

T 1 1T 110

-
FIGURA 2.2-45

EXERCICIOS 2.3 (Pégina 76)

(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 1 a 21 aparecem nas Figs. 2.3-1 a 2.3-21.)

1. (@) —3; (b) 2; (c) ndo existe porque lirrll+ fx) # linl)_ Ay 3. (a) 8; (b) 0; (c) ndo existe porque: lim , fl1) # lim4_ SO
X = X = t— ~4 - — -

5.@4MEE4 1T.@S®SO5 9.@6M0E©0 1L@0®0E0 13.() —40) -4 -4 15.@@ 1 ®) -1
(c) ndo existe porque lit(x)l+ Sy # liI(l)'l_ fx)  17.(a) 2; (b) 0; (c) ndo existe porque lim2 _ S # lin; JOn (d) 0; () —2; (f) ndo existe porque

lil’;l_ Sx) # xlinzl LS 19.(@)0; (b) 0; (c) 0 21. () Oﬁ ®OE0GM0E0 MO0 23.() —2; () 2; (é) ndo existe 25. (a) 2; (b) 1;

(9) ndo existe 27. Veja Fig. 2.3-27 (@) —1; (b) 1; (c) ndo existe 29. -6 3l.a = —%, b =1 35. (a) Veja Fig. 2.3-35 (b) 40;
(c) 35; (d) 140; (e) 130

=
=

'y

e r———) -
- 5 :

L 1 5 1 ) x N .
L [ ] i g 1 1 i [ Ly I L -
- - FIGURA 2.3-5 7 ol XI
i FIGURA 2.3-3 - o
FIGURA 2.3-7

FIGURA 2.3-1
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y
3 Yy
I~ [ ]
= - y
N y . f——»
O L I3 ]d- 1 1 i 1 1 x L 1 1 O 1 1 x
L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B
-5 oL . 5 100~ -
FIGURA 2.3-9 FIGURA 2.3-11 FIGURA 2.3-13 FIGURA 2.3-15
Yy
y
ﬁ \
o 1l 1 | - 1 L x
L L 5 L x Fo) y
L o -5 5
1 1 1 1 1 1 11 > x
_ of
FIGURA 2.3-17 FIGURA 2.3-19 FIGURA 2.3-21
Yy
. . y
— - 100
of w0 mo
FIGURA 2.3-27 . FIGURA 2.3-35
EXERCICIOS 2.4 (Pégina 87)

1. (a) 1, 2, 10, 100, 1.000, 10.000; (b) + = 3. (a) 1, 4, 100, 10.000, 1.000.000, 100.000.000; 1, 4, 100, 10.000, 1.000.000, 100.000.000; (b) +
5. (@ —4, =7, -31,.-301, —3.001, —30.001; (b) —© 7. (a) -2, —5, —29, —299, —2.999, —29.999; (b) —

9. (a) 5, 9, 41, 401, 4.001, 40.001; (b) + 11. (a) 2,3, 4,3, 20,3, 200,3, 2000,5, 20.037; (b) +© 13. + 15, - 17. —»

19. +0 21, —0 23, +© 25, +© 27. - 29. - 31. - ’

(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 33 a 41 aparecem nas Figs. 2.4-33(a) a 2.4-41.)

B.@x=00)x=0C@x=0Wdx=0 35x=4 37.x=-3 39.x=-3 4l.x=-5x= -3

FIGURA 2.4-33(b)

' ' FIGURA 2.4-33(d)
FIGURA 2.4-33(a) FIGURA 2.4-33(c)



FIGURA 2.4-35
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Y
! A
1 -
[}
\ Ok
st
[} -
[}
y : i
! ¥ 1 -
] L | =
: L 1 ; P e e gg
: | . -5 1 ‘yo ‘ : o -
I L | s ! L
_I_.L_L_L_I_.> x : i | -
R o |
| o
YauI . .
] - | I =~
] " -5 | |
1 I~ | | l
| -5t | | -
FIGURA 2.4-37 F|GURA 2.4-39 FIGURA 2.4-41

EXERCICIOS 2.5 (P4gina 97)

1. 4, 1, 0,25, 0,1111, 0,0625, 0,0400, 0,0004, 0,000004; 4, 1, 0,25, 0,1111, 0,0625, 0,0400, 0,0004, 0,000004; (c) 0; (d) 0

3. 1, 0,1250,
©0; ()0

5.0,
—-2,9997, —2,999997; (¢) —3;(d) -3

0,0156, 0,0046, 0,0020, 0,0010, 10-%, 10-% -1, -0,1250, —0,0156, —0,0046, —0,0020, —0,0010, —1075, -10~%
-1,5,--2,4, —2,823, —2,919, —2,953, —2,970, —2,9997, —2,999997; 0, — 1,5, —2,4, —2,823, —2,919, —2,953, —2,970,
7.3, 2,273, 2,158, 2,015, 2,0015, 2,00015, 2,000015; 1,4, 1,769, 1,857, 1,985, 1,9985, 1,99985, 1,999985;

© 2 (@2 9.0,75, 0,1944, 0,1100, 0,0101, 0,001001, 0,0001, 0,00001; — 0,25, —0,1389, —0,0900, —0,0099, —0,0010, —0,0001, —0,00001;
©@o@o 1%+ 13.-% 157 170 1. +e 2.7 2. +o 25 -w 2.1 29.-1 310 33 -w 350
(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 37 a 55 aparecem nas Figs. 2.5-37 a 2.5-55.) "
3.y=2x=3 39.y=1,x=0 dl.y=0x=-2,x=2 d.y=4,x=-3,x=3 45.y=0x=2x=-%
4.x= V2, x=V2 4.y=%x=4% SLy=1,y=-1 S.y=-1,y=1,x=3 85.y=2x= -1, x=1
ST.tomeN=1+-L 50 tomeN= /2 -1 6L tomeN = <7
€ € 2e ) _
Yy y Yy
\ oA
- I sF | i C
, A | L losEoo
i oL e e i Al
| [ '
R P i ol
——————— L1y | - | .
ol ol P R g -5 1 /Or [ 3
S T N T N W B B (0] | - |
5 -
o\l
FIGURA 2.5-41
FIGURA 2.5-39 FIGURA 2.5-43
FIGURA_ 2.5-37
y Y
i 4 .
I H o
I Nl ol
' K L
. 0 L !
Fe) x 0 S L
I 11 5*_"“1 =X
I 1 Fi 5 ON |
| 11 |\ |
I " Hid) gy L \!
-3 Pl !
FIGURA 2.5-45 FIGURA 2.5-47 FIGURA 2.5-49 FIGURA 2.5-51
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y
(I
It
[ |
y . = _ _ L]l J1__"=
o Il
» | (O ! l I
______ Y . ' o[ *
E [ T T I | el
X
_____ o .5 _ bA!
” ' T
. | )
| | |
FIGURA 2.5-53 FIGURA 2.5-55

EXERCICIOS 2.6 (Pégina 105)
(Esbogos dos gréficos dos Exercicios de 1 a 13 aparecem nas Figs. 2.6-1 a 2.6-13.) )
1. =3; A—3) ndo existe 3. —-3; lim3 g(x) # g(—3) 5. 4; h(4) ndo existe 7. 4; 1im4j(x) ndo existe 9. —2, 2; F(—2) e F(2) ndo existem
X— - . xX— .
11. -2, 2; G(—-2) e G(2) ndo existem 13, 0; lin}) Ax) ndo existe  15. (Veja Fig. 2.3-9) 2, lirr; g(®) # g(2)
X~ -
17. Veja Fig. 2.6-17, 0; lin} 'g{x) ndo existe 19. Veja Fig. 2.3-15, 0; A0) ndo existe 21. todos os inteiros; lin;‘ [[xﬂ nao existe se k
X— X—

for um inteiro qualquer inteiro  23. removivel; 4  25. essencial  27. removivel; 0 29, essencial  31. removivel; — -

6
33. todos os niimeros reais 35. todos os nimeros reais exceto 3 37. todos os nimeros reais exceto —2 e 2
39. todos os nimeros reais exceto 2 41. todos os niimeros reais exceto 1~ 43. (b) 50 e 200  45. Veja a Fig. 2.6-45, f é continua em toda parte
i 1 Osex<a lsex < a
47. Seja g(0) = — 51. fix) = ; gx) =
12 410) 3q° S {lseagx ) {Oseasx

y

. v ' y
y 4 ’
- . - .
1 & 1 1 1 1 1 I I | 1 1
5 0 / e v 0

N

i 5
51 -5
FIGURA 2.6-1 FIGURA 2.6-3
FIGURA 2.6-5
L x

: Yy

o 3

o 1F
s Bt 4—#‘./0_\1‘?:%

FIGURA 2.6-9 - FIGURA 2.6-11

Yy
_ | ,
o . \/\/\}/\/\/
1 1 1 1 x
o|

FIGURA 2.6-13 FIGURA 2.6-17 FIGURA 2.6-45
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EXERCICIOS 2.7 (P4gina 112)

1. (f o g)x) = V9 — x2%; continua em todos os nimeros em (-3, 3) 3. (f o Py = Jx% — 16; continua em todos os nimeros em

1

(-, —4) U @4, +o) 5.(f o g)(x) = x¥2; continua em todos os niimeros positivos 7. (f o g)(x) = ; continua em todos os nimeros

. x-2
1 1 , ..
exceto2 9.(f o g)x) = ; continua em todos mimeros em (2, + ) 11.(f 0 g)(x) = ; continua em todos os nlimeros positivos
¢ Jx=2 o4 Vx—2
fa — x2
exceto4 13. (f o g)x) = —4———'5—; continua em todos os numeros em (-2, —1) U (1, 2)
Jix] -1

. 15. continua; descontinua; descontinua; continua; descontinua; continua  17. continua; continua; descontinua; continua, descontinua; continua
19. continua; continua; continua; continua; descontinua  21. continua; descontinua; descontinua; descontinua; continua
23. continua; continua; continua; continua; descontinua; descontinua 25..[—3, 3] 27.(—, —4] U (4, +©) 29. (2, + )
31.[0,49 U (4, +) 33.[-2, —1) U (1, 2] 35. Veja Fig. 2.7-35 37. Veja Fig. 2.7-37 39. (-, —2) U [-2,2] U (2, +)
41. (a) V(x) = x(8,— 2x)(15 — 2x); (b) [0, 4] 43. (a) A(x) = (120 ~ x); (b) [0, 120}
(Esbogos dos graficos dos exercicios de 45 a 55 aparecem nas Figs. 2.7-45 a 2.7-55.)
45. k=5 4l.c= -3, k=4 d9.c = %(l + V5 S5l.c= -4 53.f¢é&descontinuaem —2 55. f ¢ descontinua em 1

57. nio; f serd continua em [a, c] se lin}’ g(x) existir e for igual a h(b) 59. VIO — 3
N N X=

FIGURA 2.7-35

FIGURA 2.7-45

FIGURA 2.7-37

\ | :/,—

FIGURA 2.7-49 FIGURA 2.7-51 FIGURA 2.7-63 FIGURA 2.7-55

EXERCICIOS 2.8 ({Pégina 122)

1.4 3% S5+ 7.4 90 1.0 1312 155 17.+o 19.0 21.0 23. -1 25.3 27.0 29. -4
3.1 33.0 :
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EXERCICIOS 2.9 (P4gina 130)

.1 3. -1 51 7.2 9.-2 11.Vv3 13.nido

EXERCICIOS 2.10 (P4gina 134)

1. qualquer intervalo (g, b)) onde -2 < a < 3eb > 3
S. qualquer intervalo (2, b)) onde e < -3¢ -3 < b < 3

3. qualquer intervalo (¢, b)) onde 0 < a < lebd > 1
7. qualquer intervalo (@, b))onde —4 < a < 0eb > 0

9. (@) (-, —1) U (0, +x); (b) (a, b) ondea < k< b € -lou0<<a< k<bd 11 (a) todos os nimeros no intervalo (—%, %);
(b) (a, b) onde —% a<bg -20u-2<g€a<bdg % 13. Veja Fig. 2.10-13  15. Veja Fig. 2.10-15
y=2
X
FIGURA 2.10-13 FIGURA 2.10-15
EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 2 (Pégina 135)
19 3.-6 532 T-¢ 9.6=F¢ 1L.5=1te 13.6=min(l, b9 15.6 = min(, 19 17.5 = +e 19. -3 218

1 1 5 1 1

23.5 25. - 27. 4+ 29, -0 31.3 33. -« 35.0 37. 3 39.5 41.0 43, T 5. W 47. — 5

(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 49 a 61 aparecem nas Figs. 2-49 a 2-61.)

9.y=1,x=4 5l.y=1,x=0

S3.y=5,x=2,x= -2

55.y =3, x= —4

57. =2, 1; A—2) e f{1) ndo existem

59, -2; lim2 g(x) ndo existe  61. 0, 1; A(0) ndo existe, lim A(x) ndo existe  63. (f © g)(x) = V25 — x2; continua em todos nimeros em(-5,5)
X - x—=1 - .

Jx2 — 4 . .
65. 0 g)}(x) = ——————; continua em todos os nimeros em (-3, —2) U (2, 3
(f o 9)x) m ( ) U @2, 3)
lse x< -1
Ose x= -1
67. (f o g)x) = —lse -1 <
0se x=1
1se x>1

Xx < 1; continua em todos os niimeros reais exceto —1 ¢ 1

69.[-5,5] 7.(-3, -21U[2,3) 73.(-w, -4 U [—4,4) U [4, +) 75. removivel, % 77. essencial  79. 0
81. Veja Fig. 2-81,a = 10, b = —23  83. (a) Veja Fig. 2-83; (b) todos os valores de a; (c) todos os ndo-inteiros
85. Veja Fig. 2-85. (a) sim; (b) ndo  87. Veja a fungéo sinal ~ 89. Veja Fig. 2-89, ¢ = V7 91. flx) = {(l) o * 8
95.2 97.3 99 (b) qualquer intervalo (e, b) onde =2 < a < —% <b<g %
Y
1 | y
! o : A
[ : -
I 5 r I I n
————r-F-r--- | -
[ L SF
~ | : e ____ F——t———
TCOoT, | | i N
10 1t ! L B ) :L Ly . 1 |_;0| [ |_155 [ I
-5 L R | 5 : oL
| Ry | C
| r f I -5t
FIGURA 2-51 FIGURA 2-53 FIGURA-2-55

FIGURA 2-49
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-5 ' . o
B N
‘ FIGURA 2-61
FIGURA 2-59 G 6
FIGURA 2-81
FIGURA 2-57 8
. y
T y
_ 4
15+
1 L 5 — L x
o o—e 10 /
*=—0 o—e . 5
[ g —_— 1
- 0 2 4
FIGURA 2-83 FIGURA 2-85 FIGURA 2-89
EXERCICIOS 3.1 (P4gina 147)
(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 1 a 11 aparecem nas Figs. 3.1-1 a 3.1-11.)
Lo—2 3.-dx 44 53D Ty -12 9 - — L _ 132126 +9 1.8 +y+9=0x—8 +58=0

2‘\/4 - Xy

15.6x—y—16=0;x+6y—-52=0 17.2x + 3y - 12=0;3x -2y - 5=0 19.4x+y¥0;x—4y=0 21.8x -y —-5=0

1 -13 .2
23.4x + 4y — 11 =0 25.7 27.0 29. —4x 31. -3 33, 3s. 37, - =~ 1
2Vx 3x — 2 X3

39. () e () 7, 6,5, 6,1, 6,01, 6,001, 5, 5,5, 5,9, 5,99, 5,999; () ¢ (d) 6  41. (a) e (c) 0,2361, 0,2426, 0,2485, 0,2498, 0,2499;

, 7
0,2679, 0,2583, 0,2515, 0,2502, 0,2500; (b) e (d) ~ 43. —10 45. -3 47. —12 4d9. -5 5L -2 43 s3.-—L
4 128 27 xs m
1
55. 7 §7.4(@) 612
Yy
y
y
$
5 sk
C Yy
O-_l_l_’x 20
. 10
o - -
" o i

FIGURA 3.1-1 FIGURA 3.1-3 FIGURA 3.1-5 FIGURA 3.1-7
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FIGURA 3.1-9

~ FIGURA 3.1-11

EXERCICIOS 3.2 {P4gina 155}

(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 1 a 27 aparecem nas Figs. 3.2-1 a 3.2-27)
1. (b) sim; (c) 1, ~1; (d) ndo 3. (b) sim; () —1, 1; (d) ndo 5. (b) sim; (c) 0, 1; (d) ndo 7. (b) sim; (c) 0, 0; (d) sim 9. (b)sim;

(c) ndo existe, 0; (d) ndo  11. (b) sim; (c) 8, 8; (d) sim  13. (b) sim; (c) nem um nem outro existem; (d) ndo  15. (b) sim; (c) —6, —6;
(d) sim  17. (b) ndo; (c) 1,0; (d) ndo  19. (b) ndo; (c) 12, 12; (d) ndo 27.(0)0 29.(@)3;(b)ndo 31l.a=8,b= -9

s . = . <
33. Veja Fig. 3.2-33. (@) 0; (b) 1; (c) ndo existe  39. (a) /(x) = gngx = 0.052 o0 ‘1)55 ol f <15‘2)50 a.@n>150n>1
’ ’ =

] 5 / - x L
——

FIGURA 3.2-3 FIGURA 3.2-5 FIGURA 3.2-7
y
[ y y
T A !\ 5
15F . / ‘6‘_ x
10} / [
5¢ ' o ~* —asf
‘\O_/ . - r
! T _
FIGURA 3.2-9 FIGURA 3.2-11 FIGURA 3.2-13, : FIGURA 3.2-15
y
y 3
-
20 L
y ‘ |
1 1 1 L L 1 > x . _.5 I ) * ) O ; : ! 17 x
o 1 2" . OI_ 5 , i
FIGURA 3.2-17 FIGURA 3.2-19 FIGURA 3.2-21 FIGURA 3.2-23



Respostas dos Exercicios de Numero [mpar _ R-15

X

o

FIGURA 3.2-33

FIGURA 3.2-25 0 x

FIGURA 3.2-27

EXERCICIOS 3.3 {P4gina 162)

L7 3.-2-2¢r 5.3 -6x+5 T4 42 9.8 —t 1.dnr? 13.2x+3--2 15168+ -L 1. -8 20
x3 x3 x3 x
19. 3v3s2 - 2V3s 21 70x% + 60x* — 15x2 — 6 23. —18y%(7 — 3y3) )
) YY) ' 2
25. 106 — 248 + 122 + 2x — 3 27, ——1 2. At 1) g S0 -2 4, 487 LS+ 10x + 1)
x - 12 - 12 A + 232 o + 872 x + 5)?

37.12x -y =20 39.x+ 200 +96 =0 4l.2x—y=3 43 x+8 +2=0x+8 —-2=0 4528x -y =99 4x -y =3
49. 23x + 2)(6x2 + 2x — 3)  S5L.3(22 + x + 1*@4x + 1)

EXERCICIOS 3.4 (Pégina 171)

L) = 6618 3.v) = ——; —1. 5w = 62 - 2,8 W) = —>— L 9.1 < -3, move-se para a direita;
4¢2 ' @+
—3 < t < 1, move-se para a esquerda; ¢ > 1 move-se para a direita; muda de diregdo quando t = —3ef =1 11.¢ < —2, move-se para a direita;
-2<t< '%‘_, move-se para a esquerda; f > ‘ZL, move-se para a direita; muda de diregdo quando t = —-2et = ‘é‘
" 13.t < — 3, move-se para a esquerda; —3 < ¢ < 3, move-se para a direita; # > 3, move-se para a esquerda; muda de dire¢do quando? = —-3er =3

15. (a) —32 cm/s; (b) —64 cm/s; (c) 4s; (d) —128 cm/s  17. 160 cm/s  19. (a) (20¢; + 24) cm/s; (b) —g— s 21. (a) 8,600; (b) 8,300‘; (c) 8,100;
(d) 8,050; (¢) 8  25. (a) —2,9 graus por hora, (b) —3 graus por hora  27. (a) 18.750 litros por minuto; (b) 17.500 litros por minuto
29. (a) C’'(x) = 3 + 2x; (b) $83; (c) $84 31. (@) R'(x) — 600 — %xz; (b) $540; (c) $536,95 33. (a) $3,6 milhdes por ano; (b) 23,1 %;
(c) $6,8 milhdes por ano; (d) 18,7 %  35. (a) 920 pessoas por ano; (b) 6,1 %; (c) 1.400 pessoas por ano; (d) 6,4 %

37. (a) lucrativo; (b) ndo-lucrativo; (c) 90

EXERCICIOS 3.5 (Pgina 180)

3.3cosx S.sec2x — cosec2x 7T.2(cost — tsens) 9.xcosx 1l.4cos2x 13. —x>senx 15.3secx(2tg?x + 1)
19, - 2@ + ) senz + 2cosz 49 1 33, 1 —dsect + sen? ¢ 25. - 2cosy g
(z + 1) cos x — 1 cos t(cos t — 4)? (1 - sen y)

27. (1 - cos X)(x + cosx) + (1 — sen x)(x — senx) 29, —SCOSCCICORL 39 4 33 _2 3542 37.2 39.v2 41 -
(cosec ¢ + 2)?

. R
43. (a) 0,0226, 0,2674, 0,4559, 0,4956, 0,4995; 0,8188, 0,6915, 0,5424, 0,5043, 0,5006; (b) % 45. (a) 2,2305, 2,0203, 2,0020, 2,0002, 2,0000;

1,8237, 1,9803, 1,9980, 1,9998, 2,0000; (b)2  47. (a) —0,4771, —0,4886, —0,4977, —0,4989, —0,4998; —0,5224, - 0,5113, —0,5023, —0,5011,
-0,5002; (b) —% 49. (a) 0,4929, 0,5736, 0,6468, 0,6567, 0,6647; 0,9116, 0,7770, 0,6872, 0,6768, 0,6687; (b) % "Sl.(@x -y =0

(b)x-2y+v’3’-%ﬂ=0;(c)x+y—7r‘=0 3.@x-y=0604ax-2y+2-n1=00C4x-2y-2+7=0
55. (@) 4 cos £; (b) v(0) = 4, v(§m) = 2, w3 = 0, wdm) = -2, v(m) = -4 57.(a) 3sen 1; (B) ¥(0) = O, vEm) = 5, v = 33,

17. —cosec y(2 cotg?y + 1)

vida) = 3, vEn) = 3V3, vEn) = 5, vm) = 0 59 —‘;—2- W; (b) 2W

EXERCICIOS 3.6 (P4gina 189)

—4x
o2 + 4®
1. 2sec 2xtg? 2x  13.2sec? xtgx(2tg>x + 1) 15. 4 cotg r cosec? ¢t 17. 6(3u? + 5P(3u — 1)(12u* — 3u + 5)

1.6(2x + 12 3.8x +2)02 + 4x — 5P 5.2 - 713 + 2t — D@3 - 2112 + 2) 7. 9. —12(sen 3x + cos 4x)
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19. -2Qx - 5)724x + T2 — 1) 201007 + D22 ~ D¢ + D@ + 42 - r+ 1) 23, B0

0+ 2
92x — 12(2x* — 2x + 1 22(z% — 5)%z% + 22
25, - X = xl)zi — + D gy 2 = — )3" ). 29. 6rsen(6> — 2) 31 6(1g% x — xX)1g x sec? x — %)

33, 6.cos 2y(sen® 2y + 2)
(cos? 2y + 1)

35. —12cos3xsen(sen3x) 37.24x + y +39 =0,y =0;y = 1y = 0; 24x — y — 39 = 0. Veja Fig. 3.6-37

39. (a) %;24-__1)13)- cm/s; (b) 0 cm/s; ,4285— cm/s

41. (a) (57 cos mt — 37 sen nf) cm/s; (b) V21 cm/s, 37 cm/s  43. (a) 6.000 sen 'Tzn = 1.854; (b) 6.000 45, (a) 5V3; (b) 10
47. 329 predadores/semana  49. (a) 3x%; (b) 6x°  55. Veja Figura 9 na Secgdo 1.5.  57. Veja Fig. 1.5-37.

o

FIGURA 3.6-37

EXERCICIOS 3.7 (P4gina 194)

1L x7122 - $x7Y) 3. 7 1" = 5 —_32x)’ N a5 pral 55\'/11_‘/? 11. —2_‘/‘/5(_ cosec? V3r 13, — 2(; o 3)"
15 7# et Vit e L. 2[(2x - 5)(137x vz P 3(2:;‘2 - slxgx:xl)m ‘21' #(l - %)

23 x5 - xH)7V203 + )TV 4 150 — 4) 25, = in — . - :)f/gilt} —" 29 s;‘\,‘g (tg? Vy + sec Vy)
N — _"I‘E/(i —r ¥ \/S)_%_th .5 :z;‘s;‘zzz)m M+ =620+ =3x=1;

2Wx—3y=ef4‘,;2x—3y-+2_=0 39.4x -5y +9=0 4L x+ 4y =0 43.(a)0;(b)%;(c)nenhumvalordet

. : 2
45. (a) 50 centavos por litro; (b) 25  47. 100  49. 2,7 km/min  51. %l 53. 3x|x|
_ 2
EXERCICIOS 3.8 (P4gina 198)
1L-% 383 o P, W g x-m g W o4yl gy PPy 15, 2+ N
y 3y2 - 8x x? Vx xy -y 22 + 2 24x23)513 _ x VX - x
17. 2.+ 5x% — 4%y 19, __sen(x — ) 21, _tegxsec? x 23 YSEnX —seny e 21gx sec? x + coseci(x — )
21202 + 3) sen(x — y) — 1 cotg y cosec? y Xcosy + cos x 2tg ysect y + coseci(x — y)

2 _ 2 _ 3 3 3
2. X B g9 Iy oy X+ 33504y =4 Bsx-Ty+lU=0 -1 3.0,0,3 Y
4x — 3y x3 — 6xy ax3 — 3xly
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41. @) f,(0) = 2Jx = 2, dominio: x > 2; /() = —2JX - 2, dominio: x > 2; (b)-(c) Veja Figs. 3.8-41(a)-(c); (d) f;"(¥) = (x — 2)~ /2, dominio:
x> 2£'(0) = —(x - 272, dominio: x > 2; () 5 (Hx -y — 1= 0;x + y — 1 =0 43.@@fi = Vo2 ~ 9, dominio: |x| > 3;
£ = -Jx* -9, dominio: |x| > 3 ()¢ Veja F}i,gs. 3.8-43(a)-(0); (d) £," () = x(x2 — 9)~1"2, dominio: |x| > 3;

A0 = —x& = 971, dominio: |x| > % ©) %; 6)Sx+ 4y +9=0;5x 4y +9=0 45.(a)f;() = VB — x* + 2x + 2, dominio:
—2<x <4500 = —8 — x2 + 2x + 2, dominio: —2 < x < 4; (b)-(c) Veja Figs. 3.8-45(2)-(c); (d) f;"(0) = (1 — 0B — x? + 297172,
dominio: =2 < x < 4; £,'(x) = (x — 1)8 - x4 2x)~"/2, dominio: -2 < x < 4; (¢) l—:‘;—; Oy-5=0y+1=20

47. (a) decrescente a 11,2 nés; (b) crescente a 34,9 nés  49. V3ix — y + %\5 =0GVix+y+5V3i=0

0 x

FIGURA 3.8-41(a) FIGURA 3.8-41b)

-5

L ||O|—|v|'|é.

FIGURA 3.8-43(a) FIGURA 3.8-43(b) FIGURA 3.8-43(c)

FIGURA 3.8-45(a) FIGURA 3.8-45(b) FIGURA 3.8-45{(c)

EXERCICIOS 3.9 (Pégina 204}

1. -3 3.-2 5. —% 7.-4 9% ms 1o-em/min 13> m/min 15. % m/s 17.0,0017 em*/dia  19. 0,0047 cm*/dia

21, —5:7 m/min  23. 100 kg/m? por minuto.  25. 1287 cm?/s  27.14m/s 29. $1.020 por semana  31. 875 unidades por més

33. decrescente & taxa de 55 camisas por semana  37. 22 m3/min 39, %4-(3«/97 + 97 m/s = 0,65m/s 41, % m/s
43. decrescente A taxa de % rad/s
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EXERCICIOS 3.10 {Pégina 211)

L) =5x% - 6x2 + 1;/"(0) = 20x3 — 12x 3. g’(s) = 85% — 1252 + 7; g"(s) = 2s? - 24s  5./() = $x2 - 5, f7(x) = L2
T.£0) =x03 + )7V 7)) = 2 + 1)™¥2 9. f/(1) = —8tsen % f*(f) = —16¢% cos t? — 8 sen 12

8x 32 — 24x?
11. G'(x) = —2 cotg x cosec? x; G”(x) = 2 cosec® x(3 cotg? x + 1 13.¢/(x) = ———; 9" (x) = —— =
( g ¢ x( g ) x) 2 + a7 ¢ @+ 4y
5./ 0= —2X__f"() = — 4 senx+ 1 17.24x  19.1.152Qx — 1)~5  21.108sec>3x(3tg23x + 1)  23. —32(sen 2x + cos 2)
2+/sen x + 1
4,2 )
29. — 3a’x 31 —%; S 33.v=3t2_ 18 + 15;a = 6 - 18; quando 0 < ¢ < 1, a particula est4 A direita da origem, est4 se movendo

para a di);eita, a velocidade ¢é decrescente e a aceleragdo é decrescente; quando 1 < ¢ < %(9 - 2D, a particula est4 a direita da origem, estd
se movendo para a esquerda, a velocidade é decrescente e a aceleragdo é crescente; quando %(9 -2 <t<3a particula est4 i esquerda;da
origem, est4 se movendo para a esquerda, a velocidade é decrescente € a aceleragdo é érescente; quando 3 < ¢ < 5, a particula estd 4 esquerda

da origem, estd se movendo para a esquerda, a velocidade é crescente € a aceleragio é decrescente; quando 5 < t < %(9 + JzT), a paticula
‘ . estd a esquerda da origem, estd se movendo para a direita, a velocidade é crescente e a aceleragdo ¢ crescente; quando %{9 +2D) <t a particula

estd A direita da origem, estd se movendo para a direita, a velocidade é crescente e a aceleragdo é crescente.  35. % s; —%— m; —-% m/s

3 552 m -4 mss 30. 35 4V6m 2VEm/s 4%, £/(x) = 2|x], dominio: (=, +0); (9 = 2 |, dominio:
X

(=, 0) U (0, +») 49. f'(x) = 4|x3|, dominio: (— e, +o); f7(x) = 12x |x|, dominio: (—e, +0) 51. f"(x) = 24|x|
53.h"(x) = (/" © )@’ X)) + (f' o 9xg" X

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 3 {P4gina 212)

2
Lasx? - 1ax+2 3.5 - B 5 -1z Lo3n g 60— 302 — 61— 4 9.8 11 4057 — 35 + 76 - 3)

2 x3 3 - 1)?
1228 g5 ax® - 13)0 — DV — 4712 17 (e + D) senx + xcosx 19, gl - Lz L
3x2303 4+ 1) x x x .
2 -
2, 2+ settgt — dsecdt  py g nacoccosIn) + Gsendw 25, — 8 27. 1 29, SOSXCOSY
a + 1»)? 3y — 8y VX2 - 1x — X2 - D) sen x sen y
3. 2x + 303 + (* + 0 Bx2 + 20x* + 0)@x3 + 1)) 33, y—;ﬂ 3B.x—2y+9=0;27x—54p-T7=0 37.5x—4y—6=0;
sec’y — x
4+ 5y -13=0 39.(-1,0) 4L -33 -29"%2 43.x< -30ux> -1 45.(a)t=3,7=8; (b)quandot = O, v = 24,
¢ a particula estd se movendo para a direita; quando ¢ = 3, v = —15, e a particula est4 se movendo para a esquerda; quando ¢ = 8, v = 40,
€ a particula estd se movendo para a direita  47. v2 = 4(5 — S)}s — 3);a =16 — 4s  49. (a) 32 m/s; (b) 256 m; (c) 7 s; (d) — 128 m/s
2 1 x+ 1 X
51. (a) 8,005; (b) 8 53.(a) 3.312,2; () 3.212,5 55. -+ s1.___2 5oL 61, 2(|x + 1] - |x|)<__ - _>
. Vax - 3 2 Ix + 1 x|
63. (a) Veja Fig. 3-63; (b) continua em 3; (c) ndo-derivivel em 3  65. (a) Veja Fig. 3-65; (b) 0; () 0 67.a = -%, b= %

69. (@) C'(x) = 2x + 40; (b) $80; (c) $81  71. 648 peixes/semana  77. 10,6 nés  79. —12_ cm/s ~ 0,26 cm/s  81. 9,6 m/s

. 625
85. Ix) = |x|, g(x) = x2  89. nio; se Sfx) = e g(x) = x + 1, entdo f e g sdo derivdveis em 0; de qualquer modo,

1
1
o = % ef o g ndo é derivavel em 0

L L L L

9]
FIGURA 3-65

" FIGURA 363
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EXERCICIOS 4.1 {P4gina 223)

(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 21 a 57 que aparecem nas Figs. 4.1-21 a 4.1-57.)
1. -5, % 3.-3,-1,1 5.0,2 7.-2,0,2 9.ndotem mimeroscriticos 11.ndo tem numeros criticos 13. %kn , quando & é um inteiro qualquer

15. %(Zk + 1)z, onde k € um inteiro qualquer  17. %kn, onde k é um inteiro qualquer 19, —1, -%—, 2 21, min, abs.: fi2) = -2
23. ndo tem extremos abs.  25. min. abs.:ﬂ——g-fr) = —1; méx. abs.: A0) = 2 27. min. abs.: f(—3) = 0  29. min. abs.: A(5) = 1

31. min. abs.: F(4) = 1  33. min. abs.: g(0) = 2 35. méx. abs.: f(5) = 2 37. min. abs.: f(2) = 0 39. min. abs.: g(0) = 1

41. min. abs.: g(—3) = —46; méx. abs.: g(—1) = —10 43. min. abs.: f(—2) = 0; max. abs.: f(—4) = 144  45. min. abs.: f(2) = 0;
max. abs.: f(3) = 25 47. min. abs.: f(—-;-n) = —2; max. abs.: f(-;—n) = 2 49. ndo tem extremos abs. 51.min. abs.: f(—1) = =1;
mdx. abs.: f(2) = -;— 53. min. abs.: f(1) = —2; méx. abs.: f0) = —% 55. min. abs.: F{(—3) = —13; max. abs.: F(3) = 7

57. min. abs.: f(~1) = 0; m4x. abs.: f(1) = /4 v '

y
-
I y
Y
i y
P S — x
- o
(o] L
L\ L) ey
] o
b P
FIGURA 4.1-21 FIGURA 4.1-23 FIGURA 4.1-25 FIGURA 4.1-27
y | , ,
A i y
- | 3 ?
L | i |
L | B x
| ' _ I
L | -_l__L—l—l : .
5t ! i B
! I . i |
- I i :
|
i ‘ FIGURA 4.1-31 FIGURA 4.1-33 st !
- l ) i
N TR U N
r : 5 ’ FIGURA 4.1-35
FIGURA 4.1-29 :
y y
] f
¥ § I ! >~ r
t14 o :
| L 0 .
/ | | 100 -
4] i .
i\ -
i\ e i o
I\ ]
L] -
° ’ iof | - '
Vo | - —50 5 >

FIGURA 4.1-37 FIGURA 4.1-39 FIGURA 4.1-41 FIGURA 4.1-43
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FIGURA 4.1-45 FIGURA 4.1-47 FIGURA 4.1-49 -5
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FIGURA 4.1-51 FIGURA 4.1-53 ' FIGURA 4.1-57 FIGURA 4.1-55
EXERCICIOS 4.2 (Pégina 229}

1. % cm 3.60mpor60m 5.60mpor120m 7. % 9. 12V3 unidades quad. 1l.de AaPa C, onde P fica a 8 km abaixo de B
13. de A a P a C, onde P fica a 4 km rio abaixo de B 15. %ﬂ 17.225 19.400 21.30 23. o raio é 3V2 cm, a altura é 6V2 cm.
25. % cm por % cm por —1-21 cm 27, (a) Jm unidades = (v/4T — 3) unidades = 3,4 unidades;

() V50 + 64T unidades = (V4T + 3) unidades =~ 9,4 unidades 29, %k 33. a largura é 48V3 cm; a espessura é 48v6 cm -

35. (a) o raio da circunferéncia é m e a extensdo do lado do quadrado é 10

+ 4
(b) o raio da circunferéncia é % m e ndo hd quadrado

m;

EXERCICIOS 4.3 (Pgina 235)

L2 3.4n 5.7 T3 9.0 1L () (), @) Gi) satisfeitas; (c) (5, —2¥8) 13. (b) () ndo satisfeita  15. (b) (ii) ndo satisfeita

17.4 19.cosc = 2;c =~ 0,8807 21. () ndo satisfeita  23. (ii) ndo satisfeita 29, 3-

EXERCICIOS 4.4 (Pégina 240)

(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 1 a 39 aparecem nas Figs. 4.4-1 a 4.4-39.) : | )

1. @) e (®)f(2) = -5, min. rel; (c) [2, +0); (d) (- ,2] 3. (a)e(b)f(—%) = —257 méx. rel; f(1) = —1, min-_rel-; © (=, =5, [1, +); (d) [-+, 1]
5. @) e (b) f(0) = 2, méx. rel.; £(3) = —25, min. rel.; (c) (-, 0], [3, +oo);‘(d) [0,3] 7.()e (b)ftem um valor méx. rel. de 4 se

x = (4 + 1)z, onde k é um inteiro qualquer; f tem um valor min. rel. de —4 se x = (4k + 3)7 onde k é um inteiro qualquer; (©) [(4k — D,
(4k + 1z}, onde k é um inteiro qualquer; (d) [(4k + )z, (4k + 3)x], onde k é um inteiro qualquer 9. l(a) e (b) f(0) = 0, min. r%.;
S) = ¢, méx. rel;; f2) = 0, min. rel.; (©) [0, 1], [2, +); (d) (~ o, O, 1, 2] 1L @ e ® f(-2) = -5, méx. rel;; f(—1) = - &,
min. rel.; £(1) = 4%, max. rel.; £2) = 45 min. rel; ©) (=, =2), [-1, 1], [2, +); [-2, -1}, [1,2] 13. () e (b) ndo tem extremos rel.;
(¢) (0, + x); (d)em nenhum intervalo  15. (a)e(b) f(%/i) = %3/5, min. rel.; (c) (- «, 0), [{/'2', + 00); (d) (0, Vf] 17. (a)e (b) f(%) = g:gg , méx. rel.;
() = 0, min. rel.; () (-, £, [1, +); (d) [%, 11 19. (@) e () f2) = 4, mix. rel; (¢) (-, 2]; (d) [2, 3]
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21. (a) e (b) A—1) = 2, max. rel.; A1) = —2, min. rel.; (c) (—o, —1], [1, +0); (d) [-1, 1] 23. (a) e (b) 1) = 2, méx. rel.; (¢) (— =, 4];
@[, +) 25.@e®) ) = — 4, min. rel; ©) [+, +®); (d) (-, 5]  27. (a) e (b) ftem um valor méx. rel. de — 5 sex = 47 + 5km,
onde k é um inteiro qualquer; f tem um valor min. rel. de % sex = %kﬂ, onde k € um inteiro qualquer; (c) [%7:, %kn + %kﬂ),

(%n + %kn, %ﬁ + %kn], onde k é um inteiro qualquer; (d) [—i—n + %kn, %ﬂ' + %kn), (%7: + %kn, —;-n + %im], onde k é um inteiro
qualquer 29. (a) e (b) f(—1) = 0, méx. rel.; f(1) = —W, min. rel.; (¢) (=, —1], {1, +); (d) [—1,1] 31.(a) e (b) A—2) = 5, méx. rel.;
f(0) =-1, min. rel.; (c) (-, —2], [0, +); (d) [-2, 0] 33. (@) e (b) A—1) = 2, max. rel.; f(0) = 1, min. rel.; f(2) = 5, max. rel.:
© (-, =1}, [0, 2); @) [-1, 0], [2, +) 35. (@) e (b) f(—-9) = -8, min. rel.; f(-7) = -4, max. rel.; f(—4) = -5, min. rel;
f(0) = —3, max.rel.; f(2) = —7, min. rel.; (¢) [-9, —=7],[—4,0), [2, +); (d)(—o0, —9],[-7, —4],[0,2] 37.(a) e (b) ndo tem extremos rel.;
(©) [0, +); (d) em nenhum intervalo  39. (a) e (b) f(4) = + V4, méx. rel.; (c) (—4, 4}; (d) (-, —4), [4, +0) d3.a= -3, b =7

45.a= -2,b=9,¢c= -12,d =17

‘Ay 4 ) - 1 Ay ‘ 4y
O\ | s 6 - x
’ - N\,
. o * 5/
, - -4

FIGURA 4.4-7

-5

FIGURA 4.4-3

FIGURA 4.4-1 y FIGURA 4.4-5

M

FIGURA 4.4-9_ FIGURA 4.4-11 FIGURA 4.4-13 FIGURA 4.4-15
y
! y g
i i
/ \ - 0| )
1 O > X
I~ O 1 i PR > x
FIGURA 4.4-17 FIGURA 4.4-19 . FIGURA 4.4-21 FIGURA 4.4-23
y
\; . U \y ‘ i
—57‘4 _lw/, o) 4";2 - NJ x
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EXERCICIOS 4.5 (Pégina 248)

(Esbogos dos gréficos dos Exercicios de 1 a 23 aparecem nas Figs. 4.5-1 a 4>.5-23.)
1. (0, 0); cdncavo para baixo para x < 0; cdncavo para cima parax > 0 3. (—%, '2—5); concavo para baixo para x < ——, cbncavo para cima

para x > —% 5. (0, 0), (4, —256); cdncavo para cima ‘para x < 0ex > 4; concavo para baixopara0 < x < 4 7. (1, 0);

concavo para baxxo para x < 1; concavo para cima parax > 1 9, (-2, 0); cdncavo para cima para x < —2; cdncavo para baixo para x > -2
11. (-1, 2), a{, 2), cdncavo para cima parax < — 1 ex > 1; cdncavo parabaxxo para -1 <x <1 13.(- §7r, 0), (- 31:, 0), (0, 0), (3 7, 0),

(—31r,r 0); cOncavo para cima para -7 < x < — gn, 37r <x<0e 37|: < x < 37r, cdncavo para baixo para — —n < x < —%ﬂ,
0<x< %7: e %n <x<gzm 15 (0, 0); concavo para baixo para —7 < x < 0; cdncavo para cimapara0 < x < 7

17. ndo tem pt. de infl.; cdncavo para cima para x < 2; concavo para baixo para x > 2 19. (0, 0); cdncavo para cima para x < 0;
cdncavo para baixo para x > 0  21. (0, 0); cOncavo para baixo para x < 0; c6ncavo para cima parax > 0 23, (2, 3);
c6ncavoparac1maparax < 2; cOncavo para baixo para x > 2 25.a=-1,b = 27.a=2,b= -6,c=0,d=3

29. (a) (—n + k=, 0) onde k é um inteiro qualquer; (b) —1 em (—7: + kn, 0) se k for um mtelro par, 1 em (—n + k=, 0) se k for um inteiro fmpar

31. (—n + kn, 0), onde k£ € um inteiro qualquer; —1 em todos os pts. de infl.

(Esbogos dos gréficos dos Exercicios de 33 a 47 aparecem nas Figs. 4.5-33 a 4.5-47.)
49. sim  51. 10h40 da manha.
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" EXERCICIOS 4.6 (P4gina 253)

(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 1 a 25 aparecem nas Figs. 4.6-1 a 4.6-25.)

1. f(%) = -§-, min. rel.; cdncavo para cima em toda parte 3. f(—;—) = %, max. rel.; f(—1) = —11, min. rel.; (7’,-, %), ponto de infl.;
cOncavo para cima para x < %; cOncavo para baixo para x > —i— 5. g(0) = 3, max. fel.; g(2) = %, min. rel.; (1, %), ponto de infl.;
céncavo para baixo para x < 1; cdncavo para cimaparax > 1 7. f(4) = 0, min. rel.; cdncavo para cima em toda parte 9. h(—%) = —%,
min. rel.; A(0) = 0, max. rel.; h(1) = —-é—, min. rel.; pontos deinfl. emx = -1'3(1 + /37); cBncavo para cima para x < %(1 -3Nex> 1—12(1 +37);
concavo para baixo para %(1 - <x< %(l + 37 1. F(%n) = —1, min. rel.; F0) = 1, max. rel.; (-é—n, 0), ponto de infl.;
cdncavo para baixo para —%n <x< %n; cdncavo para cima para-é—n <x< %ﬂ ) 13.f(—%) = -%Z—, min. rel.; (-2, 0), (— 1, — 1), pontos de infl.;
cOncavo para cima para x < —2 e x > —1; cdncavo para baixo para -2 < x< -1 15. f(1) = 8, min. rel.; (3, —1-36—\5), ponto de infl.;

cbncavo para cima para 0 < x <-3; cdncavo para baixo parax > 3 17. A(—2) = -2, min. rel.; cdncavo para cima parax > — 3

19. F27) = 9, méx. rel.; (0, 0), (216, 0), pontos de infl.; cdncavo para'cima para x < 0 e x > 216; cdncavo para baixo para 0 < x < 216

21. f(-1) = ~2, min. rel.; f(1) = 2, max. rel;(0, 0), (—%\/f, ——;’—\/5), (%\/f, —g—\/f), pontos de infl.; cdncavo para cima para x < —%\/fe
0<x< %\5; cdncavo para baixo para —%\/f <x<0ex> —;—\/i 23. f(0) = 0, min. rel.; cdncavo para cima em-toda parte -

25. ndo tem extremos rel.; (——;-n, —%n), (—%7:, —%ﬂ), (%7:, %ﬂ); (%n', —;‘ﬂ), pontos de infl.; cdncavo para baixo para —27 < x < —';—ﬂ,
-—zl—rr <x< %ﬂe%—n < x < 2m; cbncavo para cima para —%ﬂ <x< —%ﬂe—;-ﬂ <x< %ﬂ - 27.cos kn = 1, onde k é qualquer inteiro par,
max. rel.; cos k# = -1, onde k é qualquer inteiro impar, min. rel.  29. COSCC(';—H + 2kn) = 1, onde k é qualquer inteiro, min. rel.;

cosec(—g-n + 2km) = —1, onde k é qualquer inteiro, max. rel.

- (Esbogos dos gréficos dos Exercicios de 31 a 35 aparecem nas Figs. 4.6-31 a 4.6-41.)
43. ftem um min. rel. em x = %‘/f e um max. rel. em x = .—%\/5 .
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EXERCICIOS 4.7 (Pégina 259)

(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 1 a 57 aparecem nas Figs. 4.7-1 a 4.7-57.) .
lLx=1y=x4+1 3.x=3,y=x+3 S5.x=-2,y=x-6 7T1.x=0y=x+2 9.f(—1) =35, mix. rel.;; f(1) = —3, min. rel.;
(0, 1), ponto de infl.; crescente em (—c, —1] e [1, + ); decrescente em [— 1, 1]; cdncavo para baixo para x < 0;

cOncavo para cima parax > 0 11, f(5) = ——f—;—, min. rel.; (0, 0), (1, — 1), pontos de infl.; crescente em [i, + c0);

decrescente em ( oo, ;] c6ncavo para cima para x < 0ex > 1; cOncavo parabaixopara0 < x < 1 13, f(-3) = 5, maéx rel.;

f(——) ~55-, min. rel.; (— 3 s 37 ), onto de infl.; crescente em (— o0, —3] e ["T’ + ©); decrescente em[-3, -3 ];

cdncavo para balxo para x < —-; cOncavo para cima para x > ——g- 15. f(0) = 1, min. rel.; (2 , ), 1, 2), pontos de infl.;

decrescente em (—0, 0]; cresceme em [0, + ); cdncavo para cima para x < 5 e x > 1; cdncavo para baixo para Lex<i

17. f(-1) = 12, min. rel.; f(0) = 1, max. rel.; f(2) = , min. rel.; pontos de infl.em x = T(l + V7); decrescente em (—o0, —1] ¢ [0, 2);
crescente em [— 1, 0] e [2, + o); cOncavo para cima para x < T(l -VDex> %(1 + V7); cdncavo para baixo para%(l -V <x< %(1 +V7)

19. f(0) = 2, min. rel.; ndo tem pontos de infl.; decrescente em (— o, 0]; crescente em [0, + o); cOncavo para cima em toda parte

21. f(0) = 0, min. rel., ndo tem pontos de infl.; decrescente em (— e, 0]; crescente em [0, + ); cOncavo para cima em toda parte

23. ndo tem extremos relativos; (0, 0) ponto de infl. com tangente horizontal; crescente em (— c, + ©); céncavo para baixo em (— o, 0);
cOncavo para cima em (0, + ) 25. ndo tem extremos relativos; (2, 0) })onto de infl.; decrescente em (— o, + );

cdncavo para cima para x < 2; concavo para baixoparax > 2 27. f(5) = -5 122"54 , max. rel.; f(2) = 0, min. rel.; pontos de infl. em (- 1,0) e

x = ]—'0(8 + 3V6); crescente em (— oo, %] e [2, + ); decrescente em [5 , 2]; concavo para baixo parax < —1le Io(8 -3Ve) < x< l0(8 + 3V6);
cOncavo para cima para ~1 < x < ﬁ(S - 3V6)ex > ﬁ(S + 3vV6) 29.f(—-;—) = %, méx. rel.; A0) = 0, min. rel.; (—1, 2), ponto de infl.;
crescente em (— oo, —%] e [0, + «); decrescente em [—%, 0]; concavo para baixo para x < —1; cdncavo para cima para x > —1
31.f(—%7z) = —3, min. rel.; £(0) = 3, max. rel.;f(;ﬂ_r) —3 min. rel.; (— 47 0), (- 47:, 0), (4 7, 0), (4 7, 0), pontos de infl.;
decrescenteem [ — 7, —%ﬂ] e[0, %n]; crescente em [—-;—n, Oj [3 [ 27, 7]; cdncavo para baixo para — 7 < x < —-3—7:, —-4—7r <x< 77: e77t <x<m;
codncavo para cima para —%ﬁ <x< —%ﬂ e %—n <x< fi-n 33.(%7:, 0), min. rel.; ndo tem pontos de infl.; crescente em [0, %n) e [%ﬂ, 7l;

cOncavo para baixo para 0 < x < %n e %n < x < rm 35.ndo tem extremos relativos; (0, 0), ponto de infl; crescente (— 7, 7);

cOncavo para baixo para — 7 < x < 0; cOncavo para cima para0 < x < 7; x = —7m e x = 7 sdo assintotas  37. f(—%n) = V2, méx. rel.;
f(—%n) = —v2, min. rel 'f(ln) V2, max rel. 'f(f 7) = —V2, min. rel ; (—%ﬂ, 0), (—%ﬂ:, 0), (%n, 0), (%1:, 0), pontos de infl.;
crescente em [—27, — 7:] [- 4 =n, --n] e [ 37, 2n]; decrescente em [— =7, —%7:] e [-i—n, %ﬂ];'céncavo para baixo para —-27 < x < ——i-n,

-7 < x < 3meJm < x < 27; concavo para cima para — 57 < x < —SmeSn < x <47 39.fi0) = 0, max. rel.; A2) = 4, min. rel.;

ndo tem pontos de infl.; crescente em { — oo, 0] € [2, + o); decrescente em [0, 1) e (1, 2]; cOncavo para baixo para x < 1; cOncavo para cima para
x> l;x=1ey=x+ 1sdo assintotas 41, f(0) = —1, mdx. rel.; ndo tem pontos de infl.; crescente em (— o0, —1) e (— 1, 0];

decrescente em [0, 1) e (1, + o); cOncavo paracima parax < — 1 ex > 1; cOncavo parabaixopara —1 < x < 1;y = 1,x = —1 ex = 1sdo assintotas
43. f(-1) = —1, min. rel.; f(1).= 1, méx. rel.; (-V3, —%\/5), 0, 0) e (V3, %\/_3-), pontos de infl.; decrescente em (—e, —1] e [1, + );
crescente em [— 1, 1]; cOncavo para baixo para x < — V3 e 0 < x < V3; cdncavo para cima para —V3 < x < Oex > V3; y = 0 ¢ uma assintota
45. f(0) = 0, min. rel.; f(1) = 1, méx. rel.; ndo tem pontos de infl.; decrescente em (— oo, 0] e [1, + =); crescente em [0, 1]; cdncavo para baixo
parax<0ex>0 47.f(1) = — 1, min. rel.; ndo tem pontos de infl.; decrescente em (— o, 1]; crescenteem [1, + o); cdncavo para cima para todo x
49. ndo tem extremos relativos; (3, 2), ponto de infl.; crescente em (— o, + o0); cOncavo para baixo para x > 3; concavo para cima para x < 3
51. ndo tem extremos relativos; (3, 2), ponto de infl. com tangente horizontal; crescente em (— o, + o0); cdncavo para baixo para x < 3: concavo

paracimaparax >3 53. f(0) = 0, min. rel.; f(— = ﬁ\/_ maéx. rel.; ponto de infl. em x = -5(48 — 8V6); decrescente em (— 0, 0] e[ 5 , 41
crescente em {0, -136—]; cdncavo para cima para x < 75(48 — 8V6); cAncavo para baixo para 1—5(48 -8 <x<4 55 f(—-%) =3 4.V6, méx. rel.,
néo tem pontos de infl.; crescente em (— oo, —%]; decrescente em [—-§—, 0]; concavo para baixoparax < 0  57.f(—1) = 0, max. rel.; f(1) = —W,

min. rel.; (2, 0), ponto de infl.; crescente em (— o, —1] e [1, + o); decrescente em [—1, 1]; cOncavo para cimaparax < —le -1 < x < 2;
" cOncavo para baixo para x > 2
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EXERCICIOS 4.8 (Pdgina 267)

1. f(0) = O, min. abs. 3. ndo existe 5. g(%) = %, min. abs. 7. ndo existe 9. f{—2) = -13, min. abs.
11. g(-1) = -2, méx. abs.  13. 0) = 0, min. abs.; fIV2) = %\/'3', méx. abs. 15-.;(—%7:) = V3, min. abs. 17.45m X 60m

19.6cm X 9em 21 12¢cm X 4cm X 6em  23.2x -~y + 1 =0 25.1més; 7,5% 27. altura 4 ¥4 cm; raio, ¥4 cm
29. 40 unidades  31.$ 1.500 33. (3, D v _

35. raio do semicirculo,

10” m; altura do retdngulo, 3 lOn m 37.90km/h  39. % s 4L.5V5m 43.V2 d45.2VZ 4. %a

EXERCICIOS 4.9 (P4gina 276

1.45 3.1 =0167; 10 - 2 = 0,154 5. (@) (-3-4%) Ax — 2A0)% ®) (-3-4) Ax; () —2(Ax)?

7. (@) 3x% - 2x) Ax + (3x — 1)(AD? + (A0)3; (b) 3x2 — 2x) Ax; (c) Bx — 1}AX)? + (Ax)3

9. (2) —~2Ax . (b) _=20x 22(Ax)2 '
x-Dx+Aax—1) x -1 x-D¥x+Ax - 1) _

13. (@) 37 = 0,0238; (b) 35 = 0,025; © - 55 =~ —0,0012 15.(a) —0,875; (b) —1,5; (c) 0,625 17.3(3x% - 2x + 1)¥6x - 2) dx

53 © 11. (a) 0,0309; (b) 0,03; (c) 0,0009
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19, (4x? + 189dx 5 (1 — 2senx + 2 cos x) dx

23.2tgxsec?x2tglx + 1)dx 25 — X 27, - —j_%
X

32x + 3)3 ) @ - sen x)? 4y
29.1 31.()dx=drds,dy = 3d; (b) =—; () > 33.(a)dx = —2sentds dy = 3costdt (b) — L. ) - 9%
4t 4y 2sent 4y
35.(@ 6,75 cm3 (b) 0,3 cm?  37.22m? 39.047cm? 41.097cm?  43.4%  45. 10 cm®
EXERCICIOS 4.10 (P4gina 281)
1.4,1179 3. -1,1673 5.2,649 7.0,507 9. -1,128 11, 1,73205 13.1,81712 15.0,7391 17. 0,8767
19. 2,0288, 4,9132  21. 3,14159
EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 4 (P4gina 282)
(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 1 a 31 aparecem nas Figs. 4-1 a 4-31 )
1. min. abs.: {—5) = 3. min. abs.: 1) = - 2 ; méx. abs.: A2) = §. min. abs.: f3) = 0; méx. abs.: A0) =
7. min. abs.: f(V6) = 0; méx. abs.: f(5) = 361 9. min. abs..f(—--s—n) = —2; méx. abs.:f(%n) =2 11. méx. abs.:f(%) =vV3
13. f(-2) = 0, méx. rel.; A0) = —4, min. rel.; (—1, —2), ponto de inflexdo; crescente em (-, —2]) e [0, +); decrescente em
(-2, 0]; cdncavo para baixo para x < —1; cdncavo para cima para x > —1
15. f(s) = %%, méx. rel.; f(4) = 0, min. rel.; ponto de inflexdo em x = —-2 ex = —(8 t 3V6); crescente em (— oo, 5] e[4, + «);

decrescente em [5 , 4]; cdncavo para cima para -2 < x < —(8 - 3V6)ex > 5 (8 + 3V6); concavo para baixo parax < — 2e

—(8 - 3WV6) < x < —(8 + 3V6) 17. nio tem extremos relativos, (4, —3), ponto de inflexdo; crescente em (— o, + o); cdncavo para cima
para x < 4; cdncavo para baixo para x > 4  19. f{0) = 0, min. rel.; (%, -;—), (- %, %), pontos de inflexdo; decrescente em (— oo, 0]; crescente
em [0, + o); cOncavo para baixo para x < — % ex > %; cOncavo para cima para — —'— <x < ; sy = 4 é uma assintota

21. A0) = O, méx. rel.; ndo tem pontos de inflexdo; crescente em (—o, —2) e (-2, 0]; decrescente em[0,2)e (2 + o); cOncavo para clma para
X < —2ex > 2;concavo para baixo para —2 < x < 2; y = 5, x = —2 e x = 2 sdo assintotas  23. RO) = 0, méx. rel.; A6) =

mIn rel.; ndo tem pontos de inflexdo; crescente em (— o, 0] € [6, + ); decrescente em [0, 3) e (3, 6]; cOncavo para baixo para x < 3; c6ncavo

paracimaparax > 3;x = 3ey = x + 3 sdo assintotas  25. f{1) = 0, min. rel.; ndo tem pontos de inflexdo; decrescente em (— o, 1]; crescente

em [1, + ); cOncavo para cima parax  27. ndo tem extremos relativos; (3, 1), ponto de inflexdo; crescente em (— ®, + ); cdncavo para ba.lxo

para x < 3; concavo para cima parax > 3 29. {—1) = 0, min. rel.; A0) = 9, m4x. rel.; j(3) = 0, min. rel.; pontos deinflexioem x = + % v'_

decrescente em (— o, —1] e [0, 3]; crescente em [—1, 0] e [3, + ); cOncavo para cima para x < — —\/_ Sex >5 \/_

cOncavo para baixo para - -— Vi<x<2 \/_ 31 f(— —1r) = —v2, min. rel. f( ﬂ) = V2, méx. rel (8 7, 0), ponto de mﬂexao, decrescente em
[- —7r, - n] e [ 87 g 7r], crescente em [— —-n, 3 7:], cdncavo para cima para -—n <x< 3 - 7; concavo para baixo para —7: <x< s =7
33. -—(l - \/— 13) 35. - — 1.JAZ + B2  43. ponto de inflexdo em (0,2); cdncavo para baixo para x< 0; cdncavo para cima para x > 0

45.a=2,b=-6,c=3 51.66 5520cm x20cm x 10cm 57. 32k cm x ¥3kcem x %Q/ZTcm 59.1.500 61. 12 km do ponto
a partir do banco préximo  65. $1.800  67. 25 radios; $525

69. ; s; a velocidade da particula movendo-se horizontalmente é de 1 cm/s; a velocidade da particula movendo -se verticalmente é de 3 cm/s
L3 + w2 m 73.9m x 18m 5. o raio é —r cm e a altitude € 34 cm  77. o arame deve ser cortado ao meio

79. 1.000; $11  81. (a) —0,16; (b) —0,64 83.27 cm3 85. um erro de aproximadamente 1 ’6rlOt s 91.1,168 93.1,9622
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EXERCICIOS 5.1 {Pégina 294)

3.5 _ 1
I.Tx + C 3. Py

.-+t a 0 1MES et o m e sx+ 0 19452+ 2x2 e 0 0. Ex2 - pxP 4 C

23. - ;‘7 - —i— +5x+ C 25._-§—x5’2 + %x”z - 8x12 4+ ¢ 271.3x%3 4+ %xm +C 29.-3cost—-2sent + C

M.secx + C 33. —4cosecx + 2tgx+ C 35 —2cotgf - 3tg8 + 8+ C 3T.y=x2-3x+2
39.3p = —-2x3 +3x2 +2x+ 6 4L 12y = -x* + 6x2 - 20x + 27 43.C() = x> + 4x2 + 4x + 6
45. (a) C(x) = 3x2 + 8; (b) $800 47. (a) R(x) = 15x — 2x3, B)p =15 — 2x  49. 117x m3?  51. g ndo ¢ diferencidvel em (-1, 1)

+C 5w C LI+ C 9L+ C Mxt+ L+ C B3y -+ C

EXERCICIOS 5.2 {P4gina 302)

L-1a-4+c 3.-26-20"+C 5+ -9"2+C THE-D'+C 9% -F0O-4HP+C
1 3, »n/3 2 52 _ 4 3/2 _20 - -5 L - p-6
W o gnr + € B N3 4 C 15 Hx + 2) fx+2+Cc 11 -H1-nS+30-n¢+C

19. -3 - 20¥2 + 303 - 2902 - %3 - 202+ C 2. Gsend9+ C 2. -2cosx’ +C 25.3gSx+C
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372
27. -tcosec3y? + C 29.4 (2 +senx) + C 31 -2 (1 + ;—x) +C 3. -3 +cos0* +C 35 -Lcos?r+cC

LT — 2 sen 3% 2/ 1
3.4tg2x - tcog2x+ C 39 - VT = 2sendx + C a. 3V + T+ 1+ C 43.—m+c

5. 23 - N3 - 183 - NP+ C 4. ¢\ 4 25+C .M+ a+——2 4+ s cos(cos x) + C
¢ ’ Vx? + 4

B.@+ 4’ + W+ x+ COF+ D+ C 55.@ T - 2+ %2 4 G 0) 20k - 1) +C

57. (@) sen?x + C;(b) — cos?x + C;(¢) — L cos2x + C  59. C(x) = Lfhxva+ % 61.p = —4—% 63. + coulombs
X

65. $325  67. 3,1 pm3

EXERCICIOS 5.3 (P4gina 310)

Ly=22-5x+C 3.y=x+x-Tx+C 5y=—2 121+ u2=3024C 9.1gx—-tgy+y=C
x2+ C
4 2
11.y=5142+"7+c,x+c2 13.5= -4 (sen3f +cos3) + Ct + G, 15.y = Lx3 = x2 _4x 4 6

17.4sen3x + 6cos2y + 7 =0 19.u = 3v* + 4v3 4+ 292 4+ 2y 21.s=§(2z+4)3/2—-§-
Bov=2+st-s=u+32 -5 Bv=3d+2-4s=Lr+18_ 4+
27.v = -2V2sen 2 ~ 7). 5 = VZcos 2t — +7)  29.1.600s = v2 + 1.200 31.5s2 + 45 = v2 + 12 33.(2) ds;
() 20m/s; (¢)2s;(d)20m  35.(@) /33 = 5,75 ;1033 = 57m/s 37.(a) 6,6 s; (b) 65,7 m/s

39.(@) v2 = —20s5 + 1.600; (b) 35,8 m/s 41. % cm 2 direita da origem  43. 1,62 m/s2  45. (a) 3,47 s; (b) 48,22 m

47.20m/s ou 72km/h  49.x% + 2y2 = C

EXERCICIOS 5.4 (P4gina 322)

73 63 7 100 2 4
51 3.147  5.2.025 7.4y 9. 1L 13.10400 15.2" -1 174 19.n* — $n3 — 302 — 4,

21. 3 unidades quad.  23. 15 unidades quad.  25. - unidades quad.  27. 9 unidades quad.  29. ++ unidades quad.  31. X unidades quad.
33. 4" unidades quad.  35. 3-m(b* - a?) unidades quad.  37. S-h(b, + by) unidades quad.  39. 9 unidades quad. 41, 15 unidades quad.

43. 9 unidades quad.  45. 1,0349 unidades quad.  47. 1,1682 unidades quad.  49. 1,8530 unidades quad.  51. 1,5912 unidades quad.

EXERCICIOS 5.5 (P4gina 330)

L35 3% 50835 7.410+VZ+ 3D 9.9 1L 1315 1566 17.4 19,20 unidades quad.

5
4
21. 44 unidades quad.  23. 5 unidades quad.  25. 2% unidades quad.  27. - unidades quad.  29.0,2672  31. 2,6725

33. 52 x2dx 35 S’ L ax
0 0 x

EXERCICIOS 5.6 {P4gina 340)

L12 3.45 5-5 7.15 9.0 1.-21 1B.-2 154+ 17.87 19.[24,56 21.00,64] 23.(0, 27]
25. [0, 576]  27. [{57, 5V3nl  29.00,6] 31.(-3,3] 33.[-33r 0 35> 37.<

EXERCICIOS 5.7 (Pégina 343)

1L5V3 3. 330 5 -2+ 42 7.0 17.0 valor médio é + em x = + 19.%;0,69 M.y =3232 2n
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EXERCICIOS 5.8 {Pégina 351)

1L.12 3.3 5% 1% 9 T“ m -8 1.1 153 -23) 171.2-¥2 1. . 134z
25,88 27,2 29825 31 A 330 353 3.4+ x% 39 —Jsenx
a1 ﬁ, 43.3x2Yx5 + 1 45.1 47.0 valor médio é 6 em x = V3  49.27 51 % 55, 188

EXERCICIOS 5.9 {P4gina 359}

1. % unidades quad. 3. —232— unidades quad. 5. 572 unidades quad. 7. —32—3 unidades quad. 9. 1 wnidade quad.  11. 1 unidade quad.
13. 372 unidades quad. 15. % unidades quad. 17. ¢ umdades quad. 19. 1—52- unidades quad. 21. % unidades quad.

23. —\/_ unidades quad. 28§. % unidades quad.  27. W unidades quad. 29. % unidades quad. 31. % unidades quad.

33. 3L unidades quad.  35. (VZ - 1) unidades quad.  37. 7 unidades quad.  39. 12 unidades quad.  41. 13> unidades quad.

43. 64 unidades quad.  45. (17 - 1) unidades quad.  47. (1 - 4 7) unidades quad. 49, % p? unidades quad 51.32 53.3K

EXERCICIOS 5.10 (P4gina 368)

1. aproximado: 4,250; exato: 4 3. aproximado: 0; exato: 0 5. aproximado: 0,696 7.0,880 9.0,248 11. 3,689

13. -0,5 < e <0 15 -0,161 < €7 < 0,161 17. —0,007 < €7 < — 0,001 19,.4,000 21.0,693 23.0,6045 25.0

27. -0,0005 < €5 < 0 29.0,237 31.1,569 33.1,402 35.3,090 37.(a) 15,95; (b) 16,03. 39. 26,6 unidades quad. 41. 5,9 km
43. 4,109 unidades quad. 45. 56 47. 222

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 5 {Pégina 369}

LExt -3 +3x+C 322+ 4+ C 5. -+ cos3t + C 7.—%cos3x+C 9.—-3%3+%+C

s 2 2 1 1 n_ 3
1.2+ 3 +C B.ixfix++x+C 15.—24(x T +C 1M+ -Fes+y2+cC

19.4 1530 - 0+ C 2L Ssenx - 3secx + C 23.35@x + HY2B0x2 - 18x + 79) + € 25.6 21. -G 29.0

N4 B4 5.5 3.4-5n 39.y2=_2_xT,1_+—C+1 dahy=+12x-1D"+Cx+ G

B@EP+ D+ GO+ IS+ I 0 By=lx -2 -9 4L @RE = 4x* - 57+ 12y
Mp="tx2-5x+12 H.@V=2¢+D"+ 32+ F0)64cm® 51.146cm®  53.85

S5.v = 3sen2r + 3,5 = —Scos2t + 3 + (5 - 3m) 57. 28T - 625 "8178’625s ~ 1125 59.(a) 1s; (b) —80 m/s

61. 4.100.656.560 67.[0, 1] 69.22 71 -(x2 - ¥ 13.-L 150 77.423% 81 18 unidades quad.
2 x 175

83. ﬂ unidades quad. 85. %(40\/3 — 20) unidades quad.  87. 36 unidades quad. 89 2 unidades quad.  91. 2V2 unidades quad.
93. (—z-n‘ — 1) unidades quad.  95. (b) 47°; (c) 60°; (d) 73°; (e) 75°; (f) 67,5°; (g) 60 + 7 (V3 + 2) graus = 70,7° 97.2,977
99, 2,958 101. (a) 1,624; (b) 1,563 103. V3 + %n 105. 12; V3 111. (b) 27

EXERCICIOS 6.1 {P4gina 381)

1. izrr unidades cib. 3. l,ln unidades cib. 5. 647 unidades cib. 7. i?in unidades cub. 9. ——7r unidades cib. .- 355 e
13. 21556 # unidades cib.  15. —s—ﬂ unidades cub.  17. %nﬂ unidades cib.  19. %nh(a2 + ab + b? unidades cib. 21.7 umdades cib.
23. %n unidades cub. 25. (47 — %nz) unidades cub. 27. (Y3 - %nz) unidades ciib.  29. ﬂ7r unidades cib. 31. %n’ unidades cub.

33. 28 7 unidades cub 35. 2% 7 unidades ct'xb 37. 1807 cm®  39. (372 - 2V3n) unidades cib.  41.2  43. 132 3 em3
45. 6§6 cm? 47, r3 unidades cib.  49. %3 cm? .
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EXERCICIOS 6.2 (P4gina 387)

13. %n unidades cib. 15, %on unidades cib.  17. %n unidades cib.  19. —';3—11 unidades ciib.  21. 167 unidades cib.
23. §% x unidades cib.  25. 3%-7p% unidades ctb.  27. £ unidades cib.  29. k-x unidades cib.  31. 3% 7 unidades cib.
33. 5% wunidades cib.  35. %7 unidades cib.  37. (2 + V27 unidades cib.  39. 7 unidades cub.  41. 22 7 unidades cib.  43. Y2744

EXERCICIOS 6.3 (P4gina 393)

17, 88> — @ + 3p%)%2

. .
8@’ — b)) seb # a;gaseb =a

LVio 3.487 s.4E 1 9. l9r2 - 125) m12 1.2 152
19.2V3-4 21.2 23.3,8203 25.1,0894

EXERCICIOS 6.4 (Pégina 399)

1.250 dinas 3. 4.000 dinas  5.3m/s> 7.%kg 9.4 11.6 13.54 kg L m a partir de um extremo
15. 171 g; 5,92 mm a partir de um extremo 17.42 g; 174— cm a partir de um extremo
19. 31,5 kg; ITS m a partir do extremo com a maior densidade  21. 16 kg; -15—6 m a partir de um extremo

23. 1,2 m a partir do extremo com a maior densidade  25. % x?g/cm  27. 12 kg/m

EXERCICIOS 6.5 (P4gina 406)
Le,d 3% sd&n 10H 20D nd, Y wB.d-dH 20 1.3
21. O ponto no raio cuja distancia do centro da circunferéncia é 3i vezes O raio.

T

23. —;—nrzh unidades cib.  25. %\/7(4 + 37) nr? unidades cib.

EXERCICIOS 6.6 {Pégina 412)
L8y 3 LIS oy 5 L34 393 7.180ergs 9.8 11 1350 ergs  13. 6.562,5w I
15. 2562w J  17.13.500 ] 19.5.500J 21.9.196.8757 ] 23.1.017.9387 J  25. 1‘;‘;“’ s 27.2V3cm

EXERCICIOS 6.7 (Pégina 417)

1. 320pg dinas 3. 64pg N 5.2,25pg dinas 7. 941.760 N  9.4.087.500 N 11.3/16,31 m = 2,54 m 15. 14.000pg N
17. 100.000pg kg-m  19. 12.978 N 21. 250 \/409pg N 23. 11.250 V3pg N

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 6 (P4gina 418)

1. %1: unidades ciib. 3. w unidades cib. 5. n unidades ciib. 7. 250% unidades cib. 9. 1.024 unidades ciib.  11. 37 unidades cub.

13. £ unidades cib. 15, 45v3  17.558n em? 19, oh5(4(10.999)32 - @.251)¥% = 7,03 2. % 23.(3,2)
1.539
20

25. —"3)1 kg; % m do extremo esquerdo  27. (%, —% 29. (%, % 31. %n m3 33._%1: unidades cib.  35. 7 unidades cib. -
37. 6.000 ergs  39. 400 joules  41. 44.145.000 joules 43. 2‘7352'w1r joules 45.4,5 wn] 47.90m3 49. 8—?—1: unidades cib.

§1. %1:2 unidades cub.  53. % pj N 55. 82.;)48 N

EXERCICIOS 7.1 (Pégina 430)

1. biunivoca 3. ndo é biunivoca 5. biunivoca 7. biunivoca 9. biunivoca  11. biunivoca  13. biunivoca
15. biunivoca  17. ndo ¢ biunivoca 19. f~!(x) = % (x + 7); dominio: (— o, + ), imagem: (~o, +) 21. ndo tem inversa
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23. fi(x) = 4 - ¥x; dominio: (— o, + ), imagem: (— <o, +w) 25.h7(x) = -;—xz + 3; dominio: [0, +Voo), imagem: [3, + )
21. F~ (%) '

x? — 1; dominio: (-, + ), imagem: (-0, +%) 29. ndo tem inversa

31 f~'(x) = 55x%; dominio: (- ®, + ), imagem: (-, +) 33.f7!(9) = ’l‘;i; dominio: {x|x # 1}, imagem: {y}y # —1]
35. 4~ '(x) = VX — 5; dominio: [S, + ), imagem: [0, +®) 37. /710 = + @& - 1); domfnio: (0, 8], imagem: [~ +, 4]

39. F-1(x) = /0 — x2 dominio: [0, 3], imagem: [0, 3] 4L. () f ') = +x +3) B. O S'® = Ir - 2
45. ) S = -“Lzlx AL =R -32) SLOAM = X2+ 4,x 2000 =x>+4,x<0
© i\ = \/x_—JTE dominio: [4, +); f5'(x) = —vx = 4; dominio: [4, + )
5.0 0=V - xL0<x<3 A0 =9 -x% -3<x<0;

X sex <1

© f7'® = Vo — x2, dominio: [0, 3]; f5'() = -9 — x%, dominio: [0, 3] 55./"'(x) = {\/)_c sel < x <81

_1 .2
75X se x > 81

EXERCICIOS 7.2 (P4gina 438}

2 1 1 1 1 1 1 1
11. % 13.5¢ 15.47 17. 57 19. -2 21 - 23. - f 25. - + 27. T
29. (a) fi(x) = N xz, L) = =9 - xz; (b) nenhuma tem inversa; (c) % = - —;— . ;—‘; = - %
31. (@) Ax) = 4.0\ = £ | dominio: x|x = 0}; (C)—dL = -2, dx _ _x
x x dx x dy Y
22 + 1 ' . d 4x - 3y dx 3x . 1 1 1
33. (@) W) = =5=—; () ndo tem inversa; © Ey = 7—"’ T e 35. () 6 )¢ 3. iLs .39. =
EXERCICIOS 7.3 (P4gina 448) o
U B Y =8 g 6B+ D g & gy ScosIy g3 senlny g5 552
4 + 5x 8 + 10x 3t+1 3+ 1 12 - 3x sen 5y X
2 2
17, sectx _ % 19, — 17 .lnx-l . 1 -2x - x 2. 1
2tgx o 2@w - SGw + 1) (n x)? 3+ D+ 1) 20+ Jx+ D)
27 -2V 9. x4y 31,1‘&7’9’& :
: Xy + x 6xy° + x
(Esbogos dos gréficos dos Exercicios de 35 a 41 aparecem nas Figs. 7.3-35 a 7.3-41.)
B.y=~-Fx+4 -In2 45y =40x- 40 47. - 49.(a) 35 por $1 no orcamento; (b) $688
Y
L 1 1 i 1 P L 1 ! 1 1 O 1 L 1
5 o " -5 5
y = In(-x) y =In x|
’ N L L 1 1 1 1 A - X
(@]
FIGURA 7.3-37 :
FIGURA 7.3-35 FIGURA 7.3-39
EXERCICIOS 7.4 {P4gina 454)
2 -
Lo3x* 5 _3sen3x g acecar 72X 9 x4 Dfx — DA6XE - 2¢ — 1)
x3+1 cos 3x x(* + 4)
- 2 9 _ 7 2
X - Dx+ 2 55 3002 _grs1e) 133 -4 F X410 45 L3 x4 C 1.2 (x? + 4+ C
(X _ 4)6 5(X7 + 1)6/5 2 2

19.-;,—ln|5)é3 -1} +C 21.%lnll +2sent| + C 23.-;-ln (1 —cos5x) + C 25.In(1 + sen 2x) + %ln|cos 2| + C
27.x2+ 4ln|x2 - 4| + C 29.In|lnx| + C 31.%ln3 3x+ C 33.Injinx)? +Inx|] + C 35 In|secInx)} + C

37.In5 39.4 + In2 41 —;— In(4 + 2V3) 43, 1 4. % In5 = 0,402 49.2.000In2N/m? =~ 1.386 N/m?

In 4
51. In 4 unidades quad.~ 1,386 unidades quad. 53. m(11 + 8 In 2) unidades ciib.~ 51,978 unidades cub.  55.In(2 + V3)
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EXERCICIOS 7.5 (Pagina 462)

VE can2 V5

1. 5e5 3. —6xe=3¥ s, —e®*senx 7.e% cose* + e*sen eX 9. £  sec” e 11. 4 13. 2x
2Vx e* + e 92
2 x
2 2x - + 2ye 12— -
15.2ez*se:e tge™ + 22 *secxtgx 17. —&~* 19, - %F:% 2l - 5e ¥+ C We-e ¥+ C
Boe———a— + C 2N.e*-3Ine*+3) + C 29.¢%2 31.2 33.L 35 Le‘-1) 37.267 39.2,57
T (e + 3) ] Fet -1

41. Veja Fig 75-41  43. (e? - 1) unidades quad. 45.y = —4x + 5 + +In2 47. (% + )m = 20,586 m  49. —46,97 N/m¥/s

51.0,0009 53.yrwe™2 — e~8) 1  55. (b) 2,7181459; 2,7184177; 2,7182818  61. A1) = -, max. rel.; (2, 2e~2), ponto de inflexdo;
e
crescente em (—oo, 1]; decrescente em [1, +); cdncavo para baixo para x < 2; cdncavo para cima para x > 2. Veja Fig. 7.5-61

y y
\ A
-7
i 051+
5 L L 1 !
L4 o 1 2 3 x
L3 Y= ) -
-2 y=xe”

-1
] x
=10 1 2 3 4 L
FIGURA 7.5-41 FIGURA 7.5-61

EXERCICIOS 7.6 (Pégina 468)

log, e
Zleoga x

15.3% 5ec 3% 1g 372 In3) 17 0% 021 + Linx) 19,297 - l[cos z ~ z(ln ) sen 2]

L(5In33% 3.4%%(n4)6r 5.4 22Indycos2x 7.2%34%SIn2 + 8xln3) 9. Lioge £ 11
X X

(logyo ©)?
x + 1) logjo (x + 1)

- 2x
20 (sen )8 ¥[1 + (nsenx) sec?x]  23.x% leXxlnx + 1) 25.—30 4 2. @¢ Lo a9 100 .
2003 T+ Ina I 10

. e

31.
"Iné6

(c) $877 por ano  51. (e -1-

+ C 33,0621 35.2,999 45, (a) 61 vendas por dia; (b) 2,26 vendas por dia  49. @)y = 200 - 219 (b) $ 12,800;

n‘ 5 ) unidades quad. = 0,276 unidades quad.  53. ( ln4 - 1) 7 unidades ciib. ~ 8,297 unidades cib.

EXERCICIOS 7.7 (P4gina 480)

1. 68,4 anos 3. 38.720 5.$2.734 7.16.000 9. (a) 96 %; (b) 66 %o  11.1.389 13. (a) $52,59; (b) 10,52 % )
15. 15,9 anos  17.8,7anos 19.439g 21.11,6 kg 23. 6.451 anos atrds ~ 25. (@) 34,7; (b) 55,5 27.(a) 0,3401; (b) 0,3414  29. 0,8427

EXERCICIOS 7.8 {Pagina 491}
lLy= - Jy=Ccosx S.y=@x+Ce* Ty=[nl+e)+Cle™™ 9x=y+Cy2 1.y= %senx + Ccosec? x
13.y = f * Cz 15.x=Inyin|lny| + O 1.y = x3 + —;—xz —% 19.y = x(¢"! + 1) 21.y = 5sen?x — sen xcos x

+ x :
2.y =8sen’x -2 25.70min 27.(a) 1 min 42s; (b) 42,1° 29.(a)i = 3 — 3e~%; (b) 3 ampeéres 31./ = 4—15(e’ - e~ 8
33.(a) g = 8 - 4(1 + 0,019 ~1:90; (b) j = 40(1 + 0,017) ~1 % (c) 8 coulombs 35.y = (%x" + Cx$)-1/3
3Ny = t(te? + cy-12
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R-35

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 7 (Pégina 492)

1.@f ' = «/3x + 4; dominio: (— o, +¢0); imagem: (-, + )

3. ndo tem inversa

5.7l = 3 4 rE dominio: {x|x » 3}; imagem: [y|y # 0] 7.(®)f !(x) = x3 -1 9..% 11. % 13. 8Inx
' 2R 1 '
15. (~4 1n 22 % gen 4x 17, & (4" )e* 2); 1. %810 el 21.0
+ x . 2 + X
1 - 1
i ( x)\/ogwl_xv . )
3 .

23. 0 * ¢ xe*In2x + e*Inx+ 1) 25.5ln(l +ée)+C 27 %(e”‘ + —-125—2—— +C> 29, %\/1 + e | o
N2 _FF+4+C BHeF-1 35Iim2 3M1+5mE 39 -2 reE Tl 4 500

3In2 e* + xe¥ +1 -

B.v=e—et+l;s=€e"+e "+t 45 %n(l — e~ 2y, %n 47.8.212 anos 49, g(x) = —e*; domfnio: (— 0; + o)

53. 3.000 In % ergs 55. 8,66 anos - 57. 187.500 59. (a) 32; (b) 43,5; (¢) 3,83 61.8,63 min 63.(l,e) T1.sgn 1l = e"")

B.@hEt>ht; N2> -2 ©@©Mm2>m3 75y =x+ x4+ Cx2
79.(@) i = 10 — 10(1 + +#) ~19%9; (b) 10 amperes

77y = (x + 2)(sec x — tg x) 81. 73,7°

EXERCICIOS 8.1 (Pagina 502)

L@Am®) -1 @O FE D371 3 @4m®) - Im @ +m @ Er 5@ 3m 0) - 371 © 57 (@) - 575 ()0
T@EVZEOSVEQDL D IVZE3 9.2V ®) -+ V2 (© -2vZ () V2 (o) -3 ’ '
1@ -25E0M+V5E @O -5@DVSE -3V B@-50-1V5@©2VvEd+Vse -+v5
B.@4m0) -1 @O+n@d -+ 1@ ®O+nO 22 19.@ 4t 0) - 41 © +n @) - 4
N@EEOEIR @Ot D3 B.@QILOIL OO B.@ino -dn©4n @ - In

2. @VE® V2T 29.@ VI 0 5 V3 342 33.2(1 + V10) 35 (V5 + 8V2) . 37. (48 — 25\3)

169
39. 55 (4/10 + V5)  43. Veja Fig. 8.1-43  45. Veja Fig. 8.1-45  47. Veja Fig. 8.1-47 49, Veja Fig. 8.1-49

51 (a) {tlt =sen~! ¥ - 4+ %} U {t‘t =+ - Llsen-1L 4 -;‘—] , onde k & um inteiro qualquer; (b) R X
Y
[
s
L Yarr
y Y
[y [
y
e Vot — = = e = — . varNek e e — = Inb———— - -
Sy Vam - \‘ i
L R 2 1 Jo1 2 o F i i
-1 ;O L —vem i
Tero T o B ot A N R
FIGURA 8.1-43 FIGURA 8.1-45 FIGURA 8.1-47 FIGURA 8.1-49
EXERCICIOS 8.2 (P4gina 509)
1 2 1 x 4 1 2y
1. 3. 5. — 720 9% - ————— 11 13.sen 7' 2y + —=——
N/ 1 + 4x? x — x? Ix|1 = x2 4 + x? J1 - 4y?
15. 2xsec~t L XXl g9 _ _cosxX 4 2 2.2/4 - x7 .- —3— 25.cotg7' x
x JI - x2 |cos x| a+ xHtg-lx2 45 — 1
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2y(342
27. —1- 1 29 L+ YI)OX" + seny) 33 2yix — 6y + 2mr — Vi =0;6V3x + 6y — 27 - W3 = 0
cos ™! xJ1 — x2 1 - xcos y(1 + y?)
33. /10 m 35.0,078 rad/s 37. i 7 km/min  39.2,4m/s 41. 6
3 xJx2 — 64

EXERCICIOS 8.3 (Pégina 513)

Lysn~!'2x+C 345w+ 5.%lg"x+l+c T.qgsec” ' F+C 9.—‘SEsen"-’@-x+C

V7
21.cos"% -fi-2x-xt+C 23.'sen-'1% -Ja-—2x-x2+C

25.3x% + 2+ @ - ax +3) - V2 20 - D+ C 21t +tm2 29.4r 3gle-dn

33. -,];-7: 35. 7 unidades quad. 37. -;-n unidades quad.

2 x - _
11.%sen‘13%+0 B.oFwg ' +C 15.21g7Vx+C 1L X1 ¢ 19.cos-“4"+c

EXERCICIOS 8.4 (P4gina 522)

17. 4 sech? X+ L 19 2027 cosh 2 21. —8 sech? 4w tgh 4w 23.e2*  25.2 cosech 2t 27. 2x sech x2

29. xsenh *~1(x cosh x In x + senh x) 35. 3 cosh?(e®) + C 37.2coshvx + C 39.x — +cotgh3x + C 41t ighbx + C
43. % In2coshx + C 45. % 47. 4 senh* 2 .

49. sech(0) = 1, m4x. rel; pts. de inflex. em x = + In(l + V2); crescente em (— o, 0); decrescente em [0, + o);

cbncavo para cima para x < — In(1 + v2) e x > In(1 + V2); céncavo para baixo para — In(l + v2) < x < In(l + V2)

51. a2 senh % unidades quad. 53.v = e~ /2 (B — %CA) senh ¢t + (A4 — %CB) cosh 7];

a=e" A - cB+ 4clA)senht + (B~ cA + +c®B)cosh1];a = Kis + Kpv,onde K, = 1 — Tc2ek, = —¢

EXERCICIOS 8.5 (P4gina 527)

’ 2
9. @h+a+v1®+ms n— 13. 4 15, - — 1 17,2 (cosh" X2+ ;—)
NI 1 — 16x2 2x + 3x? x* -1
-1 242
19. [sec x| 21, — SO€CX colgx o3, 62 (cotgh” z%) 25. —e* cosec e* 27.senh~!x
|cotg x| 1 - z4

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 8 (P4gina 527)

2%In 2 2 x sech Vx
LAY, o0@w-3 33@-18; 03> 5202 7 6senh?2rcosh2x 9. 11.
5 s ¢ ¢ @ -~ 1o O3 1+ 2% |x](x2 + 1) x
_ _ 4 _ 4.2
13. —4e? cosech e cotgh e2*  15. (cosh x)1/* ( x tgh x — In cosh x) 19. 60 = %" - xy 21. 2 sen"'x2 + C
x? 3x2 + 18xy3 + 2x%y
2.x - Lighdx+C 25,2 g1 A *+3 L0 270 VIsec !l yZe*+C 29.2m 4+ V3 —2 312VZsenh L
3 NS N 4 4 3 )
k 1 1 E k 1 -1 E . S . 1 1
33. tt=—+— —t U {ft=——— 0! —t,ondek t: ualquer; =z (€) 0,0035; (d) ==7; (e) 0,0048
(3){ o0 T Toon °° 20} H 50 Ta0n 20} onde & ¢ um inteiro qualquer; (b) 3¢5 (c) (d) 15575 (e)

37.9 sen ! % V2 unidades quad.  39. % 7 unidades cub. 41, (a) 120 rad/h; (b) 60 rad/h  43. decrescente 4 taxa de 60 rad/h

2 2
45. Lahelevaiapé 47.In(2 + v3) 49.2wsenh ™' 2w + 2w 2e

51, —=
Jaw? + 1 Je¥ — 1
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EXERCICIOS 9.1 (P4gina 536)

Ltxe™ - 3¢+ C 3.xsecx-Injsecx+tgx| +C S.xlnx—x+C 7T.xIn>x - 2xlnx +2x + C

X
S'.%tg"x(x2 + 1) - %x + C ll.ﬁ + C 13. —cos xIn(cos x) + cos x + C 15.%ex(cosx + senx) + C

17 - x2 1 = x2 -3 - x»2 + c  19.x2 coshx — 2xsenh x + 2coshx + C  21. Vzcotg~!Vz + In(l + 2) + C

36 36 16 9 1 a4 X 4 3n/4
23. 2Vx _sen\/E + 2cosVx + C 25. n T mr 2.4 29..Ce* + 1 31.55(e +1

33. %7 — V3 + 1 35 (e? + 1) unidades quad.  37. +x(3e* + 1) unidades cib. 39. (8 — 24e ~2) unidades quad.
6 _ .
41. 2(1 — e % kg; 86—1 m de um extremo  43. (0,267, 0,604) 45. %(1 - 9e‘8) wr joules 47.C(x) = xInx —x + 6
e’ — :
49. (b) %x“ Inx - %x‘ + C 51. (b) 5 sect xtg x + = sec2xtgx + T tgx + C 55.(a) 0,4156; (b) —-0,4133

3 (250 sen 1207t - 307 cos 12078) + —__0n e~ 1:000f () j = 3 (250 sen 1207t — 307 cos 120x1).

57.@i= —2
625 + 972 625 + 9n2 625 + 9n2

EXERCICIOS 9.2 (Pégina 541)

L§sen’x + C 3.—,'—6cos“4x+C 5.5 cos’x — cosx + C 7.%zv%sen22+-§%sen4z+c

9.+x + +senx + C 11.%sen3x—%sen5x+c 13——cos x + % cos’x—icos x+ C 15.%!—%sen121+c

17.lsen2/3 3x - %scn‘y3 Ix+ C 19, 14 sen7x + 5 senx + C 21, ~ %cos 8y + —4-cos 2y + C

23.1 - sent — 4 sen 4t + +sen 5t — 3 sen6t +C 25.% L2Ld 2904 3 FWZ-
33. (@ sen’x + C; (b) — cos2x + C; () - -2- cos 2x + C 39. -%-7: unidades quad. 41. —%—nz unidades cub.  43. -g—nz unidades cub.
45. (37 — 1, §m)  49.31.250.000 N

EXERCICIOS 9.3 (P4gina 545)

L+tgsx-x+C 3 -+cogx?-Lx2+C s -+ cotg?r — In|sent| + C
7.%tgs3x—%tg33x+%tg3x—x+C 9.%tg x+tgx + C 11—%cosecxcotgx+—ln|cosecx—cotgxl+C
B.1tgle* —tgeX+e¥+C 15.4tgx++w’x+C 1. ——cotg 3x — 5 cotg33x + C

S@g2x —cotg2x) + C 2L.2secw —tgw + C 23.-1—2-tg“3x—?tg 3x+—3—ln[sec3x|+C
25.u-2tggu+ C 21 -Fcosec’x + C 29.%1gnx) + +1g%0n0 + +tgfnn + € 3.4 - Ltm2 3358
35.+ 37.(1 — 4n) unidades quad.  39. 4 7 unidades cib.

EXERCICIOS 9.4 (P4gina 550)

- 2 - _ — 2
1.——‘/“4"+»c 3.4m —.\"‘*x“z +C 5.t |32=25 - X ‘115"+c T.In|x + VX2 - a%| + C

X

: 4
9.4 ' tx-—* 4+ n.-—X___ ;¢ 13.%1n(“‘“+25‘5)+c 15. In|x + 2 + Jax + x3| + C
2Ax? + 4) 9Jax2 - 9 tz
t

17 —X+2 +Cc 19.—BX ¢ alymw-48+miw+C 2.-——&*4 ¢

95 — 4x - x? 44 — tg2x 3 9Je + 8e' + 7

25,128 —24v3 27,446 -23) 29.Fcos 't -tr 3. B@seclix+ ) -SB3-u+C
27 2 3 6 16

35.1n <‘3/‘/_9 = ) + V10 - V2 37. 3L 72 unidades cib.  39. % cm do extremo esquerdo

3
20 — 15cos~ ¥ 26
5In3 - 4 ’225(5In3 - 4)

) B.Er+3)pgkg 4527+ 192V pg
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EXERCICIOS 9.5 {Pégina 560)

1 x -2 w + 4)3 1 1 x4+ 3 1 '
Lim|E=2|+C 3|0k - D¥x + 2] S.In%-;-_—l)— 7.4 | CEE 9.4 in T‘—§+c
mem( XL 1 e o133 imx+1]-Lmaes3 e

X x x + 1 x + 1 . .
5 7 1 |z+2], - 3 2 .
- + +C 1MmEtx?+2x-—3 _ _nmx?+2x-3+C
16z + 2) 16z - 2) @ 32 “‘z-z\ 7 * -1 bl !
1 3 4 3 27 7 5
19. ~In [3x + 2)¥3(x - 1)) - o Ty x o1 +C 2.4lny -5 2.Wmn5 -2 2513In2-4ln5 27.InJ -+
29.In 4,5 unidades quad. 31272 + 6In 3 — 2 In 2) unidades cib. 33, (6'“231n‘32 _'"1[122* 2 48 ';4(22 ;1‘;8 _‘“li;) 35)
3. @) fO) = :;’;’;’e 5 (b) 1.328; (c) 4.075; (d) 5.000 37.50 %  39.$11.201.100 41.3L 43.7,4¢
EXERCICIOS 9.6 (P4gina 565)
. Cx? L 2x -1 -
Le+mm|—& | 3.4t - T2+ € S|+ D+ DY+ EglrvC
2 22 + 1 ‘ 2x + 1 + I X 1
_ - 1 Cx? L, -1 x
TIn|jx-1] +tg-'x + C 9.i1n( >—Lt ‘<&—> 11.ln<—-—>——tg X - —=
| | 2 +x+l Ve V3 x2 + 1 2 )
1B.5In@2 - 22+ 5 + S ig- 1< )— 4z - 15 L ¢
2 8z2 - 2z + 5)

15. 15 In[9x? + 3x + 1] - & In|3x - 1] + 9‘55 1g~! <%) +C Mg i+ —E _+cC

19.1n|tgx+1|_+723-tg“(2—‘&"—1) +C 2.6m2 2.2+ Im2 B.4r Wim2+tx

V3
1 ¢ + 2)? “
29, 3 p 48 31 L unidades quad. _ 33. (i \/3—7r2 - Z22mn 3) unidades ciub.  3§. 3 in ! - tg -1y
8 a1 16 . 9 3 a0 + 1) Sty + 2) 1 10

EXERCICIOS 9.7 (P4gina 569)

L2 - 3x 4+ 18Vx - 54m@ + Vo) + C 3|t -1 0 5 2T x4+ 2| EXHV2|
JT + 4x + 1 VT +x-vV2
12— _3x -2+ 3|1 + (x-2)3 +C 9.2JTx+ 20X ¥4 + 42 -——_\”‘\‘/‘_4’22‘5 +C
X +

gy
T+ +n+cC 13.%tg"<%5tg—§—>+c 15. 45 1y _‘/:_#_ +
\/15"—tg-;—x
tg5x — 3 g5 X -+ ' V3
17 ;g x| - 5tg?+x+ C 19.Lm|_>2 +Cc 2.tm|BZ¥ 75 ¢ pnvam|BXrV2], ¢
tg%x—-%— tg%x+3 tgx — V2
Vi-tg+x
.4x+ D82 0 p oLl -w@x +C 2921712 + gL + C
\/§+tg%x

.
M3t 'Y+ —3Y%F L 33.4-20n3 35.ln% 37.%1:13 39._;.\/§ln(1+%\/§)

1+ Vx
41.2V3In(1 + V3) d3.4n - L2 45.2mIm|Vx - 1| + C
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EXERCICIOS 9.8 (P4gina 574)

1.senh“%x + C = ln-;—(x +dx2+ 4 +cC :!.%cosh‘lx2 + C = %ln(x2 +dx*-1D+C

1 —1,3 4
—-—=tgh™'(cx) + C se |x| < = -
5. ‘12 g (“x; I~ i =714-1n4—i +C T.senh ! SBX 4 € = InGsenx + fsen’x + 3) + C
-5 cotgh™!(5x) + Cse |x] > 5 4 + 3x V3

(o

+

%cosh l(\/_e’)+C——ln(\/_e + J5e2 — 1)

5
_ 2 .
&tgh‘(%t_>+c se']x + 2| < V6

- 6 ) 1l | Yer2+ x|, o
%cotgh x—+——>+Cselx+2|>v’K 26 V6 -2 - x
1ok -1

13{ tgh _(f(+5)+C Se|x+5|<l}=_L1nx+6 v C
—cotgh ™' (x + 5) + Cse|x + 5| >1 2 X+ 4

15. 3 senh ~! <%‘L> +C=2m@lnw+Valniw+ 9+ C

7.3V g 1n3 21 Lgp 1V
3+ V5 3 4+ V7

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 9 (P4gina 575)

Lilx-lrsenléx+C 3. -2/4-e+C S.(x+Dig7'Vx—Vx+C Tgx+gsnsx+C

x173

9.ln|x—ll—2(x—l)"-(xa—1)‘2+C ll.%sean—%sen4x+C 13. 3ln1 + C
+ xV
2 -1
15. 4 tg3x — Lcotg3x + LInftg3x] + C 17.2¢ + In —* 15 L c 19.x-tgtx+Lm|-=X +C
3 3 3 Intg 3x] (t + 2)10 t+2 ? x+ 1

21. 5 x — G sen 12x — —g-sen® 6x + C 23.sen"! <%> +C 25.4x*senx?+ fcosx?+ C

L 30— Lo
27. % e"dsen 2t + cos20) + C 29.+1g7' (4 sen2x) + C 3L ( cos nx + 3 cos® nx — - cos "">+CS”¢°

C sen=20
33. — + cosec? x cotg x — & cosec x cotg x + 3 In|cosec x ~ cotg x| + C  35.21In|y — 2| -8y - ! - F0-22+cC

37. - tgMcos x) + C  39.2sen ! (L:z_z) +te -9V -+ Cc Mtml-x3 +C B.yseniGe)+C

1

x+ 3@+l -x2+C 49.tg7cos ) + C
+ C 55.42 - J1 = 2tsen~' 2t + C

45. — 45 cotg® 3x — - cotg? 3x + C 47. 3 x?sen™

2 2,372
51. 2 sec~!@2sen3) + ¢ 53 - L )T
3a%3

5.5V2 + Yx - Ix -1 -4 + C

59. Zp|l8x—valgx+ 1) B -1 (Agx- 1)+ Zig ! WZigx+ )+ C
tgx + J2tgx + 1

Xt linx X1+
- + Csen # —1
6.0 n+1 ( + 1y 63.4 65.L +2m¢ 6. -3V2 69.5V3- 4 TLF
%1 x+ C sen = —1 :

L _ 1 —a¥2vi -1 L A & 1 2 4 -1 L
Bz -7m2 7. a(T\/i 77 1.5 In= i 79.5 81.6-l»ln2 83. 8.1 s In3 87.n

ed —
89.V3 - 4mE+v3) otmi 03B o5 lia-e 9)kg,—§-9—w3—mde um extremo



R-40 Respostas dos Exercicios de Niimero impar

9.9V2 - 33 + + In (3‘5"—2‘/25) 99. 4 7 unidades quad.  101. 7(e? In 2 + 4 e? + 1) unidades cub.
: +

18" — 17! ) ( 32 ) 1 1
103. (a) x = 300 ;(0)3594¢g 105. (0, 22_) 107. (47 -1,Y
@ (3 T8 -2 177) ® g 157 G 2

109. (a) 4.824; (b) 8,18 semanas  111. 3pg N

EXERCICIOS 10.1 (P4gina 585)

(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 1 a 7 aparecem nas Figs. 10.1-1 a 10.1-7.)

LO1iy=-54 3.(-2,05x=28 50, -3ky=7;1 TG Ox=-3;3 9.y2=20

.x?= -8 1.y?=2x 15.y = —6x 17.p2=10x 19.x2= -y 2l.x'2+ y'2=13 23.y'% = 6x’

By =22 20.(=3, (=3 - fhx=-Jy=5 2.0, -5 (-%, -Nhy=-Sx=3

MG & iy =Lx=% 33.y24+2x-8 -24=0 35.x>+2c—8 +41 =0

37.x - 6x — 6y —3=0;x2 —6x+ 6y +21 =0 39.y2 -dx -4y -12=0 4. -S;(b)x>= —10y 43.166m
47. % cm 49. (@) y = x; (b) (—;—, %); (c) 2V2  53. translada os eixos de forma que a nova origem seja (% n, —-3)

y y J y
5
2 5
FIGURA 10.1-1 FIGURA 10.1-5
-5
FIGURA 10.1-3 FIGURA 10.1-7

EXERCICIOS 10.2 (P4gina 593)

. centro: (0, 0); vértices: (£ 3, 0); focos: (£V5, 0); extremidades do eixo menor: 0, £2)

. centro: (0, 0); vértices: (0, £5); focos: (0, +£+/21); extremidades do eixo menor: (£ 2,0

. centro: (0, 0); vértices: (£ 3, 0), focos: ( V3, 0), extremidades do eixo menor: (0, +V6 )

. centro: (0, 0); vértices: (0, £ 2), focos: (0, £ —+ \/_ 3); extremidades do eixo menor: (+ -, 0)

9. centro: (2, 3), vértices: (—1, 3) G, 3), focos: (2 + \/_ 3), extremldades do eixo menor: (2, 3 £ V6)
11. centro: (0, 2), vértices: (0, '— + 5 \/—- 17); focos: (0, 5 2 ,0 170); extremidades do eixo menor: (+ 45 v255, %) 13. ponto (- %, 4)

- 15. centro: (1, 0); vértices: (1 + \/_, 0), focos: (1 £ V2, 0), extremidades do eixo menor: (1, £ V3) 17. ponto a, =1
Esbogos dos gréficos dos Exercicios de 19 a 25 aparecem nas Figs. 10.2-19 a 10.2-25.)

2 2
19.16X2 +252 =100 2.3 + 22 =54 2.2+ 42 =4 25, (";54) +(V;2) =1

~N W -

2 : 2
2. O3 L BAD o 2943y - 1220 33.Lm 3597 + 257 = 56.250.000 37, 845 7 em’

39.(h £ Va? —b% k) 41.187pgg
y .

(1 1

11:%1;11% X
-5 5

FIGURA 10.2-25

i O |

_5 —t—

-5
FIGURA 10.2-19 FIGURA 10.2-21 FIGURA 10.2-23
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EXERCICIOS 10.3 {Pgina 603)

. centro: (0, 0); vértices: (t 2, 0); focos: (£ \/E, 0); assintotas: y = *
. centro: (0, 0); vértices: (+ 5, 0); focos: (£ 29, 0); assintotas: y =
. centro: (0, 0); vértices: (0, = 2); focos: (0, £ 2 V5); assintotas: y =
. centro: (0, 0); vértices: (0, + %); focos: (0, = 1—52); assintotas: y = £ % X

9, centro: (—4, —1); vértices: (—10, —1), (2, —1); focos: (-4 = 6vV2, —1); assintotas: x — y + 3 =0,x+y+5=0
11. centro: (-3, — 1); vértices: (-3, —1 = % V2); focos: (-3, -1 £ %\/3); assintotas: £ x + 2y + V2 £ 3 =0

13. centro: (— 1, 4); vértices: (=1, 4 = 2 V7); focos: (-1, —3), (—1, 11); assintotas: £ 2x + V3y £ 2 — 4V3 = 0

X % X

+
+

ol TSI

=~ N W

15. centro: (1, —2); vértices: (1, —5), (1, 1); focos: (1, =2 % J13); assintotas: 3x + 2y + 1 = 0, 3x — 2y — 7 0
y
| y
= A i
/
r s | -
- // : —
7/ | -
- \ B
C
K I ++ x
:\\ : -10
N LIS T I S O I |
% }‘ { (LI L L L L x
E___Y 5 10
FIGURA 10.3-13 FIGURA 10.3-15

(Esbogos dos gréficos dos Exercicios de 17 a 25 aparecem nas Figs. 10.3-17 a 10.3-25.)

e+ 2? _ 1
81

2
17.9x2 — 4p2 = 36 19.32y2 — 33x% = 380 21.25x2 — 144y = 14.400 23. Y 1*441)

2 2
25.72(x — 3)% - 9y — 4% = 128 27. (a) ("“‘12) —0’+41) S LM 2 -y +3=02x+y+5=0

29.2¢— 2y + 1 =0 31.7x% — 4y? = 28 33. a parte direita da hipérbole 16x2 — 9y? = 14.400  35. 5 7ab’ unidades ciib.  37. (3, 4)

y
A y
5 1+ . -

\— 7 S~ 10 /"’/
\\_____ ____q/ <2 Pl
A T g Do
PN A4 L -50 Pt BN 50
1 N s | ~ -1 SN
| A \ > B

N v - ~
| N7 L}
gt FIGURA 10.3-21
-5 | 7 \ ] 5

o O B 1
| i RN 1
| 7 N |
|// 41 \\|

) FE. =———4

7 P N

FIGURA 10.3-17 Z s N

FIGURA 10.3-19
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y
/
HaN 101 /:
1N —+ ‘3
\ 7 /
| \ T ,/ t
: \\ 5::/ : ¥
t N il |
\ Jz
| \ 4. |
(NN RUr an AN AN SN
IIlllllll[llIlllll\l/l___llllll]||lll x
720 -1 q10 -5 /N0 5 | 10
| = |
I 3 |
i - I
| m 1
| - i
! -1 |
I . |
)2
FIGURA 10.3-23 . FIGURA 10.3-25

EXERCICIOS 10.4 (Pégina 608)

(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 1 a 21 aparecem nas Figs. 10.4-1 a 10.4-21))

1. (@) % - 32

=16 3.(@Xy= -4 51652-9%2=36 7.X2+4/27=0 9.52_ %2 =132
1L.9%% + 492 = 36 13.3%2 +5'2=18 15.%'2+ 472 =16 17.V2%'2 = 7’
19.%'2 - 452 =16 21.5%% + 6V55 = 0
y y

L

|
L L L AL

| I -

L L A L

FIGURA 10.4-5

|1 VO W T T T |

FIGURA 10.4-1 FIGURA 10.4-3
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FIGURA 10.4-7

FIGURA 10.4-13

FIGURA 10.4-15
FIGURA 10.4-17
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y
S5+
15:: /
4 | -+
4 h _
10 4 o
I - y
1 T 1
7 ! -ll 126'67 !
5 5+ f ; f T T T 1 1 T x
y ] -5 o\ 1 5
P T
£
N ——
- X 4
-5 -t

- FIGURA 10.4-19 FIGURA 10.4-21

EXERCICIOS 10.5 (Pégina 613)

5. @) (=4, 47 0) 4, - 77 © (=4, = 31 T.@) (-2, 3 ®) @, - +7m); © (-2, — +1) 9. (@) (=V2, 27); (b) (2, — +m);
©@(=VZ, - 5m M@ 2,500 (-2, -5 @@ Fn 13.6,4m: (-3, 40 15.(-4 - L@ - Ln
17.(=2, 57 @, 4m)  19.Q2, 21 + 6); (2,6 — 1) 21 (@) (=3, 05 (0) (-1, -1 © @, -2V3); (@) V3, - D)

2

23. (a) V2, 7m); (0) 2, £7); () @ V2, +7); @) 5, 1) 25.r = |a| 2T.r = T

29.r = 6sen 8

3a sen 20

35. (x2 + yH)? = 4xy 37 (x2 + yH)3 = x2 39.y = xtg (x2 + y?)
2(sen® 8 + cos? 9)

31.72 = 4cos20 33.r =

4l.x = —1 43.4x2 - 52 — 36y — 36 =0

EXERCICIOS 10.6 (P4gina 624)

1. (a) reta que passa pela origem com inclinagdo v3; (b) circunferéncia com centro na origem e raio %7:

3. (a) reta que passa pela origem com inclinagdo tg~ 2; (b) circunferéncia com centro na origem e raio 2

5. (a) reta paralela ao eixo %It e 4 unidades a direita deste; (b) circunferéncia tangente ao eixo -;—ﬂ com centro no ponto (0, 2)

7. (a) reta paralela ao ¢ixo polar e 4 unidades abaixo dele; (b) circunferéncia tangente ao eixo pdlar com centro no ponto (2, %ﬂ)

(Esbogos dos gréficos dos Exercicios de 9 a 23 aparecem nas Figs. 10.6-9 e 10.6-23.)
25. espiral logaritmica contendo os pontos (r, ) dados na seguinte tabela

r 1 e™? = § e = 23 32 = 111 e = 535 | 52 = 2.576 | 37 =~ 12.392
| | | | | |

6 | 0 l % n | n | % n | 2 | . % n I 3rm
27. espiral reciproca contendo os pontos (7, ) dados na seguinte tabela

6 3 2 1
or - = 1.9 - = 0,95 - = 0,63 - = 0,32

6 I %n ‘ %n ‘ %n | /4 ‘ 2n | 3n l an ‘ 6n
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(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 29 a 35 aparecem nas Figs. 10.6-29 a 10.6-35.)

)
A- —?——

"8—3
3

Y. =

2 27[

FIGURA 10.6.17 Limagon Convexa FIGURA 10.6.19 Rosécea de 3 folhas

%n
FIGURA 10.6.29 Lemniscata

FIGURA 10.6.21 Ros4cea de oito folhas FIGURA 10.6.23 Ros4cea de quatro folhas
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FIGURA 10.6.31 Lemniscata FIGURA 10.6.33 Cisséide FIGURA 10.6.35 Rosacea de quatro folhas

37. (2 . ts7:), (2 R 67r) 39. origem; (V2, %n) 41. (%7:, %ﬂ) 43. origem; (\/T5, cos ! l s 15, 1 — cos ! l)
45.3,3m; G, - +m 4L @2, 4m)  49.(1, 1) (0, 1o (L A (L L), origem, (0,22, 2,47); (0,22, 3,82)
51. origem; (3 VZ, (27 + 1)m), onde n €0, 1, ..., 7  55. origem; (- V2, - @2n + 1)7), onde n €0, 1,2, 3,4, 5

EXERCICIOS 10.7 {P4gina 628)

1. % umdades quad. 3. 47 unidades quad. 5. 4 unidades quad. 7. ]96 n3 unidades quad. 9. l 7 unidades quad.
( - 7 sen ~1 — -3v2) umdades quad 13. (2 3 x-4L > V3) unidades quad. 15, (— n-9) umdades quad. 17. 222 - — ) unidades quad.
19. % (rt+1) umdades quad. 21. 7 na? unidades quad. 23. 4 unidades quad.  25. 1642 #? unidades quad.

EXERCICIOS 10.8 (Pégina 638)

1.(@) e = % VS; focos: (£ V35, 0); diretrizes: x = % Vs 3.@@e= % V21; focos: (0, * V21); diretrizes: y== g— V21
S.(@)e = % \29; focos: (£ 29, 0); diretrizes: x = * %—;' V29 T.(a)e = %; focos: (£ 5, 0); diretrizes: x = £ ? 9. (a) pardbola;
(b) hipérbole; (c) elipse; (d) circunferéncia  11. (a) 1; (b) pardbola; (c) rcos § = —2 13. (a) %; (b) elipse; (c) rsenf = 5
15. (@) 5 (b) elipse; () rcos 6 = —3  17. (a) £; (b) hipérbole; (c) rsen 8 = — 3 19. (a) 2; (b) elipse; (c) 7 sen 8 = -5
21. (a) &; (b) hipérbole; () rcos § = 2 23.r = 1—+8sene' 25.r = #ﬁose 2. r = T—iW
29.@)r=—2_;(®rcosd=-% 314 VIx unidades quad. 37. (a) r = w, (b) 20.000.000 km
1 — 3cosé@ 1 — cos @

39,2 220 —¢€)

1 — e2cos? 8

EXERCICIOS 10.9 (P4gina 646)

1.Vv3 3.vV2+1 523 1. - % V3 9. retas horizontais tangentes em (7, %n), a, —;‘ﬂ'), @, 3,87), (2, 5,55); retas verticais

tangentes em (5,34, 0,46), (5,34, 2,68) 11. retas honzontals tangentes em (4,73, 1,95), (4,73, 4 34), retas vemcaxs tangentes em (2, 0), (6, )
13. retas horizontais tangentes em (2, ;n),4 T s 7t), ( >y g n), retas verticais tangentes em (0, 3 7!), ( > 671) ( L7r)

15. retas horizontais tangentes em (3,68, 0,98), (3,68, 5,31), (-0,68, 2 68), (-0, 68 3,61); retas vemcans tangemes em (5, 0), (-1, 7r)
(1, 1,91), (1, 4,37)  17. retas horizontais tangentes em (—1, ;n), (-1, n) (3 , 0 42), (3 , 2,72), (3 , 3,56), (3 , 5,86);

retas verticais tangentes em (1, 0), (1, 7), (- 5, L,15), (- 5, 1,99), (- %, 4,29), (- %, 5,13)

19. retas horizontais tangentes em (0, 0), (Uﬁ, %ﬂ), (—f/ﬁ, %ﬂ); retas verticais tangentes em (0, —;-n), 2, %n), (-V2, %ﬂ)

2. x = 471', a=1+ %ﬂ 23.x = 2,68, a =229 25.x =0,67;a =225 2.y = %ﬂ; a=0 29,90° 31, 60°

33. 0° na origem; 90° em (1,0); 90° em (1, 7)  35. 0° em (0, 57); 90° em (0, 0); 79°6" em (4 V3, +n); 79°6” em (- 4 V3, <m)
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EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 10 {P4gina 647)

Lx= -2y 3@yy=4a®d4 5.@0I0Gy=-3 1@CNROGY=3%©03)Ax=4

9.(x— 52 =8y -1 1L9zcm 13. centro: (0, 0); vértices: (+ 5,0); focos: (+ V21, 0); extremidades do eixo menor: (0, + 2)
15. centro: (0, 0); vértices: (£ 3, 0); focos: (£ 5, 0); assintotas: y = % % X

(Esbogos dos graficos dos Exercicios de 17 a 23 aparecem nas Figs. 10-17 a 10-23.)

17. centro: (-3, 8); vértices: (—3, 4), (-3, 12); focos: (-3, 8 2V3); extremidade do eixo menor: (-5, 8), (—1, 8)

19. centro: (-1, 3); vértices: (-2, 3), (0, 3); focos: (-1 J2_6, 3); assintotas: Sx + y + 2 =0,5x -y + 8 =0

2 — 2 2 _ 2
21.-’2‘—6+%=1 23. (“;2) - 0’5‘) =1 25.r%4cos20 — 9sen?) =36 2T.r = 9cosf — 8sen B

y
y
T 10+
410 B
T, -
T - ,
L1 i1 ]__l '
X
_; 17 ]Q._'
FIGURA 10-17 -5 —k FIGURA 10-23
FIGURA 10-21

FIGURA 10-19

29. ax* + 8x2p? + 4y* + 36x3 + 36xp2 — 81y2 = 0 31 (x% + yH? ="dx® — 12xy?  39. a origem ,
4kn 1

41. (a) (167 — 24V3) unidades quad.; (b) (32 + 24V3) unidades quad.  43. a2 (37 + + V3) unidades quad. 4. 84—1:- unidades quad.

49.r2 - 2rrcos (@ — 8p) + r? = a®> Sl.(ae = % ('b) elipse; (c) rsen § = —2  53.(a) e = <; (b) hipérbole; (c) 3r cos 8 =

s5.r=—8  s1.r=—"05__ 590.21%°2-495'2=172 6L (a) e = + v34; focos (+ V34, 0); diretrizes: x = * 37 \/
1 ~ 3cosé 1 - sen @
1

63. 437 a?b unidades cib. 65.600 km 67.(3 % i v6) milhdes de km 69.r = T esh

71. a parte esquerda da hipérbole 16:(2 - 9y = 1.440. 000 71. pardbola no primeiro quadrante

79. retas horizontais tangentes em (6, 27r), (2 , —7:), 2 , gn), retas verticais tangentes em (0, 5 rr), ( 7 67:), 2 , 6 7r) 81. 3V3
83. T” na origem; 67: em (3, 3 n), 67: em (3, -5-7:) 85.x = 1,98, a = 0,93

EXERCICIOS 11.1 (P4gina 659)

.4 3tz s-4 71 92 M+w B -4 B.0I 174 V.7 2.7 231

5.3 272 -1 E Ba--3p=-3 TOSO=-7

EXERCICIOS 11.2 (P4gina 664)
1.0 3.0 51 7.0 9.0 1L+ 131 154 1.1 19.¢* 21.e° 23.1 25¢°

27.e713 293 3.0 33.1 351 37 —1_ 41.fle) = "¢, max. rel; y = 1 é uma assintota  43. (a) 0; (b) 0; néio

In 3
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EXERCICIOS 11.3 (P4gina 672)

1 1

1.1 - 3 7. divergente 9. divergente 11. %7: 13.2 15.1 17. divergente
. 2Ins (In 2)

2.0 2347 25.47  27.(a) 0,565; (b) 0,287 29, (a) 0,203; (b) 0,188  31. %

3. LO0 __ _g120341 3n>1 30l lm2

0,08 + In 2

19. (a) divergente; (b) 0

EXERCICIOS 11.4 (Pégina 676)

1.2
21.

3.
23. —;-n

-4 S %ﬂ

25.0

7. divergente
1
n+ 1

0 27.n > -1;

9. divergente

13. divergente

31. sim; 6r

11. divergente
2

29.n> - 1;—=
n+1)3

15. divergente

17. 0 19. divergente

‘EXERCICIOS 11.5 {P4gina 684)

LPW==1-x-1)-(x-1%-(x-13%R(x = %——ll;—,éentrelex

3-P3(x)=8+3(x—4)+%(x_4)2__&_8_(x

5. P =5 + +Vix - 4n) - L x -

M - V3 (x —+m3 Ryw) =

4)3; Ryx) = %,éemre4ex

1
27 sen E(x — <04

£ entre %n ex

T.Px) = x + ¢ x% Ryx) = 35 (cosh E)x%, Eentre0ex 9. P =x-1-+x-1D2++x-13
Ry = -8 4= D5Eentrelex 1LP® = —In2 - V3x — 3m) - 2x - 1m? - £ V3x - 1m)%
Ryx) = — 5 (3sec* & — 2sec2 E)x — +m% Eentredmex 13.P0) =1+ Fx+ +x2 - = x3
4
Ry®) = 5% (1 + &)~%* Eenre Oe x  15.2,71828 17. |erro| < % < 0,000005 19.0,515 21.0,1823
55V2 n 2 3 4
23. R , |erro] < W\/f 2. x = ) 29.2x - D+ S(x - D2+ 3x - D3I+ (x- 1)

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 11 {P4gina 684)

S.+0 7.1 11.

32
25, —
In 2

37. (a) divergente; (b) 0
4LP) =+ - & -
43. +o 45,8 411

1.+ 3.+ 9. -+

23. divergente 27. divergente

39. Pg(x) =

9) + o7 (x — 9?2

e12
29. 1n
‘4

1.2, 1
1 —5x*+37x

S
T 34992
49. (a) 0,148; (b) 0,699; (c) 0,018

13.0 15.1 17.e

B.O®SO =

19. divergente

31. divergente -1

1
4 - 720 x6; RG(x)

x -9+ Sxem & - VLR = -
51. $152.500

21+
35. (a) nao; (b) 0

= 5.340 (sen E)x7, & entre O ex

a2 g U2x — 9)5 Eentre9ex

EXERCICIOS A.1 (P4gina A.4)

Lix-3m2+3% +C 3x+ o2— 4+ 2m[6-x +C 5.550x- D1 + 2072 + C
. JI+ 2x - 1 1 [ x+2 _
T.201 + 2x + n|——|+ C 9.—1 +C 1l.Injx+ 3+ Jx2 +6x] + C
S W e | nlx !
2 + 92 + 4 3+ /9 — 4x2
13.\/9x2+4—2ln‘3—:‘+0 15.40 — &7 - 3m| |+ C
17.%(x2—x—6)\/4x—x2+4cos"<2_x)+C 19. —-'—sen“xcosx—%senzxcosx—l—sscosx+C

3 3

21. —% cosec’ x cotg x — 4 €osec” x cotg x — sﬁcosecxcotgx + 16 In| cosec x — cotg x| +C

23.t%sent + 4t3cos t ~ 1212sent—24tcott+24sent+C 25. xsec“3x— +In[3x + Jox? - |+C
27.eXx* — 4x3 + 12x2 — 24x + 24) + C  29. ——(8x2 -4+ 1)+ C 31 —(4ln3x— )+ C

3. Fe™sen 5x — 5yePcosSx + C 38.2ycoshSy - HsenSy + C Mk +4mE 3985 _gm2
a.Z2m2-3 BL-8n2 4ir+1v3 47.7—7\/" 49.0 51.4(? + 3)



Indice Remissivo

Abel, Niels, 277
. Abscissa, 13
Acdo das massas, lei de, 558
Aceleragdo instantdnea, 207
Adigdo. Veja Soma.
Alfabeto grego, A-S
Alwra de um cilindro, 374 .=
Angulo, 45
de inclinag@o, 49
entre duas retas, 50
Antiderivada, 286
" Antidiferenciagdo, 286-295
regra da cadeia para, 296
Apolénio, 577
Arco do gréfico de uma fungdo, 388-393
Arco retificével, 390
Area, 312-323
de uma regido em coordenadas polares,
625-629
de uma regido plana, 352-359
Arquimedes, XV, 344
Assintota(s), de um grafico, 597
de uma hipérbole, 598
horizontal, 94
obliqua, 254
vertical, 86
Axioma, 2
do completamento, 5

Barra, centro de massa de uma, 394-400
homogénea, 396
momento de massa de uma, 398

Barrow, Isaac, XV

Bernoulli, Jakob, XV

Bernoulli, Johann, XV, 450

Bernoulli, James, 491

Bolzano, Bernhard, XV

Cable, Charles A., 385 .
Caélculo, teoremas fundamentais, 344-352
Cardié6ide, 619

Catenaria, 520

Cauchy, Augustin L., XV, 653
Centro, de massa, 396
de uma barra, 394-400
de uma lamina, 403
de uma circunferéncia, 25
de uma elipse, 588
de uma hipérbole, 596
Centréide de uma regido plana, 400-407
Cilindro, 374
- altura de, 374
circular reto, 374
como um sélido, 374
reto, 374
Circunferéncia, 25
centro de, 25
degenerada, 583
equagdo de, forma centro-raio, 26
forma geral, 26
raio de, 25
Cisséide, 625
Competigdo perfeita, 268
Completamento, axioma, 5
Comprimento de arco, de curvas, 388-393
Concavidade, 241
para baixo, 242
para cima, 242
Conclusdo, 2
Concéide de Nicomedes, 625
Condigdes iniciais, 292
Condigoes laterais, 292
Cone, elemento de, 578
folha de, 578
geratriz de, 578
vértice de, 578
Cobnica central, 588, 596
excentricidade de, 629
Conjunto(s), 3
iguais, 3
intersecg@o de, 3
unido de, 3
vazio, 3
Conjunto-solugdo de uma desigualdade, 6

Constante, de integragdo, 348
vezes uma fungdo, derivada, 158
Continuidade
de uma fungao trigonométrica, 119-122
de uma fungio, 98-107
a direita, 109
a esquerda, 109
em um intervalo, 109-111
em um ndmero, 98-107
Coordenadas
cartesianas retangulares, 13
polares, 608-614
Corte, volume de um sélido por, 375
Crescimento
exponencial, 476
limitado, 477
logistico, 557
natural, lei do, 470
Curva, comprimento do arco de, 388-393
do aprendizado, 477
em coordenadas polares, retas tangentes a,
638-647
Custo, marginal, 169
médio, 169

Dandelin, G.P., 578

Decaimento, exponencial, 476
natural, lei do, 470

Decimais, 3
ndo-periddicos, 3
periédicos, 3

Dedekind, Richard, XV

Delta 8, 57

Delta A, 139

Densidade linear, 396

Derivagio, 148. Veja também Derivadas.
implicita, 195-199

Derivada(s). Veja também Derivagdo.
a direita, 152
a esquerda, 152
como taxa de variagdo, 167
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da inversa de uma fungdo, 433

da soma de duas fungdes, 159

das fungGes exponenciais de base a, 464
das fungbes exponenciais naturais, 459
das fungdes hiperbdlicas inversas, 526
das fungdes logaritmicas de base a, 466
das fungdes logaritmicas naturais, 441
das fungdes trigonométricas, 173-181
das fungdes trigonométricas inversas, 503
das fungdes vetoriais, 808

de cos u, 174

de cos| u, 504

de cosec u, 176

de cosec™! u, 507

de cosech «, 518

de cosech™! u, 526

de cosh «, 515

de cosh™! u, 526

de cotg u, 175

de cotg™! u, 506

de cotgh u, 518

de colgh'l u, 526

de fungdes poténcias para expoentes racionais,
190-194

de ordem superior, 205-212

de sec u, 175

de sec™! u, 507

de sech u, 518

de sech™! u, 526

de sen u, 173

de sen”! u, 504
de senh u, 515
de senh™! 4, 526
de tg u, 175

de tg”! u, 505
de tgh u, 518

de igh™! u, 526

de uma constante vezes uma fungio, 158
de uma constante, 156

de uma fungdo, 142

de uma fungao composta, 183
definigdo de, 142

do produto de duas fungdes, 160
do quociente de duas fungdes, 161
enésima, 205

lateral, 152

notagio de, 144, 145

primeira, 205

segunda, 205

terceira, 205

indice

Dina, 395, 408
Diretriz, de uma cénica, 632
de uma paribola, 578
Disco, no célculo de volumes, 377
Discriminante, 606
Distéincia,
de um ponto a uma reta, 269
entre dois pontos, 15
n3o-orientada, 14
orientada, 14
Divisio, 2
Dominio de uma fungio, 32

e (base dos logaritmos naturais), 456
Eixo, de revolugio, 376
de uma hipérbole, 596
de uma parabola, 579
maior de uma elipse, 588
menor de uma elipse, 588
polar, 609
principal, de uma elipse, 588
de uma hipérbole, 596
transverso de uma hipérbole, 596
Eixos, coordenados, 13
rotagdo de, 604-608
translagdo de, 581
Elementos, de um conjunto, 3
Elipse, 586-594
centro de, 588
definigdo de, 586
degenerada, 591
eixo maior de, 588
eixo menor de, 588
eixo principal de, 588
focos de, 586
vértices de, 588
Epsilon €, 57
Equagdes, de uma circunferéncia, 26
de um grifico, 25
de uma reta em R2, 18
forma ponto-inclinagio, 18
forma inclinagdo-intercepto, 18
grifico de, 20
lineares, 20
polares, 612
Equagdes cartesianas, 612
Equagbes diferenciais, com varidveis
separaveis, 304
de Bernoulli, 491
lineares de primeira ordem, 481-491

aplicagdes, 224-230, 260-269

de um intervalo, 6

relativos, 217, 983
teste da derivada primeira para, 238
teste da derivada segunda para, 250

Familia de fungdes,
dependente de dois parametros, 306
dependente de um parametro, 304
Fator de integragio, 483
Fermat, Pierre de, XV
Foco de uma parébola, 578
Focos, de uma elipse, 586
de uma hipérbole, 594
Forma, centro-raio, da equagdo de uma
circunferéncia, 26
de Lagrange do resto, 678

inclinago-intercepto da equagio de uma reta, 18

ponto-inclinagfio da equagio da reta, 18
Formas indeterminadas, 651-665
Férmula de Maclaurin, 678
Férmula de Taylor, 677-684

com forma integral do resto, 683

com forma de Lagrange do resto, 678
Férmula prismoidal, 369
Férmulas de Geometria, F-1
Férmulas de Trigonometria, F-2
Fragdes, 2

parciais, integragdo por, 551-566
Fungdo(6es), 31-40

algébrica, 39

derivagio de, 156-163

antiderivada, 286

biunivoca, 423

co-secante, 48

derivada, 176
integral, 453
inversa, 502
derivada, 507
co-secante hiperbélica, 516
derivada, 518
inversa, 524
derivada, 526
co-seno, 46
derivada, 174
integral, 291
integragio de uma fungdo racional, 567
inversa, 498
derivada, 504
co-seno hiperbélico, 515

Descartes, René, XV, 13 Erg, 408
Descontinuidade, essencial, 102 Erro de arredondamento, 362
removivel, 101 de truncamento, 362
Desigualdade(s) Espiral, 621, 625
estrita, 4 Euler, Leonhard, XVI, 456

derivada, 515
integral, 519
inversa, 524
derivada, 526
co-tangente, 48

nio-estrita, 4 ndmero de Euler, 456 derivada, 175
seqiiéncia de, 4 Excentricidade de uma c6nica, 629 integral, 452
triangular, 11 Expoentes racionais, inversa, 500

derivada, 506
co-tangente hiperbélica, 516
derivada, 518

derivadas de fungdes poténcias para, 190-194
Extremos,
absolutos, 220

Diferenga de fungdes, 36
Diferenciagao, logaritmica, 450
Diferencial, 269-277



inversa, 524
derivada, 526
composta, 36
derivada, 183
comprimento de arco, 392
constante, 38
continua, 99
crescente, 236
cuibica, 39
custo, marginal, 169
médio, 169
total, 169
de identidade, 39
decrescente, 237
defini¢do, 32
densidade,
de probabilidade normal padrdo, 478
de probabilidade, 670
exponencial, 670
derivavel, 148
em um intervalo aberto, 148
descontinua, 99, 927
dominio, 32, 908
escada, 77 n.24
exponencial de base a, 463
derivada de, 464
integral de, 464
exponencial natural, 455-463
aplicagoes, 469-481
definicdo, 455
derivada, 458
integral, 460
hiperbélica, 514-523
hiperbélica inversa, 523-527
identidade, 39
imagem, 32
impar, 37
integravel, 325
inversa, 422-431
linear, 38
logaritmica de base a, 465
derivada de, 466
logaritmica natural, 439-449
definigdo, 440
derivada, 441
inversa, 455
maior inteiro, 43
mondtona, 237
operagdes, 36
par, 37
periddica, 47
polinomial, 39
poténcia, 190
derivada, para expoentes racionais, 190-194
para expoentes reais, 467
quadritica, 39
racional, 39
rendimento marginal, 170
rendimento total, 170
secante, 48
derivada, 174

indice

integral, 453
inversa, 502
derivada, 507
secante hiperbdlica, 516
derivada, 518
inversa, 524
derivada, 526
seno, 46
derivada, 173
integral, 291
integracdo de uma fungio racional, 567
inversa, 496
derivada, 504
seno hiperbélico, 515
derivada, 515
integral, 519
inversa, 523
derivada, 526
sinal, 74
suave, 390
tarigente, 48
derivada, 175
integral, 452
inversa, 499
derivada, 505
tangente hiperbdlica, 516
derivada, 518
inversa, 524
derivada, 526
transcendental, 39
valor absoluto, 41
valor médio de uma fungio, 342
zeros de, 277
Fungdes trigonométricas, 45-52
continuidade, 119-122
derivadas, 173-181
integrais que resultam em, 510-514
integrais, 291, 452, 453
inversas, 496-503
derivadas, 503-510
integrais que resultam em, 510-514

Geometria, analitica, 13
férmulas, F-1
Geratriz de um cone, 578
Griéfico(s)
de equagdes em coordenadas polares, 614-625
de uma equagio em R2, 20
de uma fungao, 33, 40-44
esbegos, 254
reflexdo, 428
simetria, 29
Gravidade, aceleragdo devida a, 309 -
Gudermaniana, 528
Gudermann, Christoph. 528

Hermite, Charles, 456

Hipérbole, 594-604
assintotas de, 598
centro de, 596
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conjugada, 599

definigdo de, 594

degenerada, 601

eixo principal de, 596

eixo transversal de, 596

eixos conjugados de, 596

eqtiilatera, 597

focos de, 594

retdngulo auxiliar de, 599

unitéria, 521

vértices de, 596
Hipétese, 2

Identidade fundamental de Pitagoras, 47
Identidades trigonométricas fundamentais, 49
Imagem de uma funcdo, 32,
Inclinagdo, 49
Incremento, 139, 144
Indice da somatéria, 313
Inflexdo, ponto de, 244
Integrag@o. Veja também Integrais.
constante de, 348
de fungdes racionais de seno e co-seno, 567
de fungdes racionais por fragdes parciais,
551-566
o denominador contém fatores
quadrdticos, 561-566
o denominador tem somente fatores
lineares, 551-561
de poténcias de seno e co-seno, 537-542
de poténcias de tangente, co-tangente,
secante e co-secante, 542-545
limites de, 326
por partes, 531-537
férmula de, 531
por substituigdo trigonométrica, 545-551
substitui¢des, 566-570
técnicas de, 529-576
numérica, 359-369
Integrais. Veja também Integragdo.
definidas, 324-331
aplicagoes, 373-420
definigao, 326
propriedades, 331-340
impréprias. 665-677
com extremos infinitos de integracgo, 665, 673
convergente, 666. 674
divergente, 666, 674
indefinida, 326, 348
Integrando, 326
Inteiros, 2
Intercepto de uma reta, 18, 19
Intersecc¢do de conjuntos, 3
Intervalo
aberto, 6
extremos, 6
fechado, 6
parti¢do de, 324
semi-aberto a direita, 6
semi-aberto a esquerda, 6
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Invariante, 606
Inversa de uma fungao, 425
derivada de, 433

Invélucro cilindrico, no célculo de volumes, 383

Joule, 408
Juros compostos continuamente, 475

Kirchhoff, Gustav, 488

L’Hbpital, Guillaume Frangois de, 650
Lados de um angulo, 45
final, 45
inicial, 45
Lagrange, Joseph, XV, 144, 678
Léamina, 401
Lamina homogénea, 403
Laplaciano, 1063
Latus rectum da parébola, 579
Lei de ag¢do das massas, 558
Lei de Hooke, 409
Lei do crescimento natural, 470
Lei do decaimento natural, 470
Lei do resfriamento de Newton, 487
Leibniz, Gottfried Wilhelm, XV, 145, 344
Lemniscata, 621, 625
Libby, Willard, 481
Limagon, 618
com um dente, 619
com um lago, 619
convexa, 619
Limite(s)
a direita, 73
a esquerda, 74
no infinito, 88-98
bilateral, 74
de uma fungio, 56-63
teoremas, 64-73, 131-134
de uma soma de Riemann, 325
inferior, de integracéo, 326
de uma somatdria, 313
infinitos, 78-88
laterais, 73-78
superior, de integragdo, 326
de uma somatéria, 313

Maclaurin, Colin, 678
Marginal, conceito de variagdo, 169
Massa, 394
centro de, 394-400, 403, 1023
momento de, 395, 398, 402, 403
Média de variagdo, 169
Medida, 317
Medida em radianos, 45
Meia-vida, 472
Meétodo de aproximagio de Newton, 277-281

Método dos anéis circulares, para volume, 379

Momento de massa, 395, 398, 402, 403
Monopélio, 268
Movimento

curvilineo, 832

indice

harménico simples, 209

retilineo, 163-166, 207-209, 307-310
Multiplicagéo, 2
Negativo, 2
Newton, 394
Newton, Sir Isaac, XV, 145, 277, 344
Nicomedes, concéide de, 625
Norma de parti¢ao, 324
Notagdo construtiva de conjunto, 3
Nuimero(s)

criticos, 217

irracionais, 3

racionais, 2

reais, 2

transcendentais, 456

Operagoes inversas, 286

Ordem de uma equagio diferencial, 303
Ordenada, 13

Origem, 5, 13

Par ordenado, 13
Pardbola, 28, 578

degenerada, 584

diretriz de, 578

eixos de, 579

foco de, 578

latus rectum de, 579

vértice de, 28, 579
Paralelepipedo retangular, 374
Particdo

de um intervalo, 324

norma de, 324

regular, 327
Periodo de uma funcio, 47
Plano numérico, 13
Polindmio de Maclaurin, 678
Polindmio de Taylor, 678
Pélo, 609
Ponto, 13

de inflexdo, 244

médio de um segmento de reta, 16

reflexao de, 428

simetria em relagio a, 29
Pontos colineares, 21
Posigdo padrdao de um angulo, 45
Pressdo liquida, 413-418

Primeiro teorema fundamental do Célculo, 345

Principio de Pascal, 414
Produto, 2

de fungdes, 36

de duas fungdes, derivada de, 159
Propriedade transitiva da ordem, 4
Prova, 2
Quadrantes, 13 )
Quociente de fungdes, 36

de duas fungdes, derivada de, 160

R2, 13
grafico de uma equagio em, 20

Radiano hiperbélico, 522
Raio de uma circunferéncia, 25
Reciproco, 2
Reflexo, de um gréfico, 428
de um ponto, 428
Regra da cadeia, 183
para a antidiferenciagdo, 296
Regra de L'Hopital, 652, 656, 660, 661
Regra de Simpson, 365
Regra do trapézio, 361
Regra parabélica, 363
Rendimento marginal, 170
Repetigdo periddica, 3
Resto na férmula de Taylor, forma integral, 683
forma de Lagrange, 678
Reta(s)
equagdes em R2, 18
forma ponto-inclinagdo, 18
forma inclinag@o-intercepto, 18
inclinagéo, 17
normal, 142
numérica, 5
‘numérica real, 5
paralelas, 20
perpendiculares, 21
polar, 609
secante, 139
simetria em relag@o a, 29
tangente, 140, 981
a um gréfico, inclinagio de, 140
a curvas em coordenadas polares, 638-647
Retangulo auxiliar de uma hipérbole, 599
Revolugéo,
eixo de, 376
sélido de, 376
volume de, 376-388
Riemann, Georg Friedrich Bernhard, 324
Rolle, Michel, 230
Rosécea, 620
Rotagdo de eixos, 604-608

Secgdo conica, 577
Segmento de reta, ponto médio de, 16
Segunda lei de Kirchhoff, 488
Segundo teorema fundamental do Calculo, 347
de desigualdades, 4
Séries infinitas, de Maclaurin, 678
Sigma Z, 312 )
Simetria, de um grafico, 29
teste, 29
Sistema de coordenadas polares, 608
Sistema numérico real, 2
Sélido de revolugao, 376
volume, 376-388
Solugdo completa de uma equacio diferencial,
304, 482
Soma, 2
de duas fungdes, derivada de, 158
de fungdes, 35
limites de, 313
Riemann, 324



Somatdéria, indice, 313
Stirling, James, 678
Subconjunto, 3
Substitui¢do trigonométrica.

integragdo por, 545-551
Subtragdo, 2

Tabela de integrais, F-3
Taxa de variagdo, derivada como, 167
relativa, 172
instantanea, 167
Taxa efetiva de juros, 475
Taxa relativa de variagdo, 172
Taxas relacionadas, 199-205
Taylor, Brook, 677
Teorema, 2
Teorema da fungdo inversa, 432, 433
Teorema da unicidade, 63
Teorema de existéncia, 698
Teorema de Green, 1082-1095
Teorema de Rolle, 231
e teorema do valor médio, 230-236
Teorema do sanduiche, 114
Teorema do valor extremo, 222

indice

Teorema do valor intermediério, 111
Teorema do valor médio, 232
para integrais, 341 V
¢ o teorema de Rolle, 230-236
Teorema do valor médio de Cauchy, 653
Teoremas fundamentais do Calculo, 344-352
primeiro, 345
segundo, 347
Teste(s)
da derivada primeira para extremos
relativos, 238
da derivada segunda para extremos
relativos, 250
Trabalho, 407-413
Translagdo de eixos, 581
Trigonometria, férmulas, F-2

Unido de conjuntos, 3

Valor absoluto, 8

Valor méximo de uma fungdo, 217-224
absoluto, 220
relativo, 217

Valor médio de uma fungio, 342
Valor minimo de uma fungdo, 217-224
absoluto, 220
relativo, 217
Variaveis, 3, 32
dependentes, 32
independentes, 32
Velocidade instantanea, 165
Vértice, de um angulo, 45
de um cone, 578
de uma parabola, 28, 579 .
Vértices, de uma elipse, 588
de uma hipérbole. 596
Volume
de um sélido de revolugio, 376-388
por inv6lucros cilindricos, 383-388
por discos. 377
por anéis circulares, 379
de um sdlido por corte, 375

Wallis, John. XV
Weierstrass, Karl, XV

Zeros de uma fungio, 277



Impressdo e acabamento:

GRAFICA PAYM
Tel. (011) 4392-3344



85-294-0094- 1

529|4009‘J|

ISBN
788




