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?t'O~.A(.(.amtr A. R. At-a.tcLi
@. PREFÃCIO

o objetivo deste livro é familiarizar o leitor com a linguagem básica e
alguns resultados fundamentais da Geometria Riemaniana. Para evitar
apelos a conhecimentos prévios de variedades diferenciáveis, foi incluído
um Capítulo O que contém aqueles conceitos e resultados de variedades di-
ferenciáveis que são utilizados de maneira essencial no restante do livro.

Os quatro primeiros capítulos do livro apresentam os conceitos bási-
cos da Geometria Riemaniana (métricas Riemanianas, conexões Riema-
nianas, geodésicas e curvatura). Uma boa parte do estudo da Geometria
Riemaniana consiste no entendimento das relações entre geodésicas e cur-
vatura. Os campos de Jacobi, instrumento essencial para este entendimen-
to, são introduzidas no Capítulo 5. No Capítulo 6 introduzimos a segunda
forma fundamental associada a uma imersão isométrica, e demonstramos
uma generalização do Teorema Egregium de Gauss. Isto permite relacio-
nar a noção de curvatura em variedades Riemanianas com o conceito clás-
sico de curvatura Gaussiana em superficies.

A partir do Capítulo 7 iniciamos o estudo de questões globais. Demos
ênfase às técnicas de Cálculo das Variações, que são apresentadas sem ad-
mitir conhecimentos prévios do assunto. Entre outros, demonstramos os
Teoremas de Hadamard (Cap. 7), de Myers (Cap. 9) e de Synge (Cap. 9),
os Teoremas de comparação de Rauch (Cap. 10), e o Teorema do índice de
Morse (Cap. 11). Uma das mais notáveis aplicações das técnicas de Cálcu-
lo das Variações, o Teorema da esfera, é apresentado no Capítulo 13.
Além disso, incluimos um teorema de "uniformização" para variedades
de curvatura constante (Cap. 8) e um estudo do grupo fundamental das
variedades compactas de curvatura negativa (Cap. 12).

Muitos tópicos importantes estão ausentes. Por limitações de tempo e
espaço, uma escolha era necessária; esperamos que as referências mencio-
nadas em cada capítulo estimulem o leitor a completar os seus conheci-
mentos na direção de seu gosto pessoal.

Nossa dívida para com as fontes existentes (escritas e orais) é enorme
e impossível de ser catalogada. Mencionamos apenas Chern [11], Klingen-
berg-Gromoll-Meyer [22] e Milnor [34] como influências principais.

Este livro teve origem em notas de um curso dado em Berkeley em
1968. Posteriormente, com a ajuda de alunos do IMPA, as notas foram
traduzidas para o Português e publicadas na coleção de Monografias do
IMPA em 1971. Finalmente, em uma forma muito próxima da atual, ele
foi apresentado como um curso na Escola de Geometria Diferencial de
Fortaleza em Julho de 1978. Ao longo de todos estes anos, vários colegas e
alunos contribuíram com críticas e sugestões para a melhoria do texto.
Destaco, de modo muito especial, minha gratidão ao professor Lucio Ro-
driguez que, em minha ausência se encarregou do enfadonho trabalho de
corrigir as provas e organizar o índice alfabético. A todos, os meus since-
ros agradecimentos.

Manfredo Perdigão do Carmo
Rio de Janeiro, junho de 1979



COMO USAR ESTE LIVRO

Os pré-requisitos à leitura do livro são:
1) Um bom conhecimento de Cálculo, incluindo a formulação geométrica

da noção de diferencial e o teorema da função inversa.
2) Uma certa familiaridade com elementos de Geometria Diferencial das

superfícies. Por exemplo, os Capítulos 2 (2.1 a 2.4), 3 (3.1 e 3.2) e 4 (4.1
a 4.6) de M. do Carmo [6] são suficientes.

Se o leitor for familiar com as definições básicas de variedades dife-
renciáveis, poderá omitir inteiramente o Capítulo O. Caso contrário, tal
capítulo deverá ser considerado como parte do curso.

A partir do Capítulo 6, se utilizam as noções de espaços de recobri-
mento que podem ser encontrados no Capo 5, §5, 6, de M. do Carmo [6];
tais partes são indicadas por *.

Em alguns exercícios (nunca, porém, no texto) se utiliza um certo co-
nhecimento de formas diferenciais. Os Capítulos 1, 2 e 3 de M. do Carmo
[8] são suficientes. Tais exercícios são indicados por +.

Alguns resultados (em geral, a partir do Capo 8) requerem familiari-
dade com o grupo fundamental. A sucinta exposição que se encontra nas
27 primeiras páginas de Greenberg [17] (Caps. 1-6) é inteiramente suficien-
te. Tais resultados são indicados por".

Os Capítulos de 1 a 7 são indispensáveis ao resto do livro. A partir
daí, um curso que visa o teorema da esfera, poderá omitir os Capítulos 8 e
12. Como uma alternativa, poderão ser omitidos os Capítulos 8 e 11 e con-
cluir o curso com o Capítulo 12. Um curso mínimo poderia conter os Ca-
pítulos de O a 7, a Secção 5.6 de M. do Carmo [6], as Secções 1,2 e 3 do
Capítulo 8 e o Capítulo 9 até (incluindo) o Teorema de Bonnet-Myers.



CAPÍTULO O

VARIEDADES DIFERENCIÁ VEIS

1. Introdução

A noção de variedade diferenciável é necessária para estender os
métodos do Cálculo Diferencial a espaços mais gerais que o ~n. O
primeiro exemplo de variedade accessível à nossa experiência é uma su-
perfície regular do ~3. Recordemos que um subconjunto S c ~3 é
uma superfície regular se, para todo ponto p E S, existem uma vizi-
nhança V de p em ~3 e uma aplicação x: U c ~2 -+ V n S de um
aberto U c ~2 sobre S, tais que:

a) x é um homeomorfismo diferenciável;
b) a diferencial (dx)q: ~2 -+ ~3 é biunívoca para todo q E U (V.

M. do Carmo, [6J, Chap. 2).

A aplicação x é chamada uma parametrização de S em p.
A conseqüência mais importante da definição de superfície regular

é o fato que a mudança de parametrizações é um difeomorfismo (M. do
Carmo, [6J, §2.3. Cf. também o Exemplo 4.2 adiante). Mais precisa-
mente, se Xa: U a -+ S e xp: U p -+ S são duas parametrizações tais que
xa(U /1.) n xp( U p) = w # 0, então as aplicações xi 1 o X/1.: x; \~t)-+ ~2

e xi 10 xp: xi 1(W) -+ ~2 são diferenciáveis.
Deste modo, uma superfície regular é intuitivamente uma reunião

de abertos do ~2, organizados de tal modo que quando dois tais aber-
tos se intersectam a transição de um para outro se faz de maneira
diferenciável. Como conseqüência, tem sentido, em uma superfície re-
gular, falar em Junções diferenciáveis e aplicar aí os métodos do Cál-
culo Diferencial.

O maior defeito da definição de superfície regular é a sua de-
pendência em relação ao ~3. Com efeito, a idéia natural de superfície
é a de um conjunto que seja bi-dimensional (em um certo sentido)
e ao qual se possa aplicar o Cálculo Diferencial do ~2; a presença
desnecessária do ~3 é simplesmente uma imposição de nossa natu-
reza física.

Embora a necessidade de uma idéia abstrata de superfície (isto
é, sem envolver um espaço ambiente) fosse entrevista desde Gauss



2 Geometria riemanniana

([15], pg. 21), foi necessário quase um século para que tal idéia atin-
gisse a forma definitiva que apresentamos aqui. Uma das razões desta
demora é que, mesmo para as superficies do 1R3, o papel fundamental
da mudança de parâmetros não era bem compreendido (Cf. Obs. 2.2
da próxima secção).

A definição explícita de variedade diferenciável será apresentada
na próxima secção. Como não há vantagem alguma em nos restrin-
girmos à dimensão dois, a definição será dada para uma dimensão
n qualquer.

2 Variedades diferenciáveis; espaço tangente

2.1 DEFINIÇÃO. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um
conjunto M e uma família de aplicações biuní-

vocas Xex: Vexe IR" -+ M de abertos Vex de IR" em M tais que:

1) U xex(Vex) = M.
ex

2) Para todo par a.,{J, com xex(Vex) r. xiV /1) = w # 0, os conjun-
tos x; 1(W) e xi 1(W) são abertos em IR" e as aplicações xi 1 o x, são
diferenciáveis (Fig. 1).

-1X Q oX{3

Figura 1
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3) A família {(U", x,,)} é maximal relativamente às condições
(1) e (2).

o par (U", x,,)(ou a aplicação x,,)com p E x,,(U IX) é chamado uma
parametrização (ou sistema de coordenadas) de M em p; x,,(U,,) é então
chamada uma vizinhança coordenada em p. Uma família {(U", xcz)}sa-
tisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura diferenciàuel em M.

A condição (3) comparece por razões puramente técnicas. Em
verdade, dada uma estrutura diferenciável em M, podemos facilmente
completá-Ia em uma maximal, agregando a ela todas as parametri-
zações que junto com alguma parametrização da estrutura satisfazem
a condição (2). Portanto, com um certo abuso de linguagem, podemos
dizer que uma variedade diferenciável é um conjunto munido de uma
estrutura diferenciável. Em geral, a extensão à estrutura maximal será
admitida sem maiores comentários.

2.2 OBSERVAÇÃO. Uma comparação entre a Def. 2.1 e a definição
de superficie regular em 1R3 mostra que o ponto

essencial (a menos da mudança de 2 para n) foi destacar a proprie-
dade fundamental da mudança de parâmetros (que é um teorema para
superfícies em 1R3) e colocá-Ia como axioma na condição 2 da Def.
2.1. Como logo veremos, esta é a condição que permite transportar
para as variedades diferenciáveis todas as noções do Cálculo Dife-
rencial do IR".

2.3 OBSERVAÇÃO. Uma estrutura diferenciável em um conjunto
M induz de uma maneira natural uma topologia

em M. Basta definir que A c M é um aberto de M se x; l(A ri xcz(U,,))
é um aberto de IR" para todo (1... É imediato verificar que M e o vazio
são abertos, que a união de abertos é aberto e que a intersecção finita
de abertos é aberto. Observe-se que a topologia é definida de tal modo
que os conjuntos xcz(Ucz)são abertos e as aplicações Xczsão contínuas.

O espaço euclidiano IR", com a estrutura diferenciável dada pela
identidade é um exemplo trivial de variedade diferenciável. Vejamos
um exemplo não-trivial.

2.4 EXEMPLO. O espaço projetivo real P"(IR). Indicaremos por
P"(IR) o conjunto das retas de IR"+ 1 que passam

pela origem O = (O, ... , O) E IR"+ 1; isto é, P"(IR) é conjunto das "dire-
ções" de IR" + 1.
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Vamos introduzir em P"(IR) uma estrutura diferenciável. Para
isto, seja (x., ... , Xn+ 1)E IRn+1 e observe, inicialmente, que P"(IR) é o
espaço quociente de IRn+ 1 - {O} pela relação de equivalência:

(X1,,,,,Xn+1)-(,À.X1, ... ,ÀXn+1)' ÀEIR, À#;O;

os pontos de P"(IR) serão indicados por [x 1, ... , x, + 1]. Observe que,
se xj#; O,

[ ] [
Xl Xj-1 Xj+1 Xn+1 ]

Xt, ... ,Xn+l = -, ...,--,1,--, ...,-- .
x, x, x, x,

Definamos em P"(IR) subconjuntos V1, •• ·, Vn+ l' dados por:

J'i = {[Xl' ""Xn+1];Xj #; O}, i = 1, ... ,n + 1,

e aplicações x: IRn-+ J'i por

onde (y 1, ... , Yn)E IRn.Geometricamente, J'i é o conjunto das retas de
IRn+1 que passam pela origem e não pertencem ao hiperplano x, = O.
Vamos mostrar que a família {(lRn,xJ} é uma estrutura diferenciá-
vel em P"(IR).

Com efeito, cada aplicação x, é evidentemente biunívoca e
Uxj(lRn) = P"(IR). Resta mostrar que xj-1(Vj n Vj) é aberto em IRn e
j •

x; 1o xj é aí diferenciável,j = 1, ... , n + 1.Ora, os pontos de Xj-1(J'i n V)
são da forma: .

{(y1, ... ,Yn)ElRn; Yj #; O}.

Portanto xj-1 (Vj n V) é aberto em IRn,e, supondo i > j (o caso i < j
é análogo),

XjOXj(yl' .. ·,Yn) = X;1[Y1; .. ·,Yj-1, I,Yj+1' "',Yn] =
= x-1 [ll ~ 1 .l.L±1... Yj-1 _1_ Yi+1 ~J=

j , ..., , , , ..., , , , ...,v, Yj Yj v, v, v, s,
= (ll, ...,~),

v, v,
que é evidentemente diferenciável.

Em resumo, o espaço das direções de IRn+ 1 (= espaço projetivo
real P"(IR» fica coberto por n + 1 vizinhanças coordenadas J'i, onde
J'i é constituído pelas direções de IR"+ 1 que não estão no hiperplano
x, = O; além disto, em cada J'i temos coordenadas
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(
Xl, •.. ,

Xi

Xi-1

Xi

Xi+1 Xn+1)1, --, ... ,-- ,
Xi x,

onde (x l' ... , x, + 1) são as coordenadas de IRn + 1. É usual, na
terminologia clássica, chamar as coordenadas de Vi "coordenadas
não-homogêneas" correspondentes às "coordenadas homogêneas"
(Xl' ••• , Xn+ 1) E IRn+ 1.

Antes de apresentarmos mais exemplos de variedades diferenciá-
veis, convém explorar um pouco mais as conseqüências da Der. 2.1.

De agora em diante, quando indicarmos uma variedade por M",
o índice superior n indicará a dimensão de M = M".

Primeiro, estenderemos a noção de diferenciabilidade às aplica-
ções entre variedades.

2.5 DEFINIÇÃO. Sejam M~ e M~ variedades diferen~iáveis. Uma
aplicação tp: M 1 -+ M 2 é diferenciáoel em p E M 1

se dada uma parametrização y: V c IRm -+ M 2 em qJ(p) existe uma pa-
rametrização x: U c IRn -+ M 1 em P tal que qJ(x(U)) c y(V) e a apli-
cação

(1)

é diferenciável em x -1(P) (Fig. 2). qJ é diferenciável em um aberto de
M 1 se é diferenciável em todos os pontos deste aberto.

Decorre da condição (2) da Der. 2.1 que a definição dada é in-
dependente da escolha das parametrizações. A aplicação (1) é chamada
a expressão de qJ nas parametrizações x e y.

Em seguida, gostariam os de estender às variedades diferenciáveis
a noção de vetor tangente. É conveniente, mais uma vez, usar a nossa
experiência com superfícies regulares do 1R3. Nas superfícies do 1R3,
um vetor tangente em um ponto p da superfície é definido como a
"velocidade" em 1R3 de uma curva da superfície passando por p. Como
não dispomos do suporte de um espaço ambiente, precisamos achar
uma propriedade característica do vetor tangente que substitua a no-
ção de velocidade.

As considerações seguintes motivam a definição que daremos a
seguir. Seja a: (- e, e) -+ IRn uma curva diferenciável de IRn, com
a(O) = p. Escreva

a(t) = (x1(t), ... , xn(t)), tE (- e, e), (Xl' ••• , Xn) E IRn.
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<!>(x(U))

x(U) cp(P)

p

•
<!>

1
y

)x
y-Io.jJox ..

Figura 2

Então a'(O) = (X'I (O), ... , x~(O)) = V E IRn. Seja agora I uma função di-
ferenciável definida em uma vizinhança de p. Podemos restringir I à
curva (1. e escrever a derivada direcional segundo o veto r v E IRn como

dU°(1.) I = ± _oI ~I = (Ix;(O)_o_)f.
dt 1=0 ;=1 õx, dt 1=0 ; õx,

Portanto a derivada direcional segundo v é um operador sobre fun-
ções diferenciáveis que depende unicamente de v. Esta é a proprie-
dade característica que usaremos para definir vetor tangente em va-
riedades.

2.6 DEFINIÇÃO. Seja M uma variedade diferenciável. Uma apli-
cação diferenciável (1.: (- e, e) -+ M é chamada

uma curva (diferenciável) em M. Suponha que (1.(0) = p E M, e seja ~
o conjunto das funções de M diferenciáveis em p. O vetor tangente
à curva (1. em t = O é a função (1.'(0): ~ -+ IR dada por

dU°(1.) I
(1.'(O)I = dt 1=0' I E Ç}).
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Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = O de alguma cur-
va a: (- e, e) -+ M com a(O) = p. O conjunto dos valores tangentes
a M em p será indicado por TiM).

Se escolhermos uma parametrização x: U -+ M" em p = x(O), po-
demos exprimir a função f e a curva (1. nesta parametrização por

fox(q) = f(xl>""xn), q =(xl, .. ·,Xn)EU,

e

respectivamente. Portanto, restringindo f a (1., obteremos

(1.'(O)f = -dd (f o a) I = -d4 f(x1(t), ... , xn(t)) I
t t=O t t=O

.f x;{O) ( ~~) =.(~ x;{O) (~) )f .
•=1 uX. • uX. o

Em outras palavras, o vetor (1.'(0) pode ser expresso na parametriza-
ção x por

(1.'(0) = L x;{O) (~) .
i uXi o

(2)

Observe que ( a~i )0 é o vetor tangente em p à "curva coordenada"

(Fig. 3):

Xl -+ x(O, ... , O, x., 0, ... , O).

Figura 3
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A expressão (2) mostra que o vetor tangente à uma curva <I. em
p depende apenas das derivadas de <I. em um sistema de coordenadas.
Decorre também de (2) que o conjunto TiM), com as operações usuais
de funções, forma um espaço vetorial de dimensão n, e que a esco-
lha de uma parametrização x: U ~ M determina uma base associada

{( a~1 ) , ... , ( a~n ) J em Tp(M) (Fig. 3). O espaço vetorial TiM)

é chamado o espaço tangente de M em p.
Com a noção de espaço tangente podemos estender às varieda-

des diferenciáveis a noção de diferencial de uma aplicação diferen-
ciável.

2.7 PROPOSIÇÃO. Sejam M~ e Mi variedades diferenciáneis e seja
q>:M1 ~ M2 uma aplicação diferenciáoel. Para

cada p EM 1 e cada v E TiM 1)' escolha uma curva diferenciáoel
<1.: (- e, e) ~ M 1 com <1.(0)= p, <1.'(0)= v. Faça /3 = q>o <1.. A aplicação
dq>p: TiM 1) ~ T~(p)(M 2) dada por dq>iv) = /3'(0) é uma aplicação linear
que não depende da escolha de <I. (Fig. 4).

Demonstração. Sejam x: U ~ MIe y: V ~ M 2 parametrizações em p
e q>(p), respectivamente. Exprimindo q>nestas parame-

trizações, podemos escrever

y-l oq>ox(q) = (Yl(X1, •.. ,xn), ... ,Ym(xI, ... ,xn»
q = (Xl' ... ,Xn)E U, Yt> •• ·,YmE V.

Por outro lado, exprimindo <I. na parametrização x, obteremos

X-I o <I.(t)= (X I(t), ... , Xn(t».

Portanto,

y-l o /3(t) = (YI(XI(t), ... , Xn(t», ... , Ym(XI(t), ... , xn(t».

Decorre daí que a expressão de /3'(0) na base {( a~i )} de T~(p)(M 2)'

associada à parametrização y, é dada por

/3'(0) = Ct ix: xi(O), ... , itl ix: X;{O»). (3)

A relação (3) mostra imediatamente que /3'(0) não depende da escolha
de <1.. Além disto, (3) pode ser escrita:
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{3'(O) = dq>iv) = ( !~:}x~{O)), i = 1, ... , m; j = 1, ... , n,

onde ( !~~)indica uma matriz m x n e (xj(O)) indica uma matriz

coluna com n elementos. Portanto, dq>p é uma aplicação linear de
TiM 1) em T~(p)(M 2) cuja matriz nas bases associadas às parametri-

_ ,. . (ay
i)zaçoes x e y e precisamente a matnz ax j .

c.q.d.

Figura 4

. 2.8 DEFINIÇÃO. A aplicação linear dq>p dada pela Prop. 2.7 é cha-
mada diferencial de tp em p.

2.9 DEFINIÇÃO. Sejam Mie M 2 variedades diferenciáveis.Uma
aplicação q>:M 1 --+ M 2 é um difeomorfismo se ela

é diferenciável, biunívoca, sobrejetiva e sua inversa q>-1 é diferenciá-
vel. q>é um difeomorfismo local em p E M se existem vizinhanças U de
p e V de q>(p) tais que q>:U --+ V é um difeomorfismo.

A noção de difeomorfismo é a noção natural de equivalência
entre variedades diferenciáveis. É uma conseqüência imediata do teo-
rema da função composta que se q>:M 1 --+ M 2 é um difeomorfismo,
então dq>p: TiM 1) --+ T~(p)(M 2) é um isomorfismo para todo p EM 1;
em particular as dimensões de Mie M 2 são iguais. Uma recíproca
local deste fato é o seguinte teorema.

2.10 TEOREMA. Seja q>:M~ --+ Mi uma aplicação diferenciátel e
seja p E M1 tal que dq>p: TiM 1) --+ T~(p)(M 2) é um

isomorfismo. Então q> é um difeomorfismo local.
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A demonstração é uma aplicação imediata do Teorema da fun-
ção inversa no IR".

3. Imersões e mergulhos; exemplos

3.1 DEFINIÇÃO. Sejam M" e N" variedades diferenciáveis. Uma
aplicação diferenciável cp: M -+ N é uma imersão

se dcpp: TiM) -+ T~(p)(N) é injetiva para todo p E M. Se, além disto,
cp é um homeomorfismo sobre cp(M) c N, onde cp(M) tem a topolo-
gia induzida por N, diz-se que cp é um mergulho. Se M c N e a inclu-
são i: M c N é um mergulho, diz-se que M é uma subvariedade de N.

Observe-se que se cp: M" -+ N" é uma imersão, então m ~ n; a
diferença n - m é chamada a codimensão da imersão cp.

3.2 EXEMPLO. A curva a: IR -+ 1R2 dada por a(t) = (r, 1 t I) não é
sequer diferenciável (Fig. 5).

)'

----------~--------~x
o

Figura 5

3.3 EXEMPLO. A curva a: IR -+ 1R2 dada por a(t) = (t3, t2) é uma
aplicação diferenciável mas não é uma imersão.

Com efeito, a condição de imersão neste caso é equivalente a que
«'(r) :1= O, o que não ocorre para t = O. (Fig. 6).

y

------------~------------~xo

Figura 6

t
l
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3.4 EXEMPLO. A curva lX(t) = (t3 - 4 t, t2 - 4) (Fig. 7) é uma imer-
são IX: IR - IR2 que possui uma auto-intersecção para

t = O. Portanto IX não é um mergulho.

y

--------------~~--------------~x

Figura 7

3.5 EXEMPLO. A curva (Fig. 8)

= (O, - (t + 2)), t e (- 3, - 1),

= curva regular (V. Fig. 8), tE (- 1, - :)lX(t) ,.

= ( - t, - sen +), tE ( - !'O)
é uma imersão IX: (- 3, O) - IR2 sem auto-intersecções. Entretanto,
IX não é um mergulho. Com efeito, uma vizinhança, na topologia in-
duzida por IR2, de um ponto p na parte vertical da curva (Fig. 8) é
constituida por uma infinidade de componentes conexas. Por outro

o

y

p = (O, -1)

Figura 8
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lado, uma vizinhança de um tal ponto na topologia "induzida" por
(X (que é a topologia da reta) é um intervalo aberto, logo conexo.

3.6 EXEMPLO. É claro que uma superficie regular S c 1R3 possui
uma estrutura diferenciável dada por suas parame-

trizações x.•: V ••~ S. Com tal estrutura, as aplicações x.• são dife-
renciáveis e, em verdade, são mergulhos de V ••em S; isto é uma con-
seqüência imediata das condições (a) e (b) da definição de superficie
regular dada na Introdução. Vamos mostrar que a inclusão i: S c 1R3

é um mergulho, isto é, S é uma subvariedade de 1R3
.

Com efeito, i é diferenciável, pois para todo p E S existe uma
parametrização x: V c 1R2 ~ S de S em p e uma parametrização
j: V c 1R3 ~ V de 1R3 em i(P) (V é uma vizinhança de p em 1R3 e j é a
aplicação identidade), tais que r I o i o x = x é diferenciável. Além
disto, pela condição (b), i é uma imersão e, pela condição (a), i é um
homeomorfismo sobre sua imagem, o que prova o afirmado.

Na maior parte das questões puramente locais de Geometria é
indiferente tratar com imersões ou mergulhos. Isto provém da se-
guinte proposição que mostra ser toda imersão localmente (em um
certo sentido) um mergulho.

3.7 PROPOSIÇÃO. Seja cp: M~ ~ Mi, n S m, uma imersão da varie-
dade MI na variedade M2. Para todo ponto

pE M I' existe uma vizinhança V c M I de p tal que a restrição cpI V~ M 2

é um mergulho.

Demonstração. Este fato é uma conseqüência do Teorema da função
inversa. Sejam XI: VI C IRn ~ MI e x2: V2 c IRm~ M2

sistemas de coordenadas em p e cp(p), respectivamente, e indiquemos
por (XI' ... ,xn) as coordenadas de IRn e por (yl' ... ,yJ as coordena-
das de IRm, Nestas coordenadas, a expressão de tp, isto é, a aplica-
ção (p = X21 o cpo XI pode ser escrita

Seja q = x11(P). Como cp é uma imersão, podemos supor, renume-
rando as coordendas de IRn e IRm se necessário, que
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Para aplicar o Teorema da função inversa, introduzamos uma apli-
cação 4> = V 1 X ~m-n=k -+ ~m dada por

4> (x1, ,Xn, t1, ••• ,tk) =
= (Y1(X1, ... ,xn), .. ·,Yn(x1, ,xn),Yn+1(X1, ... ,xn) + t1

, ... , Yn+k(x1, , xn) + tk),

onde (tI> "', tk)E ~m-n=k. É imediato verificar que 4> restrito a V1
coincide C9m ip e que

det(d4> q) = a(Y1"'" Yn) (q) # O.
a(x1, ... ,xn)

Pelo Teorema da função inversa, existem vizinhanças W1 c V 1 X ~k

de q e W2 C ~m de 4>('1) tais que a restrição 4> l_W1 é ~~ difeomor-
fismo sobre W2• Seja V = W1 f"\ V r : Como 4> I V = ip I V e x, é um
difeomorfismo, i = 1, 2, concJuimos que a restrição a V = X 1(ii) da
aplicação <p = x2 o ip o X~1: V -+ <p(V) C M2 é um difeomorfismo,
donde um mergulho.

c.q.d.

4. Outros exemplos de variedades. Orientação

4.1 EXEMPLO. (O fibrado tangente). Seja M" uma variedade diferen-
ciável e seja T(M)\ = I{(p, v);

PE M, v E TiM)}. Vamos munir o conjunto T(M) de uma estrutura di-
ferenciável (de dimensão 2n); com tal estrutura T(M) será chamado
o fibrado tangente de M. Este é o espaço natural de se trabalhar quando
estamos tratando de questões que envolvem posições e velocidades,
como no caso da Mecânica.

Seja {(Vez, xez)} a estrutura diferenciável maximal de M. Indicaremos

por (x~, ... , x~) as coordenadas de Vez e por { a~~, ..., a~~} as bases

associadas nos espaços tangentes de xez(Vez). Para cada a, defina

Yez: Vez X ~n -+ T(M),

por

Yez(x~, ... , x~, U1, ... , un) = (Xez(X~, ... , x~), .± Ui aa ~ ), (UI> ... , Un) E ~n.
1=1 XI
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Geometricamente, isto significa que tomamos como coordenadas de
um ponto (p, v) E T(M) as coordenadas x~, ... , x~ de p junto com as

coordenadas de v na base {a~~,..., a~~}·
Vamos mostrar que {(Va x IRn, Ya)} é uma estrutura diferenciá-

vel em T(M). Como U xa(Va) = M e (dxa)ilRn) =: TXa(q) (M), q E u..
teremos que a

U Ya(Va X IRn) = T(M),
a

o que verifica a condição 1 da Def. 2.1. Seja agora

(p, v) E Ya( U; X IRn)!l Yp( V /I X IRn).

Então

onde qa E Va, q/l E V /I' Va, V/I E IRn. Portanto,

Yil o Ya, (qa' Va) = YiI(Xa(qcz),dxiva)) =
= ((xi 1 o X/I)(qcz),d(Xi 1 o xa)(va)).

Como xi 1 o Xa é diferenciável, d(xi 1 o xa) também o é. Decorre daí
que Yi 1 o Ya é diferenciável, o que verifica a condição 2 da Def. 2.1
e conclue o exemplo.

4.2 EXEMPLO (Superfícies regulares do IRn). A generalização natu-
ral da idéia de superfi-

cie regular em 1R3 é a noção de superfície de dimensão k em IRn, k:::; n.
Um subconjunto Mk c: IRn é uma superfície regular de dimensão k se
para cada p E Mk existem uma vizinhança V de p em IRn e uma apli-
cação x: V c: IRk -+ M !l V de um aberto V c: IRk sobre M !l V tais
que:

a) x é um homeomorfismo diferenciável.
b) (dx)q: IRk -+ IRn é injetiva para todo q E V.

A menos das dimensões envolvidas, a definição é exatamente a mesma
que foi dada para superfícies regulares do 1R3 na Introdução.

De maneira análoga a que se faz para superfícies do 1R3 (M. do
Carmo [6J, pg. 71), prova-se que se x: V c: IRk -+ Mk e y: V c: IRk -+ Mk

são duas parametrizações com x(V)!l y(V) = W # 0, então a aplica-
ção h = X-I o y: y-I(W) -+ X-I(W) é um difeomorfismo. Por comple-
tação, daremos a seguir um esquema desta demonstração.
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Primeiro, observamos que h é um homeomorfismo como com-
posta de homeomorfismos. Seja r E y-i(W) e faça q = h(r). Sejam
(ui, ... , Uk) E U e (Vi' ... , Vn) E IRn, e escreva x nestas coordenadas como

X(Ui, ... , Uk) = (Vi(Ui, ... , Uk)' ••. , Vn(Ui, •.. , Uk))·

Pela condição (b), podemos supor que

8(vi, , vk) (q) #: O.
8(ui, , uk)

Estendemos x a uma aplicação F: U x IRn-k -+ IRn dada por

F(ui, ,Uk' tk+ l' ... , tn) =
= (Vi(Ui, ... , Uk), , viui, •.. , Uk)' Vk+ l(Ui' ... , Uk) + tk+ 1

, , Vn(Ui' .•. , Uk) + tn),

onde (tk+ 1> ••• , tn) E IRn-k. É claro que F é diferenciável e a restrição
de F a U x {(O, ... , O)} coincide com x. Por um cálculo simples, obte-
remos que

det(dFq) = 8(vi, , vk) (q) #: O.
8(Ui' , uk)

Podemos então aplicar o Teorema da função inversa, que garante a
existência de uma vizinhança Q de x(q) onde F-i existe e é diferen-
ciável. Por continuidade de y, existe uma vizinhança R c V de r tal
que y(R) c Q. Note que, restrita a R, h I R = F-i o y I R é uma com-
posição de aplicações diferenciáveis.Logo h é diferenciável em r, donde
em y-i(W). Um argumento semelhante mostraria que h-i é tam-
bém diferenciável, como queríamos provar.

Do resultado que acabamos de provar, decorre, por um argu-
mento inteiramente análogo ao do Exemplo 3.6 que Mk é uma va-
riedade diferenciável de dimensão k e que a inclusão i: Mk

C IRn é
um mergulho, isto é, Mk é uma suvariedade de IRn.

4.3 EXEMPLO (Imagem inversa de um valor regular). Para o exem-
plo que se se-

gue, precisamos de algumas definições.
Seja F: U c IRn -+ IRm uma aplicação diferenciável de um aberto

U do IRn. Um ponto p E U é um ponto crítico de F se a diferencial
dFp: IRn -+ IRm não é sobrejetiva. A imagem F(P) de um ponto crítico
é chamada um valor crítico de F. Um ponto p E IRm que não é um va-
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lor crítico é chamado um valor regular de F. Note que qualquer ponto
a rt F( V) é trivialmente um valor regular de F e que se existe um va-
lor regular de F em IRm, então n ~ m.

Seja agora a E F( V) um valor regular de F. Vamos mostrar que
a imagem inversa F-1(a) c IRn é uma superfície regular de dimensão
n - m = k. Pelo que foi visto no Exemplo 4.2, F-1(a) é então uma
subvariedade de IRn.

Para provar o afirmado, usaremos mais uma vez o Teorema da
função inversa. Seja pEF-1(a). Indiquemos por q =(Yl, ... ,Ym'x1, ••• ,Xk)
um ponto de IRn;m+k e por F(q) = (f1(q), ... ,Jm(q)) a aplicação F.
Como a é um valor regular de F, dF p é sobrejetiva. Podemos, por-
tanto, supor que

Definamos uma aplicação lp: V clRn -+ IRn;m+k por

Então

det(dlp)p = ô(j~, , j~) (P) =1= o.
Ô(Y1' , Ym)

Pelo Teorema da função inversa, lp é um difeomorfismo de uma vizi-
nhança Q de p sobre uma vizinhança Wde lp(P). Seja Km+k c W c IRm+k
um cubo de centro lp(P) e faça V = lp-l(Km+k) n Q. Então lp aplica
a vizinhança V difeomorficamente sobre Km+k = K" x Kk. Defina
uma aplicação x: Kk -+ V por

x(x1, .•• ,xk) = lp-l(a1, ••• ,am,x1, ••• ,xk),

onde (a1, ••• , am) = a. É imediato verificar que x satisfaz às condições
(a) e (b) da definição de superficie regular dado no Exemplo 4.2. Como
p é arbitrário, F-1(a) é uma superfície regular do IRn, como havia-
mos afirmado.

Antes de passarmos a outros exemplos de variedades diferenciá-
veis, convém introduzir a importante noção global de orientação.

4.4 DEFINIÇÃO. Seja M uma variedade diferenciável. Diz-se que
M é orientável se M admite uma estrutura dife-

renciável {(V"' x,,)} tal que:
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i) para todo par (1., {3,com Xa;(Va;) n xp(V p) = w # 0, a diferencial da
mudança de coordenadas xp o x; 1 tem determinante positivo.

Caso contrário, diz-se que M é não orientável. Se M é orientável, a
escolha de uma estrutura diferenciável satisfazendo (i) é chamada
uma orientação de M e M é, então, dita orientada. Duas estruturas
diferenciáveis que satisfazem (i) determinam a mesma orientação se
a união delas ainda satisfaz (i).

Não é dificil verificar que se M é orientável e conexa existem
exatamente duas orientações distintas em M.

Sejam agora MIe M 2 variedades diferenciáveis e cp: M 1 -+ M 2

um difeomorfismo. É imediato verificar que M 1 é orientável se e só
se M 2 é orientável. Se, além disto, MIe M 2 são conexas e estão orien-
tadas, cp induz uma orientação em M 2 que pode ou não coincidir
com a orientação inicial de M 2. No primeiro caso, diz-se que cp pre-
serva a orientação e no segundo, que cp reverte a orientação.

4.5 EXEMPLO. Se M pode ser coberta por duas vizinhanças coorde-
nadas VI e V2 de modo que a intersecção VI n V2

é conexa, então M é orientável. Pois, como o determinante Jacobiano
da mudança de coordenadas é # 0, ele não muda de sinal em VI n V2;

se é negativo em um ponto, basta trocar o sinal de uma das coordenadas
para que ele passe a positivo neste ponto, donde em VI n V2•

4.6 EXEMPLO. O simples critério do exemplo anterior pode ser usa-
do para mostrar que a esfera

n+1

Sn - {( ) ITl>n+1." 2 I} ITl>n+1- Xl' ... ,Xn+1 EU\\ 'L. Xi = C U\\
i= 1

é orientável. Com efeito, seja N = (O, ... ,0, 1) o polo norte e
S=(O, ... ,0, -l)opolosulde S". Defina uma aplicação 1t1: S"> {N}-+~2
(projeção estereoqrôfica a partir do polo norte) que leva p = (Xl' ... , Xn+1)
de sn - {N} na intersecção do hiperplano Xn+1 =0 com a reta que pas-
sa por p e N. É imediato verificar que (Fig. 9)

1t1(Xl> ... ,Xn+1)=(I_X1 , ... , l_
xn

).
Xn+1 Xn+1

A aplicação 1t1 é diferenciável, injetiva e aplica sn - {N} sobre o
hiperplano x, + 1 = O. A projeção estereográfica 1t2: S" - {S} -+ ~n a
partir do polo sul sobre o hiperplano x, + 1 = ° possui as mesmas
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p = (0, ... ,0, xt, 0, ... ,Xn+l)
I

I X'
" 1Tl(P) = (0, ... ,0, -1-

1-,0, ... ,0)
I -xn+l

I X' ~
I 1Tz(P) = (O,... , 0, 1 1 0, ... ,0)

/ +xn+l,
I

I
I

I
I
I

°

s
I Figura 9

propriedades. Portanto, as parametrizações (~!, 1t11), (~2, 1t;-1) co-
brem S". Além disto, a mudança de coordenadas:

x . x j (y ) (rJ)n' _ 1Y j = J +-+ v, = , 1, •.. ,yn E ~ ,J - , ... , n,
1-Xn+1 l+xn+l

é dada por
yj =

n+l
(aqui usamos o fato que L xf = 1). Portanto, a família {(~2, 1t11),

k=l

(~2, 1t;-1)} é uma estrutura diferenciável em S". Observe que a inter-
seção 1tl1(~2) n 1t;-1(~2) = sn - {N u S} é conexa, logo sn é orien-
tável e a família dada determina uma orientação de S".

Seja agora A: sn -+ sn a aplicação antípoda dada por A(P) =
= - p,pE ~n+l. A é diferenciável e A2 = ident. Portanto A é um
difeomorfismo de S". Observe que quando n é par, A reverte a orien-
tação de S" e quando n é ímpar, A preserva a orientação de S".

Estamos agora em condições de apresentar outros exemplos de
variedades diferenciáveis.

4.7 EXEMPLO (outra apresentação do espaço projetivo). O conjunto
P"(~) das

retas de ~"+ 1 que passam pela origem pode ser pensado como o es-
paço quociente da esfera unitária S" = {p E ~"+ 1; Ip I =1} pela re-
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lação de equivalência que identifica p E S" com o seu ponto antípoda
A(P) = - p. Com efeito, cada reta que passa pela origem determina
na esfera dois pontos antípodas e a correspondência assim obtida é
evidentemente biunívoca e sobrejetiva.

Levando em conta este fato, vamos introduzir uma outra estru-
tura diferenciável em P"(IR) (Cf. Exemplo 2.4). Para isto, introduzi-
remos inicialmente em sn c IRn+I uma estrutura de superfície regular,
definindo parametrizações

obtidas do seguinte modo:

Vi={(X1, , Xn+1)E IRn+l; xi=O, xi + ... +Xr-l +xr+ 1+ ... +X~+I < I},
xt(xl, 'Xi-I'Xi+l' ,xn+l) = (XI' ,xi-I,Di,xi+p ,xn+I),

Xi-(XI, , Xi-I' Xi+l' ,Xn+l) = (XI' , Xi-I' - Di' Xi+l' ,xn+I),

onde Di = J 1 - (xi + + Xf-I + xf+ I + ... +x;+ I). É imediato ve-
rificar que as condições (a) e (b) da definição do Exemplo 4.2 são sa-
tisfeitas. Portanto, a família

{(Vi' x,"), (Vi' Xi-)}' i = 1, .••., n + 1,

é uma estrutura diferenciável em S". Geometricamente, isto equivale
a cobrir a esfera sn com vizinhanças coordenadas que são semiesfe-
ras perpendiculares aos vários eixos x, e tomar como coordenadas
em, por exemplo, xt(Vi), as coordenadas da projeção ortogonal de
xt(V;) sobre o hiperplano x, = O (Fig. 10).

9'(3(@5SY

Figura 10
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Seja n: S" -+ P"(IR) a projeção canônica, isto é, n(p) = {p, - p} ;
observe que n(xt(Vi)) = n(xi-1(Vi)). Vamos definir uma aplicação
Yi: Vi -+ P"(IR) por

Como n restrito a xt(Vi) é biunívoca, temos que

-1 (+)-1 ( +) (+)-1 +t, °Yj = noxi ° noxj = Xi OXj'

donde a diferenciabilidade de Yi- 1 ° Yi» para todo i,j = 1, ... , n + 1.
Decorre daí que a família {(Vi' y;)} é uma estrutura diferenciável de
P"(IR).

Em verdade, esta estrutura diferenciável e a do Exemplo 2.4 dão
origem a uma mesma estrutura maximal. Com efeito, as vizinhan-
ças coordenadas são as mesmas e a mudança de coordenadas é dada por

que, como x, =1= O e Di =1= O, é diferenciável.
Como veremos no Exercício 9, P"(IR) é orientável se e só se n

é ímpar.

4.8 EXEMPLO (ação descontínua de um grupo). Uma maneira de
construir varieda-

des diferenciáveis, que generaliza o processo acima, é dada pelas se-
guintes considerações.

Diz-se que um. grupo G age em uma variedade diferenciáueí M se
existe uma aplicação ({J: G x M -+ M tal que:

i) Para cada 9 E G, a aplicação ({Jg: M -+ M dada por ({Jg(P)= ({J(g, p), •
P E M, é um difeomorfismo.

ii) Se g1,g2EG, ({J9192= ({Jgl°({J92·

É frequente, quando estamos tratando de uma única ação, indicar
({J(g, p) = gp; com isto, a condição (ii) se escreve como uma espécie
de associatividade: (g1g2)P = g1(g2P)·

Diz-se que uma ação de G em M é livre se a identidade e E G é
o único elemento que satisfaz ep = p, para todo p EM.

Diz-se que uma ação é descontínua se todo p E M possui uma
vizinhança V c M tal que V (l g(V) = 0 para todo 9 =1= e.

Quando G age sobre M, a ação determina uma relação de equi-
valência '" em M, onde P1 '" P2 se e só se P2 = gP1. Indicaremos
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o espaço quociente de M por esta relação de equivalência por M/G.
A aplicação 11:: M -+ M/G, dada por

1I:(p) = classe de eq. de p = Gp,

será chamada a projeção de M em M/G.
Seja agora M uma variedade diferenciável e seja G x M -+ M

uma ação livre e descontÍnua de um grupo G em M. Vamos mostrar
que M/G possui uma estrutura diferenciável de modo que a proje-
ção 11:: M -+ M/G é um difeomorfismo local.

Para cada p E M escolha uma parametrização x: V -+ M em
p de modo que xCV)c U, onde U c M é uma vizinhança de p tal
que U n g(U) = 0, g i= e. É claro que 11: I U é injetiva, donde Y =
= 11: o x: V -+ M/G é também injetiva. A família {(V, Y)} evidente-
mente cobre M/G; para que tal família seja uma estrutura diferen-
ciável, basta mostrar que dadas duas aplicações Y1 = 11:o Xl: Vi -+ M/G
e Y2=1I:OX2:V2-+M/G com Yl(Vl)nY2(V2)i=0, então Yl1oY2 é
diferenciável.

Para isto, seja 11:i a restrição de 11: a xi(VJ, i = 1, 2. Seja
qEY1(Vl)nY2(V2) e seja r = Xli o1l:l1(q). Seja ainda WC V2 uma vi-
zinhança de r tal que (1I:20X2)(W) c Yl(Vl)nY2(V2) (Fig. 11). Então,
restrita a W,

M

M/G

Figura 11
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Basta, portanto, mostrar que 1t1l o 1t2 é diferenciável em P2 = 1t2"l(q).
Seja Pl = 1t1l o 1t2(P2). Então Pl e P2 são equivalentes em M, donde
existe 9 E G tal que gP2 = Pi Seja agora P' E X2 (W). Então 1t1l o 1t2(P') =
= p", onde p" é o único ponto de Xl (Vi) tal que 1t(p") = 1t(p'). Por outro
lado, gp' E Xl (Vi) e 1t(gp') = 1t(p'). Logo gp' = p" = 1t1l o 1t2(p'), isto é,
a restrição de 1t1l o 1t21 x2(lt) coincide com o difeomorfismo ({Jg I x2(lt),
o que prova o pedido.

Pela própria maneira como foi construida, esta estrutura dife-
renciável é tal que zr : M -. MjG é um difeomorfismo local. Um cri-
tério de orientabilidade de MjG é dado no Exercício 9. Observe que
a situação do Exemplo anterior se reduz à presente, se tomarmos
M = S" e G o grupo de difeomorfismos do S" constituido pela apli-
cação antípoda A e a identidade I = A 2 de S".

4.9 EXEMPLO (casos particulares do Exemplo 4.8).

4.9 (a). Considere o grupo G das translações do [Rk onde a ação de
G em [Rk é dada por

G(Xl' ... , xk) = (x. + np ... , Xk + nk), nl, ... , nk E Z, (x., ... , Xk) E [Rk.

É imediato verificar que a aplicação acima define uma ação livre e
descontínua de G em [Rk. O espaço quociente [RkjG, com a estrutura
diferenciável descrita no Exemplo 4.8, é chamado o k-toro t-. Quan-
do k = 2, o 2-toro T2 é difeomorfo ao toro de revolução de [R3 obtido
como imagem inversa do zero da função f: [R3 -. [R

fix, y, z) = X2 + (J X2 + y2 - a)2 - r2.

(Cf. M. do Carmo [6J, pg. 62).

4.9 (b). Seja S c [R3 uma superficie regular de [R3, simétrica em re-
lação a origem O E [R3, isto é, se p E S então - p = A(P) E S.

O grupo de difeomorfismos de S constitui do por {A, Id.} age em S
de maneira livre e descontínua. Introduzamos em SjG a estrutura di-
ferenciável dada pelo Exemplo 4.8. Quando S é o toro de revolução
T2, SjG = K é chamada a garrafa de Klein (Fig. 12); quando S é a
faixa do cilindro circular reto dada por C = {(x, y, z) E [R3; X2 + y2 =
= 1, - 1 < z < I}, SjG é chamada a faixa de Mobius. Como vere-
remos no Exercício 9, a garrafa de Klein e a faixa de Mõbius são não-
orientáveis. No Exercício 6, indicaremos como a garrafa de Klein pode
ser mergulhada em [R4.
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Figura 12

5. Campos de vetares; colchetes. Topologia das
variedades

5.1 DEFINIÇÃO. Um campo de vetares X em uma variedade di-
ferenciável M é uma correspondência que a cada

ponto p E M associa um vetor X(P) E TiM). Em termos de aplicações,
X é uma aplicação de M no fibrado tangente TM (V. Exemplo 4.1).
O campo é diferenciáiel se a aplicação X: M -+ T M é diferenciável.

Considerando uma parametrização x: U c IR" -+ M" é possível
escrever

n o
X(P) = i~l a,.(p) oX

i
'

onde cada ai: U -+ IR é uma função em U e { O~i } é a base associa-

da a x, i = 1, ... , n. É claro que X é diferenciável se e só se as funções
ai são diferenciáveis para alguma (e, portanto, todas) parametrização.

As vezes é conveniente utilizar a idéia sugerida por (4) e pensar
em um campo de vetores como uma aplicação X: Ç) -+ .~ 'do con-
junto Ç) das funções diferenciáveis em M no conjunto .~ das fun-
ções em M, definida do seguinte modo

(4)

(5)

onde f indica, por um abuso de notação, a expressão de f na para-
metrização x. Em verdade, esta idéia/de vetor como derivada dire-
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cional foi precisamente a maneira como definimos a noção de vetor
tangente. Como é imediato verificar, a função Xf obtida em (5) não
depende da escolha da parametrização x. Neste contexto, é imediato
verificar que X é diferenciá vel se e só se X: Ç) -+ Ç), isto é, Xf E Ç)

para todo f E Ç).

Esta última interpretação de X com um operador em Ç) permi-
te-nos considerar os iterados de X. Por exemplo se X e Y são cam-
pos diferenciáveis em M e f: M ~ IRé uma função diferenciável, po-
demos considerar as funções X(Yf) e Y(Xf). Em geral, tais operações
não conduzem a campos vetoriais, por envolverem derivadas de or-
demsuperior à primeira. Entretanto, podemos afirmar o seguinte.

5.2 LEMA. Sejam X e Y são campos diferenciáveis de vetores em uma
variedade diferenciável M. Então existe um único campo

vetorial Z tal que, para todo f E Ç), Zf = (XY- YX)f

Demonstração. Primeiro provaremos que se Z existe, ele é único.
Admitamos, portanto, a existência de um tal Z. Seja

p E M e x: U -+ M uma parametrização em p, e sejam

as expressões de X e Y nesta parametrização. Então para todo f E Ç),

(
~ a) ~. õb, af a~·

XYf = X c: b, ax. = c: a, ax~ ax. + ~ a, b, ----:--::--
) ) I) 1 ) I) õxõx,

Portanto, Z é dado, na parametrização x, por

(
ab· aa.) õfZf= XYf- YXf= L aj-) - bj-) -

i] õx, õx, õx,

o que mostra a unicidade de Z.
Para a demonstração da existência, defina-se Za. em cada vizinhan-

ça coordenada xa.(Ua.)de uma estrutura diferenciável {(Ua.,xJ} de M
pela expressão anterior. Porunicidade, Z, = Zpem xa(Ua.)nxp(Up) = 0,
o que permite definir Z em toda a variedade M.

c.q.d.



Variedades diferenciáveis 25

o campo vetorial Z dado pelo Lema 5.2 é chamado o colchete
[X, Y] = XY-YX de X e Y; Z é evidentemente diferenciável.

A operação colchete possui as seguintes propriedades.

5.3 PROPOSIÇÃO. Se X, Y e Z são campos diferenciáveis em M,
a, b são números reais, e j, g são junções dife-

renciáveis, então:

a) [X, Y] = - [Y, X] (anticomutatividade),
b) [aX + bY,Z] = a[X,Z] + b[Y,Z] (/inearidade),
c) [[X, Y],Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X], Y] =0 (identidade de Jacobi),
d) [jX,gY] = jg[X, Y] + jX(g)Y - gY(f)X.

Demonstração. (a) e (b) são imediatos. Para demonstrar (c), basta
observar que, por um lado,

[[X, Y],Z] = [XY- YX,Z] = XY2 - YXZ - ZXY+ ZYX

e, por outro lado,

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] = XY2 - XZY - Y2X + ZYX
+ Y2X - YXZ - ZXY + XZY.

Como os segundos membros das expressões acima são iguais, conclui-
mos (c) usando (a).

Finalmente, para demonstrar (d), calculamos

[jX,gY] = jX(gY) - gY(fX) = jgXY+ jX(g)Y
- gfYX - gY(f)X = jg[X, Y] + jX(g)Y - gY(f)X.

c.q.d.

Até agora não fizemos restrição alguma quanto a topologia das
variedades diferenciais. Em verdade, a topologia natural de uma va-
riedade pode ser bastante estranha. Em particular, pode acontecer
que um (ou ambos) dos seguintes axiomas não seja satisfeito:

A) Axioma de HausdorJJ: Dados dois pontos distintos de M exis-
tem vizinhanças destes dois pontos que não se intersectam.

B) Axioma da base enumerável: M pode ser coberta por uma quan-
tidade enumerável de vizinhanças coordenadas (diz-se então que M
tem base enumerável).
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difere iável da unidade instru ento quase i
de certa u stões ob is sobre varieda s os se M é c
nexa, os Axiomas A e B são uiva lentes à existência de p-artição da
da uni ad . eo di

Por exemplo, uma questão natural na teoria das variedades di-
ferenciáveis é saber se uma dada variedade pode ser imersa ou mer-
gulhada em algum espaço euclidiano. Um resultado fundamental nes-
ta direção é o famoso teorema de Whitney que afirma o seguinte:
Toda variedade diferenciável (de Hausdorff e com base enumerável!)
de dimensão n pode ser imersa em 1R2n e mergulhada em 1R2n+t, (em
verdade, o teorema pode ser refinado para 1R2n-1 e 1R2n, respectiva-
mente). Uma demonstração deste teorema escapa à finalidade esta
introdução e pode ser encontrada em E. L. Lima [29J.

A título de informação, mencionaremos sem demonstração um
teorema de ·existência de partição da unidade. Necessitaremos de
algumas definições.

Seja M uma variedade diferenciável. Uma família de abertos
v., c M com U v., = M é localmente finita se todo ponto p E M pos-

a
sui uma vizinhança V tal que V 11 v., i= 0 apenas para um núme-
ro finito de índices. O suporte de uma função I: M -+ IR é o fecho do
conjunto dos pontos onde I é diferente de zero.

Dizemos que uma família Ua} de funções diferenciáveis Ia: M -+ IR
é uma partição diferenciável da unidade se:

1) Para todo a, Ia ~ O e o suporte de Ia está contido em uma vizi-
nhança coordenada Va = xa(Va) de uma estrutura diferenciável
{(VII' XII)} de M.

2) A família {Va} é localmente finita.
3) L la(P) = 1, para todo p E M (esta condição faz sentido, pois em

a

cada p, la(P) i= O para apenas um número finito de índices).

Costuma-se dizer que a partição Ua} da unidade está subordi-
nada à cobertura {v.,}.

5.4 TEOREMA. Uma variedade diferenciáuel M possui uma partição
diferenciável da unidade se e só se toda componente

conexa de M é de Hausdorff e tem base enumerável.
Para uma demonstração V. F. Brickell and R. S. Clark, Diffe-

rentiable Manifolds, Van Nostrand Reinhold Co., London 1970, Chap. 3.
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5.5 OBSERVAÇÃO. Lembremos que dados p E ~n e uma bola aberta
Br(P) c ~n centrada em p e de raio r, existe

uma vizinhança U de p com D c Br(P) e uma função diferenciável
f: ~n -+ ~ tais que f(q) ~ 1 para todo q E ~n e

f(q) = 1, se q E D,
f(q) = 0, se q rt Br(P)·

1. (Variedade produto). Sejam M e N variedades diferenciáveis e se-
jam {(Ua, xa)}, {(Vp, yp)} estruturas diferenciáveis de M e N, res-
pectivamente. Considere o produto cartesiano M x N e as apli-
cações zap(P,q) = (Xa(P), yP(q)), pE Ua, q e Vp.
(a) Mostre que {(Ua x Vp, zap)} é uma estrutura diferenciável em

M x N, na qual as projeções 1t 1 : M x N -+ M e 1t 2: M x N -+ N

Com efeito, se tomarmos, por simplicidade, r = 3, podemos escolher
U = B2(P) e definir f como f(P) = P( - Ip I), p E ~n, onde p: ~ -+ ~ é
dada por

f~~a(s)ds

P(t) = -1 '

L2 a(s)ds

e a: ~ -+ ~ é a função diferenciável que é igual a exp ( 1 )
(t + l)(t + 2)

em [ - 2, - 1] e zero fora deste intervalo. É imediato verificar que f
satisfaz às condições requeridas.

Evidentemente, o mesmo se passa em vizinhanças contidas em
vizinhanças coordenadas de uma variedade diferenciável M. Em ou-
tras palavras, se p E M e V c M é uma vizinhança de p contida em
uma vizinhança coordenada de p e homeomorfa a uma bola, então
existe uma vizinhança U de p com D c V e uma função diferenciá-
vel f: M -+ ~ com f(q) ~ 1 se q E M, f (q) = 1 se q E D, e f(q) = °
se q rt V. Este fato permite mostrar que certas entidades definidas glo-
balmente em M são, em verdade, locais, isto é, seu comportamento
em p só depende do comportamento de M em uma vizinhança de p
(Cf. a definição de conexão afim no Capo 2).

EXERCÍCIOS
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são diferenciáveis. Com esta estrutura diferenciável M x N é
chamado a variedade produto de M por N.

(b) Mostre que a variedade produto SI x ... X SI de n círculos
SI, onde SI c 1R2 tem a estrutura diferenciável usual, é difeo-
morfa ao n-toro T" do Exemplo 4.9 (a).

2. Prove que o fibrado tangente de uma variedade diferenciável M
é orientável (mesmo que M não o seja).

3. (a) Prove que uma superficie regular S c 1R3 é uma variedade
orientável se e só se existe uma aplicação diferenciável
N:S-+1R3 com N(P)l. Tp(S) e IN(P)I = 1, para todo p e S.

(b) Mostre que a faixa de Mõbius (Exemplo 4.9 (b)) é não-orien-
tável.

4. Mostre que o plano projetivo p2(1R) é não-orientável.

Sugestão: Prove que se a variedade M é orientável, todo' aberto
de M é uma variedade orientável. Observe que p2(1R)

contém um aberto difeomorfo a uma faixa de Mõbius, que é não-
orientável.

5. (Mergulho de p2(1R) em 1R4). Seja F: 1R3 -+ 1R4 dada por

F(x, y, z) = (x2 - y2, xy, xz, yz), (x, y, z) = P E 1R3.

Seja S2 c 1R3 a esfera unitária com centro na origem O E 1R3.

Observe que a restrição cp = FI S2 é tal que cp(P) = cp( - p), e
considere a aplicação ii>:p2(1R) -+ 1R4 dada por

ii>([P]) = cp(p), [P] = classe de eq. de p = {p, - p}.

Prove que:

a) ii> é uma imersão.
b) ii>é biunívoca; junto com (a) e a compacidade de p2(1R), isto

implica que ii> é um mergulho.

6. (Mergulho da qarrofa de Klein em 1R4). Mostre que a aplicação
G: 1R2 -+ 1R4 dada por

G(x, y) =

=(r cos y+a)cos x, (r cos y+a) sen x, r sen y cos ~ ,r sen y sen ~).

(x, y) E 1R2

induz um mergulho da garrafa de Klein (Exemplo 4.9 (b)) em 1R4.
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7. (Faixa de Mõbius infinita). Seja C = {(x, y, z) E R3; x2 + y2 = 1} um
cilindro circular reto, e seja A: C -+ C a simetria em relação a
OE R3, isto é, A(x, y, z) = (- x, - y, - z). Seja M o espaço quo-
ciente de C pela relação de equivalência p '" A(P), e seja n: C -+ M
a projeção n(p) = {p, A(P)}.

(a) Mostre que é possível munir M de uma estrutura diferenciá-
vel tal que n é um difeomorfismo local.

(b) Prove que M é não-orientável.

8. Sejam M I e M 2 variedades diferenqiáveis. Seja tp: M I -+ M 2 uma
aplicação diferenciável que é localmente um difeomorfismo. Prove
que se M 2 é orientável, então M I é orientável.

9. Seja G x M -+ M uma ação livre e descontínua de um grupo G
em uma variedade diferenciável M.
(a) Prove que a variedade. MjG (Exemplo 4.8) é orientável se e

só se existe uma orientação de M que é preservada por todos
os difeomorfismos de G.

(b) Use (a) para mostrar que o plano projetivo p2(R), a garrafa
de Kelin e a faixa de Mõbius são não-orientáveis.

(c) Prove que P"(R) é orientável se e só se n é ímpar.

10. Mostre que a topologia da variedade diferenciável MjG do Exem-
plo 4.8 é de HausdorfT se e só se a seguinte condição é verificada:
dados dois pontos não equivalentes Pi» P2 E M, existem vizinhanças
U I' U2 de Pl e P2' respectivamente, tais que U I r, gU 2 = 0
para todo 9 E G.

11. Consideremos na reta real R as duas estruturas diferenciáveis se-
guintes: 1) (R, Xl)' onde Xl: R -+ R é dada por xl(x) = x, x E R;
2) (R, x2), onde x2: IR-+ R é dada por x2(x) = x3, X E R Mostre que:
(a) a aplicação identidade i: (R, x.) -+ (R, x2) não é um difeomor-

firmo; portanto, as estruturas maximais determinadas por
(R, x.) e (R, x2) são distintas.

(b) a aplicação f: (R, x.) -+ (R, x2) dada por f(x) = x3 é um di-
feomorfismo; isto é, embora as estruturas diferenciáveis (R, Xl)
e (R, x2) sejam distintas, elas determinam variedades diferen-
ciáveis difeomorfas.

12. (O recobrimento duplo orientável). Seja M" uma variedade diferen-
ciável não-orientável, Para cada P E M, considere o conjunto B
das bases de Tp(M) e defina que duas tais bases são equivalentes
se elas estão relacionadas por uma matriz de determinante posi-
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tivo. Isto é uma relação de equivalência e divide B em dois con-
juntos disjuntos. Seja (!) p o espaço quociente de B por esta relação
de equivalência. (!)p possui dois elementos e cada elemento Op E (!)p
será chamado uma orientação de TiS).
Seja M o conjunto

M = {(P,Op);pEM,OpE(!)p}'
Seja {(Ua, xa)} uma estrutura diferenciável maximal em M, e de-
fina xa: Ua -+ M por

xa(u~, ... , u~) = (Xa(U~, , u~),[a~~, ..., a~~J),
onde (u~, ... , u~)EUa e [ a~~, , a~~] indica o elemento de (!) p

determinando pela base {a~~, , a~~}'
Prove que:
(a) {(Ua, Xa)} é uma estrutura diferenciável em M e que a varie-

dade M assim obtida é orientável.
(b) A aplicação n: M -+ M dada por n(p,Op) = p é diferenciável

e sobrejetiva. Além disto, cada p E M possui uma vizinhança
U c M tal que n-I(U) = VI U V2, onde VI e V2 são abertos
disjuntos de M e n restrita a cada ~,i = 1,2, é um difeomor-
fismo sobre U. Por esta razão, M é chamado o recobrimento
duplo orientável de M.

(c) A esfera S2 é o recobrimento duplo orientável de p2(1R) e o
toro T2 é o recobrimento duplo orientável da garrafa de Klein K.
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Aplicação
conforme, 135
diferencial de uma, 9
diferenciável, 5
exponencial, 56
normal de Gauss, 111

Axioma
da base enumeráve1, 25
de Hausdorff, 25
de mobilidade livre, 143

Bola normal, 61

Campo
de Jacobi, 93
de Killing, 72, 117
de vetores, 23, 44, 71
invariante à esquerda, 35, 71
paralelo, 44
variacional, 148
vetorial ao longo de uma curva, 37

Conexão
afim, 45, 46
compatível com a métrica, 45
de Levi-Civita, 47
normal,118
simétrica, 46

Conjunto focal, 186, 193
Coordenadas polares, 105
Curvatura

constante, 132
de Gauss-Kronecker, 111
de Ricci, 85
de s», 113
escalar, 85
média, 111
seccional, 83

Cut locus, 219

Difeomorfismo, 9
Distância, 122
Divergência, 73

Esfera geodésica, 61
Elemento de volume, 74
.Energia, 149
Espaço

de curvatura constante, 132
hiperbólico, 135
hiperbólico, modelo de, 145
projetivo, 3, 18, 163
simétrico, 104
tangente, 8
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Estrutura diferenciável, 3
Equação

de Codazzi, 119
de Jacobi, 93
de Ricci, 119

Faixa de Mõbius, 29
Fibrado tangente, 13
Fluxo geodésico, 54
Forma do índice, 197
Formas espaciais, 139
Fórmula

da primeira variação, 146
da segunda variação, 154

Fortemente convexo, 65
Garrafa de Klein, 28
Geodésica, 52

de superfícies de revolução, 68
fechada, 209
minimizante, 58

Geometria
eliptica, 144
hiperbólica, 144

Gradiente, 73
Grupos de Lie, 35

Homogênea, 130
Imérsão, 10

isométrica, 35, 176
mínima, 115
totalmente geodésica, 113

Índice de uma forma, 197
Isometria, 34

infinitesimal, 72
local, 34

Laplaciano, 73
Lema

de Gauss, 59
de Klingenberg, 190
do índice, 168, 189

Lugar
dos pontos conjugados, 100

Mergulho, 10
Métrica, 135

de Lorentz, 50
não-euclidiana de Lobachewski, 49, 234
pseudo-Riemannianas, 50
Riemanniana, 34

Multiplicidade de um ponto conjugado, 98,
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Nulidade de uma forma, 198
Parametrização, 3
Plano

de Lobatchewski, 64
projetivo, 28

Ponto
conjugado, 98, 100, 195
crítico, 15
focal, 184
mínimo, 219

Primeira forma fundamental, 31
Produto interior, 74

Raio geodésico, 129
Referencial geodésico, 73
Relação de Clairaut, 69
Segunda forma fundamental, 110
Símbolos de Christoffel, 47
Subconjunto contrátil, 71
Subgrupo a um parâmetro, 71
Subvariedade, 10

Tensor de Ricci, 86
Teorema

da esfera, 227
de Bonnet-Myers, 157, 163
de Cartan, 132
de E. Hopf, 75
de Hadamard, 127

de Hopf e Rinow, 120
de Liouville, 76
de Preissman, 213
de Rauch, 167, 189, 194
de Sturm, 193
de Synge, 162
de Synge-Weinstein, 157
do índice, 197

Triângulo geodésico, 21.2

Valor crítico, 15
Valor regular, 16
Variação, 147
Variedade

completa, 121
diferenciável, 2
estendível, 121
imersa,35
livre de pontos focais, 188
produto, 27
Riemaniana, 34
não estendivel, 121
orientável, 16

Vetor tangente, 6
Vizinhanças

convexas, 65
coordenada, 3
normal,61
totalmente normal, 63
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