quéartica. Mais geralmente, todo conjunto dado de
nin+3)/2-1
pontos arbitrdrios determinard uma colecao associada de
n*—[nn+3)/2-1]={n-1)(n-2)/2

pontos “‘dependentes’ adicionais, tal gue gualquer curva de grau i passando por todos
os pontos dados passard também peios pontos dependentes!®!. Plicker deu também
um dual desse teorema sobre o paradoxo, bem como generalizagbes a superficies em

trés dimensdes.

Plicker, no primeiro volume de Analytisch-geometrische Entwicklungen (1828)
elevou 3 categoria de principio a notagdo abreviada de Lamé e Gergonne; no segundo
volume dessa influente obra (1831) ele redescobriv um novo sistema de coordenadas
que ja tinha sido inventado independentemente trés vezes. Era o que chamamos coor-
denadas homogéneas, de que Feuerbach foi um inventori?). Outre descobridor foi A, F.
Mébius (1790-1860) que publicou seu sistema em 1827 puma obra com o titulo
Barycentrische Calcul. O autor deste classico & mais conhecido, no entanto, pela super-
ficie de um sé lado que tem seu nome — a faixa de Mobius obtida unindo as extremi-
dades de uma fita depois de dar uma volta a uma delas. Ainda outro inventor das coor-
denadas homogéneas foi Etienne Bobillier (1797-1832} um graduado da Ecole Poly-
technigue que publicou seu novo sistema de coordenadas nos Annales de Gergonne
de 1827-1828. As notacdes e linhas de raciocinio dos quatro inventores diferiamt!'?]
mas todos tinham uma coisa em comum — usavam trés coordenadas em vez de duas
para determinar um ponto do planc. Os sistemas eram equivalentes ao que tambem cha-
mamos coordenadas trilineares, Plicker, na verdade, a principio tomou especificaments
suas trés coordenadas x, y e f de um ponto P de um plano como sendo as trés distancias
de £ aos lados de um tridngulo de referéncia. Mais tarde no Vol Il de Analytisch-geome-
trische Entwickiungen ele deu a definicdo mais usual de coordenadas homogéneas como
colecdo de triplas ordenadas de nimeres (x. y, 1) relacionadas como as coordenadas
cartesianas (X. ¥) de P por x=Xt e y = Y1. £ evidente que as coordenadas homogéneas
de um ponto P ndo sdo (nicas, pois a tripla (x, y, t) e a tripla (kx, ky, kt), k¥ # O, corres-
pondem ao mesmo par {x/t, y/t). Porém a falta de unicidade nao causa mais dificuldade
que a falta de unicidade em coordenadas paolares ou a falta de unicidade de forma no
caso de fracoes. 0 nome homogénea provém, é claro, do fato de que quandoc usamos
as equacdes de transformacdo para passar da equagdc f(X, ¥Y) =0 de uma curva em
coordenadas cartesianas para a forma f(x/t, y/t) = 0 a nova equacio contera termos todos
de mesma grau nas varidveis x, y e t. E, o que é mais importante, deve-se notar gue nao
ha no sistema de coordenadas cartesianas um par gue carresponda a uma tripla nume-
rica homogénea da forma (x, ¥, 0). Uma 1al inpla {se x ¢ y nd0 s&o ambos nulos) designa
um ponto ideal, ou “pomto no infinito”. Finalmente se tinha conseguido ligar os ele-
mentas infinitos de Kepler, Desargues e Ponceiet a um sistermna de coordenadas de nimeros
ordinarios. Além disso, assim como toda tripla ordenada de niimerps reais {nac todos
nulos) em coordenadas homogéneas corresponde a um panto num plano, também toda
equacda linear ax + by + ¢t = 0 (desde que a, b & ¢ nac sejam todos nules) corresponde
a uma reta no plano. Em particuiar todos os “'pontos no infinite” no plano estdo eviden-
temente socbre a reta dada pela equacido ¢t = O, chamada reta no infinitg ou reta ideal no
plano. E evidente que esse novo sistema de coordenadas é ¢ ideal para o estudo da geo-

“Veja Chariotie A, Scott, “0On the Intersections of Plane Curves”. Bulletin af the American Mathe-
mgricad Sogietv, 4 (VRQT-1898), 26{0-2713

P % e Adbert Keifer, e Finfihrung der homogenen Koordmuren durch KOW. Feuerbuch, ML D
Schauberg (Strassburg, 1910}

U0Para mais detslhes e referéncias veja C. B, Boyer. History of Anafviic Geamefry (19536) pp. 241-
-244, 249-252
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metria projetiva, que até entio fora estudada quase exclusivamente do ponto de vista
da geometria pura.

As coordenadas homogéneas representaram um grande pass¢ na direcdo da arit-
metizacdo da geometria, mas em 1829 Piucker publicou no Jownal de Crelle um artigo
com um ponto de vista revolucionario, que era uma completa ruptura com o conceito
cartesiano de coordenadas como segmentos de reta. A eguagado de uma reta em coor-
denadas homogéneas tem a forma ax + oy + ¢t = 0. Os trés coeficientes ou pardmetros
(a, b, ¢} determinam uma uUnica reta no plano, exatamente como as trés coordenadas
homogéneas (x, y, ¢} correspondem a um (nico ponto do plane. Como as coordenadas 540
nmeros, portanic ndo diferentes dos coeficientes, Plucker viu que se podia modificar
a linguagem usual e chamar {a, b, c) as coordenadas homogéneas de uma reta. Se, fi-
natmente, Invertermos a convencac cartasiana de modo cque a5 primsiras letras do alfa-
beto designem variaveis e as do fim do alfabeto constantes, a equacdo ax + by + ¢t = 0
reprasentard um feixe de retas passando pelo ponto fixo {(x, v, t), em lugar do feixe de
pontos sobre a reta fixa (4. b, ¢). Considerando agora a equagidc descomprometida
pu + gv +rw = 0, e claro que ela pade ser glhada indiferentemente como representando
a totalidade dos pontes {u, v, w) que jazem sobre a reta fixa {p, g, r} ou a totalidade das
retas {(p, ¢ 7} passando pelo ponto fixo (v, v, w).

Plucker havia descoberto ¢ correspondente analitico imediato do principio gea-
métrico de dualidade, a respeito do gual Gergonne e Poncelet haviam brigado; ficou
claro agora que a justificacdo que a geometrnia pura havia buscado em vao era aqui for-
necida pelo ponto de vista algébrico. A permuta das palavras “ponto” e “reta’ corres-
ponde apenas a permutaz das palavras “caonstante’” e “variavel” em relagdo as quanti-
dades p. g, r e &, v, w. Da simetria da situagao algébrica resulta claramente que 1odo teo-
rema gue diz respeito a2 pu ~ gv ~ riw = 0 aparece imechatamente em duas formas, duais
uma da cutra. Alem disse, Plucker mostrou que toda curva pode ser encarada comao tendo
origem dual: € um lugar gerado por um ponto movel e & envolvida por uma reta mavel,
o ponto movendo-se continuamente ao longo da reta enquanto a reta gira com centro
no ponta. E, 0 que é estranho, ¢ grau de uma curva em coorgenadas de ponto {a “ordem”
da curva) mdo precisa ser igual ao grau da curva em coordenadas de reta (a “classe” da
curval e um dos grandes sucessos de Plucker, publicado no Journal de Crelle de 1834,
fol a descoberta de gquatro equacdes, que tém seu nome, relacionando a classe e a ordem
de uma curva com as singuiaridades da curva:

m=nn-1)=-250-3x & n=mlm—1)—2t—3;
c=3n{n—2})—-65-8x e k=3mim-2)—6r1-8.

onde m & a classe, n a ordem, & © numero de nds, x © nimero de cOspides, ¢ o numero
de tangentes estacionarias {pontos de inflexdo) e 7 o nimero de bitangentes. Dessas
equacdes resulta 1mediatamente que uma cénica {de ordem dols) nao pode ter singu-
laridades e portanto deve ser também de classe dois.

Num artigo no Jowrnal de Crelle em 1831 Piucker estendeu @ principio de duali-
dade a trés dimensbes, ande as relacdes entre as coordenadas homogéneas {(a, b, ¢, o)
de um plano & as coordenadas {x, y, z, 1) de um ponto mostram que o dual de um teo-
rema no espaco tridimensional se obtém por permuta das palavras “ponto” e “plano”,
2 palavra “reta” permanecendo sem maodificacdo. O gebmetra francés Michel Chasles
{1793-1880) afirmou ter tido a idéia das coordenadas de reta e planoc ac mesmo tempo
que Plucker, 0 que dd mais um exempio de simultaneidade de descoberta na gecmetria
do século dezenove'''! Em artigos e volumes posteriores Pllicker estendeu seu trabalho
de mode a incluir coordenadas cartesianas e homogéneas imaginarias. Agora era trivial
Jjustificar o teorema de Pongelat que diz que todos as circulos tém em comum dols pontos
Imaginarios no infinito, pois os pantos (1,7 0) e (i 1.0) satisfazem ambos & equacado
x? + y2 + axt + byt + ¢t = 0, quaisquer que sejam os valores de a b, ¢. Plicker mos-
fou também que os focos das cdnicas t8m a propriedade que as tangentes imaginérias

[Mlyeia C. B, Bover, History of Anaivtic Geometry, p. 251, nota A3
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por esses pontos 4 curva passam pelos dois pontos circulares citados acima; por ISs0
ele definiu um foco de uma curva plana de ordem superior como um ponto tendo 2ssa
propriedade.

Durante os dias de Descartes e Fermat, @ novamente durante 0 tempo de Monge
e Lagrange, a Franca fora o centro do desenvolvimento da geometria analitica, mas com
a obra de Plicker a lideranga no campo atravessou o Reno fixando-se na Alemanha. No
entanio Plicker foi em larga medida o tradicional profeta ndc reconhecido em seu proprio
pais. La Steiner era extracrdinariamente admirado; € Steiner odiava métodos analiticos.
O termo anélise implica uma certa dose de técnica ou maguinaria. Frequentemente se
fata da andlise como um instrumento, termo nunca aplicado 3 sintese; e Stemner fazia
objectes a todos os tipos de instrumentos ou "ajudas mecdnicas” na geometria. O cal-
culo, ele dizia, substitui o pensamento, ao passo que a geometria deveria estimular 0
pensamento. Mdabius permaneceu neutro na controvérsia analise versus sintese, mas
Jacobi, apesar de ser ele propric um construtor de algoritmos, se uniu a Steiner na opo-
sicdo polémica a Pliicker-'?). Desanimado, Plicker em 1847 se voltou da geometria para
a fisica, publicando uma série de artigos sobre magnetismo e espetroscopia.

E uma das ironias da historia que a obra de Plicker encontrou reconhecimento
onde menos se esperaria. A tnglaterra durante o século dezoito fora um bastiao da geo-
metria sintética:; ao passc que Monge e Lagrange estavam praoduzindo a revelugao ana-
litica na Franga, a geometria de coordenadas na Inglaterra fora pouco adiante da obra
de Newtan. Mesmo As cdnicas de Wallis caira em desuso em Cambridge, onde o inte-
resse pela matematica estava em baixa no comego do século dezenove!'’l O rapido
progresso da pesquisa matemdtica na Franga e na Inglaterra impressionara pouco na
Gra-Bretanha. Perante essa situacdo, um grupo de jovens matemdticos de Cambridge
em 1812 formou o que chamaram a “Analytic Society”. Nas palavras de Charles Babbage
(1792-1871), um dos lideres, o objetivo da Sociedade era promover “the principles of
pure d-ism as opposed to the dot-age of the university”. (Um segundo objetivo da So-
ciedade era “‘deixar ¢ mundo mais sébio do que o tinham encontrado”.) Isso, é claro,
era uma referéncia a persistente recusa dos ingleses de abandonar os fluxos de Newton,
com notacdo com pontos (dot), em favor das diferenciais, notadas ¢, de Leibniz; mais
geralmente implicava um desejo de aproveitar os grandes progressos feitos na matematica
ne Continentel!*, Em 1816, como resultado da inspiragdo da Sociedade, foi publicada
uma traducdo para o ingiés do Cafcefus em um volume de Lacroix, e dentro de poucos
anos os matematicos ingleses se viram em posiGdo de rivabzar com seus contemporaneos
do Continente. Por exempto, George Green {1793-1841), um filho de moleiro, auto-
didata, em 1828 publicou para circuiagdo privada um ensaio sobre eletncidade e mag-
netismo que continha o importante teorema que leva seu nome: se Plx, y) e Q(x, y) tém
derivadas parciais continuas sobre uma regidac A do plano xy limitada por uma curva C,
entdo |. Pdx + Qdy = Y|, (Q, — P )dxdy. Esse teorema, ou seu andlogo em trés dimen-
shes, & também conhecido como teorema de Gauss, pois os resultados de Green foram
oraticamente esguecidos até serem redescobertos por Lord Kelvin em 1846. Enguanto
issa o teorema fora também descoberto por Michel Ostrogradski (1801-1861) e na Rissia
tem seu nome até hoje.

Um fato que ilustra o despertar da matematica na Inglaterra € a fundagdo em 1839
do Cambridge Mathematical Journal. Logo depois a Inglaterra produziv um dos mais
prolificos mateméaticos de todos os tempos, s Euler e Cauchy sendo seus rivaits em pro-
dutividade. Foi Arthur Cayley (1821-1885), um brilhante estudante de Cambridge que
ganhou a maior parte dos prémios de matematica ¢ que desde cedo contnibuiu com ar-

L2Yma excelente exposigin sobre a obra de Plicker se encontra em Wilhelm Ernst, Julins Plucker
(1933}, Yeja também Allred Clebsch, “Notice sur les travaux de Jules Pliicker™. traduzido por Paul Mansion,
Bulteting off Biblogratioc ¢ di Storia detle Scienze Marematiche e Fisiche, 5 [1872), 183-212

L3 eja W W R, Ball, A fictory of the Study of Mathematics ar Cambridge (Cambridge, 1889)

4hyeja ). M. Dubbey, “The Introduction of the Difterential Notation to Great Britain™, drnafs
of Scfence, 19 (1V63), 37-38
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tigos no Cambridge Mathematical Journal e seus sucessores. Cayley era primariamente
um algebrista, ndo um especialista em geometria, mas era no tado algébrico que Plucker
fora mais fraco. E com surpresa que se observa que Pliicker ndo aproveitara os desen-
volvimentos na teoria dos determinantes, talvez por causa de seu feudo com Jacoebi;
pode ser essa a razao nela qual ele ndo desenvolveu sistematicamente uma geometria
analitica de mais de trés dimensdes. Pliicker chegara perto dessa no¢ao por sua obser-
vacdo em 1846 de que os quatro pardmetros gue determinam uma reta no espaco tridi-
mensional podem ser pensados como guatro coordenadas; mas s6 muito tempo depois,
em 1865, & que ele voltou & geometria analitica e desenvolveu a idéia de uma “nova
geometria do espaco’” — um espaco a quatro dimensdes em gque as retas e Nao 0% pOAtos
aram os elementos basicos. Enguanto isso, em 1843 Cayley iniciara a geometria ana-
litica ordinaria do espaco n-dimensional, usando determinantes como instrumento essen-
cial. Nessa notacdo, usando coordenadas homogéneas, as equagdes da reta e do piano,
respectivamente, podem ser escritas como

X Z t
x oy || ‘ Y t
X Iy
X, ¥, ¥ =0 e : ¢ ¥ ' I =0
. ; X3 Y. Z2 II
Ay ¥, z X :
| X3 Y Za 3

Cavley fez notar que o correspondente elemento fundamental (n»—1)-dimensional
no espago a n dimensdes pode ser expresso em coordenadas homogéneas por um de-
terminante, semelhante a esses antariores, de ordem n + 1. Muitas das formulas simples
para dimensdes dois e trés podem, se convenientemente expressas, ser generalizadas
facilmante para n dimensdes. Em 1846 Cayley publicou um artigc no Jownalf de Cralle
em que ele novamente estendia alguns teoremas do espaco tndimensional a3 um espago
de dimensao quatro; em 1847 Cauchy nos Comptes Rendus publicou um artigo em que
ele considerava “pontos analiticos” e “retas analiticas™ num espaco de dimensao maior
que tréslts]

Um ano apenas depois da publicagdo do primeiro artigo de Cayley sobre a geome-
trta em dimensdes supericres, nocoes semelhantes apareceram na Alemanha em Aus-
dehnungstehre de Hermann Grassmann (1809-1877). Em notacao nova & assustadora
e obscura exposicdo, Grassmann tentava construir um calculo de “grandezas exten-
sivas’” envolvendo um ndmero indefinido de elementos ou dimensdes, mas seus esforcos
para construir uma espeécie de analise vetorial para n dimensdes encontraram pouca
compreensdo da parte de seus contemporingos!'®. Talvez uma razdo para issc fosse
a influéncia esmagadora de Steiner, que continuava a defender a geometria pura.
Steiner, em Systematische Entwicklungen de 1832 produzira um tratamentc da geo-
metria projetiva baseado em consideracdes meétricas. Alguns anos depois a geometria
pura encontrou outro devoto alemido em K. G. C. von Staudt {1798-1867), cuja Geo-
metrie der Lage de 1847 construla a geometria projetiva sem referéncia a grandeza ou
namero. Na Franca a obra de Poncelet tinha sido continuada por Chasles, também gra-
duado da Ecole Polytechnigue, onde se tornou professor de geometna. A Chasles de-
vey-se a énfase nas seis razdoes duplas ou anarmonicas

.-:—a/d—a
c—bld— &

de qguatro pontos colineares ou quatro retas concorrentes, e na invaridncia delas sob
transformacdes projetivas. Seu 7raité de géométrie supérieure (1852) foi influente também

[ 39para excertos dessas e outras obras veja Sowrce Book in Muathematics, editade por Do E Smith,
pp. 324-545

141Uma exposigdo resumida das idéias de Grassmann se encontra em J. L. Coohdge. 4 History of
Geomerrical Methods (1963), pp. 252-257, e yma tradugiic de uma parte de Adusdehrungsiehre de (Grassmann
amarece em Souwrce Book in Marhematics de Smith, pp. 684-696
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para 0 estabelecimento do uso de segmentos de reta orientados na geometria pura.
Chasles, gue & conhecido também por seu Apercu fustorigue sur forigine et fe develop-
pement des methodes en géométrie (1837) foi um dos dltimos grandes gedmetras pro-
jetivos na Franca, e fol principalmente na Alemanha que sua obra for continuada por
homens comg Steiner e von Staudi. A este dltimo em particular deve-se muito da forma
que tomou a geometria projetiva sintétical'’l,

Foi dificil apresentar uma descricao dos desenvolvimentos geométricos na primeira
metade do século dezenove por causa das correntes cruzadas e das inter-relagdes enire
os mdltipios aspectos do assunto, mas houve um aspecto, o surgimento da geometria
nao-euclidiana, gue se desenvolveu independentemente dos movimentos descritos acima,
Porém, também nesse caso encontramos um assombroso exemplo de simultaneidade
de descoberta, pois nocdes semelhantes ocorreram, durante o primeiro terco do século
dezenove, a trés homens, um alemdo, um hidngaro e um russo. Ja observamos que Gauss
durante a segunda década do século tinha chegado @ conclusdo gue os esforgos para
provar o postulado das paralelas faitos por Saccheri, Lambert, Legendre e seu amigo
hingaro Farkas Bolyal eram vaos e que eram possiveis geometrias diferentes da de
Euclides. No entanto, ele ndo parnticipou suas idéias a outros, ele simplesmente tinha
elaborade a idéia, como ele disse, "para si proprio”. Por 1sso continuaram a ser feitos
esforcos para provar o postulado, & entre os gue tentaram tal prova estava o jovemn Nicolai
Lobachevsky {1793-1858), filho de um funcionaric gue marreu guando Nicolal tinha
apenas sete anos. Lobachevsky frequentou z Universidade de Kazan, apesar das difi-
culdades financeiras da famiha, onde entrou em contato com reputados professores que
a universidade trouxera da Alemanha, inclusive J. M. Bartels {(1768-1836) com quem
(Gauss estudara antes. Acs vinte e um anos, apenas, Lobachevsky tornou.-ze membro
do corpo docente, e em 1827 tinha sido nomeado Reitor da universidade. La ele per-
maneced, como professor e administrador, até o fim de seus dias, apesar de seus ultimos
angs serem amargurados pela cegueira e pela falta de apreciacdc por seu trabalho.

Lobachevsky e Ostrogradsky faoram ambos matematicos russos eminentes, mas
diferiam fortemente quanto a idéias matematicas e paliticas. Ostrogradsky estudara ion-
gamente am Pans., onde sofreu a influéncia da andlise francesa de Cauchy — assunto
convencional em que rdpido progressa estava sendo feito. Lobachevsky, de ouire lado,
tinha sido mais influenciado pela corrente alema e geométrica. Além disso, Ostrogradsky
vinha de familia prdspera, aristocratica e conservadora, an passo que Lobachewvsky, cons-
tantemente sujeitc a pobreza e privagoes, nunca teve uma posicao de relevo na sociedade
e frequentemente defendia causas liberais impopuiares. Assim em sua época Ostrogradsky
gozou de uma estima gque Lobachevsky ndo teve; mas hoje o nome de Ostrogradsky, quando
& conhecido, & em conexdo com um Onice tegrema, ao passo que Lobachevsky é cha-
madao ¢ "Copérnico da geometria”, o0 homem gue revolucicngu 0 assunto pela criacao
de todo um ramo nove, a geomeiria de Lobachevsky, mostrando com isso que a geo-
mettia euclidiana ndo era a verdade absoluta gque se supunha ser. Num certo sentido
a descoberta da geometria nao-euclidiama desferiu um golpe devastador na filosolia
kantiana comparavel ao efeito que teve sobre as concepcdes pitagdricas a descoberta
de grandezas incomensuraveis. Através da abra de Lobachevsky tornou-se necessario
rever as concep¢des fundamentais sobre a natureza da matematica, mas o0s colegas de
Lobachevsky estavam demasiado proximos da situagao para vé-la na perspectiva apro-
priada, e o desbravador de novos caminhas teve que elaborar svas ideias na saolidao.

As idéias revolucionarias de Lobachevsky parecem ndo lhe ter vinde como ins-
piracdo subita. Numa exposicdo geral sobre geometria que ele escreveu em 1823, pre-
sumivelmente para uso em cursos, Lobachevsky disse do postulado de paralelas simples-
mente que "‘nunca foi descoberta uma prova rigorosa de sua validade '8, Aparente-

U7 1Para mais detalhes veja 1. L. Coolidge. 4 History of Geomerrical Methods, pp. 92-101

LW eja V. Kagan., N, Lobachevsky and his Contribution to Scienve (1957}, p. 33 também Alexander

Yucinich, “Nikelai lvanovich Lobachevskyii: The Man behind the First Non-Fuclidean Geomeiry™, {sis.
53 (1962), 465-481
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infinitas retas do plano, ndo uma
reflexdbes z seu pai,
Completado, com um lengo titulo em

do Balyai mais velho tem um inprimatur datade de 1829, o ano do artigo de Lobachevsky
no Mensageiro de Kazan,

No caso de Lobachevsky -— aprovagio

g::ral escrevzu perguntanda sua opinido a respeito da obra nio ortodoxa de seu filho

=5 respondeu que ndo podia elogiar a obra de Janos nois | [ io, j4
SPC | POIS iS50 seria auto-el

que havia tido essas idé&ias ey

njente perturbado, temendu_ ser privado da prioridade. A continuada faita de reconhe-

cimento, bem como a publicacido da obra de Lobachevsky em alemao

mgnt.e ale ent_ﬁn nﬁn excluia a possibilidade de ser descoberta uma tal prova. Trés

dapnlf“r n‘a‘Unwermdada de Kazan ele ieu, em francds, um artiga (agora pen:.lidn] :TJGS
os principios da geometria, inciusive “une démonstration rigoureuse du theoréme Dd .
paral!éies . 0 ano de 1826 am que esse artigo foi lide pode ser tomado como data o0
-oficial de_nascimantu da geametria de Lobachevsky, pois foi entio que o autor e
santou mmtqs dos teoremas caracteristicos do novo assunto. Passados mais trés gpfﬁ‘-
no Mensageiro de Kazan de 1829, Lobachevsky publicou um artigo, “On the F'riru:iml;“S
of Geometry”, que marca oficiaimente o nascimento da geometria nréu-euclidiana EI:'tE.5
15_325 e 1829 ele ficara completamente convencido de que o quinto postulado de EL.n:I'rc]:l .
na.n pﬂde sar prrfrxfadn com base nos outros quatro, e no artigo de 1829 gle so turnc:uecsl
primeiro matematico a dar o passo revolucionario de publicar uma geometria espec
ficamente construida sobre uma hipatese em conflite direto com 0 postulado das parar-_
lelas: fur Um ponto C fora de uma reta A8 pode-se tracar mais de uma reta do F:!Ii;amm
que nao encontra 45. Com esse nove postulado Lobachevsky deduziu uma EEII"TJ[’UI"
geometiica harmoniosa sem contradicées ibgicas inerentes. Era em todos os sentfdnz

uma geometra valida, mas ela paracia tio conlrdria ag SENsC comum que o prdprio
Lobachevsky a chamou “geometria imaginéria’’.

N _I_:J:n‘bacheusky percebia bem o significado de sua descoberta da “"geametria ima-
ginana , como se percebe claramente pelo fato que durante os vinte anos entre 1835
e 1855 ele escreveu trés exposigoes completas da nova gecmetria. Em 1835-1838 seu
Iwrn.ijﬂs Fundamentos da Geometria apargced em russo; em 1840 ele pubiicou /
L:’ESIIQ‘E{Z‘GES Geométricas sobre a teoria das Faralelas em alemio: e em 1855 S€ T "
!wrn, Pa{:geamerrfa, foi publicado simultaneamente em francés e ’Ern FUSSO {de:sl-;nmu
jél trgdﬁumdus em outras linguas.} Pelo segundo desses livros Gauss veig a -saber das o
tribvicGes de Lobachevsky 3 geometria nao-euclidiana e foi por sua recomenda éumn-
Lnbaphevsky em 1842 foi eleito para a Sociedade Cientifica de Gottingen En?u C :‘ITUE
a amigos Gauss louvou a obra de Lobachevsky, mas nunca lhe dey dp0io eﬁ artignair:?

pPressc porque temia a cagoada dos “hedcios”. Em parte por isso a nova geometria s6
lentamente se tornou conhecida,

O amigo hiingarc de Gauss, Farkas Bolyal, passara boa parte de
provar o postulado das paraleias, e gquando descobriu que seu
(180%-186{)} ¢stava absorvido pelo problema das paralelas, o
tematica de provincia, escreveu ao filho, oficial do exército:

sua vida tentando
proprie filho Janos Bolyai
pal, um professor de ma-

Pelo armor de Deus,. su lhe pego, desista! Tema tanto isso

; - quanto as parxd i
1850 também pode tomar todo sey K e85 58N5uals porgue

tempo, e privd-lo de sua salide, paz de espirito, e felicidade na vida!

Q fitho, ndo persuadido, continuou seus estorgos até que em
mente ele chegou & canclusio a que poucos anos
de tentar provar o iIMpossivel,
Espaco,

1829 aproximada-
antes Lobachevsky chegara. Em vez
. 0s: ele desenvolveu o que chamou a “Ciéncia Absoluta do
partindo da hipdtese que por um ponto fora de uma reta podem ser tracadas

. 0, cada uma paralela a reta dada. Janos mandou suas
que as publicou sob forma de um apéndice de um tratado que tinha

latim comecgando com Tentamen. O Tentamen

mas sO apareceu em 1832

A reagag de Gauss 3 “Ciéncia Absoluta do Espaco” foi semelhante a que tivera

sincera, mas sem apoio impresso. Quando Farkas

Ja havia anos, O temperamental Janos ficou compreensivel-

em 1840 tanto

2 m - P
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o abalaram que ele nada mais publicou. A panrte do ledo do crédito pelo desenvolvimento

- -y a . - ['l g]
da geometria ndoc-euclidiana pertence pois a Luh:lache*.fsky :
A geometria ndo-euciidiana continuou por varias décadas a ser um aspecto da ma-

tematica um tanto & margem até ser completamente integrada atraves das idéias nota-
velmente gerais de G. F. B. Riemann (1826-1866). Filho de um pastor delqldeia, Hieme?nr_w
foi educado em condicbes muito modestas, permanecendo sempre flsmamentelfragll
e timido de modos. Teve no entanto boa instrucdo, primeiro em Berlim depols em
Gottingen, onde obteve seu doutorado com uma tese sobre teoria das fum;ﬁesl de va-
riavel complexa. £ aqui que achamos as chamadas equacoes de Cauchv_—rﬁmmann,
g = v 4. ==V, , que uma funcao analitica w = f{g} = u + v de L_HT"iE].:u-’EIFIEIUELIEDm-
nlexa z = x + iy deve satisfazer, embora essa exigencia fosse cnnhecnda_;a nos .dlas de
Euler e d'Alembert!2®.. A tese levava também a0 conceito de superficie de Riemann,
antecipando o papel que a topologia finaimente viria a desempenhar na analise.
Em 1854 Riemann tornou-se Privatdozent na Universidade de Gottingen, & segundo
o costume ele foi designado para aptesentar um Habilitationschrift perante o corpa do-
cente O resultado no caso de Riemann foi a mais celebre canferéneia probacionaria da
histdria da matematica, pois apresentava uma profunda ¢ ampla visdo de todo 0 dominio
da geometria. A tese tinha o titulo “Uber die Hypothesen welche der ch}metrie 21 Grunde
liegen” (Sobre as hipOteses que estdo nos fundamentos da gecmetria}, mas nao apre-
sentava um exemplo especifico. Propunha em vez disso uma visdo global da geometria
como um estude de variedades de qualquer nimero de dimensdes em qualquer tipo de
espaco. Suas geometrias eram nao-euciidianas num sentido muito mMais gerfﬂ Ao qye @
de Lobachevsky, em que a questdo & simplesmente a de quantas paralelas sao possivels
por um ponto. Riemann viu que a geometria nem sequer deveria necaessariamente tratar
de pontos ou retas ou do espaco no sentido ordinario, mas de colecOes de m-uplas que
sap combinadas segunoo certas regras.
Entre as regras mais importantes em gualquer geometria, Riemann pEFCEbELPJ, .E!Stél
a regra para achar a distdncia entre dois pontos que estdo infinitesymaimente proximas
um do outro. Na geometria euclidiana ordindria essa “métrica” é dada por ds? = dx? +
+ dy? + dz%; mas uma infinidade de outras formulas podem ser usadas como formula
da distdncia. e naturalmente a métrica usada determinard as propriedades do espaco
ou a geometna.
Um espaco cuja métrica ¢ da forma
ds? = g, dx* + g,,dxdy + g, dxdz
t g, 0vdx ¥ G1,0y* + g4 ,dydz
+ g, d2dx + g, dzdy + g, 022,

onde as g sa0 constantes ou, mais geralmente, fungdes de x, y e Z chama-se um 8SpPaco
Riemanniano. Assim (localmenie) o espago euclidiano € apenas um caso muito ?Speclal
de um espago riemanniano em que §,; = 933 = T3 =1 e todos 0s outros gs s3o Zero.
Riemann inclusive desenvolveu a partir da métrica uma farmula para a curvatura gaus-
siana de uma “‘superficie” em seu “espaco”. Nao & de espantar que depois da cpnje~
réncia de Riemann, e quase pela (nica vez em sua longa carreira, Gauss tenha exprimido
entusiasmo pela obra de outra pessoa'?'l. o

H4 também um sentido mais restritc em que usamos hoje a frase geometria rieman-
miana: a geometria plana que se deduz da hipotese de Saccheri do dngulo obtuso se se
abandona também a hipotese da infinitude da reta. Um modele para essa geometna se
encontra na interpretacdo do “plane” comeo a superficie de uma esfera e de uma “rata”’

[L¥1Paredes das obras tanto de Lobachevsky gquanto de Bolyal aparceem em inglés em nmunlos lugarcs.
inclusive em Smith, Senrce Book. Uma exposigio muito conipleta se cncontra em Friedrich Enlgcl c Fagl
Qrackel, Lrkunden tur Geschichte der wichterd fidivehten Geomelrie (1898-1913). Entre as exposiches mais
completas em inglés csta uma em Roberto Bonola, Non-Euclidean Geomerry {1955), que contem tradugdes

da Teoria das Paralelas de Lobachevsky e da Cidnera absoluta do espaco de En_lj,rai |
[20tyeja E. T. Reil, Development of Mathemutics (New York: MoGraw-Hill, 19400, po 465

iy BT, Bell, Mo of Muadhiemarcs (New York: Simon and schuster. 1437 pp. 434-59
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coma um circulo maximo sobre a esfera. Nesse caso a soma dos dngulos de um tridngulo
& maior que dois retos, a0 passe gue na geometria de Lobachevsky e Bolyai {corres-
pondendc a hipbtese do angulo agudo) a soma dos dngulos & menor que dois retos.
Esse use do nome de Riemann, no entanto, ndo faz justica 4 mudancga fundamental nas
concepgdes geométricas que sua Habilitationschrift de 1864 {s6 publicada em 1867)
acarretou. Foi a sugestdo de Riemann do estudo geral de espacos métricos com cur-
vatura & ndo 0 caso especial da geometria sobre a esfera, que mais tarde tornou possivel
a teoria gerat da relatividade. O préprio Riemann contribuiu grandemente para a fisica
tedrica em muitas diregdes, e portanto foi apropriado que em 1859 ele fosse nomeado
sucessor de Dirichlet na cadeira em Gottingen que Gauss ocupara.

Ao mostrar que a geometria ndo-euclidiana com soma dos dngulos maior que dois
retos € realizada sobre a superficie de uma esfera Riemann essencialmenta provou a
consisténcia dos axiomas de gue a geometria deriva. No mesmo sentido Eugénio Bel-
trami {1835-1900}), um coiega de Cremona em Bolonha e mais tarde professor em Fisa,
Pavia e Roma. maostrou que havia disponivel um modelo para a geometria de Lobachewvsky.
Esse & a superficie gerada pela revolugdo de uma tratriz em torno de sua assintota, su-
perficie denominada pseudo-esfera por ter curvatura negativa constante, assim como
a esfera tem curvatura positiva constante. Se definimos a “reta” entre dois pontos da
pseudo-esfera como a geodésica por esses pontos, a geometria resultante terd as pro-
priedades gue resultam dos postwlados de Lobachevsky. Como o plano é uma super-
ficie com curvatura constante nula, a geometria euclidiana pode ser considerada como
um Iintermedidrio entre os dois tipos de geometna ndo-euclidiana.

A unificagcdo da geometria que Riemann tinha conseguido era especialmente re-
levante no caso da geometria diferencial, ou geometria “"de pequena vizinhanga” A geo-
metria analitica, ou “em grande” nao mudara muita. Na verdade, a conferéncia de Riemann
for feita mais ou menos a mewo tempo da auto-aposentadoria geométrica de Plucker,
durante a qual tinha havido uma pausa na atividade sgbre geomstria analitica na Ale-
manha. Em 1865 Plucker novamente voltou a publicar trabalhos de matematica, desta
vez em publicacoes inglesas em vez do Journal/ de Crelle, provavelmente porque Cayley
mostrarg interesse pela obra de Plucker. Nesse ano ele publicou um artigo em FPhiloso-
phical Transactions (frequentemente chamada simplesmente Phil Trans) que trés anos
depois ele expandiu num livro, socbhre uma “"Nova geometria do espaco’. Aqui ele expli-
citamente formuiou um principio que ele jd indicara vinte anos antes. Um espaco, ele
dizia, ndo precisa ser pensado como uma totalidade de pontos; pode igualmente bem
ser visualizado como composto de retas. Na verdade, cada figura que antes fora pensada
como um lugar ou totalidade de pontos pode ser ela prépria pensada como um efemento
de um espaco, e a dimensionalidade do espaco corresponderd ao ndmero de parmetros
que determinam esse elemento. Se nosso espago ordinario a trés dimensdes é pensado
como um “‘feixe de fenc cdsmico de palhas infinitamente finas e infinitamente longas”™
em vez de um “aglomerado de chumbo de matar passarinho infinitamente fino''l?%! ele
serd a8 quatro dimensbes em vez de trés. Em 1868 o ano do livio de Plucker haseado
nesse tema, Cayley desenvolveu analiticamente em Phif. Trans. a nocdo do plano car-
tesiano ordindric a duas dimensdes comoc um espaco de cinco dimensdes, cujos ele-
mentos sdo as cOnicas. HA ainda outras idéias na Neve Geomelrie des Raumes de Plucker.
A representacio geométrica de uma (nica eguacdo fi(x, v, z) =0 em coordenadas de
ponto & chamada uma supetficie, duas equagdes simuitdneas correspondem a uma curva,
e trés determinam um ou mais pontos. Na “"Nova geometria” de seu espago de retas a
quatro dimensces Plucker chamou a “figura” representada por uma Unica equagao
fir, s, t, &) = 0 pas quatro coordenadas de seu espaco de retas um “complexo”, duas
equacdes designavam uma "‘congruéncia’ e trés um “'dominio”. Descabriu que o com-
plexo de retas quadratico tem propriedades semelhantes & de vma superficie quadrica,
Mas nao viveu para completar o estudo extenso gue plangjava. Morreu em 1868, o ano

[22Weja E. I Bell, Men of Mathematics, p. HH)

39
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em que sua Nova Geametria apareceu, editada por um de seus estudantes, Felix Kiein

(1849-1825),
Klein fora assistente de Plucker na Umversidade de Bonn durante a volta deste

altimo a geometria @ num certo sentido fol o sucessor de Plucker no entusiasmo pela geo-
metria analitica. No entanto, a obra do jovem no campo tomou direcao diferente — uma
direcao gque servie para trazer um elemento de unidade a diversidade dos novos resul-
tados da pesquisa. Esse novo ponto de vista pode ter sido em parte resultado de visitas
a Paris, onde as nogdes de Lagrange de teoria dos grupos tinham sido desenvolvidas,
especiaimente através de grupos de substituicdo, num completo ramo da algebra. Klein
ticou profundamente impressionade com as possibilidades unificadoras do conceito de
grupo, & passou boa parte do resto de sua vida desenvolvendo, aplicando e populari-
zahdo a nogdo. Em parte dessa obra ale colaborou com 0 matematico noruegués, Sophus
Lie (1842-1899), estudante contemporidneo de Klein em Gdttingen que descobriu as
transformacgdes de contato e escreveu um tratado em trés volumes sobre a teoria de
grupos de transformacoes {1888-18933). As transformacoes de contato de Lie, sistema-
tizadas por Klein, estabeleciam uma correspondéncia biunivoca entre as retas e esferas
do espago euclidiano de tal modo que retas concosrentes correspondem a esferas tan-
gentes' 27! (Sequndo o conceito de Plicker, as retas e esferas no espaco euclidiana tri-
drmensignal constifuem um espa¢o a quatro dimensdes.) Em geral. transformacdes de
contato sdc transformactes analiticas gque levam supetficies tangentes em superficies
tangentes.

Diz-s& que uma colecde de elementos forma um grupo com relagdo a uma dada
operacdo se (1) a colecdo & fechada sob a operacao, (2) a colecdo contém um elemento
identidade com relacac a operacao, (3) para cada elemento na colecdo ha um elemento
inverso com relagdo a operacao e {4) a operacdo & associativa. Os elementos podem ser
nameros (como na aritmetica), pontos (na geometria), transformacdes {em algebra ou
geometria) ou qualquer coisa. A operagdo pode ser aritmética {como adicdo ou mul-
tiplicacao) ou geaomeétrica {como uma rotacado em torno de um ponto cu eixe} ou qual-
quer cutra regra para combinar dois elementos de um conjunto (tais como duas trans-
formagdes) de modo a formar um terceiro elemente do conjunto. A generalidade do
conceito de grupo é evidente; Klein numa célebre aula maugural em 1872, quando se
tarnou professor em Erlangen, mostrou como podia ser aplicado como um meio conve-
niente para caracterizar as varias geometnds que tinham aparecido durante o seculo.

Essa conferéncia de Klein, que veio a chamar-se o frlanger Programm, descrevia
a geometria como o estudo das propriedades das figuras gque permanecem invariantes
sob um perticular grupo de transformag¢des. Portanto toda classificacdo de grupos de
transformagdes torna-se uma codificacdc das geometrias. A geometria plana euclidiana,
por exemplo, € o estudo das propriedades das figuras, inclusive drea e comprimentao,
que ficam invariantes sob o grupo de transformacdes obtidas a partir das translactes e
rotagbes do plano — as transformacoes ditas rigidas, equivalentes ao axioma ndo enun-
ciado de Euclides de que as figuras permanecem invariantes guando deslocadas no plano.
Analiticamente as transformacdes rigidas do plano podem ser escritas na forma

[x"=ax+ by +c
¥y =dx +ey +1
aonde ag—bd =1; esses elementos formam um grupo. A “operacido” que “combina”

dois tais elementos & simplesmente a de efetuar as transformacdes uma depois da outra.
E facil ver que se a transformacdc acima & seguida por uma outra

x'=Ax + By + C,
v = Dx' + Ey’ + F,

o resultado das duas operagdes executadas sucessivamente & eguivalente a alguma ope-
racdo desse tipo que levard o ponto {x, ¥} no ponta (x', y ')

[230Weia Coolidge. History of Geomerrical Methods, pp. 288 ¢ seguintcs
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Se nesse grupo de transformacgbes substituimos a restricdo ae—bd =1 pela exi-
géncia mais geral ae —bd # 0 as novas transtormagoes tambem formam um grupo. No
antanto comprimentos e areas ndo sdo mais preservados, mas uma conica de um tipo
dado (elipse, parabola, hipérbole) permanecerd, sob essas transformacdes, uma cdnica
de mesmo tipo. Tais transformacgdes, estudadas antes por Mdbius, sao conhecidas como
transformacoes afins; caractenizam uma geometria conhecida como afim, assim chamada
porque pontos finites vdo em pontos finitos sob qualquer transformagdo dessas. E claro,
pois, que a geometria euclidiana, do ponto de vista de Klein, e simpiesmente um caso
especial da geometria afim. A geometria afim por sua vez é apenas um caso especial de
uma outra ainda mais geral — a projetiva. Uma transformacaoc projetiva pode ser escrita

na forma
, _axtbhy+c

. Ax+ 8By +C
dx+er+f1

dx+ey+fr

X

Eclato que se d=0=¢g e =1, a transformacado é afim. Propriedades interessantes das
transformagdes projetivas incluem o fato de gque (1) uma cdmica & transformada numa
chnica e (2) razdes duplas permanecem invariantes. Papus tinha percebido essas pro-
priedades um milénio e meio antes, mas nag tinha idéia do conceito de grupc que pos-
sibilita essa organizada classificagido das geometrias. Na verdade, para Papus, havia 50
uma gecmetria, pois o5 pontos ideais da geometria projetiva seriam impensiveis na an-
tiguidade. O Erfanger Programm de Klein era tdo claramente um produtc do séculc
dezenove que ndo poderia ter sentido em nenhuma época anteriar. A principio teve
apenas circulacdo limitada, mas antes do fim do século veio a ter grande influéncia em
todo 0 munde matematico*?. A influéncia persistente do £rlanger Programm pode ainda
hoje ser percebida em guase gualquer tratade geral de geometria modernoi?®l

A obra de Kiein num certo sentido é um climax adequado para a "idade Herdica
da Geometria” pois ele ensinou durante meio século. TAo contagioso era sed entusiasmo
que algumas figuras do fim do séculc dezenove profetizaram que nao s& a geometna
mas finalmente toda a matemiatica viria a ser contida na teoria dos grupos. Sua classica
histéria da matematica no século dezenove (publicada postumamente}'?® mostra como
ele conhecia todos os aspectos do assunto; seu nome é também lembrado hoje na to-
poiogia na superficie de uma face chamada garrafa de Klein. Gcupava-se muitc de geo-
metria ndc-euclidiana, 8 qual contribuiu com os nomes ‘'geometria elitica” e "geometria
hiperbdlica” para as hipbteses do dngulo obtuso e do &ngulo agudo respectivamente;
para o ultimo ele propds um modelo simples como alternativa ac de Beltrami. Sgja o
plano hiperbélico imaginado como formado dos pontos interiores a um circulo € no
planc euclidiano, seja a “reta” hiperbolica por dois pontos P, e P, a parte da reta eucl-
diana P,P, que jaz dentro do circulo C, e seja a "distdncia” entre os dois pontos P, e
P, dentro do circulo definida como

anﬂl' PIGI
Ptﬂl' Plﬂz

onde @, e @, sdo os pontos de interseccio da reta P, P, com o circulo € (Fig 24.1}.
Com uma definicdo conveniente de “dngule” entre duas “retas” os “pontos’. “retas’
e "dngulos” no modelo hiperbdlico de Klein tém propriedades semelhantes as da geo-
metria euclidiana, excetuado o postulado das paralelas.

Desde Monge ndo existira professor tdo influente, pois além de dar aulas entusi-
asmantes Klein se preocupava com o ensino da mateméatica em muitos niveis € exerceu

124t ma tradugio em inglés sob o titulo A Comparative Review of Recent Researches in Geometry”™
apareceu em 1893 no segundo volume do Buifetin of the New York Mathematical Society (agora o Bulfletin

of the American Mathemaiical Society)
1251V eia, por exemplo, Annita Tuller, 4 Modern fnrroduction 1o Geometries (Princelon, New York:

D. Van Nostrand Co., 1967)
(28 oriesungen iiber die Entwickiung der Mathemarik im 19, Jahrhunder: (1926-1927)
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forte influéncia em circulos pedagdgicos. Em 1886 ele se tornou professor de matematica

em Gottingen, e sob sua lideranga a universidade tornou-se a Meca a que estudantes
de muitos paises acorriam. Em seus (ltimos anos Klein desempenhou muito eficazmente

o papel de “velho estadista” no reino da mateméticat®’). Assim a idade durea da geo-
metria moderna que comegara tdo auspiciosamente na Franca na Ecole Polytechnigue
com a obra de Lagrange, Monge e Poncelet atingiu a seu zé&nite na Alemanha na Uni-
versidade de Gottingen, através da pesquisa e inspiracdo de Gauss, Riemann e Klein,
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EXERCICIOS

1. O papel de Ecole Polytechnigue, uma escola de engenharia, foi um auxilio ou prejudicou
a renascimento da geometria pura no século dezenove? Explique.

2. Cite meia dlzia de casos de descoberta independente e simultidnea na geometria durante
a primeira metade do século dezenove, mencionando os papéis desempenhados pelos descobridares.

3. Dé& os nomes de trés gedmetras importantes na Franca e trés na Alemanha durante o seculo
dezenove, citando algumas de suas contnbuigdes principais e indicando se eies eram primanamente
gnalistas ou sintetistas.

4. Foi por acaso ou por consequéncia natural que a geometria ndo-euclidiana primeirc apareceu
na Alemanha, Rassia e Hungria e ndp na Franca ou Inglaterra? Dé razdes para sua resposta

5. A descoberta e a justificacdo do prnincipio de dualidade foram o resultade de desenvalvi-
mentos na geometria sintética ou na gepmetria analitica? Expligue.

6. Como vocé explica o fato de a Inglaterra, um bastido da geometria, durante o sécula dezoito,
nido tomar a lideranga no reavivamento da geometria pura no século dezenove?

7. Descreva virios aspectos em que a gecmetria de coordenadas no século dezenove difere
da de Fermat e Descartes.

8. Ache o eixo radical ou ‘reta de Gaultier’ do par de circulos x* +y? + 2x—4y =0 ¢
{(x—2)%(y—4}?—1 =0, Esbace varios membros da familia radical e o eixo radical.

9. Mostre que com a definigcdo de Klein da disténcia em seu modelo de geometria hiperbélica,
trés pontos colingares na ordem A Q. A tem a propriedade PO+ QR = PR

10. Maostre que no modelo de Klein a reta & infinitamente ionga no sentide gue a distdncia
antre dois pontos sohre ela cresce indefimidamente gquando um dos pontos permanece fixo e o outro
tende a um ponto de interseccdo da reta com o circule de fronteira

11. Para o tridngulo reto trés-gquatro-cinco ache os raios dos cirgulos mscnto & axchnto € O
raio do circulo de nove pontos.

12. Construa, com régua e compasso, o circulo inscrito, os trés circulas excrites e o circulo
de nove pontos de um wigngulo,

13. Mastre que o circitlo de nove pontas de um tridngulo retdngulo 1sbsceles é tangente tanto
80 circulo circunscrito quanto ao inscrito,

14. Mostre que em coordenadas homogéneas no plano o inverso P'(x’, ¥, Z') de P{x, y. f)
com relacdo ao circulo x2 + y! = 2%* & dade pela equagdo x =a*xt, y =a’yt, ' =x* +y?

15, Mostre que a inversa de uma paraboia ndo & uma parabola.

"16. Prove gue o centrp do circulo de nove pontas de qualquer tridngulo é ponto medio entre
0 CIrCUNCentro & © orocentro.

*17. Prove gue se 05 angulos de base de um guadrilatero sao retos e s& 0s dois lados perpen-
diculares & hase sao iguais, os dngulos do topo sao iguais. Sdo agudos, retos ou obtusos? Explique.

*18. Prove que o inverso plano de um circulo que ndo passa pelo centro de inversdo é um circulo
que nac passa peio centro de inversdo. Qual é o inverse de um circulo que passa pelo centro de inversao ?

*19. Uma inversdo no espaco tridimensional com relacdo a uma esfera transforma um plano
num plang? Expiique completamente.

*20. Prove que um circulo ortogenal ac circulo de imversdo é transformado em si mesmo, mas
que o inverso do centro nao € o centro do circule invertido.

*21. 8e C, =0 e €, =0 séo dois circulos num plano, descreva ©s membros da familia
K,C +K,C,=0 para os 1rés casos seguintes: {a) €, =0 e C, =0 se cortam: (b) €, =0e C,=0
580 tangentes; (c) C, =0 e €, =0 ndo tdm ponto comum.

"22. Verifigue o tecrema de Green, usando integral curvilinea e dupla para o casc em gue
P=xy e Q=x*+y?e aregido R & a parte do planc limitada pelo guadrado unitdrio com vértices
{0,0), (1,0}, (1.1 e (D, 1).

*23. Mostre gue uma conica sob inversdo & transformada numa clbica ou quértica conforme
G centro de inversdo esteja ou ndo sobre a conica.

"24. Qual seriz a dimensionaiidade de uma geometria plang em que os elementos fundamentais
nNdo s8o pontos mas (a) retas ou (b} circulos ou {(¢) pardbolas ou (d) secgdes cHnicas ou (e) curvas
algébricas de grau trés?
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Capitule 25

A aritmetizacio da analise

Na maior parte das ciéncias uma geragio pde abaixo o que vutra
construiw € o que oma estabelecen a outra desfaz. Somente pa
matemitica ¢ que cada gerago constrdi um novo andar sobre a
antiga estrutura.

Hermann Hanke!

Newton e Leibniz tinham entendido que a andlise, o estudo de processos infinitos,
tratava de grandezas continuas, tais como comprimentos, édreas, velocidades e acele-
ractes, a0 passo que a tecria dos ndmeros claramente tem como seu dominio © conjunto
discreto dos nfimeros naturais. No entanto vimos gue Bolzano tentou dar provas pura-
mente aritméticas de proposigdes, tais como o teorema da locaco na algebra elementar,
que pareciam depender de propriedades de fungdes continuas; e Plucker tinha aritme-
tizado completamente a geometria analitica. A teoria dos grupos originalmente tratara
de conjuntos discretos de elementos, mas Klein tinha em mente uma unificagdo dos
aspectos discreto e continuo da matemdtica sob o conceito de grupoe. O século dezenove
foi de fato um periodo de correlagdo na matematica, e a aritmetizacao da andlise, frase
cunhada por Klein em 1895, era um aspecto dessa tendéncia.

A palavra chave na andélise, & claro, é "funcdo”, e fol especialmente no esclareci-
mento desse termo que surgiu a tendéncia 4 aritmetizagdo. J& antes do meio do século
dezoito tinham surgido diferencas de opinido quanto a representacao de funcoes, quando
d'Alembert e Euler tinham dada solucdes da probiema de uma corda vibrante em “forma
fechada’’., usando duas funcdes arhitrdrias, ao passo que Daniel Bernoullh achara uma
solucdo em termos de uma série infinita de fungdes trigonométricas. Como essa Gltima
solucdo parecia implicar periodicidade, ac passc que as fungoes arbitrarias de d Alembenrt
e Fuler ndo eram necessariamente periddicas, parecia que a sclucao de Bernoulll era
meros geral. Que isso ndo era assim foi mostrado em 1824 por J. B. J. Fourier (1768-
-1830).

Joseph Fourier era filho de um alfaiate em Auxerre; foi educado pela Ordem Bene-
ditina, na qual num dade momento ele pensou em tomar ordens. Em vez disso tornpu-se
professor de matemética, primeiro na escola militar local e depois na Ecole Normale e
na Ecole Polytechnigue. £m 1798 ele se juntou a Monge na aventura egipcia de Napoleao,
tornando-se secretario do Institut d'Egypte e compilando a Description de [Egypte. Ao
voltar 38 Franca ele teve véarios postos administrativos, mas assim mesmo teve opOrtuni-
dade de continuar seus trabalhos cientificos. Ele € mais conhecido hoje por seu ceiebre
Théorie analytigue de fa chaleur de 1822, Esse livro, descrito por Kelvin como “"um grande
poema matematico’” foi um desenvolvimento de idéias que dez anos antes |he tinham
valido o prémio da Académie por um ensaio sobre a teoria matematica do calor. Lagrange,
Laplace e Legendre, os julgadores, tinham criticado uma certa imprecisdo de raciocinio
no ensaio; a posterior elucidacéo das idéias de Fourier foi até certo ponto a razdo pels
qual o século dezenove veic a ser chamado a idade do rigor!'l

A principal contribuicdo de Fourier e seu livro classico a4 matematica fol a idela,
vagamente percebida por Daniel Bernoulli, de que gualguer fungfo v = /{x} pode ser
representada por uma série da forma

y=1/2a,+a,co8 x+ a,cos2x + - +a cosnx -+
+ b, senx + H,sen2x +. -+ H sennx T

[11yeia P. E. B. Jourdain, “*Note on Fourier's Influence on the Conceptions of Mathematics . fnice-
national Congress of Muathemarticians (Cambridge, 1912), Vol. 11, pp. 526-327
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agora conhecida como série de Fourier. Uma tal representagdo em série admite uma
generalidade muito maior no tipo de fungdes que podem ser estudadas que a série de
Taylor. Mesmo que haja muitos pontos em que & derivada ndo existe {como na Fig. 26.1)
ou em que a funcdo ndo & continua {como na Fig. 25.2), a funcéo ainda assim pode ter
uma expansdo de Fourier; essa expansao & facilmente encontrada observando que

10T 1 7
3 = — ‘ F{x}dx, a = — f(x) cos nx dx

S

Figura 2b.1 Figura 25.2

Y ~ g

Il";r[

1
b = — f(x} sen nix dx.
FLd

Y-

Fourier, como Monge, caiu em desgraga quando se deu a restauracag dos Bourbons
apds o exilio de Napoledo em 18156, mas seu trabalho & fundamental tanto na fisica
guanto na matematica. As funcdes ja ndc precisavam mais ter a forma bem comportada
com qué 058 matematicos estavam acostumados. Lejeune Dinichlet, por exemplo, em
1837 sugeriul* uma definicdo muito ampla de funcdo: se uma variavel v estd relacio-
nada com uma varndavel x de tal modo que, sempre que € dado um valor numérnco a x,
existe uma regra segundo a qual um valor dnico de y fica determinado, entao diz-se que
y & funcao da variavel independente x. isso chega perto da nocao moderna de uma cor-
raspondéncia entre dois conjuntos de numeros, mas o conceto de “conjunto” e de
“ndmero real” ainda ndo tinham sido estabelecidos. Para indicar a natureza completa-
mente arbitrdria da regra de correspondéncia, Dirichlet propds uma fungdo muito “"mal
comportada’’; quando x é racional, ponha-se y = ¢, e quando x é irracional seja v = o # ¢
Essa funcdo, fregiientemente chamada funcdo de Dirichlet é tdo patolégica gue nao
hi valor de x para o qual seja continua. Dirichlet deu também & primeira prova rigorosa
da convergéncia de série de Fourier para uma fungdo sujeita a certas restricbes, ditas
condigdes de Dirichlet. Uma série de Fourier nem sempre converge para o valor da funcao
da gual deriva, mas Dirichlet no Journa/ de Crelle de 1828 provou o seguinte teorema.
Se fix) & periddica de periodo 2n, se para —n < x < 7 a funcdo f{x) tem um ndmero
finito de valores maximos e minimos e uvm nimero finite de descontinuidades, e se
[® _Fix) dx & finita, entdo a série de Fourier converge para f{x) em todos os pontos em
que f{x) é continua e em pontos de salto converge para a média aritmética dos limites
4 direita e & esquerda da funcdo. Também til & outro teorema conhecido coma critério
de Dirichlet: se os termos da série a b, +a,b, + - +a b, +-.  slo tais que 08 bs
sdo positivos e tendem monotonicamente a 2erg, e se existe um namero M tal que
]al +a,+ --+a_| < M para todos os valores de m, entdo a série converge.

0 nome de Dirichlet surge em muitas outras conexdes na matemética pura e apli-
cada. Especialmente importante na termodindmica e eletrodindmica € o problema de
Dirichlet: dada uma regidc A limitada por uma curva fechada € e uma fungdo f{x, y)
continua sabre ¢, achar uma funcdo F(x, y) continua em AR e C que satisfaca a equagao
de Laplace em R e que seja igual a f sobre C. Em matemaética pura Dirichlet é bem conhe-

[2Weja Dirichler, Werke (1889-1897), I, 135
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cido pela aplicacdc que fez da andlise a teoria dos ndameros, em conexao com a qual
. - . .o i X - .. -
introduziu a série de Dirichlet — Y a e " —onde os coeficientes de Dirichlet a2, sao

nameros complexos, os expoentes de Dirichlet 4, sdo nimeros reais monotonicamente

crescentes e S é uma variavel complexa.
O sucessar de Dirichlet em Gottingen, Bernhard Riemann, também conseguu pro-

fundos teoremas relacionando a teoria dos numeros €om a andlise classica. Euler tinha
observado conexdes entre a teoria dos numeros e a sene

LEARSE N A i A< S N VA

onde 5 & um inteiro — um caso especial da série de Dirichlet. Riemann estudou a mesma
série para uma variavel complexa, a soma da série definindo uma funcao {{s) que a
partir dai passou a ser conhecida como fungdo zeta de Riemann. Uma das sugestoes
tanializantes que os matematicos ainda nédo puderam provar ou negar g a famaosa con-
jetura de Riemann: todos 0s zeros imagindrios s = ¢ + it da funcao zetal®! tém parte
real o =1/2 Provavelmente nenhum ramo da matematica ja legou tantos problemas
ndo resolvidos quanto a teoria dos nimeros. Riemann era um matematico de interesses
maltiplos e mente fértil, contribuindo nédo s6 para a geometria ¢ a teoria dos NUMeros
como também para a analise. Em andlise & lembrado por set papel no refinamento da
definicdo de integral, pela énfase gue deu as equagoes de Cauchy-Riemann, e pelas su-
perficies de Riemann. Essas superficies sdo um engenhoso meic de uniformizar uma
funcio, isto & dar uma representacdc univoca de fungdes complexas que no planc or-
dinério de Gauss seriam multivalentes. Aqui vemaos um aspecto notdvel da obra de Riemann
__uma concepcio fortemente intuitiva e geométrica da anélise gue esta em marcado
contraste com as tendéncias aritmetizantes da escola de Welersirass. Seus processos
foram chamados “um métodoc de descoberta” ao passo que os de Weierstrass consti-
wiam “um método de demonstracdce ') e seus resultados foram tao significativos que
Bertrand Russell descreveu-o como logicamente o predecessor imediato de Einstein™.
Foi o génio intuitive de Riemann na fisica e na matematica que produziu conceitos como
o de curvatura de um espaco riemanniano ou variedade, sem o qual a teoria da relati-
vidade geral nao poderia ter sido formulada'®!

A teoria dos nameros trata primariamente dos inteiros ou, mais geraimente, das
razdes de inteiros — o0s chamados nameros racionais. Tals numeros Sag sempre raizes
de uma equacio linear ax + b = 0 com coeficientes inteiros. A anahise real lida com um
tipo de nUmero mais geral. que pode ser racional ou irracional. Essencialmente j& Euclides
sabia que as raizes de ax® + bx + ¢ = 0 ande a, b, ¢ sdo multiplos inteiros de um dado
comprimente, padem ser construides geometricamente com régua € cOMpPasso. Se os
coeficientes de ax" + bx" ' +ex" *+. - +px+g=0 onde ne a3 b c... .q sd0
inteiros e n > 2. as raizes da equacdo em geral ndo sdo construtiveis com 0s instrumentos
euclidianos. As raizes de uma tal equacdo, para n > 0, chamam-se numeros algébricos,
para indicar o modo peio qual sdo definidos. Como todo numero racional € raiz de uma
tal equacdo com n 1. surge naturalmente a questdo de saber se ou ndo todo nuamero
irracional é raiz de uma tal equagdo com 7 > 2. A resposta negativa a essa questao fo
finalmente dada em 1844 por Liouville, que nesse ano construiu uma classe ampla de
nameros reais n3o-algébricos. A particular classe que ele construiv é conhecida como
dos ntimeros de Liouville, o conjunte todo dos nimeros reais nao algébricos sendo de-

(3ipara propriedades da fun¢@o zeta veja E. Landau, Handbuch der Lekre von der Verteifung der Frim-
zahlen (Leipzig, 1309). Uma exposigio sobre a hipotese de Riemann s¢ encontra em E. T, Bell, The Deve-

fopment of Marthemarics (194)), p. 293
HHenn Peineare. U Loewsre mathématique de Weierstrass™, Acta Mathemaiioa, 22 (18UN-1899),

1-18

roso. entitulado “Anima Candida”, ipteiramente dedicado a Riemann e sua obra (pp. 484-309)
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5IEm E. T. Bell, Men of Machematics {New York: Simon and Schuster. 1937) ha um capitulo calo-

signado como dos numeros transcendentes. A construcdc de Liouville de nOmeroas trans
cendentes & bastante elaborada, mas para quem nao insiste¢ numa prova de transcen

dentalismo podem ser dados alguns exemplos sim :
: ples de nimeros
tais como 0,1001000100001 ... ou os numeros da forma rranscendentes —.

ok
L1007

m = |

Pr_Dr'ﬁ-fi?lI’ qge um namero real particular, como e cu 7 nao & algébrico & em geral bas
tante ﬂlflﬂiS_LfDUWHE,iﬂDf éxemplo, conseguiu provar, em seu Journal de 1844 c}ue nem e
nem €° podiam ser raizes de uma equacdo quadratica com coeficientes inteiros: logo, dado
um segmento de reta unitdrio, segmentos de comprimentos e ou e? nao $d0 constry-
tWEtIS Zn!‘n |r;strumentns euclidianos. Mas passaram-se quase trinta anas antes que outro
EE;ES:;:G rancésl Charles Herm_:te (1822-1901), continuando as idéias de Liouville
. . quea £ NAao pgde ser raiz de nenhuma equacdo polinomial g coeficientes in:
telros — I1sto &, que @ & transcendente!®! ‘
’mED n;:-me teorema de Hermite” é freglientemente dado & afirmacdo de que e & um
:Lnumna rEénsf.I:engEInte. hHerrnlte, come muitos de seus rencmados predecessores, es
cole Folytecnnique, onde mais tarde ' ' —
ole , ensinou e onde era geralmente consi
. OnNsl-
Ee;adn O Mmais yimportante autor francés em teoria das fungdes desde os dias de Cauchy
ntre seus sucessos notdveis estava um 3 A '
a resolucdc da equacdo quinti '
de funcoes eiiticas!™ Liouvi 5 n variedade o o DOr et
. Liouville também é conhecid '
e fun ¢ por uma variedade de ayt
) | ‘ ras con-
:J:uicnes. |Em -':'If"léhE.E sua obra é lembrada pelo teorema de Liouville — se £{2), uma
t”(;&nf analitica inteira da varidavel complexa z, é limitada em todo o plano com:.:-lexn
en I
dEda;id{z} e uma .cnr:stante. Desse teorema o teorema fundamental da algebra pode ser
0 como simples corolario como se : '
gue. Se f{z) & um polinémig d '
e o de grau mator
Eatisfa,: E:i;‘:{ﬂ_ n“uru:‘:.a:I se anulasse ng plano complexo, entio seu reciproco F{z) =1/F(z)
1Goes do teorema de Liouville, Con ¥ i
! ! . seguentemente F(z)
tante, o que é obviament g s oo
. ¢ false. Logo a equacio flz) =0 & isfei
. ' z) =0 é satisfeita a
) v . > 0 Mengs por
alor complexo z = z,. Na geometria analitica plana ha um outro “tecrema de L'nc'ftljw.riIlIJE-rT’I
-— 0% '
" raizcump;menms ::Ia§ tangentes de um ponto P a uma cdnica ¢ sae proporcionais
De;:tu IE;EIE d::::s raios de curvatura de C nos correspondentes pontos de contato!®
Lot Er:sw%gumel_m n desafiou os matematicas por nove anos mais que 0 nimero el
¢ Legendre em 1794 tinham m .
Lambert. ostrado que tanto Z g3
Ifracionats, mas essa prova nio ti im & o o590
. ac tinha posto fim a velhissi 3
| ¢ pre sIMa questdo da d
circulo. A questdo foi fin Aothomata o
almente encerrada em 1882 '
Anmater go o b0 por um artiga em Mathematische
. L. F. Lindemann (1852-1939) de Munich igo, inti ¥
e | umch. O artigo, intitufade “Uber die
tam'jém, qustrava conclusivamente, estendendo a obra de Liouvilie o Hermite, que =
g =?;: tre!nsﬂenddente. En'.: Sua prova Lindemann primeiro mostrou que 3 Jequan;ﬁckr
o gatisfarlat.;; ;:;-:- e ser satisfeita se x é algébrico. Como Euler mostrara que o valor
quacaso, segue-se gque n ndo & algébri 1, T
ébrico. Aqui, final
résposta ao problema cléssic ) , it ave @
0 da quadratura do circuin. P
: _ , rd gque a quadrat ¥ -
Culo fosse possivel c id) ; e o o
OM 0% Instrumentos euclidianos f '
; ‘ O namero = teria gue '
. . Hed q ser raiz de
quagao algébrica com uma raiz exprimivel por ralzes quadradas. Como z ndo é

[61p. . " o

Numberf:fa{;lﬂic::pﬁsgz? ?’:r?.ﬂl;;a sobre a histéria do assunto veja U. G, Mitchell ¢ Mary Stramn, “The
- ! e E . ¥Yey I - ' N - - . ’

reimpressio Dover, 1959), pp. 99-106 Ja tambem D E. Smith, Sewrce Book i Mathewatics (New York:

T Vaia B P GE .
Sc'f'{fnr:ﬁ:jii {2] I;];?{T;l’ﬂ l}L ;}ZTTE scientifig ue de Charles Hermite” em Ecole Normale Supérieure. Annales
1917 ) . 7-34, ou o preficio de Charles Hermile, Oenvres, editado por Emile Picaﬂ:l (19025

*1Para esse e oulros as '

pectos de sua obra veja Gino Loria, “I. Liguviile ' T
2 « A and His i

Mathematica, 4 (1936), 147-154, 257.262. 301-305: ou. em francés, Archeion, I8 ( 193:5&} Tﬁl;F':l:"a"rfcl ?:QSE e
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algébrico, o circulo ndo pode ser quadrado segundo as regras classicas!®!. Estimulado
por seu sucesso, Ferdinand Lindemann mais tarde publicou vérias pretensas provas do

Gitimo tecrema de Fermat, mas outros mastraram que elas nao eram vélids_xs. |
O ano de 1872 foi um ano de festa ndo s& na geometria mas ainda mais particular-

mente na andlise. Nesse ano contribuigdes cruciais na diregio da aritmetizagdo da andlise
foram feitas por ndo menos que cinco matematicos, um francés, os demais alemaes.
O francés foi H.C.R. (Charles) Méray (1835-1911) da Borgenha; os quatro alemaes
foram Karl Weierstrass (1815-1897) da Universidade de Berlim, seu aluno H.E Heine
{1821-1881) de Halle, Georg Cantor (1845-1918), também de Halle, e J. W. R. Dedekind
(1831-1916) de Braunschweig. Esses homens num certo sentido representaram o climax
de meio século de investigacdo sobre a natureza da funcao e do namero que caomegara
em 1822 com a teoria do calor de Fourier e com uma tentativa feita naquele mesmo ano
por Martin Ohm (1792-1872) de reduzir toda a andlise a aritmética em Versuch eines
volistandig konsequenten Systems der Mathematik. Havia duas causas principais de
inquietacdo nesse intervalo de cinglienta anos. Uma era a falta de confianca nas ope-
racdes executadas sobre séries infinitas. Nao era sequer claro se ou nac uma série in-
finita de funcdes — de poténcias, ou de senos e co-senos, pot exemplo — sempre con-
verge 3 funcdo de gue provém. Uma segunda causa de preocupacao era a falta de qualquer
definicdo da expressdo “"nimero real” que estava no préprio cerne do programa de ant-
metizacio. Bolzano em 1817 tinha percebido tdo bem a necessidade de rigor em analise
que Kiein o chamava ‘o pai da aritmetizagdo”; mas Bolzano tinha sido menos influente
que Cauchy, cuja andlise ainda carregava muito de intuicdo geométrica. Mesmo a fungao
continua & ndo derivavel de Bolzano de cerca de 1830 fo esquecida pelos sucessores,
e o exemplo de uma tal funcio dado por Weierstrass {em aulas dadas em 1861 ¢ num
artigo para a Academia de Berlin de 1872) em geral foi considerado como a primeira
ilustracdo do fato.

Riemann enguanto isso tinha exibido uma fungdo f(x} que é descontinua numa
infinidade de pontos num intervalo mas cuja integral no entanto existe e define uma
funcdo continua £{x) que para a infinidade de pontos em questdo nao tem derivada.
A funcdo de Riemann num certo sentido & menos patoldgica que as de Bolzanc ou
Weierstrass, mas tornou clara gque a integral exigia uma definicdo mais cuidadosa gue
a de Cauchy, que fora conduzido em grande parte pelo sentimenio geométrico sobre
a area sob uma curva. A definicdo atual de integral definida sobre um intervalo em termos
de somas superiores e inferiores é geralmente conhecida como integral de Riemann,
em honra do homem que deu condicdes necessarias e suficientes para gue uma funcao
limitada seja integravel. A funcdo de Dirichlet, por exemplo, nao tem integral ce Riemann
em nenhum intervalo. Definicdes ainda mais gerais da integral, com condigdes mais
fracas sobre a funcao, foram propostas no século seguinte, mas a definicao de integral
usada em quase todos 05 cursos universitarios de calculo é ainda a de Riemann.

Houve uma lacuna de quase cingienta anos entre a obra de Bolzano e a de
Waeierstrass, mas a unidade de esforgos nesse meio século e a necessidade de redes-
cabrit a obra de Bolzano eram tais que ha um célebre tearema que leva o nome de ambos,
o teorema de Bolzano-Weierstrass: um conjunto limitado § contendo infinitos elementos
(pontos ou n(meros) tem ao menos um ponto de acumulacdo. Esse teorema foi provado
por Bolzano e aparentemente Cauchy também o conhecia, mas foi a obra de Weierstrass

que o tornou familiar aos matematicos.

BlJpara uma exposicic excepcionalmente extensa sobre a historia mais recente dos trég problemas
classicos veja Felix Klein, Famows Problems of Elemeniary Geometry. (radvzido por Beman ¢ Smith {rerm-
presso em New York, 1955). Veja também E. W. Hobson, Squaring the Circle, ¢ D. E. Smith, “The His-
tory and Transcendence of =°°, em J. W. A, Young. Menographs on Topics of Modern Mathemarics (New
York, 1915), pp. 387-416. Cf. Hermann von Baravaile, *The Number r 7, The Mathematics Teucher, 45

{1952}, 340-348, ou 60 {1967), 479487
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Ceticismo guanto as séries de Fourier fora expresso por Lagrange, mas Cauchy
am 1823 julgava ter provado a convergéncia da série de Fourier geral. Dirichlet mostrara
que a prova de Cauchy ndo era satistatéria e tinha fornecido condicdes suficientes para
convergéncia. Foi ac procurar liberalizar as condigdes de Dirichlet para a convergéncia
de uma seérie de Fourier que Riemann desenvolveu sua definicac de integral de Riemann;
e mostrou que uma funcdo f{x} pode ser integravel em um intervalo sem ser representavel
por uma série de Fourier!'". Foi o estude das séries trigonométricas que levou também
3 teoria de Cantor, a ser descrita mais adiante.

Dirichiet morreu no ano critico de 1872, 56 um ano depois morreu também, com
trinta e quatro anos, um jovem que prometia dar contribuicdes significativas tanto a ma-
temdtica quante a sua histdria. Foi Hermann Hankel {1839-1873), aluno de Riemann
g professor de matematica em Leipzig. Em 1867 ele tinha publicado um livro, Theorie
der kompiexen Zahfensysterme, em que observava que “a condicao para construtr uma
aritmética urmversal € pois uma matematica puramente intelectual, desligada de todas as per-
cepcoes’. Vimos que a revelucao na geometria teve lugar guando Gauss, Lobachevsky e
Bolyai se libertaram das preconcepcdes do espaco. Um tanto no mesmo sentido, a completa
aritmetizacao da analhise s0 se tornou possivel gquando, como Hankel previra, os mate-
matices compreenderam que ©s nOmerps reais devem ser encarados com estruturas
intelectuais” e nao como grandezas intuitivamente dadas, legadas pela geometria de
Euclides. A 1déaia de Hankel ndo era realmente nova, havia uma geracido, COmMo veremos
no proximo capitulo, que os algebristas, especialmente na Gra-Bretanha, vinham de-
senvolvendo uma aritmeética universal e algebras moltiplas. As implicagdes para a analise,
no entanto, ndo tinham sido percebidas por muitos. Bolzano, no comego da decada de
1830, fizera uma tentativa para desenvolver uma teoria dos ndimeros reais coma limites
de sequéncias de nimeros racionais'!'’, mas essa ndo foi reconhecida nem publicada
até 1962. Sir Willlam Rowan Hamilton (1805-1865) tinha talvez sentido a necessidade
disso, mas seu recorrer o tempo em vez de ao espago era uma mudanca de linguagem,
embora nio de forma ibgica, a partir dos conceitos geometricos usuaimente colocados
como base A esséncia da questdo foi apreendida pela primeira vez e publicada pelo
quinteto de 1872 j& mencionado.

Méray ndo demorou a apresentar suas idéias, pois j4 em 1869 ele tinha publicado
um artigo chamando a atencio para uma seria falha de raciocinio que os matematicos
vinham cometendo desde os tempos de Cauchy Essencialmente a petitio principi con-
sistia em definir o limite de uma seqliéncia como um nimero real e em seguida definir
um nimero real como limile de uma sequéncia (de numeros racionais). Deve-se lembrar
que Bgolzano e Cauchy tinham tentado provar gue uma segléncia que “"converge em
s’ —-i8t0 &, uma sequéncia para a qual &, ., ditere de § (para n suficientemente grande)
por menos que um numero prefixado ¢ — também converge no sentido de relagcdes ex-
ternas a um numero real 5, o limite da sequéncia. Méray, em seu Nowveau precis  analyse
infinitésimale de 1872, cortou o nd gordio deixando de apelar para a condigdo externa
de convergéncia ou para ¢ nameto real & Usando apenas o critério de Cauchy-Baolzano,
onde 7, o e & sAo nOMmeros racionais, a convergéncia pode ser descrita sem referéncia
a ndameros irracionais. Num sentido amplo ele considerava que uma sequéncia conver-
gente determina ou um ndmero racional coma limite ou um “"nidmero ficticio” como um
“limite ficticio”. Mostrou que esses ‘nameros ficticios” podem ser ordenados e em essén-
cia eles s&0 o que chamamos ndmeros irracionas. Méray era um tanto vago quanto a
se pu ndo sua seqiéncia convergente é o nimero. Se & como parece indicado, entao
sua tecria & equivalente a desenvolvida ac mesmo tempe por Weierstrass,

(19'para mais detalhes veja Jerome H. Manheim, The Genesis of Point Set Topology (1964), Caps.
3 e 4. Obras relacionadas com a analise de Riemann e Weierstrass sdo extensamente tratadas em Felix Kiein,
Vorfesungen biber die Eniwicklung der Mathematik im 19, Jahvhunder: (1926-1927), Vol. 1

iTieja B. von Rooatselaar, “Bolzano's Theory of Real Numbers™”, Archive for History of Exact
Sclences, 2 (1964-1965), 168-180
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Weierstrass tentou separar o célculo da geometria e bhasea-lo no conceito de numero
apenas, como Méray, ele tambem viu que para fazer 1ssc era necessario dar uma defi-
nicdo de numero irracional que fosse independente do conceito de limite, ja que esse
até entdo tinha pressuposto o anterior, Para corrigir o erro légico de Cauchy, VWeilerstrass
decidiu a guestdo da existéncia de um hmite de uma sequéncia convergente tamando
a propria seqguéncia como o numero ou limite. A concepcao de Weierstrass & demasiado
sutil para ser apresentada com detalhe agui, mas em forma consideravelmente simpli-
f{icada podemos dizer gue © numero 1/3 nac & o limite da série 3/10 + 3/100 +
+32/1000+-.- +3/10" +. - ; ele £ a seqtléncia associada a essa série. {Na verdade,
na tecria de Weierstrass, os nameros irracionais sdo mais amplamente definides como
agregados de racionais, e nao de forma mais restrita como sequéncias ordenadas de
racionais como indicamos.

Weierstrass nao publicou suas idéias sobre a aritmetizacao da analise, mas elas
foram difundidas por estudantes, como Ferdinand Lindemann e Eduard Heine, que assis-
tiram a suas aulas. Em 1871 Cantor iniciara um terceiro programa de aritmetizacao. se-
melhante aos de Méray e Weierstrass. Heine sugeriu simplificacbes que levaram ao
~hamado desenvolvimento de Cantor-Heing, publicado por Heine no Journal de Crelle
nara 1872 no artigo “Die Elemente def Funktionenlehre’”. Nado podemos entrar em de-
talhes, mas em esséncia o desenvolvimento se assemelhava ao de Méray no sentido que
segiléncias convergentes gue nac convergem & nimeros racionais por decreto definem
nimeros irracionais. Um atague inteiramente diferente ao mesmo problema, e o que &
mais conhecido hoje, foi dado no mesmo ano par Dedekind num livro célebre, Stetigkeit
und die trrationaizahien (A continuidade e os nameros irracionais)!' %

A atencdo de Dedekind se voltara para o problema dos nameros irracionals desde
1858, quando dava auias de Célculo. O conceito de limite, ele concluiu, deveria set de-
senvolvido através da aritmética apenas, sem usar a geometria como guia, se se desejava
que fosse rigoroso. Em vez de simplesmente procurar uma saida do circulo vicioso de
Cauchy, Dedekind se perguntou, ¢omo indica o titulo de seu livro, o que ha na grandeza
geométrica continua que a distingue dos namergs racionais. Galileu e Leibniz tinham
julgado que a continuidade” de pontos sobre uma reta era conseqguéncia de sua den-
sidade — isto & do fato que entre dois pontds qualsquer existe sempre um terceiro.
Porém os nimeros racionais tém essa propriedade, no entanto nao formam um continuum.

Refletindo sobre a questio, Dedekind chegou a conclusaoc de que a esséncia da
continuidade de um segmento de reta ndo se deve a uma vaga propriedade de ligacao
mdtua, mas a uma propriedade exatamente oposta —a natureza da divisao do segmento
em duas partes por um ponto sobre o segmento. Em qualquer divisdo dos pontos do
segmento em duas classes tais que cada ponto pertence a uma € somente uma, e tal gque
todo ponto numa classe estd & esquerda de todo ponto da outra, existe um e um 50 ponto
que realiza & divisdo. Como Dedekind escreveu: "Por essa observagéo trivial o segredo
da continuidade serd revelado”. A observagio podia ser trivial, mas sed autor parece
ter tido algumas duvidas quanto a ela, pois hesitou duranie alguns anos antes de se com-
prometer em algo 1IMpresso.

Dedekind viu que o dominio dos ndmeros racionais pode ser estendide de modo
g formar um continuwm de ndmeros reals se supusermos 9 que agora se chama o axioma
de Cantor-Dedekind — que os pontos sobre uma reta podem ser posStos em Correspon-
déncia biunivoca com os numeros reais. Expresso aritmeticamente, isso significa que
sara toda divisdo dos ndmeros racionais em duas classes 4 e 8 tais que todo numero
da primeira classe, A, € menor que todo nimero da seqgunda classe, 8, existe um € um S0
~umero real que produz essa Schritt, ou corte de Dedekind. e A tem um maior nimerag,
ou se 8 contém um menor namero, o corte define um namero racional, mas se A nao
tem um maior elemento & £ nio tem um menaor, entdo o corte define um numero irracional.

11 21Egiste uma traducio para o Inglés sob o titulo £sseys on the Theory of Numbers, traduzido por
W. W. Beman (Chicago, 1901; New York, brochura Dover. 1963). Esta contém também a tradugio de
Was vind wid was sollen die Zohien, de Dedcking, 1888
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Se, por exu_arnpin,_ pusermos em A todos os numeros racionais negativos e também todos
0% rralcmr:alsl positivos cujos quadrados sdo inferiores a dois, e em 8 todos os racionais
positivos cujos quadrados séo superiores a dois, dividimos todo o conjunto dos racionai
de um modo que defme um namero irracional — nesse caso o nimero que USLIEIlIT‘IEHtE
@5CIEVeMmOs  COMO ' 2. Agora, Dedekind observou, os teoremas fundamentais snhre
nmute_s ;_:-odem ser provados rigorosamente sem recurso & geometria. Foi a gECII"r‘IE'tr'iE
que mn:ln::au 0 caminho para uma definicdo conveniente de continuidade, mas no f'ra
foi e:-fclurda da Fiefiqigﬁﬂ aritmetica formal do conceito. O corte de Dedekir;d no sistemn;
de nimeros racienais, ou uma construcao equivaiente dos nimeros reais, tinha agora
substituido Ialgfandeza geometrica como espinha dorsal da andlise. | ’
_As _defmn:;nes de numero real sdo, como Hankel indicara gue deviam ser, cons-
m.!gnes intelectuais baseadas nos nlmeros racionais, em vez de algo imposto é mate
matica do exterior. Das definicoes acima, uma das mais populares tem sido a de Dedekind-
No comeco do sécule vinte urma modificagdo do corte de Dedekind foi proposta url'
Bertrand Russel (1872-1870}. Ele notou que como qualguer das duas classes A dee
Dedekmdré univncamenil:e determmada pela outra, uma s6 basta para a detern{inaﬂén
de um ndmero re;l. Assim [/ 2 pode ser definido simplesmente como o segmenm‘nu
suble_asse da_:: conjunte dos numeros racionais formado de todos os nameros racionais
pu?.ltlv-::ns Cujos quadrados sdoc menores gue dois e também de todos os nameros racio
nais _negatwns: de modo semelhante, todo nimers real nada mais é que um 1
do sistema dos nimeros racionais. ) segmento
We:&f&tﬂrass, como parte de um programa de aritmetizacdo, ndo s6 contribuiu para
uma deflqrcan satisfatdria de nimero real, come também para uma definicdo melhn?ad
do fnnceﬂ:n de limite. A defimigdo de Cauchy usara frases como “valores su-::ess-;'rw:.us-:Ef
ou “aproximar-se indefinidamente” ou “tdo pequeno quantoc se gueira”. Embora sejam
sugestivas, e provavelmente pedagogicamente reconfortantes falta-lhes Ia prectsao Jue
E;-m geral se erera da matematica. Em suas conferéncias, portanto, Weierstrass dgva
z:f?lsﬂe?zn m;»le as vezes se chamou a “teoria estitica da variavel”. Heine, em seus Efemente
e SégLnE:uem:ladn pelas aulas de Woeierstrass, definiu o limite da funcio ffx) em X,

Se, dade qualquer -, existe um
: n, tal que para 0 < p < »_ a diferenca fix, + L g
e r - ' - - E
em valor absoluto que . entdo £ é o limite de f{x} para x - ;n:':I o g R
g -

Nessa defirjir;én fria e precisa ndo ha sugestdo de entidades fluindo e gerando magni
tudes de dimeqsﬁn superior, nenhum recurso a pontos ou retas méveis, nenhum abgar::
dono _c:l? guantidades infinitamente pequenas. SO restam os nlmeros réais a operaca
d'_a ?ﬁlcan (e sua inversa, a subtracdo) e a relacdo “menor gque”. A Iinguagfern SEFT) a';mﬂ
blglt.ud.afzies e o simbolismo de Weierstrass e Heine expulsaram do Calculo a nocio d-
varlat_nhdeicie e tornaram desnecessario 0 persistente apelo a infinitesimais fixos. A "'Idadz
dn_ngDr Ehn_?garell vgrdadeirameme; substitutndo os antigos artificios heurisiiﬂns e 0s
antigos crcmcert[l:s INtuitivos por precisdo logica critica. Hoje o # de Weierstrass freqlien-
temente é substituido por outra letra grega, & mas as definicBes de limite de uma fjncé
fancuntrz_:das er}'r livros atuais sdo essencialmente as mesmas que Weierstrass e Herinz
Intrnduzlralm ha guase um século. As chamadas provas por épsilons e deltas sdo agora

parte do instrumental comum dos matematicos. ’
| Weierstrass fora educade numa familia catdlica devota mas liberal, tendo sido seu
P&l um protestante convertido. Karl, o mais velho, tinha um irmig e duars Irmas, mas ne-
nhum deleg casou-se, talvez por causa da atitude de dominacido do pai; e Karl éinha pelo
menos man;_ur{walex{:entricidade. nac gostava de muosica. Saiu-se tdo bem na escola
ﬁ:eusneiieiai:jér::;: gara que ele se preparasse para o servico pablico estudando direito
oo e F”.m' nn::_ie. se tornou um perito em beber e em esgrima, em vez de
- o ou mlgtematma, e =all sem se graduar. Preparou-se entdo para o ensino se-
W;er;::-aszmsﬂtﬂu:i;er, nndew urm  instruicr, C‘,_hrist-:::ph Gudermann {(1798-1851} tomou
protecao. Gudermann interessava-se especialmente por fungdes
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eliticas e hiperbélicas, assunto em gue seu nome & lembracdo na gudermaniana: Se u
& uma fungic de x satisfazendo a equacdo igu = senhx, entdo ¢ chama-se a guder-
maniana de x escrita # = gd x. Mais importante para a matematica que e5%a peguena
contribuigao foram o tempo e inspiracdo gue o professor deu ao estudante, gue estava
destinado a tornar-se por sua vez ¢ maior professor de matematica dos meados do se-
culo dezengve — pelo menos se juigarmos em termos do numera de pesquisadores de
sucesso que produziu. Gudermann fizera ver ao jovem Weierstrass o instrumento (til
que era a representagdo em série de poténcias de uma funcdo. e foi em relacao a isso
gue Weierstrass, seguindo as pegadas de Abel, produziu sua maior obra.

Waeiarstrass obteve seu diploma de professor aos vinte e seis anos, € durante mais
de uma dizia de anos ensinou em vérias escolas secundarias. Em 1854, porem, um ar-
tigo sobre funcdes abelianas publicado no Journal de Crelle trouxe-lhe tanta reputacao
que logo depois um posto de professor na Universidade de Berlim |he for oferecido, o
qual ele aceitou. Weierstrass tinha entdo quase quarenta anos, ¢ que faz dele uma no-
tavel excecdo 3 idéia comumente aceita de que um grande matematico deve revelar-se
cedo. Apesar de seu inicio tardio, foi geralmente reconhectdo, durante o ultimo terco do
século, come o maior analista do mundoi'®l

Antes do meio do século dezenove supunha-se gue se uma série infinita converge
em algum intervalo a uma fungdo f(x} continua e derivavel, entdc uma segunda sene
cbtida derivando a série de partida termo a termo convergird necessariamente, no mMesmo
intervalo, a f'ix). Varios matematicos maostraram que iSs0 Nao é sempre verdade e (ue
s& se pode confiar na dervacdo termo a termo se a série abtida & uniformemente con-
vergente no intervalo —isto & se um /V (mico pode ser achado tal que para todo valot
de x no intervalo as somas parciais S_(x) diferem da soma S{x} da Sa&rie por menos que
Jm ¢ dado para todo n > N. Weierstrass mostrou que a integracdo termo a termo de
uma série uniformemente convergente era também permissivel. Na gquestdo da conver-
géncia uniforme Weierstrass de modo algum estava s0. pois © conceito foi enunciado
independentemente, mMais ou Mends ao Mesmo tempo. por a0 menaos, trés outros —
Cauchy na Franca (talvez por volta de 1853), Sir G. G. Stokes em Cambridge, {em 1847)
e P.L V. Seidel {1821-1896) na Alemanha (em 1848}!'*l Porém talvez ninguém me-
reca tanto ser conhecido como o pai do movimento de critica em analise quanto Welers-
rass' 15 De 1857 até sua aposentadoria em 1890 ele aconselhou insistentemente a
toda uma geracac de estudantes a ter cuidado no uso da representacac em S5érie, e um
desses estudantes, Heine, em 1870 provou que o desenvolvimento em série de Fourier
de uma funcAc continua & (nico se imMpusermos a condigcao de ser umformemente ¢on-
vergente. Nisso ele estava aplainando dificuldades surgidas no trabaltho de Dirichlet e
Riemann sobre séries de Fourier.

Uma das contribuicdes importantes de Weiersirass & analise ¢ conhecida como
prolangamento analitico. Weierstrass mostrara glie a representacac como série de po-
téncias de uma funcio f{x) em tornc de um ponto P, no plano complexo converge em
todos os pontos internps a um circulo £, com centro em P, ¢ ¢ue passa pela singula-
ridade mais proxima. Se, agora, expandirmos a mesma funcdo em torno de um segundo
nonto P, diferente de P, mas interno a C,, essa série canvergird dentro de um circuio
C, tendo P, como centro e passando pela singularidade mais préxima de P, . Esse cir-
culo pode envolver pontos fora de C,. portanto prolongamos a area do planc em gue
F(x) esta analitcamente definida. Weierstrass por isso definiv uma func¢do analitica como
uma série de poténcias juntamente com todas as que podem ser abtidas dela por pro-
longamento analitico. A importdncia de trabalhos como o de Weierstrass & sentida par-

[13155hre sua vida veja E. T. Bell, Men of Mathemarics (New York: Simon e Schuster 1937), Cap. 22,

ou Ganesh Prasad. Some Grear Mathematicians of the Nineteenth Cenury (1933-1937), Vol 1, Cap. §
[t4Weia E. T. Bell, The Development of Marhkematics, p. 270

L1531 aija James Pierpont, *“Mathematical Rigor, Past and Present”, Bulletin of the American Mathe-

matical Socieiy, 34 (1928), 23-53
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sicularmente na flsica matematica, em que solucoes de equacdes diferenciais raramente
sjo achadas em forma gue néoc seja a de uma serie infinita.

Em alguns pontos a vida de Dedekind se assemelha a de Weierstrass: ele também
‘era um em quatro filhos, e também ele nunca se casou; e ambos viveram mais de otenta
anos. De outro lado, os membros da familia de Dedekind eram luteranos: ele se inicigu
na matematica mais cedo gue Woeierstrass, entrando em Gottingen aos dezenove anos
e obtendo seu doutorada trés anos depois com urna tese sobre o Calcule gue foi elogiada
por Gauss. Dedekind permaneceu em Gottingen durante aiguns anos, ensinando e ou-
vindo aulas de Dirichlet, depois dedicou-se 20 ensing secundario, principalmente em
Brunswick, pelo resto de sua vida. Dedekind viveu 1antos anos depois de sua celebre
introducdo dos ‘‘cortes” que a famosa editor Teubner deu como daia de sua morte,
no Calendirio de Matematicos, 4 de setembio de 1899. Isso divertiu Dedekind, que
viveu ainda mais de uma ddzia de anos, e ele escrevev ao editor que passara a data em
questdo em conversa estimulante com seu amigo Georg Cantor.

A vida de Cantor foi tragicamente diferente da de seu amigo Dedekind!'®. Cantor
nasceu em S. Petershurgo, de pais que havia emigrado da Dinamarca, mas a malot parte
de sua vida ele passou na Alemanha, tendo a familia se mudado para Frankfunt quando
ele tinha onze anos. Seus pais eram cristdos de ascendéncia judia —sendo seu pai um
convertido ao protestantismo e sua mae catdica de nascimento. O filho Georg se in-
teressou fortemente pelos argumentos sutis des teblogos medievais sobre a continuidade
e o infinito. e isso contribuiv para gque nac quisesss seguir uma carreira mundana em
engenharia, como seu pai sugeria. Em seus estudos em Zdrich, Gottingen e Berlim o
jovem consequentemente concentrou-se em flosofia, fisica e matematica — programa
gque parece ter estimulado sua enorme imaginacdo matematica. Doutorou-se em Berlim
em 1867 com uma tese sobre a teoria dos nimerps, mas suas primeiras publicacdes
mostram atracdo pela anélise de Weierstrass. [sse campo estimulou as idéias revolucio-
narias que |he ocorreram pouco anies dos trinta anos. J& notamos a obra de Cantor em
conexdc Com a prosaica expressdo ‘'namero read’’; mas suas contribuigoes mais originais
centram-se na provocativa palavra “infinito™

Desde os dias de Zeno que se falava em infinito, tanto na teologia quanto na mate-
matica, mas ninguém antes de 1872 fora capa de dizer exatamente do que estava fa-
lande. Com demasiada freqiéncia nas discussies sobre o infinito os exemplos citados
eram coisas como poder ilimitado ou grandezas indefinidamente grandes. Ocasional-
mente a atencdo se concentrava, comg na obi de Galileu e Bolzanc, na infinidade de
elementos de uma colecdo — por exemplo, ¢s nameros naturais ou os pontos de um
segmento de reta. Cauchy e Weierstrass s vism paradoxo nas tentativas de identificar
um infinito “completado” na matematica, acreditando gue o infinitamente grancde ou
pecqueno indicava apenas a potencialidade de Aristoteles — uma incompletude do pro-
cesso em questdo. Porém enquanto estavam sob a influéncia de Weierstrass dois de seus
estugdantes chegaram a uma conclusdo oposta O primeiro deles foi Dedekind, gque viu
nos paradoxos de Bolzano ndo uma anomalia mas uma propriedade universal dos con-
juntos infinitos gue tomou como definicdo precisa:

Diz-se que um sistema S & infinito guando & semelhante a uma parte prépria dele mesmo; caso
contrario S se diz um sistema finito.

Em terminologia um tanto mais moderna, um conjunto S de elementos se diz infimto
se ps elementos de um subconjunto préprio § podem ser postos em correspondéncia
biunivoca com os slementos de §. Que o conjunte S dos nOmeros naturais € infinite,
por exemplo, & claro pelo fato de ser o conjunto & dos nameros triangulares tal que a
cada elemento n de § corresponde um elemento de & dado por n{n + 1)/2. Essa de-
finigdo positiva de um conjunto “infinita completsde” ndo deve ser confundida com
a afirmagio negativa as vezes escrita com o simbolo de Wallis como 1/0 = x. Essa

1161y eja Bell, Men of Mathemarics, Cap. 29, ou Prasad, Grea:r Mathemaricians, Vol. 1. Cap. 7
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"aquagdo” diz apenas gue ndo existe namero real que muluplicade por zero produza

o nomero um.
A definicde de Dedekind de conjunto infinito apareceu em 1872 em seu Stetigkeit

und irrationale Zahien. (Em 1888 Dedekind expds mais amplamente suas idéias em outro
importante tratado, Was sind und was soffen die Zahten). Dois anos depois Cantor ca-
sou-se, e na lua-de-mel foi a Interlaken, onde o casal encontrou Dedekind. No mesmo
ano, 1874, Cantor publicou no Journa/ de Crelle um de seus artigos mais revoluciona-
riosf'?l Ele, como Dedekind, tinha reconhecido a propriedade fundamental dos con-
juntos infinitos, mas, ao contrario de Dedekind, Cantor viu gue os conjuntos infinitos
ndo sdo todos iguais. No caso finito, dizemas que conjuntos de elementos 1ém o mesmo
nimere {cardinal) se podem ser postos em correspondéncia biunivoca. De modo um
tanto semelhante, Cantor se dispds a construir uma hierarquia de conjuntos infinitos
conforme a Adchtigkest ou “poténcia” do conjunto. O conjunto dos guadrados per-
feitos ou o conjunto dos numeros triangulares tEm a mesma poténcia que o conjunto de
todos os inteiros positivos, pois eles podem ser postos em correspondéncia biunivoca.
Esses conjuntos parecem muita menares gue o conjunto de todas as fracdes racionais,
no entanto Cantor mostrou que também esse dltimo conjunto é contavel ou enumeravel
—isto & também esse pode ser posto em correspondéncia biunivoca com 08 INteiros
positivgs, portanta tem a mesma poténcia. Para mostrar 1sso. simplesmente seguimos
as flechas na Fig. 2.3, “"contando” as fragdes pelo caminho.

2 N T
1 2 2 4 X
T ] T 'I' + 4 0 oA+
1//'3/4/

: r -I .........
1/1/3/
E j -3— ............

% .................. Figura 25.3

As fracGes racionais sdo tdo densas, gue entre duas guaisquer delas, por mais pré-
ximas que estejam, hd sempre outra; no entanto o arranjo de Cantor'® mostrou gue
o conjunto das fracdes tem a mesma poténcia gque 0 dos inteiros. Comeca-se a pensar
que todos os conjuntos infinitos tém a mesma paténcia, porém Cantor provou conclu-
sivamente que issao nao é verdade. O conjunto de todos 0s nameros reais, por exemplo,
tem poténcia maior que o conjunto das fragdes racionars. Para mostrar isso Cantor usou
uma reductio ad absurdum. Suponhamos gue os nameros reais entre 0 e 1 sejlam con-
tAveis, e que estejam expressos como decimais infinitos {de modo que 1/3, por exemplo,
aparece como 0,333..., 1/2 como 0,4999 ..., e assim por diante), & que estejam dis-
pOsStas em ordem:

al :G"Ellallatj
a, =0,d,,8;,8;5 .
8y = 0.8,,8;5835. -

U7 lUma exposi¢iio muito completa da obra de Cantor se encomtra na Introdugio a uma tradugio
para o inglés de dois arbigos de Cantor de 1895 ¢ 1897 publicada sob o titulo Cowrriburions 1o the Founding
of the Theory of Transfinite Numbers, editado por P. E. B. Jourdain (1913). Veja tambem Herbert Mesch-
kowski, Wavs of Thought of Grear Marhemaiicians (8. Francisco: Holdeu-Day, 1964}, pp. 91-104

[1¥1Cantor provou a enumerabilidade dos nimeros racionais em seu artigo de 1874, mas aqui ele
usou um tpo diferente de prova. Mais tarde ele deu a demonstragio aqui reproduzida
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onde &, & um digito entre 0 e 9 inclusive. Para mostrar que nem todos 05 NUMEros reais
entre 0 e 1 estdo incluidos acima, Cantor exibiv uma fracdo decimal infinita diferente
de todas as referidas anteriormente. Para isso, formemos & = CG,b,b,b0,.. . onde by =19
se agg =1 € by =1 58 ay, # 1. Esse numero real estard entre 0 e 1 & no entanto sera
diferente de todos os do arranjo que se presumia conter todos os numeros reais entre 0 e 1.

Os nameres reais podem ser subdivididos em doeis tipos de dois modos diferentes:

{1) como racionais e irracionais ou {2} como algébricos e transcendentes. Cantor mostrou
gue mesmo a classe dos nameros algébricos, que & muito mais geral que a dos racionais,
tern ainda a mesma poténcia que a dos inteiros. Portanto sdo os ndmeros transcendentes
que ddo ao sistema dos numeros reais a “densidade” que resulta em maior poténcia.
Que & fundamentalmente uma questdo de densidade que determina a poténcia de um
conjunto é sugerido pelo fato que a poténcia do conjunta de pontos numa reta € a mesma
que a poiéncia do conjunto de pontos de um segmento da reta, por menor que seja. Para
mostrar isso, seja RS a reta indefinidamente estendida e seja PQ guaiguer segmento
finito (Fig. 25.4). Cologuemos o segmento de modo a cortar A5 num ponto @ mas nao
ser perpendicular a RS, nem jazer sobre AS. Escolhendo os pontos M e A de modo que
PM e ON sejam paralelas a RS, e MON perpendicular a RS, entdo tracando retas por
M que cortam tanto OFP quanto OR, e retas por NV gue cortem tanto OQ gquanto OS5, es-
tabelece-se facilmente uma correspondéncia biunivoca.

Ainda mais surpreendente é o fato de a dimensadc ndc decidir a poténcia de um
conjunto. A poténcia do conjunto de pontos sobre um segmento de reta unitaric ¢ a
mesma da dos pontos numa &drea unitdria ou num volume unitario — ou, alias, a mesma
que a poténcia do conjunto de todos os pontos do espago tridimensional. (Porém a di-
mensdc conserva alguma autoridade por ser uma correspondéncia biunivoca entre es-
pacos de dimensdo diferente necessariamente descontinua.) Alguns resultados na teoria
dos conjuntos de pontos eram tdo paradoxais que o proprio Cantor uma vez, em 1877,
escrevey a Dedekind, “Eu vejo isso, mas ndo acredito”; e pediu a $eu amigo que veri-
ficasse a prova!'®l. Os editores também hesitavam muito antes de aceitar seus artigos,
e varias vezes a publicacdo de artigos de Cantor no Journal de Crelle foi atrasada devido
4 indecisio dos editores e 3 preccupacio quanto a possibilidade de erros estarem es-

condidos nesse inconvencicnal modo de ataque a conceitos matematicos.
Qs incriveis resultados de Cantor o levaram a estabelecer a teonia dos conjuntos

como uma disciplina mateméatica completamente desenvolvida, chamada Mengeniehre
(teoria das colegdes) ou Mannigfaltigheitslefire (teoria das multiplicidades), ramo que
em meados do século vinte teria efeitos profundos sobre o ensino da matematica. Ao
tempo de sua fundacdo Cantor despendeu muito esforco para convencer seus contem-
pordneos da validade de seus resultados, pois havia consideravel horror infiniti, 2 0%
matematicos sentiam relutdncia em aceitar o eigentiich Unendlich ou infinidade com-
pletada. Juntando prova sabre prova, Cantor finalmente construiv toda uma aritmetca
transfinita. A “poténcia” de um conjunto tornou-se ¢ “nimero cardinal” do conjunto.
Assim o ‘namero” do conjunto dos inteiros era o “menor” ndmero transfinito, £ e 0o
"namero’” do conjunto dos ndmeros reais ou dos pontos de uma reta & um namero “maior”,

Figura 25.4
U Jma exposicio especialmente clara da obra de Cantor se encontra em Herbert Meschkowsk,
Evolution of Mathemurical Thought (1965), Cap. 5
415
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C. o nomero do continuum. Ainda ndo teve resposta @ questao de saber se existem Qu
nio numeros transfinitos entre £ e . Cantor provou que existem infinitos numeros trans-
finitos parz além de C, pois provou que o conjunto dos subconjuntos de um conjunto
sempre tem poténcia maior que a propria conjunto. Portantc o "ndmero” do conjunto
dos subconjuntos de € & um terceirg ndmero transfinito, o conjunto dos subconjuntos
desse conjunte de subconjuntos determina um guarto nGmero e assim por diante, inde-
finidamente. Assim ¢omo ha uma infinidade de nameros naturais, ha uma infinidade de
nameros transfinitos.

Os ndmeros transfinitos descritos anteriormente sfoc nimeros cardinais, mas Cantor
desenvolveu também uma antmética de ndmeros ordinais transfinitos. Relacdes de ordem
sao delicadas e verifica-se que a aritmética ordinal transfimita difere marcadamente da
aritmética ordinal finita. Para casos finitos as regras para numeros ordinals saoc essen-
cialmente as mesmas que para cardinais. Assim 3 +4 =4 +3 quer esses digitos de-
signem nameros cardinais ou ordinais. No entanto, se designarmos por « 0 namero
ordinal dos “nameros de contar’, entdo 1 + «w N30 & a mesma coisa gue « + 1, pois
1 + w obviamente € a mMesma coisa que o Ainda mais, pode-se mostrar que wr ~ o = €
w- @ = w, propriedades diferentes da dos ordinais finitos mas semelhantes a de car-
dinais transfinitos.

Dedekind e Cantor estavam entre 0s matematicos mais notavels, e certamente mais
ariginats, de sua época; no entanto nenhum dos dois conseguiu uma posicdo profissional
de primeiro plano. Dedekind passou quase toda a sua vida ensinando em nivel de escola
secundaria, & Cantor passou a maior parte de sua carreira na Universidade de Halle, pe-
guena escola sem grande reputacdo. Cantor esperava obter um posto de professor na
Universidade de Berlim e culpou Leopold Kronecker {1823-1891) por sua falta de su-
cesso. Kronecker, como Cantor, nascera de pais judeus, mas, novamente como Cantor,
preferiv o protestarttismo' 2%, Na Universidade de Berlim entrou em contate com Weiers-
trass, Dirichlet, Jacobi e Steiner, obtendo seu doutorado em 1845 com uma tese sobre
teoria algébrica dos namercs. Como Weierstrass, aprovava a artmetizacac universal da
analise, mas queria que a aritmética fosse finita, e aqui entrou em conflito coam Cantor.
Voltando as antigas idéias pitagoricas, Kronecker insistia em que a aritmética e a anéglise
s& baseassem nos nomeros inteiraos, "Deus fez os inteiros”, ele costumava dizer, "'e todo
o resto e obra do homem™. Hejeitava categoricamente a construcdo dos n(imeros reais
de seu tempo pelo fato de ndo poder ser efetuada sd com processos finitos, e pedia uma
revelugdo aritmética que banisse como inexistentes os nameros irracionais. Na analise
Kronecker pouco fez aiém de criticar abertamente seus contempordneos em suas aulas
e conversacao. Diz-se que ele perguntou a Lindemann para que servia sua prova de que
r nao & algébrico j& que ndmeros irracionais ndo existem. Na algebra Kronecker fez con-
tribuigdes significativas, mas os analistas da época consideravam suas idéias exces-
sivamente metafisicas. As vezes se diz que seu movimento morreu de inanicao!?!!; ve-
remos depois, que se pode dizer que reapareceu sob nova forma na obra de Poincaré
g Brouwer.

Durante a maior parte de sua vida Kronecker foi um homem de negécios muito
prospero, mas possuia fortes ligacGes com professores na Universidade de Berlim
onde finalmente aceitou um posto em 1883, Sev finitismo evidentemente embaragava
Weierstrass, mas foi a Cantor que ele feriu mais gravemente. Néo s0 Kronecker se opds
a que fosse dada uma posigao a Cantor em Berlim como procurou solapar o ramo da
matematica que Cantor estava criando. Cantor, por sua vez, escreveu uma defesa vigo-
rosa em 1883 em seu Grundlagen einer allgemeinen Mannigfattigkeitsiehre (Funda-

201para sua vida e obra ver Bell, Men of Mathemaiics, Cap. 25, ou Prasad. Grear Mathermaticians,
Vol. 1I, Cap. 3

[E”Fierp-:}nt, "“"Mathematical Bagor, Past and Present”, Bufletin of the American Mathematical So-
ciefy, 34 {1928), 23-53, pp. 38340
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mentas de uma teoria geral das muttiplicidades), em que mantinha que “numeracdes
definidas podem ser feitas com conjuntos infinitos tio bem quanto com finitos”. Nao
termia cair no que cthamava um “abismo de transcendentes” no entanto ocasionalmente
gle se entregava a argumentos de tipo teoldgico. Kronecker continuou seus atagues
contra 0 hipersensitivo e temperamentat Cantor e em 1884 Cantor sofreu o primeiro dos
gsgotamentos nervosos que viriam reaparecer durante os trinta e trés anos restantes de
sua vida. Acessos de depressdo as vezes o levavam a duvidar de sua prépria obra, em-
hora fosse até certo ponto reconfortado pelo apoio de homens como Hermite. Quase
no fim ele obteve o reconhecimento de suas realizagbes, mas sua morte em 1918 numa
instituicdo para doencas mentais em Halle faz lembrar que o génio e a loucura as vezes
estdo relacionados de perto. A tragédia de sua vida pessoal & mitigada pelo hino de
elogio de um dos maiores matemndticos do comego do século vinte, David Hilbert, que
descreveu a nova aritmética transfinita como "o produto mais extraordinario do pen-
samento matemadtico, uma das mais belas realizagbes da atividade humana no dominio
do puramente inteligivel”. Onde almas timidas tinham hesitado, Hilbent exclamava
“Ninguém nos expulsard do paraiso que Cantor criou para nosl?2?)
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EXERCICIOS

1. Explique por que o século dezenove foi chamado “um século de correlacio’’ na matematica,
citando contribuig¢des especificas em apoio a essa idéia.

2. Até que pontg os desenvolvimentos da andlise no século dezenove foram motivados mais
por fatares internos na materndtica que pelas necessidades e preferéncias da sociedade? Dé exempios
especificos para apoiar sua resposta.

3. Compare o nivel de rigor na andlise do século dezerove ¢om o do séculc dezgito e com o
das obras de Arguimedes, apoiando sua resposta com exemplos especificos,

4 Descreva a importédncia do ano de 1872 na aritmetizacdo da analise,

5. Hawvia mais probabilidade de os mateméticos principais do século dezenove serem professores
do que ocorria no sécuio dezoito? Dé exemplos para apoiar sua resposta.

6. A assercdc de Kronecker, de gue Deus fez os inteiros e todos os outros nidmeros sao obra
do homem, & defensavel ou indefensavel ? Explique.

7. Mostre que o conjunto de todos os ndmeros reais entre 3 e 7 inclusive pode ser posto e
cotrespondéncia biunivoca com © conjunto de todons 0% numeros reais entre T e 11

8. Defina precisamente as expressoes ‘nimero real” @ “nimero irracional”. Quando & como
foi peia primeira vez reconhecida a necessidade de admitir nimeros irracionais e quando e como surgiu
a necessidade de ter uma definicgdo precisa’? Explique claramente.

9. Compare a definicdo de “limite de uma funcio” dada por Weigrstrass com a formulada antes
por Cauchy, indicando as varmtagens ou desvantagens relativas.

10, Qual tem maior ndmerg transfinito, o conjunto de todos os inteiros ou a classe de todas
as i res po-gsimas de todos 0s interos? Explique,

11. Dados dois segmentos de reta de comprimentos diferentes, mostre gue se pode estabelecer
uma correspondéncia biunivoca entre 0s pontos dos dois segmentos.

12. Escreva sob forma de decimais infinitos uma dizia de nimeros transcendentes diferentes,
dando em cada caso a regra de sucessao dos digitos. Algum desses ndmeros & racional 7 Explique.

13, Mostre que s¢ o gd x, entde cos v = sech x e sen v — tgh a

14, Na expansac de Fourier

flx) =1/2a,+va,cosx+a,c0s2x+-- -+ b senx+ b,58n25 +- -

multipligue ambos os membros da equacio por cos 2x e integre ambos os membros de —x a — 7 para
mostrar que

a, = fix) cos 2x dx.

15, Como no £xc. 14, multipliqgue ambos os membros da equacio por sen 25 e intagre 2ntre
—m & 31 para obter a fOrmulad analoga para 5, |

‘16, Esboce a funcao Fflx} —1 para nr < x < (n+ 1}n quando 7 & par ¢ fix) =0 para
Ar < x < (n+ 1imr quando n & impar. e ache a expansao de Fourier da funcao.

J1 8 Histora da matematica

Capitulo 26

O surgimento da algebra abstrata

Nio ¢ paradoxe dizer que nos nossos momentos de inspiragio
mals tedrica podemos estar ¢ mais proximo possivel de nossas
aplicagtes MHals praticas.

A N, Whitchead

O sécule dezenove, mais do que qualquer periodo precedente, mereceu ser co-
nhecido come ldade Aurea da matemética. O gue se acrescentou ao assunto durante
esses cem anos supera de longe, tanto em quantidade quanto em gualidade, a produ-
tividade total combinada de todas as épocas precedentes. Q século foi também, com
a possivel excecao da |dade Herbica na Grécia antiga, 0 mais revolucionario na histdria
da matematica. Em 1829 um novo mundo na geometria foi descoberto por Lobachsvsky,
WM russo que tivera um professor alemdo. ¢ em 1874 o campo da analise fora assom-
brado pela matematica do infinito gue fora introduzida por Cantor, um alemao nascido
na Rossia. A Franca J& nao era mais o centro reconhecide do mundo mateméatico, embora
fornecesse a carreira metedrica de Evariste Galois (1811-1832). O cariter internacional
do assuntg se percebe no fato de as duas contribuicdes mais revelucionarias na algebra
terem sido feitas, em 1843 e 1847, por matemdticos que ensinavam na Irlanda. A pri-
meira dessas foi a obra de Sir William Rowan Hamiiton {(1805-1865) a segunda veio
de George Boole (1815-1864) Os contribuidores mais prolificos & édlgebra do século
dezenove porém foram ingleses que passaram algum tempo na América, — Arthur Cayley
(1827-189b) e J. J Sylvester {1814-1887) — e foi principalmente na universidade de
onde esses provinham, Cambridge, que se deu o aparecimento da algebra moderna,

A Universidade de Cambridge no comeco do sécule dezenove ndo era bem um
lugar onde se procuraria enxergar novos desenvolvimentos da matematica. £ verdade
qQue cem anos antes fora a a/ma mater de Sir lsaac Newton: mas o chauvinismo e a con-
troversia sobre prioridade no Calculo tinham levade ao isolacicnismo intelectual pelo
qual os britdnicos pagaram caro. As universidades escocesas do século dezoito tinham
mantido ligagdes mais estreitas com o Continente que as da Inglaterra, mas as primeiras
eram relativamente mais fracas em matematica que em hiologia e guimica. Quando Jacobi
visitou Cambridge em 1842 perguntaram-lhe quem era o maior matematico inglés vivo
e ele respondeu "Ndo ha nenhum™''. Isso na época era um juizo deselegantemante
dura. Mas & verdade que uma geracao antes na Inglaterra em geral e em Cambndge,
em particular, quase nac havia consciéncia dos imensos avancos que tinham sido feitos
no Continente em anélise e geometria. Talvez fosse por isso que a Inglaterra, quando
emergiu da teia do provincianismo, tomou a lideranga em Aalgebra, pois nesse campo
0s desenvelvimentos realizados no Continente durante o século dezoito tinham sido

Menos notaveis.

O ponto de virada na matematica ingiesa veio em 1815 com a formacao em Trinity
College, Cambridge, da Analytical Society, j& mencionada antes, a qual se constituia
de trés jovens de Cambridge: o algebrista George Peacock (1791-1888), o astrénomo
John Herschel (1792-1871), e Charles Babbage (1792-1871) célebre pelas “Calculating
Engines”. A finalidade imediata da Sociedade era reformar o ensine e a notacio do cal-
culo; e em 1817, quando Peacock foi naomeado examinador para o tripos™ matemético,

I Alexander Macfarlane, Lecrures on Ten Brivish Mathematicians of the Nineleenh Century (1916),
p. 10 Cf. W. W.R. Ball. 4 History of the Studv of Mathematics at Cambridge {1889)

TUriginalmenlte. exame para graduagio em matematica na Cambridge Univerity, N do R
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a notacdo diferencial substituiu a dos fluxos no exame de Cambridge. Peacock era ale
proprio graduado e professor de Cambridge, o primeiro dos muitas homens de Trinity
College que iriam conduzir ¢ desenvolvimento da algebra. Ele se graduou come segundo
wrangler — isso 8, teve o segundo lugar no célebre exame de tripos (iniciade em 1728)
para estudantes de matematica—o primeiro lugar sendo de John Herschel, outro dos
fundadores da Analytical Society. Peacock era um zeloso administrador e reformadar,
tomando parte ativa na modificacdo dos estaiuios da universidade & na fundacao da
Astronomical Society of London, da Philosophical Society of Cambridge, e da British
Association for the Advancement of Science, essa dltima tendo sido o modelo da American
Association for the Advancement of Science. Durante os dltimos vinte anos de sua vida
ele foi dedo da catedral de Ely.

Peacock ndo produziu resultados novos notéveis em matematica, mas teve grande
importdncia na reforma do assunto na ingiaterra, especialmente no que diz fespeite a
dlgebra. Tinha havido em Cambridge uma tendéncia tdo conservadora em algebra guanto
na geometria & na andlise; ao passo que, no Continente, os matematicos estavam de-
senvolvendo a representacdo grafica dos nimeros complexos, na Inglaterra havia pro-
testos de gue mesmo 0s nOomeros negativos ndao tinham validade. Num esforco para jus-
tificar as idéias mais amplas na algebra, Peacock em 1830 publicou seu [reatise or
Algebra, em que procurou dar a algebra uma estrutura logica comparavel a de Us ele-
mentos de Euclides. Sem usar seds nomes modernos, ele teptou, sem grande sucesso
se julgado por padroes atuais, formular as leis fundamentais da arntmetica — as |eis co-
mutativa e associativa para a acdicdo ¢ a multiplicacdo e a lei distributiva para a multi-
plicacdo relativamente a adicdo. Esse método, mais tarde ampiiade numa cobra em dois
volumes de 1842-1845, marca o inicio do pensamento postulacicnal na aritmética e
na algebra. No primeiro volume o autor aplicou as regras a nameros, ou, como deno-
minava o tema, a “algebra aritmética’’; no segundo volume, dedicado & algebra sim-
bélica”, ele astendia as regras ao estudo de grandezas em geral. Na “aigebra antmeética”
de Peacock entende-se que os simbolos + e — tém apenas seu significado ordinario,
de modo que 3 expressdc a —b sO tem sentido se @ € maior que & (pois Peacock tinha
em mente os numeros naturais}. Na “algebra simbélica™ tais restrigdes sdo eliminadas,
mas assume-se que as regras da dlgebra ndmerica valem universalmente no sistema

mais abstrato'?!:

Todos os resultados da algebra aritmética que foram deduzidos pela aphcagag de suas regras.
e que tém forma geral embora tenham valor particular 530 tambem resultadose na dlgebra simbadlica.
onde s30 gerais tanto em wvaloe gquanto em forma,

A justificativa para essa cusada exirapolacao nao é explicada; Peacock simplesmente
aceita isso como um “principio da permanéncia de formas equivalentes” um tanto se-
melhante ao principic de correlacdce gue Carnot e Poncelet tinham usado com tanto
sucesso em geometria. Porém, a forma algébrica desse nebulose postulado num certo
sentido serviu de obstaculo ao progresso, pois sugena que as leis da algebra s3o as mesmas
quaisquer que sejam os numergs ou objetos dentro dela. Peacock, ao que parece, pen-
sava primariamente no sistema numeérico dos inteiros e nas grandezas reais da gecmetria,
e sua distingdo entre os dois tipos de algebra nado era muito diferente da que Viéte fizera
entre "'logistica numerosa” e “logistica speciosa’. Por isso o subtitulo do segundo vo-
lume da obra de Peacock & On Svmbolical Algebra and its Applications to the Geomelry
of Fosition, cujas (itimas trés palavras poderiam dar a entender que o autor estivera
lendo Carnot.

Peacock, o "Euclides da aigebra”, achou apoio para suas ideias na obra de Augustus
De Margan {1806-1871), o qual ajudou tambem a fundar a British Asscciation for the

BN Trearise on Afgebrg (reimpresso da edigiio de 1842-1845. New York: Scripta Mathematica, 1940),
Vol I, pp. VI-¥IIl. Encontra-se uma biografia de Peacock em Macfarlane, Ten Briish Muathemariciahs,
Cap. 1
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Advancement of Science {1831) e num certc sentido se uniu a Peacock para formar
o que se poaderia chamar vma “escola ingiesa” de matematica. De Morgan nascera na
India, seu pai tendo trabalhado para a East India Company, mas estudou no Trinity College,
graduando-se como quarto wrangfer. Néo conseguir um fugar em Cambridge ou
Oxford porqgue recusou submeter-se a0 exame religioso necessario, embora tivesse sido
educado como membro da Igreja da Inglaterra, na qual sua mae esperava que vigsse
a ser minmistro. Em consequéncia, De Morgan foi nomeado, aos vinte e dois anos, pro-
fessor de matematica na recém-fundada Universidade de Londres, mais tarde chamada
University College da Universidade de Londres, onde continuou a ensinar exceto du-
rante curtos periodos em gque se demitia por causa de restricdes da liberdade académica.
Sempre foi um defensor da tolerdncia religiosa e intelectual, & foi também autor e pro-
fessor de qualidade excepcional. Nasceu cego de um olho, & gque pode explicar algumas
de suas inocentes excentricidades, como o fato de ndo gostar da vida rural, sua recusa
de votar em qualguer eleicao, e nao se ter candidatado a membro da Rovyal Society. Amava
enrigmas e ditos de espirito, muitos dos quais estdo reunidos no seu conhecido Budget
of Paradoxes, uma encantadara sdtira aos quadradores de circulo editada apds sua morte
por sua wiuval?l

Peacock fol uma espécie de profeta no desenvolvimento da &lgebra abstrata, & De
Morgan estava para sle um tanto como Elisha estd para Elijah. Na A/getra de Peacock
entendia-se em geral que os simbolos representavam nameros ou grandezas, mas De
Morgan os conservava abstratos. Deixava sem significado nao s6 as letras gue usava
como também o0s simbolos de operacao; letras como A4, 8, C podiam indicar virtudes e
vicios e + e — podiam significar recompensas e castigos. De Morgan insistia em que
“com vma gnica exce¢do, nenhuma palavra ou stnal em algebra ou aritmética tem um
dtomo de significado em todo este capitulo, cujo assunto sdo simbolos e suas ieis de
combinagdo, dando uma &lgebra simbdlica que pode a partir dai tornar-se a gramdtica
de cem algebras diferentes significativas”. (A excecdc mencionada por De Morgan é
o simbolo de igualdade, pois ele pensava que em A =8 os simboios A e 8 '"devem ter
o mesmo significado resultante, guaisquer que sejam os passos para atingi-lo”.) Essa
iIdéia, expressa [ em 1830 em sua 7Trigonometry and Double Algebra, esta proxima da
percepcao moderna de que a matematica hida com fungdes proposicionais, £ ndo com
proposigdes; mas De Morgan parece nao ter percebido a natureza inteiramente arbi-
traria das regras e definigbes da algebra. Estava suficientemente préximo da filosofia
de Kant para acreditar que as leis fundamentais usuais da algebra deveriam aplicar-se
a qualguer sistema algébrico. Ele via gque indo da “algebra simples” do sistema numé-
rico real para a “algebra dupla” dos nlmeros complexos as regras de operacdo perma-
neciam as mesmas. E De Morgan acreditava que essas duas formas esgotam os tipos
de algebra possiveis & que ndo era possivel desenvolver uma aigebra tripla ou qudadrupla.
Nesse importante ponto Hamilton, outro homem de Trinity, mas desta vez Trinity College
de Dubiin, ndo de Cambridge, mostrou gque ele estava errado. (Outrc matematico de
Trinity, Dublin, foi George Salmon [1819-1904] que |& ensinava matematica e religido,
e foi autor de excelentes textos sobre cdnicas, digebra e geometria analitica.)

O pai de Hamilton, advogado, e sua mae, ao gue se diz ambos intelectualmente
bermn dotados, morreram quando ele era ainda mening: mas mesmo antes de ficar 6rfao
a instrucdo do jovem Hamilton fora determinada por um tio, que era lingldista. Jovem
extremamente precoce, William lia grego. hebraico e latim aos cinco anos; aos dez co-
nhecia meia dizia de linguas arientais. Um encontro com um calculista reldmpago poucos
anos depois estimulou o interesse ja forte de Hamilton pela matematica, assim como
a amizade com Wardsworth e Coleridge provavelmente encorajou-0 a continuar a pro-

BNJma extensa exposigdo sobre a vida € a obra de De Morgan esta incluida em Macfarlane, Fen
British Mathematicians, Cap. 2. Ver também Memoir of A. D. M. by his Wife Sophia Elizabeth Pe Margan,
with Seilections from His Letters {1882)
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duzir a ma poesia gue vinha escrevendo desde a meninice'*'. Hamilton entrou em Trinity
College, Dublin, e enquanto ainda estudante la. aos vinte & dois anos. far nomeado F{D*,fal
Astronomer da irlanda, Diretor do Qbservaidrio de Dunsink, e professor de asironomia.
No mesmo ano ele apresentou & Academia Irlandesa um artigo sobre sistemas de raios
em gue exprimia um de seus temas favoritos —que o espaco & 0 1empo estao indis-
soluvelmente ligados entre si”’. Num certo sentido pode-se tomar essa idéla COmMo pres-
sagio da teoria da relatividade, mas Hamilton tirou dela uma CoONclusao menus_frut_ifera:
assim como a geometria ¢ a ciéncia do espago somente, a algebra deve ser a ciéncia do
tempo puro. Talvez aqui Hamilton estivesse seguindo na algebra o exemplo de Newiton
gue, quando encontrava dificuldade para definir conceitos abstratos ng método dos
fluxos, sentia-se mais a vontade apelando para a nocao de tempo no UnIverso fisico.
Talvez estivesse simplesmente concluindo que, como a geometna ¢ a ciéncia do espaco,
e espaco e tempo sdo os dois aspectos da intuicao sensorial, a algebra devena ser a
ciéncia do tempo!®).

Pouco depois de apresentar sed primeiro artigo a predigdo feita por Hamilton de
refracdo cbnica em certos cristais foi experimentalmente confirmada por fisicos. Essa
verificacdo de uma teoria mateméatica garantiu sua reputacao, e aos trinta anos ele re-
cebeu um titulo de nobreza. Dois anos antes, em 1833, ete tinha apresentado um artigo
longo e significativo & Academia Irlandesa, em que introduziu uma algebra formal de
pares de nimeros complexos cujas regras de combinacdo sdo precisamente as que hoje
sdo dadas para numeros complexos. A importante regra para multipiicacac dos pares
g naturaimente

(3, b) (% f) = {ax —Bfi, aB + bx)

e ele interpretava esse produto como uma operacao envolvendo rotacdo *. Aqui vé-se
o conceito definitivo de niémero complexo como par ordenado de ndmeros reais, idéta
que estava indicada nas representacdes graficas de Wessel, Argand e Qauss, mas que
agora era explicitada pela primeira vez.

Hamilton percebia que seus pares ordenados podiam ser pensados como entidades
orientadas no plano, & naturalmente tentou estender a idéia a trés dimensces passando
do nomero complexo bindrio a + b/ as triplas ordenadas & + b/ ~ ¢/, A operagdo de adicao
niao oferecia dificuldade, mas durante dez anos ele lutou com a multiplicacao de r-uplas
para 1 maior que dois. Um dia em 1843, enquanto passeava com a esposa ao longo do
Royal Canal, teve uma inspiracdo: sua dificuldade desapareceria se usasse guadruplas
em vez de triplas e se abandonasse a lei comutativa para a multiplicacdo. Estava mais
ou menos claro j& que para quadruplas de nameros a + &/ + ¢of + dk se deveria tomar
i =42 = k% =_1; agora Hamilton viu que deveria tomar jf =k mas ji = -k, e semelhan-
temente jk =7 = —kj e ki - j = —k. No resto, as leis de operacido sdo as da algebra ordinana.

Assim como Lobachevsky criara uma nova geometria consistente em st mesma,
abandonando o postulado das paraleias, Hamilton criou uma nova algebra, também
consistente em si, abandonanda o postulado da comutatividade para a multiplicagao.
Parou em seu passeio € com uma faca recortou a férmula fundamental /* =% = k* = jik
numa pedra na Brougham Bridge; no mesmo dia, 16 de outubro, pediu licenca a Rovyal
Irish Academy para ler um artigo sobre guatérnions na sessdo seguinte. A descoberta
chave fora sibita, mas o descobridor vinha trabalhando para ela havia uns guinze anos.
Hamilton, muito naturalmente, sempte considerou a descoberta dos guatérnions como

B1E ymosicies sobee sua vida e obra se encontram em E. T Belll Men of Wartheates {1937, Cap. 19,
o Alevinder Mactarlane, Ten Britdt Mathemoricians, Cap. 3, Lo sevipra Matfiesrca, T 1944 T v
artigos dedicados i vida ¢ 4 obra de Hamilton. O estudo mans extensa ¢ ROP Craves, Latear 5 I farm
Rowan Hamilion (1882). Veja também C. Lanczos. “William Rowuan Hunultaon™. Amervican Scientis, 53
(1967), 129-143

BIE. T, Beil. AMen of Mathemares, po 3539

I*1Jma cxposicio sobre o artigo em gue Hamilton apresentou essa ideia € dada por €. C. MacDuftee
em “Algebra’s Debt to Hamiiton™ Sceripre Marlemarica, 10 (1944), 25-36
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geu mMaior sucesso; em retrospecto € claro que ndo era tanto esse particular tipo de ai-
gebra que efa significativo, mas antes a descoberta da tremenda fiberdade que tem a ma-
tematica de construir algebras que nac precisam satistazer as restricOes impostas pelas
ditas “leis fundamentais’, que até enido, com o apoio do vago principio da permanéncia
de forma, tinham sido invocadas sem exce¢ado. Durante os 0ltimos vinte anos de sua
vida Hamiiton dispendeu suas energias com sua dlgebra favorita, a qual ele se inclinava
5 atribuir significado cosmico, & que alguns matematicos ingleses consideravam uma
aspécie de arithmetica universalls em sentigo leibmziano. Suas Lectures on Quaternions
apareceram em 1853, e depois disso ele se dedicou a preparacao da obra ampliada,
Elaments of Quaternions. Essa ndo estava de todo terminada quando ele morreu em 1865,
mas foi editada e publicada por seu filhe no ano seguinte. A tragédia de uma esposa
semi-invalida tinha ensombrecide seus Olimos anos, € uma ocasional 1ntemperanca
alcotlica levava alguns engracados a dizer que ele poderia ser de fato um mestre do
tempe puro, mas nidco do tempo sublunar. No entanto é uma satisfagio para os norte-
americanos lembrar que nesses infelizes anos de guerra civil a recém-fundada National
Academy of Sciences nomecu Sir Willlam Rowan Hamilton seu primeirg associado es-
trangeiro.

Em 1844, o ano seguinte a descoberta da multiphcacdo quaternmioniana por Hamilton,
idéias um tanto semelhantes foram publicadas na Alemanha por Grassmann em seu
tratado Die fineale Ausdehnungsiehre, em neuer Zweig der Mathematik (A teoria da
extensdo linear., um nove ramo da matematica). Este & um calculo wvetorial muito geral,
em um nomero quaiguer de dimensdes, e aqui tambéem encontramos o desenvolvimento
da idéia de multiplicacdo ndo-comutativa. Na verdade no sisterma de Grassmann a mul-
tiplicacdo nda é necessariamente associativa. B interessante notar gue Grassmann, como
Hamilton, era um linguista, sendo especialista em literatura sanscrta. Ao contrarip de
Hamilton, porém, nunca ocupou cargo proeminente, mas ensinou em escolas secundarias.
Além disso, demorou para que o significado de seu Ausdehrnungsiehre fosse percebido,
pois o livio era nap s6 pouco convencional como dificil de ler. Uma razao era gue
Grassmann, como Desargues antes dele, usava uma terminologia muito inusitada, porém
mais fundamental era a novidade e extrema generalidade das idéias do autor quanto a
extansido. Mesma Gauss, gue exprimiu aprovacao a cbra de Grassmann, parece ter achado
excessiva a abstracdo filostfica' 'l

Grassmann reescreveu seu Ausdehnungsfehre em uma sequnda edigcdo em 1862,
e entao sua influéncia comegou a fazer-se sentir mais fortemente. Em particutar, resultou
no desenvolvimento na América do Norte, pnimerramente gracas aos esforcos de um
fisico da Universidade de Yale, Josiah Welleard Gibbs {1839-1903), da &lgebra mais
limitada dos vetores no espaco tridimensional. A algebra dos vetores & novamente uma
dlgebra mulltipla em que ndo vale a lei comutativa para a muitiplicagio.

Na verdade em 1867 Hankel provou que a algebra dos nlimeros complexos & como
De Morgan suspeitara, a dlgebra mais geral que & possivel sob as leis fundamentais da
aritmética'?.. A Vector Anafysis de Gibbs aparecey em 1881 e novamente em 1884, e
gle publicou outros artigos durante essa década. Essas obras provocaram uma animada
& nao muito polida controvérsia com os proponentes dos quatérnions sobrea 0s méentos
retativos das duas algebras. Em 1895 um colega de Gikbbs em Yale organizou uma Asso-
ciagdo Internacional para Promover o Estudo dos Quatérnions e Sistemas Relacionados
da Matematica, cujo primeiro presidente era um fervorose adepto dos quatérnions. Nao
demorou muito para que sistemas relacionados, como vetores e sua generalizacao, ten-

UIE. 1. Bell, The Developmem of Mathemarics (1940}, p. 183, Nao hd exposigio adequada em mglés
sobre Grassmann € suad obra, mas um extrale em radugio inglesa de dwusdebnangsiclee esth incluldo em
Source Book in Mathematics, editado por D. E. Smith (1929}, pp. 684-685

"Weja Kenneth O, May, “The Impossibility af a Division Algebra of Vectors in Three Dhimensional
Space”. Amcrican Marthemutioal Monthlv. 73 11966), 28Y-29]
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sores, durante algum tempo eclipsassem os quatérnions!®, mas hoje efes tém um fugar
garantido na algebra, bem como na teoria quéntica. Ainda mais, embora o nome de
Hamilton seja raramente ligado a vetores, pois as notagdes de Gibbs vinham principal-
mente de Grassmann, a verdade & fque as propriedades principais dos vetores tinham
sido estabelecidas durante a ionga investigacdo que Hamilton fez das dlgebras multiplas.

Pelos meados do século dezenove os mateméticos alemaes estavam de cabega €
ombros acima dos de putras nacionalidades no que se referia a analise e 4 geometna, com
as universidades de Berlim e Gottingen na lideranga e com a publicacao centrada no Journal
de Crelle. A Algebra, por outre lado, foi durante algum tempo quase um monopélio bri-
tinico, com Trinity College, Cambridge, a frente e o Cambridge Mathematical Journal
como principal veicuio de publicagdo. Peacock e De Morgan eram ambos de Trimity,
como também Cayley, que contribuiu fortemente tanto para a algebra quanto para a
geometria, € qus se graduara caoma senior wrangler. Mencionamos a obra de Cayley
em geometria analitica, especialmente quanto ao uso de determinantes; mas Cayley
foi também um dos primeiros a estudar matrizes, outro exempio da preocupagao bri-
tdnica com forma e estrutura em dalgebra. Essa obra proveio de uma memoria de 1858
sobre a teoria das transformacdes. Se, por exemplo, aplicamos apds a transformacao

. (X" =ax + by,
1 *'ll-r' — Cx’ -.|— d};'
Uuma outra transformacao
x'=Ax + By,
rz.f Y

|y = Ox' + Dy,

o resultado {que aparecera j& antes, por exemplo nas Disquisitiones arithmeticae de
Gauss em 1801) é equivalente a transformacao composta

o )T (Aa + Be)x + (Ab + Bd}y,
"y = (Ca + Deyx + {Cb + Ddy.

Se, de outro lado, invertemos a ordem de 7, e 7,, de modo que 7, e & transformacao

x = Ax + By,
7? =Cx + Dy,
e T, & a transformacao
X = ax' + by,
%._F" =cx' + dy,

entdo essas duas apiicadas sucessivamente equivalem 3 transformacao dnica

rr Jx“ = {ad + bC)x + (a8 + b}y,
Ay = (cA + dCYx + (cB + dD)y.

A troca da ordem das transformacdes em geral preduz um resultado diferente. Expresso
na iinguagem das matrizes,
(a b) (A B): (“3A+£:-C aE+bD‘)‘
e o) O D cA + dC ¢B + b
(’A B) | (a b) _ (Aa + B¢ Ab + Bd‘}_
c Dy Ve d Ca + D¢ Ch + Dd .

mas

*1Um livro sobre a historia da anélise vetorial, por Michael J. Crowe, for publicado pela University
of Notre Dame Press, em 1967 Crowe esti lambém preparando uma tradugio da Awsdefimungsiehre de
Grassmann. Ha uma introdugio histérica em P. H. Moon ¢ D E. Spencer. Feciors (Princeton, N. 1., 1963}
Veja também G. J. Pawlikowski,"The Men Responsible for the Development of Yectors™, The Mathematics

Teacher, B0 (1967), 391-396
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Como duas matrizes sdo iguais se & somente se todos os elementos correspondentes
sfo iguas, & claro que mais uma vez estamos diante de um exemplo de multiplicacag
nao comuatativa.

A detinicao da muitiphcacdo de matrizes é a indicada acima, e a soma de duas ma-
trizes (de wmuas dimensoes) & definida come a matriz obtida soemando os elementos Cor-
respondentes das matrizes, Assim

SO R A K (A
e o) < D c+ g+ 0,

A multiplicagcdo de uma matriz por um escalar X é definida pela equacao
‘a b Ka KX
O A R i
A Ko  Kd.

‘10
(0 1)

A matriz

que € usualmente denotada por /, deixa toda matriz quadrada de segunda ordem inva-
riante por muitiplicacdo; por isso & chamada a matriz identidade para multiphcacdo A
(nica matriz que deixa outra matriz invariante por adicdc é evidentemente a matriz zaro

0 0"
(-.ND 0 )

que & portanto a matriz identidade para a adicdo. Com essas definigdes podemos pensar
nas operacoes sobre as matnzes como nas de uma “Algebra’, passo ague foi daco nor
Cayley e pelos matematicos americanos Benjamin Peirce (1809-1880) e seu filho
Charles §. Peirce {1838-1914). Os Peirces desempenharam na América algo do papsl
que Hamilton, Grassmann e Cayley tinham tide na Europa. O estudo da algebra de ma-
trizes e outras digebras ndo comutativas foi em toda parte um dos principais fatores no

desenvolvimento de uma visdo cada vez mais abstrata da algebrai'™ especialmente no
século vinte.

Logo depois de graduar-se em Trinity, Cayley dedicou-se ao direite durante {ua-
torze anos; isso quase nao interferiv com sua pesquisa matemética, e ele publicou vérias
centenas de artigos durante esses anos. Muitos dos artigos foram sobre a teoria dos in-
variantes algébricos, campo em gue ele & seu amigo James Joseph Sylvester eram proemi-
nentes. Cayley e Sylvester faziam um contraste total, o primeiro sendo de boa indole e
temperamento, o segundo irrequieto e impaciente. Ambos se gradvuaram em Cambridge
— Cayley em Trinity, Sylvester em St John — mas Sylvester nio podia obter um grau
por ser Judeu. Durante trés anos depois de 1838 Sylvester ensinara no University College,
em Londres, onde era colega de seu antige professor, De Morgan; depois disso ele aceitgu
um posto de professor na University of Virginia. Problemas de discipling perturbaram
tanto ¢ temperamental matematico que ele partiu precipitadamente, depois de trés meses
apenas. Ao voltar a Inglaterra passou quase dez anos ocupando-se de negécios e depois
voltou-se para o estudo de direito, em conexic com o que, em 1850, ele encontroy
Cavley pela primeira vez. A partir dai os dois tornaram-se amigos & matematicos, e final-
mente ambos abandonaram as leis. Em 1854 Sylvester aceitou um posto na Royal Military
Academy em Woolwich, e em 1863 Cayley aceitou o poste de “'sadferian professogr”
em Cambridge. Em 1876 Sylvester fez mais uma tentativa de ensinar na América do Norte,
dessa vez na recém-fundada Johns Hopking University, onde permaneceu gquase até
0s setenta anos, quando entao aceltou um posto de professor na Universidade de Osxford,

"Veja, por exemplo, Nicolas Bourbaki, Eféments & hisioire des mathémarigues (1960), pp. 120-128
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Em 1881, guando Sylvester estava ainda na Johns Hopkins, Cayley aceitou um conwvite
para fazer la uma série de conferdncias sobre funcdes abelianas e fungoes teta. Embara
os artigos de Cayley, guase tao numerocsas guanto os de Euler ou de Cauc}h_y, tratem
predominantemente de algebra e geometria, ele também contribuu para a analise e seu
(nico livro, publicado em 1878, & um Treatise on Eliiptic Functions'11,

Os interesses de Cayley se dispersavam, mas a lealdade de Sylvester & algebra era
firme, e & justo gue seu nome esteja ligado ao que se chama o método dialilticq dEf
Sylvester para eliminar uma incognita entre duas equacdes polinomiais. D artificio .e
simples e consiste em multiplicar uma ou ambas as eguacdes pela incognita a"ser E|.I=
minada, repetindo o processo Se recessario até que o namerg iotal de eguagoes sgla
uma unidade maior que o numero de poténcias da incognita. Dessa calecao de n + 1
equaches pode-se entdo eliminar todas as n poténcias, pensando em cada poténcia como
uma incognita diferente. Assim, para eliminar x do par de equagoes xPtax+h=0e
¥ +ox? +dx - e =0 multiplica-se a primeira por x e depois multiplica-se a equacao
resuitante, e também a segunda eguacdo acima, por x. Entdg, pensando em cada uma
das quatrg poténcias de x como numa incagnita diferente, o determinants

o O 1 a b
O 1 a & 0
1T a b 0O 0O
0 1 ¢ o e
1 ¢ d e QU

chamado o resultante no método de Sylvester, quando igualade a zero, di o resultado
da eliminacao.

Mais importante que sua obra sobre eliminacao tor & colaboracao de Sylvester com
Cayley no desenvolvimento da teoria das “formas’ (ou "guanticas’. como Cayiey pre-
feria chamé-las), através da qual os dois vieram a ser chamados os 'gemaos invariantes’’,
Entre 1854 e 1878 Sylvester publicou quase uma ddzia de artigos sobre fr::_rmaE—p:::r
lindmios homogéneos em duas ou mals variaveis —e seus invariantes''? . Os casos
mais importantes na geometria analitica e na fisica sao as formas quadréziclas em dLJF:IE:
e trés varidveis, pois, guando igualadas a uma constante representam conicas e qua-
dricas. Em particular a forma Ax* + 2Bxy + Cy?, quando igualada a uma constante nao
nula, representa uma elipse (real ou imaginaria), uma parabala ou uma hipérbole, con-
forme 8% — AC seja menor que, igual @ ou maior gue zero. Além disso, se a forma e trans-
formada por rotacdo de eixos em torno da origem na nova forma Ax* t 28'xy + Cy’,
entdo (B12-AC - B*—AC —isto & a expressio 8% AC, chamada a caracteristica
da forma, @ um invariante sob uma tal transformacao. A expressan 4 + O & outro Inva-
riante. Outros invariantes importantes associados com a forma séo as raizes £ e 4, da

equacdop caractenstica

A —k 8
o = [} oL = 0L

Ak
B C—k|

B C—k |

As raizes, de fato, sio os coeficientes de x? e y* na forma candnica kx% - k,y?aque
a forma, se ndo for de tipo parabdlico, pode ser reduzida por uma rotacac dos eixos. O
efervescente Sylvester se gabava de ter descoberto e desenvolvido a reducdo de formas

N USeus Codic rod Mathemarioad Papers (1889-1898) formam quatorze volumes grandes

[12gymirios hreves de alguns artigos de Cayley sobre qufinticas ¢ outros topicos estdo nctuidos em
Ganesh Prasad. Sowme Grear Mathematicians of the Nineteenth Century (1933-1934), i1, 1-33, Veja tambem
R. W. Feldmann. “History of Elementary Matrix Theory™, The Mathemarics Teacher, 35 (1962), 482-484.
589-590, 657-65%
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James Joseph Sylvester

Dinarias & forma canénica de uma assentada, "com wLnia garrafa de vinho do Porto nara
sustentar as energras naturais debilitadas™ '

Se designarmos por M a matnz dos coeficientes da forma e por / a matriz identidade
de ordem .df:rlrs, a4 equacao caracteristica pode ser escrita como M — &/
harr:as verticals representam o determinante da matriz. Uma das propriedades imporiantes
da digebia de matrizes & Que uma matriz A7 satisfaz 4 sua equacao caractoristica. resul-
tado dado em 1858 e conhecido como teorema de Hamiltnn—Cayley. Diz se é:n; VBZEes
que a algebra de matrizes de Cavley deriva da dlgebra de quatérnions de Hamvrt{;ﬂ mas
Cayley em 1894 negou especificaments tal ligacdo. Ele admirava a tecria dos quatérr:uiﬂn;
Mas afirmava gue seuv desenvolvimento das matrizes se originava ;
como mode conveniente de exprimir uma transformacao' '

0. onde as

dos determinantes,

| Enqu.anm que o3 matematicos de Trinity, Hamilton e Cayley {um de Dublin, outro

de '.:Zamhndgei._ gstavam desenvolvendo dois novos tipos de algebra, uma terceira forma

€ algebra, radicalmente diferente ostava sendo inventada por um inglés praticamente
rLaj k N J N - ) By

Bell. Men nf Mathemarios, p. 3198 No Cap. 21 ha uma bou exposicio geral das vidas de Sylvester

€ Cay[lj:‘:_:,f. 1Em Macfarlane, Ten British Marhematicians, hi um capitile teiro sobre cada um
'E. T. Bell, Developmenr of Mathemricn, pp. 188-189

':..:' :‘;.'”TI":irTh“H [ IR o I R A"



autodidata, George Booie. Nascido de familia modesta em Lincoln, Inglaterra, Booie
tinha 58 instrucdo escelar comum; mas aprendeu grego e latim por si, acreditando que
esse conhecimento o ajudaria a melhorar sua condicao. Durante seus primeiros anos
como professor de escola elementar, Boole percebeu que precisava aprender mais ma-
temética, e comecou a estudar as obras de Laplace & Lagrange, além de mais linguas
estrangeiras. Tornando-se amigo de De Morgan, interessou-se também vivamente por
uma controvérsia sobre 16gica que o fildosofo escocés Sir Willtam Hamilton (1788-1858),
que nao deve ser confundido com o matemético irlandé&s Sir William Rowan Hamulton
(1805-1866), tinha iniciado com De Morgan (O Sav William escocés era um baronete
que herdara seu titulo, o Sir William irlandés era um knight que ganhara seu titule.) O
resultado fot que Boole em 1847 publicouw uma obra curta chamada The Mathematical
Analysis of Logic, um pequeno livro que De Morgan viu estar destinado a marcar énoca.

A historia da logica pede ser dividida, com simplificacao ligeiramente excessiva,
em trés estagios: (1) logica grega (2) ldgica escolastica, ¢ (3) idgica matematica '’
No primeiro estdgio, as foérmulas lbgicas consistiam de palavras da linguagem ordinaria,
sujeitas 4s regras sintaticas usuais. No sequndo estagio, a logica era tirada da linguagem
ordindria mas caracterizada por regras sintdticas diferenciadas e funcdes semanticas
gspecializadas. No terceiro estagio, a logica ficou marcada peilo vso de uma linguagem
artificial em que palavras e sinais t&m funcoes semdnticas muito limitadas. Ao passo gue
nos dois pnimeiros estagios teoremas logicos eram derivados da linguagem ordinéria,
a logica do terceiro estagio procede de maneira oposta — primeiro ela constrdl um sis-
tema puramente formal, e s0 depois procura uma interpretacdo na fala comum. Embora
Leibniz sgja as vezes considerado um precursor desse Ultimo ponto de vista, sua data
de florescimento € na verdade o ano em que apareceu o primeiro liviro de Boole, bem
como a Formal Logre de De Maorgan. A obra de Boole, em narticular, insistia em que a
l6gica deve ser associada & matematica, ndo & metafisica. como argilia o escocés Sir
Wilham Hamilton.

Mais importante até que sua ldgica matematica era a concepgdo que Boole tinha
da propria mateméatica, Na Introducdo a sua Andfise Matemética da [ dgica o autor faz
objecoes a concepcda entdao corrente da matematica como ciéncia da grandeza e do
namero {(definicdo ainda adotada em atguns dicionarios inferiores). Defendendo uma
vISA0 mais ampila, Bocole escrevia:

Poderiamos com justica tomar como caracteristica definitiva de um verdadeire Calculo, que
¢ um metodo que se apoia no uso de Simbolos, cujas leis de combinacao sdo conhecidas e gerais. e
cujos resultados admitem uma interpretacido consistente ... E com base nesse principio geral gue
au pretendo estabelecer o Caleulo da Logica, & gue reivindico para ele um lugar entre as formas re-

conhecidas da Andlise Matematicall®

A Algebra de Peacock de 1830 tinha sugerido que os simboios para objetos na algebra
nap precisam indicar nameros, & De Morgan arglia que as interpretacdes dos simbolos
para operacoes eram também arbitrarias: Boole levou o formalismo a8 sua conclusao.
A matematica ja nao estava limitada a questdes de nomero e grandeza continua. Aqui
pela primeira vez estad claramente expressa a idéia de que a caracteristica essencial da
matematica & nao tanto seu contelldo quanto sua forma. Se qualquer tdépico & apresentado
de tal modo que consiste de simbolos e regras precisas de operacio sobre esses simbolos,
sujeltas apenas a exigéncia de consisténcia interna, tal tépico & parte da matematica.
Embora a Mathematical Analysis of Logic ndo conseguisse grande fama, foi provavel-
mente por causa dessa obra que Boole deis anos depois foi nomeado professor de ma-
tematica ne recéem-fundado Queens College, em Cork.

""*Veja 1. M. Bochenski, Formale Logik (Amsterdam: North Holland. 1956 traducdo para o inglés,
961}

"1George Roole. The Mathematical Analysis of Logic (1847} pp. 3-4. Ha uma reimpressio dessa
obra - New York: Philosophical Library, 1948
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Um grande matematico e fildsofo do século vinte, Bertrand Russell, afirmou que a
maior descoberta do sécule dezenove foi a natureza da matematica pura. Acrescents a
es5a assercao as palavras, 'A matematica pura foi descoberta por Boole numa obr gue
ele chamou As Leis do Pensamento.” Nessa assercdo Russell se refere & obra mais co-
nhecida de Boole, publicada em 1854. Para ser mais preciso seria melhor citar o livio
anterior, de 1847, em que as mesmas idélas tinham side apresentadas.

A lnvestigation of the Laws of Thought de 1854 de Boole & um classico na historia
da matematica, pois ampliou e esclareceu as idéias apresentadas em 1847 estabele-
cendo ao mesmo tempo a logica formal e uma nova &lgebra, chamada Algebra de Boole,
ou algebra dos conjuntos, ou dlgebra da logica. Boole usou as letras x, y, z, ... para re-
presentar subconjuntos de coisas — nimeros, pontos, idéias, ou outras entidades —
escolhidas de um conjunto universal ou universo de discurso, cuja totalidade ele desig-
nava pelo simbeolo ou “"nimero” 1. Por exemple, se o simbolo 1 representa todos o0s
europeus, x poderia representar todos 0s europeus que sdo cidadaos franceses, Y po-
deria representar todos os homens europeus de mais de vinte e um anos, e z todos Os
guropeus cuja altura estd entre 1.50m e 1,80 m. O simbolo ou nimero 0 Boole tomou
para indicar 0 conjunto vazio, que naoc contém nenhum elementc do comunto universal
—- 0 que agora se chama conjunto nulo. O sinal + entre duas letras ou simboips, como
x +y ele tomou como sendo a unido dos subconjuntos x e ¥ —isto &, o conjunto far-
mado de todos os elementos em x ou y (ou ambos). O sinal de multiphcacao = represen-
tava a interseccdo de conjuntos, de modo que x x y significa os elementos ou objetos que
estao no subconjunto x e também no subconjunto y. No exemplo acima x — y consiste de
todos 0s europeus que sdo cidaddos franceses ou sfo homens de mais de vinte & um anos,
ou ambos; x * y (escrito também como x y ou simplesmente xy) & o conjunto de todos os
cidadaos franceses que sdo homens de mais de vinte e um anos. (Boole, ac contririo de
De Morgan, usava unido exciusiva, nao admitindo elementos comuns em x e v, mas a algebra
booleana moderna, mais convenientemente, toma + come sendo a unido inclusiva de con-
juntos que podem ter elementos comuns.} O sinal = representa a relacdo de identidade. E
claro que as cinco leis fundamentais da dlgebra valem para essa dlgebra booleana, pois
xty =yt xy=yx, xt{y+z)=(x+y)+z x(vz) =(xy)z e x(y +2) =xy +x2. No
entanto, nem todas as regras da algebra ordinaria continuam validas. Por exempio, 1 +1 = 1
e ¥ x = x. (A segunda dessas aparece na obra de Boole. mas ndo a primeira, ja que ele
Usava unido exclusiva.) A equacgdo x*? = x tem somente duas raizes, na dlgebra ordinaria,
x =0 e x =1, quando escrita na forma x(1 —x) =0 ela sugere que 1 —x deve designar
o complemento do subconjunto x —isto é todos os elementos do conjunto universal
que nac estac no subconjunto x. Embora seja verdade na algebra booleana que x* = x
ou x{1—x%) =0 ou x{(1—x}(1+ x} =0, a solucio na algebra ordinaria difere da da
dlgebra booleana em que ndo hd nimeros negativos. A algebra de Boole difere da dlgebra
ordinaria tambeém pelo fato de zx = zy (onde z ndo € o conjunto nulo) ndoc implicar x = y;
nem & necessariamente verdade que se xy =0, entdo x ou vy deve ser O.

Boote mostrou que sua élgebra fornecia um algoritmo simpies para raciocinios
silogisticos. A equacao xy = x, por exemplo, diz muito claramente que todos os x5 $30 ¥s.
Se tambeém & dado que todos os ys séo zs, entdo yz = y. Substituindo na primeira equacio
o valor de y dado na segunda o resultade € x(yz) = x. Usando a lei associativa da mul-
tiplicagdo, a dltima equagdo pode ser escrita come (xy)z = x, e substituindo Xy por x
temos xz = x, que & simplesmente a maneira simbhdlica de dizer que todos os xs sdo zs.

A Mathematical Analysis of Logic (1847) e, a fortiori, The Laws of Thought {1854)
contém muito mais sobre a algebra de conjuntos do que indicamos. Em particular, a se-
gunda obra inclui aplicagbes a probabilidades. Hoje a 4lgebra booleana é largamente
usada nac s6 por mateméaticos puros mas também por outros que a aplicam a problemas
de seguros e de teoria da informacdo. As notacdes mudaram um pouco desde os dias
de Boole, de modo que a unido e a intersec¢do sdo geralmente denotadas por u &
em vez de + e %, e 0 simbolo para o conjunio vazio & ¢ em vez de O; mas as principios
fundamentais sdc os estabelecidos por Boole hd mais de um século.

L) sucgimento da algebira abstrata 419
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Ha um aspecto da obra de Boole que ndo se relaciona de perto com seus tratados
sobre logica e teoria dos conjuntes, mas que é familiar a todo estudante de eguagoes
diferenciais. € o algoritmo dos operadores diferenciais, que ele introduziu para facilitar
o tratamento das equacdes diferenciais lineares. Se, por exemplo, queremos resoiver a
equacaa diferencial ay”’ + by + ey = 0, a equacho é escrita na notagdo (a0 + hD t ¢}y = 0.
Entdo, considerando O como uma incognita, em vez de operador, resolvemos a equacao
quadrética algébrica aD? + b2 + ¢ = 0. Se as raizes da equacdo algébrica séo p e g,
entdo e®* e e%" sao solucdes da equagdo diferencial e 4e”* + Bed* ¢ a solugao geral da
equacio diferencial. HA muitas outras situacdes em que Boole, em seu 7ratado sobre
Fguagoes Diferencrais de 1859 assinalou analogias entre as propriedades do operador
diferencial {e sau inverso) e as regras da 4lgebra. Os matematicos ingieses da segunda
metade do século dezenove estavam novamente voltando a liderar na analise aigaritmica,
campo em que cinguenta anos antes estavam muito deficientes.

Boole morrey em 1864, s& dez anos depois de publicar suas Laws of Thought, mas
o reconhecimento, inclusive um grau honorario da Universidade de Dubltn, tinha-lhe
vindo antes de sua morte!'’ E curioso notar que Cantor, gue como Boole foi um daos
principais abridores de trilhas novas do século, fol um dos poucos a nao aceitar a obra
de Boaole.

Entre 0s que continuaram a obra de Boole apds sua morte estavam De Morgan e
Benjamin Peirce. Esses descobriram independentemente a ¢hamada lei de dualidade de
De Morgan — para toda proposicdo envolvende adigdo e multiplicacao logicas, existe
uma proposicdo correspondente em que as palavras adicdo e multiplicacdo sao per-
mutadas. Em particular temas a chamada formula de De Margan: Se x e y sac subcon-
juntos de vm conjunte &, entdo o complementar da unido de x e ¥ & a Interseccao dos
complementares de x e ¥, e 0 complementar da interseccao de x e y € a reuniac dos com-
plementares de x e y.

Benjamin Peirce esteve ligado a Harvard College por mais de cinglenta anos, pri-
meiro como estudante, depois como professar. Sua obra principal foi seu artigo sobre
Algebra finear associativa. hido para a American Association for the Advancement of
Science em 1864, mas publicado somente em 1881 no American Journal of Mathematics.
As Algebras lineares associativas incluem a algebra ordingria, a analise vetorial e os qua-
tarNionNs COMmMo ¢asos aspeciais, mas nado estdo restritas as unidades { ¢ /, & Peirce cons-
truiu tabelas de multipiicacdo para 162 algebras, o gque estava bem longe da idéia que
prevalecia no comego do século, de que existia somente uma algebral C. 5. Peirce con-
tinuou a obra de seu pai nessa direcdo mostrando que de todas essas algebras somente
trés tém divisdo univocamente definida: a algebra ordinaria real, a algebra cgos numeros
complaxos, e a algebra dos quatérnions. Foi em conexaoc com sua obra sobre algebra
linear associativa que Benjamin Peirce em 1870 deu a definicdo bem conhecida "A ma-
tematica & a cidngca que tira conclusdes necessarias’. Seu filho concordava plenamente
com essa wdéia, devido & influéncia de Boole, mas frisava gque a matematica e a 1dgica
ndo sao a mesma coisa. A matematica é puramente hipotética: 56 produz proposicdes
condicionais. A idgica, ao contrario, é categdrica em suas asser¢fes’”'%l Essa distingao
seria discutida pelo mundo matematice durante a primeira metade do seculo wvinte.

I17INdo ha biografia completa de Boole. Para mais detalhes ver Macfarlanc, Ten Briish Mathema-
ricians, pp. 50-63. Bell, Men of Mathemuatics, Cap. 23, ou artigo a aparecer sobre Boole de T. A, A, Broadbent
em fictionary of Scientific Biography (a ser publicado por Charles Scribner’s Sons. New York) Uma ex-
posigio bem feita da algebra de Boole esta incluida também em Herbert Meschkowski, Burvy of Thoughi
of Grear Matheowaiicinns (1964), pp. 74-83 Veja também o artigo sobie “Lomie, History o7 na Brevelapedia
of Phifosophy, ed. pur Paul Edwards (8 volumes, New York: Macmillan, 19073 1V, 513571

[L$1Para excertos curtos da obra tanto de Benjamin como de C. 8. Peirce, veja The Treasury of Ma-
thematics, editado por Henrietta O. Midonick (1965), pp. 610-642. Ct. Stidies in the Philosopiy nf Charles
Sanders Peirce (2.* série, Amherst, Mass.: Uiniversity of Massachysells Press, 1964)
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Charles Sanders Peirce

Na Inglaterra idéias um tanto semelhantes eram apresentadas por William Kingdon
Clifford {1845-1878), outro greduado de Trinity, cuja obra brilhante, como a de um
graduado de Trinity mais antigo, Roger Cotes, foi bruscamente cortada por morte pra-
Matura aos trinta e quatro anos. Clifford era extracrdindrio em muitos aspectos. Par
egemplﬂ, €ra um ginasta capaz de se suspender na barra com qualguer das méaos —
feito incomum para qualquer pessoa, e especialmente para um matematico. Além disso,
teve prémios de declamacio, algo quase nunca visto em alguém que se graduou como
EEQ_undu wrangler. Também, como o matematico de Oxford C. L Dogson (1832-1898),
I'nrars conhecido como Lewis Carroll, autor de Alice no Pais das Maravilhas, ele compos
Little Peaple, colecdo de histérias infantis. Em 1870 Clifford escreveu um artigo "On
the Space-Theory of Matter” em que apoiou fortemente a geometria nao-euclidiana
de Lobachevsky e Riemann''") Na dlgebra Clifford também apoiou as idéias novas, e

l:lmmija Bell, Men of Marhemarics, pp. 503-504. ¢ D. 1. Struik. € oncise Historv of M athermaiior 11967)
np. -173 o )

) surgienento da dlgebra abwiradn 431
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sed nome estad perpetuado nas algebras de Clifford, de que octdnions ou biquatérnions
$a0 casos particulares. Essas &lgebras ndo comutativas faram usadas por Clifford para

estudar movimentos em espacos nac-euclidiangs, dos quais certas vanedades sao cha-
madas espacos de Clifford e Kleint*™. Como a progressista matematica inglesa da segunda
metade do século dezenove diferia do medipcrizante conservadorismo do comego do

século!
A multiplicidade de algebras inventadas no século dezenove poderia ter dado 3

matematica uma tendéncia centrifuga se ndo tivessem sido desenvolvidos certos con-
ceitos estruturais. Um dos mais y/mportantes desses foi a noclo de grupo, cujo papel uni-
ficador na geometria ja fol indicado. Na algebra o conceito de grupe for sem dawida a
forca mais importante para a coesdo, e foi um fator essencial no surgimento das idéias
abstratas. Nao houve uma pessoa responsavel pelo surgimento da idéia de grupo, mas
a figura que mais se sobressal nesse contexto foi 0 hemem que deu ¢ nome a esse con-
ceito, o jovem Evariste Galois, morto tragicamente antes de completar vinte e um anos.

Galois nasceu nas proximidades de Paris, na aldeia de Bourg-la-Reine, onde seu
pai era prefeito. Seus pais, bastante cultos, ndo tinham mostrado particular aptidaa pela
matemdatica, porém deles ¢ jovem Galois adquiriu seu ddio implacave! pela tirania. Quando
entrou na escola aos doze anos mostrou pouco interesse pele latim, grego ou élgebra,
mas ficou fascinado pela Geometria de Legendre. Mais tarde ele leu e compreendeu
obras de algebra e analise de mestres como Lagrange e Abel, mas seus trabalhos esco-
lares de rotina permaneciam mediocres e seus professores o consideravam excémtrico.
Aos dezesseis anos Galois sabia o que seus professores ndo tinham percebido — que
ara um genio matematico. Esperava, por 1550, entrar na escola gue tinha produzido tantos
matematicos célebres, a Ecole Polytechnique, mas foi recusadoc devide a sua falta de
preparo sistematico. Fol o prnimeira fracasso amargo. Measmo gssim, aos dezessete anos
Galois expds suas descobertas fundamentais num artigo, que ele pediu a Cauchy que
apresentasse a Académie. Cauchy ndo se limitou a esquecer ¢ artigo, como fizera com
um dos artigos importantes de Abel, ele perdeu o artigo! Agora Galois odiava nao so
0s examinadores como também os académicos. Um fracasso na sua segunda tentativa
de entrar na Polytechnigue aumentou sua amargura;, mas o chogque mais pesado ainda
estava para vit. Atacado por causa de intrigas cierncais, seu pai sentiu-se perseqguido e
suicidou-se,

Apesar dos golpes que sofrera Galois entrou na Ecole Normale a fim de preparar-se
para ensinar; também continucu sua pesquisa, e em 1830 submeteur uma memdria num
concurso para o prémio de matematica da Académie. Fourier, 0 secretario da Académis,
levou o artigo para casa, morred logo depois, e o artigo se perdeu. Enfrentando de todos
os lados tirania e frustacdes, Galois aderiu a8 causa da revolugdo de 1830, Uma carta
candente criticando a indecisdo do diretor da Ecole Normale resultou na expulsio de
Galois; mas mais uma vez ele tentou submeter um artigo & Académie, dessa vee atraves
de Poisson. Q artige continha resultados importantes que agora sac parte do que se
chama teoria de Galois; mas Poisson, o assessor, devolveu-o com a observacao de que
era incompreensivel”’. Compiletamente desiludide, Galois entrou para a Guarda Nacional.
Em 1821, numa reunido de republicanos, propds um brinde que foi interpretado como
ameaca a vida de Louis Philippe, e foi preso. Embora solto lego, foi prese de novo poucos
meses depois e condenade a seis meses de prisap. Pouco depois envolveu-se com uma
mulher e por causa dela, em nome de um cbddigo de "honra”, nao pode evitar um duelo.
Numa carta para amigos ele escreved, "Fui desafiadc por dois patriotas — era impos-
sivel recusar’. Na noite anterior ao duelo, com pressentimentos de morte, Gaiois passou
as horas rascunhando, numa carta 4 um amigo, notas para a posteridade sobre suas des-

129U ma exposicdo sobre a vida de Clifford se encontra em Macfarlane Ten Brirish Mathematicians.

pp- 78-91, mas os julgamentos ab expressos sobre a obra de Clhifford ndo sao bem fundamentados. Veja

tambem Clifford. Marhemeatival Papers (Londres, 1882}
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Enhertas'z”: Pediu que a carta fosse publicada (0 que foi feito no mesmo ano) na R
Encycfapedrqtfe. & expHmiu & esperanga de que Jacobi e Gauss pudessem dar ; ;VUE
ment.e Sua opiniao sobre a importancia dos teoremas. Na manhi de 30 de maio 3“ 1IBGH'
Gafnls e!u:nntrnu seu adversdrio num duelo com pistolas. Recebeu um tiro nn:inteas?
EE;: Tﬂflcnu {.;afdu no lggar até que _urn campunés que passava ¢ levou a um hospital
Orreu oe peritonite na manha seguinte. A say funeral compareceram miihares
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13 Galois confiara ao destinatario de sua ultima carta alguns manuscritos para a Aca-
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achara s refa di icll, pois Galois ndo sequira o conselhc de Descartes, "Quando se dis
U ! ~
sute. 5: rizii:an tra;scendente, deve-se ser transcendentemente claro”. Mas Liouville
- PeNsacdo guando, depois de preench
) . & as lacunas nha prova, percebe
i : u
0 metodo pelo qual Galois provara esse belo teorema: "

Para que uma 20 | e .
. suﬁciemeq e o £quagaac :rren_fiutwe. .dE drau phmo possa ser resolvida por radicais & necessario
g A5 85 sUas raizes sejam funcdes racionais .de duas quaisquer dentre elas

. Eqﬁﬂ;éx:twarprin;ipal das pesquisas de Galois tinha sido o de determinar quando
equ polinamiais sao resoldveis por radicais, Gauss, em seus critérios
trutlhllldade de poligonos regulares, em esséncia tinha resolvido i . ED"%'
lidade da. ?quar;ﬁn 2"+ 3 =0 em termos de aperacdes racfnna?s ZU‘?:::; di;i:ludhl"
:;J;Eczefrme;‘es. Ga!nisl generalizou o resultado fornecendo Critérios para a Tesoluahff:s
of _
e jé;ﬂn-,a;dalx + ta, X+ f?" =0 em termos de operagoes racionais e
o mas Ezn::ﬂeftv:entes. SEL:i metodo de atague do procblema, hoje chamado
0 atho, no sentido que nio ha al '
fazer um estudo substancial para apreciar o raﬂic}cininf;;:; ;smeigg:i;gnzijj ﬁéﬂtilffﬂ
COM seus contempordneos mostraram. No entanto podemos indicar de mod goral o
que estd atrds da teoria de Galois e por gque ela é importante oo geral @
Gﬁalms c:nme?:;nu suas investigactes com um trabaihe de Lagrange sobre as per-
mutacne.s das raizes de uma equacao polinomial. Toda mudanca no arranjo ordenzd
de » abjetos chama-se uma permutacdo desses objetos Se pcn: exemplo a ordem d )
letras a, b, ¢ & mudada para ¢, &, b essa permutacio é escrita sucintamente {ach}, not ?S
Eml que cada letra é levada na letra imediatamente sequinte, entendendo-se ,uen gy
meira letra sucede 3 Ultima. Assim a letra & foi levada em ¢ ¢ por sua vez em b ) b fﬂ_ﬂ”'
a.. A notacdo (ac) ou (ac.f), no entanto, significa que a v::af 8Mm ¢, ¢ vai em a eEb u: :2
sl mesmo. Se duas permutacdes sdo efetuadas sucessivamente, a permutacdo resuitant
:h;Ta;e Q p_r::dutu das duas transformacdes de permutacan. Assim o produte de (acb?
9] BSCrito como (ach)(ac, b) é a permutacao (a, &c). A permutacio idént
cada letra em si mesma — isto ¢, deixa a ordem g, b, ¢ inalterada Q it de e o
permutacdes snh_re as letras a, &, ¢ claramente satisfaz::& definicdo cie iﬂf:;l;f:;ad: o 24
225:: Z gegma:méaz;sedeg;up?, contendq s._eis permutacbes, & cha?na:lt:l}u grupo Ziﬁﬂﬁ;ﬂiij
sob mr:ﬂé.m .nl > cas ' elementos distintos x, Xpeooo, X, O grupo simétrico sobre
- transiormagoes. Se esses elementos sio as raizes de uma equacdo irredu-

tivel ' imetri
., 88 prupnedac{es dc_n grupo simetrico fornecem condigdes necessérias e suficientes
para que a equacao seja resolivel por radicais,

linaprradn .peFa prova de Abel da irresolubilidade por radicais da equacdo quintica
Gaiois descnbnul que'uma equacac algébrica irredutivel & resoldvel por radicais se e s:i;
se_ sneu grupe —Isto & o grupo de permutacées sobre suas raizes — & resollvel. A des-
Crigao de um grupo resoltvel & bastante complicada, envolvendo relacbes entre -U Qrupo

2174 .. ] : .
A carta aparece traduzida para o inglés em Source Book i Mathemarics, editado por D. E. Smith

pp. 278-285

12 :
“Wer George Sarton, “Evariste Galois™, Osiris, 3 (1937), 741-250
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& seus subgrupos. As trés permutacdes {abcl, (abe)’ e (abe)® =/ formam um subgrupo
do grupo simétrico sobre a, b, ¢. Lagrange |a tinha mostrado que a ordem de um sub-
grupo deve ser um divisor da ardem do grupo; mas Galois foi além e achou relagdes entre
a fatorabilidade do grupo de uma equacdo e a solubilidade da equacde Além disso, a
ele devemos o uso em 1830 da palavra "grupo’ em seu sentido técnico em matematicai??l,

A teona de Galois fornece um algoritmo para achar de fato as raizes de uma eguacao
quando essas podem ser expressas por radicais; mas a énfase no método de Galois na
teoria das eguacoes geralmente se voita mais para a estrutura algébnica do que para ©
tratamento de casos especificos. Embora sua obra fosse anterior a da maior parte dos
algebristas ingleses do grande pericdo de 1830-185b0 suas idéias nao tiveram influéncia
até sua publicacao em 18B46. A algebra entdo estava tornando-se tdo geral e abstrata
que métodos heuristicos para encontrar raizes eram subordinados a guestdes logicas
raferentes a teoremas de existéncia. Galois estava tdo perto da atitude moderna e no
entanto era tdo inarticulado que nao conseguiu fazer-se compreender peios professares
em seu tempo. Hoje fala-se muito nas escolas secundarias em “"Matematica Moderna”,
mas ela s6 & moderna no sentids que as idéias de Galois finalmente estio chegando a
todos, mais de um século depos que o desting g tratou tao mal

A obra de Galois fol importante nao s por tornar a nocdo abstrata de grupo fun-
damental na teoria das eguac@es, mas também por levar, através das contribuictes de
Dedekind, Kronecker e Kummer, ao que se pode chamar tratamenta aritmético da al-
gebra, algo parecido com a aritmetizacao da analise. Isso nao significa uma volta a con-
cepcao medieval e renascentista da algebra como um algoritmo para achar um numero
desconhecido. Significa o desenvolvimento de um cuidadosp tratamento postulacional
da estrutura algébrica em termos de vanos corpos de numeros. O conceito de corpo es-
tava implicito na obra de Abel 2 Galois, mas Dedekind, em 1879, parece ter sido o pi-
meirg a dar uma definigdo explicita de corpo numérico — uma colegcao de nlimergs que
formam um grupo abeliano com relacdo 4 adicido e {com a excecdon do inverso do zero)
com relacao 8 multiplicacao, e no gqual a multiplicacao é distnbutiva com relagdo a adicao,
Exemplos simples sdo a colegcao dos ndmeros racionais, o sistema dos nldmeras reais,
e o carpo complexo. Kronecker em 1881 deu outros exer_n_plﬂs com seus dominios de

racionalidade. O conjunto dos ndameros da forma a +bx_.-""' 2, onde a e b s3ao0 racionais,
forma um corpo, como se verifica facilmente. Nesse caso ¢ ndmero de elementos do
corpo @ infinito. Um corpo com um ndmero finito de elementos chama-se um corpo de
Galois, e um exemplo simples & o corpo dos inteiros modulo & {ou qualgquer primo).

A preocupacdo com estrutura € o surgimento de novas algehras, especialmente
durante a segunda metade do século dezenove, levaram a amplas generalizagdes quanto
a niimero e aritmética. J& vimos gue Gauss estendeu a 1déia de intetrro como 0 estudo
dos inteiros gaussianos da forma & + &4 onde 2 e & sao inteiros. Dedekind generalizou
ainda mais com a teoria dos inteiros algébricos” — ndmeros que satisfazem a equacoes
polinomiais com coeficientes inteiros e primeiro coeficiente igual a um. Tais sistemas
de “'inteiros’’, é clarg, nag formam um corpo, pois faltam os inversos para a multiplicacao.
Tém alge em comum no fato de satisfazerem as demais exigéncias para um corpo; di-
zemos que formam um “"dominio de integridade’. Tais generalizacGes da palavra infeiro
tém porém um preco — perde-se a fatoragdo Onica Por isso Dedexkind e um matematico

123Weja suas (dewvrev. edilado por F. Picard {1897). p. 28 Para detalhes sobre a teoria de Galois e
soluhilidade de equagdes veja Emile Artin, Galois Theory [(Notre Dame Mathematical Lectures, n 2,
Notre Dame. Tnd., 1939 an veg wm o volorie sobre dlaebro moderi, comae Crarett Birkholl ¢ Siunders
Maclane, Surveyv of Maodern Afgebra (Now York: Macmiltan, 1941, ou L. E. Dickson, Maodorn Algebraic
Thearies (Chicago: B. H. Sanborn, 1926). Uma exphicagio muito concisa encontra-se cm E. T. Bell, The
Development of Mathemaiics, pp. 218-220, Cf. Garrett Birkhoft. “Galois and Group Theory™, siris, 3

(1937), 260-268

434 Histina da materniiatica

15

seu contemporaneo, Ernst Eduard Kummer (1810-1893) introduziram na aritmética o

conceito de “ideal”, baseado na nocio de “anel”.
Dizemos que um conjunto de elementos forma um anel se (1) & um grupo abeliang

com relagao a adicao, (2) o conjunto & fechado com relacdo & multiplicacdo e (3} a mul-
tiplicacao & associativa e é distributiva com relacdo & adicdo. (Assim um anel que seja
comutativo para a multiplicagdo, tenha elemento unidade, ¢ ndo tenha divisores do Zaro,
é um dominio de integridade.) Um ideal, entio, € um subconjunto / de eiementos de
um anel A que {1} & um grupo aditivo e {2) tem a propriedade que sempre que x pertence
a A ey pertence a /. xy perterice a /. O conjunto dos inteiros pares, por exemplo, & um
ideal do anel dos inteiros. Verifica-se que no anel {ou dominio de integridade) R dos
inteiros aigébricos, todo ideal / de R pode ser representado de mode (nico {exceto quanto
a ordem dos fatores} como um produte de ideais primos. Isto & a unicidade de fatoracao
pode ser preservada com a teoria dos ideais!??!

Kummer perdeu o pai aos trés anas, mas sua mae cuidou de que seu filho estudasse
na Universidade de Halle, onde se doutarou aos vinte e um anos. Apods cerca de doze anos
de ensing em ginasios, ele sucedeu a Dirichlet em Berlim gquando esse em 1855 tornou-se
o sucessor de Gauss em (Go6ttingen; Kummer permaneceu 13 ateé aposentar-se em 1883.
Logo depois de seu doutoramento Kummer comecara a interessar-se pelo Gltimo teo-
rema de Fermat, para 0 qual Cauchy uma vez erradamente pensarg ter uma prova.
Kummer conseguiv provar o teorema para uma grande classe de Expoentes, mas uma
prova geral ele nao conseguiu. A pedra no caminho parece ter estado no fato de gue
na fatoracdo de x" + y" através da resolucdo de x” + y" = 0 para x em termos de ¥, 0%
Inteiros algébricos, ou raizes da equacdo, ndo satisfazem necessariamente ao teorema
fundamental da aritmética — isto &, ndo tém fatoragdo Gnica. O resultado foi que, embora
nac conseguisse provar o teorema de Fermat na tentativa de fazé-lo ele criou num certo
sentido uma nova aritmética —a teoria dos ideais que ele descobriu em 1846, muitos
anos antes de desenvolvimentos semelhantes por Dedekind, Uma das hodes que a his-
toria da matematica ensina claramente é gue a busca de solucdes para problemas nao
resolvidas, sejam eles resolGveis ou ndo, leva invariavelmente a descobertas impartantes
peto caminho.

A matematica tem sido freqlentemente comparada a uma arvore, PDOIS Cresce numa
estrutura acima da terra que se espalha g ramifica sempre mals, a0 passo gue ag mesma
lempo suas raizes cada vez mais se aprofundam e alargam, em busca de fundamentos
solidos. Esse duplo crescimentc foi especialmente caracteristica do desenvolvimento
da analise no século dezenove, pois a réapida expansao da teoria das funcdes fora acom-
panhada pela rigorosa aritmetizacdo do campo, desde Bolzano até Weierstrass. Na al-
gebra o século dezenove fora mais notavel por desenvolvimentos novos que par atencao
aos fundamentos, e os esforcos de Pesacock para construir uma base sélida eram fracos
Sé comparados com a precisdo de Bolzano na andlise. Durante os tltimos anos do sé-
cpln, porém, houve varios esforcos para fornecer raizes mais sélidas para a algebra. O
Sisterna dos numeros complexos € definido em termos dos nimeros reais, quUe sac exi-
bidos como classes de nlmeros racionais, gue por sua vez sao pares ordenados de in-
teiros: mas o que sdo afinal os inteiros? Todos pensam saber, por exemplo, 0 gue é o
[‘Il.:ll'ﬂerﬂ trés - até tentarem defini-io ou explicd-lo—e a idéia da igualdade de inteiros
& lomada como 6bvia. Nao satisfeito com a idéia de deixar os conceitos basicos da arit-
Mética, e portanto da dlgebra, em estado tao vago, o iGgico e matematico alemdo F. L. G.
Frege (1848-1925) foi levado a sua bem conhecida definicdo de numero cardinal. A
base para suas idéias veio da teoria dos conjuntos de Boole & Cantor. Lembremos que
Cantor considerara que dors conjuntos tnfinitos tém a mesma 'poténcia’ se os elementos
dos conjuntos podem ser postos em correspondéncia biunivoca, Frege viu gue essa

[2d , - . : . . , _
| IPara uma hoa introducio 4 tearia dos idears, veja N, H. McCoy. Rings and fdeals {Carus Mathe-
Mmatical Monographs, N2 B, The Mathematica] Association of America, 1948}
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idéia de correspondéncia de elementos & hésica também na nocac de igualdade de in-
teiros. Dois conjuntos finitos 18m o mesmo ndmero cardinal se os elementos de cada um
nodem ser postos em correspondéncia biunivoca com os do outro. Se, entao, come-
carmos com urm cenjunte inicial, como o conjunto dos dedos de uma mao humana normal,
e formarmos o conjunto muito maior de todos os conjuntos cujos elementos podem
ser postos em correspondéncia biuniveca com os elementos do conjunto original, entao
esse conjunto de todos tais conjuntos constituiria um ndmero cardinal, nesse caso ©
nimero cinco. Mais geralmente, a definicdo de Frege do namero cardinal de uma dada
classe, finita ou infinita, & a classe de 1odas as classes gue sdo semelhantes a classe dada
(onde por “semelhante” entende-se que o0s elementas das duas classes em questao
nodem ser postos em correspondéncia biunivoca).

A definicdo de Frege de namero cardinal {emendada mais tarde para evitar para-
doxos) apareceu em 1884 rnum livro bem canhecido, Die Grundiagen der Arithmetih {(Os
fundamentos da aritmética), e da definicio ele derivou as propriedades dos nimeros
inteiros que sdo familiares na aritmética de escola elementar. Nos anos subseguentes
Frege ampliou suas idéias em Grundgesstze der Arithmetik {leis basicas da aritmética)
em dais volumes, o primeiro volume aparecendo em 1893 e o segundo dez anos depois.
Aqui o autor se propds derivar os conceitos da aritmética dos da |6gica formal, pois dis-
cordava da assercdo de C.S. Peirce de que a matematica e a logica sao claraments dis-
tintas. Frege estudara nas Universidades de Jena e Gittingen, e ensinou em Jena du-
rante uma longa carreira. No entanto seu programa ndo encontrou muito eco ate ser
atacado independentements ne comeco do século vinte por Bertrand Russell, quando
se tornou um dos principais objetivos dos matematicos!?®. Frege ficou agudamente
decepcionado com a fraca receptividade a seu livro, mas a culpa em parte esta na forma
excessivamente nova e filosofica em que seus resultados estavam expressos. A histdria
mostra que as idéias novas sdo mais faciimente aceitas se apresentadas em forma rela-
tivamente convencional.

A italia tinha tomado parte um tanto menos ativa no desenvolvimento da algebra
abstrata que a Franca, a Alemanha e a Inglaterra, mas durante os dltimos anos do século
dezenove houve matemdticos italianos que se interessaram profundamente pela logica
matematica. O mais conhecido desses for Giuseppe Peano (1858-1932) cujo nome &
lembrado hoje em conexdo com os axiomas de Peano dos qguais dependem tantas cons-
truches rigorosas da 4lgebra e da andlise. Seu objetivo era semelhante ao de Frege, mas
era ao mesmo tempo mais ambicicso e mais terra-a-terra' **'. Esperava, em seu ~Formu-
laire de mathématiques” (1894 e seguintes) desenvolver uma linguagem formalizada
gque contivesse ndo s6 a logica matematica como todos ©$ ramos mais importantes da
matematica. Que esse programa atraisse um grande circulo de colaboradores e disci-
pulos resultou em parte do fato de ele evitar a linguagem metafisica e de sua feliz escolha
de simbolos — tais como £ (pertence a cltasse de), o (soma logica ou umao), n (pro-
dutc légico ou intersec¢do) e = (contém) — muitos deles usados até hoje. Fara seus
fundamentos da aritmética ele escolheu trés conceitos primitivos {zero, namero, 1sto €,
inteiros nao-negativos, e a relacdo "é sucessor de”) satisfazendo aos cinco postulados

sequintes.

1. Zero & um namero.
2.8 3 & um numero, o sucessor de 2 & um namerag.

F23JHa uma tradugfo para o inglés de The Foundations of Arithmetic por I. L. Austin, 2.* edi¢io {New
York: Philosophical Library, 1953). Parte dessa tradugdo esti incluida em The Treasury of Marhematics,
editade por Henrietta . Midonick. Ha também uma versio em inglés das partes introdutdrias do Vel 1
e do Epilogoe ao Vol. 11 de Leis Bdsicus da Aritmérica, de Montgomery Furth (Berkeley: University of Ca-

lifornia Press, 1964)
[281Nicolas Bourbaki, Efémenss dhistoire des mathémaiigues [1960), p. 20
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3. Zero nac & o sucessor de um ndmero.

4. Dois nameros Cujos sucessores s30 iguais s8o eles proprios iguais.

& Se um conjunto 5 de ndmeros contém o zero e também o sucessor de todo namera
de S entdo todo nimero estd em S

A Gltima exigéncia, &€ claro, &€ o axioma de inducao. Os axiomas de Peano, formu-
lados pela primeira vez em 1888 na Arithmetices principia nova methodo EXPOSIIE, re-
presentam a mais notavel tentativa do século de reduzir a aritmética comum, portanto
no fim a maior parte da matemdtica, a puro simbolismo formal. (Ele exprimia os pos-
tulados em simbelos, em vez das palavras gue usamos.) Aqui o método postulacional
atingiu novo nivel de precisdo, sem ambigiliidade de sentido e sem hipdteses ocultas.
Peano também despendeu muito esforgo no desenvolvimento da logica simbélica, um
tema favorito no século vinte.

Mais uma contribuicdo de Peano deve talvez ser mencionada, pOIS representou
uma das descobertas inguietantes do tempa. O século dezenove se iniciou com a des-
coberta de que curvas e fungdes ndo precisam ser do tipo bem comportado gue até entdo
dominara ¢ campo, e Peano em 1850 mostrou até que ponto a matematica nodia insuitar
0 SENsSO comum quando canstruiy curvas continuas que enchem o espaco —isto &,
curvas dadas por equagdes paramétricas x = f{t), y = g(¢), onde f e g sdo funcoes reais
continuas no intervalo 0 < ¢ < 1, cujos pontos preenchem completamente o quadrado
unitdrio 0 < x <1, 0 = y < 1. Esse paradoxo, & claro, combina perfeitamente com
a descoberta de Cantor de que ndo ha mais pontos no quadrado unitirio que no seq-
mento de reta unitdrio'*’!, e foi um dos fatores que levaram o século sequinte a dedicar
muitc mats atengdo 3 estrutura basica da matematica. O proprio Peano, porém, em 1903
se distraiu com a invengdo da linguagem internacional gue ele chamou “Interlingua”
ou “Latino sine flexione”, com vocabulario tirado do latim, francés, inglés e alemao.
Esse movimento porém foi muitc mais efémero gue sua estrutura axiomatica da aritmética,

Em retrospecto podemos admirar 0 sécuio dezenove como um periodo de incom-
paravel realizagdo, em geometria, analise e dlgebra. Em extensdo, imaginacao, rigor. abs-
tracaoc e generalidade nenhum século anterior podia comparar-se com ele. No entanto,
apesar do rapide avango e das formulagdes definitivas, havia pouca impressdo de que
0s desenvolvimentos matematicos iriam tormar-se mais lentgs. O pessimismo fin de siecle
que Lagrange exprimira no fim do século dezoito estava conspicuamenta ausente no
fim do século dezermove. A Era Vitoriana exalava apenas gumismo, no que se refere 3
matematica. No capitulo final indicaremos alguns dos aspectos em gue essa espectativa
otimista foi amplamente realizada — mas ndo antes que sérias desconfiancas tivessem
abalado a serenidade dos matematicos durante os Rrmeros anos do novo século. Para-
doxo se sucederia a paradoxo até que o século vinte veio a parecer mais um periodo de
dividas que um de grandes expectativas. Felizmente o principio de desafio e resposta
parece ter funcionado: nas reaiiza¢cbes matematicas ja registradas, esse século lidera
facilmente todos os outros.
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EXERCICIOS

1. A Inglaterra no século dezenove era forte na algebra, 20 passo que no século dezoito dera
preferéncia 8 geometria sintética. Explique como certos fatores podem justificar isso, citando exemplos
especificos.

2. A algebra no século dezenove contribuiu com idéias mais notavelmente novas que a andlise
e a geormetria? D@ exemplos especificos em apoio a sua respoasta,

3. A medida que a 4lgebra tornava-se mais abstrata, os meios de sustento para as matamaticos
mudaram substanciaimente? Descreva os meios de sustento de algumas figuras principais.

4. Bertrand Russell afirmava gue for o século dezenove que descobriu @ natureza da mate-
matica pura. Explique o que ele tinkha em mente ao fazer tal assercdo,

5. Até que ponto as carreiras de Hamilton e Boole foram semelhantes, e em gue suas vidas e
contribuigdes diferiram?

6. Cayley e Sylvester sdo as vezes chamados os "gémeos invariantes’’. Explique por que e
indique em que pontos eles estavam longe de serem gémeos.

7. A algebra do século dezenove da apoio a4 idéia comum de que a maior parte das grandes
descobertas matematicas sdo faitas por jovens? Cite exemplos para justificar sua resposta.

8. Durante o século dezenove muitos grandes matematicos estudaram e ensinaram em Trinity
College, Cambridge, onde Newton estudara & aensinara. Mencione altguns desses, indicando seus
papéis em Cambndge e suas contnbuicdes a matemdtica.

9. Explique em gue seniido a algebra dos ndmeros complexos & uma “4lgebra dupla’. Por gue
e Morgan combinou-a com elementos de tngonometria?

10. De Morgan, nascido no século dezenove, propds 0 seguinte ermigrna relative a sua idade:
Eu tinha x anas no ano x* Resolva o enigma.
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11. Se A4 & a matriz

g B & a matrz

vale A8 = 8A 7

12. Mostre que para um polindmio quadratico em x e v a soma dos coeficientes dos termng
em x* e y* permanece invariante sob uma rotacdo dos eixos em torno da origem.

13. Mastre por meio de diagramas que a férmuta de De Morgan para conjuntos é vélids,

14. Se A é a permutacdo (abc) e 8 ¢ a permutagao {cba), o praduto 48 é igual ac produto BA?
Expliqus.

15. Mostre que o inteiro de Gauss 1 - ¢ nao tem inverso para a multiplicagdo, portanto que 0s
inteiros de Gauss a + A/ ndo formam um corpo.

16. Usando o conceite de Hamilton de ndmero complexo x + y/ como simplesmente o pgy
de nOomeros reais {x, v}. escreva 0 guociente de {(a & = {2 B) como par de ndmeros reais.

17. Da formuta de Hamilton para quatérnions /2 = = k% = j#k = =1, usando a lei a550Ciati,
para multiplicacao, mostre que i = j. ik = —ki. e fk = kj.

18. Usando o método dos operadores de Boole resolva a equacéo diferencial y" + 3y’ + 2y =g

“13. Mostre gue o conjunto de todas as permutacoes sobre as letras 3, 8, ¢ forma um Orupn
E um grupo abeliano? Abel conhecia esse grupa? Expligue.

*20. Maostre gue o conjunto dos inteiros modulo 5 forma um corpo.

*21. Mostre gue para o corpo dos inteiros modulo b todo valor de x satisfaz x® = x,

22, Mastre que os ndmeros da forma a + & 2, onde 2 e b s8o racionais, formam um corgy

*23. Prove que a relacdo B — AC entre os coeficientes da chnica Ax? - 28Bxy + Cy? + 20y -
+ 28y — F - 0 & invariante sob rotacao dos eixgs. Use esse resultado para provar gue a odnica € T
elipse, uma pardbola, ou uma hipérbole conforme 8% — AC seja menar que, igual a, ou maior que Zere,
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Capttulo 27
Aspectos do século vinte

A idade durea da matematics — ndo o o Jde Fuclides ¢ o nossa,
O J Keyser

Uma das contribuictes definitivas do século dezenove foi o reconhecimento de
que a matematica ndo & uma ciéncia natural, mas uma criacdao intelectual do homem.
Bertrand Russell escreveu no /nternational Monthly em 1901

O século dezenove, que se orgulha da invencdo do vapor e da evolucdo, poderia dernivar um
titulo mais fegitimoc a fama da descoberta da matematica pura.

T. H. Huxley (1825-1895), "'o bull-dog de Darwin’ na defesa da evolugdo, notara
gue “A matematica é aquele assunto que nada sabe da observacdo, nada da inducdo,
nada da causalidade”, Em outra ocasido, quando criticara Kelvin por ter, ao que pensava,
subestimado a idade da Terra, Huxley fez o comentario bem conhecido:

A matematica pode ser comparada a um moinho magnificamente bem feito que mai farinha
tao fina quantc se deseja; mas o gue vocé recebe depende do gue vocé pde t4; e assim como o methor
moinho do mundo nac pode tirar farinha de trigo de graos de ervilha, também paginas de farmulas

nao tirardo um resultado definido de dados imprecisos.

Isto &, pelo fim do sécuio era geralmente reconhecido mesmo por ndo-matematicos que
a matematica é pensamenta postulacional, em gque de premissas arbitrarias s3o tiradas
conclusées validas. Que os postulados sejam ou nao verdadeiros num sentido cientifico
e indiferente; na verdade, as proprias palavras em que 0s postulados s30 expressos sdo
termos ndo-definidos. Isso levou Bertrand Russell 3 sua descricdo da matemaAatica, em
1801, como o assunto em que ninguém sabe do que estd falando, nem se o que esta di-
zendo & verdade. Dois anos depois. no inicio de seus Principles of Mathematics, Russell

formulou uma definicdo precisa da matemética:

A matematica pura é a classe de todas as proposicdes da forma “p implica ¢, onde 5 & g saa
proposicoes contendo uma ou mais variaveis, as mesmas nas duags proposicdes e nem g nem g contém

constantes exceto constantes iogicas!'l

Essa definicac enfatiza que é 3 estrutura |6gica a caracteristica essencial da mate-
matica e nac os enunciados categdricos gue possa conter referentes ao mundo dos sen-
tidos. Russell, em resumo, pretendia igualar matematica e logica, mas nisso ndc houve
acordo universal entre os matematicos. Sylvester discordara fortemente de Huxley, argu-

mentando que a matematica se origina

... diretamente das forgas e atividades inerentes da mente humana, e da introspeccdo conti-
nuamente renovada daguele mundo interior do pensamento em gue os fendmenos 3o td0 variados
€ exigem atencao tdo grande guanto os do mundo fisico exterior.

aylvester, em outras palavras, se inclinava ao que agora se chama a visdo intuicionista
da matematica, pois considerava que o objetivo da matematica pura era “revelar as leis
da inteligéncia humana”, assim como a fisica revela as leis do mundo dos sentidos 2],

'""Weja Bertrand Russcll, Principles of Mathematics (reimpresso, New York: Norton, 1938), p. 3

Veja também pp. VI e seguintes
PCollected Marhematical Papers. editado por H. F. Baker (Cambridge: Cambridge University Press,

190:-1912, 4 volumes), II1, 424
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Nisso ele representava uma rejeicdo das tendéncias formalizantes de Boole, Dedekind
a Plgam:: Krorecker poderia taivez ser colocade no campo de Sylvester, apesar da arit-
metizacao que represeniava, pois considerava 0s inteiros come tende um sentido dado
por Deus.

Mais claramente intuicionista era um matematico que pode ser considerado como
uma das duas principais figuras de transicdo entre o século dezenove e o século vinte —
Henri Poincaré (1854-1912}, homem a quem Sylvester na velhice admirava como jovem
prolifico.

| {luqndn Gauss morreu em 1855 pensava-se& em geral que nunca mais existiria um
universalista em matemdtica — alguém que estivesse igualmente 3 vontade em todos
Os ramos, puros e aplicados. Se alguém a partir dai provou que essa 1déia estava errada
esse alguém foi Poincaré, pois ele considerou toda a matematica como seu daminir}i

Em muitos pontos, porém, Poincaré diferia fundamentalmente de Gauss. Gauss
fora calculista prodigio que em toda sua vida nunca hesitou perante calculos compli-
cados, a0 passo gue Porncaré ndo foi especialmente precoce em demanstrar aptiddo
matematica e reconhecia gue tinhsz dificuldades com calculos antméticos simples. O
caso de Poincare mostra que para ser um grande matemadtico ndo & necessario ter faci-
lidade com nimeros; hd outros aspectos mais relevantes do talento matemético inato.
Também, énquanto que (Gauss escreveu relativamente pouco, polindo suas obras,
Poincaré escrevia apressadamente e extensamente, publicando mais memérias por ano
que qualgquer outro matematico. Além disso, Poincars, especiaimente em seus Ultimos
anos. escreveu livros populares de sabor filosofica, algo que ndo atraira Gauss. De outro
lado, sao numerpsas e fundamentais as semelhancas entre Poincaré e Gauss. Ambos
eram téo fértets em idéias que era dificil para eles rascunhar suas idéias em papel, ambos
tinham forte preferéncia por teoremas gerais em vez de casos especificos, e ambos con-
tribviram para uma grande variedade de ramos da cidncia

JEn'rnr:aré nasceu em Nancy'®, cidade gue iria abrigar bom nomero de grandes ma-
tematlcns no seculo vinte. A familia conguistou proeminéncia de varias maneiras’ sey
primo Baymund foi presidente da Franca durante a Primeira Grande Guerra. Henn era
d:esagenadameme ambidestro. e sua ineptitude em exercicios fisicos era lendaria. Tinha
vISta f‘r.laca e era muito distraido, mas, coma Euler e Gauss, tinha notével capacidade para
exercicios mentais em todos 0s aspectos do pensamentc matematico. Apds graduar-se
na Ecole Polytechnique em 1875 ele obteve um diploma em engenharia de minas, em
1879, e ficou ligado ao Departamento de Minas pelo resto de suva vida. Em 1879 ele
obteve também um doutorado em ciéncia na Universidade de Paris, onde, até sua morte
em 1812, ele teve vdrios postos de professor de matematica e ciéncia.

A tese de doutoramento de Poincaré fora sobre equagoes diferenciais fndo métodos
de resolucdo, mas teoremas de existéncial, que levaram a uma de suas mais célebres
contribuicGes & matematica — as propriedades das fun¢fes automorfas: na verdade,
ele foi virtualmente o fundador da teoria dessas fungées. Uma funcido automorfa f{z)
da varidvel complexa z é uma fungéo que @ analitica, excetuadas pdlos, num dominio
Ef € que € invariante sob um grupo infinito enumerdvel de transformagdes lineares fra-
Clonarias

8z + h

Z = — .
cZ + &

Tais fungdes sdo generalizagbes das fungdes trigonométricas — como vemos se
g =1 = g ¢c=0 e b6 édaforma 2kn — e das fungdes eliticas. Hermite estudara tais trans-
fnrmagnes no caso especial em que os coeficientes a, b, ¢ & ¢ $30 inteiros para 0% quais
2~ he =1 e tinha descabertc uma classe de funcdes modulares eliticas invariantes

of m;}fam Hina h'blmgf'd!l'la de fontes sobre a vida e a obra de Poincare, veja George Sarton, The Study
apr _r”””',l of Mathematicy fCamhrld.g;, Mﬂ.ﬁ:»;-: Harvard University Press, 1936), pp. 93-94, O Cap. 28
a dﬂl?nddam":me intitulado “The Last Universulist™. em F. T, Bell, Men of Mathentarics (New York : Simon
Md Schuster, 19371, forncce um viva relato sobre x vida ¢ 4 obra de Poincaré



nor essas transformacdes. Mas as generalizacdes de Poincaré revelaram uma categotria
mais ampla de funcoes, conhecidas como zeta-fuchsianas, que, conforme Poincaré
mostrou, podiam ser usadas para resolver a equaco diferencial linear de segunda ordern
com coeficientes algébricos.

Poincaré ndo se demorava em campo algum o tempo suficiente para dar um techo
a sua obra: um contempordneo disse dele, “Ele era um conquistador, ndo um colonizador”.
No seu ensino na Sorbonne ele lecionava sobre um topice diferente em cada ano es-
colar — capilaridade, elasticidade, termodindmica, dptica, eletricidade, telegrafia, cosmo-
gonia e outros; a apresentacdo era tal que em muitos casos as aulas apareciam impressas,
pouco depois de serem dadas. S6 em astrenomia ele publicou meia dizia de volumes —
{es mébthodes nouvelies de la mécanigue céleste (3 volumes, 1892-1899) e Legons
de mécanigue céleste {3 volumes, 1905-1810) —sendo nisso um digno sucessor de
Laplace. Especialmente importantes faram os métodos que ele usou para atacar o pro-
blema dos trés corpos e suas generalizagbes. Também significativa para a cosmogonia
foi uma memodria de 1885 em que ele mostrou que uma forma de pera pode ser uma fi-
gura de equilibrio relative assumido por um fluido homogénec sujeito a gravitacao newto-
niana e girando uniformements em torno de um eix6, e a questdo de uma terra em forma
de pera continuou a interessar 0s geodesistas até nossos dias. Sir George H. Darwin
(1845-1912), filho de Charles Darwin {1809-1882), escreveu em 1808 que a mecanica
celeste de Poincaré seria uma vasta mina para pesquisadares ainda por meio século.

£ interessante que Poincaré, como Laplace, escreveu extensamente sobre proba-
bilidades. Em certos aspectos sua obra é apenas uma continuacdo natural da de Laplace
e das dos analistas do século dezenove; mas Poincaré tinha duas faces como Janus e
até certo ponto antecipava © grande interesse pela topologia que seria tao caracteristico
do século seguinte. A topelogia ndo foi invengdo de um homem. Alguns problemas to-
poloégicos enconiram-se na obra de Euler, Mibius e Cantor e mesmeo a palavra, "topo-
jogia” fora usada em 1847 por J. B. Listing {1808-1882) no titulo de um livro, Vorstudien
zur Topologie (Estudos introdutdrios em topologia); mas como data para o inicio do
assunto a mais apropriada é 1895, o ano em que Poincaré publicou sua Analysis situs,
Esse livio pela primeira vez forneceu um desenvalvimento sistematico,

A topologia € agora um ramo ample e fundamental da matematica, com muitos
aspectos; mas pode ser dividida em dois sub-ramos bastante diferentes —a topologta
combinatéria e a topologia dos conjuntos de pontos. Poincaré tinha pouco entusiasmo
pela Gltima, e quando em 1908 ele falou no Congresso Internacional de Matematica
em Roma, ele se referiu ac Mengeniehre de Cantor como uma doenca de que geracoes
posteriores se considerariam curadas!?i. A topologia combinatoria, ou analysis situs como
era entdo chamada em geral, € o estudo de aspectos qualitativos Iintrinsecos das con-
figuracbes espaciais gue permanecem invariantes por transformagdes biunivocas con-
tinuas com inversa continua. Frequentemente & chamada popularmente “geometria de
borracha”, pois deformagbes de um baido, por exemplo, sem furd-lo ou rasga-lo. saoc
exemplos de transformacdes topologicas. Um circulo, por exemplo, € tepologicamente
equivalente 8 uma elipse; a dimensdo de um espaco & um invariante topologico, como
também o ndmera de Descartes-Euler ¥, — N, + N, para poliedros simples. Entre as
contribuicdes originais de Poincaré & topologia estd uma generalizacao da formula po-
liedral de Descartes-Euler para espagos de dimensdo superior, usando o que ele chamou
“niameros de Betti” em honrg de Enrico Betti (1823-1892). que ensinara na Universi-
dade de Pisa e observara algumas das propriedades desses invarantes topolagicos.

A maior parte da topologia, porém, lida com aspectos qualitativos e nac quant-
tativos da matematica, e nisso € tipica de uma ruptura com o estilo prevalente na analise
do século dezenove. A atencdo de Potncaré parece ter sido atraida para a anafysis situs
por tentativas de integracdo qualitativa de equagdes diferenciais. Peincaré, como Riemann,
era especialmente habil no tratar problemas de natureza topolbgica, como o de achar as

Ay atas publicadas de tais cungressos inlernacionais encontran-w em muitas bibhoteens ¢ podem
serconsultadas, com grande provellt guanto ao desenvolvimento da matentatica no secale vinte
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prgp_riedade; de uma fungao sem se preocupar com suva representacao farmal no sentigo
classico, pois eles eram Intuicionistas de juigamento salido. Se o interesse de Poincaré
pela topologia tivesse se mantido ele poderia ter antecipado mais desse ramo da mate-
mética,_umldus mats favorecidos e fecundos campos de pesquisa no sécule vinte. Sua
mente INGuieta, porém, estava ocupada com tudo o que estava acontecendo na fisica
e na matemética da passagem do século, desde as ondas hertzianas e raios X a teoria
quantica e teoria da relatividade.,

Clﬂmn exemplo da variedade de interesses de Poincaré, é a ele que devemos um
sugestive modelo da geometria de Lobachevsky dentro de uma moldura euclidianal®!
Suponhamos que o munde é limitado por uma grande esfera de raio R e que a tempera:
tura absoluta num ponto dentro da esfera € R —r% onde r é a distdncia ac centro da
esfera; gupﬂnhamns tambem que o indice de refragdo do meio translicido é inversamante
proporcional a R* —r* Além disso, suponhamos que as dimensdes dos objetos variam
de ponto para ponto, sendo proporciaonais & temperatura em gqualquer ponto dado. Aos
h.'fhltan?:es de um tal mundo o universo pareceria infinito; e os raios de luz ou “retas”
nanusernam JI:EtI“FIEDS, mas circulos ortogonats & esfera de fronteira e pareceriam infinitos
Os plgnns seriam esferas ortogonais & esfera de fronteira e dois tais "planos” nﬁt}:
-euclidianos se cortariam numa “reta” ndo-euclidiana. Os axiomas de Euclides wvaleriam
com excecao do postulado das paralelas. ;

| F‘:::llnr:aré morreu no auge de sua capacidade. aos cinglenta & oite anos, tendo es-
crito mais que gualquer outro matermdtico de nosso século'*. Klein comparou-o a Cauchy
em versatilidade, e muitos o consideraram o primeiro matematico de seus dias. Seu maior
rival, David Hitbert {(1862-1943) vinha da Alemanha e era de temperamento e idéias
nntgvelmente diferentes. Agui temos outra figura de transicdo entre os séculos dezenove
Elwnte: mas enquanto que Pormncaré parece talvez pertencer mais ao século anterior
Hitbert claramente esta mais no seu elemento no posterior, em vista de sua &nfase en;
estrutura, Hilbert, como immanuel Kant (1724-1804) nascera em Kédnigsberg na Prissia
Oriental, mas ao contrdrio de Kant ele viajou largamente, especialmente para assistir
a congressos internactonais de matemdticos que se tornaram tdo caracteristicos deste
século. O primeiro congresso matemético formal realizou-se em Ziirich em 1893 o se-
gundo em Parnis em 1900, e a partir dai se tem realizado mais ou menas reguiarmenée cada
Guatro anos, sendo o Decimoquinto Congresso Internacional realizado em 1968 em
Moscou.

No Congresso de Paris de 1900, Hilbert, renomado professor em Gottingen, apre-
sentqu uma exposicdo em gue tentou, com base nas tendéncias da pesquisa matematica
ho fim do glorioso século dezenove, predizer a dire¢do de progressos futuros. Isso ele
fez propondo w.f'inte e trés problemas que ele acreditava estariam ou deveriam estar entre
OS que ocupariam a atencac dos matematicos no século vinte. “Se quisermos ter uma
Idéia do desenvelvimente provavel do conhecimento matematico no futurg imediato’,
ele disse, "devemos fazer passar por nossas mentes as questoes ndo-resolvidas e olhar
0s problemas que a ciéncia de hoje coleca e cujas solugdes aesperamos do future' 7'

Embora discordasse da idéia de gue s& os corcertos da aritmética 30 suscetivels
de ratamento completamente rigoroso, ele reconhecia que o desenvolvimento do
Continuum aritmetico por Cauchy, Bolzang e Canter era um dos dois mais notaveis
iunesscls do séculoc — o0 outro sendo a geometria ndo-euclidiana de Gauss, Bolyai e
dghsgzz:zk{fm—di:?:m o prime.in:: dos uin’Ee e trés problemas dizia respeito a elstrutura

umeros reais. A guestdo consta de duas partes: (1) se existe um

Dart ':IF‘:-1:ra ) r: ugtraﬁ u-flhmlri.huimf"ma e Fclinqari‘ veja o “Lloge historique d Henri Poincaré” por Guston
Yoot em Qewvres Heard Poincard (1916-1956), Yol 1L {1952), VII-LXXT. Veja também Vilo Valterra ¢
ﬂl.ltl’['-b'.{. Heart Pofrearé: Poewvre scientifigue, Doeuvie philosophigue (1914)
:_’::rﬂ_]a IErn‘r.:r-;t [;ebﬂm Henri Fr_'?_r:'ﬂ{'ﬂre'*, bibliographie analytigue des écrity {1909)
of the gmﬂ-!a'fl Lri}iuia:.:- por Mar}*.WmiIGn H::ws,::m de “Mathemgt_ir.:al Problems" de lilbert em Buiferm
Moo evicen Mathemaiical Sociery (2). 8 {i_S'll]EJI._ 437-479, O original em alemaio aparcecu nd Gatimgen
wetrichten de 1900, pp. 253-297, e em Archiv der Mathematiic und Physik. (20, 1 (1901), 44-63. 213-237
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nimero transfinito entre o de um conjunto enumerdvel e o numero do conlimuum, e
(2) o continuum numérico pode ser considerado um conjunto bem ardenado? A se-
gunda parte pergunta se a totalidade dos numeros reais pode ser disposta de gutro modo
de forma gue toda colecdo parcial tenha um primeiro elemento. Isso se relaciona de perto
com o axioma da escolba que leva o nome do matematico alemao Ernst Zermelo (1871-
-1956) que o formulou em 1904, O axioma de Zermelo atirma que, dado qualquer con-
junto de conjuntos mutuamente disjuntos nao-vazios, existe pelo menogs um corunto
que contém um e um sO elermento em comum com cada um dos conjuntos ndo-vazios' *\.
Como ilustracdo de um problema envolvendo o axioma de Zermelo, consideremos o
conjunto de todos 0s nameros reais 1 tais que 0 < 7 < 1. chamemaos dois desses nUmeros
reais de equivalentes se sua diferenca é racional. Existem evidentemente infinitas classes
de equivaléncia de nimeros reais. Se formarmos um conjunto § de um numero de cada
uma dessas classes, $ é enumerdvel ou nag-enumerdavel? O axioma da escolha, indis-

pensavel em andlise, Kurt Gédel (13906- Y em 1840 provou ser consistente com
outros axiomas da tecria dos conjuntos; mas em 1963 foi provado por Paul Cohen
(1934- ) que o axioma da escolha & independente dos outros axiomas num certo

sistema de teoria dos conjuntos, mostrando assim que o axioma nao pode ser provado
dentro desse sistermma' ?: |sso parece excluir uma solucdo definida para o primeira probiema
de Hilbert.

O segundo problema de Hilbert, também sugerido pela idade do ngor no século
dezenove, perguntava se & possivel provar gque os axiomas da aritmetica 580 COnsis-
tentes — que um nomero finito de passos IGgicos baseados neles nunca pode levar a
resultados contraditorios. Uma década depois apareceu ¢ primeiro volume de Principia
mathematica (3 volumes, 1910-1813). de Bertrand Russell e Alfred North Whitehead
(1861-1947), a mais elaborada tentativa feita até entdo de desenvolver as nocdes fun-
damentais da aritmética a partir de um conjunto preciso de axiomas. Essa obra, na tra-
dicdo de Leibniz, Boole & Frege, e baseada nos axiomas de Peano, desenvolvia em todos
os detalhes um programa que se destinava a provar que toda a matematica pura pode
ser abtida a partir de um pequeno nimero de principios [0gicos fundamentais. 1$s0 jus-
tificaria a idéia de Russell, expressa antes, de que a matemética é indistinguivel da légica.
Mas o sistema de Russell e Whitehead, ndo inteiramente formalizado, parece ter encon-
trado mais aprovacdo entre logicos do que entre matematicos. Além disso, 0s Principia
deixavam sem resposta a segunda pergunta de Hilbert. Esforcos para resolver esse pro-
blema levaram em 1931 a uma surpreendente conclusdo por parte de um jovem mate-
matico austriaco, Kurt Gédel, que emigrara para os Estados Unidos e se tornara memkbro
do institute for Advanced Study em Princeton. Godel mostrou gue dentro de um sistema
rigidamente logico como o gue Russell ¢ Whitehead tinham desenvolvido para a ant-
mética, podem ser formuladas proposicdes gue sao indecidiveis ou indemonstraveis
dentro dos axiomas do sistema. [sto &, dentro do sisterma existem certos enunciados
precisos que ndo podem ser provados ou negados''?! Portanto nao se pode, usando
os métodos usuais, ter certeza de que os axiomas da aritmetica nao levardo a contradicoes,

Num certo sentido o teorema de Goidel, as vezes considerado o resultado mais de-
cisivo da logica matematica, parece resolver negativamente a segunda pergunta de Hilbert.

“Weja Herman Rubin ¢ fesn E. Rubin, Eywivalents of the dxiom of Cheice {Amsterdam: Narth-
-Holtand, 1963

Mlyeja P.J. Cohen, “The Independence of the Continuum Hypothesis ™, Proceedings of the National
Academy of Science. 50 (1963}, 1 143-1 148; 531 (1964), 105-110

"MK urt Godel, “Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und verwandter
Systeme’’, Monatshefte der Mathematik wnd Phyvsik, 38 (1931), 173-198: ou veja sua Consistency of the Axiom
of Choice coned the Generalized Conriimneyy Fvparhesis wish the Axiomy of Ser Theory (Princeton. NI Prio-
ceton Lintversity Press, 19440, edig8o revisla em 1951) Inamceros osturgos 18m sido feitos para expliear 4
prova de Godel em tinguagem apropriada para o ndc-especialista. Veja em particular Ernest Nagel ¢ J. R.
Newman. “Gadel's Prool™, The Waorld of Mathemarics {(New York: Simon e Schuster, 1956, 4 volumes),
(TL, 1668-1693
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Em suas implicacdes a descoberta por Godel de proposicoes indecidivels & tac pertur-
badora quanto a revelagdo por Hipasus da existéncia de grandezas Incomensuraveirs,
pois parece eliminar a esperanca de certeza matemadatica pelo uso dos métodos Obvios.
Talvez também, como resufiado, esteja condenado o ideal da ciéncia — inventar uma
colecdo de axiomas dos quais todos os fenémenos do munde natural possam ser de-
duzidos. No entanto, os matematicas € os cientistas aceitaram igualmente 0 golpe sem
maior preocupacao e continuaram a acumular teorema sobre teorema em quantidade
maior que nunca. Certamente renhum estudioso hoje repetiria a assercdc de Babbage
em 1813 de que A idade aurea da literatura matemdtica certamente passou’’.

Os probiemas levantados pelo tecrema de Gddel foram atacados de fora da propris
aritmética através de um novo aspecto da |bdgica matematica que surgiu pelo meo do
século vinte e chamado metamatematica. Essa ndo se preocupa com o simbolismo &
operacdes da aritmética, mas com a interpretacdo desses sinais e regras. Se a aritmética
nao pode sair do areal da possivel inconsisténcia, talvez a metamatematica, estando
fora da dificuldade, possa salvar o dia por outros meios —tais como inducao transfinita.
Alguns matematicos esperariam ao menos um melo de determinar, para cada proposicao
matematica, se ela & verdadeira, falsa ou indecidivel. De qualguer forma, mesmo a res-
posta desencorajadoramente negativa ag segundo nroblema de Hilbert estimulou assim,

em vez de reduzi-la, a criatividade matemética.
As quatro perguntas seguintes na lista de Hilbert sdo um tanto mais tecnicas e

absirusas gue as duas primeiras, mas a sete ¢ a oo dizem respeito a nocoes famihares.
No problema sete pergunta-se se o numero x*, onde = & algébrico (e nao zero ou umj
e B & imacionai e algébrico, é transcendente. Em forma geométrica, Hilbert exprimia 1550
perguntando se em um triingulo isosceles a razdo da base para um lado é transcendente
se a razdo do Angulo no vertice para os dngulos na base & algébrica e irracional.

Essa questdo foi resolvida em 1934 por Aleksander Osipovich Gelfond (13806- ]
que provou gue a conjetura de Hilbert, agora conhecida como teorema de Gelfond, era
correta — % é transcendente se 2 & algébrico e nap € zero nem 1, e se fi e aigebrico e
ndo-racional. No entanto. na matematica a resposta a uma pergunta apenas faz surgir
outras, e os matematicos ainda ndo sabem responder a uma questao como a de saber
se ' & ou nio transcendente se ¥ ¢ fi sdo transcendentes. Nac se sabe, por exemplo,
se e° gu n° ou 7' ou a constante de Euler - sdo transcendentes. Sabe-se porém gue e’
é transcendente, pois e =1/ " " =1/i¥, e ¥ & transcendente pelo teorema de Gelfond' "'

A pergunta oito de Hilbert simplesmente renovava o apelo, familiar no século de-
zenove, para a obtengdo de uma prova da conjetura de Riemann de que os zeros da
funcio zeta, excetuados os zeros inteiros negativos, 1ém todos a parte real igual a um
meio. Uma prova disso, ele pensava, poderia levar a uma prova da familiar conjetura
sobre a infinidade de pares de primos; mas nenhuma prova foi dada ainda, embora mais
de um século tenha-se passado desde que Riemann arriscou o paipite.

Nic podemos tratar dos cutros problemas postos por Hilbert — problemas de to-
pologia, equacdes diferenciais, calculo de variagoes, e outros campos — exceto para
dizer que aproximadamente a metade deles ainda nao fol resolvida:'?! e que, natural-
mente, & mateméatica se desenvolveu também em muitas direces ndo previstas em 13800
Devermos cobservar ainda gue a primeira metade do século vintg nao diferiu de periodos
anteriores na histdria da matematica a0 menos num ponto — cada probiema antigo que
era resolvido legava a posteridade vérios problemas novos. Como Hilbert disse ao propor
seus probiemas, “Enguanto um ramo da ciéncia oferece uma abundancia de probiemas,
ale estd vivo': ele terminou com palavras de encorajamento perante o crescimento pra-

"y eja Einar Hi'le, “Gelfond's Solation of Hilbert's Seventh Problem . American Mathematicval
Moehin, 49 (1947 e3d-661, £ AL Q. Gelfand., Transcendental and Afgehraic Mwmbers, traduzido puer
Leo F. Boron (New York: Dover, 1960) 3

121Para o status dos problemas depois de trinta anos. veja L. Bicberbach. *Uber den Einfluss von
Hilberts Pariser Vortrag uber “Mathematische Probleme” aul die Frtwickiung der Muathematik in den
leteten dreissig Jahren™ . Narwrwissenschaften, 18 (1936) 1 101-1 111

A pnectos do serulo vince 445



ticamente exponencial da matemadtica, observando que a medida que 0 assunto se ex-
pande os instrumentos ficam mais agugados e os métodos mais simples, por isso o campo
pode ser dominado apesar de sua extensao.

Hilbert legou & matematica muito mais que uma colecdo de problemas. Em 1899,
um ano antes de sua conferéncia em Paris, ele havia publicado um volume pequenc
mas famoso chamado Grundlagen der Geometrie (Fundamentos da geometna). Essa
obra, traduzida nas linguas principaisi'?! exerceu forte influéncia scbre a matematica
do século vinte. Com a aritmetizacdo da analise e os axiomas de Peano, a malor parte
da mateméatica, exceto a geometria, conseguira base estritamente axiomética. A geo-
metria no século dezenove florescera como nunca antes, mas fol principalmente nos
Grundiagen de Hilbert que um esforco foi feito pela primeira vez para dar-lhe o carater
puramente formal gue tinham a algebra ¢ a analise. Os efementos de Euclides tinham
uma estrutura dedutiva, certamente, mas estavam cheios de hipdieses ocultas, defini¢cbes
sem sentido e falhas ldgicas. Hilbert percebeu gue nem todos 0s termos em matematica
podem ser definidos e por isso comegou seu tratamento da geometria com trés abjetos
nédo definidos — ponio. reta e plano — & seis relagGes nao definidas — estar sobre, estar
em, estar entre, ser congruente, ser paralelo e ser continuo. Em lugar dos cinco axiomas
{ou nogdes comuns) de Euclides e cinco postulados, Hitbert formulou para sua geo-
metria uma colecdo de vinte e um postulades, conhecidos como axiomas de Hilbert.
Cito deles se referem a incidéncia e incluem o primeirp postulado de Euclides, quatro
s&0 sobre propriedades de ordem, cincg sobre congruéncia, trés scbre continuidade (pro-
priedades ndo mencionadas explicitamente por Euclides) e uma & um postulado de para-
lelas essencialmente equivalente ao quinto postulado de Euclides:'*. Em seguida & obra
pioneira de Hilbert outras colecbes de axiomas foram propostas por QuttQs; e o carater
nuramente dedutivo e formal da geometria, como dos outros ramos da matematica, ficou
completamente estabelecido desde o comego do século vinte.

Hilbert, através de seus Grundilagen, tornou-se o prnncipal representante de uma
“escola axiomatica” que foi influente na formacdo das atitudes contemporaneas na ma-
tematica e no ensing da matemaética' '®! Os Grundiagen iniciavam com uma frase de
Kant: “Todo cenhecimente humano comeca com intuighes, passa a conceitos e terming
com idéias’”’, mas o desenvolvimento dado por Hilbert 8 geometria estabelecia uma wvisao
do assunto decididamente antikantiana. Dava énfase a que nao se devem assumir, para
ps termos nfo definidos na geometria, propriedades além das indicadas nos axiomas.
O nivel intuitivo-empirico das antigas concep¢coes geomeétricas deve ser abandonado
e pontos, retas e planos devem ser entendidos apenas como elementos de certos con-
juntos dados.

A teoria dos conjuntos, tendo dominado a algebra e a analise agora invadia a geo-
metria. Semelhantemente, as relagdes ndo definidas devem ser tratadas como abstracdes
indicando nada mais que uma correspondéncia ou aplicacao. Através da geometria ana-
litica o tratamento formal da geometria fora associado &8 axiomatizacae da algebra, e o
resultado final da associacao foi um grau de abstragdo que excedia tudo do século de-
zenove. Peano em 1888 tinha em esséncia definido um espaco vetorial sobre o corpo
dos nimeros reais, mas no gue veio a chamar-se espaco de Hilbert!'®! as idéias de
Hamilton. Grassmann ¢ Peano 530 generalizadas ainda mais. Os elementos nao sao o0s
pontos de Euchdes, mas sequéncias infinitas de numeros complexos x,, X, ,..., para

N Uma tradugdo para o inglés por E. J. Townsend, The Foundativns of Geamerry. foi publicado por
Open Courl. LaSalle. 11, em 1992, Uma oitava edigao alemd apareceu em 1%56

1141 Jma lista dos postulados pode ser encontrada em Ralph G. Stanton e Kenneth Do Fryer, fopics
in Moderm Marhematics (Englewood Clifts, N. J.. Preatice-Hall, 1964), pp. 167-170, bamn como nas vanas

edigoes dos Fundamernios de Hilbert
1151V eja, por exemplo, Roll Nevanlinna, “*Reform in Teaching Mathematics™, The Marhcmarical

Monmihiiv, 73 (1964000 45364
v-1yeja P. R. Halmos, Inrreduction 1o Ifithert Space (New York: Chelsea, 19513 ou 8. K. Berberian,
Intrendiiciion to Hitherr Space (New York: Oxford, 1961)
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as quais a série x, * + x,* +..- converge. Esse & um caso especial de espaco vetorial,
formas mais gerais do qual foram introduzidas mais tarde por Stefan Banach (18892-
_1945) e outros. Um espaceo vetorial & uma colecac de elementos chamados vetores,
sujeitos as regras usuais de combinacdo de vetores e escalares. Espacos vetoriais de
tipos variados sdo determinados conforme restricdes impostas aos elementos. O espago
de Hilbert, por exemplo, € um espaco vetorial cujos elementos tém uma infinidade de
componentes, sujeitas a condicido de que (x,* +x,* +..-) seja finita. Os espacos de
Hilbert, apesar do extraordinario grau de abstracao que representam, encontraram apli-
cacd0 na teoria quéntica. Os espacos de Banach sdo espacos vetoriais ainda mais abs-
tratos em que os elementos ndo precisam ser delinidos em relacao ao corpo complexo.
Em linguagem técnica, um espaco de Banach & um espaco vetorial normado, completo
na métrica definida pela norma; um espaco de Hilbert é um espaco de Banach cuja norma
|x| tem & propriedade do paralelogramo |x + y|* + [x—y}2 = 2|x|* + 2|y|* Banach era
a luz mais forte numa grande "Escola polonesa” gue floresceu entre as duas Grandes
Guerras, nas Universidades de Lwow e Varsdvia. Banach ensinava em Lwow, & o chefe
do grupo de Varsovia era Waclaw Sierpinski {1882- ), que deu contribuicOes a
teoria dos nimeros, topologia e teoria dos canjuntos, e fundou em 1920 a Fundamenta
Mathematicae, uvm dos melhores periédicos de matematica do mundo. Sierpinskl foi
um professor notavelments bem sucedido e muitos de seus discipulos conguistaram
reputacdo na matematica norteamericana quando o circulo polonés fol dispersado e
Sierpinski deportado pelos alemdes!'’. Com o fim da guerra Sierpinski voitou & destruida
Varsévia @ a publicacdo de Fundamenta recomecou; mas Banach morrera pouco depois
do fim das hostilidades!'®]

Hilbert se interessava por todos os aspectos da matematica pura e sed nome esta
ligado a uma curva simples que enche um espaco e & mais facil de descrever que a se-
melhante dada por Peano. A curva de Hilbert é gerada continuande indefinidamente ©
processo indicado na Fig. 27.1. Comegando com um quadrado unitario, n6s o subdi-
vidimos em quatro partes quadradas como mastra a figura e depois ligamos em ordem
0s quatro pontes centrais, Cada uma dessas quatro partes € por sua vez subdividida em
quatro partes, cujos centros s3o ligados do modo indicado, sempre comegando no qua-
drado inferior & esquerda e terminando no inferior direito. E claro que a curva limite desse
DrOCESs0 passara por todos 0s pontos do quadrado; incidentalmente esse é outro exemplo
de curva continua que nao & diferencidvel em nenhum ponto. O século dezenove obser-
vara alguns dos casos patoldogicos gue podem surgir na algebra, analise £ geometria,
mas foi no século vinte gue anomalias e paradoxos surgiram de todos os lados. Entre
outras esquisitices estava uma curva continua fechada exibida em 1804 por Helge wvon

]
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Figura 27.1

o eja Marthew M. Fryde, " Waclaw Sicrpanski Mathemaliciun ™. Scripta Mathemarica. 27 (19641,
105-111

el Hugo Steinhaus. CStefiun Banach, 1892-19457°0 Seripia Muthomarica. 26 0190310 Y3100,
Steinhaus for tanibém um dos reputados membros do grupo polonds de matematicos. Para aigumas notas
adicionais, mas inadequadas, sobre os malematicos poloneses ver Sister Mary (irace, “Poland’s Conln-
bution to Mathematics”, The Mathemarics Teacher, 60 (1967), 383-386. Para os que Kem polonés cxiste
uma exposigio muito mais completa num volume por Jadwiga Dianni e Adam Wachulka, Mil Anos de
Matemdiica Polonesa (Yarsovia . PZVS, 1963)

Asperios do século vinwe 4d



Agegr

Koch {(1870-1824) de Stockholm e definida essenciaimente como segue''?l Come-
cando com um tridngulo equilatero com lados unitdrios, dividimos em trés cada um dos
segmentos Unitarios, construimos um tridngulo equilatero no terco do meic e apagamos
a base de cada um dos novos tnangulos equilateros (veja Fig. 27.2}. O resultado & uma
poligonal fechada de doze lados e com comprimento total de quatro unidades, Dividindo
em trés cada um dos doze lados, enigindo doze tridngulos equilateros sobre os tercos
do melo, e apagando as bases, temos uma figura fechada com quarenta e oito lados e
um comprimento de 16/3. Continuando esse processo indefimidamente, resulta uma
curva hmite chamada curva de Koch ou do floco de neve. Nac s6 naoc tem tangente em
nenhum ponto mas tem a notavel propriedade de que, dados dois pontos quaisquer
sobre a curva, o comprnimento de arco entre os dois nontos & infinito.

Hilbert, como Poincare, era um matematico de muitas facetas, que contribuiu para
a teoria dos ndmeros, logica matematica, equacdes diferenciais, 0 problema dos trés
corpos e outros aspectos da fisica matematica. Foi em conexdo com seu trabalho sobre
fundamentos da matematica'?™ gue ele se envolveu na mais forte controvérsia do século,
que num certo sentido era a continuacac do conflito antenor entre Cantar e Kronecker.
Hilbert admirava o Mengenfehre de Cantor, a0 passo gue Poincaré o ctiticava fartemente.
As teorias de Cantor, como os abstratos espacos de Hilbert, pareciam murtc afastados
da base Intuitivo-empirica que Poincaré e alguns de seus contemporaneos preferiam,
No Congresso de Paris de 1900, em que Hilbert apresentou seus problemas, Poincaré
leu um artrige em que comparava o$ papéls da ldgica e da intuicdo na matematica.

Os matematicos entdo e depois wvieram a se agrupar em duas ou trés escolas de
pensamento, dependendo de sua atitude com relacao aos fundamentos de sua ciéncia.
Os que adotavam idéias semelhantes as de Poincaré formaram um grupo vagamente
definido com predilecoes intuitivas. Hilbert veio a ser considerado chefe de uma escola
"formalista’, que alguns de seus sucessores levaram a conclusdao de que a matematica
& apenas um jogo sem sentido jogado com fichas sem sentido de acordo com certas

regras formais aceitas previamente.

Relacionado com o grupe formabsta, mas ndo identtficado com elg, havia um certo
numerg de matematicos gque hesitavam em aceitar a natureza inteiramente arbitrdria das
regras do jogo. Liderados por Bertrand Russell, esses homens, frequentemente descritos
como a escola “logicista” ou “logicalista”, igualavam a matematica e a ldégica, em opo-
sicdo a C. 5. Peirce, mas de acordo com Frege Foi L E J. Brouwer {1881-1866) da
Universidade de Amsterdam quem realmente conseguiu reunir os oponentes do forma-
lismo de Hilbert e do logicismo de Russell Ele insistia em gue os elementos e axiomas
da matematica s80 consideravelmente menos arbitrarios do gue parece. Em sua tese
para doutoramento em 1907 e em artigos posteriores Brouwsr atacou 05 fundamentos
lbgicos da aritmética e da andlise, tornando-se conhecido como o fundador de uma
nova escola claramente definida, a “escola intuicionista”. Segundo Brouwer, a linguagem
e a légica ndo sap0 pressuposicdes para a matematica, a qual tem sua arigem na intuigdo

%) Une méthode géométrique élémentaire pour I"étude de certaines questions de la théorie des
courbes planes™, dcie Muathemaricn, 30 (1966), 145-174, Moditicamos wm pouce a curva de Koch para (ins

de exposicio
CNGrundiugen der Mathematk, com P. Bernays (Berlin: Springer. 19341939, 2 volumes)
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que torna seus conceitos & inferéncias imediatamente claros para nési2': uma afirmacén
de que existe um objete tendo uma dada propriedade significa que existe um métc;dn
conhecido que permite que o objeto seja encontrado ou construide em um niamerg fi-
nito de passos. Em particular, ele arguia gue o métado de prova indireta, a que a aritmeética
transfinita recorria com frequéncia, nae & valido. Desde os tempos de Aristoteles as trég
leis Dasicas da lbgica tinham sido consideradas sacrossantas: {1) a let da identidade
A e A; (2) alei da contradicdo, 4 ndo node ser simultaneamente 8 e nio B e (3)a Ie;
do meio excluido (ou tertitm non datur), A ou é 8 ou nio 8, pois ndo ha autra alternativa,
Brouwer negava essa ultima lei da logica e recusava aceitar resultados baseados nelg,
Por exgmplu, ele perguntava aos formalistas se & verdadeiro ou falso que “a sequéncia
de dl'gl.tDS 123456789 ccorre em algum lugar na representacdo decimal de 7. Comg
nac existe método conhecido para fazer uma decisdo, ndo se pode aplicar agui a lei dg
meio excluido e afirmar que a proposicdo ou é verdadsira ou & falsa

Em 1818 Hermann Weyl (1885-1965) aderiu a causa Intuicionista, apesar de ter
estudadc com Hilbert, a quem mais tarde sucedeu em Gottingen. Weyl atirmava que,
ao basear a andlise no continuum da aritmética, os formalistas tinham construido uma
casa que numa parte essencial estd construida sobre areia”!2%l Hilbert comparava o
at_aques de Brouwer e Weyl com o negativismo de Kronecker no perfoda anterior, mas
nac conseguiu destruir seus argumentos. Weyl foi um dos grandes matematicos produ-
zidos pela Universidade de Géttingen, e contribuiu para varios ramos da mateméatica e
para dois grandes avancos da ciéncia durante 0s primeiros anos do século. Fora colega
de Albert Einstein (1879-1955) em Zirich em 1913, e em 18918 Weyl sustentou a teorig
da relattvidade num livro muito difundido, Raum-Zeit- Materie (“Espaco-tempo-matéria™).
Durgnte os dez anos sequintes ele escreveu uma série de artigos sobre as aplicacdss da
teorla dos grupos & mecénica quéntica, a gue Einstein também fez contribuicdes impor-
tantes. No apice de sua carreira, em 1933, Weyl se demitiu de seu posto em Gottingen
€M protesto contra a demissdo de seus colegas pelos nazistas, e o glotioso periodo da
matematica nessa universidade terminou abruptamente. Weyl foi para a8 América do Norte
e.tarnnu—se membro do Institute for Advanced Study em Princeton, de que também
Einstein em 1933 tinha sido feito membro vitalicio, A relacao estreita entre rmatematica
abstrata e teoria cientifica que a obra de Poincaré, Hilbert, Weyl e Einstein represerita
tem sido especialmente caracteristica do século vinte, e ndo foi perturbada pelas con-
trovérsias dentro da matematica com relacio aos fundamentas do ASSUNTO,

Os formalistas e logicistas ficaram particutlarmente embaracados com varigs para-
doxos ha teoria dos conjuntos que hd muito tempo eram familtares, como o do barbeiro
da cidade que barbeia todos aqueles, & somente agueles, que ndo se barbeiam a si mesmos.
C barbeiro estd ou ndo incluido no conjunto dagueles que barbeiam a si mesmos? Aqui
também a lei do meio excluido parece inaplicdvel. Qutrg exemplo & o que geralmente
se chama de "antinomia de Russell”. O conjunto de todos os CoNUNtos gue Nac sao
elementos deles mesmos é um elemento dele mesmo? Quer a rasposta seja afirmativa
quer negativa, resulta uma cantradicdo. Tais paradoxos levantaram sérias dividas sobre
se um programa como o de Russell e Whitehead, baseado como & na nogcao de conjunto,
poderia ter sucesso. O paradoxo de Russell foi propasto em 1902, e o desgosto que
Causou entre os especialistas em logica matematica foi bem expresso por Frege em 1903
num apéndice ao segundo volume de seu Grundgesetze:

3 Nadla F}ivl.‘.‘:lr' praticamente pode acontecer a um autor cientifica do gue ver bma das fundacdes
€ seu edificio ser abalada depois de terminada a obra. Fui colocado nessa posiCAC por uma cairta
contendo 0 paradoxo de Mr. Bertrand Russell exatamente quando a /mmpressdo deste segundo volume

21 3 . . : . , ) _ _

: Wein o ﬂr“Eﬂ: T'»“l_uthematn:a. Foundations of ", por 5. €. Kleene em Freveiupacdic Britenaroa,

;(2"; E}]Qﬁﬁ}, 82B-83 Cf Edith H. Luchins ¢ A. S Luchins, ~Logiciam™, Scripta Marhemarica, 27 (19639,
-143

'“*Weju Hermann Weyl: Philosaphr of Mathematics and Natural Secience, baseado numa tradugio
de Olaf Helmer (1940)
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estava quase pronta . .. Solatium miseris, socios habuisse maforum. Eu também tenho esse consolo,
se & Que & consolo; pois todos aqueles gue em suwas provas usaram extensdes de conceitos, classes,

conjuntos inclusive sistemas de Dedekind estdc na mesma posigdo. Ndo & 56 uma guestao de mey
método particular de colocar as fundacdes, mas trata-sg de saber se alguma fundamentagac logica

mard 4 antmética & possivel!

Fzsa percepcdo cas trés principais concepcoes quanto a natureza da matematica
nao deve levar a conclusdo de que todo matematico se encantra em um dos trés campos.
Nada podia estar mais longe da verdade, e mesmo aentro de cada escola de pensamento
hé grande diversidade de opinido. Pode-se até sugerir que nao ha dois matematicos de
hoje que concordem quanto a natureza de seu assunto. Certamente a palavra ‘mate-
matica” significou coisas diferentes para os poves do mundo em diferentes periodos
da historia, e seria pouco realistico esperar grande acordo dentro de um campo que $¢€
tornou tdo vasto. Durante a primeira métade do sécule vinte o conflito entre as facces
foi as vezes agudo; mas a partir dai tem havido mais um sentimento, que lembra o pen-
samentc de d Alembert cerca de duzentos anos antes, de que devemos levar avante ©
desenvolvimento do assunto, tanto nas fundacdes quanto na superestrutura, sem preo-
cupacdo excessiva com um credo particular' 231

Nem todos os matematicos principais do comeco do século vinte tomaram parte
ativa na controvérsia formalista-intuicionista. Em particular, Henrn Lebesgue (1875-1941)
um dos matematicos mais originais e produtivos, revolucionou um importante aspeclo
da analise sem aderir @ uma das principais ortodoxias. Tomou uma posigao um tanto
intermediaria entre intuicionistas e formalistas — uma posicdo que poderia ser deschia
como empirismo légico francés. Mas se no que diz respeito a fundamentos |Ogicaos
Lebesque ocupava uma posicdo de centrg, em sua pesquisa ele escandalizou os ana-
listas convencionais, como Hermite, com sua predilecdo por tipos patologicos de fungodes.
Ele tivera o tipo usual de treinamento matematico, embora tivesse mostrado excepcional
irreveréncia ao questionar afirmacoss feitas por seus professores;, mas sua dissertacao,
aceita em Nancy em 1902, era inusitada, wirtualmente refazendo a teoria da integracac.
Sua obra se afastava tanto das idéias aceitas que Lebesgue, como Cantor, a principio
foi atacado ndo s por ¢ritica externa como por duvida interior; mas o valor de suas idéias
encontrou crescente reconhecimento, e em 1910 ele foi nomeado para a Sorbonne. No
entanto, ele ndo criou uma “‘escola’ nem se concentrou NO campo gue abrira. Embora
seu conceito de integral fosse por si um exemplo notavel de generalizacdo, Lebesgue
temia aue “Reduzida a teorias gerais, a matematica fosse uma bela forma sem conteddo.
Morreria rapidamente’’!25] Dasenvolvimentos posteriores parecern indicar que seus te-
mores quanto a ma influéncia da generalidade na matematica eram injustificados.

A integral de Riemann tinha dominado o estudo da integragcao antes gque Lebesgue
se tornasse ¢ “Arguimedes do periodo de extensdo”. Mas, pelo fim do século dezenove,
estudos sobre séries trigonométricas e o Mengenfehre de Cantor tinham feito com que
os matematicos percebessem mais claramente gque a idéia essencial de funcionalidade
deveria ser uma correspondéncia ponto-a-ponto ou “aplicagdo” no nowva sentido, nao
a idéia de variacdo lisa. Cantor tinha até lutade com nocées de conjuntos mensuraveis,
mas em sua definicdo a medida da unido de dois conjuntos podia ser MenoOr que a sema
das medidas dos conjuntos. Os defeitos da definicao de Cantor foram removidos por
Emile Borel {1871-1958), o predecessor imediato de Lebesgue nos estudos sobre teana
da medida. Borel, como Carnot, até certo ponto levava vida dupla. pois de um posto de
professor em Paris ele passou a participagdo ativa em negocios governamentais. De

(231 eia Gottlob Frege, The Busic Laws of Arithmetic: Exposition of the Syvrem, traduzido para o
inglés por Montgomery Furth {Berkeley, Calill: University of California Press, 1964), p. 127

23 Jma exposigio infensiva das idéias conflitantes & apresentada em Max Black: The Naiure of

Mathemarics (1933). Veja também Abraham S, Luchins ¢ Edith H. Luchins, Logical Foundarions of Ma-
rthematics for Behwvioral Sciencists (1965) para uma exposigio mais popular

[250Weaia Henri Lebesgue, Measure and the fmiegral (1966), p. 5. Esse volume conlém um bem escrito
“Biographical Skewh™ por Ko O, May
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1824 a 1936 ele fez parte da Cédmara de Deputados, e, antes de ser preso em 1940 pelo
governo de Vichy, tora ministro da marinha. Sua lista de publicacdes de matematics
antes de 1924 era notével, incluinde mais de meia dozia de livios. Um dos PriMmeirQs vo-
lumgs tinha sido sobre um tema pouco comum: Lecons sur fe séries divergentes (1501).
Agul o autor mostrava como para certas séries divergentes é possivel definir uma “soma”
que faca sentido em relacbes e operacdes envolvendo tais séries Por exemplo, se a série
& Eu entac uma “soma” pode ser definida como |, e "N g X" dy se essa rmtegral
existe. Durante as primeiras décadas deste século houve vive interesse por tais definicdes:
mas a Influéncia mais duradoura de Borel esteve na aplicacdo da teoria dos {:Dnj:mtm

a teoria das functes, onde seu nome & lembrado no familiar teorema de Heine-Borel:

Se um conjunto fgchadﬂ de uma reta pode ser coberto por um conjunto de intervaios de modo
que cada_p:r_nnm d;r conunto e um ponto interior de pelc menos um dos intervalos, entdo existe um
namero finite de intervalos com essa propriedade de cobertura,

Em terminologia um pouco diferente esse tearema fora enunciado por Heine em
1872, mas fora esquecido até ser reenunciado em 1895 por Borel'2%. O nome de Borel
esta também ligado a gualquer conjunto gue possa ser obtido de conjuntos abertos e
fe}chadns da reta real por aplicacdes repetidas das operaces de unido e interseccio a
namero enumeravel de conjuntos. Todo conjunto de Borel é mensurdvel em sua defiﬁicﬁa_

Lebesgue, refletindo sobre o trabalho de Borel sobre conjuntos, viu gue a definilr,:ém
d? Ftiemlann de integral tem o defeito de s6 se aplicar em casos BXCEPCIoNals, pois assume
naw mais gue uns poucos pontos de descontinuidade para a funcio. Se uma funcdo
y = fix) tem muitos pontos de descontinuidade, entdoc 3 medida que o intervalo x. ;x.
se torna menor, os valores f{x,, ) e f(x.} ndc ficam necessariamente ProXimaos. IEH ue£
de subdividir o dominio da varidvel independente, Lebesgue dividiu pois o campo 7 —f
de var:a?:;éu da funcao em subintervalos Ay, & em cada subintervaio escolheu um ‘l.-":’:llﬂ_r
K.. Entaoc achou a "medida” m(£) do conjunto £. dos pontos do eixo x para 0s quais
os valores de f séo aproximadamente iguais a n.. No modo informal em que Lebesgue
gostava de exprimir a diferenga, os integradores anteriores tinham adicionado indivisiveis
grandes ou pequenos, na ordem da esquerda para a direita, ao passo que ele prefEriz;
agrupar indivisivels de tamanho semelhantes antes de somar'?”! Isto & as somas de
Riemann S, = > f(x )Ax, ele substituiu somas tipo Lebesgue & - M nmi(f) e depois
fazia os intervalos tenderem a zero. T |
, A integral de Lebesgue gque descrevemos agul muito informalmente na verdade
e defimda muito mais precisamente em termos de supremeoes e infimgos e da medida de
Lebesgue de um conjunto, conceito complicado que nao pode ser explicado aqui, mas
um exemplo pode sugerir como opera a integral de Lebesgue. Assumamos que a medida
d:e Lebesgue do conjunto dos mimeros racionais no intervale [, 1] & zero e gque a me-
dida de lLebesgue dos irracionais desse intervalo & um: suponhamgs procurada a integral
ulzte f!ij nesse intervalo, onde f{x) & zero para valores racionais de x e um nara valores
Irracignals de x. Como m{£,) = 0 para todos os valores de 7 exceto / = onde no=1,
temos S5, = D.+ O+ +pm(E)=11=1; portanto a integral de Lebesque é 1. A
Iﬂl’EgI’E|u de Riemann da mesma funcido no mesmo intervalo ndc existe. & claro.

‘ P{an definimos as expressdes “medida de um conjunto” ou "funcdo mensuravel”
hois nao e facil defini-las em poucas paiavras elementares. Além disso, a palavra “medida”
pnd_e ter varios significados diferentes. Quando Lebesgue apresentou seu nNovo conceito
de integral, ele usou a palavia no sentido especifico do que hoje se chama medida de
_Lehesgue. Essa era uma extensdo das nocdes clissicas de comprimento e 4rea @ con-
le:mtnsl mais gerais que o0s associados com as curvas e superficies usuais. Hoje a palavra

medida” é usada mais amplamente ainda, uma medida rum espage A sendo simples-

[261%,00 T :
Vea E.T. Bell, The Developmens of Muathematics {1940), p. 432, para referéncias
1271, : . £ : ' i
'Para uma excelente introdugiio a integral de Lebesgue veja as palavras do proprio Lebespgue em
Sua Meqgsure and the Itegral (traduzido para o inglés) mencionado na nota de rodapé 25 destc capitulo
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mente uma funcio ndo-negativa ¢ com a propriedade pa{ > A) = > u(A) para toda classe
enumeravel de partes disjunias A, contidas em A. Nao s& o noavo conceito de integrai
cobre uma classe mais ampla de fungdes que o de Riemann, mas a relacdo inversa entre
diferenciacdo e integracdc (no sentido generalizado de Lebesgue) estd sujeita a menos
excecodes. Por exemplo, se g(x) é diferenciavel em [a, b] e se g'{x} = f(x} & limniada,
entdo f{x) & Lebesgue integréavel e g{x) —gla} = I_j;f(r} dt, a0 passo que com as mesmas
restricbes sobre g{x) e g'(x} a integral de Riemann R_I[Q F(t) ot poderia ndo existir.

As idéias de Lebesgue datam dos anos finais do seculo dezenove, mas tornaram-se
conhecidas através de seus dois tratados classicos: Legons sur les séries trigonometriques
(1903) e Lecons sur lintégration et fa recherche des fonctions primitives (190431281,

As idéias revolucionarias que continham abriram caminho para novas generalizacoes.
Entre essas estdo a integral de Denjoy e a integral de Haar, proposias por um francés,
Arnaud Denjoy (1884- } @ um hangaro, Alfred Haar (1885-1933) respectivamente.
Gutra integral bem conhecida do seculo vinte ¢ a de Lebesgue-Stieltjes, combinagao
das idéias de Lebesgue ¢ do analista holandés T. J. Stielties (1856-1894). A obra dessas
homens e outros altercu tante o conceito de integral, através de generalizacGes, que se
disse que embora a integracdo seja tio antiga quanto o tempo de Arguimedes, "a teorig
da integragao foi creagdo do seculo vinte"12¥!,

As novas teorias de integracdo estavam relacionadas de perto com oubra caracte-
ristica acentuada do século vinte, o rapido crescimento da topologia geral. Maurice Fréchet
(1878- } na Universidade de Paris, em sua tese de doutoramentc de 1906 mostrou
claramente que a tegria das funcdes ja ndo podia passar sem uma visao muito geral da
teoria dos conjuntos. O que Fréchet tinha em mente ndo eram necessariamente 08 con-
juntos de numeros, mas conjuntos de elementos de natureza arbitraria, tais como curvas
ou pontos; sobre tais conjuntos arbitrérios ele construiu um “ealculo funcional” em gue
uma operacdo funcional é definida num conjunte £ quando a cada elemento 4 de £ cor-
responde um valor numericamente determinado L/(A). Interessava-se NdgQ (oOr um par-
ticular exemplo de conjunto £ mas pelos resultados da teona dos conjuntos que 5a0
independentes da natureza dos elementos do conjunto. Nesse calculo muito geral &
nogdo de limite & muito mais ampla do gue a previamente defimida, essa estando incluida
na anterior como caso especial, assim como a integral de Lebesgue contém as integqrals
de Riemann e Cauchy Provavelmente nenhum aspecto da matematica do século vinte
sobressai tanto quanto o grau sempre crescente de generaliza¢do e abstracao. Desde
o tempo de Hilbert e Fréchet as nocdes de conjunto abstrato € espaco abstrato tém sido
furndamentais na nesguisa.

E interessante notar gque Hilbert @ Fréchet chegaram a suas generalizacOes do con-
ceito de espaco partindo de diregdes um tanto diferentes. Hilbert se interessara, como
Poincaré, pelo estudo de equagdes integrais, especialmente atraves da obra de |var
Fredhalm (1866-1927). Num certo sentido uma equacao integral pode ser considerada
uma extensac de um sistema de 7 equacdes em o incdgnitas a um sistema de infinitas
equacfes a infinitas incégnitas, topico gue tinha sido tratado, sob forma de determinantes
infinitos, por von Koch. Ac trabalhar com equaces integrais de 13404 a 1910 Hiibert
nAda se referiu exnlicitamente & espacos com infinitas dimensdes, mas desenvolveu o
conceita de continuidade de uma funcdo de infinitas varidveis. Até que ponto Hiibert
construiu formalmente o “espaco’ que mais tarde teve seu nome pode ser um ponto
discutivel mas as idéias basicas estavam ali, € seu impacto no mundo matematico fol

1284 muitas exposicdes em ingiés. Vela . Burkill The Lebesgue Integra/ (Cambridge: Camhbridge
Universitg Press, 1951 L H Williamsan, Febeseie Inregration (INew York: Helt, Rinchart, 19621 Stanislaw
Hartman ¢ J. Mikusinski. The Theor of lebesgue Measure and Integration, traduzido por Leo F. Boron
{Qxford, Pergamon. 1961): L. Cesari, Surface Area {Princeton: Princeton University Press, 1956)

(297F 1. Rell. Development of Mathematics, p. 448, Cf. Arpaud Denjoy, Un demi-vici 5 1 19H17-1956)
de nones comninigides auy acadénnies (Paris: Gauthier-Villars, 1957, 2 volumes}: e fmrodicrion o fet 1Rcorie

des fanctions de varigbies réefles (Pans: Hermann, 1937, 2 volumes). Veja tambem Leopoldo Navhbin, The
Haar Integral, iraduzide por Lulu Bechtolsheim {Princeton: D. Van Nestrand, 1365)
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grande. Durante os anos em gue Hilbert se ocupou com equagdes integrais, Hadamard
estava fazendo pesquisas sobre calculo de variacdes, e seu protegido Fréche;t conscien-
temente tentou em 1906 generaiizar os métodos nesse campo através do gue chamouy
calculo fum:.iﬂ.lraaf. Ao passo gue o cdlculo usual lida com fungdes, o céleulo funcianal
lida com funcicnais. Ao passo que uma funcdo & uma correspondéncia entre um con-
juﬁntnl &, de nuameraos e outro conjunto &, de ndmeros, um funcional & uma correspon-
déncia entre uma plasse C, de fungbes e outra classe €, de fungées. Fréchet formuloy
r.:!efll'lrf.;DES generalizadas, correspondendo aproximadamente a termos como limite, de-
rwa!da e continuidade no calculo usval, aplicaveis aos espagos de funcdes que ele rc.rimu
assim, Introduzinde em grande escala um novo vocabuldrio para a nova situagdo!®?!

Dizem aigur::s gue a topologia comecou com a analysis situs de Poincaré: outros
que data da teoria dos conjuntos de Cantor, ou talvez do desenvolvimenta dos ;espan;ns
abstlrams. Outros ainda consideram Brouwer o fundador da topotogia, especialmente
devido a seus teoremas de invarianga topologica de 1911 e a fusdo que efetuoy dos mé-
tndnsr de Cantor com os da analysis situs. De qualquer forma com Brouwer comegou
0 pE!rt-E]dn de evolugdo intensiva da topologia que continuou até hoje. Durante essa “idade
aurea” da topologia, matematicos americanos t8m contribuide notaveimente. Foi dito
que “a topologia comegou como muita geometria e pouca algebra, mas agora & muita
dlgebra € pouca geometria”!* 'l Ao passo que outrora a topologia podia ser descrita como
geometria sem medida, hoje & topologia algébrica ameaca dominar o campe, mudanca
que resultou em grande parte de lideranca dos Estades Unidos. |

| Em 1813 Woeyl deu um curso sobre superficies de Riemannf*?! em Géttingen, onde
Hilbert tinha recebido uma cadeira por recomendacdo de Klein, e ele também deu énfase
a natureza abstrata de uma superficie, ou “variedade de dimensio dois”. como preferia
chama-la. O conceito de variedade, ele afirmou, ndo deveria ser ligado ar um espaco de
pontos (nc sentido geométrico usual), mas ter sentido mais amplo. Cﬂmegamnsrsimn
plesmentg com uma cole¢do de coisas chamadas "pontos” (que podem ser objetos quats-
quer} e introduzimos um conceito de continuidade por meio de definicdes adeguadas
A fﬂrmuiar;.ﬁu classica dessa idéia foi dada um ano depois por Felix Hausdorff (1868-1 942}.
o “sumao sacerdote” da topologia dos conjuntos de pontos. |

| A primeira parte dos Grundzige der Mengeniehre {Aspectos basicos da teoria dos
“*.“f”“”“’s) de Hausdorff de 1914 é uma exposicdo sistemdtica dos aspectos caracte-
ru::hcns da tecoria dos canjuntas, em que a natureza dos elementos ndo tem importdncia;
$0 as relagoes entre os elementos sdo importantes. Na segunda parte do livro achamﬂé
umhdesenvqluimentn claro dos “espacos topologicos de Hausdorff” a partir de uma co-
le¢do de axiomas. Por espaco topolbgico o autor entende um canjunto £ de elementos x
€ certos subconjuntos S chamados vizinhancas de x. Assume-se que as vizinhancas
satisfazem aos quatro sequintes “axiomas de MHausdorff”

1. A Fada ponto x corresponde ao meneos uma vizinhanca {/(x), e cada vizinhanca
{x} contém o ponto x. |

2. Se {JI{I} e V{Ix} sao duvas vizinhancas do mesmo ponto x, existe uma vizinhanca
Wix) que & subconjunto das duas. |

. U?E. )Se O ponto y pertence a Ulx), existe uma vizinhanga U{y) que & subconjunto
e xX).

[]'EI] - -~ - -

_ Um:ﬂ. €Xposicao detathada ¢ bem feita Jv surgimento dos espagos de fungfes através da obra de
Hilkert e Frechet_ & dgdfa em Michael Bernkopf. "The Development of Function Spaces with Particular
?.zii;crenm to Their Origins in Integrai Equation Theory”, Archive for Hisiory of Exact Sciences. 3 {1966},

3 B - . B . .

"“Weja Recemt Soviet Contributions 1o Mathematics, editado por J. . LaSatle ¢ S. Lefschetz (1962),
p. 13 |

a2 -

| “*Hermann Weyl. The Concepr of & Riemann Surface. traduzide por G. R, Maclane. 3. edicio (Rea-
dipg. Mass Addison-Wesley, 935
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4. Para dois pontos diferentes x e y existem duas vizinhancas U(x) e U{y) sem pontos

comuns 771

Vizinhangas assim defimdas permitem a Hausdorff introduzir o conceito de con-
tinuidade. Com axiomas adicionais ele desenvolveu as propriedades e varios espacos
mais particulares, tais como o espaco euclidiano.

Se algum livio marca o aparecimento da topologia dos conjuntos de pontos como
disciplina separada, ¢ o Grundziige de Hausdorff. E interessante rotar que embora fosse
a arnitmetizacdo da andlise que comecou & linha de pensamento que levou de Cantor a
Hausdortf, no fim o conceitc de namero fica totalmente submerso sob um ponto de vista
muito mais geral. Além disso, embara a palavra “ponto” seja usada no titulo, a ngva dis-
ciplina tem 140 pouco a ver com os pontos da geometria ordindria quanto com o8 nameros
da antmética comum. A topologia emergiu no século vinte como um tema que unifica
quase toda a matematica, um tanto como a filosofia procura coordenar todo o conhe-
cimenta. Por causa de seu primitivismo, a topologia estd na base de uma parte muito
grande da matematica. conferindo-lne uma inesperada coesao.

Q alto grau de abstracdo formal que se introduziu na analise, geometria e topologia
ho comeco do seculo vinte nao podia deixar de invadir a dlgebra. O resultado foi um novo
tipo de algebra, as wvezes inadequadamente descrito como “dlgebra moderna”, produto
em grande parte do segunda terco do século. E de fato verdade gue um processo gradual
de generaliza¢do na algebra tinha sido desenvolvido no século dezenove, mas no século
vinte o grau de absiracdo deu uma virada brusca para cima'*?. x e v & nfo representavam
mais necessartamante nomeros desconhecidos (reais ou imaginarios) ou segmentos,
como na obra de Descartes; agora podiam designar elementos de qualquer tipo — subs-
tituicdes, figuras geomeétnicas, matrizes, etc. Quando no século dezesseis cpsa era usado
para a mncdgnita, a “"coisa’ naturalmente era uma grandeza; agora o sentido hteral da
palavia italiana ou espanhala é literaimente aplicavel, pois ndo hi restricdo sobre a na-
tureza dos elementos da Algebra abstrata além dos especificamente postulados nos axio-
mas. Alguma indicacdo da direcdo em que a dlgebra estava avancando pode ser perce-
bida comparando o035 artigos sobre &lgebra apresentados no Quinto Congresso inter-
nacional em Cambridge, Inglaterra, em 1912, logo antes da interrupcdo causada pela
Primeira Grande Guerra, e os hdos no Décimo Primeiro Congresso Intermacional em
Cambridge, Massachusetts, em 1850, depois da segunda interrupgcdo na sene causada
pela Segunda Grande Guerra. A transicdo da slgebra ¢ldssica para a abstrata, no entre-
-guerra, fica evidente olhando os indices, como também a emergéncia da topoiogia como
nval de sua mae. a geometria. O enarme desenvolvimente da topologia hoje resulta em
parte do fato gue g dificil imaginar um aspecto da anatise ou da geometria que nao deva
ser baseado num estudo topoidgico prévio; e apesar do ar vago gque a topologia as vezes
aparenta, ela esta ligada de perto com as guestdes matematicas mais precisas. Se a se-
gunda metade do século continuar na direcdo em que se abriu, a algebra abstrata e a
topologia terdo a parte do [edo na pesguisa matematica.

Seg a matematica mudou de forma entre as guerras, é tgualmente verdade que muito
da matematica em sequida &8 Segunda Guerra representou algoe radicalmente novo, anun-
ciando uma nova eral?®i, A rearia dos conjuntos ¢ a teoria da medida durante o século
vinte invadiram uma parte sempre maior da matematica, ¢ poucos ramos faoram téo com-
pletamente influenciados por essa tendéncia quanto a teoria das prebabilidades, a que
Borel tinha contribuido com seus £léments de la théorie des probabilités (1909). O pri-
meiro ano do novo século for auspicioso para as probabilidades, tanto na fisica quanto
na genética, pois em 19071 Gibbs publicou seus Elementary Principles in Statistical

PUVeja Paul Alexandroff. Elemencary Conceprs of Topology. traduzide por Alexis N. Obolensky
(1965% po 17, ou Jerome H. Manheun, The Genesns of Poing Ser Topedogy (1964), pp. 126-127

#HVeja Oystein Ove, L'afgébre abstraite (Paris: Hermann, 1936)

Hit)ean Dicudonné, “Recent Developments in Mathematics ™. dmerican Mathematival Monthly, T
{1964). 239-248
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Mechanics, € no mesmo ano a Biometrika fol fundada por Karl Pearson (1857-1938}.
Francis Galton {1822-1911), primo precoce de Charles Darwin e estatistico nato, tinha
estudado os fenGmenos de regressdo; em 1900 Pearson, professor “Galton” de eugenia
na Universidade de Londres, tinha popularizado o teste do chi-sguare. Um dos titulos
de Poincare tinha sido "'Professor do caiculo de probabilidades”, indicando o interesse
crescente pelo assunto. Na Riassia o estudo de cadeias ligadas de eventos foi iniciado,
gspecialmente em 1906-1907, por Andrei Andreyevitch Markov {ou Markoff, 1856-1922},
discipulo de Tchebycheff e co-editor das Cewvres {2 volumes, 189%-1904) de seu mestre.
Na teoria cinética dos gases e em muitos fendmenos biolbgicos e sociais a probabilidade
de um evento depende muitas vezes de resultados precedentes, e especialmente desde
os meados do século vinte as cadeias de Markov de probabilidades interligadas tém
sido amplamente estudadas'®®. Quando se pracuraram fundamentos matematicos para
a teoria das probabilidades, os estatisticas viram que o instrumento adequado estava
disponivel, e hoje nenhuma exposicio rigorosa da teoria das probabilidades & possive!
semn vsar nogdes sobre funcdes mensuriveis e teorias modernas da integracdo. Na Rssia,
por exemple, Andrel Nicolaevich Kalmogoroff {1903- ) fez rmportantes progressos
em processos de Markov, e satisfez em parte o sexto projeto de Hilbert, que pedia funda-
mentos axiomaticos para as probabilidades, através do uso da teoria da medida de
Lebesgue. A andlise classica se ocupara de funcdes continuas, ao passo gue os problemas
de probabilidades em geral envolvem casos discretos. A teoria da medida e as extensoes
do conceito de integracao eram idealmente adequados para promover uma associacdo
mais intima da andlise com probabilidades, especialmente depois da metade do século,
quando Laurent Schwartz (1916- ) da Universidade de Paris generalizou o conceito
de diferenciacao através da teoria das distribuicdes {(1950-1951).

A tungao delta de Dirac da fisica atdmica tinha mostrado que as fungdes patolégicas
que por tamto tempo tinham ocupado os matematicos eram (teis também na ciéncia.
Nos casos mais dificeis, porém, perde-se a diferenciabilidade, o que causa problemas
na resolucao de equacoes diferenciais — um dos principais elos de ligagdo entre a ma-
tematica e a fisica -— especialmente quando estdo envolvidas solugdes singulares. Para
superar essa dificuldade Schwartz introduziu uma nocdo mais ampla de diferenciabilidade,
tornada possivel pelo desenvolvimento, na primeira metade do século, de espacgos ve-
tortais gerais por Banach, Fréchet e outros,

Um espaco vetorial @€ um conjunto de elementos 2. b, ¢ . .. satisfazendo a certas

condicfes, Inclusive especialmente a3 exigéncia que se @ e 4 580 eiementos de / e se
¥ & f 5380 nOmeros complexos entao za + fib é um elemento de L. Se os elementos de
L sap fungoes, o espago vetonal chama-se um espaco vetarial de fungdes e uma apli-
cacdo linear dele chama-se um funcional linear. Por “distribuicdo” Schwartz entendia
um funcional linear continuo sobre o espaco das fungdes que séo diferencidveis e satis-
fazern a certas outras condicfes. A medida de Dirac, por exemplo, € um caso especial
de uma distribuicdo. Schwartz entio desenvalveu uma definicdo apropriada de derivada
de uma distribuicdo tal que a derivada de uma distribuicdo é sempre uma distribuicéio.
Isso fornece uma podercsa generalizacdo do calculo, com aplicacdes imediatas & teoria
das probabilidades e a fisica. A analise funcional, essencialmente uma generalizacdo
do cdalculo de variagdes, e a teoria das distribuicoes 1ém sido também importantes tépicos
de pesguisa desde os meados do séculol?’-

As probabilidades e a estatistica no século vinte estio intimamente ligados nao
sO com a matematica pura como com uma caracteristica notavelmente diferente de nosso

P*IN3o ha exposicio adequada da histéria da teoria das probabilidades recente, mas uma apresen-
tagdo elementar de alguns aspectos encontra-se em Amy C. King ¢ €. B. Read. Pathwayy 10 Probubiliny
(1963). ¥¢ja também as natas histérico-bibliograficas no fim de E. B, Dynkin. Markeov Processes, traduzido
do russo (New York: Springer, 1965, 2 volumes), 11, 240-266

L IPara uma caposiviio sinotica veja J.-P. Murchand. Disreiburionis . An Qutiine (Amsterdam: North-
-Holland. 1962). CI. Laurent Schwartz. Théarie des distributions (Paris: Hermann, 1950-1951, 2 volumes:
2% edigda, 1937)
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tempo — uma dependéncia crescente com relacdo aos grandes computadores. O assunto
do calculo por mdquinas ndo era realmente novo, pois Pascal e Leibniz tinham tido sucesso
modesto muito antes. Na verdade, o profeta da maquina de caicular elaborada tinha sido
Charles Babhage, um excéntrico que manteve uma poiémica durante toda a sua vida
com os tocadores de realejo enquanto tentava desesperadamente obter fundos para
completar seu ambicioso projeto de construir um “engenho de diferencga’. Esse artetfato,
concebido em 1833, foi durante algum tempo financiado pelo governo inglés; quando
o Ministro do Tesouro em 1842 cancelou o apoio financeiro, Babbage amargamente
comparolu-o ao destruidor do belo Templo de Efeso. A méaquina idealizada por Babbage
teria muito da flexibilidade das maquinas modernas, mas sem a velocidade dessas. Efe-
tuaria todas as operagdes aritméticas e guardaria informacao para uso posterior, usando
um esquema elaborado de rodas e alavancas. Sua “maguina’, um computador digital,
nunca foi completada. A era maderna da computacdo mecénica pode-se dizer que co-
mecou aproximadamente em 1925 no Massachusetts Institute of Technology onde Yannevar
Bush (18830- ) e seus associados construiram um calculador grande, com maotores
elétricos, mas por outro lado mecénico. Em 1930 a International Business Machines
Corporation comegou a construgao do MARK |, uma calculadora eletromecénica com-
pletamente automatica segundo as linhas da visdo de Babbage; mas antes de ficar pronta,
em 1944, ja estava fora da moda com os planos do ENIAC (Eletronic Numerical Integrator
and Caiculator). Esse foi 0 primeire calcuiador completamente eletrdnico, baseado no
fluxe de eléctrons através de tubos de vacuo. Fora comecgado sob a pressao de neces-
sidades militares, e entre agueles gue serviram como consultores no projeto estava John
von Neumann (1903-1957), nascido em Budapeste, que hawvia ensinade em Berlin e
Hamburgo antes de ir para a América do Norte em 1930, ande, junto com Einstein, ele
sg tornou um dos primeiros membros permanentes do !nstitute for Advanced Study em
1933. Entre 1944 ¢ 1946 ele ajudou a preparar um relatdong para o exercito sobre a ca-
pacidade dos computadores, e em 1849 o primeirc computador com programa em re-
serva entrou emn operagdo. Dois anos depois UNIVAC | (Universal Automatic Calculator)
estava pronto, feito pela Sperry Rand Corporation, mas o campo da computacio ele-
trdmica muda tao rapidamente que esse computador € hoje peca de museu nag Smithsonian
Institution- *#1,

A eletricidade alterou tanto nosso modo de viver que frequentemente se diz que
vivernos numa era elétrica; agora os aparelhos eletrbmicos podem estar a ponto de al-
terar grande parte de nosso desenvolvimento matematico. Os computaderes hoje tor-
naram-se tao wvastos e intrincados cue ultrapassam os sonhos de Babbage, que viveu
urm século antes de seu advento. Problemas gue estavam desesperadoramente além
das capacidades dos matematicos de eras anteriores recentemente foram resoividos com
a ajuda dos computadores de alta velocidade. Se, como Kepler disse, a invengdo dos
logaritmos duplicou a vida de vm astrdnaomo, quanto mais © computador eletrdnico
expandiu as carreiras de cientistas e matematicos! Com seu poder crescente veio também
uma proliferagdao de novos campos e aplicagoes da matematica — programacao linear,
teona dos jogos, pesguisa operacional & muite mais. Von Neumann, um dos matematicos
mais crnativos e versateis de nosso seculo, foi um pioneiro num novo tratamento da eco-
nomia matemdtica. A econometria havia muito usava analise matematica, mas fol es-
pecialmente através da Theory of Games and Econonmic Behavior de von Neumann e
Oskar Margenstern em 1944 gue a chamada matemaética finita veio a desempenhar um
papel crescente nas ciéncias socials. As inter-relacdes entre os varios ramos do pensa-
mento tornaram-se tdo complicadas que Norbert Wiener (18394-1964), um prodigio
matematico € por muitos anos professor no MIT, em 1948 publicou seu Cybernetics,
livro que estabelecia uma nova disciplina dedicada ao estudo do controle & comunicagdo

3*IUma exposigio muito informativa sobre o desenvolvimento dos computadores s¢ encontra em
Jeremy Bernstein, The Andfviica! Engine:. Computers — Past, Present and Future (1963). Vea também
Babbage's Calculating Machine or Difference Engine, editade por Philip Morrison ¢ Emily Morrison (New
York. 1941)
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em animais ¢ maquinas. VYon Neumann e Wiener também se envolveram profundamente
com tearia quantica, e o primeiro em 1955 foi nomeado para a Comissio de Energia
Atdmica Americana; mas seria um erro concluir que homens como esses eram apenas
matematicos aplicados. Contribuiram pelo menos tanto para a matematica pura — para
teoria dos conjuntos, teoria dos grupos, céaloulo operacional, probabilidades e légica
matematica e fundamentas. Fora von Neumann, na verdade, quem em 1929 deu aos
espacos de Hilbert esse nome, sua primeira axiomatizacdo e sua forma atual altamente
abstratal*?l, Wiener fora importante no comeco da décads de vinte na origem da teoria
moderna dos espagos lineares e em particular no desenvolvimento dos espacos de Banach,
A notavel expansdo da matemética aplicada no século vinte de modo algum diminuiu
o rHitmo do desenvolvimenta da matematica pura, nem o surgimento de novos ramos
diminuiu o vigor dos antigos.

OUs conceitos fundamentais da algebra moderna (ou abstrata), topologia e espacos
veteniais foram estabelecidos entre 1920 e 1940, mas a vintena de anos seguinte viu uma
verdadeira revolucdo nos métodos da topologia algébrica que se estendeu a algebra e
a andlise. O resultado foi uma nova disciplina chamada digebra homolégica, sobre a qual
apareceu, em 1955 o primeiro livro por Henri Cartan (1904- ) e Samuel Eilenberg
(191 3- }, sendo seguido na dizia de anos seguintes por varias outras monografias.
A algebra homologica € um desenvolvimento da algebra abstrata que trata de resultados
vialidos para muitas espécies diferentes de espacos — uma invasdo do dominic da Al-
gebra pura pela topologia algébrica. A rapidez com gue esse cruzamento, geral e poderoso,
entre a algebra e a topologia algébrica, cresceu é evidente pelo rdpido aumento no ndmero
de artigos sobre aigebra homolagica que aparecem na lista de Mathematical Reviews.
Alem disso, 0s resultados desse ramo tém aplicagdo tdo ampia que as etiquetas antigas,
aigebra, andalise, geometria, j4 ndc se ajustam aos resultados de pesquisa recente. Nunca
antes a matematica esteve tdo unificada quanto hoje. A maior parte do encrme desen-
volvimento durante 0s vinte anos seguintes & Segunda Grande Guerra teve pouco que
ver com as ciéncias naturais, sende estimulada por probiemas dentro da prépria mate-
matica pura; no entanto durante o mesmo periodo as aplicagdes da matematica a ciéncia
se multiplicaram incrivelmente. A explicagdo dessa anomalia parece clara: a abstragao
e percepcao de astruturas tem tido papel cada vez mais importante no estudo da natureza,
como na matematica. Por isso mesmo em nossos dias de pensameanto superabstrato,
d matematica continua a ser a linguagem da ciéncia, tal como o era na antiguidada *"!
Que hd uma conexdo intima entre fendmenos experimentais e estruturas matematicas
parece completamente confirmado da maneira mais inesperada pelas descobertas re-
centes da fisica contempordnea, embora as razdes subjacentes para essa concordancia
permanegam obscuras. Do ponto de vista axiomdtico, a mateméatica aparece assim como
um repositorio de formas absiratas — as estruturas matematicas; e acantece — sem que
salbamos por que — que certos aspectos da realidade empirica se ajustam a essas formas,
Ccomo por uma espécie de pré-adaptacdo’’!*1!

Foli dito repetidamente agqui que a matemaética do século vinte viu uma &nfase sobre
8 abstragdo e uma preocupacdo crescente com a andlise de esquemas amplos. Talvez
1850 aparega 0 mails claramente possivel nas obras de meados do século vinte emanadas
do matemdtico policéfalo conhecido como Nicolas Bourbaki. Este & um francés inexis-
tente com nome grego que apareceu nas péginas de titvio de vérias dlzias de volumes
numa grande obra que ainda prossegue, £/éments de mathématigue, que pretende captar
toda a matematica que vale a pena. A ciflade de Bourbaki & dada como Nancy, cidade

1**1Para uma exposi¢do sobre a obra de von Neumann veja uma série de artigos formando um niimero
em memoria do Bulletin of the American Muathematical Socieiv. 64 {Maio, 1958)

“PIM, H. Stone® "The Revolution in Mathematics"”. Liberal Educarion, 47 (19615, 34-327. Veja es-
pecialmente p. 326

N Bourbaki® “The Architeeture of Mathematics™. American Mathemarical Monthiy, 57 (1850),
221-232. E uma tradugdo de um artigo que apareceu om Lev grandy courants de la pensée mathemarigie,
editado por F. Le Lionnais (1962). Veja especialmente p. 231
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que farneceu vérios dos grandes matematicos do século; pode nao ser coincidéncia o
fato de que em MNancy hd uma estatua do pitoresco e outrora muito real General Charles
Denis Sauter Bourbaki {1816-1897) a quem em 1862 foi oferecido o trone da Grecia,
que ele rejeitou, e cujo papel na Guerra franco-prussiana foi muiic notavel. Nicolas
Bourbaki porém ndo é parente seu em nenhum sentido da palavra, o nome foi simptes-
mente tomado para designar um grupo de matematicos, quase exclusivamente franceses,
que formam uma espécie de secreta socigte anonyme **. Como instituicdo de referéncia
N. Bourbaki as vezes usa a Universidade de Nancago, referéncia ao fato gue dois dos
lideres do grupo durante algum tempo pertenceram a universidades da area de Chicago
— André Waeail (1906- ) na Universidade de Chicago (mais recentemente porém
no Institute for advanced Study em Princeton) e Jean Dieudonné (1906- ) na
Northwestern University {antes na Universidade de Nancy, depois na WUniversidade de
Paris). O primeiro volume dos E/féments de Bourbaki apareceu em 1939, o trigésimo
primeiro em 1965; até agora a obra ndo completou o que se conhece como Parte |, fes
structures fundamentales de Fanalyse. Essa parte contem meia duzia de subtitulos: {1)
Tecria dos conjuntos, {2) Algebra, (3) Topeologia geral, (4) Funcées de varidvel real,
{6) Espacos vetoriais topologicos, e (6) Integracdo. Esses titulos indicam que s uma
pegquena parte da matematica contida nesses valumes existia hd um século. A apresen-
tacdo do assunto por Bourbaki & caracterizada por uma adesdo sem concessoes ao tra-
tamento axiomatico e a uma forma secamente abstrata e geral que retrata claramente a
estrutura logica. O tratamento bourbakista da mateméatica & assim um tanto analogo, no
mais alto nivel, as mudancas que se deram na matematica em nivel elementar e secunacdno.
A esperanca em ambos os casos & que a énfase em estrutura leve a consideravel economia
de pensamento. Por exemplo, no comeco do século dezenove a descoberta de que a
estrutura do sistema dos numeros complexos era a mesma gque a do plano euchdiano
mostrou que as propriedades deste, estudadas por dois milénios, podiam ser aplicadas
ao primeiro. O resultado foi uma proliferacado exuberante na andlise complexa. Néo ha
razao para fue a preocapacao atual com semelhancas de estrutura ndo prodaza. nos
anos fuluros dividendos semelhantes.

A chamada matematica moderna nas escolas também partilha com Bourbak o de-
sejo de substituir calculoes por 1déias. Os romanticos da matematica no comeco do século
temiam que um arido formalismo encorgjado pelo logicismo se apoderasse do assunto.
Pelos meados do século o feudo entre formalistas e intuicionistas tinha se aguietado
e Bourbaki nao vé necessidade de tomar partido na controvérsia, "0 gue o metado axio-
matice fixa como seu objetivo principal”. ele escreve, & exatamente o que o formalismo
lbgico por si ndo pode fornecer, ou seja, a inteligibilidade profunda da matematica™' 4?1,
Na mesma linha de pensamento um dos lideres do grupo, geraimente considerado como
um dos grandes matematicos dos meados da seculo, escreveu que, "5Se a 1dgica € a hi-
giene da matematica, ndo & sua fonte de alimento™**!

Poincare observou uma vez gue em matematica “os profetas da desgraca ... os
pessimistas, sempre foram forcados a recuar’”’; esse otimismo estd presente na matematica
de hoje. Well, concordando com a visao de Hitbert, apontou para a multidac de problemas
existentes como sinal seguro da vitalidade da matematica; do futuro ele diz: "0 grande
matematico do futuro, como o do passado, fugitd dos caminhos batidos. E por rappro-
chements inesperados, 3 que NOssa imaginacao nao saberia como cheqgar, que ele re-
solverd, dando-ihes outro aspectoa, os grandes problemas que nods lhe deixaremos de

221pay! R, Hatmos, “Nicolus Bourbaki™, Seiemeifie Anwrican, 196 (Maio., 1957, 55.99
I+ 1gurbaki, “The Architecture of Mathematics™, dmerican Mathematical Monthiy, 5T (1930), 223

1A pdre Weil, “The Future of Mathemates™, Amevican Mathemairoal Moaifitv, 87 (19500, 295.306;
vele po 297 E tradugio de um artigo de Les gronds cowranis o e peasee mathdématigue. cditado por Fo Le
Lionnals (1948: nova edigdo 1962}
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heranca”'**l Olhando para o futuro, Weil tem conftanga em mais uma caisa: "Neg futuro,

como no passado, as grandes idéias devem simplificar idéias”t4%!.

Pelo conhecimento do passado pode-se prever num sentide miuito geral o que o
futuro pode conter. Mas se hd um elemento de verdade no aforisma “'a historia se repete’”,
a historia da matematica contudo mostrou que as “repeticées” sdo tdo variadas e im-
previstas que impedem quaiquer previsdoc significativa das coisas que estdg para vir.
Foi dito'*’" que um grafico representando o crescimento da ciéncia. incluinde a mate.
matica, se aproxima de uma curva exponencial, e nic & desarrazoado Esperar que os
desenvolvimentos futuros da matematica sigam essa curva. No entanto, loucura e sa-
bedoria estdo tao misturadas na sociedade humana que ha agora uma possibilidade muito
real de que a matemdtica do homem se torne um dia o instremento de sua oropria des-
trutcao.
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EXERCICIOS

1. Dé trés definicdes ou descngdes da matematica dos séculos dezenove e vinte, exphcando
qual prefere & por gué,

2. Descreva as ideas das trés prinopais escolas de pensamento do stéculo dezenove guanto
aos fundamentos da matematca, mencionarde ema ouw duas figuras impertantes de cada uma.

3 Descreva vanos paradoxos e anomalas ng maematica do século vinte, midicanda seu sig-
nificado.

4. Explique por gue as distincdes tradicionars entre algebra e geometria g tornaram menos
pronunciadas durante o século vinte. Que campo se desenvolveu mais rapidamente no século e por qué?

R Qs progressos da matematica se inspirgram mais na ciéncia e na tecnologia no século vinte

que no dezenove? Explique,
6. Compare a influéncia sobre as atitudes matematicas do teorema de Gédel com a da des-

coberta das grandezas inComensuraveis.

7. A taxa de crescimento das descobertas matemdticas estd aumentando ou diminuindo du-
rante o século vinte? Como voceé explica 1ss0?

8. Os matematicos gregos antigos boje senam classificados como formalistas, intuicionistas,
ou logicistas? Explique.

9. Cite tris matematicos importantes, ndo nascidos nos Estades Unides, gue se tarnargm mem-
bros do Institute for Advanced Study em Princeton (familiarmente conhecido como Frincetitute) e
descreva brevemente suas principais contnbucdes a matematica,

10, Mencione trés aspectos em que a cidade francesa de Mancy esteve associada com ma-
tematicos do seculo vints.

11, Descrava algumas das contribuigdes da Poldnia & matematica no intervalo entre as duas
Guerras Mundiais.

12. Qual é a integral de Lebesgue em {0. 1] da funcao f{x} onde f{x) = 1 se x racional e f(x) = 0
se x irracional? D& os motivos de sua resposta.

13. Mastre que o produte de duas transformacbes lineares fracionarias (em uma variavel) e

uma transformacdo linear fracionéria.
14. Se uma transformagdo linear fracionaria

. a8z + b
z:
czZ + o

satisfaz & condicdo ad — #c = 1, mostre que a transformacgdo inversa também satisfaz a essa condigéo.

*5. Se rada uma de duas transformacdes lineares fracionarias satisfaz 4 condicag no Exc. 14,
mostre que o produte delas tambéem satisfaz, _

_18. Quais dos namerps seguintes sdo, ao que se sabe, transcendentes: r*, " &' n", (s 2)°,

3, {2} 3 In1 tg =/3, /. Expligue

"17. Prove que lpg,,3 @ irracional e use esse resultado e o teoremna de Gelfond para mostrar
que log,,3 & transcendente. Quantos dos logaritmos comuns dos inteiros entre 1 e 10 inclusive sao
algébricos?

"18. Qs trés primeiros passos na definigdo da curva de von Koch ou do floce de neve 830 mos-
trados na Fig. 27.2. Ache o perimetro € a drea da configuragao correspondents agc quarte passo.

*19. O perimetro da curva de von Koch ou do floco de neve & infinito, mas a area himitada por
ela & fimta. Ache essa area.
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A obra definttiva sobre o assunto.

Cantor, Montz, Vorlesungen ther Geschichte der Mathematik {Leipzig: Teubner, 18532.1808, 4 volumes).
A mais extensa histdna da matematica publicada até hoje. Alguns volumes estao em 2. edicao
e a obra toda existe em raimpressad.

Carruccio, Ettore, Mathematics and Logic n History and in Contemporary Thought traduzido por
|sabel Quigly {(Chicago: Alding, 1864}, Um apanhado geral eclético. Na bibliografia predeminam
auUtores italianos.

Chasles, Michel, Apercy fustorigue sur forgine el fe developpement des methades g geomelrie,
2.4 edicdo {Parns, 1875}, Obra classica especialmente forte guanto a8 geometria sintética no Comeco
do sécula dezenove,

Coolidge, J. L., 4 History of Geometrical Methods {Oxtord. Clarendon. 1940]. Excelente obra que
cressupde considardvel conhecimente de matematico. Existe em brochura Dowver de 18963
Dickson, L. E., Histary of the Theory of Numbers (Washington, D. C.; Carnegie Intitution, 19159-1923).

Defimitive em sua area. Ewiste em reimpressdo, New York: Stechert, 1934,

Encyclopédie des sciences mathématiques pures et apphguées {Paris, 1304-1914). isto ¢ essencial-
mente uma traducdo parcial de Encyklopidie der mathematischen Wissenschsften (Leipzig:
Teubner, 1898-1935), mas a versdo francesa comtém muitas referéncias histdncas adicionals,

Eves. Moward, An Introduction to the History of Mathematics, edico revista {New Yoark: Holt, Rinehart
and Winston, 1984) Texto notavelments bem feito.

Gillespie, C. C., ed., Dictionary of Scientific Bibhography {a ser publicado em cerca de seis volumes
por Chatles Scribner's Sons, New York, comecando em 1968}

Heath, T. L., A History of Greek Mathematics (Oxford; Clarendon, 1927, 2 volumes). A melhor expo-
sicdo sobre o assunto em inglés. Existe em brochura em forma um tanto abreviada como A Manual
of Greek Mathematics (New York: Dowver, 1963}

Hofman, J. E., Geschichte der Mathematik {Bertim: Walter de Gruyter, 19563-1357, 3 volumes: Vol |
nova edicao, 1963, Os agraddveis volumes em tamanho de bolso contém indices bibliograficos
extraordinariamente Uteis. Esses indices foram tragicamente omitidos na tradugdo em inglés que
apareceu em dois volumes {New York: Philosophical Library, 1957-1858) sob os tituios The
History of Mathemstics e Classical Mathematics, o que tornou a traducdo de utilidade muito
limitada.

Itard, Jean e Pierre Dedran, Mathématiques et mathématiciens (Paris: Magnard, 1959). Elementar
mas util; contem extratos de fontes,

James, Gienn, e R. C. James, Mathemalics Dictionary, 2.2 edigdo (Princeton. N. J.. D. Van Nostrand,
19593 Util, mas ndo 1do completo quanto Naas e Schmid,
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Kaestner, & Q. Geschichte der Mathematik (Gottingen, 1726-1800, 4 volomes). Especialmente Gtil
quanto A matematica pratica € a ciéncia na Renascenga

Kiein, Felix. Vorlesungen dber die Entwickiung der Mathematik im 15 Jahrhundert (Berhm, 1526-1927,
2 volumes) Apanhado em alto nivel, que ficou incompletg devido & morte do autor.

Khire, Morris, Mathematics in Western Culture (New York: Oxford, 1953). Agradavelmente escrito,
am nivel popular,

Kligel, G.S., Mathematisches Worterbuch (Leipzig, 1803-1836, 7 voluemes). Retrata a situacio do
campo um século € meic atras.

Laria, Ging, Storia defle maternatiche (Turim: Sten, 1928-1933, 2 volumes). Obra sdlida e substancial.
Segunda edigao, Mian: U Hoepli, 1950

Marie, Maximilien, Histoire des sciences mathématiques (Paris, 18B3-1888, 12 velumes). Nao uma
histdria sistemdtica, mas uma série de biografias dispostas em aordem cronolégica e arrclando
as obras principais de cada um.

Midonick, Henrietta Q. ed. The Treasury of Mathematics (New York: Philosophical Library, T265).
Util, mas a selecdo da énfase a contribuiches ndoc-européias.

Montucla, J. E, Mistoire des mathématigues, nova edigac (Fans, 1799-1802, 4 volumes). Ainda (Otil,
gspecialmente para aplicacdes da matematica a ciéncia. Existe reimpressae, Pariss A Blanchard,
1960. .

Moritz, R. E., Memorabilia Mathematica or the Phitomatf's Quotation Bogk {New York, 1814}, Contém
mais de duas mil citacdes, distribuidas por assunta e com um indice Existe em brochura Dover
soh o titulo On Mathematics and Mathematicians,

Muir, Thomas, The Theory of Determinants in the Mistorical Order of Development (Londres, 1506-
-1930, 4 volumes g suplemento). De longe a mais completa no campo. Existe reimpressag Dover,

Naas, Joseph, e H. L. Schimid, Mathematisches Worterbuch (Berlim: Akademie, 1967, 2 volumes).
Um dicionarig absolutamente exempiar contendo namero extraordinatio de definicges e biografias
curtas.

Newman, James. ed.. The World of Mathematics (New York: Simon e Schuster. 1256, 4 volumes).
Contém muito material sobre historia da matematica.

Read, C. B.. "Arnticles on the Histary of Mathematics: A Bibliography of Articles Appeanng in Six Pe-
rodicals”. School Science and Mathematics (19589}, B8849-717. Especiaiments Gttt quanto a
material introdutorio.

Sarton, George, !atroduction to the History of Science (Baltimore: Carnegie Institution, 1927-1548,
3 volumes em 5}. Obra monumental e instrumento indispensivel na pesquisa da historia da ciéncia
e da matematica ate 1400,

Sarton, George, The Study of the History of Mathematics {Cambridge, Mass.: Harvard University
Press, 1936, New York: reimpressac em brochura Dover, 1857). Um guia breve mas (Otil. Veja
também Sarton, Horus. A Guide to the History of Science {New York: Ronald Press, 1952)

schaaf, W. L.. A Bibliographv of Mathematical! Education {(Forest Hilis, N. Y. Stevinus Press, 1941},

Um indice de artigos em periddicos desde 1320, contendo mais de quatro mil itens.

Schaaf, W. L., Recreational Mathematics: A Guide to the ierature, 3+ edicdo (Washington, D C.
Maticnal Council of Teachers of Mathamatics, 1963), Contém entre duas e trés mil referéncias
a livros e artigos.

Scott, J. F., A History of Mathematics (Londres: Taylor and Francis, 1953). Bom quanto a matematicos
ingleses mas desatuahzado quante ao periodo pré-helénico.

Smith, D. E.. History of Mathematics {Boston: Ginn, 1923-1925, 2 volumes; brochura Dowver, New
York, 1958). Ainda muito Gtil quanto a detalhes biograficos, especialmente datas de nascimento
e morte, £ para aspectos elementares da matematica.

Smith, D. E. A Sowrce Book in Mathematics (New York: MoGraw Hils, 1929 brochura Dowver, New
York, 1959, 2 wvolumes). Util, mas a selecdo esta longe de ser ideal

Struik, D.J., A Concise History of Mathematics, 3% edicac {New York: Dover, 19671 Breve, mas
merecedora de confianga & em nivel muito eruditc, com muitas referéncias.

Struik, 0. J., Sowurce Book in Mathematics (Cambndge, Mass.: Harvard University Press, 1268) Muito
boa cobertura em &lgebra, analise e geometria de 1200 a 1800.

Tannery, Paul, Mémoires scientifigues (Paris: Gauthier-Villars, 1912-1934, 13 volumes). Esses voiumes
contém muitos artigos sobre historia da matematica, especialmente da antigunidade grega & sobire
o século dezessete, por uma das grandes adtoridades no campo.

Taton, René, ed., Histoire genérale des sciences (Paris: Presses Universitaires de Franes, 1957-1967,
3 volumes: traducdo inglesa, New York: Basic Books, 1964-1965). Excelente exposicdo bem
fundamentada.
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Taylor. Eva, G. R.. The Mathematical Practitioners of England (Cambridge: Cambridge Unmiversity
Press, 1954-1966, 2 volumes). Detalhes biograficos sobre pessoas de 1485 a 1840

Todhunter, |saac, History of the Mathematical Theory of Frobability from the Time of Pascal to that
of Lapface {Cambridge, 1865). Uma obra padrdo e completa,

Tmpfkg, ‘Jc.:nhatnnes, Geschichte der Elementar- Mathematik, 2.2 edicdo (1921-1924, 7 volumes}. Uma
!’1151!‘.]“3 'mporiante para os ramos elementares. Alguns volumes apareceram numa 3.7 edicdo
INncompiets, |

Van der Waerden, B. L., Science Awakening, traduzido por Arnold Dresden {New York: Oxford Uni-
versity Pross, 19817, Uma exposicio sobre a8 matematics grega e pré-heleérca. com ilustracoes
atraentes. Bxiste uma edicdo em brochura (New York: Wiley, 1963). |

Wieleitner, Heinrich, Geschichie der Mathematik (Parte i, de Descartes a cerca de 1800 Leipzig
1911-1821, 2 voivmes). Obra muito Gtil em nivel matematico médio;, ndo confundir com e;
Sammlung Goschen Geschichte der Mathematik do mesmao altor, mats breve, em dois volumes
{Berlim, 1939),

Youschkewvitch, A, P, Geschichte der Mathematik im Mittelalter (Leipzig: Teubner, 1964). Exposicac
substanciosa e com autoridade. |

Zeller, Irmd Mary Claudia, The Developrnent of Trigonometry From Regiomantanus to Pitiscus [(Ann
Arbor, Mich.: University of Michigan: Ph. D. Dissertation. 1944). O gue ha em inglés de mais
parecido com uma histdria da trigonormetria,

Zeuthen, H. G, Geschrchie der Mathematik im XVI ung XViE Jakrhundert {edicdo alema Leipzig:
Teubner, 1903}, Exposicdo sohda e Gtil, | |
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