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Respostas dos Problemas Complementares

513 (a) 32y +2x) (M) 2xy(3x + 2y)(3x = 2y) (0) 3(a®+b%?
(b) 25246t —36°F + 25%) () (x+dy—2)(2x-2y+z) (p) (m*-n?+4)?
(€) 2xyz(x —2z+4dyz?) () (Bx+3y)(9y —4x) (@ (x+3)x+4)
(d) 40y +5)y-53) (ky (x+2)y N -0+
(&) (1+a)(1+a)1-a) 0 -3 () =3y)x—5y)
(f) x@+x)(8—x) (m) (xy —4)? 0 22(z+7)(z-2)
() 8P+ (x+2)(x=2) () xy(2x+3y) W) (5-x)3+x)
514 (a) (m*—7)(m?+3) (e) (x+D(x+1) (B ZXQz+1)(2z-1DBz+1)(3z-1)
(&) (@a+2@-2)a+4@-4 () Gy-20-3) () (@x—dy-3)(3x-3y+4)
(€) 4sPi(s = 30)(s +21) (&) m(5m+2)(m=-1) (k) £*(2x"+1)(2x"~3)
(d) x*(x™-S5)(x™+ 10) (h) (2x+3y)(3x—2y)
515 (@) (+3)0*-3y+9) (f) (m—n)(m?+mn+n>)(m®+m*n® +n%
(0 (x—DE*+x+1) (® 0*+D0* -y +1)
(€) (xy+2)(x*y*—2xy +4) (h)y (x+y—1)(P—xy+y*~5Sx+4y+7)
d) z42-32)(4 + 62 +92%) () (=D + 2+ e+ 1) x>—x+1)

(e) 8xy(x—2y)(x* + 2xy + 4y%)

516 (@) G+3)0-2) (O (@+b)x—1) (o Pe-De+1)F-z+1)
®) @r=s)p+3q) (@ G-yP@+y) (N (m+n)m-n)(m+ntl)

517 (@ GE+DE-2P+z-z+41)
(b)  (x+2p)(x* — 267y + 4x?y? — 8xy® + 16y%)
(© (2—u)(16 + 8u + 4u? + 2 + u?)
d) (m+D)m*—m*+m?—m+1)(m-D)m*+m* +m*+m+1)
@ (-2Q+z+22+2+z4+25+25)

518 (@) (22+4z+8)(z°—4z+78) (&) (2+a—3b)(2~a+3b)
(b) F+xy+y)2x2—xy+y?)  (f) Gr+xy+2)Bx—xy+2y)

(€©) (*+2?—Hx*—222—4) @ (+y+4z)x+y-2)
(d) (m+2n+2p)(m+2n-2p) :

519 (a) MDC=2%y?z2=8y?22, MMC =2%-3)°z% = 48y°z*

(b)) MDC =372, MMC =252Ps*F

(c) MDC=x -2y, MMC = 4(x — y)(x — 2y)?

(d) MDC=2(y +2z), MMC = 12y2(y + 2z)(y — 22)(y - 32)

() MDC=x(x-1), MMC = 3(x+ 1)(x - D2+ DEE+x+1)
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Capitulo 6

FracOes Algébricas

6.1 FRACOES ALGEBRICAS RACIONAIS

Uma fragdo algébrica racional € uma expressdo que pode ser escrita como quociente de dois polindmios, P/Q. P €
denominado numerador e Q denominador da fragdo. Assim,

3x—4 . x4 2y?
xP—6x+8 x¥ = 3xy +2y°

sdo fragdes algébricas racionais.

As regras de manipulagio com fracdes algébricas racionais sdo as mesmas que as utilizadas para fragges nu-
méricas em Aritmética. Uma regra fundamental é: o valor de uma fragéo fica inalterado se seu numerador e deno-
minador sdo multiplicados ou divididos pela mesma expressdo, desde que tal expressdo ndo seja nula. Neste caso,
dizemos que as fragoes sdo equivalentes.

Por exemplo, se multiplicarmos o numerador ¢ o denominador de (x + 2)/(x — 3) por (x — 1), obteremos a
fracfio equivalente

(x+2)x—1) _ xX+x-2
(x=3)(x—1) x'—dr+3

desde que (x — 1) ndo se anule, isto €, desde que x # 1.
Da mesma forma, podemos escrever a fragdo (x2 + 3x+ 2)4’():2 -+ 4x + 3) da seguinte maneira
(x+2)(x+1)
(x+3)(x+1)

¢ dividir numerador e denominador por (x + 1) e obter (x + 2)/(x + 3), desde que (x + 1) ndo se anule, isto €. des-
de que x # — 1. A operagdo de eliminag@io dos fatores comuns ao numerador ¢ ao denominador é chamada de can-
celamento, e pode ser indicada por uma barra inclinada como abaixo:

(x+2)(x+1)  x+2
(x+3)(x+1] x+3

Simplificar uma dada fracdo € reescrevé-la em uma forma equivalente na qual o numerador e o denominador
ndo tenham fatores em comum (exceto £ 1), Neste caso, dizemos que a fragao obtida est4 irredutivel. Tal fragio
irredutivel € obtida fatorando-se numerador ¢ denominador e cancelando-se seus fatores comuns. considerando
que nio sejam nulos.
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_ ¥ —dxy+3y*  (x=3y)x—v) x-—3y
ssim = =
’ i~y (x+y)x=y) x+y’
Trés sinais estio associados a uma fracdo: o do numerador, o do denominador e o da fragéo toda. Os dois pri-
meiros podem ser trocados sem que seja alterado o valor da fragfio. Se ndo existe sinal algum a frente da fracao,
subentende-se que o sinal da mesma € positivo.

desde que (x — y) =0.

Exemplo 6.1

A mudanga de sinal pode ser 1itil em uma simplificagdo. Por exemplo:

x2—3x+2__(x—2)(x—1)_(x—-2}(x—1)_x-1_1_
2-x  2-x  -x-2 -1 °*

6.2 OPERAGCOES COM FRACOES ALGEBRICAS

A soma algébrica de frages que tém mesmo denominador € uma fragio cujo numerador € a soma algébrica dos
numeradores das fragbes dadas e cujo denominador € o mesmo das fragdes dadas.

Exemplo 6.2
I .
5 5 5°5§ 5 5 5
2 k44 2+5 2-(Cx+4)+(FP+5) xP-3x+3
x-3 x-3  x-3 x—3 T x-3

Para adicionar e subtrair fragdes de denominadores distintos, substitua cada fragio dada por uma fragio equi-
valente de modo que todas as fracdes passem a ter mesmo denominador.

O menor denominador comum de um conjunto de fragdes € o MMC dos denominadores das fragdes.

Assim, 0 menor denominador comum de 3/4, 4/5 ¢ 7/10 ¢ o MMC de 4, 5, 10, que € 20, e 0 menor denomina-

dor comum de

Z2 3 x
P,Zx,?élatxz

Exemplo 6.3
4. 7. b 16 .14 1516414 13
4 5 10 20 20 20 20 20
2 3 x_2(14)-3(7x) —x(2x%)  28-21x—2x°
* 2 71 14x? B 14x2
2x+1 3 C (Zx+DE-1) -3 P-dx—1

x(x+2) - (x+2(x—1) x(x+2)(x—-1) B (x+2(x~-1)

O produto de duas ou mais fra¢des dadas produz uma fragdo cujo numerador € o produto dos numeradores das
fragdes dadas ¢ cujo denominador € o produto dos denominadores das fragdes dadas.
Exemplo 6.4
2415 2:4-15 1

-9 =5 (@Er3=3) x5
2—6x+5 x+3 (x-S)x-1) x+3
_ A3 —3)(x—5) x-3
TS -DeA3) x—1

O quociente de duas fragdes dadas € obtido invertendo-se o divisor e depois multiplicando-se.
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Exemplo 6.5
3.5 38 34 3
—t= QU ===
8 4 54 85 10
7  xy i x+2 7

-4 x+2 @+2)x-2) xy  xmx-2)

6.3 FRACOES COMPLEXAS

Fragdo complexa € aquela que possui uma ou mais fragdes no numerador ou no denominador, ou em ambos. Para
simplificarmos uma fragio complexa:

Método 1
(1) Reduza o numerador ¢ denominador a uma tnica fragio.

(2) Divida as duas fragdes resultantes.

Exemplo 6.6
x—l x2—1
x x -1 x x-1
= = . =x-1
1 x+1 x x+1 x+1
1+~
x x
Método 2

(1) Multiplique o numerador e o denominador da fragiio complexa pelo MMC de todos os denominadores das
fra¢Ses que a compdem.
(2) Reduza a fragdo resultante a forma irredutivel.

Exemplo 6.7
i__ _1___4 I2
Y - 1-4¥  (1+2)(1-2%)  1+2r
}1__2 (l—z)xz x=2a° x(1— 2x) x

Problemas Resolvidos

Redugiio de Fragdes a Forma Irredutivel

61 (a) 152 35xx 5 © 14a’b’c? 2
) 12xy 3-4.xy 4y -7a2b*'c b

) 4x?y _ 2 2xxvy _ 2 @ Bx—8y  8(x=y] 1
18xy°  2:9:.x:y-y> 9y 16x— 16y  16(x=—yT 2
Cy=yx  xy(-y)  ppe=Fix+y)

(&) — 5= = =x+y

Xy—xy*  xy(x—y) (oe—yy

0 F-day+3  G-3E-y) G-y x-3y 3y—x

yi -t O —x(+x) L7y +x) y+x  y+x
6x°=3xy _ 3x(2x-y) _  x2e—y) 3

©) v G- ey %

(onde x—y + ()
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* Ps+3P2s+9s  rs(P+3r+9)  rs(Z+3r+9) rs
P—21 P -3  (r=-3)P+3r+9) r-3
o B2tHV_ Glaty)? 16y%(2x +y) _ _16y(2x +y)
8y +yt T y@+y)  p(2x+y) a2y +y?)  Ax - 2xy +y?
U} xln-l-l _ xlny _ ,rz"(x _y) _ IZH(I __V) _ X
Xyt (=) e - v) (P xy +y%) xf A xy +yR

Multiplicagiio de Fragdes

2 6y 12y 4 9 ¥-1_ .8 GEhe-1) x-
620 2 w7y R e TR 6 e
P-4 2y G- 2y 2x+D)
(c) T E 3 2= i
Xy dx+4  xy -2 yx-2)

6x—12 v -1  6(x—2) OEEDG =1)
dry +dx 2—3x+x? 4x(y+1) 2-x)(1-x)

S =D+ hHy — 1) 30-1) _ 3061

(d)

THEbe—2(1-x) (l-x) Zlx-1)

© (ax+ab+cx+bc)( x? - 2ax +a® ) (@+o(x+b) (x-a)x~a)
a’— x? x*+(b+a)x+ab (a—x)a+x) (x+a)x+b)
_fato)x+b) (x—a)x-a) (@a+ox—a) (atc)a—x)
(x—a)a+x) (x+a)(x+b) (x+a)? (x+a)?

Divis@io de Fracgdes

TR AN
2.4 203
) 37757373
(C) 3_x_'_.6.£i—3_x.i--l
24 2 &% x
10xy LSy 10xy? ‘6_2__
@ 5t 3 sy 2
@ x+2xy42y+1_x+2:y 6x x(1+2y) bx
3322 6x  3x2 2y+1 32 (p+1)
) 9—x2_ 2% -3x _ 9-x* X+7x+6
65 P+Tx+6 6 O-202-3x
(3 x)(3+x) x+DEx+6) _J
(x+6) x(x 3)(x+1) x4
sz—51c+2 3
(g) - =(2x2~5x+2)- ——(Z.t 1)(x—2)-2x——-——_1=3(x—2)
3
(x —51-1-6)
X +7x—8 -5x+6 64-«x (x— 3)(x—2} 8-x)(8+x) _ (x—2)(8—x)

*) (9—12) 2+7x 8 9—x° _(x+8)(x 1) (3 0G+x) (x-1D)G+x)

64 — x?
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Adicao e Subtracio de Fracoes

2 % 3 i 37 4_r{_3r2(3) 4@(1)_ >
5 560 @ 575 5 o3
LI 5(4)+7(3) M

wTmtmon  ©

64 (a)

1
(b) =
y xy
4 _ 3(3y) +4(x) _ 9y +4x
3y 3xy 3y

5 1
18 x
x S5x  x(N+5x((2) 17x 3
©5ta" @2 "a 5
5 3 _520-3(1) _10x-3
2r  4x? 4x2 T Tae
*) 3a 2 _ 3a(a)+2b(b)=3a2+2b2
be  ac abc abc
3r—l+5—2r=(3:—1)3+(5—2:)2=9:—3+10—4r=53+7
10 15 30 30 30
0 %__2_+3= 3x(x+1)—2xz+2(x+l)_x2+5x+2
x x+1 x? ¥(x+1) T ox(x+1)
5 10 5:2-9)- 5(x=3)+10 _ 5(x2—x—4)
P »-9 X9
3 2 y _3y+2)-200-2)-y 10
y=2 y+2 y -4 v —4 Ty -4
5 3 s 5 3 % 5
25+4  s2+35+2 s—s—2 2(s+2) (+D(s+2) (-2)s+1)
_S6+ D6 -2)-3Q)-)+s@s+2) T —Ts+2
2s+2)(s+ 1)(s—2) T2As+ s+ (s —2)
3x—6 2% -5 3%+ 3 3x—6 25 3x243
12616 62— 6 82+40r+32 Mx+dHE-1) 6x+DE-1)  Br+HE+I)
_Bx=6)B)(x+ 1) - e —5@Hx+H+ B +3)B)x-1) WP +x2-21x+35
- 28(x+Hx - Dx+ 1) TG+ HE-DE+1)

(€]

O

k) 5-

0

(m)

(n

Fragdes Complexas

3 3 6 3 a—b a-ba-b (a-b)
8 8
(x+y)
3x? _x+y x  x+ty 2a x+1
@ x—y\ 3 .x*-y_Sx(x—y) ® a =2 =2+
X (.r+l)
(a+b_a—b) ((a+b)2—(a-b)2) ( 4ab )
*) a—b a+b _ (a—b)a+b) _\a—-b)a+b)/ 4ab .a+b_ 2b
L, a=b (a+b)+(@a-b)\ 2a " (a-b)a+b) 2a a-b
a+b a+b a+b
( Z 2) (2(x—3)-2(x+h—3)) ( —2h )
@ x+h=3 x-3) _\" G+h=-3)E-3) (x+h—=3)x-3) -2
7 7 h T (x+h-3)(x-3)
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(-3, (5
. 7 y _ y+2\(y-2 _ y-*2=3y2+y—2
0 3+ y+2 == y+2 (y )(y+2) 3 y y
y—2 y—2
1 1 1 1
k = = =
) 1 v x [xti-x Ty !
l+l x+1 x+1 x+1 x+1
x x
o a _ a _ a _ a
0 UL R S PP ., Co.d. ISR TOP
a—b+ « b a—-b+ " Jys. b+(a+b)(a—b) (a b)+a_b
b a ab
_ a _ a _ a(a—-b)
(a—b)*+ab\ [ a*-ab+b*\ a’—ab+b?
a—b a—b
1 1 1
A T 1 BT
3_2a--1 32a+1)—-(2a-1) da+4
2a+1 2a+1
—1— 1 _, 4a+4 6a+T7-—(4a+4) 2a+3
24a+4)—(2a+1)\ = 6a+7T 6a+7 T 6a+7
da+4

(a+6) ( a+6 )(a+3)(a—3} ee

© a?-9 _\@+3)@-3)
a a+4 a  a+4) T a(a+3)—(a+4)(a—-3)
(a—3_a+3) (a—3_a+3}(a+3)(a_3)
a+6 a+6 a+6 a+6

L
2

T P+3a—(+a-12) d+3a-a-a+12 2a+12 2a+6)

2 1 ¥ 1 5
(Gab 451_ (Gab 4a)12“b _ 2(2b) — 1(3b%) _ 4b—3b*
P aY Ji i "~ 1(4a) + 1(6b%)  4a + 6b®
(53?* z—a) (m*a:)“""z

@)

Problemas Complementares

Demonstre que:

ax® - a®x3 - 64> x% _ x(x + 2a)

ol
[ 24x*y?  4x? 4x2-16  4(x+2)
W @) d = =
& @ 18xy> 3y @) x> —2x x © 9a*x — a*x° a(x + 3a)
36xyz? —12yz y2=Sy+6 3—y xy —y? 1
b = = =
) = 15x*y*z  5x° fe) 4—y? y+2 () Py —xyt x(x*+xy+y?)
Sa?— 10ab _ (P +4x)?  x+4) 3a 2* b
@ G D i x2 @ o e
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a

&

5

67 (@ 8xyz? 'Qxyzz___iy_ ) -ay? -2 __2x+2n)(p-1)
Ay’z dxz® k22 3xy +3x 2y +xy — x* 3x(x +y)
®) o, Byt ety © Y-y—6 yY+3y-4_  (+0+49)
u-2 ry 2ud ¥ =kt By Yo - +3)
© P43 20 +2 XP-dx+3 1 ¢ P+37+1+3 8-F (1+3)(FP+2+4)
ax’-4 x*-9 2 2 42— 16t+16 £+t 42— 1)
63 (a) 9 2 ®) 24x3y2+3x2y3=?fz_2 x2—4y2+x2—xy—6y2=y(x—2y)
8 16y 3 522 1524y x2+xy y2+xy x(x - 3y)
(y2-3y+2 x2y+xy2
6x>—x—2 ¥+ dy ~21 (y— 1y +3) xX-—y xy
6.9 = (2x+1)? - _
(a) 3x -2 Purl) 1) 4— 4y +y? y=2)y+7 (©) x+y x—=y
2r+1 9-y?
2 x _x 1 1 x x
6.10 == - =
(@) 3 2 6 (@ x+2+x-2 -4 x*-4
4 5 1 r—1 r+2 1 2 r4r+12
b —— — EE —— —_ =
(5) 3x  4x 12 (f) P+r—6 P+art3 3r—6 3(r+3)(r=2)(r+1)
© 3 8 _3-16y ® x o ¥ _ 3x% + xy
2%y 22 W43y +y? -4t 2P +ay -yt (X +y) (2 p)(x+y)
r+y? x—1 y? a b ¢
4+ — = e + =
(d) x? x } x? ®) (c—a)(a-b)+(a—b)(b-c} (b=c)c~a) 0
(x+1_x—1
+ s
611 @) Eleyg @y 2l Fhl
1 1 ( 1 1 )
—+ = +
x 0y x+1 x-1
2+-1— 1
X X
© s ™2 o e W
1 -
(1+5
¥y
(“ 2yz 5
(© =2 =ye2 (0 2- =22
(1+y2_4) lef s
-7
X
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Capitulo 7

Expoentes

7.1 EXPOENTE INTEIRO POSITIVO

. . o . f . 4
Se n € um inteiro positivo, a”" representa o produto de » fatores iguais a a. Assim, &’ = a - @ * a + a. Na expressio
a’, a é denominado base e n € denominado expoente ou fndice. Lemos a" como “a n-ésima poténcia de a” ou “a
P
N P PO - s 2 . 3
elevado & n-ésima poténcia”. Se n = 2 dizemos “a ao quadrado” para a”; se n = 3 dizemos “a ao cubo” paraa’.

Exemplo 7.1
B=xxx, 22=2:2:222=32, (=3)3=(~3)(-3)(-3)=-27

7.2 EXPOENTE INTEIRO NEGATIVO

Se »n € um inteiro positivo, definimos

a'=— supondo que @ # 0.

Exemplo 7.2

1 1 1 ., —4 _ 1
= 373=33=27, —4x2=-;5-, (a+b)~!

2= T a+b)

[o*]

7.3 RAIZES

Se n € um inteiro positivo e se a ¢ b s@o tais que a" = b, entdo diz-se que a é uma raiz n-ésima de b.
. - . - . o . rl b &
Se b for positivo, existe um (nico nimero positivo g, tal que a” = b. Indicamos esse nimero positivo por Vb,
e o denominamos raiz n-ésima principal de b.

4 . . . A -
Exemplo 7.3 V16 ¢ o nimero positivo que quando elevado 2 quarta poténcia resulta em 16. Claramente, este mi-
. - 4
mero € +2, e entdo escrevemos V16 = +2,

Exemplo 7.4 O nimero —2, quando elevado i quarta poténcia, também resulta em 16. Dizemos que —2 é uma
raiz quarta de 16, mas nio a raiz quarta principal de 16.

Se b € negativo. nio existe nenhuma raiz n-ésima de b, mas existe uma raiz n-ésima negativa de b, se n for im-
par. Chamamos esse nimero negativo de raiz n-ésima principal de # e 0 denotamos por \/p.
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Exemplo 7.5 V=27 €0 ntimero que quando elevado i terceira poténcia (ou cubo) resulta em —27. Claramente,
este niimero & —3, e entio escrevemos V—27 = —3 como a raiz clibica principal de —27.

Exemplo 7.6 Se s & par, como em V=16, nio existe raiz n-ésima principal em termos de ndmeros reais.

Nota: Em Matemadtica Superior pode-se mostrar que existem exatamente z valores para a tais que a" = b,
b # 0, desde que consideremos os niimeros imagindrios (ou complexos).

7.4 EXPOENTES RACIONAIS

Se m e n sio inteiros positivos, definimos
a"[" =Va™ (supondo a = 0 se n for par).

Exemplo 7.7
P2=VE=Vei=8, @NP=V27)=9

Se m € n sdo inteiros positivos, definimos

Exemplo 7.8

Definimos a’ = I, paraa #0.

Exemplo 7.9

10°=1, (-3)°=1, (ax)°=1 (seax#0)

“7.5 REGRAS GERAIS PARA EXPOENTES

Sendo p e ¢ nimeros reais, valem as seguintes regras.
A. aP-a? = aP ™t
Exemplio 7.10

23_22._.23+2=25’ §-3.57 = §=3+7 — g4 UL A52 23 _ g
\3”3.3!:'6:31f3+1)‘6=31.'2=\/§ 39.372.3-3=39=81

B. (a°)7 = aP?
Exemplo 7.11 )
(24)3 e 212, (5113)-3 - 5(1!3)(--3) - 5—-1 = us’ (32)0 - 31] =1
(%)% = x~20, (2334 = gZICMH = 172
a?
- C. - a’~ 1 a+0
a
Exemplo 7.12
6 -2 112
%=26—4=22=4, 33_4=3—2-4=3-6, xT—-le"z"("“=.x3’2

x + 15)%3
W =(x+ 15356 = (x +15)1% = Vx+ 15
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D. (aby =aPb”
Exemplo 7.13

1
(2,3)4_= 24,34’ (2).‘)3 =233 = 8.!3, (3&)_2 s 3—Za—Z i 6;2-

(4x)1:'2 = 412,172 - 9,12 2\/;

a\? a”
(2] =5 0
E (b) 7 b #

Exemplo 7,14

7.6 NOTAGAO CIENTIFICA

Numeros muito grandes e nimeros muito pequenos, quando usados em célculo, geralmente sdo expressos em no-
tagdo cientifica. Um mimero € expresso em notago cientifica como o produto de um nimero N por uma poténcia
de dez, onde 1 = N < 10 e N contém todos os digitos significativos do niimero dado.

Exemplo 7.15 Escreva os niimeros a seguir em notagdo cientifica (@) 5 834 000, (b) 0,028 031, (¢) 45.6.

(@) 5834000 =5,83 % 10°
(b) 0,028 031 = 2,8031 % 107
(©) 45,6 =456 X 10

Podemos colocar o niimero 3,1416 x 10° em uma calculadora fazendo uso da tecla EE ou da tecla EXP. Quan-
do entramos com o nimero 3,1416, pressionamos a tecla EE e depois entramos com o nimero 3 e, a seguir, pres-
siocnamos a tecla ENTER ou a tecla =, obtemos uma exposigao de 3141,6. Analogamente, podemos entrar com o
niimero 4,902 x 10> entrando com o niimero 4,902 ¢ pressionando a tecla EF, e entdo entrando com o —2 e pres-
sionando a seguir a tecla ENTER para obtermos uma exposigdo de 0,04902. O expoente pode ser qualquer outro
inteiro entre —99 e 99. Dependendo do nimero de digitos que o nimero contém e do expoente utilizado, a calcu-
ladora pode arredondar o niimero e/ou deixar o resultado em notagao cientifica. O nimero de digitos que pode ter
o nimero N varia de calculadora para calculadora, bem como o fato de a calculadora expor ou ndo um niimero em
notacao cientifica ou em notagdo padrdo.

Existem calculadoras que algumas vezes expdem o resultado em notagdio cientifica, tal como 3,69E-7 ou
3,69™". Em ambos os casos, a resposta deve ser interpretada como 3,69 X 107", As calculadoras expdem os digi-
tos significativos do resultado seguidos da poténcia de 10 conveniente. Quando vocé colocar em uma calculadora
um nimero em notagdo cientifica como parte de um célculo, pressione a tecla de operagdo ap6s cada nimero até
voce estar pronto para computar o resultado.

Exempio 7.16 Compute (1,892 X 10%) X (5,34 X 10™?) usando uma calculadora.

Entre com o nimero 1,892, pressione a tecla EE, entre com o mimero 8, pressione a tecla com o simbolo x, en-
tre com o nimero 5,34, pressione a tecla EE, entre com o nimero —3, pressione a tecla ENTRE e obtenha como ex-
posigdo o niimero 1 010 328.

(1,892 x 10%) x (5,34 x 1073) = 1 010 328
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Problemas Resolvidos

, Expoente Positivo Inteiro
& 71 (@) 2)=2.2.2=8
() (=3)*=(=3)(-3)(~3)(-3) =81

o (-60ROH-3

Expoente Negativo Inteiro

a1 1
7.2 (a) 2 3=2—3=§
11
®) 37 =5=3
u 1 1
(e) —4(4) 2=—4(Iz')=—;
(d) —2b“2=—2($)=—:—2
S s 1
(e) (_Zb) 2_(_2b)2*4b2
q03=s( L2 -1
W 2 5(103) 1.000 200
(8 %=3-102=300

Expoentes Racionais

5

@ (3)%2)° = BGy)GY2Y2)Qy) = 72y°
(& (-3xyh)*= (—3xg1)‘g—3xy2)(-3xﬁ)

=—-27x

(h)

P A S AR
4] T @4} \3) 27
R

)

N EA S T
? (y) RO

(%)

100 EN
ab™* a-a® a8
O Ty
x‘Zn+l
(m] y3n—1 =xz:-l-i-ly,l-:ia'x
) (=D 2x+3)7!  (2x-4)(x+5)°

=4 1@ +573 " (x—1)>%(x+3)

7.3 (a) (8)=V&=Ve4=4 (b) (—8)P=V(-872=V6i4=4
W T L‘Z‘/qu ERACN A FU |
(¢ (=x%) r=-x (d (16) w3 © s = 8) “Ver 1
_ 1 1 1 1
74 @ xP= e @ (P = ’—x3=—Lx=_%
aa_ 1 _ 1 1 I
(b) (8) G 2,.!'3_%—4 (6) ( 1 m"{_l}y3_m=
_ -ZB:-—-—I-——= 1 —l'- —_— _m———l——
(c) (-8) &P Ve s A T T
PR o x L4
R ST S
75 (@) 7°=1, (-3)°=1, (-213)°=1 () 4:10°=4.1=4
®) x-y)°=1, se x-y#0 (f) (4 10)"=(40)° =1
(c) A0=31=3, se x#0 (8 —-(1)°=-1
d (3x)°=1, se 3x#0,ie.sex#0 (h) (~1)°=1
) G0'@y)°=11=1, se 3x#¥0 e 4y+0, e sc x£0, y#0
() —206x+2y—-4)°=-2(1)=-2, se 3x+2y—4%£0
5x+3 5x+3
) (g:”;’))(]: ‘1 Y =5x+3p, se Sx+3y#0
() 42+ +y) =402 +y)(1) =42 +y?), s P+y2#0
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%

Regras Gerais para Expoentes

76 (a) af-a%=a’*e (g) 107-1073=10""3=10*
) a-@=aY=4 (h) (4-107%)(2-10% =8-10*"%=8§-102
(o) Ah3t=a? () a-a¥-aF=gtr=
(4) atl.an?= g2t () (Vx+nE+y)=@+y)"72 3+t = (x+y)*?
(e) xliz,xlﬂ = xlfl-i-lﬂ = ISIG (k) 101,7' 102.6 - ]04,3

(f) 1112 X 13 o xlf'z—lﬂ = xli’ﬁ ([) 10—4.1 . 103.5_ 10—0.1= 10—4.l+3.5—0.1= 10—41?

b 372 b =21 b 3/2-213 b 56
* \Y x N2 x N2 fea\12 0 oy
() x+y x+y _(x+y) -( x) - x

1

(0) (Z+1)7R+ 10x2 +1)2 = (32 + 1) 5240+ 2 = (24 1)"12 =

77 (@) (a")7=a™ () @9=P=7R=72=343
(b) (x?-)d M P (8) (3—1:’2)——2 =31=3
(C) (aerZ)n 2o a(m+2)n — amrﬁ‘ln (h) (H—Z)—3 — “(—2)(—3) - u
(@ (10%?=10%2 =105 B ‘M =EY"=3=27
() (10737 =107>2 =107 () (Vx+p) =[x+ )" = (x+y)*

(k) (V4938 = [(3+y3) 1P = (13 + )16 = (13 + 32
(O V&=V = (@) =aP= 1z

L 2 2
78 (a) a—q=ﬂp 4 () }‘1‘3‘3*:)’2’{3 S
&5 S
(b) a_3=a5_3:a2 (h) ;ﬁ=zm—m 214
LA Y e
— T — - -4
(c) 7 7 T=7 (@) G+ y)2a+s (x +y)°
n+3 2
= 8-10 8
(d) in+l = A=t = prv2 () 2,10—5"‘“5‘102”:4'108
10 9:-1072 9
€) —=10""7=10"3 k =-.1072"%=3.10"%
€ 15 () 5 e 0 310
1!"1'3 4 a_]b—],fz
N T = 0] pr=; =a*bl=a%b
3,-2,-37
(m) %’y’mz—‘;: (i) AIFIRy=244,232-1 _ 9,70 2,572
TSR 2
(n) 8V Vy Vilz _ BBy, 13,94 1
" VeVye | —aBygn =—4x"y
7.9 (a) (aby? =aPb? (©) (3-10%)*=3%10°=81-10®

(b) (24)4 =294 = 164% (d) (4xByH12 = 41&(@)1120,4)1,2 - Zr“yz
() V64a"05 = (64026912 = (64)13(a1)3(6%)' = da* b

) (xzny—‘lﬂzu—l)2=x4ny—122n—2

(8) (27xPySaz Y = (27)1P(P)!B(50) A1 )R = 327y 24 2%
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p ﬂp a.m+1 m m-+m
710 (a) (‘;’) - © ( : ) -
NG 2 16 2\32 22 3
) (3_) =55 ) (§ g‘;yz 5 f(ondea=0,b+0)
AR O 2 (5} 12
© (IE) = @b} 64b° ® (5) ‘(2) -8
x2 n ).’2" 53 13 26 13 22 4
oI F  w
(’ 3 81’ n B 81:3" 1/3 (SxBn)IB 813 x" _ E
f = 27y5 (27y6)1f3 27173 yz = 3y2
213\32 By g
) (xns) (aua).w. f‘é‘
. _"3}’_2 —3f2 N ( —-]By—Z)—Bu‘Z _ (I—IB)—BQ(y—Z)-—M N xlfzy:;
k) | T 6 =5

o \/ e ‘ya =‘/ rsym_ xV5 ¥4 m:xmo},m
\%’2_2 2/3 z2f3 z.1.|'3

Exemplos Variados

1 7
711 (a) P+22+2 204271427242 3—s+4+2+1+;+4+§=1s§
32 12 12 iR 1 1 5
(b) & +4Y+47Y° 447" =842+ - +-=10=
278 8
4x0
() %=4(1)(2“)=4-16=64
(d) 10%+ 103+ 102 + 10" + 10°+ 10~ + 1072 = 10 000 + 1000 + 100+ 10+ 1 + 0,1 + 0,01
=11111,11
(&) 3-10°+5- 102+2 10" 4+ 4-10% = 3.524
43n (22)3n Hin — -
(f) 21': on (= 21'1 =2 =2
3
() (0,125)13(0,25)~12 = = GO 200 -

7.2 (@) Calcule 4x~ %% +3x'? 4+ 2¢% quando x = 8.

4 4
4-8*2’34—3-81’3+2~8°=§2,—3+3'8“3+2-8°=Z +3:242:1=9

(#) Calcule
(=323
(x+1)72
quando .x = 2,
9 Ly
) (3)_ 1) - 8
73 1 -9(_4) ==&
37
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-2 1-12% 1-14 34 1
M@ ST " a2

(1) ()
-1, .0
200—:‘1 = al = ; =:2+|a-az=(2+a)a=2a+ir12

o P

20 -1 1\1 1 20 =1 81."3 1 2
o0 o (B

(b)

1\ 2 _me [ 1 5 1 80
(d) (3) ~{(=3)"*=() ( 3) =9-3=7%
1 =213 1 25 - 1 25 — 1 572/5
() ~5 + ) = (=27 + -5 =[(=3)1""+ -3
1\* 37
=(—3)2+(—§ =
—3a)%.3a=3  (-3a)3.3.(22)2 -274% 3.4a® -3244°
714 (a) ((Za))“z-am = a;.:"fa,alr(s L P = —3244*
(x—Z)—B . (x—1!3)9 x6.x3 x6-3 X 3 i

(b) G (7 S R e - 9 X

n™ (1) xy+1\" fxy—1\" (y + 1™\ ((xy—1)"

© (HJ_») (x y)=(y) (y)=( o )( y" )
1A 1xn xy+1\" [xy—1\" (xy + )™ (xy—1)"

e b () ()

Gy + )7y - 1"

ym+n xm+n x m+n
B ((xy+ 1)7(xy - 1)") Ty (5)
xm-{-rl

3p9+q 32 3Pa+a+2p

(d) o = YT = 3(Pg+g+2p)~(pq+p+29) = 3p—q

(x3v’4 _xtn)lﬂe (xSM)IB 3 x5f12

7.15 a = =

(@) (2 - yIZ = (iR v

2 (23— (YIS V212 (VA2 (U2 (U U4 Ly rm

B) < IRNIB T 2B\E = A TR O V& | 14 = ¥
(D2 1 () x4y x4y x4y

© 1 N E 1 + 1 X! n ¥ o x4 xP
L+xP™0 " 142977 g) 1+(£)‘xq+xp axl P

x9 xP

erl_ 3n P 3_ /M3 ot + xM 2n

(@ y _( ) (.V)=( .V)(xzn "y +y )=x2"+x”y"+y2“

xﬂ o yn B «‘A e y-ﬂ xJ'l _yn
(e) v a® 1 = [a“("'l)]”“ = g1
(f) 2232 =192 = 512

7.16 (a) (0,004)(30000)2 = (4 x 1073 )(3 x 10%)? = (4 x 1073)(3% x 108) = 4-32 x 10~3*8
=36 x 10° ou 3 600 000

48000000 48 x 10°

1200  12x10?

0,078 _ 78x107°

0,00012  12x107°

(80 000 000)%(0,000003) ~ (8x107)%(3x107%) 82-3 10.1076 19
(600000)(0,0002)* ~ (6X 10°)(2x 107 %)*  6-2% 10°-10"56 210

=4x10°2= 4x10* ou 40000

= 6,5 % 1073%5 = 6,5 x 10? ou 650
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"

7.47

7.18

(e)

3/(0.004)%(0,0036) _ /(4% 107%)*36 X 107*) _ 3(256(36) 1072.107%
(120000)2 (12 x 10%? Ty 144 108
=Veax102* = 4x 1078

Para quais valores reais das varidveis das operagdes abaixo serido vilidas e produzirdo nimeros reais?
(@ V=) =xl=x
() Va®+2a+1=V(a+1)y=a+1

(e

a~2—-p2 . (a*])2_ (b~1)2 _ (a—-l+ b-—l)(a-l __b-l) _

a:'l _ b—].' - a*l — bﬁl (a*l _ b—i) a_l +b_1

(@) Vi*+ 22 +1=V@r+1P=x>+1

x~-1 (x—-1)!

e = =(x-DN"MR2=(x-1)"2=Vx-1
SOLUGAO
(a) Quando x é um mimero real, Vx2 deve ser positivo ou zero. Se Vx? = x fosse verdade para todo x, entio, se

)

(c)

(d)

(e)

x = —1 terfamos V(=12 = —=1ou V1 = —1,ie, 1= -1, uma contradicdo. Assim, Vx? = x nido pode ser
verdadeira para todos os valores de x. Teremos Vx? = x parax = 0. Se x < 0, temos Vx? = —x. Um resulta-
do vélido para ambos x = 0 e x = 0 é Vx2 = |x|. (valor absoluto de x).

Va?+ 2a+ 1deve ser positivo ou nulo, e portanto éigualaa + 1sea+ 1 =0,1e., se g = ~1. Um resulta-
do vilido para todos os valores de a é dado por Va2 + 2a+1=la+1].

(@ 2~ b7 2)(a~ ! ~ b~ 1) ndo estd definido se a ou b (ou ambos) € igual a zero. Analogamente, ndo estd defi-
nido se o denominador a~! ~b"'=0, ie., se a~' =b"! ou a=b. Assim, o resultado (a=% —b"2)/
(' =bp D =g '+ b 'évilidoseesGsea #0,b F0ea +b.

V¥t +2x2+ 1 deve ser positivo ou nulo, e neste caso serd igual a x*+1se x* +1=20. Comox’ + 1 ¢ maior
do que zero para todos 0s nimeros reais x, o resultado € vilido para todos os valores reais de x.

Vx — 1 ndo serd um ntimero real se x — 1 <0, i.e., se x < [ Também (x — 1)/(Vx— 1) nio estard definido

se o denominador for nulo, i.e., se x = 1. Portanto, {x — I)/(Vx—=1)=Vx—1seesdsex > 1,

Pediu-se a um estudante calcular a expressdo x + 2y + V(x —2y)? para x =2, y = 4. Ele escreveu
P ¥y y)© p ¥

X+2W+ V=29 =x+2y+x—2y=2x

e desta forma obteve o valor 2x = 2(2) = 4 como resposta. O estudante estd correto?

SOLUGAO
Pondo x = 2, y = 4 na expressdo dada, obtemos

x+2y+Vx—2)2 =2+2(4)+ V2 -8 =2+8+V36=2+8+6=16.

O estudante cometeu um erro ao escrever \/(x — 2y)2 = x — 2y, 0 que s6 € verdadeiro para x = 2y. Para
x = 2y V(x—2y)? =2y —x. Em qualquer caso, V'(x —2y)? = [x — 2y|. A simplifica¢do requerida deveria ser
x+2y+ 2y —x =4y, quendo € igual a 16 quandoy = 4.

Problemas Complementares

Calcule:
s 2 8728y
7.19 (a) 3 (€) (=4x)" @ = (m) G-y lE=-nT"
) (-2x) H @ H! W) (=@ (n) x-x¥
3y\3 3-1x2y~d 15 gy —12
() (T) ) PRI k) =3(~1)7"(4) (0) 3y?3.y¥
(@) 477 () (16)" ( (10%)° () (4-10°)(3-1079)(6- 10%)
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i

=

23 L9, 24 (x i y)ZB(x A y)—]a’ﬁ 4—]32“2!31)—11’60—3.?2
7.20 (a) 2-1.20.7-3 () [(x +y)z}1r4 ) 8§23 ;= 13p=23 512
1Ox+y BT e 10y+l (102)—3(]03)116 2—8 3 34 -1/
®) e © V-0 &) =
- (10% 5
312 3~273 o ) Va2 V3
(c) PR TRV H xH4? @ —fqdz—
123 fu) MOT e (& *P+4x7'-5:° quando x=4
0
(b) 4(;—) +271-16712.4.3° (h) y"P+3y7'=23° quando y=18
(c) 83+372- ;;(10)0 () 64723.1654.20-(V3)*
(d) 27%3-303x)° +25172 0 Va-a?? - a8
() 8%3.16¥4.20 g~ Vel Yt am\?

72 +2y—~1
() Vie-2"7 quando x=-6 (k) ( 3y -90)(2)’” )

722 (g) 25040.25"2—813. 4712400273 (f) (64)23 - 3(150)° + 12(2) 2
(b) S_Lm— 327+ (3a)?+ (27)" - 132 (g) (0,125)"% + 5 +32_1
372+52)0 ST
) S=5a-T 2(3) 1 ORI by =y
30y + 4r~! _ _ (60 000)%(0,00 002)*
@ —= R © " 1502(72 000 000) (0,0002)3
—1
() FEE—r(-g-am
(% +3x + )13[—1(5 — x) 2] — (5 — ) 2[(x + 3x + 4)"23(2x + 3)/3] a
7.23 (a) (% +3x +2)P =1
012 = 5y)'"(2x) — 2’4922 — 5y)~¥4
® - 2 ()912I—[;§f)1;2 2" (8] x=2, y=4
PN i | Gt Vi Bl i (e
(x+1)¥3
(@) x—1+Vx2+2x+1
(€) 3x—2y— Vax®—dxy+y?
Respostas dos Problemas Complementares
4x° : 1 1
7.19 (a) 81 d) 1/64 @ :;—, O = ") TP (») 7.200
® - @ B2 ® ) =¥
27y?
© 2 0 o ® 01 (0) 3

1/4 3. 5/6
720 (@) 2° BGYVID (@1 @1 ()10* (xS (9 ";'f (h)% (0 = z <

16 7
M@ Gy 048 @1 @] OF @+ ®F 0w 0 ®Z
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1

@ B OF Wu 0-2 gl B ®3 15

16
1
7.23 (a) = 5
7
(b) 3
7—x
© D
(d) 2x se x=-1, -2 se x=-—1

(& x—y se 2c=y, 5x =3y se 2x=y
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Capitulo 8

Radicais

8.1 EXPRESSOES RADICAIS

"
Um radical € uma expressio da forma Va, que denota a raiz n-ésima principal de a. O inteiro positivo n o indi-
ce ou ordem do radical, ¢ 0 nimero a ¢ o radicando. Costuma-se omitir o indice quando n = 2,

Assim, \?/3, Vs - 2y2, Vx + 10 sdo radicais que tém, respectivamente, indices iguais a 3, 4 ¢ 2, ¢ radi-
candos 5, 7x° — 2y’ e x + 10.

8.2 REGRAS PARA RADICAIS

n . -~ -
As regras para radicais sdo as mesmas que para expoentes, uma vez que Va = aln. As seguintes sdo as mais usadas.
Nota: Se n for par, subentenda a, b = 0.

A. Vay=a
Exemplo 8.1 (Vo) =6, (VaZtyd=x2+y2
B. Vab=VaVh
Exemplo 8.2 V3d=V212=V2-V2=3V3, VB =V2V3
"la ‘\"/E
[ B —=
L
Exemplo 8.3 ‘7z=s_\/§=£, 3 (I+1)3= \3/(.1:+1)3= x+1
32 v 2 ¢-28 V-2 -2
D. vﬂam=(%)m
Exemplo 8.4 V2T = (V2T =34 =81
E WWa=%a
Exemplo 8.5 VA5 = V5, N = 3, R =
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8.3 SIMPLIFICANDO RADICAIS
A forma de um radical pode mudar das seguintes maneiras:
(a) Pelaremogdo das n-€simas poténcias inteiras de seu radicando.

Exemplo 86 V3= =V2B-Va=2V4
V8xy? = V(4x4y)(2xy) = Vaxty6 V2xy = 2x2y3V2xy

(b) Pelareducdo do indice do radical.
Exemplo 8.7 V64 = V/26 = 264 = 232 = V23 = \/3, onde o indice & reduzido de 4 para 2.

V/25x6 = V/ (5x3)2 = (5x3)26 = (5xH)13 = V503 = x‘\j/g, onde o indice € reduzido de 6 para 3.
Nota. V (—4)2 = V16 = 2. E incorreto escrever V (—4)2 =(-4)2 = (-H12 =V 4,

(¢} Pelaracionalizagdo do denominador do radicando.

Exemplo 8.8  Racionalize o denominador de Vor.
Multiplique o numerador e o denominador do radicando (9/2) por um nimero que tornard o denominador uma
poténcia n-ésima perfeita (aqui n = 3) e entdo remova o denominador do radical. Neste caso, o ndmero procurado é

2. Assim,
3o 3f9 722\ 39(22)_'\3/"_36
2 y2\22) § 2 2

) 4[7a3y2
Exemplo 8.9  Racionalize o denominador de 8ho 03"

Para transformar 86°x’ em uma quarta poténcia perfeita, multiplique o numerador e o denominador por 25'x.
Assim,

47a%y? _ 4/7a3y? 2b2x _ 414a3y2b2x \714a3y2b2x
8b6x3 4/ 8b6x3 2b2x 16b8x4 ~ 2b2x

Diz-se que um radical estd na forma mais simples se:
(a) todas as poténcias n-€simas jd foram retiradas de seu radicando;
(b) o indice do seu radical j4 é o menor possivel;
(c) ndo existem fragdes em seu radicando, i.e., o denominador estd racionalizado.

8.4 OPERAGCOES COM RADICAIS

Diz-se que dois ou mais radicais sdo semelhantes se, ap6s terem sido reduzidos a forma mais simples, todos tive-
rem o mesmo indice € 0 mesmo radicando.

Assim, V32, V1/2 e V8 sio semelhantes, uma vez que
e i V9
V32=V162=4\/5, £= %§‘=—2‘2 e ‘\/§= \r‘42=2‘\/§

Aqui, cada radicando ¢ 2 ¢ cada indice é 2. No entanto, V32 e V2 ndo sio semelhantes, uma vez que
V32 = V84 =2Va.

Para adicionar algebricamente dois ou mais radicais, reduza cada radical & forma mais simples e agrupe os ter-
mos de radicais semelhantes. Assim:

\/§E—V1f2—\/§=4\/"_\/7§_2\/§=(4_%-2)\/§=%\/§
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Para multiplicar dois radicais, o procedimento a ser utilizado baseia-se no fato de os indices dos radicais se-
rem ou NAo 0 Mesmos.

(@) Para multiplicar dois radicais de mesmos indices, utilize a regra B:

Va¥Vb=Vab

Exemplo 8.10 (2V3)(3V16)=2-3V4 V16 =6V6d =6-4 =24
(BVaZy)(Vdy?) = 3V(y) (x%y2) = 3Vx5y3 = 3x Vxy3

(b) Para multiplicar dois radicais de diferentes indices, é conveniente escrevé-los na forma de expoentes fracio-

narios € entdo fazer uso das regras de expoentes.
Exemplo 8.11 \/5/2 = 513.212 = 526.73/6 = (52.23)16 = (25 g)uo = /200
VAN = VTG = 223212 = 246236 = 2706 = /T = 1\V3

Para dividir dois radicais, o procedimento a ser utilizado baseia-se no fato de os indices dos radicais serem ou
N0 0s Mesmos.

(a) Para dividir dois radicais de mesmos indices, utilize a regra C:
Va :/E
Vb Vb
e simplifique.
Exemplo 8.12

e
\/‘ 3 32

Também podemos racionalizar o denominador diretamente.
V5 _ N5 VR VSR _ Va3
V3 3 VE VB 3

(b) Para dividir dois radicais de diferentes indices, € conveniente escrevé-los na forma de expoentes fraciondrios
e entdo fazer uso das regras de expoentes.

Exempio 8.13
£_6m_6?-’4 462
3 21T i
Va4 V22 3 246

7‘7‘21—,2‘2%‘2”5“\5

8.5 RACIONALIZANDO DENOMINADORES BINOMIAIS

Os ntmeros binomiais irracionais Va + Vb € Va— Vb sio denominados conjugados um do outro. Assim,

2V3 + V2 e2V/3 — V2 sio conjugados. A propriedade destes conjugados que os faz titeis é que eles s30 a so-
ma e a diferenga de dois mesmos termos, de modo que o seu produto € a diferenga dos quadrados destes termos.

Portanto, (Va + Vb)(Va - Vb) = (Va) — (Vb2 =a—b

Para racionalizar uma fragdo cujo denominador € um bindmio com radicais de indice 2, multiplique o nume-
rador e o denominador pelo conjugado.

Exempio 8.14

5 5 2V3-V2 5(2\/§—v§)=2\/§-x/?‘.
N34V VB4V AV 12-2 2
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Se 0 denominador de uma fragdo ¢ da forma Va + Vb, multi plicamos o numerador e o denominador da fra-
¢do por Vaz - Vab + Vb2 para obtermos para denominador @ + b. Se o denominador original tem a forma
\3/— - \3/_, multiplicamos o numerador e 0 denominador da fragdo por \:7? + \3/@ + \3/?3—2 ¢ obtemos para de-
nominador a — b. (Veja Secdo 4.2 para as regras de produtos especiais.)

Exemplo 8.15
3 3(V25+2V5+4)  3(V25+2V5+4)
Vi-2 (V3-2)(V25+2V5+4) (VAP - (2P
VB +2VE+4) (V25 +2V5+4)

L 3 o 3 _
- = - =-V25-2V5-4
Problemas Resolvidos
Reduciio de uma Expressdo Radical 4 Forma Mais Simples
8.1 (a) \/_— V92 = V32 =3V2 (d) V6a8=VE27-3=V2E3-3=6V3
®) \/8 10= V23-10=2V10 (e) aV9bic3 = aV32bh¥cZ-¢ = 3ab2cVe

(¢) 5V243=5V27-9=5V3-9=15V5 ) V3B =VP == 12 =7
(9] V81aZ = V3142 = 36 q26 = 323 q13 = V/9q Note que a = 0. Veja (k) abaixo.

4x2 5
() Vo6axTy—6= VI x6.xy 6 =4x2y-2 Vx = 3 —Vx

() V72 = (1245 = (8-9)¥5 = (23-32)45 = 212/5. 3855
= (22.2%5)(3-3%5) = 22.3V/22.33 = 12 V108

() (7V4ab)2 = 49(4ab)¥3 = 49V 162212 = 98V 22252

(k) 2aVa2+6a+9=2aV(a+3)2 =2a(a+3). Oestudante deve relembrar que V' (2 + 3)2 é um nimero po-

sitivo ou nulo; assim, V' (@ + 3)2 = a + 3 somente se a + 3 = 0. Se os valores de a para os quaisa + 3 <0

forem incluidos, devemos escrever V' (a + 3)2 = |a + 3|.

X325 _ (Vx+5)(Vx—5) .

Vx+5 Vx+5

(m) V12x% —36x2y2 +27y% = V3(dx% — 12x2y2 + 9y%) = V3(2x2 = 3y?)2 = (2x2 ~ 3y2) V3

)

Note que isto € vilido somente se 2x2 = 3y2 Veja (k) acima.
(n) VanbIn IR = (gnp2nchn+1gn+2)lin = gh2c3clinddein = ab2c3d /o
(0) VV25% = V6= VB3 =2V3
(p) \73_ [(6ab2)1f3]m = (6ab2)112 = VV6ab?
(q) V 729V @ = V729072 = (36a32)1/S = 312104310 = 3 /953

Mudanca na Forma de um Radical

8.2 Transforme os radicais para radicais de ordem 12.
(@ V3=51B=su2= V3= V525
(b) Vab = (ab)\2 = (ab)¥12 = \/(ab)6 = \/abb6

(c) Vn =xn/6=y2wiz= /g

8.3 Reescreva os radicais com a menor ordem possivel.
(@) VB=9W=(3)H=312=\3
(b) VB = V(2P = (i = (e = VT2
(¢) Val+2ab+b2=V{a+by =(a+b)¥8=(a+b)Vé=Va+bh
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8.4 Converta para radicais inteiros, i.e., radicais com coeficiente igual a 1.
(@) 6V3=1V36-3=V108
(b) 4x2 Vv y:= ‘\3/(4):2)3 yi= \3/6416y2

2x 42y 4/[2x\4 2y  4/16x% 2y 4323
(c) — — —_— * emme = 4 b — _3

yYv=x ¥ x y x y
@ a—b jat+b  fla—b)2 a+b [a-b

a+by a—b (r.t+f;-)2 a~b \ a+b

8.5 Determine qual dos seguintes nimeros irracionais € o maior:

(@ V2,V3 () V5, VIl  (¢) 2V5,3V2

SOLUGAO
(a) V7 = 2113 = 2412 = (24112 = (16)112; \f/j =314 =332 = (33)1/12 = (2712

Como (27)112> (16)112, V3> V/32.
(b) V5 = 5112 = 536 = (53)16 = (125) U6, V11 = (11)13 = (11)%6 = (112)16 = (121)1/6

Como 125> 121, V3> V1.
(c) 2V5=V225=V20; 3V2=V322=V18
Portanto, 2V5 > 3V?2.

8.6 Racionalize o denominador.

o J e

3
2
«-3-»=_§’... V6 iNﬁ VI _ 1o
Vo V6 V& Ve& 6 2
3 3 623 3.6273 3\3.?63 1,
Outro método: \/—_5‘]}‘5 EZ’_’_T=T=-V36

4 4 3 4 3 . .
(©) 31‘/%=3x ;;2)3:3:: 3’(%3:%@:%@

a—b a=b a+b [a?-b2 1 . —
@ \/a+b \/a+b a+b \(a+b)2 a+b a==0

4?42 VPP 4n? V(Zgh?
Vin? VIn? V(xR 2xy?

(e) =2V axZyt = 2y VixZy

Adicao e Subtracio de Radicais Semelhantes

87 (@ VI8+V30-V72=V92+V252-V36-2= 3VZ+5V2-6V2=(3+5-6)V2=2V2
(b) 2V27-4V1Z2=2V9-3-4V43=2-3V3-4-2V3= 6V3-8V3=-2V3

() 4VT5+3V43-2V4a8=4-5V3+3 /5%—2-4\/'—(2%3 ——8)\/3=14v’§

(d) Va32~-V250+ VI32 = V62~ V532 + 5’; %—(6 s+1) \/”

(&) V3+VBI-V2T+5V3=V3+V27-3-V9.3+ 5V3
=V34+3V3-3V3+5V3=-2V3+8V3
(f) 2aV27x3y +3bV83y ~ 6cV —x3y = 6ax Vy + 6bx V'y + 6cx Vy = 6x(a + b + ) Vy
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V5 3 5 2
(k);_- ———-V16= S

y 2 [2- 4 _,far_jfbe, 4 Vb
("\[\[x/a—bzab3aa+va—bvas

2 3 4 2 3 4 2a-3b+4
—Bm—zm+£ ab—(g-;i-;)\/ﬁ—(——"zg——)\/a_b

Multiplicacao de Radicais
88 (a) (2VT)(3VS)=(2-3)VT-5=6V35

8.9

(b) (3V2)(5V6)(BV3E)=(3-5-8)V2 6-4 = 120V348 = 240V6
(6) (VIR2)VZx) = V36 = xV36
(@) Vab-'c5-Va@bc 1= VARA = VaZbe = acVb
() V3-V2=312.213=3%.22 = \/33.22 = V108
62 (\/_ ) (V686 686) = (\/_2) (\/ﬂ) (713 zlnz) (7304 . 2114) = (T412.24/12)(79/12.23/12)
= 7(7TV12.2712) = 7V/7. 27 = 7V/896
(g) (—V5Vx)s=562x83 = 5352 = 1252
(h) (VAx10-8)(V8,1x 103)(V0,0016) = (V4 x 10-6)(VB1 x 102)(V 16 x 10-7)
= (2 x 10-3)(9 x 10)(4 x 10-2) = 72 x 10~4 = 0,0072
B (V6+V3)(VE-2V3) = VEVE+ VIVE+ (VB —-2V3) +(V3)(-2V3)
=6+VI18~-2V18~-2:3=-V18= -3V2
() (V5+V2)2=(VE)2+ 2(VE(V2) + (V22 =5+2VI0+2=7+2V10
(k) (7V5—4V3)2=(TVE)2— 2(TV5N4V3) + (4V3)2
=T72-5-2-7-4V15+42-3 = 245 — 5615 + 48 = 293 - 56V15
O (V3+D)(V3-1)=(V3R-(1)PR=3-1=2
(m) QV3—V5)(2V3+V3E) =(2V3)2— (V52 =4-3-5=12-5=7
(n) (2V5-3V2)(2V5+3V2)=(2V5)2=(3V2)2=4.5-9.2=20-18 =2
(0) 2+V3)2-V3)=4-V0
() BV2+2VH(3V2-2VA) =(3VI)2—(2VA)2 =18-4V16=18 -8V2
(@ BV2-4V5)(2V3+3VE) = 3V2)(2V3) - (4V5)(2V3) + (3V2)(3VE) - (4V5)(3V6)
=6V6~-8V15 +9V12 - 12V30 = 6V6—8V15 + 18V3 - 12V30
(N (Vx+y—2}(Vx+y+z1) =x+y—22
() @Vrx—1-xV2)3Vx—1 +2V2) =6(x —1) = 3xV2(x—1) + 4xV2(x—1)—4x?
=6(x—1)+xV2x—1)—4x2

@ (VZ+V3+V3)(V2+V3 =V3)
= [(V2 + V3) + V3][(V2 + V3) - V5]
=(V2+V3)2—(V5)2=2+2V6+3-5=2V6

(&) V3+3V2+1DQ2V3-3VZ-1)=[2V3+(3V2+D][2V3=- (3V2+1)]
=QVIR-(BV2+1)2=12-(9-2+6V2+1) = -T—6V2

(€) (V2+V3+VE)2=(V2R+(V3)2+ (V32 + 2(V2)(V3) +2(V3)(V3E) +2(V2(V3)
=2+3+5+2V6+2V15+2V10 = 10+ 2V6 +2V15 +2V10
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@ (V6+3V3)=(V6-33) = V(6+3V3)(6-3V3)=V36-93=19=3
(&) (Va+b~Va-bR=a+b-2V(a+b)(a-b)+a—b=2a-2Va2—b?

Divisao de Radicais. Racionalizacdo de Denominadores

810 (a) 10\/3=£‘/§=2V,5

5vz 3§
2V30 2430 2.
® S5
4 VR ax Ry ax s
(©) Yy ay oV wm oy
vz k2 23 6 1
(d) 73= S §.§=\/;=§\/E
V2_ 32 329 318 1,
© BV V3 YT 3V
S _ S 16 316 1
N 3=y = y2=3 "V
© \/§+4\/§'—5\/§=v’§+4\/2'~5\/§'ﬁ=\/E+4-2—5\/E=\/3-12
V2 V2 V32 2 2
3 3 V5-V3 3(V5-V7)
h = . -
O o rE s 5 W
1+V2 _1+V2 1+\/' 1+2V2+2
=-(3+2V2
O IV 1-v3 1+vE 12 G+
0 1 1 _GAVZ - VE-F) VF—

\/xz_—f x+ m (x = Vx2—y)(x + Va2 —y?) y
3\/‘ _3V3 VA_33¥@s) 3V 3_3 3 o
®) V3 4v3 Va4V g gt

Vx-1-Vx+1 Vx-—l Vx+1 (x D-2V(x-Dx+1) +(x+1)

d Vi—1-Vitl Vi-i-Vatl (x-1)—(x+1) T
(m) x+Vx _ x+Vx 'l+x-—'\/§= 2 +Vx =x2+\/;
1+Vr+x 1+x+Vzr 1+x—Vx (@+x)2—-x 1+x+x2
(n) \3/_.:1[.\/"-_-3”3:-4“3 Ponha x =313,y = 413 Entdo
1 x2-xy+y? xl’-—xy+y2_3zf3_3m4u3+4m~%_Q/ﬁ_l_z\!@
x+y “x2- xy+y2  x3+y3  (3BP 4+ (4BE 7
© 1 (V2 + Vay + V)72) Ve + Vg + V2
Vi-Vy (Va- V)(VRE+ Vay+ V) x—-y
@) m+n (m + n)(VmZ — N/mn + Vn?) =(m+n)(m—m+W)
Vm+Vn (Vm+ V)V — Vmn + Vi) it

= VmZ - Vn+ Vn2
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Problemas Complementares

Demonstre que:
ﬁ 811 (@) V72=6V2 ) _ Vab
e () VIi=3V3 O
(¢) 3V20=6V3 () 1¥V27T=2Via
,‘3/—_ 3
(d) %V 0aZ = 2aV/2 (supondo a = 0) ®) ;ﬁ_\;ﬁ
8 0) —\/:=-\“/Ef
(e) E\/75a3b =5a2\3a
) fE\/%azT — 28V/%5 () w2 \f2x3yz 'w”z
(&) V6i0=4VT0 i vy
(h) V883 = 2y2 2 V1122 (0) 3Vam =\/_
i
i 8.12 (a) V27+V48—-VI12=5V3 ) 3V9-2V27=V3
(b) 5V8-3VIg=V32 () 6V8a33 —2V24ab? + aV54a = (Ta - 4b)Véa
(c) 2V150-4V54 +6V4AE =24V3-2V6 aabzf , .
(d) 5VZ-3V30+ TV = 74V3 (k) (x+1)VI6xZ - dxV 224 = 2V2x2
(&) V16a>—48a%b=4aVa—3b (a=0) () 2V54-6V23-V9%=0
(f) 3V16a® +8Va¥d=10aV2 e B ey, ME=OVEE
@ VViB=2V3 i xy+\"/x2_y2 =% xy K
(k) Vxn+Ty2n=123n = xy2 23/ xly
P!
é _ 813 (@) (3VB)(6V5)=36V10 O V8-2viVsiavi=6
(b) VA8xT V3x3=12x4 4+\/-
© V2VEm= (o) =22
(d) V2(V2+Vi8) =8 6-—Vﬁ_
© +VI(E—-VI)=23 () —3—=2-V2
) @+ Vi)x+Vy)=x2—y 0 —- tava
(8) (2V3-V6)(3V3+3Ve)=9V2 V3 2
(h) (3V2-2V3)(4V2+3V3)=6+V6 8+4V4E _ .,
() (V2-V32+(V2+ V32 =10 @) e
() @Va+5Va=b)(Va+Va—b) 36 -2 V31 3
=Ta-5b+TVaZ—ab (@ N
k) (V3+V5+VH(V3+V5-VT)=1+2V15
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-l
[ 2V24x3 . V2 V2ZVS  Veas
Q 8.14 (a) \/_; =4VZ (x>0) 0 o= =y
aVh Vab V20-VI8 1.,— 1,
= ) ———==-Va5--V12
© s A R R
V3+V2 1 \%
(©) 3\;5 2=1+%\/3 ®) = 73”
V6-V1I0-ViZ V3-V5-V6 5 5
@ V- 3 O =5=76-V2
39V2 1 3 .._2
(e) —=—V36nV?2 = —4-2\3
16m2  4n (m) —-
6a
. = aVI8 V3 3s V3
" Im Oy i T
V3aTb5c5 _ab 3 =1
Hx=2y—3z-1 1 s —Vr+l 2Vri+l-x-
h = \V1%] 1 x+1 2Vx+1-x-2
*) dxyz2 2xy2z dl ® e =
|
4 3 14 1 4~2V2+ V3
. =—\/_— h =
B o PRV AT R vt
IV3+2V5  47+12V15 ) 3 3
(b) = (i) =— sex=y
3V3-2V3 7 x+y-V—Zxyryr W
V2+V3+V6 3
() ARV =1+3V2-2V3 =, sexsy
(d) a\/5~b\/5_a+b—2'\/?f5 0‘) 2 s
aVb+bVa  a-b R-Vxt+2aZ+1
x4 VY x=Vy 22+ . 1 _1+Va+ VE
@ eV Py WIS T
4 e
" ey _VHE—p 0 o _4Vm i\g/r_n+]6
KBy—2x2y2+xy3  xy(x—y) m+2 i
© 2+\/§+V§=6+10\/§+4\/§+3VB
2+V3-V5 11
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Capitulo 9

Operacoes Simples com
Numeros Complexos

9.1 NUMEROS COMPLEXOS

A unidade dos nimeros imagindrios € V —1, e é representada pela letra i. Muitas regras vdlidas para os nimeros
reais valem também para os nlimeros imagindrios.

Assim, V-4 =V (4)(-1) =2V -1=2i, V-18=V(18)(-1) = V18 V-1 =3V2i. Também, uma

vezquei= V-1, temosi?=—1, P=i=(=1) i=~i, *=(??=(-1)2=1, P=i*i=1i=i eda
mesma forma para qualquer poténcia inteira de |.

Nora: Devemos ser bastante cuidadosos ao aplicarmos certas regras que valem para os niimeros reais. Por
exemplo, podemos ser tentados a escrever

V-4V —4 = V(=4)(=4) = V16 = 4, o que estd incorreto.

Para evitar tais dificuldades, € conveniente expressarmos \/ —m, sendo m um nimero positivo, por \/m i e fazer-

mos uso da igualdade =] sempre que i ? aparecer. Assim,

V—=4V—4=(20)(2i) = 4= -4, 0 que estd correto.

Um nimero complexo € uma expressao da forma a + bi, onde a e b denotam niimeros reaise i = V —1. No
nimero complexo a + bi, a € denominado, parte real e bi, parte imagindria. Quando a = 0, o nimero complexo
€ denominado imagindrio puro. Se b = 0, o nimero complexo se reduz ac nimero real a. Desta maneira, os mi-
meros complexos englobam todos os niimeros reais e todos 0s nimeros imagin4rios puros.

Dots nimeros complexos a + bi ¢ ¢ + di sfo iguais se ¢ somente sea = ce b = d. Assim, a + bi = 0 see so-
mentesea=0eb=0Sec+di=3,entdoc=3,d=0.

O conjugado de um nimero complexo a + bi € a — bi, sendo vilida a reciproca. Assim, 5 — 3ie 5 + 3i sdo
conjugados.

9.2 REPRESENTAGAO GRAFICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Quando sao empregados ¢ixos de coordenadas retangulares, o niimero complexo x + yi € representado por, ou cor-
responde ao, ponto cujas coordenadas sfo (x, y). Veja Fig. 9-1.
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3+4i
.

2i

Fig. 9-1

Para representar o ndmero complexo 3 + 4i, marque sobre o eixo X'X 3 unidades para a direita de O, e dai 4
unidades para cima.

Para representar o ndmero —2 + 3i, marque sobre o eixo X'X 2 unidades para a esquerda de O, ¢ daf 3 unida-
des para cima.

Para representar o niimero — [ — 4, marque sobre o eixo X'X 1 unidade para a esquerda de O, e dai 4 unida-
des para baixo.

Para representar o nimero 2 — 4i, marque sobre o eixo X'X 2 unidades para a direita de O, ¢ daf 4 unidades
para baixo.

Os nimeros imagindrios puros (tais como 2i e —2i) sfio representados por pontos sobre o eixo ¥'Y. Os niime-
ros reais (tais como 4 ¢ —3) s@o representados por pontos sobre o eixo X'X.

9.3 OPERAGOES ALGEBRICAS COM NUMEROS COMPLEXOS

Para somar dois nimeros complexos, somamos as partes reais e imagindrias separadamente. Assim,

(a+bi)y+{c+di)=(a+c)+(b+d)i
(5+4)+(3+2)=(5+3)+(4+2)i=8+6i
(—6+2)+(4=5i) = (—6+4)+ (2~5) i=—-2-3i

Para subtrair dois nimeros complexos, subtraimos as partes reais e imagindrias separadamente, Assim,
(@a+biy—(c+di)=(a—c)+(b—d)

B+2)-(5-3)=(3-5+Q2+3)i=-2+5i
(-1t —(-23+2) =(=1+ +(l~2) =2~
Para multiplicar dois niimeros complexos, encaramos os niimeros como binémios e substituimos i * por — 1.

Assim,

(@ + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi® = (ac — bd) + (ad + be)i
(3+3)2-20)=10—10i+6i — 6> = 10— 4i — 6(=1) = 16 — 4

Para dividir dois nimeros complexos, multiplicamos o numerador ¢ o denominador da fragao pelo conjugado
do denominador, substitnindo i ° por — 1. Assim,

2+i  2+i 3+4f_6+8i+3£+4fz_2+11i_2 i1,

JoldE ~ D=di 3l O - 0 B o
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Problemas Resolvidos

9.1 Represente as expressdes abaixe fazendo uso de i,

(@ V=-25=V@B)(-D=VBV_1=5i

(b) 3V=36=3V36V—=1=3.6:i=18i
© -4\/:8_ —4V81V=1=~4.9.i= —36i

(d) { ‘/—\/_ %i—ix

—16 ~29 8 _
©@ 2%~ \/100 ""3 _‘ 5l

) V-12-V-3=VI12- \/‘: 2\/3;

21, 16, 21, L.
et el e e

10 100 10 2
\/-l

(g) 3V=50+5V~18—6V—=200 = 15\/51+15V§1 60V/2i = —3ov':

(h) -2+\/ 4= -2+ Vai=~24 2
(@) 6-V-50=6-V350i=6- 5V2
) \/'+\/-_=\/'+\/“;= 2V2+2V32i

(k) %(—10+v-125 =§»(-10+ 5V5i) = =2+ V50

0) %(\/3?+ V=128) = %(4\/5-!-8\/5;“) =V2+2V2i

3 =
(m) V—B-;—\/—S___ -—2+22\/§1=_1+\/§i

9.2 Efetue as operagdes indicadas algébrica e graficamente:

(@) (2+6i)+(5+30),

Yi
P
T+9i
Py
2+6i
Py
5434
0 x
Fig. 9-2
SOLUGAO

(a) Algebricamente: (24+60)+ (5 +3i)=T+9i

by (-4+2)—-(3+5)

— 442

P
-7-3i

-3-5i
P !

Fig. 9-3

Graficamente: Represente os dois nidmeros complexos pelos pontos P, e P,, respectivamente, conforme de-
monstrado na Fig. 9-2. Una P, e P, & origem O. Complete o paralelogramo, que tem OP, e OP, como ladus
adjacentes. O vértice P (ponto 7 + 9i) representa a soma dos dois nimeros complexos dados.

(b) Algebricamente: (-4 +2i)~ (3+5{)=-7-3i

Graficamente: (~ 4 + 2i) = (3 + 5i) = (= 4 + 2i) + (- 3 = 5{). Agora somamos (- 4 + 2i) e (— 3 — 5is.

Represente os dois nlimeros complexos (-4 + 2i) e (— 3 — 5i) pelos pontos P, e P,, respectivamenie. confor-

me demonstrado na Fig. 9-3. Una P, e P, a origem 0. Complete o paralelogramo, que tem OP ¢ OP- como

lados adjacentes. O vértice P (ponto — 7 — 3/) representa a subtragio (- 4 + 20) — (3 + 5i).
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9.3 Efetue as operagdes indicadas e simplifique.
(@) -2+ (6+3)=11+i
(B) (6+3)—(4-20)=6+3i—-4+2i=2+5i
(c) 5-3)—(-2+5)=5-3i+2-5i=7—-8i

d} §+§.j e _1_;_11' —2_1_{. §+.1..;‘—£+Zj
(zs 4 4/72 4 \8 4/ 4 8

() (a+bi)+(a—bi)=2a
() (a+bi)y—(a—biy=a+bi—a+bi=2bi
(8 (-V-125)-(@4-V=-20)= (5-5V5) - (4-2V5)=1-3V5i

04 (a) V=2V=32=(V2)(V32i)=VIVRi=V6d-1)=-8
(b) —3V=5V=20 = =3(V3)(V20i) = =3(V5V20)i? = =3VI00(—1) = 30
(©) @B)(-3)=-122=12
(d) (6i)?=36:2=~36
() @V—-1)*=(2i)® =83 =8i(i?) = —8i
(f) 3i(i+2)=32+6i=~-3 +6i
(8) G-2)(4+i)=3-4+3-i—(2)4—(2)i=12+3i-8i+2=14-5i
(h) (5-3)(i+2)=5i+10-32~6i=5i+10+3—6i=13—i
() (5+30)2=52+2(5)3i + (3)2 = 25+30;+9; 16+ 30i

() @-HB+2)(1—4) = (6+4i—3i- 21— 4) = 8+ 1) (1- 4)
=3~3zs+sd4=‘2=12—315

o (S5 (A D) (2 ot
2 2 2 2 2 2 2 2

O A+P=1+3i+3P+P=1+3i-3~i=-2+2
(m) (3-2i)* =33+3(3%)(-2) +33)(-2)* + (-2)°
= 27 + 3(9)(—2i) + 3(3)(4i2) — 8% = 27 — 54i — 36 + 8i = —9 — 46i
(n) (3+2i)° =3P +3(39)(2) +33)20)* + (2)°
=27+ 54i + 362+ 83 =27+ 54i — 36— 8i = —9 + 46i
(0) (1+2)*=[(1+2)P=(1+4i+4?’ = (-3+4)’=9-24i+162= -7~ 24
P) (1+f=[(-1+PP=QQ=2+P)*=(-2i)*=16i*=16

(a) 1+|’_I+i 341 3+31+1+1 2+41'_l+g_
I3 S i A=l 3vi =i 0 55

0 13()- e 2o

© 2V3+V2i  2V3+V2 3V24+4V3i (2\/'+\/'0(3\/'+4\/';)

Y INE-aV3i IVa-aVEi Vi+aVi | (VAR - (V3R
_ 6VE+8V0i+3VAi+4VEE 2VE+30i V6 5
= 18+ 48 “Te 331

Problemas Complementares

|
& 9.6 Represente as expressdes abaixo fazendo uso de i.
~44+V -4
(@) 2V—=49 (d) 4V—18 R () 4V-81-3V-36+4V25

(b) —4V-64 (&) 3IV=25-5V-100 (h) é(—lz—x/—zss) () 3V1z2-3V-12
() 6V=19  (f) 2V=T2+3V=-32
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9.7 Efetue as operagdes indicadas algébrica e graficamente:
(@) 3+2)+(2+3) (¢) (@=3)—(-2+)
by 2=+ (—4+50) (dy (=2+2)—(-2-10)

Efetue as operages indicadas e simplifique.

9.8 (a) (3+4i)+(—1-6i) (&) @ (m) (3~ 4i)?
(b) (—2+50)-(3-2i) (hy GV=-3)° (m A+d2+2)3-)
©) (g—%i)—(m;—’-k%i) @ 52— o) (-1
(d B+V=-8)-(2-V-32) () @C+dH2-i () @+3y
() V-3V-12 (k) (=3+4i)(=3-4i) (@ (-9
) (=iV2(EV2) O @-35)3+20) (n (+2)°

2-5i 3-V2i i+2+2+

9.9 (a) T (@) i (8) S

-1 1 3 28—
GFErT © tes W T
3V2+2V3i 5 10 : 4t _;\2
© vicever P catiem O (1+2s)
Respostas dos Problemas Complementares

9.6 (a) 14 () 2i (e) —35i ® —2+i () 18i+20
() -32i (d) VZi (f) 24V2i () =2-2VZi () 6V3I-6V3i

9.7 (a) 5+5ie Fig. 9-4 () 6—4ie Fig. 9-6
(b) —2+4ie Fig. 9-5 (d) 3ie Fig. 9-7

Fig. 9-6 Fig. 9-7
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9.8 (a) 2-2i (d) 1+6V2i (g) 16 0 5 (m) —7—-24i (p) —-46+9i
(b) -5+7i (&) -6 (hy —271/68 (k) 25 (n) 4+12i (q) —4
(€) 1-—i f) 2 @ 5+10i () 16—1L (o) 2+2i (r) —3844L
99 (a) m;—s*;—ss © %+%v’6: @ %—%i @ 0 () 3+4
11 3 1 2
(b) =z=zi (d) —1-5\/55 @£ == (h) i
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Capitulo 10

Equacoes em Geral

10.1 EQUAGOES

Uma equagdo € uma igualdade entre duas expressdes chamadas de membros. Uma equagio vilida apenas para al-
guns valores das varidveis envolvidas (algumas vezes chamadas indeterminadas) € chamada de equagdo condicio-
nal ou simplesmente equagio.

Uma equagdo vdlida para todos os valores admissiveis das varidveis (ou indeterminadas) envolvidas € chama-
da de uma identidade. Por valores admissiveis, entendemos os valores para os quais os membros estdo definidos.

Exemplo 10.1 x+ 5= § ¢ verificada apenas para x = 3, ¢, entiio, uma equacio condicional.
Exemplo 10.2 x* — y? = (x — y)(x + y) € verificada por todos 0s valores de x e y; ¢, entdio, uma identidade.
Exemplo 10.3

1 1 -5
x=2 x=3 (x=2)x-3)

& verificada por todos os valores com excegdo de x = 2, x = 3; os valores excluidus nos levam a uma divisao por ze-
ro, 0 que nfo é permitido. Uma vez que a equago € verdadeira para todos os - alores admissiveis de x, ela € uma
identidade.

As vezes, o simbolo =, em vez de =, € utilizado para identidades

As solugdes de uma equagdo condicional sdo todos aqueles valores das indeterminadas que tornam ambos os
membros iguais. Dizemos que tais solugdes satisfazem a equagdo. Se a equagio envolve s6 uma indeterminada, as
solucdes sdo também chamadas de raizes. Resolver uma equagdo significa encontrar todas as suas solugdes.

Assim, x = 2 é uma solu¢@o ou raiz de 2x + 3 = 7, uma vez que, se substituirmos x = 2 na equagio, obtemos
2(2) + 3 = 7. ¢, portanto, ambos 0s membros sdo iguais, i.e., a equacio € satisfeita. De maneira andloga, trés (das
muitas) solugesde 2x + y =4 s@ox=0,y=4x=1;y=2,x=5,y= —6.

10.2 OPERACOES UTILIZADAS PARA TRANSFORMAR EQUAGOES

A. Sequantidades iguais sao adicionadas a quantidades iguais, os resultados permanecem iguais.
Assim, se x — y = z, podemos adicionar y a ambos 0s membros ¢ obter x = y + z.
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B.

Se quantidades iguais sio subtraidas de quantidades iguais, os resultados permanecem iguais.

Assim, se x + 2 = 5, podemos subtrair 2 de ambos os membros e obter x = 3.

Nora: Devido as férmulas A ¢ B, podemos transpor um termo de um membro de uma equagio para o
outro membro meramente trocando o sinal deste termo. Assim, se 3x +2y —5=x—3y+ 2, entdo
3Ix—x+2y+3y=5+20ux+5y=7.

Se quantidades iguais sdo multiplicadas por quantidades iguais, os resultados permanecem iguais.

Assim, se ambos os membros de iy = 2x” forem multiplicados por 4, o resultado serd y = 8x2.

Da mesma forma, se ambos os membros de C = F — 32 forem multiplicados por 3 o resultado se-
14 C = (F - 32).

Se quantidades iguais so divididas por quantidades iguais, os resultados permanecem iguais, desde que nio
tenha ocorrido divisdo por zero.

Assim, se —4x = —12, podemos dividir ambos os membros por —4 para obter x = 3.

Da mesma forma, se E = IR, podemos dividir ambos os membros por R # (Q para obter / = E/R.
Poténcias iguais de quantidades iguais sdo iguais.

Assim,se T = 21’!\%, entiio T2 = 27Vig)? = 472 lg.

As mesmas raizes de quantidades iguais sfo iguais. Assim,

3V
ser3=“"‘, entdio r= | —

4 4

Inversos de quantidade iguais sdo iguais, desde que ndo ocorra inverso de zero.

Assim, se 1/x = 1/3, entdo x = 3. Da mesma forma,

Sci=&+—R2 , entiio R __BL‘F}_L

R~ RiR T Ri+R
As operagdes explicitadas em A-F s3o algumas vezes denominadas axiomas da igualdade.

10.3 EQUAGOES EQUIVALENTES

Equacdes equivalentes sdo equagtes que tém as mesmas solugdes.

Assim, x —2 = 0 e 2x = 4 t8m a mesma solugdo x = 2, e, portanto, sdo equivalentes. No entanto, x =2 =0

e x* — 2x = 0 ndo sdo equivalentes, uma vez que x> — 2x = 0 tem a solugdo adicional x = 0.

As operagdes acima usadas para transformar equagdes podem nem sempre nos fornecer equagdes equivalen-

tes as equacdes originais. O uso de tais operagdes pode nos fornecer equacdes com mais ou com menos solugoes
do que a equacio original.

Se as operag¢des fornecerem uma equagdo com mais solugdes do que a original, as solugdes extras sdo deno-

minadas estranhas, e a equacgao derivada, redundanre com respeito a equagio original. Se as operacdes fornece-
rem uma equacdo com menos solugdes do que a original, a equacao derivada € denominada defeituosa com res-
peito a equagao original.

As operacdes explicitadas em A e B sempre nos fornecem equagdes equivalentes. J4 as explicitadas em Ce E

podem nos fornecer equagdes redundantes e solugdes esiranhas. As operagdes em D e F podem dar origem a equa-
coes defeituosas.

10.4 FORMULAS

Uma férmula € uma equag@o que expressa um fato geral, uma regra ou um principio.

Por exemplo, em Geometria, a férmula A = 772 expressa a drea A do circulo em termos de seu raio r.
Em Fisica, a férmula s = }g¢?, onde g ¢ aproximadamente 32,2 pés/s’, expressa a relagio entre a distancia s,

em pés, percorrida desde o repouso por um objeto em queda livre durante um tempo ¢, dado em segundos.

Resolver uma férmula em uma das varidveis nela envolvidas € realizar as mesmas opcragdes em ambos os

seus membros até que esta varidvel apareca em apenas um lado da equagéo.
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Assim, se F' = ma, podemos dividir por m e obter @ = F/m. Dizemos, entdo, que a férmula estd resolvida pa-
ra a em termos das outras varidveis F e g. Para conferir nosso trabalho, substituimos @ = F/m na equacao original
e obtemos F = m(F/m), uma identidade.

10.5 EQUAGOES POLINOMIAIS

Um mondmio em um nimero de indeterminadas x, y, z, ... tem a forma ax” y* z° ..., onde os expoentes p, g, 7. ...
sdo ou inteiros positivos ou zero, e o coeficiente a € independente das indeterminadas. A soma dos expoentes p +
g + r -+ ... € denominada grar do termo nas indeterminadas x, . z, ...

Exemplos 10.1 3x2z3, 1x*, 6 sio mondmios.
3x%z% éde grau2emux,3emzeseugraué Semxez.
ix* ¢ de grau 4. 6 ¢ de grau zero.
4y/x = 4yx ™ niio & inteito em x; 3xVy23 niio € racional em y.
Quando falarmos em grau sem que seja feita referéncia a alguma indeterminada, estaremos subentendendo o
grau em todas as indeterminadas.

Um polinémic em vérias indeterminadas consiste de termos, cada um dos quais racional e inteiro. O grau de
tal polinémio € definido como o grau dos termos de mais alto grau.

Exemplo 10.2 3x3y*z + xy? 25 — 8 + 3 é um polindmiode grau3emx, 4 emy,Semz Temxey, Temyez,
6emxezeBemx, vez

Uma equacdo polinomial € uma férmula que estabelece a igualdade entre dois polindmios. O grau de tal equa-
¢do € o grau do termo de mais alto grau presente na equagio.

Exemplo 10.3 xyz®+3xz =23y +3z% é de graudemx, lemy 2emz, 4emxey,3emyez, Jemxezed
emux,yez
Deve ficar claro que termos semelhantes numa equagio devem ser agrupados. Assim, 4x°y + x°z =gyt

4x3y + z deve ser escrita x2z — xy? = z.
Uma equagdo € denominada linear se € de grau 1, e quadrdtica se € de grau 2. Analogamente, as palavras cu-
bica, qudrtica e quintica referem-se a equagoes de grau 3, 4 e 3, respectivamente.

Exemplo 10.4 2x+3y =7z & uma equagio linearemx,yez
x? — 4xy + 5y = 10 ¢ uma equagao quadraticaem x ¢ y.
x> + 3x2 — 4x — 6 = 0 é uma equacio ctibica em x.
Uma equagio polinomial de grau » na indeterminada x pode ser escrita
ax"+ax" 1+ax"t+ - ta,_1x+a,=0  ag#0

onde ag, 44, . . ., 4, 530 constantes dadas e n € um inteiro positivo.
Como casos especiais vemos que
ax+a; =0 ou ax+b=0 € de grau 1 (equagéo linear),
agr* +ax+a; =0 ou ax’+bx+c=0  ¢&de grau 2 (equagdo quadratica),
ap® +ax*+ax +a;=0 € de grau 3 (equagdo ciibica),
apr* + a3 +a +ayx +as=0 € de grau 4 (equagao qudrtica).

Problemas Resolvidos

10.1 Quais das equacdes abaixo sdo condicionais e quais sdo identidades?
(a) 3x—(x+4)=2(x—2), 2x — 4 = 2x —~ 4; identidade.
B @E-1+1)=(x-1?% 22— 1=x2—2x+1; equacio condicional.
(€0 (0=32+3Q2y-3)=y(r+1)—y, y*~6y+9+6y—9 =y>+y~y, y2=y?; identidade.
(dy x+3y—-5=2(x+2y)+3, x+3y—35=2x+4y+3; equacio condicional.
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10.2 Verifique cada uma das equacdes abaixo para a solugiio ou solucdes indicadas.

(a) §+§=10;x=12. 12—2+'l§’2—=10,6+4=10,ex=12 € uma solugio.
X% +6x 22+ 6(2) 16 3
(b) — 5 =3-Zx=2,x=-1 532 = (@)=2, 77 =4, ex=2¢umasolucio.
COPH6D oy v 0 =5 s pm1g
142 -1 -2, ] 5,ex 1 ¢ uma solugéo.

() X—xy+y?=19;x=—-2,y=3;x=4, y=2+V7; x=2, y= -1
x=-2y=3 (—2)2—(—2)3+32= 19, 19 =19, e x = -2, y = 3 € uma solugéo.

x=4, y=24+VT: 42+ VD +2+VT?=19, 16-8—-4VT +(4+4VT+7) =19, 19=19,
e x =4, y=2+V/7 é uma solugio.

x=2,y=-1: 2-2(~1)+(=1)2=19, 7=19, e x = 2, y = —1 ndo & uma solugio.

10.3 Utilize os axiomas da ignaldade para resolver cada equagio:
(@ 2(x+3)=3(x-1), 2x+6=3x-3
Transpondo termos: 2x —3x = —6 — 3, —x = —9. Multiplicando por —1: x = 9.
Verificagdo: 2(9+3) =3(9—1), 24 =24

X X
(b) 3+6=1

Multiplicando por 6: 2x + x = 6, 3x = 6. Dividindo por 3: x = 2.
Verificagdo: 2/3+2/6=1,1=1
() 3y-2(y—1)=4(y+2),3y—2y+2 =4y+8, y+2=4y+8
Transpondo: y — 4y = 8 —2, —3y = 6. Dividindo por —3: y = 6/(=3) = -2
Verificagio: 3(—=2) —2(—2—-1)=4(-2+2),0=0
2x—3 4x-5
x—-1 x-1
Verificagdo: Substituindo x = 1 na equacio dada, encontramos =1/0 = —1/0. Isso ndo faz sentido, uma vez
que a divisdo por zero € uma operagio excluida, e a equagiio dada niio tem solucZo. Note que
2x-3 4x-5
x-1 x-1

ndo sio equagdes equivalentes. Quando (i) € multiplicada por x — 1, € introduzida uma solugde estranha

(d) Multiplicandopor x —1, 2x—3=4x—5oux=1.

(D e (if)2x-3=4x-5
x =1, e a equagio (ii) é redundante com respeito  equacio (i).
(&) x(x—3)=2(x-3). Dividindo cada membro por x — 3, temos a solugdo x = 2.
Agora =3 =0 ou x = 3 € também solugio da equagio dada que foi perdida com a divisdo. As raizes de fa-
tosiox=2ex=3.
A equacdo x = 2 € defeituosa em relagio 4 equacgiio dada.
() Vx+2=-1. Elevando ambos os membros ao quadrado, x +2 =1ou x = —1.
Checando: Substituindo x = —1 na equag@o dada, Vi=-loul=-10 que € falso.
Assim, x = —1& uma solu¢do estranha. A equagio dada ndo tem solugdo.
(g) V2i—4=6, Elevando ambos 0s membros ao quadrado, 2x — 4 = 36 ou x = 20.

Verificagdo: se x = 20, V2(20) — 4 = 6 ou V'36 = 6, o que ¢ verdadeiro.
Assim, x = 20 € uma solu¢io. Neste caso, nenhuma solugio estranha foi introduzida.

10.4 Em cada uma das férmulas abaixo, resolva para a letra indicada.
(a) E=IR, paraR. Dividindo ambos os lados por I # 0, obtemos R = E/I.
(b) s=vgt+3alf, paraa.
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10.5

10.6

10.7

Transpondo: 2ar = s — vyt. Multiplicando por 2, af® = 2(s — vp?).
Dividindo por £ # 0,

_2(s—vo0)

£

Tomando inversos,

__fe
= (supondo g # f).
P g=F

(d) T=2xVIig, para g. Elevando ao quadrado ambos os membros,
4721

7

g
Multiplicando por g, gT? = 4721, Dividindo por T?, g = 472U T.

Nas f6érmulas abaixo, encontre o valor da letra indicada, sendo dados os valores das demais letras.
(@) F=3C+32, F=68 encontre C. 68=3C+32,36=3C, C=3§(36)=20

Outro método: 3C = F-32, C = 3(F—32) = (68 — 32) = 3(36) = 20

1 1 1 1 1 1 35 1 5-2 1
b) = =--+2- R=6, R, =15;encont D Ty Jg
WY R ey T kRO SR e s w1 el
OHU‘OMé!OdO———l—i—R —R R2=—}?£L=6(—1§l=10
R, R R, RR,’ R—-R 15-6
2887
() V—-m3 V = 288; encontre . 288n=-m’3 r3=-—‘f-=216, r=6
3
Outro método: 3V = 4w, P===, r= 3V 288” =V216=6

Determine o grau das equagdes nas indelenmnadas mdlcadas.
(@) 2x2+xy—3= Dixsysxey
Grau2emuyx, lemy,2emxey.
® 3P—-4?z+5x-3y=x*+2uxzyezxyez
Graudemx,lemz, 3emyez, demx, yez.

© x2=y+z

Como estd, a equacio ndo € polinomial. No entanto, ela pode ser tranformada em uma equagfo polinomial
multiplicando-se por y + z para obter-se x*(y + z) = 3 ou x?y + x?z = 3. A equacdo derivada ¢ uma equa-
¢do polinomial de grau 2emx,3emxez, 3emx, yez

d) Vx+3=x+y:y,xey
Como estd, a equacdo ndo € polinomial. No entanto, ela pode ser tranformada em uma equacio polinomial
elevando-se ambos 0s lados a0 quadrado. Entdo, obtemos x + 3 = x% + 2xy + y? que é de grau 2em y e 2
emxey.

X Xerx,yez

Deve-se mencionar, no entanto, que as equagdes nio sdo equivalentes, uma vez que x” + 2xy + yP=x+3
inclui ambas as equagdes Vx+3=x+yeVx+3=x+y.

Encontre todos os valores de x, para os quais (a) x* = 81, (b) (x —1)2 = 4,

SOLUCAQ
(a) Nio hd nada que indique se x € um niimero positivo ou negativo, de modo que devermnos supor gue qualquer
um dos casos ¢ possivel. Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da equagio, obtemos V22 = V81 = 9.
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%

Agora, Vx? representa um niimero positivo (ou zero) se x for real. Entéo, temos Vx? = x se x for positivo,
enquanto que Vx? = —x se x for negativo. Portanto, quando escrevemos Vx2, devemos considerar que esta

expressdo pode ser igual tanto a x (se x > 0) quanto a —x (se x < 0). Portanto, a equacio Vx? = 9 pode ser
escritacomo x = 9 ou —x = 9 (i.e., x = —9). As duas solucdes podem ser escritas =9.

(b) (x—-172=4, £(x—1)=20u(x—1) = 2, e as duas raizes sdo x = e x = —1.
10.8 Explique a faldcia na seguinte seqiiéncia de passos:

(a) Sejax=y: x=y

(b) Multiplique ambos os lados por x: = xy

{¢) Subtraia y° de ambos os lados: =y =x-y

(d) Escreva como: L=+ ) =yx—y)

(e) Dividaporx — y: Xobapi=jy

(f) Substitua .x por seu igual, y: y+y=y

(g) Portanto: 2y =y

(h) Divida por y: 2=1

SOLUCAO

Naio h4 nada errado nos passos {a), (b), (¢), (d).

No entanto, em (¢), dividimos por x — y, que, de acordo com a hipétese inicial, € zero. Como a divisdo por zero nio

€ definida, tudo o que fizemos a partir de () deve ser desconsiderado.

10.9 Demonstre que V2 ¢ um nimero irracional, i.e.. ndo pode ser quociente de dois inteiros.

SOLUGAO

Suponha que V2 = plq, onde p € g 530 inteiros sem fatores em comum exceto = 1, j.e., p/g estd expresso em seus termos
minimos. Elevando ao quadrado. temos p:.-'q: =2oup” = 2g".Como 24" ¢ um nimero par, temos I par € portanto p é par
(se p fosse fmpar, p” seria fmpar): entdo p = 2. onde k € um inteiro. Assim, p* = 24" se torna (2k)’ = 2¢° ou g° = 2k°; daf
4" € par e g € par. Mas se p e q fossem pares. eles teriam o nidmero 2 como um fator em comum, contradizendo a hipéte-

se de que eles ndo tinham fator em comum exceto = L, Portanto, V2 é irracional.

Problemas Complementares

10.10 Determine quais das equagdes abaixo sdo equagdes condicionais e quais sdo identidades.

(a)
(®)
(©
(d)

(e)

Ox? — 4y?

2x+3-Q2-x)=dx~-1 (f) x=3)P+3x+9)=x-27
@y =12+ @y +17= ) +6 @ Bl
2{x+4-32x—1)} = 34-30)+2—x 4 12

(x+2y)(x = 2y) = (x = 2p)? + 4p(2y —x) = 0 (h) %=y + (2xy)? = (2 + y?)?

=2x+3
3x—2y Y

10.11 Verifique as equagdes abaixo para a soluc@o ou solugdes indicadas.

1 1 1

(s el 4= x=3

y—2 A (e) x+2x —

(b) R2-3cx=4; -1, -4 (N YP+y*-5y-5=0; £V5, -1

(¢) V3x—2-Vx+ti=4 ;342 (8) ¥*—2y=3%x=4,y=2x=1,y=-1

(d P-62+11x—6=0;1,2,3 (B) (x+y)*+ (x—y)* = 2(x* + y?); quaisquer valores de x, y
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a

&

i

10.12

10.13

10.14

10.15

10.16

10.17

10.18

Utilize os axiomas da igualdade para resolver as equagdes. Verifique as solugdes encontradas.

(@) S(x—4)=2(x+1)—7 © 3x—2_ x+2 (h) Vix=3+1=0
(b) 22._2:2 x—=2 x =2 (0 (}'+1)2=16
36 () Vi-2=4 () @x+12+2x-12=34
© e o 8 V2x+1+5=0
y 3
r+1 x-1
() x—1=x-2

Nas férmulas abaixo, resolva para a letra indicada.

PV, P,V d) v =v}+2as;a
@ B0, RVa . (d) 0
T T,

(e) T=21r‘/£;k
(b) t=ﬁ;s %

A () S=3Ra+(n-1d)d
(c) m =3 V22T + 267 — ;¢

Nas férmulas abaixo, encontre o valor da letra indicada, sendo dados os valores das demais letras.
(@) v=wvg+at; encontre ase v= 20, y, = 30,¢=5.

b) §= g(a +d); encontre d se § = 570, n = 20, @ = 40,

(¢) 11 + ! t f=30 10
_— —sencontre gsef = P = :
fTr g 1 k
(d) Fs=3im?; encontre vse F = 100,5s =5, m = 2,5.
1
(e) f= ; encontre C até quatro casas decimais se f = 1.000, L =4 - 107%,
2mVIC K 4

Determine o grau das equacdes nas indeterminadas indicadas.
(@) x¥®*-3x+2=0:x

(b) X2+xy+3y*=6:x;yxey

(©) 2y —3x%y2+4xy =2x*x;y:xey

(d) xy+yz+xz+22x=y"x,y,mxezyenxyez

Classifique cada equagdo como sendo (ou podendo se tornar uma) equagdo linear, quadrdtica, ctbica, qudrtica ou

quintica em todas as indeterminadas presentes.

(@) 2x*+33-x-5=0 +y

() Betdpis ) S

() 2x2+3xy+y2=10 (g) 3y°—dy+2=2(y—-3)>
(d) Y —2yz=4+)° () +1Y7(z-2)=0

(&) Va2+yZ—1=x+y
A equagio V (x +4)° = x + 4 é uma identidade? Justifique.

Prove que V/3 € irracional.
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Respostas dos Problemas Complementares

10.10 (2) Equagio condicional (d) Identidade (g) Equagédo condicional
(b) Equagao condicional (¢) Equagio condicional (k) Identidade
(¢) ldentidade (f) Identidade
10.11 (@) y = 3 € uma solugio. (¢} x =3 éumasolugéo.
(b) x = —1¢éumasolugio, x = —4 ndo &. (f) y==V5, —1 sio solugdes.
(¢) x = 34 ¢uma solugio, x = 2 ndo é, () x=4,y=72x=1,y= —] sdo solugdes.
(d) x=1,2,3sdo solugdes. (h) A equacdo € uma identidade; portanto, quaisquer valo-

res de x e y sfo solugdes.

1012 (a) x=5 () y=12 {¢) nenhuma solugdo (g) nenhuma solugfio N y=3 -5

by y=4 (@ x=3 () x=6 (h) x=1 () x=+2
643 (@ =l c=dVITR T A (o k=l
PV e T
=} (@) i _ 285—2an
iata # 1) d_n{n-l)

1014 (@) a=-2 () d=17 (€ q=-15 (d) v==20 (¢) C=0,0063

10.15 (a) 3 (b)y 2,4,4 (c) 3,3,4 (d) 1,4,2,3,4,4
10.16 (a) qudrtica (c) quadritica (e) quadrdtica (g} quadrdtica
(b) linear (d) quintica (f) linear (k) cubica

10.17 \/&"—!-_4)?=x+ 4 somente se x + 4 =0; \/I;-E_)i= —(x+4)sex+4=0.
A equagio nido € uma identidade.
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Razao, Proporcao e Variacao

11.1 RAZAO

A raz@o entre dois nimeros a e b, escrita a:b, ¢ a fragio a/b, desde que tenhamos b # 0.
Assim,a:b=alb,b#0.Sea=0b+0,arazioé l:1ou l/1 = L.

Exemplos 11.1

(1) Arazﬁodc4para6=4:6=%=%‘

24_23_5 3y 5x _ 20«
D355~ O YT

11.2 PROPORCAOQ

Uma proporg@o é uma igualdade de duas razdes. Assim, a: b = c:d, ou a/b = c¢/d, € uma propor¢ao na qual g ¢ d
sflo 0s extremos, b € ¢ sfo os meios e d é denominada a quarta proporcional de a, be e.

Na proporcdo a:b = b:c, ¢ é denominada a terceira proporcional de a e b, e b é a média proporcional en-
treaec,

Proporgdes sio equagdes e podem ser transformadas usando-se os mesmos procedimentos das equagdes. Al-
gumas das equagoes transformadas s@o usadas freqiientemente e sdo chamadas de regras de propor¢io. Se a/b =

¢/d, entdo
a b o a—-b c—d
b d a+b c+d a+b c+d
3 _——— = =
2) a ¢ ) b d (6) a—b c¢c—d

11.3 VARIACAO

Ao lermos material cientifico, € comum encontrarmos afirmagdes como “A pressio de um gés enclausurado varia
diretamente com a temperatura”, AfirmagGes como esta tém significados matematicos precisos e representam um
tipo especial de fungfio chamado fungdes de variagdo. Os trés tipos de funcdes de variagio sdo direta, inversa e

conjunta.
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(1) Se x varia diretamente com y, entdo x = ky ou x/y = k, onde k € a constante de proporcionalidade ou cons-
tante de variacdo.

(2) Se x varia diretamente com yz. entio x = kyz.

(3) Se xvaria inversamente com y, entdo x = kfy.

(4) Se x varia inversamente com yz, entao x = k/yz.

(5) Se x varia conjuntamente comy ¢ z, entdo x = kyz.

(6) Se xvaria diretamente com yz € inversamente com z, entdo x = kvzfz.

A constante k pode ser determinada se um conjunto de valores das varidveis for conhecido.

11.4 PRECO UNITARIO

Ao fazermos compras, observamos que um mesmo item pode estar sendo vendido em quantidades distintas. Para
compararmos pregos, precisamos computar o preco por unidade de medida de cada tamanho do item.

Exemplos 11.2 Qual € o prego unitdrio de cada item?

(@) Um vidro de 3 oncas de azeitonas que custa 87¢*

x¢  loz 87
87¢ 30z &= 3 29 29¢ por on¢a
(b) Uma caixa de 12 ongas de cereal que custa $1,32
xe loz 132
132¢ 120z =1y =1 11¢ por onga

Exemplos 11.3 Qualéo prego unitdrio de cada item com precisdo de décimos de centavos?

(@) Uma lata com 6,5 ongas de atum que custa $1,09

x¢ 1oz 109
o i 1 :
109 6,50z =5 16,8¢ por onca
(b) Uma lata com 14 ongas de salméo que custa $1,95
x¢ loz 195
195¢ 140z = 13,9 13,9¢ por on¢a

11.5 COMPRA OTIMA

Para determinarmos a compra 6tima, comparamos o prego unitdrio para cada tamanho de item, e o tamanho com
O menor prego unitdrio serd a compra 6tima. Com isto, estamos fazendo duas suposi¢des — uma compra maior néo
acarretard desperdicio e o comprador tem recursos para comprar qualquer um dos tamanhos oferecidos. Para de-
terminarmos a compra 6tima, o prego unitdrio € geralmente arredondado ao mais préximo décimo de centavo.

Exemplos 11.4 Qual é a compra 6tima com relagiio a uma garrafa de 6leo vegetal quando | galdo custa $5,99, 1
pinta custa 89¢ e 24 ongas custam $1,29?

a¢  loz a_£9_9__47 47
599¢ 1280z 18 ,7¢ por onca
b¢ 1oz 89

89¢ ~ 160z b= 16 =56 5,6¢ por onga
¢ loz cm E—S " P

129¢ 240z T +4¢ por onga

A compra 6tima € 1 galdo de 6leo vegetal a $5,99.

*N. de T. Nestaobra, adotamos o simbolo ¢ para representar centavos.
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Problemas Resolvidos

Razio e Proporcio
11.1 Expresse as seguintes razdes como fragdes simplificadas.
9% 3 23 23 8

2
T g o L AT 2. 2y=2 =
(a) 96:128 28 3 b) =: (c) xy*:x‘y 5

==

2 2
2 _ N .S 4 —xy xy(y-x) xy
(d) (xy*—2y):(x—y)P= R R o St

11.2 Encontre a razdo das seguintes quantidades.
(a) 6 libras para 12 ongas. Costuma-se expressar as quantidades nas mesmas unidades.
Entdo, a razdo de 96 ongas para 12 on¢as € 96:12 = 8: 1.

(b) 3 quartos para 2 galBes.
A razdo requerida € 3 quartos para 8 quartos ou 3: 8.

(c) 3 jardas quadradas para 6 pés quadrados.
Como 1 jarda quadrada = 9 pés quadrados, a razdo requerida € 27 pész: 6pés’ =9:2.

11.3 Determine o valor de x nas seguintes propor¢des:

3—x 2 1
(@) B—-x):(x+1)=2:1, el e x—g
+3 3x-2
(b) (x+3):10= (3x—2):8, xm = xs e x=2
x—1 2x—4

(@ x—-D:x+D=(x~d):(x+4),

1
x(x=-5)=0 € x=0,

11.4 Encontre a quarta proporcional dos seguintes conjuntos de nimeros. Em cada caso, denote por x a quarta propor-

cional.
s 2 6
(a) 2, 3,6. Aqui,2:3=6x, —=- e x=9
3 ax
. 25
(b) 4, =5, 10. Aqui,4:-5=10:x e x= - 5
2 . 2 2b
(c) a*, ab, 2. Aqui,a®iab =2 ;x, a?x = 2ab e xz-a—.

11.5 Encontre a terceira proporcional dos seguintes pares de niimeros. Em cada caso, denote por x a terceira propor-

cional.
(a) 2, 3. Aqui,2:3=3:x e x=09/2.

8 : 8 8 32
(b) —2,-3—. Aqlt1,—2.§—3.x e g

11.6 Encontre a média proporcional entre 2 e 8.
SOLUGAO
Seja x a média proporcional requerida. Entdo, 2:x = x:8§, x*=16¢ x = x4,

11.7 Um segmento de reta de 30 centimetros de comprimento € dividido em duas partes cujos comprimentos estéio na
razao 2 : 3. Encontre os comprimentos de cada parte.

SOLUGAO
Denotemos os comprimentos procurados por x € 30 — x. Assim,
x
=—- e x=12cm, 30-x=18cm
WV-—-x 3
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11.8 Dois irmdos tém respectivamente 5 e 8 anos. Em quantos anos (x) a razéo entre as suas idades serd de 3:47?

SOLUCAO

Em x anos, suas respectivas idades serdo 5 +xe 8 + x.

Assim, (5 +x):(8+x)=3:4,45+x)=38+x)ex=4

11.9 Divida 253 em 4 partes proporcionais a 2, 5,7, 9.

SOLUGAO

Denotemos as quatro partes por 2k, 5k, Tk, 9k.

Desta forma, 2k + 5k + Tk 4+ 9k = 253 e k = 11. Assim, as quatro partes sdo 22, 55,77 ¢ 99.

1110 Se x:y:z=2:-5:4ex—3y+z = 63, encontre x,y,Z.

SOLUGAO

Sejam x = 2k, y = =5k, z = 4k.

Substituindo estes valores em x — 3y + z = 63, obtemos 2k — 3( — 5k) +4k = 63 ou k =13.

Entdo, x =2k =6,y = -5k=-15, z=4k = 12.

Variacio
11.11 Escreva uma equagio para as afirmagdes, empregando k como a constante de proporcionalidade.

(a) A circunferéncia C de um circulo varia com o seu didmetro d. Resp. C = kd

(p) O periodo de oscilagdo T de um péndulo simples em determinada posicéo é proporcional 4 raiz quadrada de
seu comprimento . Resp. T = k1

(¢) A taxa de energia de radiagdo E por unidade de drea de um radiador perfeito € proporcional & quarta poténcia
da sua temperatura absoluta . Resp. E = kT*?

(d) O calor C em calorias desenvolvido em um condutor de resisténcia R ohms, usando-se uma corrente de /
amperes, varia conjuntamente com o quadrado da corrente, a resisténcia do condutor e o tempo ¢ durante o
qual o condutor conduz corrente. Resp. H = kI” Rt

(¢) A intensidade I de uma onda de som varia conjuntamente com 0 quadrado de sua freqiiéncia n, com o quadra-
do de sva amplitude r, com a velocidade do som v e a densidade d do meio sem perturbagio.

Resp. I =kn*rvd

(f) A forga de atragdo F entre duas massas m, e m, varia diretamente com o produto das massas e inversamente
com o quadrado da distancia r entre elas. Resp. F = km, my/r

(g) A uma temperatura constante, o volume V de uma dada massa de um gds ideal varia inversamente com a pres-
sdo p a qual ela estd sujeita. Resp. V = kip

(h) Uma forga desequilibrada F agindo sobre um corpo produz nele uma aceleragiio 2 que é diretamente propor-
cional  forga e inversamente proporcional a massa m do corpo. Resp. a = kFim

11.12 A energia ciné€tica E de um corpo € proporcional ao seu peso W e ao quadrado de sua velocidade v. Um corpo de

8 libras movendo-se a 4 pés/s tem 2 pés/lb de energia cinética. Encontre a energia cinética de um caminh@o de 3

toneladas (6.000 [b) a uma velocidade de 60 milhas por hora (80 pés/s).

SOLUCAO

E 2 1

Para encontrar k: E = kW2 ou k= W= §(4—2) =5

Wu”  6.000(88)°

Portanto, a energia cinética do caminhdo € E = F? = fé-)— = 726 000 pés/lb.

11.13 A pressio p de uma dada massa de um gds ideal varia inversamente com o volume V¢ diretamente com a tempe-

ratura absoluta 7. A que pressido 100 pés ciibicos de gds hélio a 1 atmosfera de pressdo e 1253° devem ser subme-
tidos para serem comprimidos a 50 pés cubicos quando a temperatura for 313%?

SOLUGAO
pv _ 1(100) 100

T
Para encontrar k: p = k? ou k= i
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s

Portanto, a pressao requerida € p =

1007 _100(313
253 v 253\ 30
Outro método: denotemos com indices 1 e 2 as condig¢Ges inicial e final do gds, respectivamente.

pivi_paVs Vi pVs 1(100)  p(50)
k= - = o -
T, T’ T; T, ’ 253 313 © pr=am

) = 2,47 atmosferas.

Assim,

11.14 Se 8 homens levam 12 dias para montar 16 maquinas, quantos dias levario 15 homens para montar 50 médquinas?

SOLUGAO
O nimero de dias (x) varia diretamente com o nimero de méquinas (y) e inversamente com o nimero de homens (2).
Assim, x=£c-“-’. onde kxﬁ:l@*—"fi
z y 16
Portanto, o mimero de dias requerido € x = 6_y = @ = 20 dias.

z 15
Preco Unitirio e Compra Otima

11.15 Qual o prego unitdrio de 12 laranjas que custam 99¢?

SOLUGAO
x¢ 1 laranja 99 :
99¢ - 12 laranjas x= o 8,25  $0,0825 por laranja

11.16 Qual o prego unitario de saco de lixo quando 20 sacos custam $2,507?

SOLUGAOQ

x¢ 1 saco 250
5507 Meacos -0 12,5 12,5¢ por saco

11.17 Qual € a compra 6tima quando 7 latas de sopa custam $2,25 e 3 latas de sopa custam 95¢ ?

SOLUGCAO
a¢ 1 lata 225
325¢ ~ 7 latas G =32,1 32,1¢ porlata

A compra 6tima € 3 latas de sopa a 95¢.

11.18 Qual € a compra Gtima quando um pacote de 3 ongas de requeijdo custa 43¢ e um pacote de 8 ongas de requeijio

custa 87¢?

SOLUGAO
ag loz 43
PITET a=3= 14,3 14,3¢ por onga
b¢ 1oz 87
bt PO et b=—=10,9 10,9 ronca
87¢ 8oz 8 B2TDNRS

A compra 6tima € o pacote de 8 ongas de requeijio a 87¢.

Problemas Complementares

10.19 Expresse as seguintes razdes como fragdes simplificadas.
(a) 40:64 () 45:83  (c) x*:3xyt  (d) (a*b+ab?):(a*b +a*h?)

11.20 Encontre a razfio das seguintes quantidades.
(a) 20 jardas para 40 pés (c} 2 pés quadrados para 96 polegadas quadradas
(b) 8 pintas para 5 quartos (d) 6 galdes para 30 pintas
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5

8

11.21

11.22

11.23

11.24

11.25
11.26

11.27

11.28

11.29

11.30

11.31

11.32

11.33
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Determine o valor de x nas seguintes proporcdes:
(@) (x+3):(x—2)=3:2 (¢) (x+1):d=(x+6):2x
by (x+4):1=(2-x):2 (d) (x+1):(x+1)=5x:(x+4)

Encontre a quarta proporcional dos seguintes conjuntos de nimeros:
() 3,4,12 () a b, c
(b) -2,56 (d) m+2,m-2,3

Encontre a terceira proporcional dos seguintes pares de niimeros:

@ 3,5 (b -2,4 (¢) a,b (d) ab, Vab

Encontre a média proporcional entre dos seguintes pares de niimeros:
(@) 3,27 (b)) —4, -8 (¢) 3VZ e 6VZ (d m+2 e m+1

Se(x+ y):(x —y)=15:2,encontre x: y.

Dois niimeros estio na razdo 3 : 4. Se 4 € adicionado a cada um deles, a razéo resultante € 4: 5. Encontre estes ni-
meros.

Um segmento de reta de 120 polegadas de comprimento € dividido em trés partes cujos comprimentos sdo pro-
porcionais a 3, 4, 5. Encontre esses comprimentos.

Sex:y:z=4:-3:2e2x+4y-3z=20, encontre x, y, z.

(a) Se x varia diretamente com y e se x = 8 quando y = 5, encontre y quando x = 20.
(b) Se x varia diretamente com y’ e se x = 4 quando y = 3, encontre x quando y = 6,
(¢) Se xvaria diretamente com y e se x = 8 quando y = 3, encontre y quando x = 2,

A distancia percorrida por um objeto em queda livre a partir do repouso varia diretamente com o quadrado do
tempo de queda. Se um objeto cai 144 pés em 3 segundos, que distancia ele percorrerrd ao cair por 10 segundos?

A forga do vento sobre uma vela varia conjuntamente com a 4rea da vela e 0 quadrado da velocidade do vento.
Em um pé quadrado de vela, a for¢a € de 1 libra quando a velocidade do vento & de 15 milhas por hora. Deter-
mine a forga do vento a 45 milhas por hora sobre uma vela de 20 jardas quadradas de drea.

Se 2 homens aram 6 acres de terra em 4 horas, quantos homens so necessarios para arar 18 acres de terra em 8§
horas?

Qual € o prego unitdrio com precisdo de décimos de centavo para cada item?
(a) uma lata de 1,36 litros de suco de frutas ao preco de $1,09

(b) um pote de geléia com 283 gramas que custa 79¢

(¢) um pote de creme facial com 10,4 ongas que custa $3,73

(d) uma dizia de latas de ervilhas que custa $4,20

(e) 25 libras de semente de grama que custam $27,75

(f) 3 rosquinhas que custam 49¢
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g |
é 11.34 Qual € a compra 6tima?

(¢} 100 cartelas de aspirina por $1,75 ou 200 cartelas de aspirina por $2,69
(b) um pote de geléia com 6 ongas por 85¢ ou um pote de geléia com 12 ongas por $1,59

(c) um frasco de colutério com 14 ongas que custa $1,15 ou um frasco de colutério com 20 ongas que custa
$1,69

(d) um pote de mostarda com 9 ongas que custa 35¢ ou um pote de mostarda com 24 ongas que custa 89¢
(¢) um pacote de biscoitos com 454 gramas por $1,05 ou um pacote de biscoitos com 340 gramas por 93¢
(f) um frasco de amaciante com 0,94 litro por 99¢ ou um frasco de amaciante com 2,76 litros por $2,65

Respostas dos Problemas Complementares

1119 (@) 518 (b)) 310 () x3y (d) lab
1120 (@) 32 (b)) 4:5 (c) 3:1 (d) 8:5
1121 (@) 12 (b)) -2 (0 4, -3 (d) 2,-23
1122 (@) 16 (b)) —~15 (¢) bela (d) 3(m=2)/(m+2)
1123 (@) 253 (b)) -8 (o) b¥a (d) 1

1124 (a) *9 (b) 24V2 () 26 (d) =Vm?*+3m+2

11.25 7/3

| 1126 12, 16
11.27 30, 40, 50 polegadas

11.28 -8, 6, -4

1129 (@) 127 (&) 16 (o) 12
11.30 1600 pés
11.31 16201b
11.32 3 homens

11.33 (a) 80,1¢ por litro (¢) 35,9¢ poronga (¢} 111g por libra
(b) 0,3¢ por grama (d) 35¢ por lata (f) 16,3¢ por rosquinha

11.34 (a) 200 cartelas de aspirinas por $2,69
(&) o pote com 12 ongas por $1,59
(c) ofrasco com 14 ongas custando $1,15
(d) o pote com 24 ongas custando 89¢
(e) o pacote com 454 gramas por $1,05
{(f) o frasco com 2,76 litros por $2,65

By Possuidao



Funcoes e Graficos

12.1 VARIAVEIS

Uma varidvel € um simbolo que, em uma argumentacao matemdtica, pode assumir qualquer valor de um conjunto de
valores. Uma constanre ¢ um simbolo que representa um tinico valor particular durante uma discussio matematica,

Letras finais do alfabeto, como x, y, z, u, v e w, geralmente sdo empregadas para representar varidveis, e as le-
tras iniciais do alfabeto, como a, b ¢ ¢, s30 usadas como constantes.

12.2 RELACOES

Uma relagdo € um conjunto de pares ordenados. A relagao pode ser especificada por uma equagdo, por uma regra
ou por uma tabela. O conjunto das primeiras componentes dos pares ordenados é denominado dominio da relag@o.
O conjunto das segundas componentes dos pares ¢ denominado imagem da relagao. Neste capitulo, considerare-
mos apenas relacdes que tém para domfnio e imagem conjuntos de nimeros reais.

Exemplo 12.1 Quais sdo o dominio e a imagem da relaggo {(1,3), (2,6), (3,9), (4,12)}?

dominio = {1,2,3,4} imagem = {3,6,9,12)

12.3 FUNGCOES

Uma fungédo € uma relagéo tal que cada elemento do dominio compde um par com exatamente um elemento da
imagem.

Exemplo 12.2 Quais relagbes sio funcgdes?
(@) {(1,2), (2,3), (3,4), (4,3)}
fungdo - cada elemento na primeira compaonente faz parte de apenas um par

® {(1,2), (1,3), (2,8), 3,9} .

nio fungiio — | compde par com 2 e com 3

(@ {(1,3), (2,3), (4,3, (9.3)}

fungdo — cada elemento na primeira componente faz parte de apenas um par
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Em geral, fun¢des e relagdes s@o estabelecidas por equagdes. Quando o dominio nao esta especificado, deter-
minamos o maior subconjunto dos reais para o qual a equagdo estd definida e este € o dominio. Uma vez determi-
nado o dominio, passamos a determinar a imagemt, encontrando o valor da equagio para cada valor do dominio. A
varidvel associada ao dominio € denominada varidvel independente, e a varidvel associada 4 imagem € a variavel
dependente. Em equacdes com varidveis x e y, geralmente supde-se que x seja a varidvel independente e y seja a
varidvel dependente.

Exemplo 12.3 Quais sdo o dominio e a imagemde y = x2+ 27

O dominio € o conjunto de todos os niimeros reais, uma vez que o quadrado de cada nimero real € um nimero
real e um ndmero real somado a 2 ainda € um niimero real. Dominio = {todos os nimeros reais}

A imagem € o conjunto de todos os nimeros reais maiores ou iguais a 2, uma vez que o quadrado de um nimero
real € no minimo zero e, quando adicionamos 2 a cada valor, temos os ndmeros reais que sdo no minimo iguais a 2.
Imagem = {todos os reais = 2}

Exemplo 12.4 Quais sio o dominio e aimagem de y = l/(x —3)?

A equagio ndo estd definida para x = 3, de modo que o dominio € o conjunto de todos os reais diferentes de 3, Domi-
nio = {todos os niimeros reais # 3}

Uma fragdo pode ser nula somente quando o numerador € zero. Como o numerador desta fragfio é sempre 1, a
fragdo nunca € igual a zero. Assim, a imagem € o conjunto de todos os nimeros reais diferentes de zero. Imagem =
{todos os reais # 0}

12.4 NOTAGAO PARA FUNGCAO

A notagio y = flx), lida “y € igual a f'de x”, € utilizada para expressar que y € fun¢do de x. Com esta notagdo, fla)
representa o valor da varidvel dependente y quando x = a (desde que garantido que exista essc valor).

Assim, y = x? = 5x + 2 pode ser escrita f(x) = x2 — 5x + 2. Dai f(2), i.e., o valor de fix) ou y, quando x = 2,
é f(2) =22-5(2) +2 = -4, Da mesma forma, fi—1)=(-1)2=5(-1)+2=8§,

Qualquer letra pode ser utilizada para denotar uma fungao; assim, g(x), i(x), F(x), etc., podem representar fun-
¢oes de x.

12.5 SISTEMA DE COORDENADAS RETANGULARES

Um sistema de coordenadas retangulares € utilizado para dar uma visualizacdo da relag@o entre duas variavels.

Considere duas retas perpendiculares X'X e Y'Y interseccionando-se no ponto O, como mostra a Fig. 12-1.

A reta X’X, denominada eixo x, é normalmente horizontal.

A reta Y'Y, denominada eixo y, é normalmente vertical.

O ponto O € denominado origem.

Fazendo use de uma unidade de medida conveniente, marcam-se pontos no eixo x distanciados de sucessivas
unidades para a direita e esquerda da origem O, definindo os da direita como 1, 2, 3, 4, ... e os da esquerda como
—1, =2, =3, =4, ... . Aqui escolhemos arbitrariamente OX para ser o sentido positivo; isto € o usual, mas ndo é
obrigatério.

Faz-se 0 mesmo com o eixo y, escolhendo OY como o sentido positive. & usual (mas ndo obrigatdrio) utilizar-
se a mesma unidade de medida em ambos os eixos.

O eixo x ¢ o eixo y dividem o plano em 4 partes, conhecidas corio guadrantes, que sdo marcadas com I, II, I,
IV, como na Fig. 12-1.

By Possuidao



102

TEORIA E PROBLEMAS DE ALGEBRA
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Fig. 12-1

Dado um ponto P no plano xy, trace perpendiculares aos eixos x e y passando por P. Os valores de x e y dos
pontos que as perpendiculares determinam sobre os €ixos x e y sdo chamados de coordenada x (ou abscissa) do
ponto e coordenada y (ou ordenada) do ponto P. Tais coordenadas sdo indicadas por (x, y).

Reciprocamente, a partir das coordenadas de um ponto, podemos localizar o ponto no plano xy.

Por exemplo, o ponto P na Fig. 12-1 tem coordenadas (3, 2); o ponto com coordenadas (—2, —3) € Q.

O grifico de uma fung@o y = flx) € o conjunto de todos os pontos (x, y) que satisfazem a equagdo y = fix).

12.6 FUNGAO DE DUAS VARIAVEIS

Diz-se que a varidvel z € uma funcio das varidveis x e y se existir uma relagao tal que, para cada par de valores de
x ey, corresponda um e somente um valor de z. Aqui, x e y sio denominados varidveis independentes e z € a varia-
vel dependente.

A notagdo utilizada neste caso € z = flx, y): leia-se “zigual a fde x e y”. Dai fia, b) denota o valor z quando
x = a,ey = b, desde que a funcgio esteja definida para estes valores.

Assim, se fix,y) = x3+xy?—2x entio f(2,3)=23+2-32-2-3=20,

De forma andloga, podemos definir funcdes de mais de duas varidveis independentes.

12.7 SIMETRIA

Quando a metade esquerda de um grafico é uma imagem espelhada da metade direita, dizemos que o gréfico € si-
métrico com relac@o ao eixo y (veja Fig 12-2). Tal simetria ocorre porque, para cada valor de x, tanto x quanto —x
resultam no mesmo valor y, isto €, f{x) = f{—x). A equagdo pode ou néo expressar y como fung¢do de x.

Alguns gréficos tém a metade inferior como uma imagem espelhada da metade superior, e entao dizemos que
tais graficos sdo simétricos em relagdo ao eixo x. Isso ocorre quando, para cada valor de y, tanto y quanto ~y re-
sultam em um mesmo valor para x (veja Fig. 12-3). Nesses casos, no se tem uma funcéo para y em termos de x.

Se, ao substituirmos x por —x ¢ y por —y em uma equagio, obtivermos uma equacio equivalente a dada, dize-
mos que o grafico € simétrico em relac@o a origem (veja Fig. 12-4). Tais equacdes representam relagdes que nem
sempre sdo fungdes.

Yi Yi
o\ L faw S @
:=E=_L[0__Ii:::} :I:I:}QHEI{II;
1 syl
4 + (x~y)
Fig. 12-2 Fig. 12-3 Fig. 12-4
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A simetria pode ser utilizada para esbocar mais facilmente gréficos de relagdes ou fungdes. Uma vez determi-
nados o tipo de simetria (se existit) e a forma de metade do gréfico, a outra metade pode ser construida fazendo-
se uso dessa simetria. A maioria dos grificos ndo sio simétricos nem em relagéo ao eixo x, nem em relagdo ao ei-
X0 y e nem em relagio a origem. No entanto, muitos graficos utilizados mais freqiientemente exibem uma dessas
simetrias e utilizd-la facilita o processo de construgéio do grifico.

Exemplo 12.5 Teste arelagioy = 1/x com respeito 4 simetria.

Substituindo x por x, obtemos y = - 1/x, de modo que o gréfico no € simétrico em relagio a0 eixo y.
Substituindo y por —y, obtemos — y = 1/x, de modo que o gréifico ndo € simétrico em relagao ao eixo x.
Substituindo x por —x e y por —y, obtemos — y = —1/x, que € equivalente a y = 1/x , de modo que o gréfico é

simétrico em relagio a origem.

12.8 TRANSLAGOES

O grifico de y = flx) fica transladado para cima quando adicionamos uma constante positiva a cada valor y no gra-
fico. O grafico fica transladado para baixo quando adicionamos uma constante negativa a cada valor y no grafico
de y = flx). Assim, o grafico de y = flx) + b difere do grifico de y = f{x) por uma translagdo vertical de
| | unidades. O deslocamento € para cima se b >0 e € para baixose b <0.

Exemplos 12.6 Como os grificosde y=x2+2 e y=x2 — 3 diferem do grificode y = x2?

Deslocamos 0 grafico de y = x2 2 unidades para cima para obtermos o grafico de y = x2 + 2 (veja Figs. 12-5
(a) e (b))

Deslocamos o grifico de y = x2 3 unidades para baixo para obtermos o grifico de y = x2 gy (veja Figs. 12-5
(a) e (c)).

(@) y=xt (B)y=x+2 () y=x-3
Fig. 12-5

O gréfico de y = f(x) € deslocado para a direita quando uma constante positiva € subtraida de cada valor da va-
ridvel x. E deslocado para a esquerda quando uma constante positiva € subtraida de cada valor da varidvel x. As-
sim, o gréfico de y = fix —a) difere do grifico de y = f{x) por um deslocamento horizontal de |a| unidades. O des-
locamento € para a direita se a > 0 ¢ € para a esquerda se a < 0.

Exemplos 12.7 Como os grificosde y = (x + 1)2 e y = (x —2)? diferem do grifico de y = x??

Deslocamos o gréfico de y = x? 1 unidade para a esquerda para obtermos o grafico de ¥ = (¥ + 1)?, uma vez que

x+1=x~=(—-1) (vejaFigs. 12-6 (a) e (b)).
Deslocamos o grifico de y = x? 2 unidades para a direita para obtermos o grifico de y = (x —2)? (veja Figs. 12-6
(a) e (o).
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