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1. INTRODUCAO

DEFINICAO

A Investigagio Operacional (IO) tem como objeto o estudo e
a Investigagio de operagdes e sistemas mais ou menos complexos,
que combinam simultancamente elementos humanos ¢ materiais,
procurando através de téenicas quantitativas apoiar a tomada de
decisdes aos niveis macro ¢ microeconomico. O analista ou téeni-
co de 10 trabalha os dados, obtendo elementos quantitativos que
fundamentam a tomada de decisdes. No entanto, sdo os gestores (ou
outros agentes de decisio) que definem os objetivos e que tomam
as decisoes,

Os problemas, que a IO procura ajudar a resolver, podem ser
estruturados ¢ nio estruturados, ¢ de nivel estratégico, tatico ou
operacional. Os problemas estruturados resolvem-se de forma conhe-
cida, estando tipificados ¢ tendo mais a ver com elementos materiais.

Ao nivel estratégico, temos as grandes decisdes tomadas, por
exemplo, pelo Conselho de Administragio, envolvendo a estrutura
como um todo, e todos os elementos materiais ¢ humanos.

Ao nivel tatico, por exemplo nos departamentos de uma empresa,
colocam-se as questdes que envolvem mais o elemento humano do
que o elemento material, existindo mais problemas nio estruturados
do que a nivel operacional.



PROGRAMACAO LINEAR

Ao nivel operacional, por exemplo, dos funcionarios, existe
mais o controlo de tarefas e procedimentos, tendo mais a ver com
elementos materiais do que humanos, predominando os problemas
estruturados.

A gestdo da produgio ¢ talvez o dominio em que as aplicagdes
de programagio linear (PL) sio mais numerosas. Contudo, tanto
em marketing (determinagio de politicas de pregos, de afetagio da
forga de vendas ¢ de distribuigio) como nas finangas (escolha de
programas de investimento), na logistica (gestio dos transportes),
ou nos recursos humanos (afetagio de pessoal), a 10 ¢ um auxiliar
precioso para a determinagio eficaz de solugdes que melhor satisfa-
¢am os objetivos definidos inicialmente.

Leonid Kantorovitch, em 1939, foi um dos pioneiros da progra-
magio linear, tendo sido agraciado com o prémio Nobel da Econo-
mia em 1975. Com a 2* Guerra Mundial, ¢ nos anos subsequentes,
deu-se um grande desenvolvimento da IO e da PL, devido ao facto
de ser necessario investigar a melhor forma de tomar decisées no
que diz respeito A gestio dos recursos logisticos e is operagdes das
forgas armadas. Assim, entre 1939 ¢ 1951 sio conseguidos desenvol-
vimentos tedricos no ambito da Programagio Linear (PL) por Von
Neumann, Harold Kuhn e A. W. Tucker, ¢ formulado o algoritmo
Simplex por George B. Dantzig e aparecem formulagdes aplicadas
da PL por T. C. Koopmans, A. Charnes ¢ W. W. Cooper.

A partir de 1951, data do primeiro simpdsio sobre PL, surgiram
intmeros trabalhos procurando completar as suas bases tedricas,
melhorar a eficiéncia computacional dos seus algoritmos ¢ aperfei-
goar o grau de realismo das suas formulagdes.

A programagio linear faz parte de uma area da 10, denominada
programagio matematica, que também inclui a programagio nio
linear.

10



1. INTRODUGAO

O seu desenvolvimento foi inspirado por trés tipos de problemas:

- Transporte: otimizacio de sistemas (programas) de distribui-
io, conhecendo-se os custos de transporte, a procura prevista
para cada loja e as capacidades maximas de produgio de cada
fabrica.

- Composigio: otimizagio da composi¢io de uma dieta, mi-
nimizando o seu custo e satisfazendo os niveis minimos de
calorias ¢ vitaminas necessarios na alimentagio.

- Formagio ¢ produgdo: otimizagio de programas de contra-
tagio e formagio de pessoal, assim como de produgio e arma-
zenamento, de forma a minimizar os custos ¢ a maximizar os
lucros.

Utilizam-se técnicas de otimizagio matematica, nomeadamente,
os algoritmos Simplex primal ¢ dual.

A chamada programagio inteira ¢ também um problema de PL,
onde se exige a integralidade das vanaveis.

A programagio nido linear implica fungdes nio lineares no equa-
cionamento do problema.

Outras técnicas de [0, que nio estio no ambito deste livro, sio a
programagio dinamica (processo de decisio multifisico), os modelos
de otimizagio de redes (problemas de minimizagio de percursos,
maximizagdes de fluxos, etc.), a meta-heuristica (iteragdes de formaa
ir melhorando sempre), a teoria dos jogos (analise da forma como se
estabelecem as decisdes em concorréncia ou cooperagio em diversos
modelos de mercados), a analise de decisio (problemas e decisdes em
ambientes de muita incerteza), as cadeias de Markov (processos que
evoluem ao longo do tempo de uma forma probabilistica), a teoria
das filas de espera (problema da espera para aceder a um servigo),
a gestio de aprovisionamento (racionalizagio dos inventarios), a

11
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simulagio (imitagio do funcionamento de um sistema real através
de modelos), a gestio de projetos (organizagio dos recursos e das
atividades em equipas orientadas para atingir as metas predefinidas)
e os modelos de previsio (métodos quantitativos e qualitativos).

A programagio linear insere-se num cenario de certeza (nos
cendrios de incerteza ou de risco sio wilizadas outras téenicas de
10), utilizando-se modelos lineares deterministicos de otimizagio,
aplicados a problemas combinatdrios com uma infinidade de solu-
gies mas sujeitos a restrigies, e resolvendo-se por recurso a técnicas
algoritmicas,

METODOLOGIA DA INVESTIGACAO
OPERACIONAL

A metodologia da 1O utiliza quatre recursos importantes:

1. A anilise sistémica ¢ a definigio do problema como perten-
cente 2 um todo, sendo equacionadas as perspetivas de todos
os setores da organizacio e recolhida toda a informagio rele-
vante. E feita uma descrigio suméria da situagio e a anilise do
contexto do problema e do objetivo a que se destina o estudo.

2. Aimterdisciplinaridade na visio do problema. Os fendmenos
em estudo s sio cabalmente compreendidos quando exista o
contributo de todas as areas de especialidade relevantes para
O AS5UNTO €M causa,

3. A wilizagio de modelos. As situagfes reais muito dificilmente
si0 passivels de experiéncias, logo recorrese a modelos, que
representam a realidade de forma mais simples, para a estudar
e interpretar. Tipos de modelos:

»  Jednicos fex: foros): representam fielmente a realidade, mas
numa escala diferente.



1. INTRODUGAO

* Analégicos (ex: graficos): utilizam propriedades que repre-
sentam, por analogia, outro tipo de propriedades, estados
ou situagoes.

* Simbolicos: utilizam simbolos para representar a realidade.
Exemplo destes sio os modelos matematicos, que sio os
mais abstratos, manipuliveis e adaptiveis. Nestes temos
modelos lineares (relagdes do 1° grau entre as variaveis) e os
nio lineares (relagdes de outros graus). Os modelos podem
ainda ser deterministicos/exatos ou aleatorios/ estocasticos.

4. Recurso ao método cientifico:

a. Formulagio do problema: objetivos, variaveis controlaveis
¢ ndo controlaveis, condicionantes, parimetros impostos,
restrigdes, e agentes de decisio.

b. Construgio do modelo matematico: fungio objetivo ¢
relages entre as variaveis.

¢. Obtengio da solugio: calculo da solugio 6tima, utilizando
o método Simplex.

d. Testar o modelo e a solugio: novas vaniaveis, erros come-
tidos, etc.

¢. Estabelecer o controlo da solugio: anilise de sensibilidades
e analises paramétricas.

f. Implementagio da solugio: problemas técnicos ¢ humanos,
etc.

O exemplo seguinte apresenta um problema simples, que permite
a introdugio ao tipo de raciocinios necessirios para a formulagio
(equacionamento) dos problemas que podem ser resolvidos pela
programagio linear.

13



PROGRAMACAO LINEAR

EXEMPLO

A empresa “Corticeira” produz e comercializa dois tipos de pro-
dutos: ladrilhos para o chio e rolhas de cortiga. Ambos os produtos
utilizam na sua produgio cortiga e mio de obra. Os lucros previstos
sdo de 6 euros por m* vendido de ladrilhos, e de 5 euros por kg de
rolhas. Para produzir 1 kg de rolhas sio necessirios 2 kg de cortiga
em bruto, enquanto para produzir 1 m* de ladrilhos sio necessarios
3 kg de cortiga em bruto. A empresa recebe, diariamente, 450 kg de
cortiga em bruto. A mio de obra é constituida por 10 operarios que
trabalham 8 h por dia. Um kg de rolhas leva meia hora a produzir,
enquanto um m° de ladrilhos se produz em 15 minutos.

A administragio da “Corticeira” pretende saber quais as quanti-
dades a produzir diariamente de cada um dos produtos, de forma a

maximizar o lucro.

Formulagdo ou o equacionar do problema:

1. Definigio das variveis, isto ¢, quais sio as os valores que ¢
preciso calcular? Utiliza-se sempre a letra “Z” para o valor da
fungio objetivo.

Z = lucro total
x, = quantidade de ladrilhos (m’)
x, - quantidade de rolhas (kg)

2. Qual é o objetivo deste problema? Pretende-se maximizar o
lucro. Entio, a fungdo objetivo diz-nos como calcular o lucro
da empresa, multiplicando-se os lucros unitarios previstos pelas
quantidades a produzir de cada produto, assumindo que toda
a produgio sera vendida:

Max Z = 6x, + 5x,

14



L. INTRODUGAO

3. Quais as limitagdes ou restrigdes a produgio? Procuram-se
os totais de recursos disponiveis (termos independentes) ¢
formulam-se as equagdes ou inequagdes que discriminam a
forma como esses recursos sio afetados a produgio dos produ-
tos, através dos respetivos coeficientes técnicos. Nio esquecer
a necessidade de, em cada restrigio, utilizar a mesma unidade

de medida.

a. Qual ¢ o total de matéria-prima recebida diariamente, ¢ de

C

que forma essa matéria-prima ¢ distribuida pela produgio
dos produtos? Pode ser ultrapassado esse total? Se sim, en-
tio utilizariamos o sinal >, se no, utiliza-se 0 <; caso se
tenha de consumir exatamente toda a matéria-prima, entio
utilizariamos o sinal de =.

3x, + 2x, < 450 (limitagio da matéria-prima em kg)

. Qual é o0 rotal de mio de obra, em horas, que a empresa

tem disponivel diariamente? Pode ser ultrapassado com os
recursos existentes? De que forma sio alocadas essas horas
de trabalho a produgio dos produtos?

0,25x, + 0,5x, < 80 (limitagio da mio-de-obra em horas)

Estabelece-se a condigio de nio negatividade para todas as
variaveis de decisio, isto é, nio se aceitam valores negativos
para as quantidades a produzir:

x,, x, 2 0 (limitagio da nio negatividade)

Resolugio grafica:

Para todas as equagdes ¢/ou inequagdes, calculam-se os “zeros”

das fungdes, porque é o método mais ficil de desenhar as retas e de
as enquadrar corretamente no sistema de eixos ortogonais:

15
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1? restrigio:
x, = 0=>x =225
X, =0=x =150
27 restricio:
X, =0=x =160

x,=0=x =320

Fungio objetivo (temos 2 graus de liberdade, logo € necessario

arribuir um valor a Z):
x, =0eZ = 2000 = x, = 400
x,=0eZ = 2000 = x, = 333,3

235
A= 160
127.5 ~
u
S
~
5
tae,, ~
L1 L P
0 5] C=150 3 3333

— Restrigio da matéria-prima
+ Restrigio da mio de obra
=== [solucro para Z = 2000

16
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L. INTRODUGAO

O espago de solugdes possivel consiste em todos os pontos do
perimetro ¢ do interior do quadrilitero [ABCQ]. Verifica-se que,
se deslocarmos a isolucro (Z = 2000) para baixo, esta encontrara o
vértice B = (65; 127,3), o qual corresponde ao ponto dtimo.

Resolugio do sistema de equagdes (e nio de inequagdes) das
restrigdes de matéria-prima e de mio de obra:

3x, + 2x; = 450 {x, = 65 m? ladrilhos
0,25x, + 0,5x, = 80 (x, = 127,5 kg rolhas

Entdo, o lucro miximo possivel é de:

Z=6bx654+5x1275=102750¢€

EXERCICIO
Fungio objetivo: MaxZ = 12x, + 10 x, - 840
Restrigio 1:  5x, + 8x, =500
Restrigio 2: 4 x, +x, <300
Condigio de nio negauvidade: x ,x,20

Para a resolugio grafica:

12 restigio: x, = 0 => x, = 62,5

1? restigio: x, = 0 =>x = 100

22 restigio: x, = 0 => x, = 300

2% yestigio: x, = 0 =>x, = 75

Objetivo para Z = 260 x, =0=>x, =110
Objetivo para Z = 260 x, = 0=>x = 91,67

17



PROGRAMACAO LINEAR

Resolugio do sistema:

Sx, +8x, =500 [Sx, +8x (300 ~4x,)=500 [-27x, =~1900 [x, =70.37
4y, +x, =300 |x, =300-4y, x, =18,52

Z = 12 x 70,37 + 10 x 18,52 - 840 = 189,64

18



2. PROGRAMACAO LINEAR

O MODELO PL

Nas formulas do Modelo de Programagio Linear assume-se que
o indice i representa o nimero da linha ¢ o indice j 0 nimero da
coluna,

Na forma candnica basica do modelo de otimizagio temos:
®  nvaridveis principais ou de decisio x;

*  ncoeficientes da fungio objetivo ¢,

®  m restrigoes

Os coeficientes ¢ as constantes nas restrigdes € na fungio objetivo
denominam-se parametros do modelo de PL:
Fungio objetivo (mix. ou min): Z = ZC 1%
"
=

L
Satisfazendo as restrigdes: 1, = 3 a, x, {=4b,
Jel
<

Sendo x,,..., x, = 0 a restrigio de ndo negatividade.

Z - valor da medida de desempenho global que queremos otimi-
zar (lucro, custos, drea utilizada, desperdicio, etc.);

19



PROGRAMACAO LINEAR

X, - nivel de atividade j (paraj = 1, 2, ..., 1), representando as
variaveis de decisio;

G- coeficientes da fungio objetivo que nos dio o incremento
em Z, que resulta de um incremento unitirio no nivel de
atividade f;

a_. - coeficientes técnicos. Coeficiente da variavel x, na restrigio de

9 . i p §
ordem i, representando a quantidade do recurso i consumido

por unidade de atividade j;

b, - termo independente da iésima restrigio, sendo a quantida-
de do recurso 7 que se encontra disponivel para alocagio nas
atividades x, (para = 1,2, ..., m).

O sistema de restrigdes ¢ constituido por m equagdes ¢ n incog-
nitas, com n = m, o que implica (n - m) graus de liberdade. Logo, é
um sistema indeterminado, porque existem mais incognitas do que
equagdes, o que implica, em geral, mais do que uma solugio.

Admitindo que as restrigdes sio linearmente independentes, é
possivel exprimir M variaveis em fungio dos valores atribuidos
as restantes (N - M). Qualquer solugio, obtida desta forma, que
satisfaga o sistema diz-se uma solugio possivel do problema. O
conjunto de todas as solugdes possiveis designa-se por dominio das
solugdes possiveis. Se as variaveis restantes forem igualadas a zero,
a solugio designa-se como solugdo bdsica possivel (ou admissivel).
Neste caso, as M variaveis designam-se por varidveis bdsicas ¢ as
restantes como ndo bdsicas. Se alguma variavel basica for igual a
zero, a solugio basica diz-se degenerada, a qual levanta problemas
de cilculo. A solugdo 6tima ¢ a que otimiza a fungio objetivo.

O Teorema Fundamental da Programacio Linear diz que, se
existe uma solugio possivel, entio existe uma solugio basica possivel,
¢ se existe uma solugio otima possivel, entio existe uma solugio
Stima basica possivel.

20



2. PROGRAMAGAO LINEAR

Deste teorema conclui-se que nio € necessario procurar a solu-
¢lo otima entre todas as solugdes possiveis (em geral, infinitas) do
problema, mas apenas entre as solugdes basicas possiveis. O nimero
maximo destas solugdes ¢ dado pelas ¢ .

Na PL ¢ utilizado um método de passar de uma solugio basica
possivel para outra (iteragio), a que corresponda um melhor valor da
fungio objetivo. Dispde-se de um critério que permite saber quando
se alcangou a solugio 6tima, sem necessitar de experimentar todas
as solugdes basicas possiveis, Assim, pretende-se passar de vértice
para vértice do politopo de solugdes possiveis, melhorando sempre
o valor da fungio objetivo; e aplicar um critério de otimalidade que
permita saber se um vértice 6timo foi alcangado. Podemos encon-
trar solugdes viaveis, possiveis ou admissiveis. Ha também solugoes
inviaveis, impossiveis ou nio admissiveis,

Teste de otimalidade: se uma solugio num ponto extremo nio
tiver nenhuma solugio em ponto extremo adjacente que seja melhor,
entio ela tem de ser uma solugio otima.

HIPOTESES E PROPRIEDADES
FUNDAMENTAIS

Determinismo: nio se consideram os cendrios de incerteza ou
risco, nio existindo qualquer valor aleatério ou probabilistico. Co-
nhecidos os parametros, eles determinam um conjunto de solugdes
para o problema.

Certeza: o valor atribuido a cada parimetro de um modelo de
PL ¢ assumido como uma constante conhecida.

Linearidade: todas as relagdes sio do 1° grau, o que implica as
propriedades da adititividade, da proporcionalidade e da continui-
dade. Pressupde-se que a contribuigio marginal de cada atividade
¢ constante.

21



PROGRAMAGCAO LINEAR

Nio negatividade: incognitas (as intensidades de cada atvidade)
nio negativas.

Divisibilidade (continuidade): as variavers podem assumir valores
nio inteiros.

Aditividade; implicita na fungio objetivo e nas restrigdes. Pressu-
pde-se que se podem utilizar as capacidades maximas na produgio e
nos recursos, nio havendo deseconomias internas, conseguindo-se a
total eficiéncia dos recursos envolvidos. Toda a fungio num modelo
de PL ¢ a soma das contribuigdes individuais das respetivas atividades.

Proporcionalidade; implicita na fungio objetivo e nas restrigdes.
Os coeficientes sio constantes, pressupondo que nio ha economias
de escala, sendo a produgio a custos constantes (Pmg = 1) e a rendi-
mentos constantes (Rmg = 1) i escala. Assim, a contribuigio €, de
cada atividade para o valor Z da fungio objetivo ¢ proponcionai a0

nivel de atividade X, conforme representado no termo ¢ X

NOCOES SOBRE CONJUNTOS
CONVEXOS

Combinagio linear convexa - seja um conjunto de pontos x_ e X.
Dizse que X ¢é uma combinagio linear convexa dos pontos x,
~

se X=2A4x

Em que 7, s3o os coeficientes escalares que terdo de assumir os
seguintes valores:
04 sl

Ou seja, dois pontos definem um segmento de reta ¢ uma com-
binagio linear convexa, que ¢é igual a0 segmento que os une.

22



2. PROGRAMAGCAO LINEAR

Conjunto convexo - quando, para quaisquer dois pontos desse
conjunto, toda a combinagio linear por eles definida é constituida
por pontos pertencentes a0 conjunto.

Ponto extremo de um conjunto convexo - quando nio se
consegue expressa-lo ou defini-lo como combinagio linear convexa
de quaisquer outros dois pontos pertencentes a0 conjunto, mas so
a partir dele proprio (ex: vértices de um retingulo).

Aplicagio das nogdes de conjuntos convexos a PL:

O conjunto de solugdes possiveis de um qualquer problema
de PL ¢ um conjunto convexo com um nimero finito de pontos
extremos, ¢ a solugio 6tima encontrar-se-d, pelo menos, num dos
seus pontos extremos.

O METODO SIMPLEX

O método Simplex centrase, exclusivamente, nas solugdes de
ponto extremo, que existirio se o conjunto de solugdes for conve-
xo. Consiste num algoritmo iterativo (procedimento sistematico
para atingir uma solugio e que repete uma série de passos) com a
seguinte estrutura:

Inicializagio (normalmente a origem) = teste de otimalidade =
= se sim, para;
-> se nio, continua = iteragio

Dada uma solugio de ponto extremo, ¢ muito mais ripido reco-
lher informagdes sobre as solugdes de pontos extremos adjacentes
do que sobre todas as outras. O percurso faz-se ao longo dos lados
da regiio das solugdes viaveis.

23



FROGRAMACAD LIMEAR

Apds a solugio de ponto extremo ter sido identificada, 0 método
Simplex examina cada um dos lados da regiio de solugdes vidveis,
identificando a taxa de crescimento de Z ¢ escolhendo a que for
maior.

Se num ponto extremo de solugio nio existir taxa de crescimento
do Z, entio encontramos a solugio otima,

FUNDAMENTOS TEORICOS DO
METODO SIMPLEX

Hipdteses:

* E um sistema consistente, possivel, nio havendo incompati-
bilidade entre as restrigdes.

* As restrighes sio linearmente independentes, nio havendo
equagdes redundantes, nem repetigio da informagio.

* O namero de restrighes € menor que o namero de varidveis.
O sistema ¢ indeterminado,

* Sealguma destas hipoteses nio se verificar, entio nio ha pro-
blema.

Teoremas:

* (O conjunto de solugdes admissiveis num problema de PL ¢ um
conjunto convexo com um niumero finito de pontos extremos,

* Uma fungio linear, cujo dominio ¢ um conjunto convexo,
assume o seu valor dtimo em pelo menos um ponto extremo.

* A umasolugio bisica admussivel de um modelo de PL corres-
ponde um ponto extremo do conjunto convexo das solugdes
admissiveis.
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Condigdes:
* A restrigio de nio negatividade ¢ obrigatoria.

* Nio ¢ possivel aplicar o método a um problema na forma geral,
mas terd de se passar para a forma padrio ou aumentada,
transformando-se o sistema de inequagdes ¢/ou equagdes,
associadas as restri¢oes, exclusivamente num sistema de equa-
¢des. Recorre-se, para isso, as chamadas varidveis auxiliares,
de desvio ou de folga (s), assim como a varidveis artificiais
(a). Estes novos tipos de variaveis permitem obter uma matriz
identidade no quadro Simplex, constituindo-se como a base
inicial.

- casoainequaglo seja <, acrescenta-se uma variavel auxiliar s,
com sinal positivo, o que nos leva a obter uma das colunas
da matriz identidade (s, terd o coeficiente 1 nesta linha e,
nas restantes, o coeficiente 0);

- €aso ainequagdo seja 2, acrescenta-se uma variavel auxiliar
s, com sinal negativo ¢ uma variavel artificial @, com sinal
positivo; porque o coeficiente negativo da variavel auxiliar
nio permite ter um vetor da matriz identidade, logo preci-
samos da variivel artificial para o efeito (a,tera o coeficiente
1 nesta linha ¢, nas restantes, o coeficiente 0);

- €aso seja uma equagio, acrescenta-se uma variavel artificial
com sinal positivo, de modo a conseguir ter mais um vetor

da matriz identidade.
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Exemplo da transformagdo na forma padrio:
Max.Z=3x +4x,+5x,  MaxZ=3x +4x,+5x, +0s +0s -Ma -Ma,

4x, + 2x, < 80 4x, + 2x, + 5, = 80

2x, + 5x, + x, = 120 2x, + 5x, + x, +a, = 120
3x, + 0,5x,2 20 3x, + 0,5x, -5, + a, = 20
X, X, %, 20 Xy X0 X 535, 4,4,20

Comega-se pelas restrigdes:

na primeira (<) tem de se acrescentar uma variavel de folga s .
O numero do indice deve-se ao facto de ser a primeira variavel
auxiliar acrescentada;

na segunda (=) tem de se acrescentar uma vaniavel artificial @3

na terceira (2) subtrai-se a variivel auxiliar s, ¢ soma-se a va-
niavel artificial @,

Segue-se a fungio objetivo:

as varidveis auxiliares tém significado economico (num
problema de produgio, correspondem a quantidades de
recursos nio utilizadas), mas nio tém peso no cileulo do
valor de Z, que queremos otimizar. Por isso, sio sempre
acrescentadas com o coeficiente zero.

as varidveis artificiais nio tém qualquer significado econé-
mico, logo sio acrescentadas com o coeficiente M (nimero
infinitamente grande), de modo a poderem ser retiradas aquan-
do da aplicagio do algoritmo Simplex. O sinal de M devera
ser contrario ao da otimizagdo: positivo para minimizagdes ¢
negativo para maximizagoes.
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Uma solugio bdsica tem as seguintes propricdades:

* Cada variavel ou ¢ bisica ou nio basica.

* O namero de variaveis basicas ¢ igual a0 ndmero de restrigoes
funcionais (agora equagdes). Portanto, o numero de varidveis
nio basicas ¢ igual a0 numero total de variaveis menos o ni-
mero de restrighes funcionais.

*  As vaniavels nio basicas tém o valor zero.

* (s valores das basicas sio obridos com a solugio simulrinea das
equagdes. O conjunto das variaveis bisicas ¢ chamado a Base.

* Seas varidveis bisicas satisfizerem a restricio de nio negativi-
dade, a solugio basica ¢ uma solugio basica viavel,

REPRESENTACAO MATRICIAL

&y
Xz

X - vetor das variaveis X, do modelo =
i

n
C - vetor dos coeficientes € das vanaveis da fungio objetivo =

[c, ¢, . € - €]

A - matriz dos coeficientes a, das restrighes =

@11 @z e Byp e Oy
Qpy @3z e Oy o gy

2y Iz a ﬂu FEVR

Ay Tyz e 'u:tj e Dyypy
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B - vetor dos termos independentes b, das restrigdes =

Fungio objetivo: Max Z = C X
Restrigoes: A X = B
Condigio de nio negatividade: X = 0

ALGORITMO SIMPLEX PRIMAL

O algoritmo Simplex primal permite solucionar problemas de
programagio linear wtilizando varias técnicas de operagdes com
matrizes implicitas no chamado Quadro Simplex. Para construir
este quadro ¢ preciso passar da formulagio inicial do problema
(forma candnica) para a chamada forma aumentada (forma padrio),
seguindo as regras apontadas atras.

Exemplo de maximizagio:
Mix Z = 3x, + 4x,
4x, + 2x, <80
2x + 5x,< 120
X, X,20
Forma aumentada:
Z-3x -4x,+ 05, + 05, = 0
4x, + 2x, + s, = 80
2x, + 5x, + s, = 120

X, X, 5,5,20

28



2. PROGRAMAGCAO LINEAR

Retirada dos coeficientes para construir o quadro inicial
Simplex:
Z=3x,=-4x,+0s +0s,=0

4x, + 2x, + 1s, + Os, = 80

2x, + 5x, + 0s + 15, = 120

A base inicial (B) ¢ sempre constituida pelas variaveis que de-
terminam uma matriz identidade no quadro Simplex inicial. Logo
si0, neste caso, as variaveis de folga s, ¢ s,

B={s;s} b =8 ; b =120

A primeira linha do quadro chama-se linha zero, porque cor-
responde aos coeficientes da fungio objetivo. A partir da segunda
linha do quadro, a que chamamos linha 1, temos as restrigdes do
problema, que estario entdo nas linhas 1 ¢ 2 deste exemplo.

Como estio fora da base, as variaveis x, = 0 e x, = 0, sendo que
a coluna do lado direito do quadro nos da a solugio paraas variaveis
basicas inicial:

(x,s x5 5,5 8) = (0,0, 80, 120), resultando em Z = 0

Quadro 1 - inicial

Linha®0 Z -3 4 0 0 0
Linhal & + 2 1 80
Linha2 &, 2 5 0 1 120
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O algoritmo Simplex primal utiliza 3 critérios nas iteragdes:

1) Otimalidade - a solugio s6 ¢ 6tima se na linha zero todos os
valores forem positivos ou nulos;

2) Entrada para a base - escolhe-se a variavel que apresente o
valor mais baixo negativo na linha zero;

3) Saida da base - na coluna da variavel que entra faz-se o teste
da razio minima, s6 com os coeficientes positivos como de-
nominadores. Isto ¢, dividem-se os valores da coluna b pelos
da coluna da variavel que vai entrar para a Base. Escolhe-se o
menor valor desses racios, determinando a vanivel que sai da
Base. Garante-se, assim, uma iteragio admissivel para a solugio
basica seguinte, porque determinamos qual a variavel que se
anula em primeiro lugar. Nio se poderi escolher um valor
superior a esse minimo, pois isso implicaria violar a restrigio
de nio negatividade.

Caso haja empates, tanto no critério de entrada como no de saida,
a escolha sera arbitriria.

O valor pivd é o que se encontra na célula de intersegio entre a
coluna da variavel que entra e a linha da vaniavel que sai.

Na coluna da variavel que entra tera que se reconstruir um dos
vetores da matriz identidade, de modo a que as variaveis que estio
na Base sejam sempre aquelas as quais corresponde tal matriz. Para
1550, teremos que ter o valor ‘1" na célula pivo e ‘0” nas restantes cé-
lulas da coluna. O método que se utiliza é chamado de condensagio
ou eliminagio Gaussiana, o que implica fazer operagdes entre as
linhas de modo a obter os novos valores para a coluna da variavel
que entrou para a base.

No exemplo:

Critério de otimalidade: ha 2 valores negativos na linha zero,
logo a solugio inicial nio ¢ 6tima. Iniciamos a iteragio 1:
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Critério de entrada: o valor mais baixo ¢ (4), logo a variavel
que vai entrar para a Base serd x,. Esta serd a variivel que maior
contributo pode dar para aumentar Z.

Critério de saida: Min {80/2 = 40; 120/5 = 24} = 24 = sai
§, = Ppivi =15

Condensagio gaussiana:

* Dividir a linha 2 (L)) por 5, de modo a obter 1 na célula pivé

=L,/5=1*
* Multiplicar a nova linha 2 por 4 ¢ somar i linha 0, para obter
O=4L", + L,
L] Mmlltiplllw,r anova hnha 2 por-?, ¢ somara linha 1, para obter
0=-2L% + L,
4L%, + L, Z -1 -4 o 0 4]
218 + L 5 4 2 1 o 80 80/2 = 40
L/5=L% s 2 5 0 1 120 120/5 =24
Quadro 2
A 1.4 Q o 08 k2]
s, 32 0 1 04 52
X 04 1 0 0.2 24

Interpretagies de alguns valores no quadro Simplex:

* x, entrou para a base e vale, neste momento, 24 unidades,
¢ como o seu lucro unitario € ¢, = 4, entio o lucro Z sobe
4 % 24 = 9%,
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+ Temos 0,8 na linha zero em s, o que significa que, se tivés-
semos mais uma unidade do recurso B, entio haveria uma
diminuigio de uma unidade na folga s,, a qual provocana os
seguintes efeitos:

Z (lucro total) aumentaria 0,8, passando para 96,8;
- A folga do recurso A (s) diminuiria 0,4, passando o total
do recurso A ndo utilizado para 31,6 unidades;
e o produto x, aumentaria 0,2, passando para 24,2 unidades.
# Temos -1,4 na linha zero em x, o que significa que produzir
mais uma unidade de x, teria os seguintes efeitos:
- Z aumentaria 1,4, passando para 97,4;

- 5, diminuiria 3,2, passando para 28,8 unidades em reserva,
logo tendo-se utilizado mais 3,2 unidades do recurso A,
&0 pmr:lum x, diminuiria 0,4, passando a produzirse 23,6
unidades.

A regra é que, sempre que uma varidvel tem um incremento
positivo, os coeficientes abaixo dela deverio ser interpretados pelo
seu simétrico nos efeitos. Quando seja uma variagio negativa, en-
tio os coeficientes deverio ser interpretados pelo valor e sinal que
apresentam.

Critério da otimalidade: todos os coeficientes na linha 0 sio =
0% MNio. Entio temos de continuar as iteragdes,

Iteragio 2:

Entra x, (-1,4) e sai 5, [min{24/0,4 = 60 ; 32/3,2 = 10} = 10].
Pivg = 3,2
Dividir a linha 1 por 3,2 paracbter 1 =L, / 3,2 = L*|
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Multiplicar a nova linha 1 por 1,4 e somar a linha 0, para obter
0=1,4L* + L,

Multiplicar a nova linha 1 por 0,4 ¢ somar a linha 2, para obter
0=-0,4L* + L,

4L, + 1, Z 14 0 0 08 %

L /32=1% g 3,2 o 1 0.4 32 A3iell
R Lf i, a4 1 4] 0,2 4 24/0,4 = &0
Quiadro 3
£ Q Q 76 578 110
X, i 0 5516 -1/8 1%

X, 0 1 -1/8 1/4 20

Critério da otimalidade: vodos os coeficientes na linha 0 s3o =

@2 Sim. Entio atingimos a solugio 6tima do problema (x, x,, 5., 8)
= (10, 20, 0, 0), resultando em Z = 110.

A solugio otima € dinica porque os coeficientes sio positivos nas
variaveis nio basicas. Caso contririo, a solugio seria otima mualtipla
ou alternativa,

Os coeficientes das variaveis basicas na linha zero sio sempre
nulos nos quadros Simplex.,

As variavels auxiliares s, e s, sio ndo basicas, logo a totalidade
dos recursos foi utilizada,
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Representagio grafica das iteragies efetuadas:

Iniciamos as interagdes no ponto (0,0), com Z = {,
Depois passamos para o ponto (0, 24), com Z = 96,

Terminamos com o ponto (10, 20), com Z = 110,

SOLUCAO DEGENERADA

Acontece o problema da degenerescéncia quando existe uma
variavel basica = 0.

Pode surgir na solugio basica inicial, no 1.” quadro do Simplex.
Também pode acontecer numa situagio de empate no critério de
saida, visto a escolha ser arbitraria, e todos se anulam, logo ficando

pelo menos um vetor na base cuja varidvel & nula. A solugio serd
basica vidvel degenerada.

Consequéncias da degenerescéncia:
+ O wvalor de Z pode nio aumentar,
* O valor das varidveis pode ndo se alterar.

+ Entrada em ciclo: repeticio indefinida de uma determinada
sequéncia de bases sem nunea se chegar i solugio basica pos-
sivel ¢ drima.
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Z ILIMITADO

Se todos os coeficientes da coluna pivé (excluindo a linha 0) sio
negativos ou zero, entao nao ha nenhuma variavel parasair. O valor
de Z cresceria indefinidamente. O modelo devera estar mal formu-
lado, por erro nas restrigdes ou omissio de restrigdes relevantes.

CONVERSAO DE PROBLEMAS
E OTIMIZACAO

O método Simplex s6 se aplica a maximizagdes. Assim, tém de
se converter os problemas de minimizagio.

MinZ = Z,

Z,<Z © Z,-Z<0 o (Z)-(220 o Z2>Z
Logo: -Z. éummiximode-Z <> Z, =MinZ =-Mix(-Z)
MixZ = Z,

222 & Z,-220 o (Z)-(9)s0 o -Z,sZ
Logo: -Z éumminimode-Z <> Z =MixZ =-Min(-Z)

Entdo, para fazer a conversio de um problema de minimizagio
em maximizagio, basta multiplicarmos a fungio objetivo por (-1).

Atengio que agora, no Simplex, o valor de Z é o simétrico do
verdadeiro.

OBTENCAO DE UMA BASE INICIAL

Num problema com m restrigdes, teremos de ter m variaveis
basicas iniciais, isto ¢, cada restrigio tera de ter uma vanavel cujo
coeficiente seja ‘1" nessa restrigio e ‘0" para as demais. A utilizagio de
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variaveis de folga no caso £ garante esta regra. No caso de a restrigio
ser de =, entio precisamos de utilizar uma variavel anificial, visto
que a de excesso terd coeficiente *-1'. No caso da igualdade numa
restrigio, também se usa a variavel artificial. Estas variaveis artificiais
nio tém significado economico ¢ deverdo ser eliminadas da solugiio
otima. Se tal mio for possivel, e ficarem variiveis artificiais positivas
na solugio drima, entio concluirte-d que a solugio é impossivel.

Se todas as restrigdes forem do tipo < , entio a passagem i forma
padrio leva-nos a obter a matriz identidade com os coeficientes das
variaveis de desvio.

Com outro tipo de restriges, = efou =, tem de se recorrer is
variaveis artificiais como instrumento para obter a Base inicial. O
cochiciente M atnibuido as vanavers artificiais, acrescentadas a fungio
objetivo, deve ser anulado para se poder iniciar o método Simplex.
Assim, por eliminagio gaussiana, deve-se converter os M em zeros,
50 nas colunas dessas variaveis artificiais. O método das duas fases,
inclusive, trata separadamente destas questdes: anulamese os M - as
variaveis artificiais - de modo a chegar-se a uma Base inicial e, depois,
resolve-se o problema real, sem que se usem os M.

Se o problema original nio tiver nenhuma solugio viivel, enmtio

a solugdio final pelos 2 métodos (grande nimero ou duas fases) tem
pelo menos uma variavel artificial malor que zero,

Exemplo
Forma geral: Mix Z = 3x, + 4x,
Restrighes: 4%, + 2x, <80

2x, + 5x, = 120

x, + 3x, = 100

Xp X, 2 1]
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Forma padrio ou aumentada:  Max Z = 3x, + 4x, + 05, +
+ 0s, = Ma, - Ma,
Restrigdes: 4x, + 2x, + 5, = 80
2x, + 5x,=5, + a, = 120
x, + 3x, + a, = 100

Xy Xy Xy, 5, d,4,20
O que permite a Base B = [s, &, a,] = [80, 120, 100]

As variaveis basicas assumem os valores dos termos independen-
tes das restrigdes. M é um valor infinito, que penaliza as variaveis
artificiais positiva ou negativamente, conforme a otimizagio seja,
respetivamente, de minimizagio ou maximizagio. Se uma variavel
artificial deixar de ser basica, nunca mais o voltara a ser. O problema
¢ se nilo se consegue que ela deixe a Base. Assim, nem toda a solugio
na forma aumentada ¢ solugio da forma geral, visto as variaveis
artificiais ndo terem significado econémico. S6 quando estas sio
nulas, teremos uma solugio da forma geral.

INCONSISTENCIA E REDUNDANCIA

No fim da resolugio pela forma aumentada, saber se a solugio ¢

a da forma geral depende:

 das vaniaveis artificiais serem todas nio basicas, logo a solugio
existe ¢ ¢ a basica Stima admissivel da forma geral ou da padrio;

* ndo conseguindo isso, ¢ se existir no fim pelo menos uma
variavel antificial basica, entio poderi ser = 0:
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- se for nula, entio a solugio é degenerada, Podemos estar em
presenca de uma solugio redundante se a linha do quadro
Simplex correspondente a essa variavel for uma linha de
zeros, Ha pois repetigio de informagio;

- se for positiva, entio obtém-se uma solugio sem qualquer
significado, logo nio é solugio basica Stima admissivel da
forma geral. Pode ndio existir essa solugdio, existindo incon-
sisténcia se 2 linha correspondente a essa variavel arnficial
for uma linha de zeros. Se nio o for, entio podera existir
solugio, mas nio ¢ admissivel, visto ndio cumprir a restrigio
de nio negatividade.

SOLUCAQO PELO METODO

DO GRANDE M
Exemplo
Forma geral: Min Z = -x, - 1,5x,

0,5x, + x, 27,5
i, +x,215

x,x,z0

Forma aumentada:Min Z = -x - 1,5x, + 05, + 05, + Ma,
G-,.'ixl +x,+5 =75
v, +x, -5, +a, =15

Xy X 5 S, 20
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Determinagiio dos valores para a linha zero do quadro Simplex:
MinZ = -x, - 1,5x, + Os, + 05, + Ma,
Min Z = - Mix (-2)
Mix (-Z) = x, + 1,5x,- 05, - O, - Ma,

Z-x, - 15%, 05 + 05, + Ma, =0

Quadro 1 - inicial A

L 1 1,5 0 0 M ]
E 05 1 1 0 0 7.5
1 2 1 0 -1 1 15

Comega-se por anular o coeficiente M das variaveis artificiais na
linha zero, que deverd ser nulo para que aquelas possam ser usadas,
inicialmente, como variiveis basicas.

Multiplicar a linha 2 por (-M) ¢ somar a linha 0= -ML, + L,

Quadro 1 - inicial B

- -1-2M -1,5-M © M o -15M
5 0.5 i 1 0 0 7.5
i, 2 1 0 -1 1 15

Crtério de otimalidade: asolugio nio & dtima pois temos valores
:Iq;.ilivnﬁ na linha zero,
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Iteragio 1:

Critério de entrada: o valor negativo mais baixo é (-1 - 2M), logo
X, vai entrar para a Base.

Critério de saida: divide-se os b, por @, , com estes positivos, e
escolhe-se o menor valor dos racios.

Min {7,5/0,5 = 15;15/2 = 7,5} = 7,5=>Sai @, e o valor pivo = 2.

Condensagio Gaussiana: L, /2 =1% ; -05L%* +L ;
(1+2M)L*, + L,

Quadro 2

d

-Z 0 -1 0 05 05+M 75

5, 0 0,75 1 0,25 0,25 3,75
X 1 0.5 0 0,5 0.5 7,5

Critério de otimalidade: a solugio continua a ndo ser otima, pois
temos ainda valores negativos na linha zero.

Iteragio 2:

Critério de entrada: o valor negativo mais baixo é -1, logo x, vai
entrar para a Base.

Critério de saida: Min {3,75/0,75 = 5;7,5/05 = 15} =5 =
Sai s, ¢ o valor pivo = 0,75

Condensagio Gaussiana: L /0,75 =L* ; L* +L, ;
0,5L% + L,
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Quadro 3

4/3 /6 16+ M 125

0 0
X 0 1 4/3 1/3 -1/3 5
X 1 0 -2/3 -2/3 2/3 5

Critério de otimalidade: a solugio continua a ndo ser 6tima, pois
temos ainda valores negativos na linha zero.

Iteragio 3:

Critério de entrada: o valor negativo mais baixo é -1/6, logo s,
vai entrar para a Base.

Critério de saida: Min {5/0,33 = 15} = 15 => Saix, evalor
pivo = 1/3

Condensagio Gaussiana: L, /1/3 =L* ; 1/6L* +L, ;
2/31% + L,

Quadro 4
-Z 0 0,5 2 0 M 15
§ 0 3 - 1 -1 15
X 1 2 2 0 0 15

Critério de otimalidade: todos os coeficientes da linha zero sio
agora positivos ou nulos, pelo que a solugio 6tima foi alcangada.

As variaveis basicas sio x, = 15 ¢, = 15
As variaveis nio basicas sio sempre nulas, logox, es, = 0

O valor da fungio objetivo serd o simétrico: Z = -15
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Prefacio

A Programacao Linear numa abordagem pedagodgica
mais proxima das necessidades dos alunos.

O uso de programas informaticos, para a resolucdo de problemas
com muitas variaveis, é imprescindivel. Contudo, os utilizadores
tém de compreender o que estd em causa, como modelizar os
problemas, como interpretar os resultados, que analises se
podem fazer depois de atingirmos uma otimizacao.

A Programacdo Linear permite resolver problemas nas areas da
Gestdo de Producdo, da Logistica, das Finangas, do Marketing,
etc.

Este livro, com muitos exemplos e exercicios, ajuda a formatar
0s raciocinios que estao na base do equacionamento matematico
de problemas dos mais variados tipos, facilitando e conferindo
uma base cientifica a tomada de decisoes.

Puablico Alvo: Para alunos e professores de Investigagao
Operacional, e para gestores e empresarios com necessidade de
resolver problemas em que a Programacao Linear seja aplicavel.



Sumario

Estrutura da obra:

- Introducao

- Programacao Linear

- Modelo de Transporte

- Modelo de Afetacao

- Exercicios

- Solugoes

- Apéndice 1 - Algebra Matricial
- Apéndice 2 - Formulario



