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23. Mostre que se « for zero ou um inteiro positivo par 2z, a solugio em série y, se reduz a um polindmio
de grau 2n contendo apenas poténcias pares de x. Encontre os polindmios cu'rrcspondcnlcs aa=02e4
Mostre que, se a for um inteiro positivo fmpar 21 + |, entio a solugdo em séric vy se reduz a um polindmio
de grau 2n + 1 contendo apenas poténcias impares de x. Encontre os polindmiovs correspondentes a @ = 1,
3es.

o

@
e}
s

O polindémio de Legendre P,(x) € definido como a solugao polinomial da equagio de Legendre coma =n
que satisfaz, também, a condigio P, (1) = 1.

(a) Usando os resultados do Problema 23, encontre os polinémios de Legendre £,(x). .... .(x).

(b) Faga os grificos de Py(x), ... Pi(x) para-1 < x < I,

(¢) Encontre os zeros de Py (x), ..., Pi(x).

25. Pode-se mostrar que a férmula geral para P,(x) ¢

n/2)

=12 = 24y
P-:(-”:L ( “("” 2k)! -2k

2" & Kin = k)l — 2k
onde [ #/2 | denota o maior inteiro menor ou igual a n/2. Observando a forma de P,(x) para nn par ¢ impar,
mostre que P,(-1) = (-1)".
26. Os polindomios de Legendre tém um papel importante em fisica matemiitica. Por exemplo, 1o se resolver a
equagdo de Laplace (equagio do potencial) em coordenadas esféricas, encontramos a equagio
d*F(g) dF(

) )
— +colg iz +ntn+DF(g) =0, <y <m,
dy? dy

onde # ¢ um inteiro positivo. Mostre que a mudanga de vanivel v = cos ¢ leva a uma equagio de Legendre
coma = n para y = flx) = Flarccos v),
27) Mostre que, paran = 0.1,2, 3, 0 polindmio de Legendre correspondente € dado por

n
-

P.(x) = — -1)",

2””’ (‘l-? o
Esta formula, conhecida como férmula de Rodrigues,” € vdlida para todos os inteiros positivos i,
28. Mostre que a equagio de Legendre também pode ser escrita como
[(1 =)y = —ale+ Dy.
Segue. entdo. que
[(1 —)P ()] = —n(n+ DP(x) e [(1- VP, ()] = —mim + 1)P,,(x).
Multiplicando a primeira equagio por P, (x),a segunda por P,(x),integrando por partes ¢ depois subtrain-

do uma equagio da outra, mostre que

|
f Pox)Pyu(x)dv=0 se n#m.
=

Esta propriedade dos polinomios de Legendre ¢ conhecida como a propriedade de ortogonalidade. Se
m = n, pode-se mostrar que o valor desta integral € 2/(2Zn + 1).
29. Dado um polindmio f de grau n, ¢ possivel expressar f como uma combinagdo linear de Py, Py, Py, ... P,:
n

Fl%y = Z ay Pr(x).

k=1
Usando o resultado do Problema 28, mostre que
2k +1 [
o= f f(x)Pi(x) dx.
-1

5.4 Equacdes de Euler; Pontos Singulares Regulares

Nesta se¢io vamos comegar considerando como resolver equagdes da forma

Px)y" + Q)Y + Ry = 0 (1)

*Olinde Rodrigues (1794-1851) publicou este resultado como parte de sua tese de doutorado na Ecole Normale em Paris em
1816. Mais tarde tornou-se banqueiro ¢ reformador social.
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na vizinhanga de um ponto singular x,. Lembre-se de que se as fungoes P, Q ¢ R sao polindmios sem fa-
tores comuns, os pontos singulares da Eq. (1) sdo os pontos nos quais P(x) = 0.

Equagdes de Euler. Uma equagio diferencial relativamente simples que tem um ponto singular ¢ a equa-

¢iao de Euler”
Liyl =Xy +axy’ + By =0, (2)

onde @ e beta sdo constantes reais, Neste caso P(x) = x*, de modo que x = 0 é o tinico ponto singular re-
gular da Eq. (2); todos os outros sdo pontos ordindrios. Por conveniéncia, vamos considerar, primeiro, o
intervalo x > 0: mais tarde estenderemos nossos resultados para o intervalo x < ().
Note que (x)" =r'e (x)" = r(r- 1)x"%. Logo, se supusermos que a Eq. (2) tem uma solugio da for-
ma
y=x, (3)
obtemos
LIx) = ()" + ax(x) + px’
=x"[r(r—1) +ar+ B]. (4)
Se r ¢ raiz da equacio de segundo grau
Firy=rir—=1)+4ar+p =0, (5)

entdo L[x] é zero e vy = x" é uma solugio da Eq. (2). As raizes da Eq. (5) sao

—(@-1x/(@-12-48
5 :

r.rn=

(6)

e F(r) = (r - r))(r = r,). Como para equagoes diferenciais lineares de segunda ordem com cocficientes
constantes, € necessirio considerar separadamente 0s casos nos quais as raizes sio reais e diferentes, reais
e iguais, e complexas conjugadas. De fato, a discussio inteira sobre equagoes de Euler ¢ semelhante ao
tratamento de equagdes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes no Capitulo
3, com e" substituido por x",

Raizes Reais e Distintas. Se F(r) = 0 tem raizes reais r, e r. com r, # r..entdo y,(x) = x" ¢ y.(x) = ¥ sdo
solugdes da Eq. (2). Como

W, x2) = (r; — n)x"*7!
ndo se anula se r; # ry e x > 0. segue que a solugio geral da Eq. (2) ¢

y=c1x" 4+ cx", x> 0. (7)

Note que, se r nio for racional, entio x* é definida por x" = e'".

Resolva
28y +3xy —y=0, x>0. (8)
Substituindo y = x” na Eq. (8), obtemos
XR2rr =D 4+3r—1=XQ2r +r—-)=xQr-=1(r+1)=0.
Logo r =} e r,=~1,de modo que a solugio geral da Eq. (8) ¢

y=cx'P+ext, x>0 9)

Raizes fgllms. Se as raizes r, e r, sdo iguais, obtemos apenas uma solugdo y,(x) = x" da forma proposta.
Pode-se obter uma segunda solugio pelo método de redugio de ordem, mas vamos considerar, para nossa
discussio futura, um método alternativo. Como ry = ry, F(r) = (r - r;)’. Assim, nesse caso, além de F(r,)) =

""Esta equagio ¢ chamada algumas vezes de equagiio de Cauchy-Euler ou equagio equidimensional. Ela foi estudada por
Euler em cerca de 1740, mas sua solugiio ji era conhecida por Johann Bernoulli antes de 1700

s yﬁf

e
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0, temos, também, F'(r,) = 0. Isso sugere a diferenciagio da Eq. (4) em relagio a r e, depois, a atribuigdo r
igual a r,. Diferenciando a Eq. (4) em relacao a r, temos

d a

—L[x]| = —[x

a7 [x'] r'ir[x Fn)l.

Substituindo F(r), trocando as ordens de integragao em relagio a x e em relagio a r, ¢ notando que
a(x")/dr = x" In r, obtemos

LIX"Inx] = (r = r)’X" Inx +2(r — r)x". (10)
A expressao a direita do sinal de igualdade na Eq. (10) é O para r = r; portanto,
va(x) =x" Inx, x>0 (11)
¢ uma segunda solugao da Eq. (2). Calculando o wronskiano, vemos que
W, x" Inx) = x¥1-1,

Logo, x" e x"" In x formam um conjunto fundamental de solugdes para x > 0, ¢ a solugio geral da Eq. (2)
P £

y=(c; + ¢ lnxxt, x>0. (12)

Resolva
Xy 4 5xy +4y =0, x =0 (13)
Substituindo y = x"na Eq. (13). obtemos
Xlrir=1)+5r+4] =x'(r" +4r +4) = 0.
Portanto,r,=r,=-2¢
y=xe; + ¢ Inx), x>0 (14)
¢ a solugio geral da Eq. (13).

Raizes Complexas. Finalmente. suponha que as raizes r, ¢ r, sdo complexas conjugadas, digamos,r, = 2 + it e
ry= k= ipe,com e # 0. Precisamos explicar agora o significado de x” quando r é complexo. Lembrando que
X =£"|"'r “5}

quando x > 0 e r é real, podemos usar essa equagio para definir x” quando r € complexo. Entiio, usando a
formula de Euler para ¢ ™, obtemos

xi.+:'_u - (,Il+l,u‘||n.t — ekln,temln.r - xle

i lnx

= x*[cos(p Inx) + isen(p Inx)], x > 0. (16)

Com essa defini¢ao de x* para valores complexos de r, pode-se verificar que as regras usuais da dlgebra e
o céleulo diferencial continuam validos, logo x* € x” sdo, de fato, solugdes da Eq. (2). A solugdo geral da
Eq.(2) ¢

y=cux* ¥ 4 e}, (17)

A desvantagem dessa expressio ¢ que as fungdes x*** e x* tomam valores complexos. Lembre-se de
que tivemos uma situagdo semelhante no estudo de equagdes diferenciais lincares de segunda ordem com
coeficientes constantes quando as raizes eram complexas. Da mesma forma que fizemos anteriormente,
podemos observar que as partes real e imagindria de x***, a saber,

Ycos(ulnx) e x‘sen(ulnx) (18)
também sdo solugoes da Eq. (2). Um cdlculo direto mostra que
Wix* cos(u Inx), x* sen(p Inx)] = =1,

Portanto, essas solugdes formam um conjunto fundamental de solugbes para x > 0, e a solugdo geral da
Eq.(2) é

y = ¢y cos(u Inx) + cox* sen(p Inx), x> 0. (19)
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3

Resolva

Y 4 xy +y=0. (20)

Substituindo y = x" na Eq. (20), obtemos

Xirr=D+r+11=x¢*+1)=0.
Logo, r = +i e a solugdo geral ¢

v=ccos(lnx) 4+ ¢z sen(Ilnx), | (21)

O fator x* nido parece explicitamente na Eq. (21) porque, neste exemplo, 2 =0 e x’ = 1.

Vamos considerar, agora, o comportamento qualitativo das solucoes da Eq. (2) perto do ponto singu-
lar x = 0. Isso depende inteiramente da natureza dos expoentes r, ¢ ro. Em primeiro lugar, se r for real ¢
positivo, v — 0 quando x tende a zero assumindo apenas valores positivos. Por outro lado, se r for real e
negalivo, entdo x” tornar-se-i ilimitado. Finalmente, s¢ r = 0,47 = [. Essas possibilidades estio ilustradas
na Figura 5.4.1 para diversos valores de r. Se r for complexo, uma solugao tipica serd x* cos(p In x). Essa
fungio torna-se ilimitada ou tende a zero se A for, respeclivamente, negativo ou positivo, ¢, lambem, OScr-

“la cada vez mais rapidamente quando x — 0. Esses comportamentos ¢stao Tustrados nas Figuras 5.4.2 ¢
5.4.3 para valores selecionados de 2 e de j¢. Se & = 0, a oscilagio tem amplitude constante. Finalmente, se
as raizes sio repetidas, entdo uma das solugoes tem a forma x” In x, que tende a zero se r> O e ¢ ilimitada
se r < 0. Um exemplo de cada caso aparece na Figura 5.4.4.

y
=R\ y g
21 ¥
2 | y=x"cos(5Inx)
— /i O\
: ! | |
y=xi2 o.liy 025 037505 *
Y =232
| | | [ -2
0.5 1 1.5 2 «x

FIGURA 5.4.1 Solugoes de uma equagio de Euler: raizes reais.

FIGURA 5.4.2 Solugio de uma equagio de
Euler; raizes complexas com parte real negativa,

Y ¥

1

[\I 1 1 ! | | |
W 1 5 2x 0 1

y=xInx
1} =¥

y =x2cos(5 In x) y=x"linx

FIGURA 5.4.3 Solugio de uma equagao
de Euler; raizes complexas com parte real
positiva.

FIGURA 5.4.4 Segundas solugdes tipicas
de uma equagdo de Euler com raizes
iguais.

A extensio das solugoes da Eq. (2) para o intervalo x < 0 pode ser [eita de modo relativamente direto.
A dificuldade estd em compreender o significado de x” quando r € negativo ¢ nio € inteiro; analogamente,
In x niio estd definido para x < 0. As solucdes da equagdao de Eulerque encontramos para x > 0 siio validas
‘para x < 0 mas sio, em geral, complexas. Assim, no Exemplo 1, a solugao x'* ¢ imagindria para x < (.

Sempre é possivel obter solugdes reais da equagio de Euler (2) no intervalo x < 0 fazendo a mudanga
de varidvel a seguir. Seja x = -§, onde £ >0, e seja y = u(&). Temos, entdo,

a
.

T

- taly

e

g
!
i
3
2
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dy _dudf _ du d’y d ( du\dt du (22)
dx  dE dx dg’ dx? dE —';E {T-E = de?’ =
Assim, para x < 0,a Eq. (2) fica na forma
yd'u du
§ e +G§E+ﬁ"=0‘ £ >0, (23)

Mas, exceto pelos nomes das varidveis. esta € exatamente igual 3 Eq. (2); Jas Egs. (7). 012) ¢ (19) temos
16" + k"
w(E) = (e +ezlng)en (24)
ciE cos(pIné) + 2  sen(je In &),
dependendo de os zeros de Fir) = r(r - 1) + ar + f serem reais e diferentes, reais ¢ iguais ou complexos
conjugados. Para obter i« em fungdo de x. substituimos & por —x nas Eqs. (24),
Podemos combinar os resultados para x >0 e x < 0 lembrando que v = v quando x > 0 ¢ la! = -y quando
x < 0. Logo, precisamos apenas substituir x por lxl nas Eqs. (7), (12) ¢ (19) para obter solugoes reais viilidas
em qualquer intervalo gue nao contém a origem,
Portanto, a solugio geral da equagiao de Euler (2)
v oxy + By =0
em qualquer intervalo que ndo contém a origem € determinada pelas raizes r, ¢ r, da equagio
Firy=rir=l)+oar+g=10

como segue. Se as raizes forem reais e diferentes, entdo

y=qlx|" +calx]”. (25)
Se as raizes forem iguais. entio
y=(cp+elnlxpxlm. (26)
Se as raizes forem complexas, entio
v = |x]" [e) cosipe In |[x]) 4 €2 sen(ye In |x])], (27)

onde ri. =2+ .
As solugoes de uma equagio de Euler da forma

(¥ —x)’y +alx —xp)y +By=0 (28)

sio semelhantes Se procurarmos solugoes da forma y = (x - x,), entdo a solugio geral ¢ dada por uma das
Egs. (25).(26) ou (27) com (x - x,) no lugar de x. De outro modo, podemos reduzir a Eq. (28) & forma da
Eq. (2) lfazendo uma mudanga da varidvel independente = x — x,.

Pontos Singulares Regulares. Agora vamos voltar a considerar a equagio geral
P(x)y" + Qx)y' + R(x)y =0

onde x, ¢ um ponto singular. [sso significa que P(x,) = 0 e que pelo menos um entre Q ¢ R nio se anula
em X

Infelizmente, se tentarmos usar os métodos das duas secdes precedentes para resolver a Eq. (1) na
vizinhanga de um ponto singular x,. descobriremos que esses mt-él.odos ndo funcionam. lszfo se deve ao
fato de que frequentemente as solugoes da Eq. (1) ndo sio analiticas em x, €, portanto, nio po_dcm ser
representadas por uma série de Taylor em poténcias de v - x,. Os Exemplos 1-_2 el anteriores ilustram
esse fato; em cada um desses exemplos a solugiio ndo tem uma expansiao em sérles‘dfz poténcias em torno
M@ﬂ Portanto, para ter alguma chance de resolver a Eq. (1) na vizinhanga de um ponto
singular precisamos usar um tipo de expansdo em série mais gera!. )

Como uma equagio diferencial tem, em geral, poucos pontos singulares, poder'lamos especular se eles
ndo poderiam ser simplesmente ignorados, uma vez que jd sabemos como construir solugdes em torno de
pontos ordindrios. No entanto, isso ndo ¢ possivel porque 0s pontos singulares detcn‘pmam as caracteris-
licas principais das solugdes de forma muito mais profunda do que poderiamos suspeitar a primeira vista.
Em uma vizinhanga de um ponto singular a solugao torna-se, muitas vezes, muito grande em médulo ou
experimenta mudangas rapidas em seu modulo. Assim, 0 comportamento de um sistema fisico modela-
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do por uma equagio diferencial €, com frequéncia, mais interessante em uma vizinhanga de um ponto
singular. Muitas vezes, singularidades geométricas em um problema fisico, como bicos ou arestas, geram
pontos singulares na equagao diferencial correspondente. Entao, embora queiramos inicialmente evitar
o0s poucos pontos onde uma equagao diferencial € singular, € precisamente nesses pontos que € necessério
estudar a equagdo com mais cuidado.

Como alternativa aos métodos analiticos poderia ser considerada a utilizagdao de métodos numéricos,
que serdo discutidos no Capitulo 8. Entretanto, esses métodos nao sao adequados para o estudo de solu-
¢oes na proximidade de um ponto singular. Dessa forma, mesmo adotando uma abordagem numérica ¢
vantajoso combind-la com os métodos analiticos deste capitulo para que se possa examinar 0 comporta-
mento das solugdes na proximidade de um ponto singular.

Sem qualquer informagéo adicional sobre o comportamento de Q/P ¢ R/P na vizinhanga do ponto sin-
’g_wossweﬁescrever o comportamento das solugoes da Eq. (1) perto de x = x,. Pode acontecer de
existirem duas solugoes distintas da Eq. (T) que permanecem limitadas quando x —X; (como no Exemplo
3): ou uma delas pode permanecer limitada enquanto a outra se torna ilimitada quando x — x, (como
no Exemplo 1); ou ambas podem tornar-se ilimitadas quando x — x;, (como no Exemplo 2). Se a Eq. (1)
tem solugdes que se tornam ilimitadas quando x — x,, muitas vezes ¢ importante determinar como essas
solugdes se comportam quando x — x,,. Por exemplo, y — oo do mesmo modo que (x —x,) ', ou como (v~
—x,;) '? ou de alguma outra maneira?

Nosso objetivo € estender o método ja desenvolvido para resolver a Eq. (1) perto de um ponto ordind-
rio de modo que ele possa também ser aplicado na vizinhanga de um ponto singular x. Para fazer issode

Tmodo razoavemente simples ¢ necessario nos restringirmos a casos onde as singularidades das fungoes
Q/P e R/P em x = x, ndo s30 muito severas — ou seja, 0 que poderiamos chamar de “singularidades fracas”,
Neste ponto ndo é claro o que seria exatamente uma singularidade aceitavel. No entanto, ao desenvolver-
mos o método de solugdo vocé verad que as condigoes apropriadas (veja também o Problema 21 na Segio
5.6) para distinguirmos “singularidades fracas™ sio

ke R

. Qx) o
X ¢ t 2 .
_,ll.r_‘,},,(t Xq) ) finito 29) &
v :
, R(x )
,‘{iﬂ“,(t ¥0)* P; i ¢ finito, (30)

Isso significa que a singularidade em Q/P ndo pode ser pior do que (v - x,) ' e a singularidade em R/P nao
pode ser pior do que (x - x;) %, Tal ponto € chamado de ponto singular regular da Eq. (1), Para equagoes
com coeficientes mais gerais do que polindémios, x, ¢ um ponto singular regular da Eq. (1) se for um ponto
singular e se ambas as fungoes'

Q) . zR(‘

—x0) 0= P € (x—Xp) Pl (31)
tiverem séries de Taylor convergentes em torno de x, — ou seja, se as fungdes na Eq. (31) forem anali-
ticas em x = x,. As Eqgs. (29) e (30) implicam que isso serd verdade quando P, Q e R forem polindbmios.
Qualquer ponto singular da Eq. (1) que ndo seja um ponto singular regular é chamado de ponto limgular
irregular da Eq. (1).

Note que as condigdes nas Eqs. (29) e (30) sao satisfeitas pela equagio de Euler (28). Logo, a singula-
ridade em uma equagdo de Euler ¢ um ponto singular regular. De fato, veremos que todas as equagdes da
forma (1) se comportam de modo muito parecido com as equagoes de Euler perto de um ponto singular
regular. Ou seja, solugdes perto de um ponto singular regular podem incluir poténcias de x com expoentes
negativos ou que ndo sejam inteiros, logaritmos ou senos ou cossenos com argumentos logaritmicos.

Nas segoes a seguir discutiremos como resolver a Eq. (1) na vizinhanga de um ponto singular regular.
Uma discussio de solugdes de equagdes diferenciais na vizinhanga de pontos singulares irregulares ¢ mais
complicada e pode ser encontrada em livros mais avangados.

A

1 SENE.

3 e Ay

Determine os pontos singulares da equagio de Legendre
4 (1=x%)y —2xy +af@+1)y=0 (

. .. .. edetermine se eles sdo regulares ou irregulares.

B A T T e o et

"As fungdes dadas na Eq. (31) podem nio estar definidas em x; nesse caso, sio atribuidos seus valores em x, como seus
limites quando x — x,,.
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Neste caso P(x) = 1 -7, dg modo que os pontos singulares sio x = 1 ¢ x = -1, Observe que quando dividimos
a Eq. (32) por | - x* os coeficientes de y' e de y ficam iguais a -2x/(1 - x?) ¢ ae(ar + 1)/(1 - x%), respectivamente.
Vamos considerar primeiro o ponto x = 1. Entdo, das Egs. (29) ¢ (30) calculamos

: —2x . =120 2x
limx—1)—— =lm ——— — |lim — —
w1 T o A=) e Tag |

2 1 . (x=1)?
lim(x — 1|~ﬂ+_1) — lim h_M
x-sl 1 — ¥ Xl [l - tHl +X)

L= Di—a)(a + 1
= lim ¢ ) =0
x—=l l4x
Como esses limites sio finitos, o ponto x = 1 € um ponto singular regular. Pode-se mostrar. de maneira seme-
Thante. que x = -1 também € um ponto singular regular.

Determine os pontos singulares da equagdo diferencial
2e(x =27y +3xy' + (x = 2)y =0
e classifique-os como regulares ou irregulares.
Dividindo a equagio diferencial por 2x(x - 2), temos
3 5 1
- =y + v=10
2(x -2y 2x(x-2y

de modo que p(x) = Q(x)/P(x) = 372(x - 2)* e g(x) = R(x)/P(x) = 1/2x(x - 2). Os pontos singulares sdo v =l ¢
1 =2. Considere x = 0. Temos

lil‘l‘l'.l'p(,t) = liné_r 0,

s Ax—27

limx?qx) = limx’ s ——— =
il o0 2x(x —2)
Como esses limites sio finitos, x = 0 ¢ um ponto singular regular. Para x = 2, temos
3 i g
5 = lim 4
2x =2 =22(x—2)

lim(x — 2)p(x) = lim(x — 2)
=2 T2

de modo que o limite nio existe; portanto, x = 2 é um ponto singular irregular.

Determine os pontos singulares de
(x = %)L\ + (cos )y + (senx)y =0

e classifique-os como regulares ou irregulares.
O tnico ponto singular € x = /2. Para estudd-lo, vamos considerar as fungoes

Q(x) COS
R =

(x - J—;-)’ qlx) = (.r - 1): g—m = Sendx.

2/ Px)
A partir da série de Taylor para cos x em torno de x = /2 encontramos
COs X y (x — :rr,z‘j!lJ _ = n/2) P
x—m/f2 = 3 5!

que converge para todo x. Analogamente, sen x € analitica em X = /2. Portanto, concluimos que /2 € um ponto
singular regular para esta equagao.
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PROBLEMAS Em

cada um dos Problemas de 1 a 12, determine a solugdo geral da equagio diferencial dada, valida em qual-*

———  quer intervalo que ndo inclui o ponto singular.

Q
0

9,
1.
Em

Xy 4 dxy +2y =0 2. (x4 1)%y"+3(x + 1)y+ 075y =0

Xy = 3xy' +4y =0 4, Xy +3xy +5y =0

2y —xy+y=0 (=1 +8x=1)y+12y =0

By 4 6xy —y=0 8. 2%y —dxy +6y =0

Xy =5xy' 49y =0 10. (x =23 +5(x=2)y' +8y =0

Py 42y 4y =0 12, ¥y —dxy +4y =0

cada um dos Problemas de 13 a 16. encontre a solugdo do problema de valor inicial dado. Faga o gréfico da

solucio e descreva como ela se comporta quando x — 0.

&’ 13
¢ DB
@D
&'’ 16.

Em

2y +xy =3y=0, yD=1 y()=4
4y +8xy' +17y =0, y()=2, y()=-3
2y =3xy +4y=0, y(-1)=2, ¥(-1)=3
By +3xy+5y=0. yh=1, y=-1

cada um dos Problemas de 17 a 34, encontre todos os pontos singulares da equagio dada ¢ determine se

cada um deles € regular ou irregular.

17.

21.

O

25,
26.
27.

33,

37.
38.

39.

40,

Em

o' +(1=x)y +xy=0 @ Pl =x)P2y +2xy +4y =0
A=)y + (@ =2y =3xv=0 20. x*(1 =)y + 2/x)y' +4y =0
(1=x)y" +x(l =0y +(1+x)y=0

By xy + (= vy =0, equagio de Bessel

x4+ —2xy' + (1 —xH)y =0

Cx(1=22Py + (1 =)y +201+x)y =0

(+2)Mx =1y +3x—1)y —2x+ 21y =0
XB—x)y'+(x+1)y =2y=0

W Hx =2 +(x+ 1y +2¢y=0 28, vw' 4 ey + (3cosx)y =0

Vo (nx)y + 3y =0 30. v +2(e" — 1y + (e "cosx)y =0
Xy =3enx)y + (1 +x)y =0 32, x4y +(cotx)y =0

(senv)y” +xy +4y =0 34, (vsenx)y' + 3y +xy =0

. Encontre todos os valores de « para os quais todas as solugdes de x°y" + axy’ + (5/2)y = 0 tendem a zero

quando x — 0.
Encontre todos os valores de # para os quais todas as solugoes de x*y" + By = 0 tendem a zero quando x — 0.

Encontre y de modo que a solugio do problema de valor inicial x’y" =2y =0, y(1) = 1. v'(1) = y permanega
limitada quando x — 0.

Encontre todos os valores de @ para os quais todas as solugoes de 2°y" + axy’ + (5/2)y = 0 tendem a zero
quando x — oo.

Considere a equagio de Euler X’y" + axy’ + fy = 0. Encontre condigoes sobre « e f para que:
(a) Todas as solugoes tendam a zero quando x — 0.

(b) Todas as solugoes permanegam limitadas quando x — 0.

(c) Todas as solugdes tendam a zero quando x — oc.

(d) Todas as solugdes permanegam limitadas quando x — oo.

(e) Todas as solugdes permanegam limitadas quando x — 0 ¢ quando x — ~c.

Usando o método de redugio de ordem, mostre que se r, ¢ uma raiz repetida de

rir=1)+ar+p=0,
entdo x" e x" In x sio solugdes de x°y" +axy’ + fy = 0 para x > 0.

cada um dos Problemas 41 e 42, mostre que o ponto x = 0 ¢ um ponto singular regular. Tente, em cada

-
problema, encontrar solugdes da forma ¥~ a,x". Mostre que (exceto por multiplos constantes) existe apenas

uma

n={
solugdo ndo nula dessa forma para o Problema 41 e que ndo existem solugdes niio nulas dessa forma para

L L
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0 Problema 42. Assim, em nenhum dos casos a solugdo geral pode ser encontrada desse modo. Isso € tipico de
equagdes com ponltos singulares.

41. 20y +3y +xy =0

42) 2% +3xy' — (1 +x0)y =0

43. Singularidades no Infinito. As definigdes de ponto ordindrio ¢ ponto singular regular dadas nas segoces
precedentes s6 se aplicam se 0 ponto x, € finito. Em trabalhos mais avangados de equagoes diferenciais ¢
necessirio, muitas vezes, discutir o ponto no infinito. Isso ¢ feito através da mudanga de varidvel £ = U e
estudando-se a equagdo resultante em § = 0. Mostre que, para a equagio diferencial

Px)y" + Q) + Rx)y = 0,

o ponto no infinito € um ponto ordindrio se

1 [EP(UE) - Q(l!E]] . R(1/&)
P(1/&) § £ E*P(1/8)

tém expansoes em série de Taylor em torno de & = 0. Mostre, também, que o ponto no infinito ¢ um ponto
singular regular se pelo menos uma dessas fungdes nio tem expansio em série de Taylor. mas ambas as
fungoes

3 [2?(1;51 - QlUEJ] e R
P(1/8) § & E2P(1/8)

tém lais expansoes.
Em cada um dos Problemas de 44 a 49, use os resultados do Problema 43 para determinar se o ponto no infinito
¢ um ponto ordindrio, singular regular ou singular irregular da equacao diferencial dada,

@\ +y=0

45. XV 4 xy —dy =0

46. (1 — xM)y" — 2xy' + a(e + iy = 0, Equagao de Legendre
47. Xy 4 xy' + (¥ —v?)y = 0. Equagido de Besscl

@ v —2xy' + Ay = 0, Equagao de Hermite

49, y" —xy =0, Equagio de Airy

5.5 Solucdes em Série Perto de um Ponto Singular Regular, Parte I

Vamos considerar, agora, o problema de resolver a equagao geral linear de segunda ordem
Py + Q(x)y' +R(x)y =0 (1)
em uma vizinhanga de um ponto singular regular x = x,, Vamos supor, por conveniéncia, que x, =0, Se x, #

0. podemos transformar a equagio em uma equagao para a qual o ponto singular regular estd na origem
igualando x —x, a .

O fato de que x = 0 ¢ um ponto singular regular da Eq. (1) significa que xQ(x)/P(x) = xp(x) ¢ .\‘.‘T‘R(I)f
P(x) = ¥’g(x) tém limites finitos quando x — 0 ¢ sdo analiticas em x = 0. Logo, tém expansio em séries de
poténcias convergentes da forma

xp(x) = Zp,..r", qx) = Z‘?n»""~ (2)

n=0 n=0
em algum intervalo lxl < p em torno da origem, onde p > 0. Para fazer com que as fungdes xp(x) € °g(x)
aparegam na Eq. (1), é conveniente dividi-la por P(x) e depois multiplicd-la por x*, obtendo

Xy 4 x[xp(0ly + [Zgq(x)ly =0, 3)
ou
By 4 x(po+ prx+ e Hpax" + o 9y
+(o+qix+-+ g +--)y=0. @)

Se todos os coeficientes p, e g, forem nulos, com a possivel excegao de
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EXEMPLO

L xQ(x) . X*R(x)
Pe=lll o ¢ Ge=Hmg (5)

entdo a Eq. (4) se reduz a equagao de Euler

22y + poxy’ +qoy =0, (6)
que foi discutida na segio precedente. E claro que, em geral, alguns dos p, ¢ ¢,.n = | nio siao nulos. En. |
tretanto, o cardter essencial das solugdes da Eq. (4) € idéntico ao das solugoes da equagio dqu_Edu_li%}'K b

Mrmos PX+ e 4 PX" 4. €QXF .. + X"+ ... 56 complica os calculos. I
Vamos restringir nossa discussio principalmente ao intervalo x > 0. O intervalo x < 0 pode ser tratado, J!
como para a equacio de Euler, pela mudanga de varidvel x = - e posterior resolugio da equagio resul-
tante para & > 0. !
Como os coeficientes da Eq. (4) sdo “coeficientes de Euler” multiplicados por série de poténcias, ¢
natural procurar solugdes da forma “solugdes de Euler™ multiplicadas por série de poténcias. Supomos,
entao, que

6K oo
y= .t’(ﬁﬂ +ax+--- + ﬂ“xﬁ 4 ee) = _\‘r ZHH.\'” = Z a,,.t"". (?}
n=>0 n=>0
onde a, # 0. Em outras palavras, r ¢ o expoente do primeiro termo da série ¢ @, ¢ scu coeficiente. Como
parte da soluciio, temos que determinar:

1. Os valores de r para os quais a Eq. (1) tem uma solugio da forma (7).
2. A relagdo de recorréncia para os coeficientes a,,.
=Y

3. O raio de convergéncia da série ) a,x".
=0

A teoria geral é devida a Frobenius.” e € razoavelmente complicada. Em vez de tentar apresentar essa
teoria vamos supor, simplesmente, nesta e nas duas proximas segoes, que existe uma solugio da forma es-
pecificada. Em particular, vamos supor que qualquer série de poténcias em uma expressiio para a solugiao
tem raio de convergéncia ndo nulo e vamos nos concentrar em mostrar como determinar os coeficientes
em tal série. Para ilustrar o método de Frobenius, vamos considerar primeiro um exemplo,

Resolva a equagio diferencial
2%y —xy + (1 +x)y = 0. (8)

E facil mostrar que x = 0 ¢ um ponto singular regular da Eq. (8). Além disso, xp(x) = =1/2 ¢ X’g(x) = (1 + x)/2.
Assim,p,=-112,q,= If‘2 todos os outros cocficientes p, e ¢, sdo nulos. Entao, da Eq. (6). a equagdo

de Euler correspondente a Eq. (8) ¢

o A I NS E A s o s T SR SR L RO S e S

22" —xy' +y=0. (9) |
Para resolver a Eq. (8), vamos supor que cxislexumil solugio da forma (7). Logo, y' e v" siio dados por
Y=Y aur+mx! (10)
§ ) n=0
)-"zzaﬂ(r+n)(r+n — Dt (11)
=0

Substituindo as expressoes para y, v' e ¥v" na Eq. (8), obtemos

o x a0 =
2% —xy + L+ x)y =Y 20,r + m(r+n—DX™ = 3 a,(r+mx" + Y a4+ Y a7 (12)
=0

n=0 n=0 n=(

oo
O 1ltimo termo na Eq. (12) pode ser escrito como ) a,.1x"*", de modo que, combinando os termos na Eq.
(12), obtemos n=1

23y —xy + (1 +x)y=ap[2r(r = 1) —r 4+ 1’

o0
+ Z[[2(r+n)(r+n ~1)—(r+n)+ l]ﬂ,,—l—ﬂ,,_l].t"" =0, (1

n=1

3)

“Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) foi (como Fuchs) estudante e depois professor na University of Berlim. Mostrou
como construir solugdes em sériec em torno de pontos singulares regulares em 1874, Seu trabalho mais importante, no entanto,
foi em dlgebra, onde foi um dos expoentes entre os primeiros a desenvolver a teoria dos grupos.
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Como a Eq. (13) tem que ser satisfeita para todo x, o coeficiente de cada poténcia de x na Eq. (13) tem que ser
zero. Como a, # 0, obtemos do coeficiente de x’

(=1 =r+1=2"=3r+1=(r-H2r-1)=0. (14)

A Eq.(14) € chamada de equagio indicial para a Eq. (8). Note que ¢la é exatamente a equagdo polinomial que
obteriamos para a equagio de Euler (9) associada & Eq. (8). As raizes da equagio indicial sio

r Zl. Fzzlfz‘ (]ﬁ]

Esses valores de r sdo chamados de expoentes na singularidade para o ponto singular regular x = 0. Eles deter-
minam o comportamento qualitativo da solugdo (7) na vizinhanga do ponto singular.
Vamos voltar, agora, para a Eq. (13) e igualar o coeficiente de v a zero, Isso nos fornece a relagio

[2r+n)r4+n—-1—(r+nm+1]a,+a,; =0, n>1. (16)

ou
Iy
200r+n)? =3(r+n)+1

y = —

s an-] . l 7
ST lrrm-Rrem-1 "=t (47)

Para cada raiz r, ¢ r, da equagio indicial. usamos a relagio de recorréncia (17) para determinar um conjunto de
coeficientes a,. a,, ... Parar=r, = l.a Eq. (17) fica

dy—y
ji BT, 1
8 @n+lns "7
Logo,
s s ay
=730
ay ay
)= = =
5:2 (3-5(1-2)
[
as ap
iy = — o A e ———— .
' 7-3 (3-5-7¢(1-2-3)
Em geral, temos
=g a4 (13)

3.5.-7---(2n+ 1!

Multiplicando o numerador ¢ o denominador da expressao a direita do sinal de igualdade na Eq. (18) por 2 - 4
-6 ... 2n = 2'n!, podemos reescrever a, como

Ay = (—11"2"a n>1
ST TS | -
Portanto, se omitirmos a constante multiplicativa a,. uma solugio da Eq. (8) ¢
(__l)ﬂzﬂ
] = i (19 x =0, 19
yilv) = nc[1+zt_m_|_“I (19)
Para determinar o raio de convergéncia da série na Eq. (19). usamos o teste da razdo:
o |apax™ 2|x|
lim | = | = M G e+

para todo x. Logo, a série converge para todo x. ) |
Vamos proceder de modo andlogo para a segunda raiz r =r, = 3. Da Eq. (17), temos
an_y An-)

y=————7=""3 17’ n=l.
2,,(,1_%) n2n—1)
Portanto,
ay
“l =:—-—i—f.
ay ay
= ——==

2= "7 (1-2)1-3)°

a ay
M="35T"@-2-11-3-9’
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e, em peral,

(-0 . 4
a, = iy, n=4a
"TaN-3-5.--2n—-1)]
Como no caso da primeira raiz r,, multiplicamos o numerador e o denominador por 2 -4 - 6... 2n = 2"n!. Temg

entio,

(20)

[ I)nzn
Q=
"T@n)!
Omitindo novamente a constante multiplicativa a,, obtemos a segunda solugio

— o, n=l.

)uzu
) g F . -
i)y =x" 1+ E “an ¥ x = 0. 2ne

n=1

Como anteriormente, podemos mostrar que a série na Eq. (21) converge para todo x. Como y, e v, se compor-
tam como x e x'?, respectivamente, perto de x = 0, estas fungoes formam um conjunto fundamental de solucoes,

et e U e S
Logo, a solugdo geral da Eq. (8) ¢

y = c1vi(x) + cavalx), x>0

O exemplo precedente ilustra o fato de que se x = 0 for um ponto singular regular, entao algumas vezes
existirdo duas solugdes da forma (7) em uma vizinhanga desse ponto. Analogamente, se existir um ponto
singular regular em x = x,, poderio existir duas solugdes da forma

PP, Ma _

oo
y=(@—xp) Z"N(-" - xg)" (22)

n=()
que sao vilidas perto de x = x,. No entanto, assim como uma equagao de Euler pode nio ter duas solugoes
da forma y = x", uma equagio mais geral com um ponto singular regular pode nio ter duas solugoes da
forina (7) ou (22). Em particular, vamos mostrar na proxima segao gue se as raizes r; e r, da equagao in-
dicial forem iguais ou diferirem por um inteiro, entdo a segunda solugio terd normalmente uma estrutura
mais complicada. Em todos os casos, no entanto, € possivel encontrar pelo menos uma solugio da forma
(7) ou (22); se r; e r, diferirem por um inteiro, essa solugao corresponderd ao maior valor de r. Se existir
apenas uma dessas solugdes, entdo a segunda solugdo envolvera um termo logaritmico, como na equagao
de Euler quando as raizes da equagio caracteristica sio iguais. O método de redugio de ordem ou algum
outro procedimento pode ser usado para se determinar a segunda solugdo nesse caso. Isso sera discutido

nas Segdes 5.6 e 5.7.

Se as raizes da equagio indicial forem complexas, entio elas nio poderio ser iguais nem diferir por
um inteiro, de modo que sempre existirdo duas solugdes da forma (7) ou (22). E claro que essas solugdes
sdo fungdes complexas de x. No entanto, como para a equagio de Euler, € possivel obter solugdes reais
tomando-se as partes real e imagindria das solugdes complexas.

Finalmente, vamos mencionar uma questdo pratica. Se P, (0 ¢ R forem polindmios, serd bem melhor,
muitas vezes, trabalhar diretamente com a Eq. (1) do que com a Eq. (3). [sso evita a necessidade de ex-
pandir xQ(x)/P(x) e X*R(x)/P(x) em séries de poténcias. Por exemplo, ¢ mais conveniente considerar a
equagao

T o S . P ER
—

x(1+0)y" +2y +xy=0

do que escreve-la na forma

e R S, e I S e L S e

3

x! n+ 2x :’+ 4 -
Y l+x3 148

o que implicaria expandir 2x/(1 + x) ¢ x*/(1 + x) em séries de poténcias.

PROBLEMAS

Em cada um dos Problemas de 1 a 10:

(a) Mostre que a equagio diferencial dada tem um ponto singular regular em x = 0.

(b) Determine a equagio indicial, a relagao de recorréncia e as raizes da equagao indicial.
(c) Encontre a solugdo em série (x > 0) correspondente @ maior raiz.

(d) Se as raizes forem diferentes e nao diferirem por um inteiro, encontre, também, a solugio em série corres-
pondente & menor raiz.
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%?_ty" +V+xy=0 @_t‘:_v" +xy + [’.‘.2 _ %)y -0
X 4y=0 4 x4y —y=0

5. 322" +2xy' +xy =0 6. Xy 4 xy + (x=2)y =0
7.xy"+(1-x)y'—y=0 8. 2%y" 4 3y .H;)_t!'_ Dy =0
9. ¥y —x(x 43y +(x+3)y=0 10. ¥y + (P + Hy=0

1. A equagao de Legendre de ordem « ¢

15.

2 " "

(1 =X ) =20y + ela+ 1)y =0.
A solugdo desta equagio perto do ponto ordindrio x = 0 foi discutida nos Problemas 22 ¢ 23 da Segin 5.3,
O Exemplo 4 da Segio 5.4 mostrou que v = £1 sdo pontos singulares regulares.
(a) Determine a equagiio indicial ¢ suas raizes para o pontox =1,
(b) Encontre uma solugio em série de poténcias de v - 1 parax -1 > 0.
Sugestdo: escreva l +x =2+ (x-1)ex =1+ (x— 1), Outra maneira é fazer a mudanga de varidvel x - | =
e determinar uma solugiio em série de poténcias de t.
A equagio de Chebyshev ¢

3 " ¥
(1= —xy +e’y=0.
onde « ¢ constante: veja o Problema 10 da Segio 5.3,
(1) Mostre que x =1 e v = -1 sio pontos singulares regulares e encontre os expoentes em cadi uma dessas
singularidades.
(b) Encontre duas solugdes em torno de x = 1.

A cquagio diferencial de Laguerre' ¢

Xl =x)y +hy =0,
(a) Mostre que v = 0 ¢ um ponto singular regular.
(b) Determine a equagio indicial, suas raizes ¢ a relagio de recorréncia,
(¢) Encontre uma solugio (x > 0). Mostre que se & = m for um inteiro positivo, essa solugio se reduzird o
um polindmio. Quando normalizado apropriadamente. esse polindémio € conhecido como o polindmio
de Laguerre, L, (x).

A equagio de Bessel de ordem zero ¢

2y +xy + 27y =0.
(a) Mostre que x =0 ¢ um ponto singular regular,
(b) Mostre que as raizes da equagio indicial sao ry = r, = 0.
() Mostre que uma solugio parax >0 ¢

oc —1 nxln
Bl = 145 A
n=1

2 (nt)?
(d) Mostre que a série para J,(x) converge para todo x. A fungio J, € conhecida como a fungio de Bessel
de primeira espécie de ordem zero.
Com referdéncia ao Problema 14, use 0 método de redugao de ordem para mostrar que a segunda solugio
da equagio de Bessel de ordem zero contém um termo logaritmico.

Sugestao: se v,(x) = J,(x)v(x).entdo

o f -
yax)y=Jol¥) | iR

Encontre o primeiro termo na expansio em série de Vx[Z,(x) .
A equagio de Bessel de ordem um ¢

Ay 4 xy + (6 =Dy =0.

(a) Mostre que x = 0 ¢ um ponto singular regular.
(b) Mostre que as raizes da equagdo indicial sdo r, = ler,=-1

PEdmond Nicolas Laguerre (1834-1886). um geometra e analista francés, estudou os polindmios que levam seu nome em
torno de 1879.
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(c) Mostre que uma solugdo parax >0 ¢

X o {__l)nxﬁn
Hoy=5) s
2nnﬂ(n-+ 1)!n!2

(d) Mostre que a série converge para J,(x) para todo x. A fungao J, é conhecida como a fungao de Besscl
de primeira espécie de ordem um.
(e) Mostre que € impossivel determinar uma segunda solugio da forma

oo
x1Y b, x>0
n=(l

5.6 Solucdes em Série Perto de um Ponto Singular Regular, Parte II

Vamos considerar, agora, o problema geral de determinar uma solugéo da equagio

Lly] = x*y" + x[xp()]y + [’ q(0)]y = 0, (1) ¥

onde
aplx) = Z:p..,f'. .l'zq(-r) = Zq,,x", (2)
n=0 n=I0 3

¢ ambas as séries convergem em um intervalo lxl < p para algum p > 0. O ponto x = 0 ¢ um ponto singular
regular, e a equagio de Euler correspondente €
Xy + poxy’ + qoy = 0. (3)

Procuramos uma solugio da Eq. (1) para x > 0 e supomos que ela tem a forma

y=¢(rx)=x") anx" = Zanx”". (4) 1
=0 n=() .

onde a, # 0, e escrevemos v = ¢(r, x) para enfatizar que ¢ depende tanto de r quanto de x. Segue que

0g o
Y=Y (r+max*t, Y= D rEmr+n— a2, (5)
n=0 n=0

Entao, substituindo as Eqgs. (2), (4) e (5) na Eq. (1), obtemos
ar(r — DX +ay(r+ Ve + - a(r+n)(r+n— x4
+@Po+pix+-+pax"+--0)
x [aorx” +ay(r + DX 4 a,(r 4+ m)x " 4o
+(@o+qx+-+gux"+ )
x (@x +axX 4+ +axt" 4. =0.
Multiplicando as séries infinitas e depois juntando os termos semelhantes, temos
apF(N)x" + [a F(r + 1) + ag(pyr + g1
+ {@F(r +2) + ao(par + g2) + arlpi(r + 1) + i1} x+
+ o+ {anF(r+n) + ap(pur + qn) + a1[pa1(r + 1) + gn 11

+ ot apalpr+n =D+ @} 4. =0,
ou, em forma mais compacta,
o0 n-1
Li¢)(r,x) = agF (Nx" + 3" L F(r + may + Y al(r+ K)pni + qn il { X =0,
n=1 k=0

onde
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F(r) =r(r—1) + por + q. (7)
Para que a Eq. (6) seja satisfeita para todo x > 0, o coeficiente de cada poténcia de x tem que ser igual a
Z2ET0.

Como a, # 0, o termo envolvendo x” leva a equagio F(r) = 0. Esta equagio ¢ chamada de equagio
indicial: note que ¢ exatamente a equagao que obteriamos procurando por solugoes da forma y = x* da
equagio de Euler (3). Vamos denotar as raizes da equacao indicial por r, e r,,com r, > ryse as raizes forem
reais. Se as raizes forem compléxas, nio importa sua designagio. S6 podemos esperar encontrar solugoes
da Eq. (1) da forma (4) para esses valores de r. As raizes r, ¢ r, sio chamadas de expoentes na singulari-
dade: elas determinam a natureza qualitativa das solu¢des em uma vizinhanga do ponto singular.

Igualando a zero o coeficiente de x*" na Eq. (6), obtemos a relacio de recorréncia

n—1
F(r+ma,+ Y al(r+kpusi+qusl =0, n2z1. (8)
k=0
A Eq.(8) mostra que,em geral. a, depende do valor de r e de todos os coeficientes anteriores ay. a,. . oty
Ela mostra, também, que podemos calcular sucessivamente os valores de ay, a,, ..., a,, ... em fungao de a, e
dos coeficientes das séries para xp(x) ¢ para x’g(x) desde que F(r + 1), F(r + 2. ..., F(r + n). ... no scjam _

7 'fllglgg_()s tinicos valores de r para os qu-ais.f-'(r‘) =0s30r=r e r=ricomor, > r,, scgue que r, + 71 NAO ¢
{ igualar,nemar.sen > |.Emconsequéncia. F(r, + n) # 0 paran > 1. Logo, sempre podemos determinar
uma solugio da Eq. (1) da forma (4), a saber,

o0
i) =x" |1+ Za,,[_n).\'" . x> 0. 9)
n=]
Introduzimos a notagio a,(r,) para indicar que a, foi determinado da Eq. (8) com r = r,. Para especificar
a constante arbitraria na solugao, escolhemos a, como 1.
Se r, ndo for igual a r, ¢ se r, - r, ndo for um inteiro positivo, entdo r, + n serd diferente de r, para todo
valor de n = 1; portanto, F(r, + n) # 0 ¢ sempre podemos obter uma segunda solugio

[+ ¥
va(x) = x| 14 Z a (ra)x" |, x> 0. (10)

n=]
Da mesma forma que para as solugdes em série em torno de um ponto ordindrio, discutidas na
Segdo 5.3, as séries nas Eqgs. (9) e (10) convergem pelo menos no intervalo lxl < p onde ambas as sé-
ries para xp(x) ¢ vglx) convergem. Dentro de seus raios de convergéncia, as scéries de poténcias

fo oo
14+ 3 au(rpx"e 14 3 a,(r2)x" definem fungdes analiticas em x = ). Assim, o_comportamento sin-
=

n=1
gular das fungdes v, ¢ v.. se existir, serd devido aos fatores x” ¢ x* que multiplicam essas duas fungdes
analilicas. A seguir, para obter solugoes reais para x < 0 podemos Tazer a substituigdo x = —§ com £ > 0.
Como poderiamos esperar da nossa discussao sobre a equagio de Euler, basta substituir x" na Eq. (9) e
¥ na Eq. (10) por IxI" ¢ LI, respectivamente. Finalmente, note que se r, e r, forem nimeros complexos,
entio serdo necessariamente complexos conjugados e r, # r, + N para qualquer inteiro positivo N. Assim,
nesse caso sempre podemos encontrar duas solugoes em séric da forma (4); no entanto, elas sdo fungdes
complexas de x. Solugdes reais podem ser obtidas tomando-se as partes real e imagindria das solugoes
complexas. Os casos excepeionais em que rp=r, our, = = N, onde N é um inteiro positivo, necessitam
de uma discussdo maior ¢ serio considerados mais tarde, nesta segao.
E importante compreender que r, e r,, 0s expoentes no ponto singular, s3o ficeis de encontrar e que
eles determinam o comportamento qualitativo das solugoes. Para calcular r, e r,, basta resolver a equagio
indicial de segundo grau

rir—=1)+por+qo=0, (11)
cujos coeficientes sdo dados por
=i , = lim X*q(x). (12
po= il_:}}]xp(x}. qo=1MXq )
Note que esses sdo exatamente os limites que precisam ser calculados para se classificar 0 ponto singu-
lar como ponto singular regular; assim, em geral eles ja foram determinados em um estdgio anterior da

investigagdo.
Além disso, se x = 0 ¢ um ponto singular regular da equagao

Px)y’ + Q)Y + Ry =0, (13)
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EXEMPLO

onde as fungoes P, Q e R sdo polindmios, entdo xp(x) = xQ(x)/P(x) e X’q(x) = X’R(x)/P(x). Entio,
. Q) . 2R
=1 = lim x* ——.
P="P0 =0 P

Finalmente, os raios de convergéncia das séries nas Eqgs. (9) e (10) sdo, pelo menos, iguais a distincia da
origem ao zero mais préximo de P(x) diferente do préprio x = 0.

(14)

Discuta a natureza das solugdes da equagio
(L +x)y" +B+x)y —xy=0

perto dos pontos singulares.
Esta equagdo é da forma (13) com P(x) = 2x(1 +x). Q(x) =3+ xe R(x) = -x. Os pontos x =0 e x = -1 530 0s
tnicos pontos singulares, O ponto x = 0 ¢ um ponto singular regular, ja que

lth{ﬂ imxﬂ— = 3
=0 P(x) 0 x(l1+4+x) 2
lim x? 1ROY l’m.tz——L =
=0 P(x) =0 2x(l+x)
Além disso, da Eq. (14), p, =3 e ¢, = 0. Logo. a equagdo indicial € r(r - 1) + 3 r=0easraizessaor, =0,r,= -1
Como essas raizes ndo sio 1gu.m nem diferem por um inteiro, existem duas solugu-..s da forma

nx)y =1+ Zﬂu({))x" e yav)=x|""? I:l ¥ Z“u ('%)'t'r]

n=1 n=|

para 0 < lx| < p. Uma cota inferior para o raio de convergéncia de cada série € |, adistinciade xy=0ax=-1,0
outro zero de P(x). Note que a solugdo y,(x) permanece limitada quando x — 0, ¢, de Tato, analfm
segunda solugdo y, torna-se ilimitada quando x — 0.

O ponto x = -1 também € um ponto singular regular, pois

Q(x) . (x+ DB +x)

= g ETe+
lim (x + 1l~—P{ D e 2x(14%)

R(x) . (e + “‘3(_—”
.h.“-] (x+1)° P ,ll“_’i 2x(1+x)

Nesse caso, p, = -1, g, = 0, de modo que a equagdo indicial € r(r— 1) - r = 0. As raizes da equagio indicial sdo
r, =2 e r, =0, Correspondendo & maior raiz existe uma solugio da forma

yix) = (x+1)7? [1 - Z:a,.{z_u.z + 1)"] .

=1

A série converge pelo menos para lx + 11 < 1 e y, € uma fungio analitica ai. Como as duas raizes diferem por um
inteiro positivo, pode existir ou ndo uma segunda solugdo da forma

yax) =14 ) a,0)(x+1)".

Nio podemos dizer mais nada sem uma andlise mais profunda.
Note que niio foram necessdrios cdlculos complicados para se descobrir informagdes sobre as solugoes apre-
sentadas neste exemplo. S6 precisamos calcular alguns limites e resolver duas equagdes de segundo grau.

Vamos considerar, agora, os casos nos quais a equagio indicial tem raizes iguais ou que diferem por
um inteiro positivo, r, — r, = N. Como mostramos anteriormente, sempre existe uma solugdo da forma (9)
correspondente & maior raiz r, da equagdo indicial. Por analogia com a equac¢io de Euler, poderiamos
esperar que, se r, = r,, entio a segunda solugdo conteria um termo logaritmico. Isso também podera ser
verdade se as raizes diferirem por um inteiro positivo.

Raizes Iguais. O método para encontrar a segunda solugio ¢ essencialmente 0 mesmo que usamos para
encontrar a segunda solugdo da equagio de Euler (veja a Se¢do 5.4) quando as raizes da equagio indicial

eram iguais. Vamos considerar r como uma varidvel continua e determinar a, em fungio de r resolvendo

a relacao de recorréncia (8). Para essa escolha de a,(r) paran > 1,a Eq.(6) se reduz a

i T

vt T

i

R vl
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L[@)(r,x) = ayF(r)x" = ag(r — ry)%x’, (15)

ja que 7, ¢ uma raiz repetida de F(r). Fazendo r = r, na Eq. (15), encontramos que L[g](r,, x) = 0; logo,
como jd sabiamos, y,(x) dado pela Eq. (9) € uma solugio da Eq. (1). Mas, mais importante, segue também
da Eq. (15), da mesma forma que para a equagao de Euler, que

3 5
L {a—ﬂ (ri, %) = a0 [x'(r - r)?]

r=n

=al(r —r)’x Inx + 2 — r)x')| =0 (16)
Portanto, uma segunda solugdo da Eq. (1) é o
ag(r,x) G =
ya(x) = 3r = Er’ lx 1}1{} + Zlan(r}-rn]
r=r n= r=ry
- =5 oo
= (x""Inx) [ag e Zaﬂ(ri).r"] +x" Za;(n )
n=1 n=1
= y1(x) Inx + x" Zﬂ;{rl)r". x>0, (17)

n=1
onde a,(r,) denota a derivada da,/dr calculadaem r = r,.
Pode ser dificil determinar a,(r) como fungdo de r a partir da relagio de recorréncia (8) ¢ depois dife-
renciar a expressdo resultante em relagéo a r. Outro maneira é simplesmente supor que y tem a forma da
Eq. (17). Ou seja, suponha que

oQ
y=ynwhx+xa" ) bx", x>0, (18)

n=1
onde y,(x) ja foi encontrado. Os coeficientes b, sdo calculados, como de habito, substituindo na equagio
diferencial, juntando os term(mmmntcs de cada poténcia de x a zero.

. . g - - i
Uma terceira possibilidade ¢ usar o método de reducdo de ordem para encontrar y,(x) uma vez conhe-
cido y,(x).

Raizes r, e r, Diferindo por um Inteiro N. Nesse caso a dedugio da segunda solugio é bem mais complica-
da, e ndo serd dada aqui. A forma dessa solugio ¢ dada pela Eq. (24) no proximo teorema. Os coeficientes
¢,(ry) na Eq. (24) sdo dados por

d
cﬂ(rZ) = _[{r_rz}ﬂn(r)] £ n= 1!2y--‘| (lg)
dr r=r;
onde a,(r) é determinado da relagio de recorréncia (8) com a, = 1. Além disso, o coeficiente de a na Eq.
(24) ¢
a= Jl."} (r —r2)an(r). (20)

Se ay(r,) for finito, entdo a = 0 e y, ndo tem termo logaritmico. Uma dedugao completa das férmulas (19)
e (20) pode ser encontrada no livro de Coddington (Capitulo 4).

Na pritica, a melhor maneira de determinar se a = 0 na segunda solugao € tentar simplesmente calcu-
lar os a, correspondentes A raiz r, e ver se é possivel determinar a\(r,). Se for, ndo hd problema. Se nio,
precisamos usar a forma (24) com a # 0.

Quando r, - r, = N existem, novamente, trés maneiras de se encontrar uma segunda solug@o. Primeiro,
podemos calcular a e ¢,(r,) diretamente, substituindo y pela expressao (24) na Eq. (1.). Segundo, podemos
calcular ¢,(r,) e a da Eq. (24) usando as férmulas (19) e (20). Se esse for o procedimento planejado, ao
calcular a solugio correspondente a r = r, ndo se esquega de obter a férmula geral para a,(r), em vez de
encontrar apenas a,(r,). A terceira maneira € usar o método de redugao de ordem.

g

QR 6 s T e 0 AR WA L A il B T+ L 3 b Y
Teorema 5.6.1 - Considere a equagdo diferencial (1),
O -'-.-.-, !;\éa{: i 2 4
" L Lo T sl Y
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x’q(x). Sejam r, e r, as raizes da equagdo indicial

com r, > r,,se r, € r, forem reais. Entdo, em um dos intervalos -p < x <0 ou 0 < x < p, existe uma solugio
da forma

onde os a,(r,) sio dados pela relagdo de recorréncia (8) coma,=ler=r,.

uma segunda solugio da forma

Os a,(r,) também sio determinados pela relagdo de recorréncia (8), com a, = | e r = r,. As séries de
poténcias nas Eqs. (21) ¢ (22) convergem pelo menos para x| < p.

Os coeficientes a,(r,), b,(r,), c,(r;) € a constante a podem ser determinados substituindo-se a forma da
solugiio em série y na Eq. (1). A constante a pode ser nula, caso em que a solugido (24) ndo tem termo
logaritmico. Cada uma das séries nas Eqgs. (23) e (24) converge pelo menos para lxl < p e define uma
fungao analitica em alguma vizinhanga de x = 0.

para a equagdo diferencial dada.

onde x = 0 é um ponto singular regular. Entdo, xp(x) e x’q(x) sdo analiticas em x = 0 com expansio em
séries de poténcias convergentes :

o0 o0
xp(x) = anx" ,  Xq)= anf‘
={)

n=0

3 &
3

para lxl < p, onde p > 0 é 0 minimo entre os raios de convergéncia das séries de poténcias para xp(x) e
Fry=r(r=1)+por+qo =0,

ni@ = " [1 + Zam)x"] ; @1

n=1

Se r, — r, nio é zero nem um inteiro positivo, entdo em um dos intervalos —p < x <0 ou 0 < x < p existe

Vi s s IR - R

y2(x) = |x|"? [1 + Zan(rz)-r”] . (22)

n=1

Se r, = r,, entdo a segunda solugio ¢
y2(x) = yr(x) In x| + [x[" ) bu(ro)x". (23)

n=1

Se r; - r, = N,um inteiro positivo, entio

y2(x) = ay; (x) In |x| + |x|” [1 +> c..(rz)x"] : (24

n=1

Em todos os trés casos as duas solugdes y,(x) e y,(x) formam um conjunto fundamental de solugdes

PROBLEMAS

Em cada um dos Problemas de 1 a 12:
(a) Encontre todos os pontos singulares regulares da equagao diferencial dada.
(b) Determine a equagio indicial e os expoentes na singularidade para cada ponto singular regular.
1. xy" +2xy + 6’y =0 %ﬁy" —x2+x)y +Q2+x)y=0
3oxtx =1y +67% +3y=0 ' +dxy’ + 6y =0
5. X%y + 3(senx)y’ — 2y =0 6. 2x(x+2)y"+y —xy=0
7. Xy + %(x +senx)y’ +y=0 8. (x+ 1%y +3(x* = 1)y’ +3y=0
9. (1l =x)y" —(14x)y +2xy =0 @u —2P(x 42y + 2y +3(x—=2)y=0
1L 4—-x)y" +2xy +3y=0 12. x(x+3)%" —2(x+3)y —xy =0

Em cada um dos Problemas de 13a 17:

(a) Mostre que x =0 ¢ um ponto singular regular da equagao diferencial dada.
(b) Encontre os expoentes no ponto singular x = 0.

(c) Encontre os trés primeiros termos nao nulos em cada uma das duas solugdes (que ndo sio miiltiplas uma

da outra) em torno de x = 0.
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13. xy"+y —y=0
L xy" + 2xy + 6"y =0: Vejao Problema |
x(x —1)y" +6x%y + 3y =0; Vejao Problema 3
16 xv"+y=0
17. X*y" + (senx)y’ — (cosx)y =0
18. (a) Mostre que

(Inx)y"+ 4y +y=0
tem um ponto singular regular em x = 1.
(b) Determine as raizes da equagdo indicial em x = 1. =
(¢) Determine os trés primeiros termos nao nulos na série 3 a,(x — 1)"*" correspondente i raiz maijor.
Tome x -1 > 0. A=y

(d) Qual o valor que vocé esperaria para o raio de convergéncia da série?
@ Em diversos problemas em fisica matemalica € necessdrio estudar a equacio diferencial

X(l—x)y" + [y — (1 +e+p)x]y —afy =0, (1)

onde «, f ¢ ysao constantes. Essa equagdo ¢ conhecida como equagio hipergeométrica.
(a) Mostre que x =0 ¢ um ponto singular regular e que as raizes da equagao indicial saio 0 ¢ 1 - y.
(b) Mostre que x = 1 ¢ um ponto singular regular e que as raizes da equagdo indicial sio 0 ¢ y-a—p.
(¢) Supondo que 1 —ynao é um inteiro positivo. mostre que uma solugio da Eq. (i) em uma vizinhanga
dex=0¢
af wle + DBB+1) ,
N =l4 ——x+ — 2y
y -1 yiy + 12!

Qual o valor que vocé esperaria para o raio de convergéncia desta série?
(d) Supondo que | - yndo ¢ inteiro, mostre que uma segunda solugao paraO<x < 1 é

w—y+hip-—y+1 la—y+la—y+2(B—-y+1)(B— 2)
yafii= 2 | g AT B—vy Vo4 Y Y B—y+DH(B-v+ .
(2—y)t! 2-y)3-y)2!
(e) Mostre que o ponto no infinito € um ponto singular regular e que as raizes da equagio indicial sdo o
¢ A. Veja o Problema 43 da Segio 5.4,
20. Considere a equagao diferencial

2y axy + 8y =0,

onde @ e B sao constantes reais e a # 0.
(a) Mostre que x =0 é um ponto singular irregular.

ren

o0
(b) Ao tentar encontrar uma solugio da forma ) a,x
n=0

portanto, existe apenas uma solugao formal dessa forma suposta.

.mostre que a equacgao indicial para r é linear e,

(c) Mostre que se fle =-1.0,1,2, ..., entdo a solugao formal em série termina e €. portanto, uma solugiio
de fato. Para os outros valores de f/a mostre que a solugdo formal em série tem raio de convergéncia
nulo, logo nio representa uma solugao de fato em nenhum intervalo.

21. Considere a equagao diferencial

gy =0, (i)

onde @ # 0 e B # 0 sio nimeros reais ¢ 5 ¢ [ 30 inteiros positivos, arbitrdrios por enquanto.
(a) Mostre que,se s > 1 our> 2, entdo o ponto x = 0 € um ponto singular irregular.
(b) Tente encontrar uma solugio da Eq. (i) da forma

y=Y) ax*, x>0. (ii)
Mostre que se s = 2 e t = 2, entdo existe a;;;gas um valor possivel para r para o qual existe uma solugdo
formal da Eq. (i) da forma (ii). . B
(c) Mostre que se s = 1 e £ =3, entdo ndo existem solugdes da Eq. (i) da forma (ii).

(d) Mostre que os valores mdximos de s € de 1 para of. quais a equag'a'lo indicial é de segundo grauem r [e,
portanto, podemos esperar encontrar duas solugoes da forma (ji)] s@0 s = 1 e ¢ = 2. Estas sdo precisa-

2yt
y s
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mente as condigdes que distinguem uma “singularidade fraca™, ou um ponto singular regular, de u
ponto singular irregular, como definimos na Secdo 5.4. 3
Como aviso, deverfamos esclarecer que embora seja possivel, algumas vezes, obter uma solugio for.

mal em série da forma (ii) em um ponto singular irregular, a série pode nio ter raio de convergéncia
positivo. Veja o Problema 20 para um exemplo. ’

5.7 Equacéo de Bessel

Nesta segdo vamos ilustrar a discussdo na Segdo 5.6 considerando trés casos especiais da equagio de &
Bessel "

xlyu ‘+-Xy’ il (x2 - UZ}y =), (1) y
onde v é uma constante. E facil mostrar que x = 0 é um ponto singular regular da Eq. (1). Temos
Q0 . 1
=1 —_— X— =
Po xl—»ntIJxP(x} ll—r-%rx L
. R(x
= lim x?
D=0 P "0 2

2 _ .2 b
: X =V i

= Il.]':n.‘.'2 — —]_:2_ i

L]

Logo, a equagao indicial é s

Fy=rir—=D+por+qo=r(r—1)+r—v>=r"—1> =0,

com raizes r = +v. Consideraremos os trés casos v=0,v=1e v=1 para o intervalo x > 0.

Equagio de Bessel de Ordem Zero. Neste caso v =0, de modo que a Eq. (1) fica reduzida a ;

Liyl =%y +xy +x%y =0, 2)

e as raizes da equagdo indicial sdo iguais. Substituindo i
o0

y=¢(r,x) = apx" + Z anx' ™", (3)

n=1

na Eq. (2), obtemos

Lipl(r,x) = Z alr+n)(r+n—1D+F 4+ + 2 a2

 phpinl s =

n=0 n=0 :

= ag[r(r — 1) +rlxX +ai[(r + Dr + (r + Dx"*! :

o i

b

+ Y {anlr+mr+n—1)+ (r+ml+au2} " = 0. 4

n=2 H

Como ja observamos, as raizes da equagdo indicial F(r) =r(r-1) + r=0sdor, =0er, =0, logo temos 0
caso de raizes iguais. A relagdo de recorréncia é k:
an-2(r) an_(r) &

ay(r) = — = A n>2, 5) @&

") (r+n)(r+n—1)+(+n) (r + n)? ©) :

Para determinar y,(x) fazemos r igual a 0. Entdo, da Eq. (4) segue que, para que o coeficiente de x™*'
seja zero, temos que escolher g, = 0. Portanto, da Eq. (5),a; = a; = a, = ... = 0. Além disso, ;

an(0) = —a,_2(0)/n*, n=2468,...,

Al

ou, fazendo n = 2m, obtemos

“Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) comegou uma carreira em negéeios quando jovem, mas se interessou logo por astro-
nomia e matematica. Foi designado diretor do observatério em Konigsberg em 1810 e manteve essa posigio até sua morte.
Seu estudo de perturbagdes planetdrias levou-o, em 1824, a fazer a primeira andlise sistemdtica das solugdes da Eq. (1),

conhecidas como fungdes de Bessel. E famoso, também, por fazer o primeiro cdlculo preciso da distancia da Terra a uma
estrela em 1838.

b
p




SOLUCOES EM SERIE PARA EQUAGOES LiNEARES DE SEGUNDA ORDEM 229

ayn(0) = —azn-2(0)/(2m)?, m=1,23.....

Assim,
$(0) = _% ay
a_[O) _22! a {0} 2422 ' aﬁ{o} = _2"(3 K 2):\
e, em geral,
(—1)"ap
a,(0) = m. m=1,23.... (6)
Portanto,
o (_l}m_‘.}!m
yi(x) =ap [1 -t Z; W] R x> 0. (M)
m=

A fungdo entre colchetes ¢ conhecida como a fungio de Bessel de primeira espécie de ordem zero, e é
denotada por Ji(x). Segue do Teorema 5.6.1 que a série converge para todo x ¢ que J, ¢ analitica em x =
0. Algumas das propriedades importantes de J; estao discutidas nos problemas. A Figura 5.7.1 mostra os
gréficos de y = J (x) e de algumas das somas parciais da série (7).

Y
n=4 n=8 n=12 n=16 n=20

N

e
¥ = Jplx)

n=2 n=6 n=10 n=14 n=18

FIGURA 5.7.1 Aproximagoes polinomiais de J,(x). O valor de n € o grau do polindmio na aproximagio.

Para determinar y,(x), vamos calcular a’, (0).” Primeiro, note que devido ao coeficiente de x' na Eq.
(4) MMH,{!‘) = () para todo r préximo de r = 0. Entdo, ndo s6 a,(0) = 0, mas tambéma;(0) = 0.
Da relagao deTecorrencia (3) segue que a5 (U) = a's (0) = ... =a's,., (0) = ... = 0; logo, precisamos apenas
calculara’y, (0),m =1,2,3,.... Da Eq. (5). temos

Ay (r) = —@2pm—2(r)/(r +2m)%, m=123,....
Resolvendo esta relagio de recorréncia, obtemos
ag ap

e,em geral,

(_i)ma{} m>3.
(r+2)%---(r+2m? -

Podemos efetuar os calculos de a’s, (r) de maneira mais conveniente notando que, se

(8)

ayu(r) =

FO) = (x— )P (x — ) (x — @) - (x —en)™,

e se x for diferente de «,, «,, ..., ,,, €ntdo

fo _ B P .

= o RRER o .
fx) xX—oa X—02 X —ap

150 Problema 10 esquematiza um procedimento alternativo no qual simplesmente substituimos a férmula (23) da Segio 5.6
na Eq. (2) e depois determinamos os b,
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Aplicando este resultado a a,,(r) na Eq. (8), vemos que

@y (r) 1 1 | )
ayn(r) 2(r+2+r+4+”'+r+2m ’

e fazendo rigual a 0, obtemos

1 1 1
ﬂam(o) =-2 [i G e sl o '_] aEm{(})-

4 2m :
Substituindo a,,,(0) dado pela Eq. (6) e fazendo 4
ir
1 1 1 s
Hm=1+§+§+"'+a. (9) |f
obtemos, finalmente,
(_ l)maﬂ

a;,,(0) = — m=1.2.3,....

™ 22m(m!)?’
A segunda solugio da equagio de Bessel de ordem zero € encontrada fazendo-se a, = 1 ¢ substituindo-se,
na Eq. (23) da Segio 5.6, y,(x) e b,,,(0) = a3,,(0). Obtemos

(=]
(—I)mHHm o
ya(x) = Jo(x) Inx + Z 2mm)? )

m=1

x50 (10)

Em vez de y,, a segunda solugdo considerada, em geral, ¢ uma determinada combinagio linear de J,
¢ y,. Ela é conhecida como a fungdo de Bessel de segunda espécie de ordem zero, ¢ ¢ denotada por Y,
Seguindo Copson (Capitulo 12). definimos'®
2
Yo(x) = ;Lyz(.rl + (¥ — In2)Jp(x)]. (11)

Aqui, y ¢ uma constante, conhecida como a constante de Euler-Mdscheroni:'” ¢la € definida pela equagio
y = lim (H, —Inn) = 0,5772. (12)
n—20
Substituindo y,(x) na Eq. (11), obtemos

2 _I} m 1,,,
Yg( X) = — [(}’ +1In: )Ju(\') -+ Z 2’"'(!}!’}‘ X ] B x> 0. (13)

m=

A solugio geral da equagdo de Bessel de ordem zero para x>0¢é

y = cJo(x) + c2Yo(x).

Note que Jy(x) = 1 quando x — 0 e que Y,(x) tem uma singularidade logaritmica em x = 0, ou se¢ja,
Y,(x) se comporta como (2/m)In x quando x — 0 por valores positivos. Entio, se estivermos interessados
em solugdes da equagao de Bessel de ordem zero que sejam finitas na origem, 0 que ocorre muitas vezes,
temos que descartar Y. Os grficos das fungdes J,(x) e Y,(x) estdo ilustrados na Figura 5.7.2,

y
1

05

-05

s
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i
i

FIGURA 5.7.2 As fungoes de Bessel J, e Y.

Outros autores usam outras definigdes de Y,. Esta escolha para Y, também € conhecida como fungiio de Weber, em home- :
nagem a Heinrich Weber (1842-1913), que ensinou em diversas universidades alemas.

""Lorenzo Mascheroni (1750-1800) era um padre italiano que foi professor na University of Pavia. Ele calculou corretamente
as 19 primeiras casas decimais y em 1790.

i
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E interessante observar na Figura 5.7.2 que para x grande, ambas as fungdes J,(x) e Y;(x) oscilam. Po-
derfamos ter antecipado tal comportamento a partir da equagao original; de fato, isso € verdade para as
solucdes da equacdo de Bessel de ordem v. Dividindo a Eq. (1) por x*, obtemos

1 p?
" ! 4
A et A ol I e =
i x}’ ~ y=0.
Para x muito grande € razodvel suspeitar que os termos (1/x)y’ ¢ (17/x%)y sdo pequenos e, portanto, podem
ser desprezados. Se isso for verdade, entdo a equacio de Bessel de ordem v pode ser aproximada por

yY'+y=0.

As solucdes desta equagao sio sen x e cos x; poderfamos, entio, antecipar que Mﬂﬂwﬁ
Bessel para valores grandes de x sdo semelhantes a combinacdes lineares de sen x ¢ cos v, Isso estd corre-
to no sentido em que as funcoes de Bessel sido oscilatérias; no entanto, esta apenas parcialmente correto.
Para x grande, as fungoes J, ¢ Y, também decaem quando x aumenta: assim, a equagio V' + v = 0 nao
fornece uma aproximagao adequada para a equagao de Bessel para valores grandes de x, ¢ ¢ necessirio
uma andlise mais delicada. De fato, ¢ possivel mostrar que

1/2
~ T
Jo(x) = (;) cos (x - :1) quando x — oo, (14)
¢ que
wwms (2) s (x-7) quand 5
alx) = — sen 2 quando X — oc. (13)

Essas aproximagoes assintéticas, quando x — o, sdo, de fato, muito boas. Por exemplo, a Figura 5.7.3
mostra (ue a aproximagio assintotica (14) para Jy(x) é razoavelmente precisa para todo x > 1. Assim,
para aproximar J,(x) em todo o intervalo de zero a infinito podemos usar dois ou trés termos da série (7)
parax < | e a aproximacio assintdtica (14) parax = 1.

Equacao de Bessel de Ordem Meio. Este caso ilustra a situagiio na qual as raizes da equagao indicial dife-
rem por um inteiro positivo. mas a segunda solugdo ndo tem termo logaritmico. Fazendo v = { na Eq. (1),
obtemos

Lyl =x%" +xy' + (& = §)y=0. (16)

Substituindo v = ¢(r. x) pela série (3), obtemos

Lig)(r,x) = Z [(r +n)r+n—14+(r+n)— H a, X" + Zanxr+fl+2

n=I{) n=()

=(r’ = Dax" +[(r+ 1)? — %]“'xrﬂ

““Z[[(””)2 — il an +aa}a™ =0. (17)

n=2

Aproximagdo assintética y = (2/zx)'* cos(x - x/4)

g% ]
So

¥y= JQ(x]

-1+

FIGURA 5.7.3 Aproximagao assintética de Jy(x).
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As rafzes da equagio indicial sio ry =jer, =~ 3 logo, as raizes diferem por um inteiro. A relagio de re.
corréncia ¢

[(r o ﬂ)2 - l]an = —Qan-2, n=2, {18)

Correspondendo 2 raiz maior r, =3, pelo cocﬁc1ente de x*' na Eq. (17) vemos que a, = 0. Logo,da Eq. (18),

3= a5 = ... = @y, = ... = 0. Além dlsso parar=1,
ﬂn_z
B —————, n=24,6...,
i nin+1)
ou, fazendo n = 2m, obtemos
a2m-2
= ——, m=1,273,....
G 2m@2m + 1)
Resolvendo a relagdo de recorréncia, encontramos g
ao _ @ }
a) = —‘i, ay = §. ¥ )
g
e,em geral, ¥
s B
PO i L
2m+ 1!

Portanto, fazendo a, = 1, obtemos

(-1)"x 2m -1 (—1)mx2m+1
yi(x) = x'72 [1+Z(2m+l),] f Z S X0 (19)

A segunda série de poténcias na Eq. (19) ¢ precisamente a série de Taylor para sen x:logo, uma solugio
- . 5 = e i

para a equagdo de Bessel de ordem meio ¢ x ' sen x. A fungio de Bessel d¢ primeira espécie de ordem

meio, J,,, ¢ definida como (2/7)"?y,. Assim,

1/2
Jipx) = (;) senx, x>0. (20)

Correspondendo a raiz r = -}, ¢ possivel que encontremos dificuldade em calcular a,, ji que N =

- r,=1.Noentanto,da Eq. (17) para r = -1, 0s coeficientes de x" e de x"' sdo ambos nulos, independente

da escolha de a, e a,. Portanto, a, € a, podem’ser escolhidos arbitrariamente. Da relacdo de recorréncia

(18) obtemos um conjunto de coeficientes com indices pares correspondendo a @, ¢ um conjunto de coe-

ficientes com indices impares correspondendo a a;. Entdo nédo € necessdrio um termo logaritmico para se
obter uma segunda solugdo nesse caso. Deixamos como exercicio mostrar que, para r = - |,

5.

(—=1)"ag (=1D"a !

= — a = —_— n=1.2... H

= "o T 2n+ 1) 3

Logo, t
( 1)”12" ( l)nI.JHI '_

' — _1"2 H

n=E [““§ @n)! Z @n+1)!

cos X senx .

=a[)_x]ﬂ +al xlﬁ L] X > 0' {21) Y

A constante a, simplesmente introduz um multiplo de ¥i(x). A segunda solugio da equagio de Bessel de "i
ordem meio é escolhida, em geral, como a solugdo para a qual a, = (2/7)'? ¢ a, = 0. Ela ¢ denotada por “
J.m. Entao

172
J—-l{Z(x) = (;;) cosx, x> 0. (22)

A solugdo geral da Eq. (16) é y = ¢,J;,(x) + ¢/ 1(%)-

Comparando as Egs. (20) e (22) com as Eqgs. (14) ¢ (15), vemos que, exceto por um deslocamento de
fase de n/4, as fungdes J_,, € J,, se parecem com J, € Yy, respectivamente, para valores grandes de x. Os
graficos de J,, e J,, estdo ilustrados na Figura 5.7.4.
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FIGURA 5.7.4 As fungbes de Bessel J e J ..

Equagdo de Bessel de Ordem Um. Este caso ilustra a situagio na qual as raizes da equagio indicial dife-
rem por um inteiro positivo e a segunda solugdo envolve um termo logaritmico. Fazendo v = 1 na Eq. (1),
lemos

Liyl=xy"+xy + (> = 1)y=0. (23)
Substituindo y = ¢(r, x) pela série em (3) e juntando os termos como nos casos precedentes, obtemos
LIglr,x) = ap(r® = Dx" +ail(r + D? =1 4 )~ | [r+n)?—1]a,+a,-2 ]r =0. (24)

n=2

As raizes da equagdo indicial sdo ry = 1 e r, = -1, A relagdo de recorréncia é
2
[(r+n)" = 1la,(r) = —az_a(r), n>2, (23)
Correspondendo & raiz maior r = 1. a relagao de recorréncia fica

n=234....

Iy

(42’

ay =

Pelo coeficiente de x na Eq. (24). vemos também que a, = 0: logo, pela relagdo de recorréncia, a; = a; =
... = 0. Para valores pares de noseja n = 2m; entao

Q-2 tam-2

y =—-—— t=1,2,3;....
é (2m + 2)(2m) 22(m + 1)m "
Resolvendo essa relagao de recorréncia, obtemos
o = -—M— m=1,23,.... (26)

22m(m+ 1)!m!’
A fungio de Bessel de primeira espécie de ordem um, denotada por J,, € obtida escolhendo-se g, = 1/2.
Portanto,

o0 2m
x (-1)"x
== —_. 27
.f|{.lf) 2 EO 23'"(m+ l)!m! ( )
m=
A série converge absolutamente para todo x, de modo que J, € analitica em toda parte.
Ao determinar uma segunda solugio da equagio de Bessel de ordem um vamos ilustrar o método de

substituigdo direta. O cdlculo do termo geral na Eq. (28) abaixo € bastante complicado, mas os primeiros
poucos coeficientes podem ser encontrados facilmente. De acordo com 0 Teorema 5.6.1, vamos supor que

ya(x) = aJy(x) Inx Txt [1 + Z:c,,x"] . x>0, (28)
n=1

Caleulando y',(x), y'5(x), substituindo na Eq. (23) e usando o fato de que /, € uma solucdo da Eq. (23),
obtemos

00 oc
2axj(0) + Y [ = Din = Den + (1= Den =l + ) e =0, (29)
=0 n=0

——————
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onde ¢, = 1. Substituindo J;(x) por sua expressdo na Eq. (27),mudando os indices dos somatérios nas duas II
séries e efetuando diversos cdlculos algébricos, chegamos a

oo el —1)"2m + 1) 2m4-1
—cy +[0-c2 +colx + ): [(n* = Depr + cua X = —a [x + Z : 3 = = ] - (30) %
m=1

22m(im+ 1)!m!
n=2

Da Eq. (30) notamos primeiro que ¢, = 0 e a = —, = —1. Além disso, como a expressio a direita do sinal
de igualdade contém apenas poténcias impares de x, o coeficiente de cada poténcia par de x na expressio
a esquerda do sinal de igualdade tem que ser nulo. Entdo, como ¢, = 0, temos ¢; = ¢, = ... = 0. Correspon-
“dendo as poténcias fmpares de x, obtemos a relagio de recorréncia [seja n = 2m + 1 na série a esquerda
do sinal de igualdade na Eq. (30)]

(=1)"2m+1)
[(2m+1)2-1](‘2m+3+62m=m, m=1,23,.... (31)

Fazendo m = 1 na Eq. (31), obtemos

(32 = ey + 62 = (-1)3/(2% - 2Y).

Note que ¢, pode ser escolhido arbitrariamente, e esta equagio, entdo, determina c¢,. Note. também, que na
equagidio para o coeficiente de x. ¢, aparece multiplicado por 0, ¢ essa equagdo foi usada pdl’d dt,lt,rmmar a.

Niio é surpreendente que ¢, seja arbitrdrio, jd que ¢, € o coeficiente de x na expressao x| 1 + Z c,,r"]
n=|

Em consequéncia, ¢, gera simplesmente um multiplo de J, ¢ y, s6 estd determinado a menos de muiltiplos
de J,. De acordo com a pritica usual, escolhemos ¢, = 1/2°. Obtemos, entdo,

e 2 [l =2 (1+1)+l
“G=32|2 7971 2

G

242

E possivel mostrar que a solugio da relagio de recorréncia (31) ¢
{_1 ’m+] (Hm + Hm—] )

im — s =l.2,...
Con P — 1)! "

(H, + Hy).

com a convengio de que H, = 0. Assim,

1 = (_l)m(“m t f!m—l) 2 .
— 5 — - 5 ~fm . X 0 32
Ya(x) Ji(x)Inx + 3 l:l E X :| X > (32)

- 22mmt\(m — 1)!

O cileulo de y,(x) usando outro procedimento [veja as Egs. (19) e (20) da Segdo 5.6]. no qual deter-
minamos c,(r,), ¢ ligeiramente mais facil. Em particular, este dltimo procedimento fornece uma formula
geral para c,,, sem a necessidade de se resolver uma relagiio de recorréncia da forma (31) (veja o Proble-
ma 11). Nesse aspecto vocé pode querer, também, comparar os cilculos da segunda solugio da equagao
de Bessel de ordem zero no texto e no Problema 10.

A segunda solugao da Eq. (23), a fung¢do de Bessel de segunda espécie de ordem um. Y. ¢ escolhida,
em geral, como uma determinada combinacio linear de J, e y,. Seguindo Copson {Capnulo 12), Y, é
definida como

Yi(x) = %l#yz(x) +(y = In2)/;(x)], (33) ¢

onde y € definido pela Eq. (12). A solugio geral da Eq. (23) parax >0 ¢ g
y=caix) ke Yi(x). 2

Note que enquanto J, ¢ analitica em x = 0, a segunda solugio Y, torna-se ilimitada do mesmo modo que 5
1/x quando x — 0. A Figura 5.7.5 mostra os grificosde J, e Y. 1




SOLUGOES EM SERIE PARA EQUACOES LINEARES DE SEGUNDA ORDEM 235

y g o
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_‘V=J1(.t)
9 J’=Y1(1')
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FIGURA 5.7.5 As fungdes de Bessel J, e Y.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 4, mostre que a equagdo diferencial dada tem um ponto singular regular em
x = 0 e determine duas solugdes para x > 0.

1 X%y + 2y +xy =0 2.8 430+ (1+x)y=0
3)3%Y +xy + 2y =0 4 2% +40 + 24+ x)y =0
5. Encontre duas solugoes para a equagio de Bessel de ordem %

¥y 4y +(F-3)y=0, x>0

Mostre que a equagio de Bessel de ordem meio
Y +xy+ (P -1)y=0, x>0
pode ser reduzida a equagio
v +e=0

pela mudanga da variavel dependente v = x'*u(x). Conclua disso que y,(x) = x"? cos x e y,(x) = x * sen x
sio solugoes da equagio de Bessel de ordem meio,
7. Mostre diretamente que a série para J,(x), Eq. (7), converge absolutamente para todo x.

8. Mostre diretamente que a série para J,(x). Eq. (27), converge absolutamente para todo x e que J,'(x) =
=J,(x).

Considere a equagio de Bessel de ordem v,
2y x4+ (@ =y =0, x>0,
onde v é real e positivo.

(a) Mostre que x = () ¢ um ponto singular regular e que as raizes da equagao indicial sdo ve -v.
(b) Correspondendo a raiz maior v, mostre que uma solugio €

. 1 2 1 . = (=" X\2m
nx) =x* [l—m(g) +5(1—+m(§) +Zm!(l+v)---(m+0) (%) ]

m=3

(c) Se2vnio for inteiro, mostre que a segunda solugao serd

xye 1 ¥ i (i 2
nto =5 [1- g (3) + mrmma=s @) * Lma=w—e=n ) ]

m=3

Note que y,(x) — 0 quando x — 0 e que y,(x) torna-se ilimitado quando x — 0,

(d) Verifique, por métodos diretos, que as séries de poténcias nas expressoes para y,(x) e y,(x) convergem
absolutamente para todo x. Verifique, também, que y, ¢ uma solugdo, bastando apenas que v nio seja
inteiro.

10. Mostramos, nesta segio, que uma solugao da equagio de-Bessel de ordem zero

Lyl =+ +xy +x'y=0




236

CarituLo Cinco

14,

¢ J,, onde Jy(x) € dada pela Eq. (7) com a, = 1. De acordo com o Teorema 5.6.1, uma segunda solugao tem
a forma (x > 0)

y2(x) = Jo(x) Inx + Z b,x".

(a) Mostre que
o0 oo oo
Liy)(x) = Zn(n - )b + Eub.,x" + Z baX"*? + 2005 (x). (i)
n=2 n=1 n=1
(b) Substituindo a representacido em série de J,(x) na Eq. (i), mostre que
(- 1}"2nxj
2n(nt)?

oo o0
bix + by + Y (nPby + by = -2
n=3 n=1
(c) Note que aparecem apenas poténcias pares de x na expressio a dircita do sinal de igualdade na Eq.
(ii). Mostre que by = by, =bs= ... =0,b, = (1) e que

(ii)

(2n)bys + bsz = —2(=1)"@2n)/2*(n!)’, n=23.4,. ...
Deduza que
by = 1 1+ : b l 1+ l - 1
‘=g 2) ¢ T age 273)
A solugdo geral da relagdo de recorréncia € b,, = (-1)"*'H /2""(n!)*. Substituindo b, na expressio para v,(x),
obtemos a solugdo dada na Eq. (10).

. Encontre uma segunda solugio da equagio de Bessel de ordem um calculando os ¢,(r,) e a da Eq. (24) da

Segdo 5.6 de acordo com as formulas (19) e (20) daquela segdo. Algumas diretrizes para esse calculo sao
as seguintes, Primeiro, use a Eq. (24) desta se¢ao para mostrar que a,(~1) e a/(-1) sdo iguais a 0. Depois
mostre que ¢,(-1) = 0 e, da relagdo de recorréncia, que ¢,(-1) = 0 para n = 3,5, ... Finalmente, use a Eq.
(25) para mostrar que

ap g

ay(r) =

aN=- e+’ P DY 7 YT Ty

e que

—1ym
(=14 m>3.

@) = Dt 2m =D +3) -+ 2m 1) i

Depois mostre que

Com(=1) = (=1)"V(Hp + Hp1)/2"mi(m = 1), m > 1.
Através de uma mudanga adequada de varidvel € possivel, algumas vezes, transformar outra equagio dife-
rencial em uma equagio de Bessel. Por exemplo, mostre que uma solugio de
2y 4 (@@ + L v y=0, x>0
¢ dada por y = x**f{ax®), onde f(£) é uma solugio da equagio de Bessel de ordem v.
Usando o resultado do Problema 12, mostre que a solugdo geral da equagio de Airy
y' —xy=0, x>0

éy =x”2[c1f1(§£ﬂ"2) + c‘Jz(%ﬁ’”)]- onde fi(£) e fi(§) formam um conjunto fundamental de solugdes da
equagdo de Bessel de ordem um tergo.

Pode-se mostrar que J, tem uma infinidade de zeros para x > 0. Em particular, os trés primeiros zeros sao
aproximadamente iguais a 2,405; 5,520 e 8,653 (veja a Figura 5.7.1). Denote por 4, j = 1,2,3, ... 0s zeros de
J; segue que
1, x=0,

T =10, x=1.

Verifique que y = J,(Ax) satisfaz a equagao diferencial
YLy aay=0, x>0

x

Mostre que, portanto,

1
f o) o(Ax)dx =0 se X, # A,
0

=ve - el 68 -

e s

RS
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Esta propriedade importante de J,(2.x), conhecida como propriedade de ortogonalidade, € \itil na resolu-
¢do de problemas de valores de contorno.

Sugestao: escreva a equagao diferencial para J (2 x). Multiplique-a por x/,(3,x) e a subtraia de x/,(4x)
vezes a equacio diferencial para J,(2.x). Depois integre de 0 a 1,
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CAPiTULO

6

A Transformada de Laplace

Muitos problemas priticos de engenharia envolvem sistemas mecanicos ou elétricos sob a agio de forgas
descontinuas ou de impulsos. Os métodos descritos no Capitulo 3 sao, muitas vezes, complicados de usar
em tais problemas. Outro método particularmente adequado para esses problemas, embora possa ser
usado mais geralmente, baseia-se na transformada de Laplace. Vamos descrever. neste capitulo, como
esse método importante funciona, enfatizando problemas tipicos que aparecem nas aplicagoes de enge-
nharia.

6.1 Definicao da Transformada de Laplace

EXEMPLO

Integrais Impréprias. Como a transformada de Laplace envolve uma integral de zero a infinito, ¢ neces-
siario conhecimento sobre integrais improprias desse tipo para apreciar o desenvolvimento subsequente
das propriedades da transformada. Vamos fornecer aqui uma revisao rdpida de tais integrais impréprias.
Se vocé ja estiver familiarizado com integrais improprias, pode querer pular esta revisio. Por outro lado,
se uma integral impropria é novidade para vocé, entao vocé deveria, provavelmente, consultar um livro
de Cilculo, onde encontrard muito mais detalhes e exemplos.

Uma integral impropria em um intervalo limitado ¢ definida como um limite de integrais em interva-
los finitos; assim,

o A
,[._, f(!JdI=J£Pl£ f{f)df, (1}

onde A é um nimero real positivo. Se a integral de a até A existe para todo A > a e se existe o limite quan-
do A — o0, dizemos que a integral imprépria converge para esse valor-limite. Caso contrdrio, a integral
diverge ou nio existe. Os exemplos a seguir ilustram ambas as possibilidades.

Seja f(1) = ¢/, 1 > 0, onde ¢ é uma constante real nio nula. Entao
o A er:
e“dt = lim f e“dr= lim —

[i] A= Jj A= C "

1
= lim —(e” —1).
A-=x C

Segue que a integral impropria converge para o valor —1/c se ¢ < 0 e diverge se ¢ > 0.Se ¢ = 0, 0 integrando f{r)
¢ a fungdo constante igual a 1 ¢ a integral novamente diverge.

Seja f(r) = /1,1 > 1. Entdo

A
amif.=]imf ‘_ffslim InA.
.t A=z fy o A—+0Q

Como lim In A = oo, a integral imprépria diverge.
g 239
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EXEMPLO Seja f(1) = r?,1 > 1,onde p € uma constante real e p # 1,0 caso p = 1 foi considerado no Exemplo 2. Entao

= A 1
3 f 17Pdt = lim tPdt = lim —— (AP — 1),
1 A-sx Jy A—-x 1 -p

o +]
Quando A —» 00,A'* = Osep>1,masA'* - cosep<1. Ponanto.f 1" dt converge para o valor 1/(p - 1)
1

para p > 1, mas diverge (incorporando o resultado do Exemplo 2) para p < 1. Esses resultados sao andlogos

aqueles para a série infinita ): nr

n=1

o0
Antes de discutir a possivel existéncia de f f(t) dt, vamos definir alguns termos. Uma fungio € dita
a

seccionalmente continua ou continua por partes em um intervalo « < ¢ < fse o intervalo puder ser divi-
dido por um nimero finito de pontos @ = 4, < t, < ... <1, = f de modo que

1. fsejacontinua em cada subintervalo abertor, , <t <1,
2. ftenda a um limite finito nos extremos de cada subintervalo por pontos no interior do intervalo.

Em outras palavras, f é seccionalmente continua em um intervalo « < 1 < f se for continua ai excelo por

um nimero finito de descontinuidades do tipo salto. Se f for seccionalmente continua em « < 1 < f para
todo B > «, entdo dizemos que f ¢ seccionalmente continua para > «. A Figura 6.1.1 mostra um exemplo
de uma fungio seccionalmente continua.

A integral de uma fungiio seccionalmente continua em um intervalo finito ¢ simplesmente a soma das

integrais nos subintervalos criados pelos pontos da particdo. Por exemplo, para a fungao f(r) na Figura
6.6.1, temos

B I 5 B
ff(:)dt:f f(:)df+f f(r)d:+f f(t)d:. (2)

e

e e Sy R |
T B

FIGURA 6.1.1 Uma fungdo seccionalmente continua y = f(r).

Para a fungdo na Figura 6.1.1 atribuimos valores para a fungao nos extremos « ¢ g € nos pontos da parti-
¢do t, e f,. No entanto, para as integrais na Eq. (2) ndo importa se a fungdo f(r) estd definida nesses pontos,
ou quais os valores atribuidos a f{r) neles. Os valores das integrais na Eq. (2) pel;‘mancccm 0S Mesmos.

Logo, se f for seccionalmente continua no mlenralo a<t=<A,aintegral f () dt existe. Portanto,

a
se ffor seccionalmente continua para f > a, entao f{r) dr existe para todo A > a. No entanto, a conti-

nuidade por partes nio ¢ suficiente para garantir a conv ergéncia da integral imprépria / f(t) dt,como
mostram os exemplos precedentes. ¢

Se fndo puder ser integrada facilmente em termos de fungdes elementares, a defini¢do de convergén-
oc
ciade | f(r)dt pode ser dificil de aplicar. Muitas vezes a maneira mais conveniente de testar a conver-

a
géncia ou divergéncia de uma integral imprépria é usando o teorema de comparagio a seguir, andlogo a
um teorema semelhante para séries infinitas.

pnalm" ite contfnua parat 1> a, se lj{:)l 4 g(r) quandor > M para alguma constante
K F i LG ‘ a5
(t)dt converge, entido | (Q d: também converge. Por outro lado, se f(r) >,-__' :
T - f(ndt 'bém iver; e
gt faa e g ok a,htil Uil ay

o R el B

£, o

:
{
i
;
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A demonstragio deste resultado de Célculo nio seri dada aqui. Ele se torna plausivel, no entanto, se

o eSS
compararmos as dreas representadas por [M gdee porf If (1)] dt. As fungdes mais dteis para efei-
M

tos de comparagao sio e e r”, que consideramos nos Exemplos 1,2 e 3.

A Transformada de Laplace. Entre as ferramentas muito teis para a resolugio de equagoes diferenciais
estdo as transformadas integrais. Uma transformada integral é uma relagio da forma

A
F(s) :f K(s,0)f () dr, (3)

onde K(s, 1) ¢ uma fungdo dada, chamada de miicleo da transformagio, ¢ os limites de integragio a ¢ p
também sao dados. E possivel que o = —2c ou f = o0, ou ambos. A relagio (3) transforma a fungio fem
outra fungio F, que ¢ chamada a transformada de f.

Existem diversas transformadas integrais titeis em matemadtica aplicada, mas vamos considerar, neste
capitulo, apenas a transformada de Laplace.! Essa transformada ¢ definida da seguinte maneira. Suponha
que f(r) ¢ uma fungdo definida para > 0 e que fsatisfaz certas condigoes gue seriio especificadas mais
adiante. Entdo a transformada de Laplace de f. que denotaremos por L{ftr)} ou por F(s), ¢ definida pela
equacio

ﬁ{f(f)l = F(s) = f 8”"_’.(1) dr, (4)
0

sempre que essa integral impropria convergir. A transformada de Laplace usa o nicleo K(s.1) = ¢ ¥. Como
as solugoes das equagdes diferenciais lineares com coeficientes constantes estdo baseadas na fungio ex-
ponencial, a transformada de Laplace ¢ particularmente util para essas equagoes. A ideia geral ao se usar
a transformada de Laplace para se resolver uma equagao diferencial é a seguinte:

1. Use a relagio (4) para transformar um problema de valor inicial para uma fun¢io desconhecida f no do-
minio dos f em um problema mais simples (de fato, um problema algébrico) para F, no dominio dos s.

. Resolva esse problema algébrico para encontrar F,

. Recupere a fungio desejada f de sua transformada F. Essa Gltima etapa é conhecida como “inverter a
transformada”,

2
3

Em geral, o parimetro s pode ser complexo, e todo o poder da transformada de Laplace sé se torna
disponivel quando F(s) é considerada uma fungdo de varidvel complexa. No entanto, para os problemas
discutidos aqui ¢ suficiente considerar apenas valores reais de s. A transformada de Laplace F de uma
fungdo f vai existir se [ satisfizer determinadas condigdes, como as enunciadas no teorema a seguir.

Suponha que

1. fé seccionalmente continua no intervalo 0 <t < A para qualquer A posili.vo; .

2. Ifir)l < Ke* quando t > M. Nesta desigualdade, K, a e M sdo constantes reais com K e M necessariamente
positivas. sy

Entio, a transformada de Laplace L{f(r)] = F(s), definida pela Eq. (4), existe para s > a.

:

Para estabelecer este teorema, vamos mostrar que a integral na Eq. (4) converge para s > a. Separando
a integral imprdpria em duas partes, temos

M o0
| Terfadn= [ e dit [ e rwa 5)
0 0 M

A primeira integral a direita do sinal de igualdade na Eq. (5) existe pela hipétese (1) do teorema; logo, a
existéncia de F(s) depende da convergéncia da segunda integral. Pela hipdtese (2), temos, para £ > M,

le'f ()] < Ke™*'e" = K™,

'A transformada de Laplace tem esse nome em homenagem 40 eminente matemitico 'francés PS. Laplau?. que esf“d"“ a
relagdo (3) em 1782. No entanto, as técnicas descritas neste capitulo s6 foram_ dcseanxlv:fias um século depois ou mais tarde.
Elas se devem, principalmente, a Oliver Heaviside (1359‘1925)‘ o c"ge{lhelfo elétrica ke movadm". e comoR:
cional, que fez contribuigdes importantes para 0 desenvolvimento e a aplicagdo da teoria eletromagnética.
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e assim, pelo Teorema 6.1.1, F(s) existe se f dt convergir. Pelo Exemplo 1,com @ - s no lugar de -
M .

¢, vemos que essa (iltima integral converge quando a - s < 0, 0 que estabelece 0 Teorema 6.1.2.

A menos que seja dito especificamente o contrério, vamos tratar, neste capitulo, quase que exclusiva-
mente de fungdes que satisfazem as condigdes do Teorema 6.1.2. Tais fungdes sio descritas como seccio-
nalmente continuas e de ordem exponencial quando t — oo. Note que existem fungdes que nio sio de
ordem exponencial quando t — oc. Uma dessas fungdes € (1) = e”. Quando 1 — oo, esta fungio cresce
mais rapidamente do que Ke”, independentemente de quio grande sejam as constantes K e a.

As transformadas de Laplace de algumas fungoes elementares importantes sdo dadas nos exemplos
a seguir,

Seja fir) = 1,1 = 0. Entdo, como no Exemplo 1,

oo e—.ff
cm=f Tt fif
(1]

A—=x ¥

Seja f(1) = e, t = 0. Entdo, novamente referindo-nos ao Exemplo 1,

oC x
L‘{e‘"}:f e"‘e"‘df:f e~ gy
i (4]

1
- = s>a.
s—a
Seja
L O=t<l,
J@O=1k t=1,
0, rt>1,

onde k ¢ uma constante. Em contextos de engenharia, f{r) representa muitas vezes um impulso unitdrio, talvez
uma forga ou uma tensao.

Note que f¢ uma fungio seccionalmente continua. Entdao
1 -5t

L{f(n) =f e dt =f e Mdt = o ..[owd
0 0 §

e
- : . o5=>0.
s

0
Observe que L{f(r)] ndo depende de &, o valor da fungio no ponto de descontinuidade. Mesmo que f(r) ndo
esteja definida neste ponto, a transformada de Laplace de fpermanece a mesma. Logo, existem muitas fungoes,
diferindo de valor em um tnico ponto, que tém a mesma transformada de Laplace.

i pplpes 1 35w G SR T G e TR R e

Seja f(1) = sen ar,r > 0. Entdo
[~ <]
Li{senat) = F(s) = f e “senatdr, 5> 0,
]

Como
A
F(s) = lirnf e “senat dt,
A—mo 0

integrando por partes, obtemos

A
i e " cosat
F@s)= lim | -————

-0 a a

s [A
— f e "cosatdt
é 0

= 1 - ff e " cosatdt.
a aly
Uma segunda integragio por partes fornece
N )
F(s) = - — —2[ e “senat dt
a a Jo

= l - %F(s).
a a
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Portanto, resolvendo para F(s), temos

a
F y ) — —
) T s> 0.

Vamos supor que f| e f, sdo duas fung¢des cujas transformadas de Laplace existem paras >a, €5 > a,,
respectivamente. Entao, para s maior do que o maximo de a, ¢ a,,

Llatfit) + efa(0} = fo‘ e 'eifi() + eafa ()] de

oo 5o
=£‘|f e_ﬂflff}dr—kczf e Mfa(ydr;
0

0
logo

Llafi) + 22 (D) = 1 LIfi(O)} + 2 L(f (D). (6)

A Eq. (6) afirma que a transformada de Laplace ¢ um operador linear, ¢ faremos uso frequente dessa

propriedade mais tarde. A soma na Eq. (6) pode ser prontamente estendida para um nimero arbitrério
de parcelas.

EXEMPLO Encontre a transformada de Laplace de f(r) = 5S¢~ 3 sen 41,1 > 0.
Usando a Eq. (6), escrevemos
LIf(H) =5L{e ¥} — 3L{sendr].
Entao, dos Exemplos 5 e 6. obtemos
5 12
s+2  s2+16°

Lifn}=

5> 0.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 4, esboce o gréfico da fungio dada. Em cada caso determine se fé continua,
seccionalmente continua ou nenhuma das duas no intervalo0 < r < 3,

, D<t<1 £, D<t=<1
. fih)=42+t, 1<t=<?2 2. fin=40¢-1)"" l1l<r=<2
6—1, 2<t=<3 1. 2<t<3
¢, 0D<t<l1 t, 0D<t=<l1
_@f(f}: 1, l<t<2 4. fty=43—-t, 1<r<2
# 3—1, 2<1<3 & 2 <t <3

5. Encontre a transformada de Laplace de cada uma das fungdes a seguir:
(a) f(t)=t
(b) f(y=12
(¢) A(T)=r,ondenéum inteiro positivo.
6. Encontre a transformada de Laplace de f(r) = cos at, onde a ¢ uma constante real.

Lembre que cosh bt = (e” + ¢)/2 e senh bt = (¢” — ¢*)/2. Em cada um dos Problemas de 7 a 10, encontre a
transformada de Laplace da fungdo dada; a e b sdo constantes reais.

@f(f) = cosh bt e (1) =senh bt
9. f(t) = e* cosh b 16, (1) = e“senh bt

Em cada um dos Problemas de 11 a 14, lembre que cos bt = (¢* + e**)/2 ¢ sen bt = (¢* — e**)/2i. Supondo que as
formulas de integragdo elementares podem ser estendidas para esse caso, encontre a transformada de Laplace

fungdo dada; a e b sdo constanles reais.
11,/ f(t) =senbt 12. f(r) = cosbt

13. f(r) = e*senbt £(6) = e cosbt

Em cada um dos Problemas de 15 a 20, use int€gragao por partes para encontrar a transformada de Laplace da
fungdo dada; n é um inteiro positivo e @ € uma constante real.
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f() =te” 16. f(r) =tsenat
f(t) = tcoshat @f(:} = e
19. f(t) = t*senat 20. f(t) = *senhar

Em cada um dos Problemas de 21 a 24, determine se a integral dada converge ou diverge.

21. fx(r=+1r‘d: @f te”! dt
0 [

23. f 2 dt 24, f e ' costdt
1 i

s N

25. Suponha que fe f’ sdo continuas em 1 > 0 e de ordem exponencial quando ¢ — oc. Integrando por partes,
mostre que, se F(s) = L{f()]. entdo lim F(s) = 0. O resultado continua vilido sob condi¢bes menos restri-
tivas, como as do Teorema 6.1.2.  *

@ A Fungio Gama. A fungdo gama é denotada por I'(p) e definida pela integral
Mp+1) _—.f e xP dx. (i)
0

A integral converge quando x — oo para todo p. Para p < 0 também ¢ imprépria, porque o integrando torna-se
ilimitado quando x — 0. No entanto, pode-se mostrar que a integral converge em x = () para p > ~1.

(a) Mostre que, parap >0,

Cip+1)=plip).
(b) Mostre que I'(1) = 1.
(c) Sep for um inteiro positivo, mostre que

Fn+1)=n.

Como I'(p) também estd definido quando p ndo ¢ inteiro, esta fungio fornece uma extensio da fungao
fatorial para valores ndo inteiros da varidvel independente. Note que também € consistente definir 0! = 1.
(d) Mostre que, para p >0,

pp+Dp+2)---(p+n—=1)=T(p+n)/Tip).

Assim, I'(p) pode ser determinado para todos os valores positivos de p se I'(p) for conhecido em um tni-
co intervalo de comprimento um, digamos, em 0 < p < 1. E possivel mostrar que I' () = /7. Encontre
rz)er(y).

27. Considere a transformada de Laplace de ", onde p > -1.
(a) Usando o Problema 26, mostre que

=] 1 e
;_-“p} =f e NP dt = —f e " dx
0 s Jo

=T+, s>0.
(b) Seja pigual a um inteiro positivo n em (a); mostre que

L") =nYs™, s>0.
(c) Mostre que
3 2 w i
*c"_”"}=ﬁf e dy, s>0.
0

E possivel mostrar que

j e dx = ﬁ:
0 2
portanto,

L P =/nfs, s>0.
(d) Mostre que

f.{{‘ﬂ} = JJ’?{{ZS"'Z). s> 0.
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6.2 Solucao de Problemas de Valores Iniciais

Nesta se¢do vamos mostrar como a transformada de Laplace pode ser usada para resolver problemas de

valor inicial para equagdes diferenciais lineares com coeficientes constantes. A utilidade da transformada
de Laplace nesse contexto reside no fato de que a transformada de f' est

. 2 ‘ e d relacionada de maneira simples
a transformada de f. Esta relagio estd explicitada no teorema a seguir.

Teorema 6.2.1 Suponha que f¢é continua e que f"' é seccionalmente continua em qualquer intervalo 0 < t < A. Suponha,
= alémdisso, que existem constantes K, a e M tais que If(t)| < Ke* para t > M. Entio Lf(1)) existe para
s > ae,além disso,

LIf (O} = sL{f () — £(0). (1)

Para provar este teorema. vamos considerar a integral

A
f e'f'(t) dt.
0
Se f' tem pontos de descontinuidade no intervalo 0 < 1 < A, vamos denoti-los por i, ts, ..., 1, Podemos,

entio, escrever essa integral como

A ] 1 A
/ e (D dt = f e () dt + f e f'de -+ f e~sf' (1) dt.
0 0 T,

3|

Integrando cada parcela & direita do sinal de igualdade por partes, obtemos

A f o s .
f e f'(ydt=e "'f{r)‘u +f.‘_'”f(f)1r +- e f(1)
1 1

i'| iz A
+s[f e‘-"’f(r)durj e“’f(r)dr+---+[ e‘-"f(:)dr].
1] n L,

A
In

Como f ¢ continua, as contribui¢des em . t,, .... f, das parcelas integradas se cancelam. Combinando as
integrais, obtemos
A

A
f ety dt = e f(A) — F(0) + .\'f e “'f(t)dt.
0 (

)

Para A > M, temos [f(A)l < Ke*!; em consequéncia, le*f(A)l < Ke-**', Portanto, e**f(A) — 0 quando
A — oo sempre que s > a. Logo. para s > a,

C{f'(O) = sL{f (@)} - £(0),

0 que prova o teorema.
Se f' e f” satisfazem as mesmas condigdes impostas em fe f', respectivamente, no Teorema 6.2.1, entio
a transformada de Laplace de f” também existe para s > a e ¢ dada por

cif" () = s L{f @)} — sf(0) — f(0). @)

De fato, desde que a fungio f e suas derivadas satisfagam condigoes adequadas pode-se obter uma ex-
pressdo para a n-ésima derivada f”’ através de aplicagdes sucessivas desse teorema. O resultado € dado

no coroldrio a seguir.

Corolario 6.2.2 Su’poﬁha que as fungdes f, f', ..., f+V sdo continuas € que fo.é _s;oc_lgpahne-qte continua em qualquer
intervalo 0 < f < A. Suponha, além disso, que existem constantes K, a e M tais que If{7)] < Ke=. U‘”(%{:s

Ke*, .., |f)(0)l < Ke* para ¢ > M. Entio, LIf?(t)] existe paras >ae édadopor
KGR 1z s g bl ) o J*Lﬁw{f@m} FREUOE su‘??fgo?.ﬁfm‘:f‘:ﬁ%’,{%;j ” R

11 mhstiererl Bt biTe es

i
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Vamos mostrar, agora, como a transformada de Laplace pode ser usada para resolver problemas de
valor inicial. Sua utilidade maior é em problemas envolvendo equagdes diferenciais ndo homogéneas,
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como mostraremos em se¢des mais adiante neste capitulo. Entretanto, vamos comegar olhando algumas
equagdes homogéneas, que sdo um pouco mais simples.

Vamos considerar a equagio diferencial
y'=y=2y=0 (4)
com condigdes iniciais
yO =1, y0=0. (5)
Este problema pode ser resolvido facilmente pelos métodos da Segio 3.1. A equagio caracteristica é
P=r=2=(r-2)(r+1)=0, (6)
e, em consequéncia, a solugao geral da Eq. (4) é
y=ce" + e (7

Para satisfazer as condigdes iniciais (5). precisamos ter ¢; + ¢. = 1 € —¢; + 2¢, = 0;logo, ¢, =
que a solugao do problema de valor inicial (4) e (5) €

y=¢) = gt’ 4 t’ (8)

Vamos agora resolver o mesmo problema usando a transformada de Laplace. Para fazer isso precisamos
supor que o problema tem uma solugiio y = ¢(r) tal que as duas primeiras derivadas satisfagam as condigdes do
Coroldrio 6.2.2. Entio, calculando a transformada de Laplace da equagao diferencial (4). obtemos

Lly"} = LUy} = 2Ly} =0, 9)

onde usamos a linearidade da transformada para escrever a transformada de uma soma como a soma das trans-
formadas separadas. Usando o coroldrio para expressar £(y"} e £[y’| em fungiio de L[y}, a Eq.(9) fica

[T
L]
(x}

]

s L{y} = sy(0) = y'(0) — [sC{y} — y(0)] = 2L{y) = 0.
ou
(=5 =2)Y(9) + (1 = 5)y(0) = ¥'(0) = 0, (10)

onde Y(s) = L{y]. Substituindo os valores de y(0) e y'(0) dados pelas condigdes iniciais (3) na Eq. (10) ¢ depois
resolvendo para Y(s), obtemos
s—1 s—1

$=5—2 (-2)6+1) (1)
Obtivemos, assim, uma expressio para a transformada de Laplace Y(s) da solugio y = ¢(r) do problema de
valor inicial dado. Para determinar a fungio ¢ precisamos encontrar a fungdo cuja transformada de Laplace ¢é
Y(s) dada pela Eq. (11).

Isso pode ser feito mais facilmente expandindo-se a expressio a direita do sinal de igualdade na Eq.(11) em
fragoes parciais. Escrevemos, entao,

Y(s) =

s—1 _a % b als+1)+b(s—-2)
G-D6+D 5-2 5+1°  G-26+D (12)
onde os coeficientes a e b tém que ser determinados. Igualando os numeradores da segunda com a quarta ex-
pressao na Eq. (12), obtemos

Y(s)=

s=1=a(+1)+b(s—2),

uma equagao que tem que ser satisfeita para todos os valores de s. Em particular, fazendo s = 2 temos que a =
%. Analogamente, se s = -1, entdo b = % Substituindo esses valores para a e b, respectivamente, temos
1/3 2/3
o TS s P s
=5+ (13)
Finalmente, usando o resultado do Exemplo 5da Segéo 6.1, temos que 3 1¢” tem transformada 1 3(s =2)"'; analo-

gamente, a transformada de Je"‘ 3(s + 1), Portanto, pela linearidade da transformada de Laptace
y=¢@ =13} +3e"

tem transformada (13) e €, portanto, solugdo do problema de valor inicial (4), (5). Note que ela satisfaz as con-
digdes do Coroldrio 6.2.2, como supusemos inicialmente. E claro que essa ¢ a mesma solugdo que obtivemos
antes.

o s TP P TR
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O mesmo procedimento pode ser aplicado a equagdes lineares gerais de segunda ordem com coefi-
cientes constantes

ay" +by' +cy = f(1).1 (14)

Supondo que a solugdo y = ¢(r) satisfaz as condigdes do Corolirio 6.2.2 para n = 2, podemos calcular a
transformada da Eq. (14) obtendo, assim,

als” Y (s) — sy(0) = ¥ ()] + b[sY (s) — y(0)] 4+ cY(s) = F(s), (15)
onde F(s) ¢ a transformada de f(r). Resolvendo a Eq. (15) para Y(s), encontramos
(as + b)y(0 :
Y(s) = 1)y( ) +ay'(0) ‘ Fs) . (16)
as*+bs +c as® + by + ¢ '

O problema, entao, esta resolvido, desde que possamos encontrar a fungio v = ¢(r) cuja transformada ¢é
Y(s).

Mesmo nesse estdgio inicial de nossa discussio, podemos apontar algumas das caracteristicas essen-
ciais do método de transformada. Em primeiro lugar, a transformada Y(s) da fungio desconhecida y =
@(1) € encontrada resolvendo-se uma equagao algébrica em vez de uma equagio diferencial, a Eq. (10)
em vez da Eq. (4) no Exemplo 1. ou, em geral, a Eq. (15) em vez da Eq. (14). Essa ¢ a chave da utilida-
de da transformada de Laplace para resolver equagdes diferenciais ordindrias lincares com coeficientes
constantes — o problema ¢ reduzido de uma equagio diferencial para uma equagio algébrica. A seguir,
a solugdo satisfazendo as condigoes iniciais dadas € encontrada automaticamente. de modo que a tarefa
de determinar os valores apropriados para as constantes arbitrdrias na solugao geral nio aparece. Além
disso, como indicado na Eq. (15), as equagdes nao homogéneas sido tratadas exatamente da mesma forma
que as homogéneas; nio € necessario resolver primeiro a equagdo homogénea correspondente. Finalmen-
te, 0 método pode ser aplicado da mesma forma para equagoes de ordem maior, desde que suponhamos
que a solugdo satisfaz as condigdes do coroldrio para o valor apropriado de n.

Observe que o polindbmio as™ + bs + ¢, no denominador da fragao a direita do sinal de igualdade na Eq.
(16), ¢ precisamente o polindmio caracteristico associado a Eq. (14). Como a expansio de Y(s) em fra-
¢oOes parciais para determinar ¢(r) necessita da fatoragio desse polindmio, a utilizagdo da transformada
de Laplace nio evita a necessidade de se encontrar as raizes da equacdo caracteristica. Para equagdes de
ordem maior do que dois isso pode ser um problema algébrico dificil, especialmente se as raizes forem
irracionais ou complexas.

A dificuldade maior que ocorre ao se resolver um problema de valor inicial pela téenica da transfor-
mada estd na determinacio da fungio y = ¢(1) correspondente a transformada Y(s). Esse problema ¢
conhecido como o problema de inversdo da transformada de Laplace: ¢(1) ¢ chamada a transformada
inversa correspondente a Y(s) ¢ o processo de encontrar ¢(r) a partir de Y(s) € conhecido como inverter a
transformada. Usamos, também, a notagio £ '|Y(s)] para denotar a transformada inversa de Y(s). Existe
uma férmula geral para a transformada de Laplace inversa, mas ela precisa de familiaridade com a teoria
de fungdes de uma varidvel complexa, ¢ ndao vamos considerd-la neste livro. No entanto, ainda ¢ possivel
desenvolver muitas propriedades importantes da transformada de Laplace e resolver muitos problemas
interessantes sem usar varidveis complexas.

Ao resolver o problema de valor inicial (4), (5) ndo consideramos o problema da possivel existéncia
de outras fungdes, além da dada pela Eq. (8), que também tenham a transformada (13). Sabemos,
do Teorema 3.2.1, que o problema de valor inicial ndo tem outras solugdes. Consistente com esse fato,
pode-se mostrar que se fe g sio fungdes continuas com a mesma transformada de_ La‘place. entio fe g
sdo idénticas. Por outro lado, se fe g s6 sdo seccionalmente continuas, elas podem diferir em um ou mais
pontos de descontinuidade ¢ ainda terem a mesma transformada de Laplace; veja 0 Exemplo 6 na Segao
6.1. Essa falta de unicidade da transformada de Laplace inversa para fungdes seccionalmente continuas
ndo tem importancia pritica nas aplicagoes.

Entio, existe, essencialmente, uma bijegdo entre as fungoes e suas transformadas de Laplace. Esse
fato sugere a compilagdo de uma tabela, como a Tabela 6.2.1, que fornece as transformadas d-as fungdes
encontradas com mais frequéncia e vice-versa. As fungdes na segunda coluna daTabela 6.2.1 sao as trans-
formadas das fungdes na primeira coluna. Talvez mais importante, as fungdes na primeira coluna sdo as
transformadas inversas das fungdes na segunda coluna. Assim, por exemplo, sea transformada da so]uc_;ao
de uma equagio diferencial ¢ conhecida a solugdo pode ser encontrada, muitas vezes, olhando-se sim-
plesmente na tabela. Algumas das fungdces na Tabela 6.2.1 foram usadas.com_o exemplos, ou}ras aparecer_n
como problemas na Se¢do 6.1, enquanto outras vao ser encontradas mais adiante neste capitulo. A tercei-
ra coluna da tabela indica onde pode ser encontrada a de:duc;éo. da transf0qnada da[:la. Embora z!'l"abel.a
6.2.1 seja suficiente para os exemplos e problemas dados neste livro, estdo disponiveis tabelas muito mais
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TABELA 6.2.1 Transformadas de Laplace Elementares

f)=LF(s)} F(s) = LIf (0} Notas
1.1 % s=>0 Segio 6.1;Ex. 4
1
2, o _— s>a Seciao 6.1:Ex. 5
s—a
!
3. ", n= inteiro positivo s::" s>0 Secio 6.1; Prob, 27
r 1
4. 17, p>-1 —%:—t—-l. s=>0 Segdo 6.1; Prob. 27
5. senat ,Lz. §s>0 Segdo 6.1;Ex. 7
s +a
6. cosat ESaw (9L Secdo 6.1; Prob. 6
st +a?
7. senhar z—a-—z, s > |a| Secdo 6.1; Prob. 8
55 -0
8. coshat ,;2. s > |a| Se¢do 6.1; Prob. 7
st—a
9. e"senbt -b— s>a Segdo 6.1; Prob. 13
. e"sen P Y ¢io 6.1; ;
10. e cosbt L e R Seg¢iio 6.1:Prob. 14
(s —a)? +b*
!
11. "e”, n = inteiro positivo —L—. s>a Segiio 6.1; Prob. 18
(_’. - a)"“
[ R
12. u.(r) —= s>0 Segio 6.3
13, w(0fit—1o e Y F(s) Segio 6.3
14. e“f(1) F(s —¢) Segio 6.3
15. fct) Ly (i) o g0 Secdo 6.3; Prob. 25
¢ \c
¢
16. f fe—r)g(r)dr F()G(s) Segio 6.6
0
17. 8@t —¢) e ™ Segao 6.5
18. f™(0) S"F(s) — "' f(0) = - = f"D(0) Segio 6.2 _
19. (=0)°f(@) F'" (s) Segdo 6.2; Prob. 28
completas (veja a lista de referéncias no final deste capitulo). Transformadas e transformadas inversas i
também podem ser encontradas através da utilizagio de sistemas algébricos computacionais. :
Com frequéncia, uma transformada de Laplace F(s) pode ser expressa como uma soma de diversas 4
parcelas, 3
F(s) = F1(s) + Fa(s) + - - - + Fu(s). (17) 3
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Suponha que f,(r) = LY F,(s)), ....[,(1) = L'|F,(s)]. Entdo, a funcdo
fO =HO+ -+ fuld)

tem a transformada de Laplace F(s). Pela unicidade enunciada anteriormente ndo existe outra fungio
continua ftendo a mesma transformada. Assim,

L) = LTHRO) +- - + LTHF ()] (18)

ou seja, a transformada de Laplace inversa também € um operador linear.

E conveniente, em muitos problemas, usar essa propriedade decompondo uma transformada dada em
uma soma de fungdes cujas transformadas inversas ja sdo conhecidas ou podem ser encontradas em uma
tabela. Expansdes em fragoes parciais sao particularmente titeis nesse contexto, e um resultado geral co-
brindo muitos casos ¢ dado no Problema 38. Outras propriedades tteis da transformada de Laplace serdo
deduzidas mais tarde neste capitulo.

Os exemplos a seguir fornecem ilustragdes adicionais da técnica de resolugdo de problemas de valor
inicial usando transformada de Laplace e expansiao em fragdes parciais.

Encontre a solugao da equagdo diferencial
v +y=sent, (19)
satisfazendo as condigdes iniciais
y(0) =2, Vi) =1, (20)

Vamos supor que esse problema de valor inicial tem uma solugdo y = ¢(r) com as duas primeiras derivadas
satisfazendo as condigoes do Corolidrio 6.2.2. Entio, calculando a transformada de Laplace da equagio dife-
rencial, temos

SY () —sy(0) = y'(0) 4 Y(5) =2/(s* + 4),

onde a transformada de sen 2¢ foi obtida da linha 5 na Tabela 6.2.1. Substituindo y(0) ¢ y*(0) pelos valores dados
nas condigoes iniciais e resolvendo para Y(s), obtemos

257 +5 +8+6

Y(s)= m (21)
Usando fragdes parciais, podemos escrever Y(s) na forma
Yis) = as+b os+d _ las+ by(s® + 4) + (cs + d)(s* + l). 22)

S T (2 + 1)(s* +4)
Expandindo o numerador da fragdo a direita do segundo sinal de igualdade na Eq. (22) e igualando-o ao nu-
merador na Eq. (21), encontramos

257+ +85+6=(a+0)s + (b+d)s’ +@a+o)s+ (4b+d)

para todo s. Entdo, comparando os coeficientes de mesma poténcia de s, temos
a-+c=2, b4+d=1,

da+c=8  4db+d=6.
Em consequéncia,a = 2,¢ = 0,b =3 e d = -3, donde
2s 5/3 2/3

Y{S)=.\T+_1+s—1-_i-_l_m' (23)
Das linhas 5 e 6 na Tabela 6.2.1, a solugiio do problema de valor inicial dado é
y = (1) = 2cost + jsent — jsen2t. 24)
Encontre a solugdo do problema de valor inicial
ym —y=0, @5)
y0=0, yO=1 Y O©=0 " 0)=0 (26)
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Neste problema precisamos supor que a solugo y = ¢(/) satisfaz as condi¢oes do Coroldrio 6.2.2 paran =4,
A transformada de Laplace da equagdo diferencial (25) é

'Y (5) — s v(0) — 87y (0) — 5y"(0) — y"(0) — Y(5) =
Entdo. usando as condigdes iniciais (26) e resolvendo para Y(s), temos

2
Y(s) = 1 (27)
Uma expansio em fragoes parciais para Y(s) é
as+b cs+d
KRseTT Y Em
e segue que
(as+b)(F+ 1)+ (cs+d)(* - 1) =5 (28) &

para todo s. Fazendo s = 1 e s = -1, respectivamente, na Eq. (28), obtemos o par de equagoes Y
2@+ b)y=1, 2(-a+b) =1, 3

e,portanto,a=0e b = % Se fizermos s = 0 na Eq. (28),entdo b —d =0.de modo que d = % Finalmente.igualando
as parcelas contendo as poténcias ctibicas nos dois lados da Eq. (28). encontramos que a + ¢ = (), logo ¢ = 0.

Assim,
1/2 1/2
Y(s)= 5 —I+53+1' (29)
e, das linhas 7 e 5 da Tabela 6.2.1. a solugdo do problema de valor inicial (25), (26) é
senh t +sent
y=plt) = ————. (30)

As aplicagdes elementares mais importantes da transformada de Laplace estao no estudo de vibragoes
mecénicas e na andlise de circuitos elétricos: as equagoes que governam esses fendmenos foram deduzi-
das na Secio 3.7. Um sistema mola-massa em vibragio tem equagio de movimento

s dv
{d: —+A-. = F(1), (31)

onde m é a massa, y é o coeficiente de amortecimento, k ¢ a constante da mola e F(r) € a for¢a externa
que estd sendo aplicada. A equagido que descreve um circuito elétrico com indutdncia L, resisténcia R e
capacitancia C (um circuito LRC) €

d’Q
L= Rd ¥ = Q E(), (32)

4
onde Q(1) € a carga no capacitor e E(r) ¢ a tensdio apl:cada. Em termos da corrente I(r) = dQ(r)/dt, pode-
mos diferenciar a Eq. (32) e escrever ¢

dl  .dl 1, dE i
L—4+R—+ == —1r
ag Thg T = e, (33)

Também tém que ser dadas condigoes iniciais adequadas para v, Q ou 1.

Observamos anteriormente, na Segdo 3.7, que a Eq. (31) para o sistema mola-massa e a Eq. (32) ou
(33) para o circuito elétrico sdo idénticas matematicamente, diferindo, apenas, pela interpretagao das
constantes e varidveis que aparecem nelas, Existem outros problemas fisicos que levam & mesma equagio
diferencial. Assim, uma vez resolvido o problema matematico sua solugido pode ser interpretada para
cada problema fisico correspondente de interesse atual.

Nas listas de problemas ao final desta e de outras se¢oes neste capitulo sao dados muitos problemas de
valor inicial para equagdes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes. Muitos
podem ser interpretados como modelos de sistemas fisicos particulares, mas, em geral, nio explicitamos
isso.

e Y S
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PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 10, encontre a transformada de Laplace inversa da fungdo dada.

#-_—@F(")=m Z F($J~‘=(—S—_4T}—3—
@F(ﬂ=§?§m‘ 4 F(s;:;%
5. F(s) = % OF“’ = 4
7. F(s) = ;% % Fis)= %%lg
9. F(s) = ﬁg 0. Koy m F%z%:ﬁ

Em cada um dos Problemas de 11 a 23, use a transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial
dado.

IL ¥y —y —6y =0 yih =1, ¥v()=-
YV +3y+2y=0 yi)y=1, YO =0

g y' =2y +2y =0 vy =0, yYh=1

4. y' — 4y +4y = 0; ¥ =1, y=1

15. y" =2y +4y =0 y0)=2, y)=0
y"+2y’+5v=U' y0y=2, y(0)=-1

yH —dy" 4 6y” — 4y +y=0; vy =0, y=1, y O =0, y"(0)=1

y““ —y=0 yihy=1. =0, y'H=1, y(O)=0

19. y —4y =0, y=1. Yy =0, y0)=-2, y'(0)=

20, y' +wly=cos2t, w*#4  yO) =1, y(0)=0

21, y" =2y 4+ 2y = cost; yi0)=1, Y0 =

22, y' =2y 4+ 2y =e"t ¥0) = Y =1

23 y' 4+ y=4e" y) =2, y@=-1

Em cada um dos Problemas de 24 a 26, encontre a transformada de Laplace Y(s) = £{y} da solugio do problema
de valor inicial dado. Serd desenvolvido um método para determinar a transformada inversa na Segio 6.3,

I, O0<t<m, ;
24. y"+4_v=l0 n;;; y0) =1, y0) =0
OF@ by (o OEERL e B i =0
L/ AR R TSR A
, 0=<r<l, y
ZG.y“Hy:‘l 1;;:90. ¥y 0 =0, yO =

27. As transformadas de Laplace de certas fungdes podem ser encontradas de modo conveniente pelas suas
expansdes em séries de Taylor.

(a) Use asérie de Taylor parasen?
( l)n'bl-bl
sent = E 1)

e, supondo que a transformada de Laplace dthla séne pode ser calculada termo a termo, veriﬁque que

Llsent} = ;-?_-i-_l s> 1.
(b) Seja
(senr);’f t#0,
fly= r a0

Encontre a série de Taylor de f em torno de £ = 0. Supfmdo que a transformada de Laplace desta fungio
pode ser calculada termo a termo, verifique que
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Qs Problemas de 28 a 36 tratam da diferenciagdo de transformadas de Laplace.

L{f()} = arctan(1/s), s> 1.

(c) A fungdo de Bessel de primeira espécie de ordem zero J,, tem série de Taylor (veja a Segdo 5.7)

lﬂ_ﬂ
Jy(t) = Z( 4

2n(nl)y? ”
Supondo que as transformadas de Laplace a seguir podem ser calculadas termo a termo, verifique que
L= +D72, s5>1,

Lio(V)} =s7"e V9, s> 0.

Seja
F(s) = f e "f(t)dr.
0

E possivel mostrar que enquanto fsatisfizer as condigdes do Teorema 6.1.2, pode-se diferenciar sob o sinal

de integral em relagdo ao parametro s quando s > a.

(a) Mostre que F'(s) = L[-f(1)).

(b) Mostre que F*)(s) = L{(~1)"f(r)}; portanto, derivar a transformada de Laplace corresponde a multipli-
car a fungdo original por —t.

Em cada um dos problemas de 29 a 34, use o resultado do Problema 28 para encontrar a transformada de La-
place da fungdo dada; a e b sdo nimeros reais e n € um inteiro positivo.

29, f(y=1e" 30. f(1) = *senbt
3L f@y = 32. f(1) =1"e”

f(t) = te"senbt 34, f(r) = te* cos bt
35. Considere a equagio de Bessel de ordem zero

36.

37.

y'+y +ty=0.

Lembre da Segdo 5.4 que t = 0 é um ponto singular regular para esta equagio ¢, portanto, as solugdes
podem se tornar ilimitadas quando r — 0. No entanto, vamos tentar determinar se existem solugoes que
permanecem limitadas em £ = 0 ¢ tém derivadas finitas ai. Supondo que existe uma tal solugdo y = ¢(1), seja
Y(s) = L{(0).

(a) Mostre que Y(s) satisfaz

A+5)Y'(5) +sY(s) =

(b) Mostre que Y(s) = c(1 +5°)"*, onde ¢ é uma constante arbitrdria.
(c) Escrevendo (1 +s°)'? =57'(1 + 5%) "% expandindo em uma série binomial vailida para s > 1 e supondo
que ¢ permitido inverter a transformada termo a termo, mostre que

(= 1)1’::21‘!
Z 2 (1) = clp(D),

onde J, € a fungio de Bessel de primeira espécie de ordem zero. Note que Jy(0) = 1 e que J; tem derivada
finita de todas as ordens em ¢ = 0. Foi demonstrado na Segio 5.7 que a segunda solugio desta equagio
torna-se ilimitada quando ¢ — 0.

Para cada um dos problemas de valor inicial a seguir, use os resultados do Problema 28 para encontrar
a equagdo diferencial satisfeita por Y(s) = L{¢(r)}, onde y = ¢(r) é a solugao do problema de valor inicial
dado.

(a) y'=ty=0;  y0)=1, y(0) =0 (equagiodeAiry)

(b) A=) =2ty +af@+1)y=0;, y0)=0, y(0) =1 (equagiode Legendre)

Note que a equagdo diferencial para Y(s) é de primeira ordem no item (a), mas ¢ de segunda ordem no
item (b). Isso ilustra o fato de que a transformada de Laplace nem sempre € Gtil para se resolver equagoes

diferenciais com coeficientes varidveis, a menos que todos os coeficientes sejam, no mdximo, fungoes line-
ares da varidvel independente.

Suponha que

i
S(f)=fuf(f)df-

Y

o

B L

Bl R D T TR - T T
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Se G(s) e F(s) sdo as transformadas de Laplace de g(r) e fln), respectivamente, mostre que
G(s) = F(s)/s.

Vamos mostrar, neste problema, como se pode usar uma expansio geral em fragdes parciais para se calcu-
lar muitas transformadas de Laplace inversas. Suponha que

F(s) = P(s)/Q(s),

onde Q(s) € um polindbmio de grau n com raizes distintas r, ..., r,.e P(s) ¢ um polindmio de grau menor do
que 7. Nesse caso, € possivel mostrar que P(s)/Q(s) tem uma expansio em fragdes parciais dz forma

@ = AI + R + An .
0)  s—n S—ry ()
onde os coeficientes A,. ..., A, precisam ser determinados,

(a) Mostre que

Ay =Plro/Q'(re), k=1,...,n. (i)
Sugestao: um modo de fazer isso ¢ multiplicar a Eq. (i) por s - r, ¢ depois tomar o limite quando s — r,.
(b) Mostre que

= n P(ry) el
LF($)) :E—ﬁQ’lme ] (iii)

6.3 Funcdes Degrau

Na Secio 6.2 esbogamos o procedimento geral usado ao se resolver um problema de valor inicial através da
transformada de Laplace. Algumas das aplicagoes elementares mais interessantes do método de transforma-
da ocorrem na solugio de equagdes diferenciais lineares sob a agéo de fungdes descontinuas ou de impulso.
Equagoes desse tipo aparecem com frequéncia na andlise do fluxo de corrente em circuitos elétricos ou nas
vibragdes de sistemas mecinicos. Nesta e nas segoes seguintes vamos desenvolver algumas propricdades adi-
cionais da transformada de Laplace tteis na solugdo de tais problemas. A menos que se diga explicitamente
o0 contririo, supomos que todas as fungdes a seguir sio seccionalmente continuas e de ordem exponencial, de
modo que suas transformadas de Laplace existem pelo menos para s suficientemente grande.

Para tratar de maneira efetiva fungdes com saltos, € titil definir uma fungio conhecida como fungio
degrau unitario, ou fungio de Heaviside.

Esta fungdo serd denotada por u, e ¢ definida por

0, r<c,
uc(r)=[1 g c=0. (1)

A Figura 6.3.1 mostra o gréfico de y = 1,(¢). Atribuimos, de forma um tanto arbitréria, o valor um a u_em
t = c. Entretanto, para uma fungio seccionalmente continua como u, lembre-se de que em geral o valor
em um ponto de descontinuidade ¢ irrelevante. O degrau também pode ser negativo. Por exemplo, a
Figura 6.3.2 mostra o grifico de y = 1 —u,(1).

y 4 A E W% ,._ =
1 ..} e | =
1 -—— 1 - " : —‘—
: Cand 551 "1: by t::.:':!_ *t :r:i.a_“_"- ‘
| Lal s ""
1 A s
c t c t
FIGURA 6.3.1 Griéfico de y = u(1). FIGURA 6.3.2 Gréficode y =1 -u(r).

Esboce o grifico de y = h(r), onde
(1) = ux (1) =220, 120.
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Da definigdo de u(r) na Eq. (1), temos

0-0=0, 0<t<m,
hih=41-0=1, mw<t<2nm,
1-1=0, 27 <t < o0.

Logo, a equagdo y = h() tem o gréfico ilustrado na Figura 6.3.3. Pode-se pensar nessa fun¢ao como um pulso
retangular.

i I
I
I
I
| | =

3n t

FIGURA 6.3.3 Grilficode y = u (1) - u,,(t).

n o
'-‘-'1"-

n

Considere a fungio i

EXEMPLO :
2, 0<r<4d, %
2 _
: ., 4<t<T, , i
FO=1_1, 7121<9, @ ¥
1, t>9,

cujo grifico aparece na Figura 6.3.4. Expresse f{1) em termos de w (7).

=

o«

2 4 6 8 10 12 ¢

'IF —

FIGURA 6.3.4 Grifico da fungdo na Eq. (2).

Comegamos com a fungio f,(r) = 2, que coincide com f(r) em [0, 4). Para produzir o salto de trés unidades
em t =4 somamos 3u,(r) a f,(1), obtendo

L N S o o

F(0) =2+ 3uy(t),
que coincide com f{r) em [0, 7). O salto negativo de seis unidades em r = 7 corresponde a somar — 6u,(1), 0 que dé
f3(0) = 2 4 3uy(r) — 6uy(r).
Finalmente, precisamos somar 2u,(r) para corresponder ao salto de duas unidades em ¢ = 9. Obtemos, entio,
F0) =2 4 3uy(t) — 6u(r) + 2uy(1). (3)

4
3

A transformada de Laplace de u, é determinada facilmente:

Llus(1)) =f e u.(t) dt=f e dt
0 [

=—, s> 0. (4)
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Pa_ra uma fungao f dada, definida para 1 > 0, vamos considerar muitas vezes a fungdo relacionada g
definida por

0| I<c
y=g(t) = %
8 flt—¢), 1>e¢,

que representa uma translacdo de f por uma distincia ¢ no sentido dos ¢ positivos: veja a Figura 6.3.5. Em
termos da fungio degrau unitdrio, podemos escrever g(f) na forma conveniente

g() = u ()f(r—c).

A fungdo degrau unitdrio € particularmente importante no uso da transformada devido a relagio dada
a seguir entre a transformada de f(r) ¢ a de sua translacao u(Oft - c).
¥4 ¥y

£(0) i/\ f£(0) /\
I
c

(a) (b)
FIGURA 6.3.5 Uma translagio da fungao dada. (a) y = fir); (h) y = u(nfie-c).

Se F(s) = L{f(r)] existe paras > a > 0 e se ¢ é uma constante positiva, entdo

L{u (0Of(t — )y = e “L{f (1)) = e “F(s), 5>da. (5)
Reciprocamente, se f(r) = £'|F(s)], entdao .
u (Df(t — ¢) = L7{e"“F(s)). (6)

O Teorema 6.3.1 diz simplesmente que a translagio de f{r) por uma distancia ¢ no sentido dos r posi-
tivos corresponde i multiplicagio de F(s) por e*. Para provar o Teorema 6.3.1 basta calcular a transfor-
mada de w (1)f(r - c¢):

Llu)f(t—c)} = f e u (0f(t —e)de
0

:f e f(t—c)dr.

I

Fazendo uma mudanga na varidvel de integragio &£ = 1 — ¢, temos

CluDf (=€) =f e SIS (E) dE =e“’f0 e~ f (&) dt
i}

= e “F(s).

Isso estabelece a Eq. (5): a Eq. (6) segue calculando-se a transformada inversa na Eq. (5). .

Um exemplo simples desse teorema ocorre quando f(r) = 1. Lembrando que L{1} = 1/s, temos imedia-
tamente, da Eq. (5), que L{u,(r)] = e='/s. Esse resultado estd de acordo com o da Eq. (4). Os Exemplos 3 e
4 ilustram ainda mais como o Teorema 6.3.1 pOdE ser usado no cdlculo de transformadas e transformadas

inversas.

Se a fungao f for definida por
nt, 0<t<m/4,
foO= sent + cos(t —m/4), [ =m/4,

encontre L{f(1)). O gréfico de y = f{r) estd ilustrado na Figura 6.3.6.
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EXEMPLO

Teorema 6.3.2

Sk 2
by CUF S

B TR

y
2_
15
1_
05} :y =sent + um(t)CGS(t —%)
|
11 AR [ [ | l
D5 NE s 225 \3t

FIGURA 6.3.6 Grifico da fungio no Exemplo 3.

Note que f(t) = sen t + g(r), onde

o< 190 t <m/4,
8 = cos(t —m/4), = m/4
Logo,
g(1) = uq4(t) cos(t — m/4),
¢

L{f (1)) = L{sent} + L{uss(r) cos(t — /4))
= L{sent} + ¢ ™*L(cost).

Introduzindo as transformadas de sen ¢ e cos 1, obtemos

4

1 P | 1+ se™ ™
Lif ) = 5—— +e ™ = —
v s241 s +1 s24+1

Vocé deve comparar esse método com o cilculo de L{f(r)} diretamente da’definigio.

Encontre a transformada inversa de

=2

Fis) = e
=

Da linearidade da transformada inversa, temos
1 g =25
f@o = Fe) =L L—I - Iis—
=1 —u ()t —2).

A fungio ftambém pode ser escrita como
t, 0=<t<2,

ﬂ”:lz, t>2.

O teorema a seguir contém outra propriedade bastante qtil das transformadas de Laplace, semelhan-
tes as dadas no Teorema 6.3.1.

Se F(s) = f-_{f{r)] existe para s > a > 0 e se ¢ € uma constante, entao

7 e . L{gﬂf({)} =F(s—o), ws>a + C. (7)
Reciprocamente, se f{t) = £{F(s)}, entdo
. ‘ :-.. -. _‘ 2 e T 3 e P edf(.f) = ﬁ"!{F_(S = C)l- I - . .;_:__‘(8)

De acordo com o Teorema 6.3.2, a multiplicagdo de f{r) por e resulta na translagao da transformada

F(s) uma disténcia ¢ no sentido dos s positivos e reciprocamente. Para provar este teorema, vamos calcu-
lar L(e'f(¢)}. Entio,

e
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=5}

L{e“f (1) =f e"'e"f{r)dr:f e~ SN E@y dt
0 0

= F(s — ©),

que ¢ a Eq. (7). A restrigdo s > a + ¢ segue da observagdo que de acordo com a hipétese (ii) do Teorema
6.1.2 ¢ If(1)l < Ke™; portanto, le“f(r)l < Ke'**". A Eq. (8) € obtida calculando-se a transformada inversa da
Eq.(7), e a demonstragdo estd completa.

A aplicagdo principal do Teorema 6.3.2 estd no cdlculo de determinadas transformadas inversas. como
ilustrado no Exemplo 5.

Encontre a transformada inversa de

EXEMPLO
G(s)=——.
5 ) s> —45+5
Completando os quadrados no denominador, podemos escrever
1
G(s) = m =F(s-2),

onde F(s) = (s + 1)"'. Como L'|F(s)] = sen t,segue do Teorema 6.3.2 que

g(n = L7YG(s)) = e¥sent.

Os resultados desta segio sdo muitas vezes tteis na resolugio de equagdes diferenciais, particularmente
aquelas sob a agio de fungdes descontinuas. A proxima segio € devotada a exemplos que ilustram esse [ato.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6. esboce o grifico da fungao dada no intervalo t 2 0.
1)g(t) =y (1) + 2us (1) — 6uy(r) 2. g(t) = (t = ua(n) — (t = 2 (r)
3) g(t) = f(t = m)us (1), onde f(n) =1 4. g(t) = f(t —3us(r), onde f(1) =sent
5. g(t) = f(t = Dua(r), onde f(r)=2
@(r) = (t — Dy (t) = 2(t = )uta (1) + (¢ — 3ua(r)
Em cada um dos Problemas de 7 a 12:

(a) Esboce o grifico da fungio dada.
(b) Expresse f(r) em termos da fungao degrau unitério u,(f).

1. 10=F <7,
k10,589, 11, 1<t<2,
7. fin= % SETER, 8. fo=4{ 1, 2=<t<3,
2, 3=t<T, =1, 3<t<4d,
1, ki 0. >4,
114 0<t1<2, B 2, 0<r<2,
@f{” . [ e"-2 >3 10, S l 1, t>2
f, 0<t<l, L, 0D<t<?2,
-1, 1=<t<2, _ 2, 2<t<5,
@ﬂ”: t=2 Tered, 12. f& = T=1 S<t<l,
0, t>3. 0, t=17.
Em cada um dos Problemas de 13 a 18, encontre a transformada de Laplace da fungdo dada.
0, t<2 _ 0, t<l
13'””:[0-2}? (>2 14"F‘”"Irz-:zwz. (=1
0, t<m
@fﬂ‘)= -, m<t<2n @fﬂ)=u|(f}+2u3(f)'6“4(f)
0, t>2r

17. f() = (t = Bz () — (¢ — 2)uz (1) 18. f() =t — ()t — 1), >0
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Em cada um dos Problemas de 19 a 24, encontre a transformada de Laplace inversa da fungdo dada.

3! e
@9 ro =555 20, Py o3
2(s — e ) i
@F{) i~ Do 22, F(s)_.sl_4
_ =2 e b Bl T
23. F(s)rﬂ—4s+3 24. F(s) = -

Suponha que F(s) = L{f(1)} existe paras >a = 0.
(a) Mostre que se ¢ € uma constante positiva, entdo

L{f(en} = %F (%) - s > ca.
(b) Mostre que se k € uma constante positiva, entao
crkon = (5)-
k' \k
(c) Mostre que se a e b sdo constantes com a > 0, entdo

£\ (Flas + b)) = ~e~ef (5) :
a a

Em cada um dos Problemas de 26 a 29, use os resultados do Problema 25 para encontrar a transformada de

Laplace inversa da fungio dada.

P 241
26; Fls)= e 277. Fo)= —2F1
Lk st A 7 +4s+5
1 2o~
A P i e ik, ity L EE
B IO = o w3 il Loy

Em cada um dos Problemas de 30 a 33, encontre a transformada de Laplace da fungdo dada. No Problema 33,

suponha que ¢ permitido integrar a série infinita termo a termo.

I, 0=<r<1

1, ‘0=r<l 0, 1<t<2

0. JO=1s 454 - FO =14 2<re3
0, 1=3

2n+1
2. f(=1—1(t) + -+ - + 1z () — tizpsy () =1+ Z(—l}"m(r}

k=1
- -]
3. f() =1+ Y_ (=)*ux(¢). Veja a Figura 6.3.7.
k=1
Yy
1 Vo599 | * |
| I I | |
| I I | !
D L T
1 2 3 4 5 *

FIGURA 6.3.7 Uma onda quadrada.

34. Suponha que fsatisfaz f(t + T) = f(r) para todo r > 0 e para algum niimero positivo fixo 7' f ¢ dita periédica

com perfodo T'em 0 < t < oo, Mostre que

T
f e f(n) de
Lif0)} = '01_7—-

Em cada um dos Problemas de 35 a 38, use o resultado do Problema 34 para encontrar a transformada de La-

place da fungio dada.

yo biin

e A 8P e
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_ L, 0=tr<1, I, 0<t<]|
35. f() = 36. f(t) = ! = ?
f@ 0, l<r<2 f@® =1, TE et
fl+2)=f. fl+2)=fu).
Compare com o Problema 33. Veja a Figura 6.3.8.
y
L e—— o— —
1 | | | |
| | | | |
11 2] 31 4 5
| [ [ [ =
| | | | | '
I [ | | |
Ak — — b=
FIGURA 6.3.8 Uma onda quadrada,
37 f@)y =1 0<t<l1; 38 f(h=sent, 0<t<m:
fle+1) = f). fa+m)=fQ).
Veja a Figura 6.3.9. Veja a Figura 6.3.10.
¥ vy
1
I | [ I
1 2 3 4 ¢ | oo At
FIGURA 6.3.9 Uma onda dente de serra. FIGURA 6.3.10 Uma onda seno retificada,

39. (a) Sef(r) =1-u/r),encontre L{f(1)}: compare com o Problema 30. Esboce o gréfico de y = f{r).

r
(b) Sejagi) = / f(&)dt, onde a fungdo festd definida em (a). Esboce o grifico de y = g(r) ¢ encontre

Llg(0)). :
(c) Seja h(r) = g(r) — u,(H)glr - 1), onde g esta definida em (b). Esboce o gréfico de y = h(r) e encontre
Llh(1)).
40. Considere a fungdo p definida por
t 0=t <1,
= n . t+2) = p(1).
pY) lz-a pggagy FUTOmRY

(a) Esboce o grifico de y = p(t).

(b) Encontre £[p(r)] notando que p € a extensao periodica da fungio /1 no Problema 39(c) e usando, de-
pois, o resultado do Problema 34.

(c) Encontre £{p(r)} observando que

plo =f f(ndi,
0

onde f¢é a fungiio no Problema 36, e usando, depois, 0 Teorema 6.2.1.

6.4 Equagdes Diferenciais sob a Acao de Funoes Descontinuas

Nesta secdio, vamos voltar nossa atengdo para alguns exemplos onde o termo ndao homogéneo, ou forga
externa, € descontinuo.
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EXEMPLO Encontre a solugdo da equagdo diferencial

q 2y 4y +2y =g, (1)
onde
P i 1, 5=<t<20,
g(f) = us(!) uzl]{ am 0’ 0 <t < 5 e r= 20. (2)

Suponha que as condigdes iniciais sdo

y0 =0, y(©)=0. (3)

pulso unitdrio para 5 < r < 20. Ele pode representar, também, a resposta de um oscilador amortecido sob a agio
de uma forga g(1).
A transformada de Laplace da Eq. (1) ¢

b -

:

Este problema representa a carga em um capacitor em um circuito elétrico simples, onde a tensio ¢ um ?
!

282Y (5) — 2sy(0) — 2/ (0) + sY (5) — ¥(0) + 2Y (s) = L{us(0)} — L{uxn (1)} = (e — e™)/s.

Usando as condigdes iniciais (3) e resolvendo para Y(s). obtemos

~S5 _ =205
Y(s) = s(LZsz_-:Tz) (4)
Para encontrar y = ¢ (), ¢ conveniente escrever Y(s) como
Y(s) = (e — e ™)H(s), (5)
onde
HO = oy (©)
Entio, se h(f) = L'{H(s)}, temos
y=¢(t) = us(Hh(t — 5) — un(h(r —20). )

Observe que usamos o Teorema 6.3.1 para escrever a transformada inversa de e *'/(s) e de e *"H(s), respecti-
vamente. Finalmente, para determinar h(r) usamos a expansio em fragdes parciais de H(s):
a bs + ¢
R Frr
Determinando os coeficientes, encontramos a = % b=-lec= —l Logo,
L1 s+4
Hay = 5 2824542

=12 (1) (s+3)+3 )

s 2/ (s+ 1) +1 :
de modo que, pelas linhas 9 e 10 da Tabela 6.2.1, obtemos 4

(8)

h(r) = % - % [e—m cos(w/ﬁ t/4) + (JE,’IS)e—m sen JB:N}] ; (10)

Na Figura 6.4.1, o gréfico da solugdo y = ¢ (1) das Eqs. (7) e (10) mostra que a solugdo tem trés partes distin-
tas. Para 0 < ¢ < 5, a equagio diferencial é

2y +y +2y=0 (11)
e as condigdes iniciais sio dadas pela Eq. (3). Como as condigdes iniciais ndo fornecem energia ao sistema e
. '-_'a_-—_- - como nio hé forga externa, o sistema permanece em repouso, ou seja, y = 0 para 0 <1 < 5, Isso pode ser con-
KLY firmado resolvendo-se a Eq. (11) sujeita as condigdes iniciais (3). Em particular, calculando a solugdo e suas
S derivadas em ¢ = 5 ou, mais precisamente, quando ¢ tende a 5 por valores menores, temos

y(5) =0, Y5 =0. (12)

Quando t > 5,a equagio diferencial fica
2y +y +2y=1, (13)

cuja solugio ¢ a soma de uma constante (a resposta  forga externa constante) com uma oscilagiio amortecida
(a solugio da equagdo homogénea correspondente). O gréfico na Figura 6.4.1 mostra claramente esse compor-
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tamento no inter\_'alo 5<t x _20. Podc-St_: encontrar uma expressio para essa parte da solugao resolvendo-se a
equagdo diferencial (13) sujeita as Fondlq_;(')_&& iniciais (12). Finalmente, para t > 20 a equagdo diferencial torna-
se novamente a Eq. (11) e as condigoes iniciais sdo obtidas calculando-se a solugio das Egs. (13), (12) e suas
derivadas em r = 20. Esses valores sdo

¥(20) =0,50162,  y'(20) = 0,01125. (14)

(9] prnblgma de valor inicial (11), (14) ndo contém forga externa, de modo que sua solugdo € uma oscilagdo
amortecida em torno de y = 0, como pode ser visto na Figura 6.4.1.

Y
081

06
04}

02

t

l l /\FA_J
40

10 20 V30”7

_0_2 -

FIGURA 6.4.1 Solugio do problema de valor inicial (1), (2), (3).

Embora possa ser (til visualizar a solugao na Figura 6.4.1 como composta de trés problemas separados
de valor inicial em trés intervalos diferentes, ¢ um tanto tedioso encontrar a solugio resolvendo-se esses
trés problemas separados. O método da transformada de Laplace fornece uma abordagem muito mais
conveniente ¢ elegante para esse e outros problemas sob a acdo de uma forga externa descontinua.

O efeito da descontinuidade da forga externa pode ser visto se examinarmos a solugio ¢ (1) do Exemplo
| com mais cuidado. De acordo com o Teorema 3.2.1 de existéncia ¢ unicidade, a solugio ¢ e suas duas pri-
meiras derivadas siio continuas exceto, possivelmente, nos pontos = 5 e t = 20, onde g ¢ descontinua. Isso
também pode ser visto imediatamente da Eq. (7). Pode-se mostrar, também, por cdlculos diretos a partir da
Eq.(7),que ¢ ¢ ¢' sdo continuas mesmo em ¢ = 5 e t = 20. No entanto, se calcularmos ¢", veremos que

lim ¢" (1) = 0, lim ¢"(1) = 1/2.
1—+5— -5+

Em consequéncia, ¢"(r) tem um salto de 1/2 em ¢ = 5. De maneira semelhante, pode-se mostrar que ¢"(¢) tem

um salto de —1/2 em t = 20, Assim. o salto do termo nio homogéneo g(r) nesses pontos ¢ balanceado por um

salto correspondente no termo de maior ordem 2y" a esquerda do sinal de igualdade na equagio.
Considere, agora, a equagdo linear de segunda ordem geral

y'+p@)y +qy =g, (15)

onde p e ¢ sdo continuas em algum intervalo « < < p, mas g s6 € seccionalmente conll'nue! al.Sey=vy
(t) ¢ uma solugio da Eq. (15), entdo ¢ e ¢’ sdo continuas em & <1 < §, mas .W’ tem descontinuidades do
tipo salto nos mesmos pontos que g. Observagdes semelhantes podem ser feitas para equaq.('ies de ordem
maior; a derivada da solugio de ordem igual & ordem mais alta que aparece na eq‘uaqﬁo diferencial tem
saltos nos mesmos pontos que o termo ndo homogéneo, mas a solugdo e suas derivadas de ordem mais

baixa sdo continuas, inclusive nesses pontos.

Descreva a natureza qualitativa da solugdo do problema de valor inicial
y' +4y =g(), (16)
y0) =0, Y(©0)=0, (17)
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onde
< 0, 0=ty
gy ={w—-5/5 5<t<10, (18)
& 1= 10,

e depois encontre a solugdo.
Neste exemplo, o termo nao homogéneo tem o grifico ilustrado na Figura 6.4.2, que ¢ conhecido como ram-
pa crescente. E relativamente facil identificar a forma geral da solugdo. Para f < 5 a solugio € simplesmente y =
_0. Por outro lado, para ¢ > 10 a solugdo tem a forma -

y = cos2t+crsen2r 4+ 1/4, (19)

A constante 1/4 é uma solugdo particular da equagio ndo homogénea, enquanto os outros dois termos formam ‘é

a solugio geral da equagiio homogénea associada. Assim, a solucdo (19) corresponde a uma oscilagio harmoni-

ca simples em torno de y = 1/4. Analogamente, no intervalo intermedidrio 5 < 1 < 10 a solugdo oscila em torno

de uma certa fungio linear. Em um contexto de engenharia, por exemplo, poderiamos estar interessados em

saber a amplitude da oscilagio estado estaciondrio final. !
Para resolver o problema, € conveniente escrever

g(0) = [us(0)(t = 5) — ()t — 10)] /5, (20)

como vocé pode verificar. Calculando a transformada de Laplace da equacio diferencial e usando as condigoes
iniciais, obtemos

(s + DY (s) = (e — e7'%) /557

ou
Y(s) = (e — e '™ H(5)/5, (21)
onde
HO) = s +a (22)
y
1 -
y =gt
05

! 1 1
5 10 15 20 ¢

FIGURA 6.4.2 Rampa crescente: y = g(r) da Eq. (18).

Logo, a solugio do problema de valor inicial (16),(17),(18) é

y = () = [us(Oh(t = 5) — uy(Oh(t = 10)] /5, (23)
onde h(r) é a transformada inversa de H(s). A expansdo em fragoes parciais de H(s) é
V5.t 1/4 1/4 ' ’
HE@) =5 - 5. (24)
e segue, entdo, das linhas 3 e 5 da Tabela 6.2.1 que
h(t) = 1t — isen2t. (25)

A Figura 6.4.3 mostra o grifico de y = ¢(). Note que ele tem o aspecto qualitativo indicado anteriormente. Para
encontrar a amplitude da oscilagio estado estaciondrio basta localizar um dos pontos de maximo ou minimo
para r > 10. Igualando a derivada da solugdo (23) a zero, vemos que o primeiro maximo esté localizado aproxi-
madamente em (10,642; 0,2979), de modo que a amplitude da oscilagdo € de aproximadamente 0,0479.

Note que neste exemplo o termo ndo homogéneo g é continuo, mas g* ¢ descontinuaem t=5e 1= 10.
Entdo a solugdo ¢ e suas duas primeiras derivadas sao continuas em toda parte, mas ¢"” tem descontinui-
dades em 1 =5 e t = 10 do mesmo tipo das descontinuidades de g’ nesses pontos,

I et s

i 34

R -
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y
0,30

0,20 -

010

5 10 15 20 ¢t

FIGURA 6.4.3 Solugdo do problema de valor inicial (16), (17), (18).
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PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 13:

(a) Encontre a solucdo do problema de valor inicial dado.

(b) Desenhe os grificos da solugdo e do termo nao homogéneo: explique a relagiio entre eles.
I, 0<t<3m

0, I r<t<cx

."?, Loy +y=f() yi) =0, y=1: floy = [
l, #<t<2nm

4{)/ o o 2.:} . 0:{]‘ "021; }f: ] t

@ @y + 2y + 2y = h(1); v0) v (1) [0‘ G2iem o @59

.":l 3. v 4y =sent — g, () sen(c —2m);  y(0)=0, »(0)=0

."?/ @y" +4y =sent+u. (1) sen(r—m); v =0, ¥(0)=0

1, 0<r<10

) " : o PG HBY 10N — (- _ ] 0=
O, S Y+ +2y=f)y  y0) =0, y(0) =0 f(r)._lo. - 10
&' y" +3y +2y =wa(r);  y0)=0, y0) =1
&L Ty +y=w(t), yO=1 y0) =0
¢ 8V +y+iy=t—up-7/2;  y0) =0, y©0) =0

M , t/2, 0<t<6
0"’2, 9. y'+y=glt) yi)y =0, y(0)=1; g = Ij' 2ol

sent, O<r<m
62 0.y +y+iy=g0; O =0, yO=0 g0={,

t>
O 11y +4y=u, () —us,(1); y0)=0, y(©0)=0

."?, 12,y —y = 1wy (1) — uz(1); yy=0, y@=0 y(O)=0, y"(0)=0
¢ 13y 45y Hdy=1—u(0: yO =0, y©0)=0, y(©=0 y"©0)=0

14. Encontre uma expressio envolvendo u,(f) para uma fungdo f cujo gréfico € uma rampa crescente de zero

em =/ até ovalorhemr=1¢+k.

15. Encontre uma expressio envolvendo u(f) para uma fungio g cujo grafico € uma rampa crescente de zero
emt = t,até o valor h em = 1, + k, seguida de uma rampa decrescente que chega a zero em = f, + 2k.

ﬁ 16. Um determinado sistema mola-massa satisfaz o problema de valor inicial
W+ tu' 4 u = kg(t), w(0) =0, «'(0)=0,

onde g(1) = uy,(t) — usp(t) € k > 0 é um pardmetro.

(a) Esboce o grafico de g(t). Note que € um pulso de tamanho unitdrio que se estende por uma unidade

de tempo.
(b) Resolva o problema de valor inicial.
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(c) Desenhe o grifico da solugdo para k = 1/2, k = 1 e k = 2. Descreva as caracteristicas principais da so-
lugdo e como elas dependem de k.
(d) Encontre, com duas casas decimais, 0 menor valor de k para o qual a solugdo u(r) alcanga o valor 2.
(e) Suponha que k = 2. Encontre o instante t ap6s o qual lu(r)l < 0.1 para todo 1> r.
&’2, 17. Modifique o problema no Exemplo 2 desta segdo substituindo o termo nido homogéneo g(r) por E

f@0) = [us()(t = 5) — usu ()t = 5= k)] /k.

(a) Esboce o gréfico de f{r) e descreva como ele depende de k. Para que valores de & a fungao f{r) ¢ igual
a g(r) no exemplo?
(b) Resolva o problema de valor inicial

Y +4y=f@®, y0) =0, y(©=0.

(c) A solugdo no item (b) depende de k, mas para ¢ suficientemente grande a solugdo sempre € uma osci-
lagio harmonica simples em torno de y = 1/4. Tente decidir como a amplitude dessa oscilagio depen-
de, finalmente, de k. Depois confirme sua conclusdo fazendo o grdfico da solugdo para alguns valores
diferentes de k.

ﬁ 18. Considere o problema de valor inicial

Y+l +dy=£0, 0 =0, y(0) =0,

onde
12k, 4—k<t<4+k

MO=06" " Gct<d=k e 1244k

el<k<4.

(a) Esboce o gréfico de f,(). Note que a drea sob o grifico € independente de k. Se f(¢) representa uma
forga, isso significa que o produto do médulo da forga e do intervalo de tempo durante o qual ela age
niao depende de k.

(b) Escreva f,(r) em termos da fungido degrau unitdrio ¢ depois resolva o problema de valor inicial dado.

(c) Desenhe o grifico da solugdo para k =2,k = 1 e k = 1/2. Descreva como a solugio depende de k.

Ressonincia e Batimento. Na Secgio 3.8 observamos como um oscilador harmdnico nio amortecido

(como um sistema mola-massa) sob a agio de uma forga senoidal entra em ressonancia se a frequéncia

do termo nio homogéneo ¢é igual a frequéncia natural. Se a frequéncia da forga € ligeiramente diferente

da frequéncia natural, entio o sistema apresenta um batimento. Nos Problemas de 19 a 23 exploramos o
g efeito de alguns termos nio homogéneos periédicos niio senoidais.

Considere o problema de valor inicial

Y+y=f0, y0=0 y(©0) =0,
onde 5
£ = o0 +2 ) (=1 ug (0).

k=1
(a) Desenhe o grafico de f{r) em um intervalo como 0 < r < 6.
(b) Encontre a solugio do problema de valor inicial.
(c) Sejan =15 e desenhe o grifico da solugio para 0 <t < 60. Descreva a solugéo e explique por que cla

se comporta dessa maneira.
(d) Investigue como a solugio muda quando n cresce. O que acontece quando n — oc?
&'2 20. Considere o problema de valor inicial

Y401y +y=f@®, y0)=0 y(©0) =0

onde f{r) € a mesma do Problema 19.

(a) Desenhe o gréfico da solugio. Use um valor de # e um intervalo de tempo suficientemente grandes para
que a parte transiente da solugio torne-se desprezivel e o estado estaciondrio aparega claramente.

(b) Estime a amplitude e a frequéncia da parte correspondente ao estado estaciondrio da solugdo.

(c) Compare os resultados do item (b) com os da Segiio 3.8 para um oscilador sob a agdo de uma forga
senoidal.

f("/ 21. Considere o problema de valor inicial
Y+y=8®, y0=0 yO =0
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onde
n
80 = uo(t) + Y (= 1)*uy (1).
k=1
(a) Desenhe o grafico de g(r) em um intervalo como 0 < ¢ < 6. Compare com o gréfico de f{r) no Proble-
ma 19(a).

(b) Encontre a solugio do problema de valor inicial.

(c) Sejan =15 e desenhe o gréfico da solugdo para 0 < r < 60. Descreva a solugio e explique por que ela
se comporta dessa maneira, Compare com a solugio do Problema 19,

(d) Investigue como a solugao muda quando n cresce. O que acontece quando i — oc?

ﬂ 22, Considere o problema de valor inicial

VA0l +y=gm, yO0)=0, y(©0) =0,

onde g(r) é a mesma do Problema 21.

(a) Desenhe o gréfico da solugdo. Use um valor de 7 € um intervalo de tempo suficientemente grandes para
que a parte transiente da solugio torne-se desprezivel e o estado estaciondrio aparega claramente.

(b) Estime a amplitude e a frequéncia da parte correspondente ao estado estaciondrio da solugio.

(c) Compare os resultados do item (b) com os do Problema 20 e os da Segiio 3.8 para um oscilador sob a
agdo de uma forga senoidal.

ﬁ 23. Considere o problema de valor inicial

¥y '+ v=hn), y(0)=0, y(0)=0,
onde
n
fl:f) = up(t) + 2 z(—l)"u“m(r).
k=1

Observe que este problema € idéntico ao Problema 19, exceto que a frequéncia do termo niio homogéneo
foi um pouco aumentada.
(a) Encontre a solugio deste problema de valor inicial.
(b) Sejan = 33 e desenhe o grifico da solugido para um intervalo 0 < r < 90 ou maior. Scu grifico deve

mostrar um batimento claramente reconhecivel.
(c) Do grifico no item (b). estime o “periodo lento™ e o “periodo rdpido” para este oscilador.
(d) Para um oscilador sob a agio de uma forga senoidal mostramos, na Segdo 3.8, que a “frequéncia len-

ta” é dada por lw - w,//2, onde w, é a frequéncia natural do sistema ¢ w € a frequéncia do termo nio

homogéneo. Analogamente, a “frequéncia rapida” é (@ + ,)/2. Use essas expressoes para calcular o

“periodo ripido” e o “periodo lento™ para o oscilador neste problema. Quéo pr6ximos esses resulta-
dos estdo de suas estimativas no item (c)?

6.5 Funcoes de Impulso

Em algumas aplicagdes é necessdrio tratar fendmenos de natureza impulsiva — por exemplo, tensoes ou
forgas de médulo grande que agem por um periodo de tempo muito curto. Tais problemas levam, com
frequéncia, a equagoes diferenciais da forma

ay” + by +cy = g(1), (1)

onde g(f) é grande em um intervalo pequeno f, — T < < f, + T € € ZETO NOS OULrOs Pontos.
A integral I(r), definida por

fg+T
I(t) = f g(n) dt, (2)
fo

=T

ou, como g(r) = 0 fora do intervalo (f,— 7, f, + 7).

I(t) = L,,g(‘) dt, (3)

é uma medida da forga do termo ndo homogéneo. Em um sistema mecénico, onde g(f) ¢ uma forga, /(1)
é o impulso total da forga g(r) sobre 0 intervalo de tempo (f, - T, f; + 7). Analogamente, se y € a corrente
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em um circuito elétrico e g() é a derivada em relagio ao tempo da tensdo, entio I(r) representa a tensao
total impressa no circuito durante o intervalo de tempo (£, - 7.4, + 7).
Em particular, vamos supor que {, ¢ zero e que g(f) ¢ dada por

R 1/2r, —T<t<r,

4)
onde r é uma constante positiva pequena (veja a Figura 6.5.1). De acordo com a Eq. (2) ou e ime-
diatamente que nesse caso /(1) = 1,independentemente do valor de 7, desde que 7 # 0. Vamos agora usar
um termo nao homogéneo d, ideal, fazendo com que ele aja em intervalos de tempo cada vez mais curtos,
ou seja, vamos fazer  — 0, como indicado na Figura 6.5.2. Como resultado desse limite, obtemos

0, t<—-t ou (>r,

lirl?]dr(f) =0, t#0. (5)
T— ]
y }
m
i
] ] L v
i
I
I
i
i
(3 1
i
I ¥ nm
| i II
! I II
\ 1y
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\ f : : r Ii L
r T LS LT T 1
| 1 1 (N 1 | -
t t
FIGURA 6.5.1 Grificode y =d,(1). FIGURA 6.5.2 Grificos de y = d (1) quando
T— 0.
Além disso,como I(r) = 1 para todo t # (), segue que
i ==l
L A (6)

As Eqgs. (5) e (6) podem ser usadas para se definir uma fungiio impulso unitirio §, que funciona como um
impulso de tamanho 1 em t = 0 mas € zero para todos os outros valores de r diferentes de zero. Em outras
palavras, a “fun¢do™ § ¢ definida como tendo as propriedades

8(1) =0, t #0, (7)

f () dt =1. (8)

Nio existe uma fungio, no sentido usual da palavra, estudada em Cilculo que satisfaga ambas as Egs. (7)

e (8). A “fungio” § definida por essas equagoes ¢ um exemplo de algo conhecido como fungoes generali- ]
zadas, e ¢ chamada de fungio delta de Dirac.? Como §(r) corresponde a um impulso unitdrio em r= 0, um

impulso unitdrio em um ponto arbitrério ¢ = t, é dado por §(r - r,). Das Eqs. (7) e (8), segue que ’

A

(t—1)=0, t#; 9

f 8t —to)de = 1. (10) -',';

Loy !

A fungdo & ndo satisfaz as condi¢des do Teorema 6.1.2, mas ainda assim sua transformada de Laplace
pode ser definida formalmente. Como 8(¢) é definida como o limite de d,(r) quando 7 — 0, ¢ natural defi-
nir a transformada de Laplace de § como um limite andlogo da transformada de d,. Em particular, vamos
supor que f, > 0 e vamos definir £{3{r - 1,)} pela equagao

Paul A. M. Dirac (1902-1984), fisico matemdtico inglés, recebeu seu Ph.D. de Cambridge em 1926 e foi professor de ma-
temdtica dessa universidade até 1969, Recebeu o prémio Nobel em 1933 (junto com Erwin Schrodinger) por seu trabalho
fundamental em mecinica quéntica. Seu resultado mais conhecido foi a equagiio relativistica para o elétron, publicado em
1928. Dessa equagio ele previu o “antielétron”, ou pésitron, que foi observado pela primeira vez em 1932. Depois de se apo-
sentar em Cambridge, Dirac se mudou para os Estados Unidos, onde teve uma posigdo de professor pesquisador na Florida
State University.
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L6~ 1) = lim £{d: (1 - ). - (11)

Para calcular o limite na Eq. (11), note primeiro que se r <, 0 que vai acabar acontecendo quando T —
0,entdo 1, — v > 0. Como d(t - 1) € diferente de zero apenas no intervalo de fy—Talé 1, + T, lemos

o
L'[dr(!—!u)}=f e d (1t — ty) dt
i

fo+t
= f e~"d. (t — 1) dt.
[

e 4

Substituindo d (t —1,) pela expressao na Eq. (4), obtemos

l fp+t . l PR
L{d (t —tp)} = _[ e Vdt = —— ¥
{ 27 —t 251’e t=ty—1
= Ee e —e™h)
ou
senh st
E{dr (r— !{}_}} = g™, “2)

O quociente (senh st)/st € indeterminado quando r — 0, mas seu limite pode ser calculado através da
regra de L'Haspital. Obtemos
| senhst I scoshst

r—0 3T —0 5

Entdo, segue da Eq. (11) que
LIS(t —tp)} = e, (13)
A Eq. (13) define L[8 (¢ - 1,)) para qualquer ¢, > 0. Vamos estender esse resultado, para permitir a 1, ser
igual a zero, fazendo r, — 0 a direita do sinal de igualdade na Eq. (13); assim,
L8} = lime™ = 1. (14)
ta—0 '

De maneira andloga, é possivel definir a integral do produto da fungao é por qualquer fungdo continua
[ Temos

f ﬁ(r—r@j‘(r)dx:lin{xlf d.(t — tp)f (1) dt. (15)

o0

Usando a definigio (4) de d,(1) e o teorema do valor médio para integrais, encontramos

20 1 I+t
f d.(t —t)f () dt = 7 f(o)yde

o0 fp—T1
1 * .
=2t -f(¢*) =f(*),
2t
onde t, — T < t* < (, + 7. Portanto, r* — 1, quando v — 0, e segue da Eq. (15) que

fw (1 — to)f (t)dt = f(to). (16)

—00
O exemplo a seguir ilustra o uso da fungao delta na resolugao de um problema de valor inicial com um
termo ndo homogéneo impulsivo.

Encontre a solugdo do problema de valor inicial
2" +y +2y=8(t—3), (17)
y0) =0, y(©0)=0. (18)
Este problema de valor inicial vem do estudo do mesmo circuito elétrico ou oscilador mecénico do Exemplo 1
da Seco 6.4. A (nica diferenca € o termo nao homogéneo.
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Para resolver o problema dado, calculamos a transformada de Laplace da equacdo diferencial e usamos as
condigdes iniciais, obtendo

2P +5+2)Y(s) =™,

Assim,
Y) & e 1
2} = = — ;
24s+2 2 (s41)7 48 (19)
Pelo Teorema 6.3.2 ou pela linha 9 da Tabela 6.2.1,
1 4 V15
e Y= —¢sen —1. 20
(s+zf+:-§] B =
Portanto, pelo Teorema 6.3.1 temos
2 V15
y=LY())= ;i us(ye” " sen=—= (1 - 3), (21)
Y
03
021
01
| /\1 —
5 10 15\~ 20 t
-01}- '

FIGURA 6.5.3 Solugio do problema de valor inicial (17), (18).

que ¢ a solugdo formal do problema dado. Também ¢ possivel escrever y na forma
0, t <35,

)= (22)
4 i S e senﬁ (t=5), t=>5.
V15 4

O grifico da Eq. (22) aparece na Figura 6.5.3. Como as condigoes iniciais em ¢ = 0 sdo homogéneas e
nio existe excitagiio externa até 1 = 5, nio hd resposta no intervalo 0 < r < 5. O impulso em 1 = 5 produz
uma oscilagiio que decai, mas persiste indefinidamente. A resposta ¢ continua em r = 5, apesar da singula-
ridade do termo ndo homogéneo nesse ponto. No entanto, a derivada primeira da solugdo tem um salto
em (=5, e a derivada segunda tem uma descontinuidade infinita af. Isso tem que acontecer pela equagio
diferencial (17),jd que uma singularidade em um dos lados do sinal de igualdade tem que ser balanceada
por uma singularidade correspondente do outro lado.

Ao se trabalhar com problemas envolvendo um termo nio homogéneo impulsivo, muitas vezes a uti-
lizagdo da funcdo delta simplifica bastante os cdlculos matematicos. No entanto, se a excitagio atual se
estende a um intervalo de tempo curto, mas nio nulo, serd introduzido um erro ao se modelar a excitagao
como instantdnea. Esse erro pode ser muito pequeno, mas nio deve ser desprezado em um problema
pratico sem ser analisado. Pede-se que vocé investigue essa questdo no Problema 16 para um oscilador
harmonico simples.

PROBLEMAS

Em cada um dos Problemas de 1 a 12:
(a) Encontre a solugdo do problema de valor inicial dado.
(b) Desenhe um grifico da solugdo.

=

e s
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i

Y 2y +2y=d—-n)  yO0)=1 y(0)=0

V'+4dy =60t —m)—8(t—2m); y0) =0, y0) =0

YA 2y =80-5) fup();  y0)=0, y(0)=1,2
y'—y==208(t-3); y0)=1, y(@ =0

. Y 42y + 3y =sent + 8(t — 3); y0) =0, v =0

V' 4y =68(t —4m); y0)=1/2, y(0)=0

. Y'+y=48(t—2r)cost; y0) =0, yO)=1

8) y' +4y=28(t—n/4); y0) =0, y(0)=0

Y'+y =lep() +38(t =31/2) =2 (1); ¥(0) =0, y(0)=0
2y" +y +4y =48(t — w/6)sent; y(0) =0, y(0) =0

Y2y 42y =cost+8(t—n/2);  y(0)=0, y(0)=0

YO —y=81-1;  y0)=0, y©0)=0, y'(0)=0 y"(0)=C
- Considere, novamente, o sistema no Exemplo 1 desta segao, no qual uma oscilagio ¢ excitada por um

impulso unitdrio em ¢ = 5. Suponha que desejamos colocar o sistema em repouso apds exatamente um

ciclo — ou seja, quando a resposta volta, pela primeira vez, a posigio de equilibrio movendo-se no sentido
positivo.

)

—
el — M- <

/BB BBY®
Ao

.

(a) Determine o impulso k§(r - 1) que deve ser aplicado ao sistema para se alcangar esse objetivo. Note
que & € o tamanho do impulso e 1, € o instante de sua aplicagio.

(b) Resolva o problema de valor inicial resultante e faga o gréfico de sua solugdo para confirmar que se
comporta da maneira especificada.
‘Q @ Considere o problema de valor inicial
YVi+py +y=48(1-1), y(0) =0, y(0) =0,

onde y € o coeficiente de amortecimento (ou resisténcia).
(a) Sejay= % Encontre a solugao do problema de valor inicial e desenhe seu grafico,
(b) Encontre o instante 1, no qual a solugio atinge seu valor maximo. Encontre, também, esse valor maxi-
mo y, da solugao,
(c) Sejay= % e repita os itens (a) e (b).
(d) Determine comot, e v, variam quando y diminui. Quais sdo os valores de r, e de y, quando y =0?
& @ Considere o problema de valor inicial

Yty +y=kért-1), Y0 =0, y(0) =0,

onde k ¢ o tamanho de um impulso em ¢ = 1 ¢ y € o coeficiente de amortecimento (ou resisténcia).
(a) Seja y =% Encontre o valor de k para o qual a resposta tem um valor méximo de 2; chame esse valor
de k.
(b) Repita oitem (a) paray =1,
(c) Determine como k, varia quando y diminui. Qual o valor de k, quando y = 0?
ﬁonsiderc o problema de valor inicial
), Y+y=£fn, y0=0 y@O)=0,
onde fi(t) = [, (1) =ty (O)2k com O <k < 1.
(a) Encontre a solugdo y = ¢ (1, k) do problema de valor inicial.
(b) Calcule il‘l._l:% @ (1, k) da solugio encontrada no item (a).
(c) Observe que liﬂf*m = §(t — 4). Encontre a solugio ¢,(f) do problema de valor inicial dado com f,(r)
substituido por & (1 - 4). E verdade que ¢, (1) = lim ¢ (v, k)?
(d) Faga os grificos de ¢ (1, 1/2), ¢ (¢, 1/4) € ¢, (¢) nos mesmos eixos. Descreva a relagdo entre ¢ (1,k) e ¢,
(1)
Os Problemas de 17 a 22 tratam do efeito de uma sequéncia de impulsos aplicados em um oscilador nao amor-
tecido. Suponha que
y”-{-y:f(ﬂ' y(0) =0, y(©) =0.

Para cada uma das escolhas para f(r):
(a) Tente prever a natureza da solugio sem resolver o problema.
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(b) Teste sua previsio encontrando a solugdo e desenhando seu grafico.
(¢) Determine o que acontece apos o final da sequéncia de impulsos.

& 1. fo= Z&(:—krr) 0'2,.)'(!)— ):{ D*H8(t — k)
k=1

20
? =Y 8(t—kn/2 . (r)-— ( D5t — k)2
&2 19. f % (t—kn/2) 7,0’2, f 2 7/2)
21, f() = 3 8t — k- )x 22. f(t) = Y (=D*8(t — 11k/4)
&2 2. fo ?51 [t—( )7 7"?’ f E /

k=1
ﬂ 23. A posigio de um determinado oscilador ligeiramente amortecido satisfaz o problema de valor inicial

20
Y A0 +y=) (D8 —kn),  y0) =0, y(0)=0.

k=1
Note que, exceto pelo termo de amortecimento, este problema ¢ igual ao Problema 18.
(a) Tente prever a natureza da solugio sem resolver o problema.
(b) Teste sua previsdo encontrando a solugao e desenhando seu gréfico.
(¢) Determine o que acontece ap06s o final da sequéncia de impulsos.

&'0 24. Proceda como no Problema 23 para o oscilador, satisfazendo

YA +y=) 8t—QCk-Dx),  yO =0, yO0) =
k=1
Note que, exceto pelo termo de amortecimento. este problema ¢ igual ao Problema 21.

25. (a) Mostre, pelo método de variagdo dos parimetros, que a solugio do problema de valor inicial

YVi+2y+2y=f: y0) =0, y(0)=0

r
y= f e”""Uf(r)sen(t — 1) dr.
0
(b) Mostre que,se f(1) = § (1 - ). entdo a solugio do item (a) se reduz a

y =ty (Ne”""'sen(t — 1),

(¢) Use uma transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial dado com f{r) =4 (1-n)
e confirme que a solugio coincide com a encontrada no item (b).

6.6 A Convolucao

Algumas vezes é possivel identificar uma transformada de Laplace H(s) como o produto de duas outras
transformadas F(s) e G(s), estas tltimas correspondendo a fungdes conhecidas f e g, respectivamente.
Nesse caso, poderiamos pensar que H(s) seria a transformada do produto de fe g. Isso ndo acontece, no
entanto; em outras palavras, a transformada de Laplace nio comuta com a multiplicagdo usual. Por ou-
tro lado, se definirmos convenientemente um “produto generalizado”, entdo a situagio muda, conforme
enunciado no teorema a seguir.

3 5c F(,) ;(f()]ec(s)=£{g(t)} e';nstem paras>a>0 emﬁo s i
gEs T ’\ | “H(s) F(g)G(S) L{h(f)}, SO g & . (1) %

3 bt

------- o

ﬁ-?ﬂ t.C ’c.#ai.‘*‘

-~

h( .' _fm— t)g(t)d%;-l-

'-mw'.

a'“‘:? C\f'-’l Iffu*..‘.rf + *' 5 N
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A igualdade das duas integrais na Eq. (2) segue da mudanga de varidvel { - t = £ na primeira integral.
Antes de demonstrar esse teorema, vamos fazer algumas observagoes sobre a convolugio. De acordo com
esse leorema, € a transformada da convolugio de duas fungoes, em vez da transformada de seu produto
usual, que € dada pelo produto das transformadas separadas. E conveniente enfatizar que a convolugio
pode ser considerada como um “produto generalizado escrevendo-se

h(n) = (f xg)(1). (3)

Em particular, a notagao (f * g)(r) serve para indicar a primeira integral na Eq. (2).
A convolugdo (f * g)(r) tem muitas das propriedades da multiplicagio usual. Por exemple, ¢ relativa-
mente simples mostrar que

frg=gxf (comutatividade) (4)

fx@+g)=Ff*xgi+f*g (distributividade) (5)
(f*xg)xh=fx(gxh) (associatividade) (6)

fx0=0xf=0.  (lomyny meutiv) )

Na Eq. (7) os zeros ndo denotam o niimero, mas a fungao identicamente nula. As demonstragoes desses

resultados sdo deixadas a cargo do leitor.
No entanto, a multiplicagdo usual tem outras propriedades que a convolugio niio tem. Por exemplo,
nio ¢ verdade, em geral, que f* 1 seja igual a f. Para ver isso, note que

I
(f*l)(!)zff(!—r%ldr:[f(r—r}dr.
0 0

Se, por exemplo, f(r) = cos 1, entao

T=t

Il

'3
f cos(t — r)dt = —sen(r — 1)
0

(f = 1))

T=!

= —senl +sent
=sent.

E claro que (f * 1) (1) # f (1). Analogamente, pode ndo ser verdade que f * f seja ndo negativa. Veja o
Problema 3 para um exemplo. g

As convolugdes aparecem em diversas aplicagoes onde o comportamento do sistema em qualquer ins-
tante ¢ ndo depende apenas do estado no instante f, mas também de sua histéria passada. Sistemas desse
tipo sdo chamados, algumas vezes, de sistemas hereditdrios e ocorrem em campos tao diversos quanto
transporte, viscoelasticidade e dinamica populacional, entre outros.

Voltando & demonstragio do Teorema 6.6.1, observe, em primeiro lugar, que, se

F(s) = ﬁ T etk de
e
G(s)=j;xle‘“3(r)dr,
entio
F(s)G(s) =j;x e f (&) dt j:o e "g(r)dr. )

Como o integrando na primeira integral nao depende da varidvel de integragdo da segunda integral, po-
demos escrever F(s)G(s) como uma integral iterada,

F(s)G(s) =f .‘:“",c;('r)|:f0 e"‘f(E}d{-'] dr
0

= ng(r)[j[:w e 6+0f(E) fﬂf] dt. 9)
0

Essa Gltima expressio pode ser colocada em uma forma mais conveniente através de novas varidveis de
integragdo. Seja & = ¢ — t para t fixo, de modo que d§ = dt. Além disso, & =0 corresponde ar=te & = 0o
corresponde a t = oo; entdo a integral em relagdo a § na Eq. (9) vira uma integral em relagio a .

&=
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F(s)G(s) =fn g(r)[f e f(t — 1) dr] dr. (10)

A integral a direita do sinal de igualdade na Eq. (10) € calculada sobre a regido ilimitada em forma de
cunha no plano fr que aparece sombreada na Figura 6.6.1. Supondo que se pode trocar a ordem de inte-
gragio, obtemos, finalmente,

F(s)G(s) =[ e"'[f fe— r)g(r)dr] dt (11)
0 0

T

FIGURA 6.6.1 Regiio de integragio para F(s)G(s).

ou
x
F(s)G{s):f e Yh(t)dt
0

= L{h(1)}, (12)
onde h(r) é definida pela Eq. (2). Isso completa a demonstragio do Teorema 6.6.1.

Encontre a transformada inversa de

a
HG) = ooy (13)

E conveniente pensar em H(s) como o produto de s~ e a/(s* + a*), que sdo, de acordo com as linhas 3 ¢ 5 da

Tabela 6.2.1, as transformadas de e de sen at, respectivamente. Portanto, pelo Teorema 6.6.1 a transformada
inversa de H(s) ¢é

ar —sen at

ht) = f (r — v)senar dt = (14)
0

2
a2
Vocé pode verificar que se obtém o mesmo resultado se a fungio A(¢) for escrita na forma alternativa

i
h(r) =f T sena(r — r)dr,
0

o0 que confirma a Eq. (2) nesse caso. E claro que A(r) também pode ser encontrada expandindo-se H(s) em
fragdes parciais.

Encontre a solugdo do problema de valor inicial

y' +4y =g, (15)
y0 =3 Yy =-L (16)
Calculando a transformada de Laplace da equagio diferencial e usando as condigdes iniciais, obtemos
SY($) =354 1+4Y(s) = G(s)
ou
Is—1  G(s)

Yo =it ra

(17)

%
3

S

- =i )

S o




A TRANSFORMADA DE LAPLAcE 273

Note que a primeira e a segunda parcelas a direita do sinal de igualdade na Eq.(17) contém, respectivamente, a

dependéncia de ¥(s) nas condigdes iniciais e no termo ndo homogéneo. E conveniente escrever Y(s) na forma
§ 1 2 1 2

Y(s) =3 — — - _< a4 18

LA T I el e (18)

Entdo, usando as linhas 5 e 6 da Tabela 6.2.1 ¢ o Teorema 6.6.1, temos
13
y =3cos2t — Lsen2t + %fsen.?(r—r)g(r)dr (19)
U]

Se um termo ndo homogéneo especifico g € dado, entdo a integral na Eq. (19) pode ser calculada (por métodos
numéricos, se necessario).

O Exemplo 2 ilustra a forga da convolugdo como ferramenta para se escrever a solugio de um proble-
ma de valor inicial em fun¢ido de uma integral. De fato, € possivel proceder de um modo bastante seme-
Ihante em problemas mais gerais. Considere o problema que consiste na equagio diferencial

ay" + by + cy = g(1), (20)
onde a, b e ¢ sdo constantes reais e g ¢ uma fun¢io dada, com as condicoes iniciais
yO) =yo,  y(0) =y (21)

A abordagem de transformada fornece uma compreensao mais profunda sobre a estrutura da solugio de
qualquer problema desse tipo.

E comum a referéncia ao problema de valor inicial (20), (21) como um problema de entrada-saida. Os
coeficientes a, b e c descrevem as propriedades de algum sistema fisico, e g(¢) corresponde a forga externa
(entrada) agindo sobre o sistema. Os valores y, e y; descrevem o estado inicial, e a solugio y ¢ a resposta
(saida) no instante ¢,

Calculando a transformada de Laplace da Eq. (20) e usando as condigées iniciais (21), obtemos

(as” + bs + )Y (s) — (as + b)yy — ay, = G(s).

Se definirmos

d(s) = W W(s) = ﬁ;. (22)
podemos escrever
Y(s) = d(s) + W(s). (23)
Em consequéncia,
y=¢@)+y), (24)
onde ¢ (1) = L [{®(s)] ¢ (1) = L'[W(s)). Note que ¢ (1) € a solugao do problema de valor inicial
ay" +by +cy=0,  y0)=yo, Y(O0) =y (25)
obtida das Eqs. (20) e (21) fazendo g(1) igual a zero. Analogamente, y/(¢) € a solugio de
ay’ + by +cy=gt), y0) =0, y(0) =0, (26)

na qual os valores iniciais y, e v} sdo substituidos por zero. 1
Uma vez dados valores especificos para a, b e ¢, podemos encontrar ¢(1) = L™{®(s)] usando a Tabela
6.2.1, possivelmente em conjunto com uma translagdo ou uma expansao em fragdes parciais. Para encon-

trar ¥(r) = L W(s)}, € conveniente escrever y(s) como

W(s) = H(5)G(s), (27)
onde H(s) = (as® + bs + ¢)"". A fungdo H é conhecida como a fungio de tnnsl'eré_ucin’ e depende apenas
das propriedades do sistema em questio, ou seja, H(s) fica inteiramente determinada pelos coeficientes
a,b e c. Por outro lado, G(s) depende exclusivamente da excitagio externa g(r) que € aplicada ao sistema.
Pelo teorema sobre convolugdes, podemos escrever

JEssa terminologia vem do fato de que F(s) ¢ a razdo entre as transformadas da resposta (saida) e da fungio externa (en-
trada) do problema (26).
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V() =L H($)G()) =fu h(t — 1)g(r) dr, (28)

onde h(r) = L{H(s)) e g(r) é o termo nao homogéneo dado.
Para obter uma compreensao melhor do significado de A(r), vamos considerar o caso em que G(s) = 1;
entdo, g(t) = 8(1) e Y(s) = H(s). Isso significa que y = h(r) € solugdo do problema de valor inicial

ay’ +by +cy=58(1),  yO =0, y(0)=0, (29)

obtido da Eq. (26) substituindo-se g(r) por §(¢). Logo, /i(¢) € a resposta do sistema a um impulso unitdrio
aplicado em ¢ = 0, ¢ ¢ natural chamar A(f) de resposta ao impulso do sistema. A Eq. (28) diz, entio, que
¥(r) € a convolugdo da resposta ao impulso com a forga externa. g

Com referéncia ao Exemplo 2, observamos que nesse caso a fungdo de transferéncia € H(s) = 1/(s + i
4) e a resposta ao impulso € h(f) = (sen 2)/2. Além disso, as duas primeiras parcelas a direita do sinal de
igualdade na Eq. (19) constituem a fungio ¢(), a solugdo da equagao homogénea associada que satisfaz
as condicdes iniciais dadas.

PROBLEMAS @ Prove a comutatividade, a distributividade e a associatividade para a convolugao.
(a) frg=gxf
(b) fr(gi+g)=f*g1+f+g
(c) fr(gsh)=(f*g)=xh
Encontre um exemplo diferente do que foi dado no texto mostrando que (f* 1)(r) ndo precisa ser igual a
; flo).

3. Mostre, através do exemplo f(1) = sen ¢, que f* f niio precisa ser nio negativa,

Em cada um dos Problemas de 4 a 7, encontre a transformada de Laplace da fungio dada.

¢ t
4, f(r):f (t — 1)’ cos2r dr 5. fn) =f e "sentdr
] [}

(] 13
6. f(r}:f (t—r1)e" dr 7. f(:):fscn(:—r)cosrdr
1] (1]

Em cada um dos Problemas de 8 a |1, encontre a transformada de Laplace inversa da fungio dada usando o
teorema sobre convolugdes.

5

8 F(s) = ———— 9. = ———

FO= 7+ FO = e+
A 1 _ G

10. F(s)—m 11. F{S)—sz+1

12. (a) Se f(r) =r"ese g(f) = ", onde m e n sdo inteiros positivos, mostre que
1
frg=rmnt f (1 — u)" du.
0
(b) Use o teorema sobre convolugdes para mostrar que

! m!n!
el — )" B e————
fu Rk 9 (m+n+ 11

(c) Estenda o resultado do item (b) para o caso em que m ¢ n s30 niimeros positivos, mas nio necessaria-
mente inteiros.

LT £

Em cada um dos Problemas de 13 a 20, expresse a solugdo do problema de valor inicial dado em fungio de uma
convolugio,

V+oly=g; y0)=0, y©0 =1
14, y" 4+ 2y' + 2y =senat; y(0)=0, y(O)=0
4'+4y +17y=g@); " y(0) =0, y(©0) =0
6. Y +y+y=1-u; yO)=1 y©O) =-I
17. y' +4y +4y=g@1);  y(0) =2, y(0)=-3
18. y" + 3y + 2y = cosar; y0)=1, y@0=0
19. y9 —y=g(t);  y0)=0, y(@©0) =0, y"(0)=0, y"©0) =0
20. yO +5y" +4y=g(t); y(0)=1, y(@©) =0, y'(©0)=0, y"(0)=0
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21. Considere a equagio
@) +j‘: k(t = &)p(&)de = f(n),

na qual fe k sdo fungdes conhecidas e ¢ deve ser determinada. Como a fungio desconhecida ¢ aparece
debaixo do sinal de integral, a equacao dada € dita uma equagiio integral: em particular, cla pertence a
classe de equagdes integrais conhecidas como equagdes integrais de Volterra. Calcule a transformada de
Laplace da equagao integral dada e obtenha uma expressao para £[¢(r)) em fungio das transformadas

L{f(n) e L]k(r)} das fungdes dadas fe k. A transformada inversa de L{$(n) € a solugio da equagio integral
original.

22. Considere a equagao integral de Volterra (veja o Problema 21)

I
@) +[ (t —E)p(E)dE =sen2t.
0 (1)
(a) Resolva a equacdo integral (i) usando a transformada de Laplace.
(b) Diferenciando a Eq. (i) duas vezes, mostre que ¢(r) satisfaz a equagio diferencial

¢" () + ¢(1) = —dsen2t.
Mostre também que as condig¢des iniciais sdo
d(0) =0, @) =2

(c) Resolva o problema de valor inicial do item (b) e verifique que a solugio é a mesma obtida no item
(a).
Em cada um dos Problemas de 23 a 25:
(a) Resolva a equagdo de Volterra dada usando a transformada de Laplace.
(b) Converta a equagio integral a um problema de valor inicial, como no Problema 22(b).
(c) Resolva o problema de valor inicial no item (b) e verifique que a solugdo € a mesma encontrada no item
(a).

23. ¢(n) +[(r —E)p(ErdE =1 24, (1) —f (t—&pE)ds =1
0 0

¢
25. (1) + 2-[ cos(t — E)p(E)dE = e’
0

Existem também equagdes, conhecidas como equagdes integro-diferenciais, onde aparecem derivadas ¢ inte-
grais da fungio desconhecida. Em cada um dos Problemas de 26 a 28:

(a) Resolva a equagdo integro-diferencial dada usando a transformada de Laplace.

(b) Diferenciando a equagdo integro-diferencial um niimero suficiente de vezes, converta-a em um problema

de valor inicial.
(c) Resolva o problema de valor inicial no item (b) e verifique que a solugdo € a mesma encontrada no item

(a).
26. :b’(tH—f (t—&E)pE)dE =1, $(0)=0
i

27. ¢'(1) — %f t— & pE)dE = —t, ¢(0) =1
0

28. ¢/ () + (1) = [sen(f—g)qb('g‘)dE, () =1
0

29. A Tautécrona. Um problema de interesse na histéria da matematica € o de encc:ntrar a tlaul'écrona‘ —a
curva descrita por uma particula deslizando livremente sob a agao apenas da gravidade, atingindo o fundo
no mesmo instante independentemente de seu ponto flc partida na curva. E.sse problema apareceu na
construgdo de um relégio com péndulo, cujo perfodo € independente da amplitude de seu movimento. A
tautécrona foi encontrada por Christian Huygens (1629-16952 em 1673 porimétodos geométricos e, mais
tarde, por Leibniz e Jakob Bernoulli usando argumentos analiticos. A solugao de Bernoulli (em 1690) foi

uma das primeiras ocasides em que se resolveu explicitamente uma equagdo diferencial. A configuragio

geométrica estd ilustrada na Figura 6.6.2.

. " . ignifica 0 mesmo, e chronos, que significa tempo.
‘A palavra “tautécrana” tem origem nas palavras gregas faufo, Que sig i Qe g po




276 CarituLo SEIs

REFERENCIAS

Pla, b)

g

B

x

FIGURA 6.6.2 A tautdcrona.

O ponto inicial P(a, b) € unido ao ponto final (0,0) pelo arco C. O comprimento de arco s € medido a partir
da origem e f(y) denota a taxa de variag@o de s em relagio a y:

ds dx\?]"
fw=5=[l+(d—y)] . (i)

Segue entdo, do principio de conservagio de energia, que o tempo T(b) necessdrio para uma particula
deslizar de P até a origem ¢

b
O )

dy. i)

J2g o b=y~ (i) 4

(a) Suponha que T(b) = T, uma conslante, para cada b. Calculando a transformada de Laplace da Eq. (ii)
nesse caso e usando o teorema sobre convolugdes, mostre que

F$)= ——F: (iii)
b1 g

depois, mostre que

=== iv) |
fo=Y=— £
Sugestao: veja o Problema 27 da Segio 6.1. '
(b) Combinando as Egs. (i) ¢ (iv). mostre que >
de  [2a -y 1
dy y y (v) :
onde a = gT3/m. A
(¢) Use a substituigdo y = 2« sen’(#/2) para resolver a Eq. (v) e mostre que 1
)
x = a(f +send), y=a(l —cosf). {vi) $

As Egs. (vi) podem ser identificadas como equagdes paramétricas de uma cicloide. Assim, a tautéerona é
um arco de uma cicloide. g

Os livros listados a seguir contém informagdes adicionais sobre a transformada de Laplace e suas aplicagoes:

Churchill, R. V., Operational Mathemaries (3rd ed.) (New York: McGraw-Hill, 1971).

Doetsch,G., Introduction to the Theory and Application of the LaplaceTransform (trans, W. Nader) (New York: Sprin-
ger, 1974),

Kaplan,W., Operational Methods for Linear Systems (Reading, MA: Addison-Wesley, 1962).

Kuhfittig, P. K. F, Introduction to the Laplace Transform (New York: Plenum, 1978).

Miles, ). W,, Integral Transforms in Applied Mathematics (London: Cambridge University Press, 1971).

Rainville, E. D., The Laplace Transform: An Introduction (New York: Macmillan, 1963).

Cada um dos livros mencionados acima contém uma tabela de transformadas. Também estio disponiveis tabelas
mais extensas; veja, por exemplo:

Erdelyi, A. (ed.), Tables of Integral Transforms (Vol. 1) (New York: McGraw-Hill, 1954).
Roberts, G. E., and Kaufman, H., Table of Laplace Transforms (Philadelphia: Saunders, 1966),

Mais detalhes sobre fungdes generalizadas podem ser encontrados em

Lighthill, M. J, Fourier Analysis and Generalized Functions (London: Cambridge University Press, 1958).




CAPITULO

7

Sistemas de F.quacoes

[ineares de Primeira Ordem

Existem muitos problemas fisicos que envolvem diversos elementos separados associados de alguma
forma. Por exemplo, circuitos elétricos tém essa caracteristica, assim como problemas em mecinica ¢ em
outros campos. Nesses e em casos semelhantes, o problema matemitico correspondente consiste em um
sistema de duas ou mais equagdes diferenciais, que sempre podem ser escritas como equagdes de primei-
ra ordem. Vamos estudar, neste capitulo, sistemas de equagdes lineares de primeira ordem, em particu-
lar equagdes com coeficientes constantes, utilizando alguns aspectos elementares da dlgebra linear para
unificar a apresentagio. Em muitos aspectos, este capitulo segue a mesma linha do tratamento dado as
equagoes lineares de segunda ordem no Capitulo 3.

7.1 Introducao

Sistemas de equagdes diferenciais ordindrias simultaneas aparecem naturalmente em problemas envol-
vendo diversas varidveis dependentes, cada uma delas fungéio da mesma varidvel independente tnica.
Vamos denotar a varidvel independente por 1 e as varidveis dependentes, que sdo fungdes de 1, por x;, x,,
Xy, ... A diferencia¢do em relagao a f sera denotada por uma linha.

Por exemplo, considere o sistema mola-massa na Figura 7.1.1. As duas massas s¢ movem em uma
superficie sem atrito sob a influéncia de forgas externas F(f) e F5(1) e sdo, também, restringidas em seu
movimento pelas trés molas com constantes k,, k, ¢ k;, respectivamente. Usando argumentos semelhantes
aos da Segio 3.7, encontramos as seguintes coordenadas x, e x, para as duas massas:

fnl% - kz(Xz - X1) —k1.r1 + FIU)
= —(ki + k2)x1 + kaxz + F1(0), (1)
2
mz%;—z = —k}tz - kz(.tz p— x1) + FZ{I)

= kaxy — (k2 + k3)xz + Fa(n).

A dedugdo das Eqs. (1) estd esquematizada no Problema 17.

FIGURA 7.1.1 Um sistema com duas massas e trés molas.
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Vamos considerar, agora, o circuito LRC em paralelo ilustrado na Figura 7.1.2. Seja V a diferenca de
tensdo no capacitor e [ a corrente passando pelo indutor. Entdo, de acordo com a Se¢ao 3.7 ¢ com o Pro-
blema 19 desta segdo, podemos mostrar que a diferenga de tensio e a corrente sio descritas pelo sistema |

de equagoes

al Vv ;
dt L )
av 1 14
@i, £ RO
onde L é a indutdncia, C a capacitincia e R a resisténcia.
C
It
A
R
o AN ——@
L
—Y Y Y

FIGURA 7.1.2 Um circuito RLC em paralelo.

Uma razdo pela qual sistemas de equagoes de primeira ordem sdo particularmente importantes € que
equagdes de ordem maior sempre podem ser transformadas em tais sistemas. Isso, normalmente, € neces-
sdrio se ¢ planejada uma abordagem numérica, jd que quase todos os c6digos para gerar solugoes numé-
ricas aproximadas de equagdes diferenciais sdo escritos para sistemas de equagdes de primeira ordem. O
exemplo a seguir ilustra como ¢ fécil fazer a transformagao.

T R S

O movimento de um determinado sistema mola-massa (veja o Exemplo 3 da Se¢io 3.7) € descrito pela equagao
diferencial de segunda ordem

u" +0,1250" + u=0. (

Escreva essa equagdo como um sistema de equagdes de primeira ordem.
Sejam x, = u e x, = u'. Entdo, x," = x.. Além disso, 1" = x,". Entdo, substituindo u, «' e «" na Eq. (3), obtemos

X5+ 0,125x; +x; =0,

= S oAl WY

Logo, x, e x, satisfazem o seguinte sistema de duas equagdes diferenciais de primeira ordem:

x{=1x3,

4

x, = —x; — 0.125x,.

A equacgdo geral de movimento de um sistema mola-massa,
mv" +yv' + kv =F(), (5)

pode ser transformada em um sistema de primeira ordem do mesmo modo. Definindo x, =vex,=v'e
procedendo como no Exemplo 1, obtemos rapidamente o sistema

X} =Xz,
xy = —(k/m)x; — (y /m)xz + F(t)/m.
Para transformar uma equagdo arbitraria de ordem n
y(ﬂ] == F(!.y.y’.....y""”) (7)

em um sistema de n equagdes de primeira ordem, estendemos o método do Exemplo 1 definindo as va-
ridveis x;, X,, ..., X, por

(6)

=y, xp=y, x3=y" ..., xa=y"" (8)

Segue imediatamente que
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Xt =x3,
X =
2 x3| (9)
x:‘I—I = Xn,
e,da Eq. (7),
Xy = F(t,x1,%,...,x,). (10)
As Eqgs. (9) e (10) sao casos particulares do sistema mais geral
X’i = F1(f,.l‘1..l'z. cea ‘xn}n
x{z = Fz(r,‘xl.xz.....-tn). (11)

!
X, = Fn(tix1,x2, .0, %0).

De maneira andloga, o sistema (1) pode ser reduzido a um sistema de quatro equagoes de primeira ordem
da forma (11), enquanto o sistema (2) ja estd nessa forma. De fato, sistemas da forma (11) incluem quase
todos os casos de interesse, de modo que a maior parte da teoria mais avangada de equacoes diferenciais
€ dedicada a tais sistemas.

Uma solugao do sistema (11) no intervalo I:« <t < € um conjunto de n fungdes

Xp=¢1(t), x2a=¢a(t), ..., Xp=¢u) (12)

diferencidveis em todos os pontos do intervalo I e que satisfazem o sistema de equagoes (11) em todos os
pontos desse intervalo. Além do sistema de equagoes diferenciais dado, podem ser fornecidas, também,
condigoes iniciais da forma

o) =), x)=x, ..., Xalto)) =2, (13)

onde r, ¢ um valor especificado de rem [ e x{,..., X, sio nimeros dados. As equagdes diferenciais (11) e
as condigdes iniciais (13) juntas formam um problema de valor inicial.

Uma solugdo (12) pode ser vista como um conjunto de equagdes paramétricas em um espago de di-
mensio n. Para um valor de ¢ dado, as Eqs. (12) fornecem valores para as coordenadas x,, ..., x, de um
ponto no espago. A medida que ¢ varia, as coordenadas, em geral, também mudam. A colegio de pontos
correspondentes para « < ¢ < 8 forma uma curva no espago. As vezes é titil pensar na curva como a tra-
jetdria ou o caminho percorrido por uma particula movendo-se de acordo com o sistema de equagdes
diferenciais (11). As condigoes iniciais (13) determinam o ponto inicial da particula em movimento.

As condigoes a seguir sobre F|, F5, ..., F,, facilmente verificadas em problemas especificos, sdo suficientes
para garantir que o problema de valor inicial (11), (13) tenha uma solugao tinica. O Teorema 7.1.1 € andlogo
ao Teorema 2.4.2, 0 teorema de existéncia e unicidade para uma tnica equagio de primeira ordem.

Suponha que cada uma das fungdes F,, ..., F, e suas derivadas parciais, 9F,/dx,, ..., 0F\/0x,,, ..., 0F,/dx,, ...,
dF,/dx,, sdo continuas em uma regiio R do espago x,x,...x, definidapora <1< f o, <x, < B, ..., e, <
X, < B, € suponha que o ponto (o, x{, x...., X)) estd em R. Entao, existe um intervalo If — £l < h no qual
existe uma tinica solugio x, = ¢,(t), ..., X, = ¢,(¢) do sistema de equagdes diferenciais (11) que também
satisfaz as condigoes iniciais (13).

A demonstragio deste teorema pode ser construida generalizand&«.se o argumento dado na Se¢ido 2.8,
mas ndo faremos isso aqui. No entanto, note que néo se diz nada nas hl?éleses do teorema sobre as deri-
vadas parciais de F,, ..., F, em relagio a varidvel independente r. Além disso, na conclusio o comprimento
2h do intervalo no qual a solugdo existe ndo estd especificado exatamente e, em alguns casos, pode ser
muito curto. Finalmente. o mesmo resultado pode ser provado sob hipoteses mais fracas, mas muito mais
complicadas, de modo que o teorema, como enunciado,ndo é.o mais geral conhecido e as condigdes dadas
sdo suficientes, mas nio necessarias, para a conclusio ser valida. o o

Se cada uma das fungoes F,, ..., F, nas Egs. (11) for uma !’un'ga(_)' lm.ear das Vgnévetls dependentes x,,
..., X,, entdo o sistema de equagdes é dito linear; caso contrario, ¢ nio linear. Assim, o sistema mais geral

de n equagoes lineares tem a forma
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Teorema 7.1.2

—

x; =pu(®xi + -+ pia(t)x, + g1 (1),
x5 = pa(t)xy + -+ + pan(t)xn + ga2(1),

x:q = Prll(r)xl + e Pan ()X, + gn(f).

Se todas as fungdes g,(r), ..., g,(r) forem identicamente nulas no intervalo /, entdo o sistema (14) € dito
homogéneo; caso contrdrio, ele ¢ nio homogéneo. Observe que os sistemas (1) e (2) sdo ambos lineares.
O sistema (1) é nao homogéneo, a menos que F,(r) = F5(r) = 0, enquanto o sistema (2) ¢ homogéneo. Para
o sistema linear (14), o teorema de existéncia e unicidade ¢ mais simples e também tem uma conclusio
mais forte. E andlogo aos Teoremas 2.4.1 e 3.2.1.

Se as fungdes pyy, Pras -++s Pum &1» - - -» 8 fOTEM CONtinuas em um intervalo aberto I: o < t < B, entdo existird
uma tinica solugao x, = ¢,(1), ..., x, = ¢,(t) do sistema (14) que também satisfaz as condigdes iniciais (13),

onde f, é qualquer ponto em I e x,..., x] sio nimeros dados. Além disso, a solugdo existe em todo o
intervalo /.

Note que em contraste com a situagdo para um sistema nio linear a existéncia e a unicidade de solugao
para um sistema linear estdo garantidas em todo o intervalo no qual as hipdteses sdo satisfeitas. Além
disso, para um sistema linear os valores iniciais x{,..., x] em ¢ = t, sdo inteiramente arbitrdrios, enquanto
no caso ndo linear o ponto inicial tem que estar contido na regido R definida no Teorema 7.1.1.

O restante deste capitulo ¢ dedicado a sistemas lineares de equagdes de primeira ordem (sistemas
nao lineares estardo incluidos nas discussdes dos Capitulos 8 ¢ 9). Nossa apresentag@o utiliza notagio
matricial e supde que o leitor esteja familiarizado com as propriedades de matrizes. Os fatos basicos sobre
matrizes estdo resumidos nas Seg¢des 7.2 e 7.3, ¢ material mais avancado serd revisto quando necessdrio
em segdes posteriores.

PROBLEMAS

Em cada um dos Problemas de 1 a 4, transforme a equagdo dada em um sistema de equagoes de primeira or-
dem.

wW+05u +2u=20 2. 1" +05u" + 2u = 3sent
il (= 025u=0 4, uM —u=0
Em cada um dos Problemas 5 e 6, transforme o problema de valor inicial dado em um problema de valor inicial
para duas equagdes de primeira ordem.
1" 4 0.25u' + 4u = 2cos 3t, w0 =1, u'0)=-2
6. u" +pd + qtHu = g(n), u(0) = up, 1'(0) =y
@ Sistemas de equagdes de primeira ordem podem ser transformados, algumas vezes, em uma tinica equagao
de ordem maior. Considere o sistema
Xy = —2x1 + x3, Xy =x; — 2x.
(a) Resolvaa primeira equagdo para x, e substitua na segunda equagdo, obtendo, assim, uma equagio de
segunda ordem para x,. Resolva essa equagio para x, e determine x..
(b) Encontre a solugdo do sistema dado que também satisfaz as condigdes iniciais x,(0) = 2, x,(0) = 3.
(c) Esboce a curva, para r > 0, dada em forma paramétrica pelas expressdes para x, € x, encontradas em
(b).
Em cada um dos Problemas de 8 a 12, proceda como no Problema 7.
(a) Transforme o sistema dado em uma tnica equagio de segunda ordem.
(b) Encontre x, e x, que satisfazem, também, as condig¢des iniciais dadas.
(c) Esboce o gréfico da solugio no plano x,x, para f > 0.

8. x’I =3x; — 2x,, x (=3 9. x’l = 1,25x, + 0,75x>, x(0) = -2
X, =20-2x, x0)=} ¥ =075x+125x, x:(0)=1
10 % =x -26, x0=-1 @ =2 nO=3

Xy =3x —4x, x%0)=2 Hn=-2x, x0)=4

(14) B

- o sl 20

RS T
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12. x; = —0,5x; + 2x3, x(0) =-2
x; = —2x; —0,5x, n0)y=2
13. Transforme as Egs. (2) para o circuito em paralelo em uma dnica equagio de segunda ordem.
14, Mostre que se ay,, a5, ay € ay forem constantes, com a,, e a,, sem serem nulos a0 mesmo lempo, e se as
fungdes g, e g, forem diferencidveis, entdo o problema de valor inicial
3
XYy =anXi Hanpx+gi(t),  x(0) =x)
r
Xy = anX) + anpx; + ga(1), x(0) = \‘j
podera ser transformado em um problema de valor inicial para uma tnica equagio de segunda ordem.
Pode-se usar o mesmo procedimento se a,y, ..., a,, forem fungdes de ?
@ Considere o sistema linear homogéneo
X =pult)x+ppy,

Y =pax+pn)y.
Mostre que se x =x,(r),y = y,(t) e x = x,(r), y = y,(t) forem duas solugdes do sistema dado, entio x = ¢,x,(£) +
c:X5(1), y = ¢,y,(1) + cov,(r) também serd solugdo, quaisquer que sejam as constantes ¢, ¢ ¢, Este ¢ o principio
da superposicio.
16. Sejam x = x,(t), y = y,() e x = x,(1), y = y,(r) duas solugdes do sistema linear nao homogénco

X' =puOx+popy+ g,

Y =pax + paly + g0
Mostre que x = x,(f) = x,(1), y = v,(r) — y,(t) € uma solugdo do sistema homogéneo associado.

17. AsEgs. (1) podem ser deduzidas desenhando-se um diagrama mostrando as forgas agindo sobre cada mas-
sa. A Figura 7.1.3a mostra a situacao quando os deslocamentos x, e x, das duas massas siio ambos positivos
(para a direita) e x, > x,. Nesse caso, as molas 1 e 2 estdo alongadas e a mola 3 estd comprimida, gerando
as forgas ilustradas na Figura 7.1.3b. Use a lei de Newton (F = ma) para deduzir as Eqs. (1).

]

18. Transforme o sistema (1) em um sistema de primeira ordem fazendo y, = x,, y; =Xy, yi = x[, ¥, = X1,

o

=
I |
(a)
-~ |
kz{xg—xl) L‘—— k312

(b)

FIGURA 7.1.3 (a) Os deslocamentos x, e x, sdo ambos positivos. (b) O diagrama de forgas para o sistema
mola-massa.

Circuitos Elétricos. A teoria de circuitos elétricos, do tipo ilustrado na Figura 7.1.2, consistindo em indu-
tores, resisténcias e capacitores, baseia-se nas leis de Kirchhoff: (1) o fluxo total dc" corrcnte'atravcssgndo
cada n6 (ou jungiio) € zero; (2) a diferenga de tensdo total em cada lago fechado é zero. Além da.s lcn's de
Kirchhoff temos, também, a relagdo entre a corrente I em amperes passando por elemento do circuito e
a diferenga de potencial V naquele elemento:

V =RI, R = resisténcia em ohms;
C%‘: =1, C = capacitancia em farads':
t
dl — indutanci h
Ld_ =V, L. = indutincia em henrys.
t

As leis de Kirchhoff e a relagao entre corrente € diferenca de tensdo em cada elemento do circuito fornecem
um sistema de equagoes algébricas e diferenciais de onde € possivel determinar a diferenga de tensao e a
corrente em todo o circuito. Os Problemas 19 a 21 ilustram o procedimento que acabamos de descrever,

'Capacitores tém de fato, capacitancias medidas tipicamente em microfarads. Usamos farad como unidade de medida por
conveniéncia numérica.
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19. Considere o circuito ilustrado na Figura 7.1.2. Sejam /,, I, e I, as correntes atravessando respectivamente o
capacitor, a resisténcia e o indutor. Analogamente, sejam V. V, e V, as diferengas de tensido corresponden-
tes. As setas denotam as diregoes, escolhidas arbitrariamente, nas quais as correntes e diferengas de tensig
serdo consideradas positivas. i

(a) Aplicando a segunda lei de Kirchhoff no lago superior do circuito, mostre que

Vi-Vy=0.

0}
De maneira andloga, mostre que ?
Va=V3=0. (ii) 48
(b) Aplicando a primeira lei de Kirchhoff em qualquer dos nds do circuito, mostre que X
h+hL+1=0. (iii)
(c) Use a relagdo entre a corrente e a diferenca de tensdo em cada elemento do circuito para obter as

equagoes :
Ccvi =1, Va =R, Liy=V;. (iv) 3
(d) Elimine V,, V., [, e I. das equagoes (i) a (iv) para obter

%
cw=~h—f, LI =V, (v)

e

Observe que se omitirmos os indices nas Eqs. (v) teremos o sistema (2) desta segio.
20. Considere o circuito ilustrado na Figura 7.1.4. Use o método esbogado no Problema 19 para mostrar que a

corrente [ através do indutor e a diferenga de tensdo V através do capacitor satisfazem o sistema de equa- ’;
¢oes diferenciais 3
dl dv :
—=-I-V, — =2-V. :
dt : di }'
R =1o0hm ¢
3
=1h
R =2 ohms pamRhon
=l
C = farad

FIGURA 7.1.4 O circuito no Problema 20.

21. Considere o circuito ilustrado na Figura 7.1.5. Use o método esbogado no Problema 19 para mostrar que a

corrente [ através do indutor e a diferenga de tensiio V através do capacitor satisfazem o sistema de equa-
¢oes diferenciais

dl dVv Vv
i TR, T J 7 Y i
Ldr Ril ’ Cdl R

A A SR ST e e e B o

4]
FIGURA 7.1.5 O circuito no Problema 21.

22. Considere os dois tanques interligados ilustrados na Fjlg.ur_a 7.1.6." O Tanque 1 contém, inicialmente, 30 gal
de 4gua e 25 oz de sal, enquanto o Tanque 2 contém, inicialmente, 20 gal de dgua e 15 oz de sal. Entra no

*Usamos as abreviagdes gal para galdes, 0z para ongas e min para minutos; 1 oz = 283495 g e 1 gal = 4,546 . (N.T.)
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1,5 gal/min !
_g,, ' 1 gal/min

3 gal/min

Tanque 1 Tangue 2

FIGURA 7.1.6 Dois tanques interligados (Problema 22).

Tanque 1 uma mistura de dgua contendo 1 oz/gal de sal a uma taxa de 1.5 gal/min. A mistura flui do Tanque

| para o Tanque 2 a uma taxa de 3 gal/min. Entra, também. no Tanque 2 (vinda de fora) uma mistura de

dgua contendo 3 oz/gal de sal a uma taxa de | gal/min. A mistura escorre do Tanque 2 a uma taxa de 4 gal/

min, e parte dela volta para o Tanque 1 a uma taxa de 1,5 gal/min, enquanto o restante deixa o sistema.

(a) Sejam Q,(r) e Q.(1), respectivamente, as quantidades de sal em cada tanque no instante r. Escreva as
equagoes diferenciais e as condigdes iniciais que modelam o processo de fluxo. Observe que o sistema
de equagdes diferenciais € ndo homogéneo.

(b) Encontre os valores de Q, ¢ Q, para os quais o sistema estd em equilibrio, ou seja, nio varia com o
tempo. Sejam QF e Q% os valores de equilibrio. Vocé pode prever qual tanque atingird seu estado de
equilibrio mais rapidamente?

(c) Sejamux, = Q,(1) - QF e x, = Os(r) - Q% Determine um problema de valor inicial para x ¢ x,. Observe
que o sistema de equagdes para x, e x, ¢ homogéneo.

Considere dois tanques interligados de maneira andloga aos da Figura 7.1.6. O Tanque | contém. inicial-

mente, 60 gal de dgua e Q' oz de sal. enquanto o Tanque 2 contém, inicialmente, 100 gal de dgua ¢ Q' oz

de sal. Estd entrando no Tanque 1, a uma taxa de 3 gal/min, uma mistura de dgua contendo ¢, oz/gal. A

mistura no Tanque | sai a uma taxa de 4 gal/min, da qual metade entra no Tanque 2, enquanto o restante

deixa o sistema. O Tanque 2 recebe de fora uma mistura de d4gua com g, oz/gal de sal a uma taxa de 1 gal/
min. A mistura no Tanque 2 sai a uma taxa de 3 gal/min, mas uma parte disso volta para o Tanque 1 a uma
taxa de 1 gal/min, enquanto o restante deixa o sistema.

(a) Desenhe um diagrama que ilustre o processo de fluxo aqui descrito. Sejam Q,(r) e Q.(r), respecti-
vamente, as quantidades de sal em cada tanque no instante t. Escreva as equagdes diferenciais e as
condigdes iniciais para Q, e @, que modelam o processo de fluxo.

(b) Encontre os valores de equilibrio Qf e Q% em fungdo das concentragoes q, € q,.
(c) E possivel (ajustando ¢, e ¢,) obter Q% = 60 e QF = 50 como um estado de equilibrio?
(d) Descreva os estados de equilibrio possiveis para esse sistema para diversos valores de g, ¢ g..

7.2 Revisao de Matrizes

Por razdes tanto tedricas quanto computacionais, € recomendavel ter em mente alguns dos resultados de
dlgebra matricial® para resolver um problema de valor inicial para um sistema de equagoes diferenciais

?As propriedades de matrizes foram exploradas pela primeira vez em um artigo de 1858 escrito pelo algebrista inglés Arthur
Cayley (1821-1895), embora a palavra “matriz” tenha sido introduzida por seu amigo James Sylvester (1814-1897) em 1850.
Cayley fez parte de seu trabalho matemitico mais importante enquanto advogava, de 1849 até 1363:10m9u-s§.dep015, pro-
fessor de matematica em Cambridge, uma posigao que manteve até o fim de sua vida. Depois do trabalho pioneiro de Cayley,

o desenvolvimento da teoria de matrizes foi rapido, com cont

ribuigdes importantes de Charles Hermite, Georg Frobenius e

Camille Jordan, entre outros.
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lineares. Para facilitar, esta e a proxima segao serdo dedicadas a um pequeno resumo dos fatos sobre
matrizes que usaremos depois. Maiores detalhes podem ser encontrados em qualquer livro elementar de
dlgebra linear. Supomos, no entanto, que vocé conhece determinantes e sabe calculd-los.

Vamos denotar matrizes por letra maitsculas em negrito, A, B, C. ..., usando, de vez em quando, letras
gregas maitisculas como @, ¥,... Uma matriz A consiste em um arranjo retangular de nimeros ou ele- |
mentos arrumados em m linhas e n colunas - ou seja,

ap a i dyp
A A

A=1 | 4 .- (1)
A1 Am2 ter o Amn

Dizemos que A é uma matriz m x n. Embora mais adiante neste capitulo fagamos, muitas vezes, a hips-
tese de que os elementos de determinadas matrizes sdo nimeros reais, nesta se¢ao vamos supor que os ‘Y
elementos podem ser niimeros complexos. O elemento que estd na i-¢sima linha ¢ na j-¢sima coluna serd &
denotado por a,, onde o primeiro indice identifica a linha e o segundo, a coluna. Algumas vezes utiliza-se =
a notagdo (a,) para denotar a matriz cujo elemento genérico € a,,. 1

Associada a cada matriz A existe a matriz A7, conhecida como a transposta de A, que é obtida de A
permutando-se as linhas e colunas de A. Assim, se A = (a,), entdo A" = (a,). Além disso, denotaremos
o complexo conjugado de a, por @, ¢ a matriz obtida de A trocando-se todos os elementos pelos seus
conjugados por A. A matriz A € a conjugada de A. Serd necessario, também, considerar a transposta da
conjugada, A”. Essa matriz é chamada de adjunta de A e denotada por A*.

Por exemplo, considere
3 2—i
A*(4+3f ~5+2:')‘

3 4+ 3i = 3 2+i
T_ —1
a ‘(z-f —5+2i)' a (4~3£ —5—2:‘)'

3 3 4 —3i
" _(2+i —5-2:‘)'

Estamos particularmente interessados em dois tipos especiais de matrizes: matrizes quadradas, que
tém o mesmo nimero de linhas e colunas — ou seja, m = n; e vetores (ou vetores colunas), que podem
ser considerados como matrizes n x 1, ou matrizes tendo apenas uma coluna. Dizemos que uma matriz
quadrada com n linhas e n colunas é de ordem n. Denotaremos vetores (colunas) por letras minusculas
em negrito, x, y, £ 1,... A transposta x” de uma coluna n x 1 é um vetor linha, isto ¢, a matriz consistindo
em apenas uma linha cujos elementos sdo iguais aos elementos nas posigoes correspondentes de x.

Entao

P e

Propriedades de Matrizes. ?
1. Igualdade. Duas matrizes m x n A e B sio ditas iguais se todos os elementos correspondentes sio
iguais — ou seja, se a; = b, para todo i e todo j.
2. Matriz Nula. O simbolo 0 serd usado para denotar a matriz (ou vetor) com todos os elementos iguais ?
al.

3. Soma. A soma de duas matrizes m x n A e B ¢ definida como a matriz obtida somando-se os ele-
mentos correspondentes:

.

A + B = (ay) + (byj) = (a; + by). (2)

Com essa definigdo, segue que a soma de matrizes ¢ comutativa e associativa, de modo que

S R R e

A+B=B+A, A+B+C)=((A+B)+C. 3)

4. Multiplicagio por um Niimero. O produto de uma matriz A por um niimero complexo « ¢ definido
da seguinte maneira:

aA = alay) = (eay); (4)
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ou seja, cada elemento de A ¢ multiplicado por a. As propriedades distributivas

a(A + B) = A +aB, (o + F)A = A + BA (5)

sao satisfeitas por esse tipo de multiplicagao. Em particular, a matriz negativa de A, denotada por -A, ¢
definida por

-A = (-DA. (6)
5. Subtracio. A diferenca A - B de duas matrizes m x n ¢ definida por
A-B=A+(-B). (7
Logo.
A =B = (a5) — (by) = (a; — b)), (8)

que ¢ semelhante a Eq. (2).

6. Multiplicacao. O produto AB de duas matrizes estd definido sempre que o nimero de colunas da
primeira for igual ao nimero de linhas da segunda. Se A ¢ B sdo matrizes i x n e n x r, respectivamente,
entdo o produto C = AB ¢ uma matriz m x r. O elemento na i-ésima linha ¢ na j-¢sima coluna de C ¢ en-
contrado multiplicando-se cada elemento da i-ésima linha de A pelo elemento correspondente da j-ésima
coluna de B e, depois, somando-se os produtos resultantes. Simbolicamente,

n
Cij = Zﬂ‘;\-b”. (9)
k=1
Pode-se mostrar, através de um cdlculo direto, que a multiplicagdo de matrizes € associativa
(AB)C = A(BC) (10)
e distributiva
AB+C)=AB+ AC. (11)

No entanto, em geral a multiplicagido de matrizes nao ¢ comutativa. Para que ambos os produtos AB e
BA existam e sejam de mesmo tamanho, € necessdrio que as matrizes A e B sejam quadradas de mesma
ordem. Mesmo nesse caso os produtos sao normalmente diferentes, de modo que em geral

AB # BA. (12)

Para ilustrar a multiplicagio de matrizes ¢ o fato de que a multiplicagdo nio € comutativa, considere as matri-
zes

1 -2 1 2 1 -1
A=|0o 2 -1|, B=|1 -1 0
2 1 1 2 -1 1

Da defini¢io de multiplicagio dada pela Eq. (9), temos

2-2+2 142-1 -140+1
AB=|0+2-2 0-2+41 0+40-1
44142 2-1-1 —240+1

2 2 0
=0 -1 -1
7 0 -1
Analogamente, vemos que
0o -3 0
BA=|1 -4 2
4 -5 4

E claro que AB # BA.
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7. Multiplicagiio de Vetores. Existem diversas maneiras de se formar um produto de dois vetoresx e y,
cada um com n componentes. Uma € a extensao direta do produto escalar usual da Fisica e do Célculo;
denotamos esse produto por x’y e escrevemos

xTy =" xy. (13)
i=1 j
O resultado da Eq. (13) ¢ um nimero (complexo), e segue diretamente da Eq. (13) que _
xTy=y"x, x"(y+2z) =x"y+x"z, (@x)Ty = a(x"y) = x" (ay). (14) ¢

Existe um outro produto entre vetores definido para dois vetores quaisquer com o mesmo nimero de
componentes. Esse produto, denotado por (x, y), € chamado de produto interno’ e é definido por

n {

x,y) =) _ X (15 4

i=1 ?

O produto interno também ¢ um nimero (complexo), e comparando as Eqgs. (13) e (15) vemos que ,5:
x,y) =x'y. (16)

Entado, se todos os elementos forem reais, os dois produtos (13) e (15) sio idénticos. Segue da Eq. (15) que l
(x.y) = (y,x), (x,y+2) = (x,y) + (x,2), +

- (17 =
(ax,y) = «(x.y). (x,ay) = a(x,y).

Note se mesmo que o vetor x tenha elementos com parte imagindria ndao nula, o produto interno de x
consigo mesmo ¢ um ndmero real ndo negativo

n n
xx) =) x%=) |x? (18)
i=1 i=1

A quantidade ndo negativa (x, x)'?, denotada muitas vezes por lIxll, ¢ chamada de comprimento ou ta-
manho de x. Se (x,y) = 0, 0s dois vetores x e y sio ditos ortogonais. Por exemplo, os vetores unitdrios i, j
e k, da geometria vetorial tridimensional, formam um conjunto ortogonal. Por outro lado, se alguns dos
elementos de x ndo sio reais, entdo o produto

n
xTx =Y i (19)
=1

pode ndo ser um nimero real.
Por exemplo, sejam

1+i 3
Entao,
xTy = ()2 =) + (-2 + (1 +DH(3) =4+ 3i,
x=0O2+D+ 2D+ A +DB)=2+7i,
x'x =)+ (-2 + A+ =3+2i,
x,x) = @)=+ (-2)(-2)+ A+ -0 =7.
8. Matriz Identidade. A identidade multiplicativa, ou simplesmente a matriz identidade I, é dada por

1 0 - 0
0 1 «- 0 i
1= . : (20) :
0 0 - 1 :

*Em portugués este produto também é chamado, muitas vezes, de produto escalar. No entanto, para nio confundir com 0
produto definido pela Eq. (13), reservaremos a nomenclatura “escalar” para o produto definido por (13).
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