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23. Mostre que se a for zero ou urn inteiro positivo par 211, a solticao em serie y, se rcduz a urn polinOmio
de grau 2n contendo apenas potencias pares de x. Encontre os polinômios correspondentes a a = 0, 2 e 4.
Mostre que, se a for um inteiro positivo Impar 2n + 1, entao a solucii° cm serie y2 se rcduz a urn polinOinio
de grau 21i + 1 contendo apenas potencias impares de x. Encontre os polinOmios correspondentes a a = I,
3 e 5.

4V, 24. 0 polinOmio de Legendre P „(.r) é dermido como a solucáo polinomial da equacAo de Legendre coin = 0
que satisfaz, tamNim, a condic,io P „( 1) = I.

Usando os resultados do Problema 23, encontre os polinOmios de Legendre P„(x),..., P,(x).
Faca os graticos de P„(x),	 P 5(x) para -1 < < 1.

(c) Encontre os zeros de Po(x),	 P;(x).

Pode-se mostrar que a fOrmula geral para P„(x)

	

`"1211 	(-1)k (21t - 2k)!

	

2"	 k!(,1 - k)!(it - 2k)!„,. 
-2kP,i(x) —

k=0

onde	 denota o major inteiro menor ou igual a 1112. Observando a forma de P „(x) para it par e impar,
mostre que P„(A) = (-1)".
Os polinOmios de Legendre tens um papel importante em fisica mateinntien. Por exemplo, no se resolver a
equacao de Laplace (equacdo do potencial) em coordenadas esfericas,encontrnmos a equacao

d 2 F (co)	 d F (co) 
+cot cp + It(n + 1)F (4;) = 0.	 0 < co <

((cc

onde n 6 um inteiro positivo. tvlostre que a mudanca de variavel x = cos cp leva a ulna equacao de Legend re
coin a = n para r = fix) = Rarceos x).

-1_21 Mostre que, para n = 0,1,2, 3, o polinOrnio de Legendre correspondente e dado por

1	 d"
P„(x) = —	 (x- - 1)".

2"n! fix"

Esta fOrmula, conhecida como fOrmula de Rodrigues , 9 6 vAlida para todos os inteiros positivos it.

Mostre que a equacao de Legendre tambem pode ser escrita como

1(1 - .v 2 ) .y7 = -a (a + 1)y.

Segue. ent5o, que

1(1 - x2 )P„(x)1" = -n(n + 1)1),(x)	 e	 [(1 - x-2)P;„(x)I = 'Witt + 1)P„,(x).

Niultiplicando a primeira equacao por P„,(x), a segunda por P „(x). integrando por partes e depots subtrain-
do ulna equacao da outra, mostre que

P„(x)P,„(x) fix = 0 se n ni

Esta propriedade dos polinOmios de Legendre e conhecida como a propriedade de ortogonalidade. Se
nt = n, pode-se mostrar que o valor fiesta integral é 21(2n + 1).
Dado um polinOmiof de grau n,	 possIvel expressarf como ulna combinacao linear de P. P I , P2 , P„:

r.

f	 = EakPk(x).
k =0

Usando o resultado do Problema 28, mostre que

ak =
2k + 1	

f (x)Pk (x) fix.
2	 _1

5.4 Equaciies de Euler; Pontos Singulares Regulares

Nesta secdo vamos comecar considcrando como resolver equagOes da forma

P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0 	 (1)

'Olin& Rodrigues (1794-1851) puhlicou este resultado como parte de sua tese de doutorado na teole Norntale em Paris em

1816. Mais tarde tornou-se banqueiro e reformador social.
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na vizinhanca de urn ponto singular x0. Lembre-se de que se as funceies P, Q e R sac) polinOrnios sem fa-
tores comuns. os pontos singulares da Eq. (1) s5o os pontos nos quais P(x) = 0.

EquagOes de Euler. Uma equacao diferencial relativamente simples que tern um ponto singular 6 a equa-
c5o de Euler"

L[y] = x2y" + cacy' + ty =0,	 (2)

onde a e beta sao constantes reais. Neste caso P(x) = x2, de modo que x = 0 6 o nine° ponto singular re-
gular da Eq. (2); todos os outros s5o pontos ordiniirios. Por conveniencia, vamos considerar, primeiro, o
intervalo x > mais tarde estenderemos nossos resultados para o intervalo x < 0.

Note que (x')' = rx'-' e (x')" = r(r — 1)x-2 . Logo, se supusermos que a Eq. (2) tern uma solucao da for-
ma

obtemos

y = xr, (3)

L[xr] 
= x2 (xr ) l + ax (xr )' Art

= x r [r(r — 1) +ar + /3].

Sc r 6 raiz da equacao de segundo grau

F(r) = r(r — 1) + ar + /3 = 0,

então L[xle zero e y = x" é uma solucao da Eq. (2). As rafzes da Eq. (5) silo

	

—(a — 1) ± (a — 1) 2 —	 t3
r , r2 =

2

e F(r) = (r — r,)(r — r,). Como para equagOes diferenciais lineares de segunda ordem corn coeficientes
constantes, a necessario considerar separadamente os casos nos quais as rafzes s5o reais e diferentes. reais
e iguais, e complexas conjugadas. De fato, a discussao inteira sobre equagOes de Euler é semelhante ao
tratamento de equagOes diferenciais lineares de segunda ordem corn coeficientes constantes no Capitulo
3, corn e" substituido por x'.

	

Raizes Reais e Distintas. Se F(r) = 0 tem rafzes reais r, e r, Com r,	 r,. entao y,(x) =	 e y 2(x) = x' : são
solucOes da Eq. (2). Como

W(xr1 , xr2 ) = (r2 —).0.r -1-r2 -

nao se anula se r,	 e x > 0. segue que a solucao geral da Eq. (2) 6

y = Ct Yrr + c2xr2 ,	 x > 0.

Note que, se r näo for racional. cntao x' 6 definida por x' =

EXEMPLO
Resolva

1

	

	
2x2y" + 3xy' — y 0.	 x > 0.

Substituindo y = x' na Eq. (8). obtemos

x' [2r(r — 1) + 3r — 1] = x'(2r2 + r — 1) = x' (2r — 1 )( r + 1)	 0.

Logo r, = i e r2 = —1, de modo que a solucao geral da Eq. (8) 6

y = cix 1/2 c2x.-	 > 0.

Razes Iguais. Se as raizes r, e r, sao iguais, obtemos apenas uma solucäo y,(x) = xr, da forma proposta.
Pode-se obter uma segunda solucao pelo metodo de reducao de ordem, mas vamos considerar, para nossa
discussäo futura, um mátodo alternativo. Como r, = r,, F(r) = (r — r 1 ) 2 . Assim, nesse caso, alem de F(r,) =

l 'Esta equacao e chamada algumas vezes de equacilo de Cauchy-Euler ou equac5o equidimensional. Ela foi estudada por
Euler em cerca de 1740, mas sua solucdo jA era conhecida por Johann Bernoulli antes de 1700.

(6)

(9)



— — ---- 	

SOLUCOES EM SERIE PAM EQUACOES LINE ►RES DE SEGUNDA ORDEM 211

0, temos, tambem, F'(r,) = 0. Isso sugere a di ferenciacdo da Eq. (4) cm relacao a r e, depots, a atribuicdo r
igual a r,. Diferenciando a Eq. (4) cm relacdo a r, temos

a	 a
— L[xr ] =[xrF(r)].

Substituindo F(r), trocando as ordcns de integracdo em relacdo a x e em relacdo a r, c notando que
a(Allar = x' In r, obtemos

L[x' In = (r - r i ) 2xr In x + 2(r - ri )xr	 (10)

A crpressdo a direita do sinal de igualdade na Eq. (10) 6 0 para r = r,: portant:),

	

Y2(x) = xri In x,	 x > 0

uma segunda solucdo da Eq. (2). Calculando o wronskiano, vemos que

W (xr' xr ' In x) = x2r i - 1.

Logo, x" , e xr, In x formam urn conjunto fundamental de solucOes para .r > 0, c a solucdo geral da Eq. (2)
6

v = ( c 1 + C2 In -0x'',	 x > 0.	 (12)

EXEMPLO
	 Resolva

2

	

	 x2y” + 5xy' + 4y = 0, 	 x > 0.	 (13)

Substituindo y = x' na Eq. (13). obtemos

xr [r(r - 1) + 5r + 41 = xr (r2 + 4r + 4) = 0.

Portanto, r, = r2 = -2 c

6 a solucdo geral da Eq. (13).

y =	 + c2 In x),	 x > 0 (14)

Raizes Complexes. Fi nal men te, suponha que as raizes r, e r2 sac) complexas conju gadas. digamos, r, = + e
r, = A - iu, Corn p 0. Precisamos explicar agora o significado dc x' quando r é complexo. Lembrando que

xr = er Irv(	 (15)

quando x>0er e real, podemos usar essa equacao para definir x' quando r 6 complex°. Entdo, usando a
formula de Euler para	 obtemos

eo,.+01n.t. = eA In x eitt Inx = xA eitt In x

= x;'I'cos(p, In x) + isen(p. In x)), 	 x > 0.

Corn essa definicao de x' para valores complexos de r, pode-se verificar que as regras usuais da Algebra e
o calculo difcrencial continuam vdlidos, logo x r, e x' sdo, de fato, solucOes da Eq. (2). A solucdo geral da
Eq. (2) 6

y cixA+4` + c2xA'"
	

(17)

A desvantagem clessa expressdo e que as fur-10es x""" e x"" tomam valores complexos. Lembre-se de
que tivemos uma situacdo semelhante no estudo de equagOes diferenciais lineares de segunda ordem corn
coeficientes constantes quando as raizes eram complexas. Da mesma forma que fizemos anteriormente,

	

podcmos observar que as partes real c imaginaria de 	 a saber,

	

xA cos(p. In x)	 e	 sen(kt In x)	 (18)

tamb:3rn sdo solucC)es da Eq. (2). Um calculo direto mostra que

	

W[xA cos(kt In x),	 sen(it In x)] = itx2A-1.

Portanto, essas solucOes formam um conjunto fundamental de solucOes para x > 0, e a solucdo geral da
Eq. (2) é

	

y = ci xA cos(u In x) + c2xA sen(it In x),	 x > 0.	 (19)

(16)
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FIGURA 5.4.1 Solticaes de lima equacao de Euler: raizes reais.
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EXEMPLO
	 Resolva

3

	

	 x2y" +	 + y = 0.	 (20)

Substituindo y = na Eq. (20), obtemos

x1r(r — 1) + r + 1] = x' (r2 ± 1) 0.

Logo, r = ±i e a solucao geral e

	

y = c 1 cos(In x) + c2 sen (In x),	 x > 0.	 (21)

0 fator x' nao parece explicitamente na Eq. (21) porque, neste exemplo, i. = 0 e = 1.

Vamos considerar, agora, o comportamento qualitativo das soluceics da Eq. (2) perto do ponto singu-
lar x 0. Isso depende inteiramente da natureza dos expoentes r, e r,. Em primeiro Lugar, se r for real c 
positivo, x' —> 0 quando tende a zero assumindo aetp Jaslalores positivos. Por outro !ado. se r for real e
negativo, entdo	 tornar-se-a ilimitado. Finalmente, se r = 0, xr = I. Essas possihilidades estäo ilustradas
na Figura 5.4.1 para cliversos valores de r.  Se r for comP1exo, uma solucao tipica sera	 cos(// In .v). Essa
funcilo torna-se ilimitada ou tende a zero se ?. for, respect vamen te, negat Ivo ou positivo, e, tambem, °sell
la cada vez mats rapidamente Yuan o .v 	 0. Esses comportamentos estao 1 ustrac os nas Figuras 5.4.2 e
5.4.3 para valores selecionados de ti e de jt.. Se A = 0. a oscila0o tern amplitude constante. Finalmente, se
as raizes sao repetidas, entao uma das solucOes tem a forma .v' In .v. q tie tende a zero se r > 0 e e ilimitada
se r < 0. Um exemplo de cada caso aparece na Figura 5.4.1.

FIGURA 5.4.2 Solucao de uma equacao de
Euler: raizes complexas corn parte real negativa.

FIGURA 5.4.3 Solucao de uma equacao
de Euler; raizes complexas corn parte real

positiva.

FIGURA 5.4.4 Segundas solucOes tfpicas
de uma equacao de Euler corn raizes

iguais.

A extensao das solucOes da Eq. (2) para o interval() x < 0 pode ser feit a de modo relativamente direto.
A dificuldade esta em compreender o signilicado de xr quando re negativo e nao c inteiro; analogamente,
In .v nao esta definido para .r < 0. As solucôes da equacao de Euler que encontramos para > 0 sao validas

'para x < 0 mas sao, em geral, complexas. Assim, no Exempt() 1, a solucao x 1.:= e imaginaria para x < 0.
Sempre e possfvel obter solucnes reais da equacao de Euler (2) no intervalo x < 0 fazendo a mudanca

de variavel a seguir. Seja .v = 	 onde > 0, e seja y = ti(0. Temos, en tact,
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dv	 A	 du
—

dx A dx
d2y 	 d	 (111)A = d2u
dr2 	(-17 	 •

(22)

Assim, para x < 0, a Eq. (2) Pica na forma

2 d 2 u	 du
(42 ± a	 + #11 = o,

alas, exceto pelos nomes das varitiveis. esta é exatamente igual 5 Eq. (2), das Eqs. (7), (12) c (19) temos .

c iE rl + c2V''

{u() = (c 1 + c2 In )V./

(.. 1 ;. cos(i.t. In ) + c2 ). sen(i( In ),

dependendo de os zeros de 1(r) = r(r - 1) + ar + 13 serem reais e cliferentes, reais c iguais ou complexos
conjugados. Para otter u em funcao de x, substitufmos por -x nas Ems. (24).

Podemos combinar os resultados para x > 0 e .v < 0 lembrando que Ix! = x quando x > 0 e Ix I = -,: quando
x < 0. Logo, precisamos apenas substituir x por lxl nas Eqs. (7), (12) e (19) para ohter solucties reins validas
ern q wilq tier interval° que nao content a origem.

Portant°, a solu450 geral da equacao de Euler (2)

x-y + cay' + f3y = 0

eni qua lquer interval() que nao content a origem 6 determinada pelos rafzes r e r, da cquaca°

I • (r) = r(r - 1) + ar + 13 = 0

coin() segue. Sc as rafies forem reais e diferentes,então

y = nix I t ' + c2ki r2.	 (25)

Se as raizes forem iguais, ent5o

y = (C 1 + c2 In I xp l x 1 r1.	 (26)

Se as ran/es ['mein complexas. ent5o

Y = Ix i ` [c 1 cos(u In Ixl) + c2 sen(i.t In lx1)) .	 ( 27)

onde	 .

As soluciies de It ma equacrio de Euler da forma

xo) 2Y" + a	 = 0	 (28)

sfio semelhantes. Sc procurarmos solucires da forma y = (x - xo) r,ent5o a solucao geral e dada por uma das
Eqs. (25), (26) ou (27) corn (x -xo) no lugar de .v. De outro modo, podemos reduzir a Eq. (28) a forma da
Eq. (2) fazendo unia mudanca da variavel independente t = x -

Pontos Singulares Regulares. Agora vamos voltar a considerar a equaczio gent!

P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0

onde x„ é um ponto singular. Isso significa que P(x„) = 0 e que pelo menos um entre Q e I? nao se anula
cm

Infelizmente, se tentarmos usar os metodos das duns secOes precedentes para resolver a Eq. (1) na
∎ izinhanca de urn ponto sin gular x„, descobriremos que esses mdtodos nao funcionam. 1sso se deve ao
fat() de que frequentemente as solucires da Eq. (1) nao sao analiticas em x„ e, portant°, nao podem ser
representadas por tuna serie de Taylor em potencias de x -x„. Os Exemplos 1, 2 e 3 anteriores ilustram
esse fah): em cada urn desses exemplos a solti45() nao tern Lima expansão em series de potencias em torn()
do onto singular .v = O. Portanto, para ter alguma chance de resolver a Eq. (1) na vizinhanca de urn ponto
singular precisamos usar um tip() de expansäo em serie mais geral.

Como uma equa45o diferencial tern, em geral, poucos pontos singulares, poderfamos especular se eles
nao poderiam ser simplesmente ignorados, uma vez que ja sabemos como construir solucOes em torn() de
pontos ordinzirios. No entanto, isso nao c possfvel porque os pontos singulares determinam as caracteris-
ticas principals das sollicaes de forma 'mato mats profunda do que poderfamos suspeitar primeira vista.
Ent unta vizinhanya de um ponto singular a solucäo torna-se, muitas vczcs, muito grandc em modulo ou 
experinienta mudancas rapidas em sen modulo. Assim, o comportamento de urn sistema ffsico modela-.

> 0.
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do por uma equacao diferencial 6, corn frequencia, mais interessante cm uma vizinhanca de urn ponto
singular. Muitas vezes, singularidades geometrical em urn problem fisico, como bicos ou arestas, geram
pontos singulares na equacao diferencial correspondente. Entao, embora queiramos inicialmente evitar
os poucos pontos onde uma equacao diferencial e singular, e precisamente nesses pontos que a necessario
est udar a equagao corn mais cuidado.

Como alternativa aos metodos analfticos poderia ser considerada a utilizacdo de metodos numericos,
que serao discutidos no Capitulo 8. Ent retanto, esses metodos nao sao adequados para o estudo de solu-
goes na proximidade de urn ponto singular. Dessa forma, mesmo adotando uma abordagem nunne'rica e
vantajoso combing-la corn os metodos analfticos deste capitulo para que se possa exam inar o comporta-
mento das solugOes na proximidade de urn ponto singular.

Sem c ualquer informagao adicional sobre o comportamento de QIP e RIP na vizinhanca do ponto sin-
gular 6 impossfvel descrever o comportamento a as so ucoes 	 a • q. ( ) perto e x = x„. Pode acontecer de
existirem duas solucOes distintas da Eq. (T) que permanecem limitadas quando x --x0 (como no Exemplo
3); ou uma delas pode permanecer limitada enquanto a outra se torna ilimitada quando x -> 	 (como
no Exempt() 1); ou ambas podem tornar-se ilimitadas quando .v -> x„ (como no Exempla 2). Se a Eq. (1)
tern solugOes que se tornam ilimitadas quando x -.> xo, muitas vezes é importante determinar como essas
solucaes se comportam quando .v -> x„. Por exemplo, y	 oc do mesmo modo que (x -x0)- 1 , ou como (x
- x0)	 ou de alguma outra maneira?

Nosso objetivo e estender o ni6todo ja desenvolvido para resolver a Eq. (1) perto de urn porno ordina-
rio de modo que elc possa tambem scr aplicado na vizinhanga de um ponto singular x„. I Yara fazer isso de
mo	 c sin-1p es e necessario nos restringirmos a casos one e as siriti andades das funcOes
QIP e RIP em x = .v„ nao sao muito severas - ou seja, o que poderiamos chamar de "singularidades fracas".
Neste porno nao é claro o que seria exatamente Luna singularidade aceitavel. No entanto, ao desenvolver-
mos o metodo de solugao voce very que as condigOes apropriadas (veja tambem o Problem 21 na Segao
5.6) para distinguirmos "singularidades fracas" sac)

	

lim	
Q.(x) 

(x XO) 
P(x)	

finito
x—x„

e

R(x)
	lim 	 - x0 ) 2	e finito.

P(x)

Isso signilica que a singularidade em Q/Pnao pode ser pier do que (.v - x0)- 1 e a singularidade em RIP nao
pode ser pair do que - x0 ) 'Jai porno e chamado de ponto singular regular da Eq. (1). Para equagOes
corn coeficientes mais gerais do que polinOmios,x„ 6 urn porno singular regular da Eq. (1) se for urn ponto
singular e Sc ambas as fur-10es"

Q(x)
Cr	

P(x)

e	 x0)2 Rp((:))
(31)

tiverem series de Taylor convergentes em torno de x„ - ou seja, se as fungOes na Eq. (31) forem analf-
ticas em x x„. As Eqs. (29) e (30) implicam que isso sera verdade quando P,Q c I? forem polinomios.
Oualquer ponto singular da Eq. (1) que nao seja urn ponto singular regular e chamado de ponto singular
irregular da Eq. (1).

Note que as condicOes nas Eqs. (29) e (30) sao satisfeitas pela equacao de Euler (28). Logo, a singula-
ridade em uma equacao de Euler 6 urn ponto singular regular. De fato, veremos que todas as equagOes da
forma (1) se comportam de modo muito parecido corn as equagOes de Euler perto de urn ponto singular
regular. Ou seja, solugOes perto de urn panto singular regular podem incluir potencias de .v corn expoentes
negativos ou que nao sejam inteiros, logari tmos ou senos ou cossenos corn argumentos logarftmicos.

Nas segOes a seguir discutiremos como resolver a Eq. (1) na vizinhanca de um ponto singular regular.
Uma discussao de solucOes de equagOes diferenciais na vizinhanca de pontos singulares irregulares e mais
complicada e pode ser encontrada em livros mais avangados.

Determine os pontos singulares da equacao de Legendre

(1 - x2 )y" - 2xy' + a(a 1)y = 0
	

(32)

e determine se eles sao regulares ou irregulares.

"As funcOes dadas na Eq. (31) podem ntho estar definidas em x 0; nesse caso, sao atribufdos setts valores em x, como seus
limites quando x —n x„.

EXEMPLO

4
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Neste caso P(x) =1 –x2 , de modo que os pontos singulares sZio x = 1 e x = –1. Observe que quando dividimos
a Eq. (32) por 1 – x 2 os coeficientes de y' e de y ficam iguais a –2x1(1 – x 2 ) c a(a + 1)/(1 – x 2 ), respectivamente.
Vamos considerar primeiro o ponto x 1. EntAo,das Eqs. (29) e (30) calculamos

–2x	 (x – 1)(-2x) = lim 2xlim	 — 1
X

lirn(x	 1) 	  –
1 –X`	 (1 – x)(1 + x)	 x- 	 I +.Y

e

lim(x – 1)2
a

.(
a + 1) – . (x – 1) 2 a(ce + 1) 

lun
x - 1 1 – x-	 x--. 1 (1 – x)(1 + x)

= lint(x – 1)( –a)(a ± 1) _ 0.
A -41	 1 + X

Como esses limites sdo finitos, o ponto x = 1 é urn ponto singular regular. Pode-se mostrar, de maneira seme-
lhante, que x = –1 tamb6m 6 urn ponto singular regular.

Determine os pontos singulares da equacdo diferencial

2x(x – 2)2y" + 3xy' + (x – 2)y = 0

e classitique-os como regulares ou irregulares.
Diviclindo a equacao diferencial por 2x(x – 2) 2, temos

3 
y + 

2(x – 2)
2y' + 2x(x

1

– 2)Y 
= 0,

de modo que p(x) = Q(x)1P(x) = 3/2(x – 2) 2 e q(x) = R(x)1P(x) = 112x(x – 2). Os pontos singulares sao x = 0 c
.v = 2. Considers .v = 0.Temos

3 
urn xp(v) = urn x

x--.0 2(x – 2) 2 =•0

1
Iim x-q(x) = lim x 2 	 	 – 0.

x•O 2x(x – 2)

Como esses lim nes s5o finitos.x = 0 6 um ponto singular regular. Para x = 2, temos

3 
Iim(x – 2)p(x) = lim(x 2)

2(x –

3 

2)2 
= 

x
li
–
m

x-2	 2 2(x – 2)

de modo que o limits nao existe: portanto„v = 2 6 um ponto singular irregular.

EXEM PLO

5

EXEM PLO

6

Determine os pontos singulares de

(x— 2)
\ 2 

y" + (cos x)y' + (senx)y = 0

e classilique-os como regulares ou irregulares.
0 unico ponto singular 6 .v = 7r/2. Para estuda-lo, vamos considerar as funcaes

/	 Jr \	 /	 \ Q(x) =

p(x) =	 -

(1. 7r ) q(X) = (X-
	 R;(:))

2

A partir da serie de Taylor para cos x em torno de x 7r/2 encontramos

COS .V
	  .= –1 + 

(x — 7r/2) 2	 (x – 7r/2)4
—

x – 7/2	 3!	 5!

que converge para todo x. Analogamente, sen x e analitica em x = 7r/2. Portanto, concluimos que 7r12 6 urn ponto

singular regular para esta equacdo.

cos X

x – 7/2

= senx.
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PROBLEMAS 
Em cada urn dos Problemas de 1 a 12, determine a soluezio geral da equacao diferencial dada, valida em qual- •

69., 13. 2x2y"+xy' - 3y = 0, y(1) = 1,

4x2y" + 8xy' + 17y = 0, y(1) = 2,

x2y" - 3.vy' + 4y = 0, y(-1) = 2,

$•?., 16. x2y" + 3xy' + 5y = O. y(1) = 1,

x2y" - xy' + y = 0	 0 (x - 1) 2y" + 8(x - 1)y' + 12y = 0

x2y., 6xy' - y = 0	 8. 2x2y" - 4xy' + 6y = 0

9. x2y" - Sxy' + 9y = 0	 10. (x - 2) 2y" + 5(x - 2)y' + 8y = 0

111. x2y" + 2xy' + 4y = 0	 12. x2y" - 4xy' + 4y = 0

Em cada urn dos Problemas de 13 a 16. encontre a solucão do problema de valor inicial dado. Rica o grafico da
solu45o c descreva como ela se comporta quando x --> 0.

y(1) = 4

y'(1) = -3

y'(-1) = 3

y'(1)= -1

Em cada urn dos Problemas de 17 a 34. encontre todos os pontos singulares da equacao dada e determine se
cada urn deles é regular ou irregular.

17. xy" + (1 - x)y' + xy = 0	 g .v2 (1 - x) 2y" + 2xy' + 4y = 0

x2 (1 - x)y" + (x - 2)y' - 3xy = 0	 20. x2 (1 - x2 )y" + (2/x)y' + 4y = 0

21. (1 - x2 ) 2y" + x(1 - x)y.' + (1+ x)y = 0

x2y" + xy' + (x2 - v'-)y = 0,	 equacao de Bessel

+ 3)yv' - 2xy' + (1 -x2 )y = 0

x(1 - x2 ) 3y" + (1 - x2 ) 2y + 2(1 + .v)y = 0

(x + 2)2 (x - 1)y." + 3(x - 1)y' - 2(x + 2)y = 0

x(3 - x)y" + (x + 1)y' - 2y = 0

(r2 + x - 2)y" + (x + 1)y' + 2y = 0

29. y" -I- ( In l x 1)y + 3xy = 0

0)) x2y" - 3(senx)y' + (1 + x 2 )y = 0

33. (senxly" + xy' + 4y = 0

quer intervalo que nao inclui o ponto singular.

.v 2y" + 4xy' + 2y = 0 	 2. (x + 1) 2y"+ 3(x + 1)y'+ 0,75y = 0

4. x2y" + 3xy' + 5y = 0x2y." - 3xy' + 4y = 0

28. xy" +	 + (3 cos x)y = 0

30. x2y" + 2(er - 1)y' + (e' cosx)y = 0

32. .vv" + y' + (cot x)y = 0

34. (.vsenx)y" + 3y' + xy = 0

35. Encontre todos os valores de a pa ra os quais todas as solucOes de x 2y" + axy' + ( 5/2)y = 0 tendem a zero
quando x -> 0.
Encontre todos os valores de fi para os quais todas as solucOes de x2y" + fly = 0 tendem a zero quando x	 0.
Encontre y de modo que a soluc5o do problema de valor inicial x2y"- 2y = 0, y(1) = 1, y' (1) = y permaneca
limitada quando x -> 0.
Encontre todos os valores de a para os quais todas as soluciies de x 2y" + axy' + ( 5/2)y = 0 tendem a zero
quando.v	 00.

39. Considcrc a equacão de Euler x2y" + axy' + fly = 0. Encontre condici.ies sobre a e fi para que:
Todas as solucOes tendam a zero quanclo x -> 0.
Todas as solucOes permanecam limitadas quando x -> 0.
Todas as solucOes tendam a zero quando x 	 cc.
Todas as solucOes permanecam limitadas quando x ->

(e) Todas as solucaes permanecam limitadas quando x -> 0 e quando .v 	 oo.
40. Usando o metodo de reduc5o de ordem, mostrc que se r, é um raiz repetida de

	

r(r - 1) + ar	 = 0,

entao	 e x' l In x sat solucOes de x 2 v" + axy' + fly = 0 para .r > 0.

Em cada urn dos Problemas 41 e 42, mostre que o ponto x = 0 é um ponto singular regular. Tente, em cada

problema, encontrar solucOes da forma E a„x''. Mostre que (exceto por nuiltiplos constantes) existe apenas
n.o

uma soluciio nä° nula dessa forma para o Problema 41 e que Mio existem solucaes n5o Hulas dessa forma para
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o Problema 42. Assim, em nenhum dos casos a soluc5o geral pode ser encontrada desse modo. Isso e tfpico de
equagOes corn pontos singulares.
41. 2xy" + 3y + xy = 0

2x2y" + 3xy' — (1 + x)y = 0

43. Singularidades no Infiniti). As detinicOes de ponto ordinario c ponto singular regular dadas nas secOes
precedentes SO se aplicam se o ponto .v„ e finito. Em trabalhos mail avancados de equacOes diferenciais e

	

necessario, muitas vezes, discutir o ponto no infinito. Isso é kilo atraves da inudanca dc 
V;Iri:o. el	 lix e

estudando-se a equacao resultante em = 0. Mostre que, para a equack) direrencial

P(x)Y" + Q(x))/' + R(x)y = 0,

o ponto no inlinito é um ponto ordinario se

I	 2P(1/4)	 Q(1/)1
P(1/0 I_	 4

R(1/0 
013(1/0

tern expansOes em serie de Taylor em torno de	 = 0. Isilostre,tambem, que o panto no inlinito um ponto
singular regular se pelo menos uma dessas fungi -5es nil() tern expansao cm serie de Thylor. was ambas as
funcOes

1-2P(1/)	 Q(1/01	 c	 ROA)
P(1/) el3(1/)

tern tais expansOes.

Em cada um dos Problems de 44 a 49, use os resultados do Problema 43 para determinar se 0 pontes no inlinito
e urn porno ordinario. singular regular ou singular irregular da CqUaga0 clifercncial dada.

y" + y = 0

x2y"+ xy' — 4y = 0
(1 — x'-)y" — 2xy' + CY + 1)y = 0, Equacão de Legendre

47. x 2).- xy' + (x2 — v2 )Y = 0. Equacâo de Besse!

629 y" — 2xy' + by = 0, Equacão do Hermite

49. y" — xy 0, Equaciio de Airy

5.5 Solusiies em Serie Perto de um Ponto Singular Regular, Parte I

Vamos considerar, agora, o prohlcma de resolver a equacäo geral linear de segunda ordem

P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0	 (1)

em uma vizinhanca de um ponto singular regular x = x„.Vamos supor, por conveniencia, que x„ = 0. Se xo
0, podemos transformer a equac5o,em uma equac5o para a qual o ponto singular regular esta na origem
igualando x —x„ a 1.

0 fato de que x = 0 6 um ponto singular regular da Eq. (1) significa que xQ(x)/P(x) = xp(x) e x'R(x)/

P(x) = .v2q(x) tem limites finitos quando.v	 0 e sao analfticas em x = 0. Logo, tem expansao em series de

potencias convergentes da forma
00

xp(x) = Ep,ix", X2 q(x) -=
,i=0

(2)

em algum intervalo lx1 < p em torno da origem, onde p> O. Para fazer corn que as funcOes xp(x) e x2q(x)

aparecam na Eq. (1), e conveniente dividi-la por P(x) e depois multiplicA-la por x 2 , obtendo

x2 y" + x[xp(x)ly' + Ex
2 q(X)1Y = 0 ,	 (3)

OU

x2y" + x(po + p i x + • • • +Pn-el + • ')Y

+ (go + i x + • • • + q„-xn + -)y = 0.	 (4)

Se todos os coeticientes e q, forem nulos, corn a possivel excecao de
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EXEMPLO

=Jim
	 (x)	 x2

Po =	 go = lim 
R(x)

	x-40 P(x)	 P(.x)	 '

entdo a Eq. (4) se reduz a equacAo de Euler

x2Y + PoxY + goy = 0,

que foi discutida na secdo precedents. E claro que, em geral, alguns dos pn e q„, n > 1 nao sao nulos. En-
t retanto, o  caräter essencial das solucoes da Eq. (4) c identico ao das solucbes da equacâo de Euler (6YA:
presenca dos termos p +	 + Art." +	 e q ,x +	 + q„x" +	 s6 complica os calculos. •

Vamos restringir nossa discussilo principalmente ao intervalo x > 0.0 intervalo x < 0 pode ser tratado,
como para a equac5o de Euler, pela mudanca de variAvel x = 4 e posterior resolucao da equacao resul-
tante para > 0.

Como os coeficientes da Eq. (4) sao "coeficientes de Euler' . multiplicados por serie de potencias,
natural procurar solucOes da forma "solticOes de Euler" multiplicadas por serie de potencias. Supomos,
entdo, que

oc

y= xr (ao + n i x + • • • + anxn + • • -) = xr E anxn = E a„x r— " ,	 (7)
n=0	 n0

onde a„ 0. Em out ras palavras, r 6 o expoente do primeiro termo da serie e
parte da solucdo, temos que determinar:

Os valores de r para os quais a Eq. (1) tern uma soluciio da forma (7).
A relacdo de recorrencia para os coeficientes a „.

3. 0 raio de convergencia da serie E a„.v"
n=„

A teoria geral é devida a Frobenius,'' e é razoavelmente complicada. Em vez de ten tar zipresen tar essa
teoria vamos supor,simplesmente,nesta e nas duas prOximas secOes, que existe uma solucao da forma es-
pecilicada. Em particular. vamos supor que qualquer serie de potencias em uma express5o para a solucäo
tent raio de convergencia Mio nulo e vamos nos concentrar em mostrar C01110 determinar os coeficientes
em tal serie. Para ilustrar o metodo de Frobenius, vamos considerar primeiro um exemplo.

Resolva a equaciio diferencial

n„ é seu coeficiente. Como

1

	

	 2x2y" —xy' + (1 + x)y = O.	 (8)

E Neil most ra r que x = 0 um onto singular regular da Eq. (8). Alen) disso, xp(x) —1/2 e x =q(x) = (1 + x)/2.
Assim,p„ = —1/2, „ = 1/2.
de Euler correspondente

todos os outros coeficientes pn c (i„ sao nulos. Entao. da Eq. (6), a equaciio
Cl . ( 8)

2x2y" — xy' + y = 0.

Para resolver a Eq. (8), vamos supor que existe uma soluc5o da forma (7). Logo. y' e y" silo dados por
ro

y = E an (r + t)xr+"--1
n=0

e

y' =	 a„(r 12)(rt+ — 1 )1J-4-I1-2

n=0

Substituindo as expressOes para y, y' e y" na Eq. (8), obtemos
eo

2x2y" — xy' + (1 + x)y = E2a„(r + n)(r + n — 1).v r+" —
n=0

co

Et
oxr+n	 E a,,xr+n	E anxr+n+I

n.0	 n=0	 n=o=o

(12)

O Ultimo termo na Eq. (12) pode ser escrito como E	 de modo que, combinando os termos na Eq.
00

/I=I(12). obtemos

2x2y" — xy' + (1 + x)y = ao[2r(r — 1) — r + 1J.0

00

 1[2(r + n)(r + n — 1) — (r + n) + 11 an + a „_ i l	 " = 0.	 (13)
n=1

°Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) foi (como Fuchs) estudante e depois professor na University of Berlim. Mostrou
como construir solucOes em serie cm torno de pontos singulares regulares cm 1874. Seu trabalho mais importante, no entanto,
foi em algebra, onde foi urn dos expoentes entre os primeiros a desenvolver a teoria dos grupos.
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Como a Eq. (13) tern que ser satisfeita para todo x, o coeficiente de cada potencia de .v na Eq. (13) tem que ser
zero. Como a„ 0, obtemos do coeficiente de x'

2r(r — 1) — r + 1 = 2r 2 — 3r + 1 = (r — 1)(2r — 1) = 0. 	 (14)

A Eq. (14) 6 chamada de equaciio indicial para a Eq. (8). Note que ela é exatamente a equacao polinomial que
obterfamos para a equacäo de Euler (9) associada a Eq. (8). As raizes da equac5o indicial s5o

r l = 1,	 r2 = 1/2.	 (15)

Esses valores de r s5o chamaclos de expoentes na singularidade para o pont° singular regular .v = 0. Eles deter-
minam o comportamento qualitativo da solucao (7) na vizinhanca do ponto singular.

Vamos voltar, agora, para a Eq. (13) e igualar o coeficiente de x"" a zero. Isso nos fornece a relaczio

[2(r + n)(r + n — 1) — (r + n) + 11 a „ + a„_ 1 = 0,	 n > 1.	 (16)

ou
an -1

2(r + n) 2 — 3(r + n) + 1

[(r + n) — 1][2(r + n) — 1]' 	
n > 1.	 (17)

a „ _ 1

Para cada raiz r, e r, da equac5o indicial, usamos a relac5o de recorrencia (17) para determinar um conjunto de
coeficientes a,, a 2 . .. Para r = r, = I, a Eq. (17) fica

a„ — 
(2n + 1)11

an_i	
n > 1.

Logo,
ao

= —
3 • 1

a l	 no
a2 — 5 • 2 — (3 • 5)(1 2)'

e
	a 2	 ao

	

a3-- 77 • 3	 (3 5 • 7)(1 • 2 • 3•

Ern geral, temos

a n > 4.	 (13)
= 13 • 5 • 7 • • • (2n + 1)1/i!a°'

(-1)" 

Multiplicand° o numerador e o denominador da expressào a direita do sinal de igualdade na Eq. (18) por 2 •4
• 6 ... 2n = 2",z!, podemos reescrever a„ comp

(-1)^2" a	 n > 1.
an — (2n + 1)!

Portanto, se omitirmos a constants multiplicativa a,1 . uma solucäo da Eq. (8) é

(x) = x [1 +	 (2,1 + 1)!
Xn •	 x > 0.	 (19)

(-1)"2n

n=1

Para determinar o raio de convergencia da serie na Eq. (19). usamos o teste da razao:  

an+ixn+1 2Ixl 
lim	 = 0

(2n + 2)(2n + 3)lira   
anx"          

para todo .v. Logo, a serie converge para todo x.
Vamos proceder de modo analog() para a segunda raiz r = r, = Z. Da Eq. (17), temos

an -1
a„ — 	

2n (n —  
n > 1.

n(2n — 1)'

Portanto,
ao

at =

a1	 no

a2 = 2 • 3 — (1 2)(1	 3)'

a2 	 a()
a3 =	 = (1 • 2 3)(1 •3 • 5)'

a„ —
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e, em geral.

n„ =	 	 ao,	 /1 > 4.

	

n!l1 • 3 • 5 • • (2n — 1)]	
(20)

Como no caso da primeira raiz r 1 , multiplicamos o numerador e o denominaclor por 2 • 4 • 6... 2n = 2"n!. Tem
entiio,

(-1)"2"
= 	 at),	 n> 1.

(2n)!
Omitindo novamente a constante multiplicativa a„, obtemos a segunda soluc5o

[
0.)	 ,

Y2(x) = x	 I +1/2	 E ‘72n); 1 n xn_i n ,

Como anteriormente, podemos mostrar que a serie na Eq. (21) converge para toclo .v. Como y, e y, se compor-
tarn comox e x'' 2 , respectivamente, pert() de .v = 0. estas funceies formai)) um conjun to fundamental de solucOes,
I.ogo, a soluciio geral da Eq. (8) é

y	 (x) + czy2 (x),	 x > 0.

O exemplo precedente ilustra o fato de que se x = 0 for um ponto singular regular, ent50 algumas vezes
existirao duas solucOes da forma (7) em uma vizinhanca dessc ponto. Analogamente, se existir urn ponto
singular regular em x = .v 0, poder5o existir duas solucaes da forma

Y =	 — xor Ean(x — x0)"	 (22)
n=0

que são vzilidas perto de x x„. No entanto, assim canto uma equaciio de Euler pode Mio ter duas solucOes
da forma y = x', uma equacilo mais genii corn um ponto singular regular pude n5o ter duas solucOes da
forma (7) ou (22). En) particular, vamos mostrar na prOxima se45() (me se as raizes r, c r, da equacao in-
dicial forem iguais on diferirem por um inteiro, entao a segunda soluciio sera normalmente uma estrutura
mais complicada. Em todos Os casos, no entanto, c possivel encon t rat- polo memos tuna solucAo da forma
(7) ou (22); se r, c r, di ft:61-cm por urn inteiro, essa soluc5o correspondera ao major valor de r. Se existir
apenas uma dessas solu4eies,ent50 a segunda solucão envolverzi urn term() logarittnico,como na equacao
de Euler quando as rafzes da equacäo caracterIstica sac) iguais. 0 me todo de reducao de ordeal ou algum
outro procedimento pode ser usado para se determinar a segunda solucão nesse caso. Isso sera discutido
nas SecOes 5.6 e 5.7.

Se as rafzes da equacdo j udicial forem complexas, entzio elan Mio poderao ser iguais nem diferir por
um inteiro, de modo que sempre existirao duas solucOes da forma (7) ou (22). E clam que essas solucOes (1.
sao funcOes complexas de x. No entanto, comb para a equacao de Euler, e possivel obter solucOes reais
tomando-se as panes real c imaginziria das solucaes complexas.

Finalmente, vamos mcncionar tuna quest5o pratica. Se P, Q e I? forem polinOmios, sera bem melhor,
muitas vezes, trabalhar diretamente corn a Eq. (1) do que corn a Eq. (3). Isso evita a necessidade de ex-
pandir xQ(x)/P(x) e x2/?(.v)//)(x) cm series de potencias. For exemplo, c mais conveniente considerar a
equacao

x(1 + x)y" + 2y' + xy = 0

do que escreve-la na forma

2x	 x2
x2 y" + 	 Y' + 	  = 0,

1 + x	 1 + x"

0 que implicaria expandir 2x/(1 + x) c x 2/(1 + x) em series de potencias.

PROBLEMAS Em cada um dos Problems de 1 a 10:
N1ostre que a equacão diferencial dada tens um ponto singular regular em x = 0.
Determine a equacão indicial, a relac5o de recorrencia e as rafzes da equack) indicial.
Encontre a soluc5o em serie (x > 0) corresponclente a major raiz.
Se as rafzes forem diferentes e n5o cliferirem pOF um inteiro, encontre, tambem, a soluc5o em serie corres-
pondente a menor raiz.

x > O.	 (21).



1 2xy" + y' + xy = 0
xy" + y = 0

5. 3x2y" + 2.vy' + x2y = 0
7. xy" + (1 — x)y' — y =

9. x2y" — x(x + 3)y' + + 3)y = 1)

11. A equacdo de Legendre de ordem a é
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0x2y xy + (x2	 y = 0

4. xY + y — = 0
6. x2y" + xy' +(x— 2)y = 0
8. 2x2y" + 3xy' + (2x2 — 1)y = 0

10. 1.2y, (x2 + y = 0

(1 — x2 )y" — 2xy' + a(a + 1)y , = 0.

A solucao desta equaciio perto do ponto ordindrio x = 0 foi discutida nos Problemas 22 	 da Seciio 5.3.
0 Exemplo 4 da Seciio 5.4 mostrou que .v = ±1 são pontos singulares regulares.

Determine a equaciio indicial c suas raizes para o ponto x = 1.
Encontre uma solucilo em serie de potencias de x — 1 para x — I > 0.

Sugesteio: cscrcva 1 + x = 2 + (x — I) e.v = I + (x — I). Outra maneira é fazer a mudarica de vari:ivel .v — I =
e determiner uma solucao em set-le de potencias de t.

12. A equacao de Chebyshev é

(1 — A- 2 )y" — xy' + a2y = 0,

onde a e constante: veja o Prohlema 10 da Seciio 5.3.
(a) Mostre que x = 1 e.r = -I silo pontos singulares regulares e encontre os expoentes em calla uma dessas

singularidades.

6 (b) Encontre duas solucOes em torso de .v = I.
A eqUi1C50 diterencial de Laguerre" e

xy" + ( —	 Xy -=

Mostre que x = 0 e um ponto singular regular.
Determine a equac5o judicial. suas raizes e a relacâo de recorrencia.

(c) Encontre uma soluciio (x > 0). Mostre que se A. = nz for urn inteiro positivo, essa solucäo se reduzira a
um polinOmio.Quando normalizado apropriadamente, esse polintimio e conhecido como o polinOmio
de Laguerre. /.„,(x).

14. A equacao de Bessel de ordem zero é

x2y" + xy' + x2y = 0.

Mostre que x = 0 e um ponto singular regular.
Mostre que as raves da equacno indicial siio r, = r, = 0.

(c) Mostre que tuna soluci •to para x > 0

(-1)"x2"
J0 (x) = l + E 	 22,1(02

ri=1

(c1) Mostre que a serie para J„(x) converge para todo x. A funciio J„ é conhecida como a (wick) de Bessel
de primer ra especie de ordem zero.

15. Corn referencia ao Problema 14, use o metodo de reducao de ordem para mostrar que a segunda soluciio
da equaciio de Bessel de ordem zero content um termo logaritmico.
Ssigesulo: se y2 (x) = J„(x)u(x), entao

dx
.Y2(x) = Ju(x)	 -Wo(x)12 •

Encontre 0 primeiro termo na expansiio em serie de 1/x[J„(x)12.
16. A equac •zio de Bessel de ordem um é

x 2yri xyi + (x2 _ 1)), = 0.

(a) Mostre que x = 0 e um ponto singular regular.
(h) Mostre que as rains da equac5o indicial são r, = 1 e r2 = —1.

"Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886). urn geinnetra e analista frances, estudou os polinOmios que levam seu nome em
tomb de 1879.



XP =	 Pn-ei
n=0

x2 q(x) =	 nxn

n=0
(2)

e ambas as series convergem em um intervalo Ix' < p para algum p > 0. 0 ponto .v = 0 e um ponto singular
regular, e a equacâo de Euler correspondente 6

x2y" + poxy' + goy = 0.	 (3)

Procuramos uma soluciio da Eq. (1) para x > 0 e supomos que ela tem a forma

y q5(r,x) =	 E a,,x" = E anx"-",	 (4)
n=(1	 n=0

onde ao 0, e escrevemos y = 0(r. .v) para enfatizar que (/) depende tanto de r quanta de x. Segue que

= 

CX) 

(r + n)a„.v"+"-1
	

y" = E (r n)(1. n -	 )anxri-n-2	
(5)

n=0	 n=0

Ent5o,substituindo as Eqs. (2), (4) c (5) na Eq. (1), obtemos

aor(r - 1)1 + (r + 1 )rx'+I + • + a„(r + n)(r + n -1)xr+" + • • •

(Po +	 + • • • + PnXn + • • •)

x [aorxr + a 1 (r + 1)xr+1 + • • • +	 (r + n)zr-rn + • • • I
(go +	 + • • • + gnxn + • • .)

x (aoxr aix r+1	 anxrin	 = 0.

Multiplicando as series inlinitas e depois juntando os termos semelhantes, temos

aoF(r)xr + [a l F(r + 1) + au(Pi r +	
+1

la2 F(r + 2) + ao(P2 r +q2) + a lIP1(r + 1) + chi} X r +2

+ „ F (r + n) + ao(P + (10+ a t[/3n-1( r + + (1,11

+	 + n -	 +	 xr+n + • • • = 0,

ou,em forma mais compacta,

}IF (r + rz)a,, +	 a k[(r + k )Pn-k + (I n— k 1 xr+n = 0,	 (6)
k =0

L[C(r,x) = aoF(r)xr

n= I

onde

n-1
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Mostre que uma solucdo para x > 0 e

x	 (-1),. x2,1

31(0 = 2	 (n + 1)! n! 22n
n=()

Mostre que a set-le converge para J,(x) para todo x. A funcâo J, é conliecida como a funcäo de Besse!"
de primeira esp6cie de ordem urn.

(e) Mostre que e impossivel determinar uma segunda solucdo da forma

x -1	 b„ x",	 x > 0.
n=0

5.6 Solusiies em Serie Perto de um Ponto Singular Regular, Parte II

Vamos considerar, agora, o problema geral de determinar uma soluciio da equacilo

L[y] x2y" + x[xp(x)]y/ + [x2q(x)]y = 0,

onde

(1)
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F(r) = r(r - 1) +por + go.	 (7)
Para que a Eq. (6) seja satisfeita para todo x > 0, o coeficiente de cada potencia de x tem que ser igual a
zero.

Como no 0 0, o termo envolvendo	 leva a equacão F(r) = 0. Esta equac5o e chamada de equacao
indicial; note que é exatamente a equacdo que obterfamos procurando por solucites da forma y = .v' da
equacdo de Euler (3).Vamos denotar as raizes da equacao indicial por r, e r,,com r. > r, se as raizes forem 
reais. Se as raizes forem complexas, nao importa sua desi gnac5o. So podemos esperar encontrar solucites
da Eq. (1) da forma (4) para esses valores de r. As raizes r, e r, sit° chamadas de expoentes na singulari-
dade; elas determinam a natureza qualitativa das solucOes em uma vizinhanca do ponto singular.

Igualando a zero o codiciente de x''" na Eq. (6), obtemos a relacao de recorrencia
n- I

F(r + a)a,,	 ak[( r + k )Pn-k + qn-k] = 0,	 a > 1.	 (8)
k=0

A Eq. (8) mostra que, em geral, a„ depende do valor de r e de todos os coeficientes anteriores 	 11„, 
Ela mostra, tambem, que podemos calcular sucessivamente os valores de a l , u,, ...,a„,... em funcao do a„c 
dos coeficientes das series para xp(x) e para x'g(x) desde que F(r +	 n5o sejam

-hulos. Os unicos valores de r para os quais F(r) = 0 sdo r = r, e r = r2 ;	 r,, segue que r, + it tido e

	

2, if!,u711 a r, nem a r, se n > I . Em consequencia. 	 + n) * 0 para n > 1. Logo, sempre pock mos dcterminar
uma solucdo da Eq. (1) da forma (4), a saber,

cc
y i (x) = .rrI [1 + E a„(ri )xni, x > 0.	 (9)

n=1

Int roduzimos a notaczio a„(r,) para indicar que a„ foi determinado da Eq. (8) com r = r,. Para especilicar
a constante arbitrziria na solucao, escolhemos a„ como 1.

Se r, nfto for igual a r, c se r, - r, nä° for um inteiro positivo. entzio r, + n sent diferente de r, para todo
valor de a > portanto, F(r, +	 * 0 e sempre podemos obter ulna segunda solucao

y2(x) =	 [i E an(r2)x"1, X > 0.	 (10)
n.1

Da mesma forma quc para as solucOcs em s6rie em tomb de um ponto ordinzirio, discutidas na
Secao 5.3. as st3ries nits Eqs. (9) c (10) co tvergem pelo memos no intervalo lx1 < p onde ambas as se-
ries para xp(v) e	 converg2.11-22. Dentro de seus ratos tre convergencta, as series de potenctas

cc,
I + E a„(r i )x" e I + E an(r2)xn detinem funcOes analfticas cm x = 0. Assim, o  comportamento sin-

gular das funcites v, c y,, se existir, sera devido aos fatores 	 c	 quc multipliczim essas duas funcLes
anztliticas. A segui r, para 	 sttlucites reais para x < 0 podemos fazer a substituicito x = - 	 coal	 > 0.
Como poderiamos esperar da nossa discussäo sobre a equacdo de Euler, basta substituir x' n na Eq. (9) e
xr: na Eq. (10) por lx1' ∎ e lx1'2 , respect ivamente. Finalmente, note que se r, e r2 forem nit meros complexos,
entao sera() necessariamente complexos conjugados e r, * r, + N para qualquer inteiro positivo N. Assim,
nesse caso sempre podemos encontrar duas solucties em serie da forma (4); no entanto, elas sat) funcaes
complexas de .v. SolucOes reais podcm ser obtidas tomando-se as partes real e imaginziria das solucOes
complexas. Os casos excepcionais em que r, = r, ou r, - r2 = N, onde N é urn inteiro positivo, necessitam

de uma discussâo major e sera() considerados mais tarde, nesta secâo.
E importante compreender que r, e r„ os expocntes no ponto singular, säo Weis de encontrar e que

eles determinam o comportamento qualitativo das solucOes. Para calcular r, e r2 , basta resolver a equacao

indicial de segundo grau

r(r - 1) + por go = 0,	 (11)

cujos coeficientes sat) dados por

po = lim xp(x),	 go = lim x2 q(x)•	 (12)

	

x-0
	 x-4,0

Note que esses sao exatamente os limites que precisam ser calculados para se classificar o ponto singu-
lar como ponto singular regular; assim, cm geral eles ja foram determinados em urn estAgio anterior da
investigacao.

Alem disso, se x = 0 é urn ponto singular regular da equacdo

P(x)y'' + Q(x)y' + R(x)y = 0,	 (13)
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onde as funcOes P, Q e R sao polinOmios, entao xp(x) = xQ(x)/P(x) e x2q(x) = x2 R(x)IP(x). Entao,

po ilm X
Q	

go = lim x2 no	 (14)o	
(x) 

	

P(x)	 x- o	 P(x)

Finalmente, os raios de converencia das series nas Eqs. (9) e (10) sac), pelo menos, iguais a distancia da
origem ao zero mais prOximo de P(x) diferente do prOprio x = 0.

Discuta a natureza das solucoes da equacao

2x(1 + x)y" + (3 + x)y' - xy = 0

perto dos pontos singulares.
Esta equacdo e da forma (13) com P(x) = 2x(1 + x). Q(x) = 3 + x e R(.r) = -x. Os pontos x = 0 e x -1 sao os

Unicos pontos singulares. 0 ponto .v = 0 6 urn ponto singular regular, ja que

lim x 	
3 +	 3

= limx 	  =
P(x)	 2x(1 + x)	 2

,	, 	 -x
lim x

R(x)
-- = iim.v- 	  = 0.

x-o P(x) x-0	 2x(1 + x)

Alem disso, da Eq. (14), po = e (h. 0. Logo, a equagfio indicial c r(r - 1) + = 0 e as raizes sao r, = 0. r, =
Como essas raizes na g sao iguais nem diferem por um inteiro, existem duas solucOes da forma

EXEMPLO •

1

(x) 1 + E a„(0)x" e = 1.11-1/2 [1 + E a„	 )
n=1

para 0 < 1.v1 < p. Uma c• to inferior mra o raio de convergencia de cada s6rie é 1, a distlincia de .v = 0 a x = -1, o

	

outro zero de P(x). Note que a solucilo y,(x) permanece limitada quando .v 	 0, C. de law, analitica al, c que a
segunda solucäo y2 torna-se ilimitada quando .v -* 0.

0 ponto x = -1 tambiim é um ponto singular regular, pois

0.1")	 .	 	 1)(3	 -T) 
Inn (x + 1) 	  =	 	  =

P(x)	 2x(1 +x)

I j m (x + 1) 2 R(x) 
= lirn 	 + 1)2(-x) 0.

P(x)	 x-. - II	 2x(1 +

Nesse caso, p„ = -1. q„= 0, de modo que a equaclio indicial e r(r - 1) - r 0. As razes da equac5o indicial
= 2 e r, = 0. Correspondendo a major raiz existe uma soluciio da forma

	

y i (x) = (x+ 1) 2 [1
	 00 

a„(2)(x + 1)'1

A serie converge pelo menos para Ix + ii < 1 e y, e uma funcfio analitica al. Como as duas raizes diferem por urn
inteiro positivo, pode existir nu nag uma segunda soluclio da forma

Y2(x) = 1 + E an (0)(x +

Nao podemos dizer mais nada sem uma analise mats profunda.
Note que não foram necessarios calculos complicados para se descobrir informaceies sobre as solucOes apre-

sentadas neste exempt°. So precisamos calcular alguns limites e resolver duas equagOes de segundo grau.

Vamos considerar, agora, os casos nos quids a equacao indicial tern raizes iguais ou que diferem por
urn inteiro positivo, r, - r2 = N. Como mostramos anteriormente, sempre existe uma solucao da forma (9)
correspondente a major raiz r, da equacão indicial. Por analogia corn a equacao de Euler, poderfamos
esperar que, se r, r2 , entao a segunda solucao conteria um term° logarftmico. Isso tambeni podera ser
verdade se as raizes diferirem por um inteiro positivo.

Raizes iguais. 0 metodo para encontrar a segunda solucao é essencialmente o mesmo que usamos para
encontrar a segunda solucdo da equacao de Euler (veja a Seca° 5.4) quando as raves da equacao indicial
cram iguais. Vamos considerar r como uma variavel continua e determinar a„ em funcao de r resolvendo
a relacao de fecorrencia (8). Para essa escolha de a„(r) para n > 1, a Eq. [6) se reduz a



00a=
ar

r=ri r=r1

ao E an(r).ell
n_ 1

ao(r,x)
Y2 (X) =

ar
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L[01(r,x)	 aoF(r)x r 	ao(r —	 (15)
ja que r, é uma raiz repetida de F(r). Fazendo r = r, na Eq. (15), encontramos que L[0](r,, x) = 0; logo,
como ja sabfamos,y,(x) dado pela Eq. (9) 6 uma solucäo da Eq. (1). Mas, mais importante, segue tambem
da Eq. (15), da mesma forma que para a equaedo de Euler, que

	

L[a1

aqs	 a
(r i ,x) = ao 

ar
— kr (r — )2]

=

	

r	 rri

ao[(r — ri ) 21 In x + 2(r — rj).C. 1 	 = 0.	 (16)
.r=ri

Portanto, uma segunda solucâo da Eq. (1) e

OC	 1	 Ca)

()Cri In x) I (10 + E an(r1)x jn +x''	 a,t(ri)xn

	

L	 n=1

	= y i (x) In x +	 x > 0,	 (17)
n=1

onde a,',(r,) denota a derivada daldr calculada em r = r,.
Pode ser diffcil determinar a„(r) como fulled° de r a partir da reified° de recorrencia (8) c depois dife-

renciar a expressfio resultante em reified° a r. Outro maneira é simplesmente supor que y tern a forma da
Eq. (17). Ou seja, suponha que

= yi(x) In + Xr E b„.1- ,	 X>0,	 (18)
n-=

onde y,(x) ja foi encontrado. Os coeficientes b szio calculados, como de lifibito, substituindo na equaciio
diferencial, juntando os termos corres ondentes e igualando Os coeficientes de cada otencia de x a zero.
Uma terceira possibilidade 6 usar o metodo de reduciio do ordem para encontrar y 2(x) uma vez conhe-
cido y,(x).

Raizes r i e r2 Diferindo por urn Inteiro N. Nesse caso a deducdo da segunda soluedo é ben) mais complica-
da, e nao sera dada aqui. A forma dessa solucdo 6 dada pela Eq. (24) no prOximo teorema. Os coeficientes
c„(r2 ) na Eq. (24) sit() dados por

c,,(r2 ) = dr—[(r — r2 )a,,(r)]	 ,	 n = 1,2,...,	 (19)
r=r2

onde a„(r) é determinado da relacäo de recorrencia (8) corn no = 1. Alen) disso, o coeficiente de a na Eq.
(24)

a = lim (r — r2 )a,v(r).	 (20)
r—or2

Se aN(r2 ) for finito, então a = 0 e Y2 nao tem termo logarftmico. Uma deducdo completa das formulas (19)
e (20) pode ser encontrada no livro de Coddington (Capftulo 4).

Na pratica, a melhor maneira de determinar se a = 0 na segunda solucdo é tentar simplesmente calcu-
lar os a„ correspondentes a raiz r2 e ver se é possfvel determinar a .,-(r2 ). Se for, nao ha problema. Se nao,
precisamos usar a forma (24) corn a � 0.

Quando r, — r2 = N existem, novamente, tr'es maneiras de se encontrar uma segunda soluedo. Primeiro,
podemos calcular a e c„(r2 ) diretamente, substituindo y pela expressao (24) na Eq. (1). Segundo, podemos
calcular c„(r2) e a da Eq. (24) usando as formulas (19) e (20). Se esse for o procedimento planejado, ao
calcular a solucao correspondente a r r, nao se esqueca de obter a fOrmula geral para a„(r), em vez de
encontrar apenas a„(r,). A terceira maneira a usar o metodo de reducdo de ordem.

Teorema 5.6.1 Considere a equacâo diferencial (1),

x2 y" + x[xp(x)ly' + [x2q(x)b, = 0,n 	 ..
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onde x = 0 é urn ponto singular regular. Entdo, xp(x) e x2q(x) sdo analfticas ern x = 0 corn expansdo em
series de potencias convergentes

	

00	 00

xp(x) =	 p„xn ,	 x2q(x) = E „x"

	

n=0
	

n=0

para Ix' < p, onde p > 0 e o minim() entre os raios de convergencia das series de potencias para xp(x)

x2q(x). Sejam r, e r2 as rafzes da equacdo judicial

F(r) = r(r — 1) +por + go = 0,

corn r, > r,, se r, e r, forem reais. Entdo, em urn dos intervalos —p < x < 0 ou 0 < x < p, existe uma solucdo
da forma

co

	

y, (x) =	 [1 + a„(r 1 )x"	 (21)
n=l

onde os a„(r,) sdo dados pela relacdo de rccorrencia (8) corn a„ = 1 t, r =
Sc r, — r, ndo é zero nem urn inteiro positivo, entdo em urn dos intervalos —p < .v < 0 ou 0 < x < p existe

uma segunda solucdo da forma

mx) Ixr [1 +	 an(r2)x11 (22)

Os a n (r,) tambem sdo determinados pela relacdo de recorréncia (8), corn ao = 1 e r = r2. As series de
potencias nas Eqs. (21) e (22) convergem pelo menos para 'xi< p.

Sc r, = r2,entdo a segunda solucdo
00

y2(x) = y t (x) In lx1 + Ixr E b„(ri)x"
	

(23)
n=1

Se r, — r2 = N, urn inteiro positivo, entdo
00

y2(x) = ay, (x) In lx1 + lx1 r= I 1 + E c„(r2 )x"	 (24)
n=1

Os cocficientes a„(r,),	 c„(r2) c a constante a podem ser determinados substituindo-se a forma da
solucdo em serie y na Eq. ( 1 ). A constante a pode ser nula, caso em que a solucdo (24) ndo tern termo
logarftmico. Cada tuna das series nas Eqs. (23) e (24) converge pelo menos para Ix' < p e define uma
funcdo analftica em alguma vizinhanca de x 0.

Em todos os tres casos as duas solucaes y,(x) c y 2 (x) formam um conjunto fundamental de solucOes
para a equacdo diferencial dada.

00

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas dc 1 a 12:
	  (a) Encontre todos os pontos singulares regulares da equaciio diferencial dada.

(b) Determine a equacdo judicial e os expoentes na singularidade para cada ponto singular regular.

1. xy" + try' + 6ery = 0	 a2y" — x(2 + x)y' + (2 + x2 )y = 0

3. x (x — 1)y'' + 6x2y' + 3y = 0	 y" + 4xy' + 6y = 0

5. x2 y" + 3(senx)y' — 2y = 0 	 6. 2x(x + 2)y" + y' — xy = 0

7. x2 y" + 1(x + sen x)y' + y 0	 8. (x + 1) 2y" + 3(x2 — 1)y' + 3y = 0

9. x2 (1 — x)y" — (1 + x)y' + 2xy = 0	 Il. (x — 2) 2 (x + 2)y" + 2xy' + 3(x — 2)y = 0

11. (4 — x 2 )y" + 2xy' + 3y = 0	 12. x(x + 3) 2y" — 2(x + 3)y' — xy = 0

Em cada um dos Problemas de 13 a 17:
Mostre que x = 0 c urn ponto singular regular da equacdo diferencial dada.
Encontre os expoentes no ponto singular x = 0.

(c) Encontre os Wes primeiros termos n5o nulos em cada uma das duas solucOes (que rid() sac) natiplas uma
da outra) em torno dc x = 0.
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13. xy" + y' — y = 0

xy" +	 + y = 0; Veja o Problema 1

x(x - 1)y" + 6x2y1 + 3y =	 Veja o Problema 3
xy" + y = 0

x2y" + (senx)y' - (cos x)y = 0

18. (a) Mostre que

(In x)y" +	 + y = 0

tern um ponto singular regular em x = 1.
Determine as raizes da equacao indicial em x = 1.
Determine os tres primeiros termos nao nulos na serie E a„(x - 1)'" correspondente a raiz major.
Tome x - 1 > 0.	 n=0

(d) Qual o valor que voce esperaria para o raio de convergencia da serie?
Em diversos problemas em fisica matematica é necessario estudar a equacao diferencial

x(1 - x)y" + [y - (1 + a + fi).vjy' - afiy = 0,

onde a. f3 e y sao constantes. Essa equacao é conhecida cone equacao hipergeometrica.
Mostre que x = 0 e um porno singular regular e que as rafzes da equacao indicial sac) 0 e I -
Mostre que .v = 1 e urn porno singular regular e que as rafzes da equacao indicial sac) 0 e y- a - 13.
Supondo que I - y nao é. um inteiro positivo, mostre que uma solucao da Eq. (i) em uma vizinhanca
de x = 0 6

all	 a (a + One + I) 2
V1(.17) = 1	

y • fl
x +	 x +...

y(y + 1)2!

Qual o valor que voce esperaria para o raio de convergencia desta serie?
Supondo que I - y nao	 inteiro, mostre que ulna segunda solucao para 0 < x < I é

i _ y	 (a - y 2r. ho - y -I- 1) + (a - y + 1)(a - y + 2)(fi - y + 1)(fi - y +I)	[
(2 - y)1!	 (2 - y)(3 - y)2!	

x2y2(x) = x	 1 + 	 + ...

(e) Mostre que o ponto no intinito 6 um ponto singular regular e que as rafzes da equacao indicial sat) a
e Veja o Problema 43 da Secao 5.4.

20. Considere a equacao diferencial

x3y" + axy' + f3y = 0,

onde a c f3 sao constantes reais e a 0 0.
Mostre que x = 0 e urn ponto singular irregular.

Ao tentar encontrar uma solucao da forma E a„xr+", mostre que a equacao indicial para r é linear e,
n=0

portanto, existe apenas uma solucao formal desta forma suposta.
(c) Mostre que se /3.'a = -1.0. 1,2, ..., entao a solucao formal em serie termina e é. portanto, uma solucao

de fate. Para os outros valores dc Pia mostre que a solucao formal em serie tern raio de convergencia
nub°, logo nä° representa tuna solucäo de fate em nenhum intervalo.

21. Considere a equacao diferencial

Y' +

	

a	 f3

	

xs	 xi-Y + -Y =

onde a � 0 e /3 � 0 sao ruhmeros reais eset sat-) inteiros positives, arhitrarios por enquanto.

Mostre que, se s > 1 ou t > 2, entao o ponto x = 0 é urn ponto singular irregular.

Tente encontrar uma solucao da Eq. (i) da forma
CO

y = E	 x > 0.	 (ii)

Mostre que se s = 2 e t = 2, entao existe apenas urn valor possivel para r para o qual existe uma solucao

formal da Eq. (i) da forma (ii).
Mostre que se s = 1 c t = 3, entao nä° existem solucOes da Eq. (i) da forma (ii).
Mostre que os valores maximos de s e de t para as quais a equacao indicial é de segundo grau em r [e,
portanto, podemos esperar encontrar duas solucOes da forma HI sao s = 1 e t = 2. Estas sac) precisa-

(i)

(i)
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mente as condicOes que distinguem uma "singularidade fraca", ou um porno singular regular, de urn
ponto singular irregular, coma definimos na Secdo 5.4.
Corno aviso, deverfamos esclarecer que embora seja possfvel, algumas vezes, obter uma solucao for-
mal em s6rie da forma (ii) em urn ponto singular irregular, a serie pode nä° ter rain de convergëncia
positivo. Veja o Problema 20 para urn exemplo.

5.7 Equasao de Bessel

Nesta secao vamos ilustrar a cliscussao na Seca° 5.6 consideranclo tres casos especiais da equacâo de
Bessel,14

x2y"
	 + (x2	 v2

onde v é uma constants. 	 mostrar que x = 0 é urn ponto singular regular da Eq. (1). Temos

Po = hmx
Q(x)
	 lim x -

1 
-= 1,

P(x)	 X

go lim x2 R(x) =	
X2x2 v 2
	  = — V2.

P(x)	 x-00	 x2

Logo, a equacdo indicial é

F(r) = r(r - 1) + por -F go = r(r - 1) + r - v2	 r2 _ v2 = 0,

corn rafzes r = +v. Consideraremos os tres casos v = 0, v = z c v = 1 para o intervalo x > 0.

Equaciio de Bessel de Ordem Zero. 	 Neste caso v = 0, de modo que a Eq. (1) fica reduzida a

L [yI x2y" + xy' + x2y = 0,

e as rafzes da equacão indicial sit° iguais. Substituindo

Y	 (r	 = a0Xr

na Eq. (2), obtemos

L[q'1(r,x) =	 „[(r + n)(r + n - 1)	 (r + a)j.Vr+n
	 anxr+11+2

n=0	 n=0

= a0 [r(r - 1) + rix r +	 (r -4- 1)r + (r + 1)]xr+1

00

E la„1(r + a)(r +	 - 1) + (r + a) I +	 xr+" = 0.	 (4)
n=2

Como ja observamos, as rafzes da equac5o indicial 1(r) = r(r - 1) + r = 0 sac) r, = 0 e r, = 0, logo temos o
caso de rafzes iguais. A relacão de recorr6ncia é

a„-2(r)an_2(r)
an (r)? 2.	 (5)(r + n)(r + n — 1) + (r + n)	 (r + n)2

Para determinar y,(x) fazemos r igual a 0. Entao, da Eq. (4) segue que, para clue o coeficiente de xr. ' 4
seja zero, temos que escolher a, = 0. Portanto, da Eq. (5). a 3 = a5 = a, =	 = 0. Alern disso,

a„(0)	 -an-2(0)/ tf2 ,	 n = 2, 4, 6,8, ... ,

ou, fazendo n = 2m, obtemos

"Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) comecou uma carreira em negOcios quando jovem, mas se interessou logo por astro-
nomic e matematica. Foi designado diretor do observatbrio em KOnigsberg em 1810 e manteve essa posicao ate sua morte.
Sett escudo de perturbacOes planetärias levou-o, em 1824, a fazer a primeira analise sistematica das solucaes da Eq. (1),
conhecidas como lung -6es de Besse' E famoso, tarnb(;m. por fazer o primeiro ctilculo preciso da distlincia da Terra a ulna
estrela em 1838.

(1)

n

n=1



n = 4 n = 8 n = 12 n = 16 n =202

10 x

Y = Jo(x)

n = 2 n = 6 n = 10 n = 14 n = 18

FIGURA 5.7.1 AproximacOes polinomiais de Jo(x). 0 valor de n é o grau do polinOmio na aproximac5o.
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a2,„(0) = — a2m -2 OW (2M) 2 ,	 = 1, 2, 3, ... .
Assim,

e, ern geral,

Portanto,

ao	 ao
a2 (0) =

22 	a4(0) = 2422

(-1)mao
= 	

22' (m!)2'

a6(0) = 
ao

26 (3 2)2'

— 1, 2, 3, . . .

[oc ( _ i) n x2m

1 +	
i

y i (x) = ao	 E 22m (102
In.1

x > 0.

A funcao entre colchctes e conhecida como a funciio de Bessel de primeira espixie de ordem zero, e é
denotada por Jo(x). Segue do Teorema 5.6.1 que a serie converge para todo x c que J„6 analitica em x =
0. Algumas das propriedades importantes de Jo estao discutidas nos problernas. A Figura 5.7.1 MOSI ra os
graficos de y = J„(x) e de algumas das somas parciais da sërie (7).

Para determinar y,(x), vamos calcular a'„ (0). 15 Primeiro, note que devido ao coeficiente de x' • ' na Eq.
(4) (r + 1) 2a (r) = 0 Logo, a,(r) = 0 para todo r prOximo de r = 0. Entdo, ndo so a,(0) = 0, mas tanibem a, (0) = 0.
Da relacao do recorrencia 0) segue que a' 3 (0) = a'5 (0) =	 = a '2n.1 (0) =	 = 0; logo, precisamos apenas
calcular a' 2,,, (0), in = 1, 2, 3, .... Da Eq. (5), temos

a2m (r) = —a2m-2(r)/(r 2m) 2 ,	 m = 1, 2,3,....

Resolvendo esta relacao de recorrencia, obtemos
ao	 ao

a2 (r) — 	 a4 (r) = 	
(r + 2) 2	 (r + 2) 2 (r + 4)2

e, em geral,
(— m1 )

a2„,(r) —
(r + 2) 2 • • • (r

ao 

+ 2m)2	
m > 3.	 (8)

Podemos efetuar os calculos de a' 2,,, (r) de maneira mats conveniente notando que, se

f(r) = (x — ce l ) fil (x — a2 ) 1'2 (x — a3 )'63 	• (x —

e se x for diferente de a,, a 2 ,	 a„, ent5o

f'(x)/mil P2 	 fin 
_=

f (x)	 x - al X — ce2	 X —

150 Problema 10 esquernatiza urn procedimento alternative no qual simplesmente substitufmos a fOrmula (23) da Seca° 5.6
na Eq. (2) e depois determinamos os b„.
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Apficando este resultado a a2,„(r) na Eq. (8), vemos que

a2',H (r)
= —2 (  1	 1	 1

+ • ..
a2,„(r)	 r + 2 r + 4	 r + 2m

e fazendo r igual a 0, obtemos      

d2„,(0) -2 [-
1 

+4
-
1 

+ • • +
2m
—
1 

a2m (0).
2 

Substituindo a 2„,(0) dado pela Eq. (6) e fazendo

1	 1	 1
H „, = 1 + + + • • +

obtemos. finalmente,

(— 1 )"' ao
d2m (0)	 1-1,n 22m ( Ili ! )2

A segunda soluc5o da equacao de Bessel de ordem zero é encontrada fazendo-se no= 1 e substituindo-se,
na Eq. (23) da Seca° 5.6,y,(x) e b 2„,(0) = a,'„,(0). Obtemos

(-1)"'+1H,„ 2

Y2 (X ) = (X ) In X -	 	 x`

PH=1

Em vez de y 2 , a segunda solucAo considerada, em geral, 6 uma determinada combinacäo linear de J,

e y2 . Ela e conhecida como a funcao de Bessel de segunda especie de ordem zero, e e denotada por Y0.
Seguindo Copson (Capftulo 12). definimosth

Yo(x) = —
2 

ly2 (x) (y — In 2)4)(x)).
Jr

Aqui, ye uma constante, conhecida como a constante de Euler-Nlrischeroni:" ela e definida pela equacao

y = lim (II„ — In n) 0,5772.
n— DO

Substituindo y2 (x) na Eq. (1 1). obtemos

Yo(x) = — [(y + In 
2
—) AO) +

7 m=1 
22m on !).2
	 x > 0.	 (13)

2	 , x	
00 ( 1 1

\ — . In + 1 I-IM x2m .

A soluciio geral da equacAo de Bessel de ordem zero para x > 0 e

y =	 0 (x) + c2Y0(x).

Note que J „(x)	 1 quando x	 e que Yo(x) tern tuna singularidade logaritmica em x = 0, ou seja,
Yo(x) se comporta como (2/7r)In x quando x 	 0 por valores positivos. Ent5o. se estivermos interessados
em solucaes da equacdo de Bessel de ordem zero que sejam finitas na origem, o que ocorre muitas vezes,
winos que descartar Y,. Os grrificos das funcOes Jo(x) e 110(x) estao ilustrados na Figura 5.7.2.

''Outros autores usam outras definicOes de Yo. Esta escolha para Y„ tarnbam é conhecida como funcäo de Weber, em home-
nagem a I leinrich Weber (1842-1913), clue ensinou em diversas universidades alemzis.
"Lorenzo Mascheroni (1750-1800) era um padre italiano que foi professor na University of Pavia. Ele calculou corretamente
as 19 primeiras casas decimais y em 1790.

In

22? on D2
x > 0.	 (10)

(12)



Aproximacäo assintOtica y = (21rx) 112 cos(x - n14)

y = Jo(x)

11=2
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E. in teressante observar na Figura 5.7.2 que para x grande, ambas as functiesio(x) e Y0(x) oscilam. Po-
derfamos ter antecipado tal comportamcnto a partir da equaciio original; de fato, isso a verdade para as
solucOes da equac5o de Bessel de ordem u. Dividinclo a Eq. (1) por x 2 , obtemos

,2
y" + 

1
— y' + (1 — :4) = O.

x-

Para x muito grande é razoavel suspeitar que os termos (11x)y i c (v2/x 2 )y sao pequenos e,portanto,podem
ser desprezados. Se isso for verdade, entilo a equacäo de Bessel de ordem pode ser aproximada por

y" + y = 0.

As solucOes desta equacäo Sao sen x e cos x; poderfamos,entao,antecipar que as solucOes da equacilo de 
Bessel para valores grander de x sâo semelhantes a combinacOes lineares dc sen .v e cos .v. isso esta corre-
to no sentido em que as funcOes de Bessel sac) oscilatOrias; no entanto, esta apenas parcialmente correto.
Para x grande, as funcOcs J„ e	 tamb6m decacm quando x aumenta; assim, a cquacao y" + y = 0 nâo
fornece uma aproximacâo adequada para a equacao de Bessel para valores grandes de x, e e necessiirio
uma analise mais delicada. De fato, e possfvel mostrar que

2 \
J0(x)	

(max )
—) cos (A: 

r.) 
quando x —> oo,	 (14)

2 )1/2
sen x — \

x 4 )
quando x —> oo. 	 (15)

Essas aproximacOes assintOticas. quando .v —> DO, Sao, de fato, muito boas. Por exemplo, a Figura 5.7.3
mostra que a aproximacao assintOtica (14) para Jo(x) é razoavelmente precisa para todo .v > I. Assim,
para aproximar J„(x) em todo o intervalo de zero a infinito podemos usar dois ou tres termos da srie (7) 
para x < 1 e a aproximacilo assintOtica (14) para .v > 1.

Equaccio de Bessel de Ordem Melo. Este caso ilustra a situacão na qual as rafzes da equacao indicial dife-
rem por um in te iro posi t 0. nuts a segunda solucilo nab tem termo logaritmico. Fazendo v = na Eq. (1),
obtemos

L[y] x2y" + xy' + (x2 — y = 0.

Substituindo y = 4)(r, x) pela sërie (3), obtemos
00

	

L 101(r , x) =-- E	 n)(r + n — 1) (r + n) — Id a „x r '''	 E a„x"-n+2

	

n=o	 n=o

(r-
,
 — aox r +	 + 1) 2 — JJ a1 xr+1

00

4-ER (r 11) 2 — an a„_ 2 I Xr+" -= O.

FIGURA 5.7.3 Aproximacäo assintOtica de Jo(x).



Logo,

[ 
	--( onx2"

y2(x) = x- Ii2 a() E 	 + a1(2n)! n=

onx2n+1

0 (211 + 1)!

cc

n=0
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As raizes da equaciio indicial são r, = e r2 = - J2-. ; logo, as raizes diferem por um inteiro. A relacâo de re-

corréncia é

n > 2.	 (18)

Correspondendo a raiz maior r, = Z, pelo cocticiente de x"' na Eq. (17) vemos que a, = 0. Logo, da Eq. (18),

= a 5 = • • • =	 = 0. Alem disso, para r =

an-2
a„ - 	 	 1,	 I = 2, 4, 6 ..

n(n + 1)

ou, fazendo n = 2m, obtemos
abn-2

a2m — 2m (2m + 1)'
m = 1,2, 3,....

Resolvendo a relacao de recorrencia, encontramos
ao	 ao

a2 =	 a4 =
3!	 5!

e, em geral,

(-1)"ao
a2„` 	 (2m + 1)!'

Portanto, fazendo a 0 = 1, obtemos

m = 1,2, 3,....

2 1 (___1)nx2,n 1

(2m	 + 1)! = x
-1/2 E '

_ j y

„,...

00

(2m + 1)! 	
x > 0.	 (19)[	

rnx2m+1

y 1(x) =x/2 1 + E

A segunda set-le de potCmcias na Eq. (19) é precisamente a serie de Taylor para sen x: logo, uma solucab
para a equaciio de Bessel de ordem meio e x 1 /2 sen x. A funcilo de Bessel cc.1715 -1	 ira espdcie de ordem
meio, J,,,, e definida como (2/7r)tr2y1.Assim,

2 )1/2
J i 2 (X) = (— senx,

7EX	
> 0.	 (20/	 )

Correspondendo a raiz r = -	 possivel que encontremos cliticuldade em calcular a,, ja que N
r, - r, = I. No entanto, da Eq. (17) para r = - Z, os coeficientes de x' e de x''' sao ambos nulos, inclependente
da escolha de a„ c a,. Portanto, a„ e a, podem ser escolhidos arbitrariamente. Da relaVio de recorrcncia
(18) obtemos urn conjunto de coeficientes corn indices pares correspondendo a a, e urn conjunto de coe-
ficientes corn indices impares correspondendo a a,. Entdo niio é necessario um termo logaritmico para se
obter uma segunda solucâo nesse caso. Deixamos como exercfcio mostrar que, para r

(- 1 )"a0 
a2n

(2n)!

(-1)"a1
a2n+1 = (2n + 1)!'

n =

cos x	 senx
= ao 1 2 ± at

X /	 X	
x > O.

A constante a, simplesmente introduz urn maltiplo de y,(x). A segunda solucäo da equacao de Bessel dc
ordem meio é escolhida, em geral, como a solucao para a qual a, = (2/7r)'" e a, = 0. Ela e denotada por

Entdo

(21)

J-1/2 (X) = (—
7TX	

COS X, x > 0. (22)    

A soluciio geral da Eq. (16) é y = c,J12(x) +
Comparando as Eqs. (20) c (22) corn as Eqs. (14) e (15), vemos que, exceto por urn deslocamento de

fase de 7r/4, as funcaes./_,,2 e J12 se parecem corn e Yo, respectivamente, para valores grandes de x. Os
graficos de J12 e .1. 1 r2 estão ilustrados na Figura 5.7.4.
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FIGURA 5.7.4 As funcees de Bessel J, 2 e _,

Equaciio de Bessel de Ordem Urn. Este caso ilustra a situacão na qual as rafzes da equacilo indicial dife-
rem por urn inteiro positivo e a segunda solucao envolve urn termo logaritmico. Fazendo I . = I na Eq. (1).
temos

L[y] = x2 y" + xy' + (x2 - 1)y = 0.	 (23)

Substituindo y = (1)(r, x) pela serie em (3) e juntando os termos como nos casos precedentes. obtemos

	

1.[C(r,x) = ao(r2 - 1).rr + a, I (r + 1) 2 — 11X r+1	 E {[(r	 n) 2 - 1] an + an-2 xr+" = 0.	 (24)
n=2

As rafzes da equagno indicial sAo r, = 1 e r, = -1.A relacao de recorrencia

+ n)2 - 11a„(r) = -an-2(r),	 n > 2.	 (25)

Correspondendo a rail major r = 1. a relacilo de recorrencia fica

an-2
a n =

	

(n + 2)n
,	 n	 2,3,4,....

Pelo coeficiente de x'-' na Eq. (24), vemos também que a, = 0: logo, pela relacdo de recorrencia, a, = a, =

= 0. Para valores pares de n. seja n = 2m: cntao

a2m	 a2m-2
a 2nt =	

(2m + 2)(2,n)	 22(m	
1,2,3,....

22 (m + 1)m'

Resolvendo essa relacrio de recorrencia, obtemos

(-1)"' ao
a 2nn =

	

	 in = 1,2, 3, ....	 (26)
2-"' (In + I )!m!'

A funcao de Bessel de primeira espécie de ordem um, denotada por J,, é obtida escolhendo-se a, = 1/2.

Portanto,
(-1)m .2m

J i (A) = -	 27
2 E 22m on +	 )!tn! •	 ( )

A serie converge absolutamente para todo x, de modo que J, é analitica em toda parte.
Ao determinar uma segunda solucao da equacao de Besse) de ordem um vamos ilustrar o metodo de

substituiciio direta. 0 cAlculo do termo geral na Eq. (28) abaixo e bastante complicado, mas os primeiros
poucos coeficientes podem ser encontrados facilmente. De acordo corn o Teorema 5.6.1, vamos supor que

Calculando y' 2 (x), Y"2(x),
obtemos

[Y2(x) = (LI 1 (x) ln x + x-1 1 +	 cnxn	 x > 0.	 (28)
n=1

substituindo na Eq. (23) e usando o fato de que J, é uma solucao da Eq. (23),

CC

2ax.li(x) + E [(n - 1)(n - 2)c, + (n - 1)c, - cn] xn-1	 E cx1

=0	 n=0

(29)
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onde c, = 1. Substituindo J,(x) por sua expressao na Eq. (27), mudando os indices dos somatOrios nas duas
series e efetuando diversos alculos algebricos, chegamos a

00	 (-1)m (2m + 1).x.2"

-c i ± [0 c2 + co]x + E [(n2 - 1)cn-F t + c»-avn = -a .v E 	 	 . (30)
22'n (m + 1)!m!

n=2	 L	 ,n=1

Da Eq. (30) notamos primeiro que c, 0 e a = -c, = -I. Alen) disso, como a expressäo a direita do sinal
de igualdade contem apenas potencias impares de x, o coeficiente de cada potencia par de x na expressao
a esquerda do sinal de igualdade tens que ser nulo. Então, como c, = 0, temos c, = c5	= 0. Correspon-
dendo as potencias impares de .v, obtemos a relacão de recorrencia [seja a = 2m + 1 na serie a esquerda • ..
do sinal de igualdade na Eq. (30)]

(- 1 )"' (2rn + 1) 
[(2m + 1)2 - 1]c2n:+2 + C2»1 =	 m = 1,2,3,... .	 (31)2 2 'n (m + 1)! m! '

Fazendo m = 1 na Eq. (31), obtemos

(32 - 1)c4 + c2 = (-1)3/(22 . 2!).

Note que c2 pode ser escolhido arbarariamente,c esta equacao, enta), determina c4 . Note, tambem, que na
equacao para o coeficiente de .v, (-2 aparece multiplicado por 0, e essa equagOo foi usada para determinar a.

Näo 6 surpreendente que c2 seja arbitr6rio, jä que c, é o coeficiente de x na expressao .v -1 [ I + E cnx" .
n.=_-1

Em consequencia, c2 gera simplesmente um imiltiplo de J, c y2 se esta determinado a menos de natiplos
de J,. De acordo corn a pnitica usual, escolhemos c, = 1/2 2 . Obtemos, ent5o,

2)
1	 ± 1]

E possivel mostrar que a solucão da relacao de recorrencia (31) e

	

(-1)7: (1!11(int	 HoT - 

	

C2 'n =	 72'	 n

corn a convenciio de que	 = 0. Assim,

	

y2(x) = Ji (x) .v	
- Yn	+ H -1) /

2 2"' m!(rn - 1)!
tn.!

0 calculo de y2 (x) usando outro procLdimento [veja as Eqs. (19) e (20) ( a Secão 5.6]. no qual deter-
minamos c„(r2 ),(5 ligeiramente mais f icil. Em particular, este ultimo procedi nento fornece uma fOrmula
geral para c2„, sem a necessidade de se resolver uma relacao de recorrencia (1 •  forma (31) (veja o Proble-
ma 11). Nesse aspect() voce pode querer, tambem, comparar Os cOlculos da segunda solucao da equacao
de Bessel de ordem zero no texto e no Problema 10.

A se gunda solucão da Eq. (23), a funcao de Bessel de segunda especie de ordem um,  1/ 1 , c escolhida,
em geral, como uma determinada combinacao linear de J, e y Seguindo Copson (Capitulo 12), Y, é
definida como

	

Yi	 = [-y2(x) +	 - In 2 Vi	 (33)
7r

onde y 6 definido pela Eq. (12).A solucao geral da Eq. (23) para x >0 6

y =	 (X) +- C2 Y1 (X).

Note que enquanto J, e analitica cm x = 0, a segunda solucao Y, torna-se ilimitada do mesmo modo que
1/x quando x	 0. A Figura 5.7.5 mostra os grvificos de J, c Y,.

e4 -1 r 3 + 1 1

L 2	 i

-1
L	 1+24 • 2 24 2!

1)

2

(
(H, + Hi).

4	 !• 2

in = 1, 2_

x > 0.	 (32)
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FIGURA 5.7.5 As funcOes de Bessel J, e Y,.

Em cada um dos Problems de 1 a 4, mostre que a equacäo diferencial dada tern um ponto singular regular em
x = 0 e determine duas solucOes para x > 0.

	

1. x2y" + 2xy' + xy = 0	 2. x2y" + 3xy' + (1 + x)y = 0

	

x 2y" + xy' + ?Ay = 0	 4. x2y" + 4.ry + (2 + x)y = 0

5. Encontre duas soluceies para a equac5o de Bessel de ordem

x2y" + xy' + (x2 - )y = 0,	 x > 0.

OMostre que a equac5o de Bessel de ordem meio

x2 y" + xy' + (x2 - y = 0,	 x> 0

pode ser reduzida a equac5o

v" + v = 0

pela mudano da variiivel dependente y = x-''2 v(x). Conduit disso que y,(x) = x- I '2 cos x e y2 (x) = x- 112 sen x
sao solucOes da equac5o de Bessel de ordem meio.
Mostre diretamente que a serie para J„ (x), Eq. (7), converge absolutamente para todo x.
Mostre diretamcnte que a s6rie para J,(x), Eq. (27), converge absolutamente para todo x e que Jo' (x) =
--Ji(x).
Considere a equac5o de Bessel de ordem v,0

x2y ,	 xy + (x2 + v 2 )y =	 x > 0,

onde v e real e positivo.
Mostre que x = 0 é urn porno singular regular e que as rafzes da equacäo indicial sdo v e

Correspondendo a raiz major v, mostre que uma solucito

1	 	 x \ 2	 1 	 (X y	 	 (-1)"	 x
)1(x) = x' [I -

1!(1 + v) 1/2) + 2!(1 + v)(2 + v) l2/ +	 m !(1 + v) • •	 + v)\2) •

Se 2v nil° for inteiro, mostre que a segunda solucao sera
e,

1	 (x \ 2 +	 1	 	 t x ) 4	 	 (-1r"	 I x \ 21"

	

Y2(X) = ,r-I' [i - 	
1!(1 - v) k.)	 2!(1 - v)(2 - v) 1/2) +	 nr!(1 - v) • • - (m - v) \2/ 1'm=3

Note que y,(x) ---* 0 quando x -* 0 e que y2(x) torna-se ilimitado quando x -* 0.

Verifique, por metodos diretos, que as series de potencias nas expressOes para y,(x) e y2(x) convergem
absolutamente para todo x. Verifique, tambem, que Y 2 6 uma soluc5o, bastando apenas que v rtho seja
inteiro.

10. Mostramos, nesta secao, que uma solucao da equacão de-Bessel de ordem zero

L[y] = x2y" + xy' + x2y = 0



a0	
a4(r) = 

a()

(r + 1)(r + 3)(r + 3)(r + 5)
a2 (r) =

a2,,,(r) =
(r + 1) • • • (r + 2m — 1)(r + 3) • • • (r + 2m + 1)'

e que
m > 3.

(r +	 +

(-1)"' ao
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J,,, onde Jo(x) e dada pela Eq. (7) corn a„ = 1. De acordo corn o Teorema 5.6.1, tuna segunda solucao tern
a forma (x > 0)

Co

Y2(x) = Jo(x) In x + Eb,,x".
n=1

(a) Mostre que

	

L [Y21(x) > n (n — 1)b„x" + E	 + E b,, f+2 + 2xJ,;(x).

	

n=2	 n=1	 n=i

(h) Substituindo a representacäo em serie de J0(x) na Eq. (i), mostre que

(-1)"2rix2"
b i x + 22 b 2x2 + E (n2 b„+ b„ 2 )x" = —2(ii

	

2 2" (11!) 2 	•
ti.3	 n=1

(c) Note que apareccm apenas potencias pares de x na expressão a direita do sinal de igualdade nit Eq.

	

(ii). Mostre que b, = b 3 = bs =	 = 0, b2 = 1/22(1!) 2 e quc

(2n) 2 b 2„ + b 2„_ 2 = —2(-1)"(20/2 2"(n!) 2 ,	 n = 2,3,4 , 	

b4 = 22
1

42 (1+ 1 )	 e	 22 42 62
b6 —	 ( 1 + 2— + ) .

1	 1	
31

A solucao geral da relacao de recorrencia é b,„= (-1)"' 1 11„12'"(n!) 2 . Substituindo b„ na expressdo para y2(x),
obtemos a solucito dada na Eq. (10).

I I . Encontre uma segunda solucao da equac5o de Bessel de ordem um calculando os c„(r2 ) e a da Eq. (24) da
Sec5o 5.6 de acordo corn as fOrmulas (19) e (20) daquela secão. Algumas diretrizes para esse calculo silo
as seguintes. Primeiro, use a Eq. (24) desta secilo para mostrar que a 1 (-1) e a,'(-1) silo iguais a 0. Depois
mostre que c 1 (-1) = 0 e, da relacâo de recorrencia, que c„(-1) = 0 para n = 3, 5, .... Finalmente, use a Eq.
(25) para mostrar que

Depois mostre que

c2„,(— 1) = (— 0'11+1 (H„, + H„,_ 1 )122m n1!(In — 1)!,	 m > 1.

Atraves do ulna mudanca adequada de varizivel é possfvel, algumas vezes, transformar outra equacao dife-
rencial em ulna equac5o de Bessel. Por exemplo, mostre que uma solucao de

x2y,	 (a 2 fi 2x2,6	 122,82) y = 0,	 x > 0

ë dada por y = x v2f(cr.r fl), onde	 uma solucao da equacilo de Bessel de ordem v.

Usando o resultado do Prohlema 12, mostre que a solucäo geral da equacao de Airy

y" — xy = 0,	 x > 0

y = x1/2[c1f1(31x3/2) C2f2( iX 3/2 )j, onde	 e f2( ) formam um conjunto fundamental de soluceies da
equacao de Bessel de ordem urn terco.

14. Pode-se mostrar que J„ tem uma infinidade de zeros para x > 0. Em particular, os tres primeiros zeros silo
aproximadamente iguais a 2,405; 5,520 e 8,653 (veja a Figura 5.7.1). Denote por 	 = 1,2, 3.... os zeros de
J0 ; segue que

j° (") =	 0,	 X = 1.
11, x = 0,

Verifique que y = J„(X.rx) satisfaz a equacdo diferencial

1 2
y" + 7r- + Aj.Y = 0,	 x > 0.

Mostre que, portanto,

(i)

Deduza quc
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Esta propriedade importante de J„(X,x), conhecida como propriedade de ortogonalidade, a util na resolu-
cão de problems de valores de contorno.

Sugesttio: escreva a equacäo diferencial para J„(A.,x). Multiplique-a pot x./„(X,r) e a subtraia de .r../P.,r)
vezes a equaciio diferencial para J„(ti,x). Depois integre de 0 a 1.
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CAPITULO NIMINInn•n•

6

A Transformada de Laplace

Muitos problemas prziticos de engenharia envolvem sistemas mecimicos ou eletricos sob a aczio de forcas
descontfnuas ou de impulsos. Os metodos descritos no Capftulo 3 sao, muitas vexes, complicados de usar
em tais problemas. Outro metodo particularmente adequado para esses problemas, embora possa ser
usado mais geralmente, baseia-se na transformada de Laplace. Vamos descrever. nestc capitulo, coin°
esse método importante funciona, enfatizando problemas tfpicos que aparecem MIS aplicacnes de enge-
nharia.

6.1 Definicao da Transformada de Laplace

Integrais ImprOprias. Como a transformada de Laplace envolve uma integral de zero a infinito, e neces-
szirio conhecimento sobre integrals imprOprias desse tipo para apreciar o desenvolvimento subsequente
das propriedades da transformada. Vamos fornecer aqui uma revisäo rzipida de tais integrals imprciprias.
Se voce jzi estiver familiarizado corn integrals impreprias, pode querer pular esta revisao. Por outro lado,
se uma integral imprOpria é novidade para voce, ent5o voce deveria, provavelmente, consultar um livro
de Calcitic), onde encontrarzi muito mais detalhes e exemplos.

Uma integral imprOpria em um intervalo limitado é definida como urn limite de integrals em interva-
los finitos; assini.

Do A

f(t) dt = lim f 
f(t) dt,

A-4.m

onde A é um ralmero real positivo. Sc a integral de a ate A existe para todo A > a e se existe o limite quan-
do A	 oo, dizemos que a integral imprOpria converge para esse valor-limite. Caso contrzirio, a integral
diverge ou niio existe. Os exemplos a seguir ilustram ambas as possibilidades.

Jn (1)

EXEMPLO

1

Seja f(r) = c", t > 0, onde c e uma constante real niio nula. Entno
A

0

A

dt = lim f e" dt =	 —
fo	 Aix 0 	 A-.Do c  

EXEMPLO

= 1im -
1
(e" - 1).

A-. D; C

Segue que a integral imprOpria converge para o valor -1/c se c < 0 e diverge se c > 0. Se c = 0,o integrandof(r)

6 a funciio constante igual a 1 e a integral novamente diverge.

Seja f(t) = 111, r > 1. Então

	

f

dt	 A dt

	

—	 lim	 — lim In A.

	

t	 A	 t	 A-.co

Como lim In A = co, a integral imprOpria diverge.
A -.00 239
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EXEMPLO

3

Seja f(t) = rP, t > 1, onde p é uma constante real e p	 1; o caso p = 1 foi considerado no Exemplo 2. Entäo
A	

1

	

A -• x	 A-7.: 1 - p

	

dt = lirn	 —0dt = lim	 1-P — 1).

f1
Quando A --> oo,k-P -0. 0 se p > 1, mas 21 1 -P --0. oo se p < 1. Portanto.	 t -P dt converge para o valor 11(p - 1)

para p > 1, mas diverge (incorporando o resultado do Exemplo 2) para p < 1. Esses resultados säo and1ogos
.	 %

aqueles para a sale infinita E n-P .
n=1

Antes de discutir a possivel existencia de i	 f (t) dt, vamos definir alguns termos. Uma functio é dita

seccionalmente continua ou continua por pules em um intervalo a < t < /3 se o intervalo puder ser divi-
dido por um mimero finito de pontos a = t o  < t, <	 < t„ = 13 de modo que

f seja continua cm cada subintervalo aberto 	 < t <
jtenda a um limite finito nos extremos de cada subinterval° por pontos no interior do intervalo.

Em outras palavras,f e seccionalmente continua em urn intervalo a < t < fi se for continua of exceto por 
urn minter° finito de descontinuidades do tipo salto. Se f for seccionalmente continua em a < t < $ para
todo $ > a, entdo clizemos que f 6 seccionalmente continua para t > a. A Figura 6.1.1 mostra urn exemplo
de uma func5o seccionalmente continua.

A integral de uma fungdo seccionalmente continua em urn intervalo finito a simplesmente a soma das
integrals nos subintcrvalos criados pelos pontos da particao. For exemplo, para a funcão f(t) na Figura
6.6.1, temos

fi	 fi
f (t) dt = f f (t) dt + f f 	 dr+ f f (t) dt.

a	 fi	 /2

t i	 t2

FIGURA 6.1 1 Uma funcao seccionalmente continua y = fit).

Para a funcfio na Figura 6.1.1 atrihuimos valores para a fungi -to nos extremos a e /3 e nos pontos da parti-
cao t, e t,. No entanto, para as integrals na Eq. (2) !Id° importa se a fungdof(t) estd definida nesses pontos,
ou quais os valores atribuidos a f(t) neles. Os valores das integrals na Eq. (2) permanecem os mesmos.

A

Logo, se f for seccionalmente continua no intervalo a < t < A, a integral
a

f (t) dt existe. Portanto,

f

a

it
se f for seccionalmente continua para t > a, e n t do	 f (t) dt existe para todo A > a. No entanto, a Conti,

CO

nuidade por partes ndo é suficiente para garantir a converizencia da integral imprOpria J f (t) dt, como
mostram os exemplos precedentes. 	 a

Se f não puder ser integrada facilmente em termos de funcOes elementares, a definicii° de convergen-

f
a

cc
cia de	 f (t) dt pode ser dificil de aplicar. Muitas vezes a maneira mais conveniente de testar a conver-

gencia ou divergencia de uma integral imprOpria 6 usando o teorema de comparacdo a seguir, andlogo a
urn teorema semelhante para series infinitas.

Se f for seccionalmente continua para t > a, se lf(t)I < g(t) quando t ,?._ M para alguma constante positiva
CO

M c se i g(t) dt converge, enttio	 f (t) dt tambam converge. For outro lado, se f(t)> g(t) > 0 path

t > M e se	 g(t) dt diverge, entao	 f (t) dt tambOm diverge.
A! f 0")

Af	

a

DO

f cx)

a

Teorema 6.1.1

(2)
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A demonstracao deste resultado de Calculo rtho sera dada aqui. Ele se torna plausfvel, no entanto, se

compararmos as areas representadas por	 por 
i 

If M	 r-10I dt. As fues mais titeis para efei-
m 

g(t) dt e	
m

tos de comparacäo silo ea e r", que consideramos nos Exemplos 1,2 e 3.

A Transformada de Laplace. Entre as ferramentas muito titeis para a resolucao de equacties diferenciais
estao as transformadas integrals. Uma transformada integral é uma relacao da forma

:fi

	

F(s) =	 K(s,t)f (t) dt,	 (3)

onde K(s, t) é uma funcao dada, chamada de nticleo da transformac5o, e os limites de integracao a e

	

tambOm silo dados. E possivel que a = -oo ou	 = oo, ou ambos. A relacao (3) transforms a funcao f ern
outra funcao F, que e chamada a transformada def.

Existem diversas transformadas integrals titeis em matematica aplicada, mils vamos considerar, itste
capItulo, apenas a transformada de Laplace.' Essa transformada c delinida da seguinte maneira. Suponha
que f(t) 6 uma funcao delinida para t > 0 e que f satisfaz certas condicaes que sent° especificadas mais
adiante. Ent5o a transformada de Laplace del que denotaremos por r(f(t)) ou por • (s). e delinida pela
equacao

	

C{f(t)} = (s) = f	 f (t) dt ,	 (4)

sempre que essa integral imprOpria convergir. A transformada de Laplace usa o nCicleo K(s. if = e " . Como
as solucOes das equagOes diferenciais lineares corn coeficientes constantes estao hascadas na funcao ex-
ponencial, a transformada de Laplace ë particularmente Cad para essas equagOes. A ideia geral ao se usar
a transformada de Laplace para se resolver uma equacao diferencial é a seguinte:

Use a relaciio (4) para transformar urn problema de valor inicial para unlit funcao desconhecida f no do-
mini° dos t em um problema mais simples (de fato, urn problema algarico) para F. no dominio dos s.
Resolva esse problema alg6brico para encontrar F.

3. Recupere a funcito desejada f de sua transformada F. Essa Ultima etapa é conliecida como "inverter a
transformada".

Em geral, o parametro s pode ser complexo, e todo o poder da transformada de Laplace so se torna
disponlvel quando F(s) e considerada uma funcao de variavel complexa. No entanto, para os problemas
discutidos aqui c sulicientc considerar apenas valores reais de s. A transformada de Laplace F de uma
func5o f vai exist ir se f satisfizer determinadas condicOes, com p as cnunciadas no teorema a seguir.

Teorema 6.1.2 Suponha que

f e seccionalmente continua no intervalo 0 < r < A para qualquer A positivo.
IRO < Ken' quando t > M. Nesta desigualdade, K, a e M silo constantes reais corn K e M necessariamente
positivas.

Ent5o, a transformada de Laplace L(f(t)) = F(s), delinida pela Eq. (4), existe para s > a.

Para estabelecer este teorema, vamos mostrar que a integral na Eq. (4) converge para s > a. Separando
a integral imprOpria em duas partes, temos

st	 oo

	

e—sr
f (t) dt = f	 f (t) dt + f

u
	f (t) dt. (5)

A primeira integral a direita do sinal de igualdade na Eq. (5) existe pela hipatese (1) do teorema; logo, a

existacia de F(s) depends da convergência da segunda integral. Pela hipOtese (2), temos, para t > M,

f	 Ke' eal	 Ke(a-s1`,

'A transformada de Laplace tern esse nome em homenagem ao eminente matematico frances P. S. Laplace. que estudou a
relacilo (3) em 1782. No entanto, as tcnicas descritas neste capitulo s6 foram desenvolvidas urn seculo depois ou mais tarde.
Elas se devem, principalmente, a Oliver Heaviside (1850-1925), urn engenheiro eletrico ingles inovador, mas pouco conven-

tional, que fez contribuicties importantes para o desenvolvime nto e a aplicacao da teoria eletromagnetica.
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f 
00

e assim, pelo Teorema 6.1.1. F(s) existe se 	 eta-St' dt convergir. Febo Exemplo 1, corn a - s no lugar de
xt

C. vemos que essa Ultima integral converge quando a - s < 0, o que estabelece o Teorema 6.1.2.
A menos que seja dito especificamente o contrario, vamos tratar. neste capftulo, quase que exclusiva-

mente de funcOes que satisfazem as condicaes do Teorema 6.1.2. Tais funcOes säo descritas como seccio-
nalmente continual c de ordem exponential quando t -4. co. Note que existem funceies que niio silo de
ordem exponencial quando t -). oo. Uma dessas funcOes é f(t) = e. Quando t --> oo, esta funcilo cresce
mais rapidamente do que Ke'", independentemente de qu5o grande sejam as constantes K e a.

As transformadas de Laplace de algumas funcOes elementares importantes sac, dadas nos exemplos
a seguir.

EXEMPLO

4
0

EXEMPLO

5

Seja f(t) = 1, t > 0. Entito, como no Exemplo 1,
e-"

£{1} = f e- s ' dt = - 11m —
0	 Aix S

=	 s > 0.
1
S

Seja f(t) = e"',1 > 0. Entao, novamente referindo-nos ao Exemplo 1,

°C{eat }	 f e-"e"' dt =	 e-(s-°' dt

1 s > a.
S - a

EXEMPLO Seja
1. 0 < t < 1,

6 f(t) = k, t =1,
0, t > 1,

onde k é uma constants. Em contextos de engenhar a, f(t) represents inuitas vezes um impulso unitdrio, talvez
uma forca on uma tenszio.

Note quef 6 uma funcão seccionalmente continua. Entâo
i,,,,1	 e-'	 1 - CS 

G(f (t)) = J e-" f (t) dt = f e. -" dt = -- = 	 , s > 0.
0	 0	 s	 so

Observe que 1:N01 nil° depende de k, o valor da funciio no ponto de descontinuidade. Mesmo que f(t) nao
esteja definida neste ponto, a transformada de Laplace de fpermancce a mesma. Logo, existem muitas funcOes,
diferinclo de valor cm um tinico ponto. que tern a mesma transformada de Laplace.

EXEMPLO

7
Sejaf(t) = sen at,t > 0. Entito

Como

integrando por partes, obtemos

E(sen at) = F(s) = f e -sr scti at dt,

A

F(s) = lim 
J 

c"sen at dt,
A-..w

s > 0.

F(s)
A

0
= lint

A .ti	 a
[ e-31 cos at

A

a
	 e-s' cos at dt

= - 
a
s	

e-" cos at dt.
a

Uma segunda integrando por partes fornece

	

1	 s2 f	 „

	

F(s) = -	 -	 e--sen at dt

	

a	 az

1 s2

	

= -
a	 a-
- F(s).
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Portanto, resolvendo para F(s), temos

F(s) =
a

5.2	 a2 s > 0.

EXEM PLO

8

Vamos supor que f e f2 säo duas funcOes cujas transformadas de Laplace existem para s > a, e s > a2,
respectivamente. Ent "ao, para s maior do que o mdximo de a, e

co
{ c fl (t) + c2f2 (t) = f	 [c (t) + c2f2 (t)] r

= f	 (t) dt + c2	 e-"f2( 1 ) di;

logo

c {cif, (r)	 c2f2 (t)) =	 E{fi ( t)}	 c2 E {f2(1 )} . 	(6)

A Eq. (6) afirma que a transformada de Laplace é urn operador linear, e faremos use frequents dessa
propriedade mais tarde. A soma na Eq. (6) pode ser prontamente estendida para urn ntimero arbitrario
de parcelas.

Encontre a transformada de Laplace de f(t) = 5e.-2'- 3 sen 4t,t > 0.
Usando a Eq. (6), escrevemos

GU' (t)) = 5 Gle -2' } - 3G(sen4t).

Entao, dos Exemplos 5 e 6, obtemos

DO

5	 12 
Elf (0) =	 s > 0.

s+2 s2 + 16.

PROBLEMAS Em cada um dos Problems de 1 a 4, esboce o grafico da furled°
continua ou nenhuma das duas no intervalo

t 2 ,	 0 < t < 1

dada. Em cada caso determine se f (.: continua,
0 < t < 3.

t2,	 0 < t < 1
seccionalmente

1. f (0 = 2 + t,
6 - t,

1 < t < 2
2 < t < 3

2. f (t) = (t - 1)- 1 ,	 1 < t < 2
1,	 2 < t < 3

t 2 , 0 < t < 1 1,	 0 < t < 1

gf (t) = { 1. 1 < t < 2 4. f (t) = 3 - t,	 1 < t < 2 
3 - t , 2 < t < 3 1,	 2 < t < 3

5. Encon re a transformada de Laplace de cada ma das funcOes a seguir:
f (t = t

f (t = t2
(c) f(T) = r, onde n é urn inteiro positivo.

6. Encontre a transformada de Laplace de f(t) = cos at, onde a e uma constante real.

Lembre que cosh bt = (e + e-')12 e senh bt = (e - e-" 1)12. Em cada urn dos Problemas de 7 a 10, encontre a
transformada de Laplace da funcao dada; a e b silo constantes reais.

f (t) = cosh bt

9. f (t) = e cosh bt

(t)	 bt

(t) = e"`senh

Em cada urn dos Problemas de 11 a 14, lembre que cos bt = (ern' + e-th')/2 c sen ht = (ez - e-69121. Supondo que as
formulas de integracâo elementares podem ser estendidas para esse caso, encontre a transformada de Laplace
d-i fungdo dada; a e h säo constantes reais.

f (t) = senbt
	 12. f (t) = cos bt

13. f (t) = e senbt
	 f (t) = ea` cos bt

Em cada um dos Problemas de 15 a 20, use integracäo por partes para encontrar a transformada de Laplace da

fungdo dada; n é urn inteiro positivo e a é uma constante real.
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f ( t) = te"'

f (t) = t cosh at

19. f(t)	 t=senat

16. f (t) = t sen at

0-1(t)	 eat

20. f(t) = 12 senh at

Em cada um dos Problemas de 21 a 24, determine se a integral dada converge ou diverge.

21. f 02 +1)- 1 dt

23. f t-let dt

f0 to
-
' dt

24. f e-: cos t dt

25. Suponha quef ef ' sdo continuos em t > 0 e de ordem exponencial quando 	 oo. Integrando por mutes,
mostre que, se F(s) = G(/(t)}, entdo lirn00 

F(s) = 0. 0 resultado continua valid° sob concliceles menos restri-
s-

tivas, como as do Teorema 6.1.2.
A Ftinciio Gama. A funcao gama é denotada por P(p) e definida pela integral

(i)

A integral converge quando x co para todo p. Para p < 0 tombem 6 imprOpria, porque o integrando torna-se
ilimitado quando x	 0. No entanto, pode-se mostrar que a integral converge em x = 0 pant p > -1.

Mostre que, para p > 0,

1-(p +	 =	 (p)•

Mostre que ro) =

Se p for um inteiro positivo, mostre que

+ I) = a!.

Como F(p) tombern esta definido quando p ndo 6 inteiro, esta fund° fornece uma extensao da funcdo
fatorial para valores nao inteiros da varidvel independente. Note que tainb6in 6 consistente delinir 0! = 1.

Mostre que, para p > 0,

p(p + I )(p +2)	 (p +	 - I)	 [(p + n)/ (p).

Assim, [(p) pode ser determinado para todos os valores positivos de p se 1(p) for conhecido em um nni-
co intervalo de comprimento um, digamos, cm 0 < p < 1. E possivel mostrar que I' (1) = frr. Encontre

r (i) e r (14
27. Considere a transformada de Laplace de tr , onde p > -1.

Usando o Problema 26, mostre que
00 1
	

I 
e	 dxr{tP } =	 e-511" dt = —

sP+10

	

= P(p + 1 ) /sP+1 ,	 s > 0.
Seja p igual a um inteiro positivo n em (a); mostre que

LW} = n! /	 ,	 s > O.

00
(p + 1) = f e'xP dx.

Mostre que

E possivel mostrar que

portanto,

Mostre que

c{i_1/2} = 2
e d,x

.\/75 0

e-x2 dx = —
jr- ;

2

.0 - 1 /2 } jr7s,	 s > O.

s > 0.

r{t 1/2 } = vri/(2s3/2 ),	 s > 0.
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6.2 Soloci° de Problemas de Valores Iniciais

Nesta secao vamos mostrar como a transformada de Laplace pode ser usada para resolver problems de
valor inicial para equac6es diferenciais lineares corn coeficientes constantes. A utilidade da transformada
de Laplace nesse contexto reside no fato de clue a transformada de f' estzi relacionada de maneira simples
a transformada de f. Esta relacilo estzi explicitada no teorema a scguir.

Teorema 6.2.1 Suponha quef ë continua e quef ' é seccionalmente continua em qualquer intervalo 0 < t A. Suponha,
alêm disso, que existem constantes K, a e M tais que If(t)1 < Ken para t > M. Entao r(f(0) existe para
s > a e, alem disso,

(t)} = sr{f (t)} — f(0).	
(I)

Para provar este teorema, vamos considerar a integral

I
A

Se f' tent pontos de descontinuidade no intervalo 0 < r < A. vatnos denota-los por 1,, 1,, .... t„. Podemos,
entao, escrever essa integral como

	

A	 ri	 12	 A

	

f	 e -'1"(t) dr = f	 e ---"f (t) dt + f e' f' (t) dt + • • • + f e - " f ' (t) d t .

	

a	 I,	 t„

I ntegrando cada parcela 1 dircita do sinal de igualdade por partes, obtemos
A 12

e-st f'(t)
0

= e-7(t)1
0

+ f (t)
t, +
	 • + e -st f (t)A

+ s[j e-st f (t) dt + f e -sr (t) dt + • • • + f e-'7(t) dr].
fi

Como f e continua, as con tribuicOes em t,, t,,	 t„ das parcelas integradas se cancelam. Comhinando as
integrals. obtemos

fjA	 A

Cs` (t) dt = e-sn f (A,
) f (0) + s f Cs' f (t) cit.

Para A > M, temos If(A)1 < Ke"'; em consequencia, le-sAf(A)1 < Ke-(s-a". Portanto, eAf(A) —* 0 quando
A -4 oo sempre que s > a. Logo. para s > a,

E{f'(t)} = sG(f (t)) — f(0),

o que prova o teorema.
Se f' e f" satisfazem as mesmas condicOes impostas ern f ef respectivamente, no Teorema 6.2.1, entao

a transformada de Laplace de f" tambêm existe para s>aed dada por

.C(f"(t))	 s2 L{f(t)} — sf(0) —	 (0).	 (2)

De fato, desde que a functio f e suas derivadas satisfacam condicees adequadas pode-se obter uma ex-
presszlo para a n-esima derivada f") atraves de aplicaceles sucessivas desse teorema. 0 resultado é dado
no corolario a seguir.

e-stf, (t) cit.

Suponha que as funce•es f, f',	 P-1) sdo continual e que f") é seccionalmente continua em qualquer
intervalo 0 < t < A. Suponha,alern disso, que existem constantes K, a e M tais que If(t)1 < Ken,lf '	 <
xe",...,v(")(0 < Ke°1 para t

/
> M. Ent -At:1,40)(0i existe para s > a e dado por

Llf(n)(01 = st!4tf	
— 

sn71 f (0) — 	 R sr-,2) (0) r-1) (0).

Corolirio 6.22

(3)

Vamos mostrar, agora, como a transformada de Laplace pode ser usada para resolver problemas de
valor inicial. Sua utilidade maior é em problemas envolvendo equacees diferenciais não homogeneas,
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como mostraremos em secOes mais adiante neste capftulo. Entretanto, vamos comecar olhando algumas
equagOes homogeneas, que sac) um pouco mais simples.

Vamos considerar a equacäo diferencial

y" - y - 2y = 0	 (4)

corn condicties iniciais

y(0) = 1,	 y'(0) = 0.	 (5)

Este problema pode scr resolvido facilmente pelos metodos da Secäo 3.1. A equacao caracterfstica é

r2 - r - 2 = (r - 2)(r + 1) = 0,	 (6)

e, em conscquencia, a solucao geral ch.( Eq. (4) é

y = c, e-` + c:e2'
	

(7)

Para satisfazer as condicaes iniciais (5), precisamos ter c, + c. = 1 e -c, + 2c, = 0; logo, c, = 3 e c, = 'I de modo3
clue a solucäo do problema de valor inicial (4) e (5) é

y	 0 (t) =	 e.,	 le2t. (8)

Vamos agora resolver o mesmo problema usando a transformada de Laplace. Para fazer isso precisamos
supor clue o problema tern uma solucao y = 0(t) tal clue as duas primeiras derivadas satisfacam as condicties do
Corolario 6.2.2. Entao, calculando a transformada de Laplace da equacäo diferencial (4), obtemos

Giy") - E{y'} - 2L(y) = 0,	 (9)

onde usamos a linearidade da transformada para escrever a transformada de uma soma como a soma das trans-
formadas separadas. Usando o corolario para expressar G{y"j e Lb. ] em funOo de GM, a Eq. (9) flea

s2 r(y) - sy(0) - y'(0) - [sr(v} - y(0)] - 2r{y} = 0,

011

(s2 - s - 2)Y (s)+ (1 - s)y(0) - y'(0) = 0,	 (10)

onde Y(s) = Gfyi. Substituindo os valores de y(0) e y'(0) dados pelas condicaes iniciais (5) na Eq. (10) e depois
resolvendo para Y(s), obtemos

s - 1	 s - 1
Y(s) = 	 	 (11)

s2 - s - 2	 (s - 2)(s + 1)
Obtivemos, assim, uma expresszio para a transformada de Laplace Y(s) da solucäo y = 0(t) do problema de
valor inicial dado. Para determinar a funcäo (/) precisamos encontrar a funcao cuja transformada de Laplace é
Y(s) dada pela Eq. (11).

Isso pode ser feito mais facilmente expandindo-se a expressab a direita do sinal de igualdade na Eq. (11) em
frace•es parciais. Escrevemos, ent5o,

s - 1	 a	 b	 a(s +1) + b(s - 2)
Y(s) = 	  = 	 +	 -	 (12)

(s - 2)(s + 1)	 s - 2	 s + 1	 (s - 2)(s + 1) '
onde os coeficientes a e b tern que ser determinados. Igualando os numeradores da segunda corn a quarta ex-
pressao na Eq. (12), obtemos

s - 1 = a(s + 1) + b(s - 2),

uma equacao que tern que ser satisfeita para todos os valores de s. Em particular, fazendo s = 2 temos que a =
3. Analogamente, se s = -I, undo b = 3. Substituindo esscs valores para a e b, respectivamente, temos

1/3	 2/3 
Y(s) =	 (13)

s - 2	 s + 1 •
Finalmente, usando o resultado do Exemplo 5 da Secao 6.1. temos que le" tem transformada i(s - 2)- 1 ; analo-
gamente, a transformada de	 6 i(s + 1)-'. Portanto, pela linearidade da transformada de Laplace,

Y = 0(1) =	 +

tem transformada (13) e é, portanto, solucdo do problem de valor inicial (4), (5). Note que ela satisfaz as con-
dig -6es do Corolario 6.2.2, como supusemos inicialmente. E claro que essa e a mesma solucäo que obtivemos
antes.
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0 mesmo procedimento pode ser aplicado a equactles lineares gerais de segunda ordem corn coefi-
cientes constantes

ay" + by' + cy =-- f (0.1	 (14)

Supondo que a solucalo y =	 satisfaz as condicOes do Corolario 6.2.2 para n = 2, podemos calcular a
transformada da Eq. (14) obtendo, assim,

a[s2 Y (s) — sy(0) — y'(0)] + MsY(s) — y(0)] + cY(s) = F(s),	 (15)

onde F(s) é a transformada de f(t). Resolvendo a Eq. (15) para Y(s),encontramos

Y(s) —
(as + h)y(0) + ay'(0) 	 F(s)

as2 + bs + c as2 + bs + c•	
(16)

0 problema, ent5o, esta resolvido, desde que possamos encontrar a funcdo y = 0(1) cuja transformada é
Y(s).

Mesmo nesse estagio inicial de nossa discussao, podemos apontar algumas das caracteristicas essen-
ciais do metodo de transformada. Em primeiro lugar, a transformada Y(s) da funcilo desconhecida y =
0(t) é encontrada resolvendo-se uma equaciio algebrica em vez de uma cquactio d Ifrrencial , a Eq. (10)
em vez da Eq. (4) no Exemplo 1, ou, em geral, a Eq. (15) em yes da Eq. (14). Essa e a chave da utilida-
de da transformada de Laplace para resolver equacCies diferenciais oalindrias lineares con coeficientes
constantes — o problema é reduzido de uma equacilo diferencial para uma equacdo alizebrica..A seguir,
a solucâo satisfazendo as condiciies iniciais dadas é encontrada automaticamente, do modo que a tarefa
de determinar os valores apropriados para as constantes arbitrdrias na solucao geral nao aparece. Alcor
disco, como indicado na Eq. (15), as equacoes nao homogeneas säo tratadas exatamente da mesma forma
que as homogeneas; nao e necessdrio resolver primeiro a equacao homogenea correspondente. Finalmen-
te. o metodo pode ser aplicado da mesma forma para equacOes de ordem major, desde que suponharnos
que a soluciio satisfaz as condicOes do coroliirio para o valor apropriado de a.

Observe que o polinOmio as' + hs + c, no denominador da fracdo a direita do sinal de igualdade na Eq.
(16), e precisamente o polinOmio caracteristico associado a Eq. (14). Como a expansao de Y(s) em frit-
cOes parciais para determinar 0(r) necessita da fatoracäo desse polinômio, a utilizacilo da transformada
de Laplace nao evita a necessidade de se encontrar as raizes da equacão caracteristica. Para equacOes de
ordem major do que dois isso pode ser um problema algebrico dificil, especialmente se as raizes forem
irracionais ou complexas.

A dificuldade major que ocorre ao se resolver urn problem de valor inicial pela tecnica da transfor-
mada estd na determinacilo da funcilo y = 0(1) correspondente a transformada Y(s). Esse problem
conhecido como o problema de inversâo da transformada de Laplace; 0(1) é chamada a transformada
inversa correspondente a Y(s) e o processo de encontrar 0(t) a partir de Y(s)d conhecido como inverter a
transformada. Usamos, tambem, a notacilo 	 Y(s)} para denotar a transformada inversa de Y(s). Existe
uma formula genii para a transformada de Laplace inversa, mas ela precisa de familiaridade con a teoria
de funcOes de ulna variavel complexa, c nao vamos considerd-la neste livro. No entanto, ainda e possfvel
desenvolver muitas propriedades importantes da transformada de Laplace e resolver muitos problemas
interessantes sem usar varidveis complexas.

Ao resolver o problema de valor inicial (4), (5) nä° consideramos o problema da possfvel cxistencia
de outras funcOes, alem da dada pela Eq. (8), que tambem tenham a transformada (13). Sabemos,
do Teorema 3.2.1, que o problema dc valor inicial nao tern outras solucoes. Consistente con esse fato,
pode-se mostrar que se f e g sao fur-10es continuas corn a mesma transformada de Laplace, entao f e g
sao icInticas. Por outro lido, se f e g so são seccionalmente contfnuas, eras poclem diferir em um ou mais
pontos de descontinuidade c ainda terem a mesma transformada de Laplace; veja o Exemplo 6 na Secdo
6.1. Essa falta de unicidade da transformada de Laplace inversa para fungi:5es seccionalmente contInuas
nao tem importilncia pratica nas aplicacaes.

Entdo, existe, essencialmente, uma bijecäo entre as funcOes e suas transformadas de Laplace. Esse
fato sugere a compilacao de uma tabela, como a Tabela 6.2.1, que fornece as transformadas das fungi:les
encontradas coin mais frequencia e vice-versa. As fungi:5es na segunda coluna da Tabela 6.2.1 sac) as trans-
formadas das funcOes na primeira coluna. Talvez mais importante, as functies na primeira coluna säo as
transformadas inversas das functies na segunda coluna. Assim, por exemplo,se . a transformada da solucdo
de uma equacão diferencial é conhecida a solucão pode ser encontrada, muitas vezes, olhando-se sim-
plesmente na tabela. Algumas das funcOes na Tabela 6.2.1 foram usadas como exemplos, outras aparecem
como problemas na Secdo 6.1, enquanto outras vâo ser encontradas mais adiante neste capitulo. A tercei-
ra coluna da tabela indica onde pode ser encontrada a deducäoda transformada dada. Embora a Tabela
6.2.1 seja suliciente para os exemplos e problemas dados neste livro, estdo disponlveis tabelas muito mais
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TABELA 6.2.1 Transformadas de Laplace Elementares

f (t) = L -1 {F (s))	 F(s) = L{f (t)}	 Notas

1	 ••
1	 -,	 s > 0	 Seca() 6.1; Ex. 4

s

1
eat s > a	 Seciio 6.1:Ex. 5

s - a'

t", n = inteiro positivo	
n!	

s > 0	 Secäo 6.1; P	 Arob. 27 s it4.1 ,

(p+ 1) '
tP ,	 p > - 1	

r	
s > 0	 Seciio 6.1:Prob. 27

sP+ I

sen at	
a	

s > 0	 Secao 6.1; Ex. 7
s2 + a2 '

cos at	
s	

s > 0	 Seca() 6.1; Prob. 6
s2 + a2 '

senh at

	

	 s > ial	 Sec5o 6.1; Prob. 8s2 
a
_ az '

cosh at	 s > lal	 Seca) 6.1; Prob. 7
s2 - a2'

cat sen bts > a	 Secäo 6.1; Prob. 13(s _ a) 2 b	 .
	 1

en	
s - a

cos ht	 s > a	 SecAo 6.1; Prob. 14
(s - a) 2 + b2

t" e`",	 n	
n!

inteiro positivo	 	 ,	 s > a	 Seciio 6.1; Prob. 18(s _ ar, •

e-cs
tt,.(t)	 s > 0	 Seca° 6.3

it e (t)f(t - c)	 ccs F(s)	 Seca° 6.3

ec` f (t)	 F(s - c)	 Seca° 6.3

15. f (ct)	 1 F C) ,	 c > 0	 SecTio 6.3; Prob. 25
c	 c

16.
 f

f (t - r)g(r) dr	 P. (s)G (s)	 Seciio 6.6
o

8(1 - c)	 c's	 Seciio 6.5

f(" ) (t)	 s" F(s) - 3' 1 f (0) - • • - - f (" -1) (0)	 Seca° 6.2

19. (-t)nf (t)	 F(")(s)	 Secão 6.2; Prob. 28

completas (veja a lista de referencias no final deste capitulo). Transformadas e transformadas inversas
tambem podem ser encontradas atraves da utilizacäo de sistemas algébricos computacionais.

Coin frequencia, uma transformada de Laplace F(s) pode ser expressa como uma soma de diversas
parcelas,

F(s) =	 (s) + F2 (S) + • • • + Fn(s).	 (17)
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Suponha que f, (t) = C-1(F,(s)}, 	 fn (t) = G-'{F,,(s)). Entdo, a fungdo

	

f (t) =	 (t) + • • + f„(t)

tem a transformada de Laplace F(s). Pela unicidade enunciada anteriormente nä° existe outra fungdo
continua f tend° a mesma transformada. Assim,

{F (s)} =	 {Fi (s)} + • • • +	 {F„(s)};	 (18)

ou seja, a transformada de Laplace inversa tambdm é urn operador linear.
E convenience, em muitos problemas, usar essa propriedade decompondo uma transformada dada em

uma soma de fungi:5es cujas transformadas inversas ja sào conhecidas ou podem ser encontradas em uma
tabela. ExpansOes em fracOes parciais são particularmente dteis nesse contexto, e urn resultado geral co-
brindo muitos casos é dado no Problema 38. Outras propriedades dteis da transformada de Laplace serdo
deduzidas mais tarde neste capftulo.

Os exemplos a seguir fornecem ilustracOes adicionais da tdcnica de resolucdo de problemas de valor
inicial usando transformada de Laplace e expansâo em fracOes parciais.

EXEMPLO
	 Encontre a solucào da equacao diferencial

2

	

	 y" +y =sen2t,	 (19)

satisfazendo as condicdes Uncials

y(0) = 2,	 y'(0) = 1.	 (20)

Vamos supor clue esse problema de valor inicial tem uma solucâo y = 4)(t) corn as duas primeiras derivadas
satisfazendo as condicdes do Corolirio 6.2.2. Entdo, calculando a transformada de Laplace da equacão dife-
rencial, temos

s2 Y(s) — sy(0) — y'(0) + Y(s) = 2/(s2 + 4),

onde a transformada de sen 2t foi obtida da linha 5 na Tabela 6.2.1. Substituindo y(0) e y'(0) pelos valores dados
nas condicaes iniciais e resolvendo para Y(s), obtemos

2s3 + s2 + 8s + 6
Y (s)	 (21)(s ..? 4. 1 )(s2 + 4)

Usando fracties parciais, podemos escrever Y(s) na forma

	

as + b cs + d	 (as + b)(s2 + 4) + (cs + d)(s2 + 1) 
Y(s) = s2	 1 ± + 4

(S2 + 1)(S2 + 4)	
(22)

Expandindo o numerador da frac* a dircita do segundo sinal de igualdade na Eq. (22) e igualando-o ao nu-
merador na Eq. (21), encontramos

2s3 s2 + 8s + 6 = (a + c)s 3 + (b + d)s2 + (4a + c)s + (4b + d)

para todo s. Entdo, comparando os coeficientes de mesma potencia de s, temos

EXEMPLO

3

a + c = 2,	 b + d -= 1,

+ c =- 8,	 41) +	 = 6.

	

Em consequencia, a = 2, c = 0, b = 3e d =	 donde

2s	 5/3	 2/3 
Y (s) =	 +

	

s2 + 1 s2 + 1	 s2 + 4

Das linhas 5 e 6 na Tabela 6.2.1, a solucilo do problema de valor inicial dado é

	

y =	 = 2 cost + isen t — Isen 2t.

Encontre a solucdo do problema de valor inicial

y(4) — y = 0,	 (25)

y(0) = 0,	 y'(0) = 1,	 y"(0) = 0,	 y"(0) = 0.	 (26)
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Neste problema precisamos supor que a solucao y =	 satisfaz as condicOes do Corolario 6.2.2 para n = 4.
A transformada de Laplace da equacao diferencial (25) e

s4 Y (s) - s3 y(0) - s2y'(0) - sy"(0) - y"'(0) - Y (s) = 0.

Entao, usando as condicOes iniciais (26) e resolvendo para Y(s), temos
52

Y (s) =
s4 - 1 .
	 (27)

Uma expansao em fracOes parciais para Y(s) é
a s + b	 cs + d

Y(s) -
s2 - 1	 s2 + 1

e segue que

(as + b)(s2 + 1) + (cs + d)(s 2 - 1) = s2	 (28)

para todo s. Fazendo s = 1 e s = -1, respectivamente, na Eq. (28), obtemos o par de equagOes

2(a + b) = 1,	 2(-a + b) = 1,

e, portanto, a = 0 e b = Se fizermos s = 0 na Eq. (28), entao h - d = 0. de modo que d	 Finalmente, igualando
as parcelas contendo as potencias ail-lien nos dois lados da Eq. (28). encontramos que a + c = 0, logo c = 0.
Assim.

	

1/2	 1/2 
Y (s) =	 +

	

s- - 1	 s2 + 1'

e, das linhas 7 e 5 da Tabela 6.2.1.a solucao do problema de valor inicial (25). (26) 6
senh t + sent

Y = = 2

As aplicacaes elementares mais importantes da transformada de Laplace estao no estudo de vibraceles
mecanicas e na analise de circuitos eletricos; as equagOes que governam esses fenOmenos foram deduzi-
das na Seca° 3.7. Urn sistema mola-massa em vibracao tem equacao de movimento

(1 2 v 	 dv

"I dr2 +	 dt
+ kv = F(1),	 (31)

onde in e a massa, y e o coeficiente tie amortecimento, k é a constants da mola e F(t) é a forca externa
que esta sendo aplicada. A equacao que &screw um circuito eletrico corn indutancia L, resistância R e
capacitancia C (um circuito L RC) 6

d2 Q	 Q	 1
L 	 +R	 + Q=E (1),

dt2	d t	 C

onde Q(t) 6 a carga no capacitor e E(t) é a tensao aplicada. Em termos da corrente 1(t) = dQ(t)Idt, pode-
mos di ferenciar a Eq. (32) e escrever

d2 1	 dl	 1	 dE
L —

dr
2 R —

dt 
+ -

C
I = —

dr
(t).

Tambem tear que ser dadas condicOes iniciais adequadas para v, Q ou I.
Observamos anteriormente, na Seca° 3.7, que a Eq. (31) para o sistema mola-massa e a Eq. (32) ou

(33) para o circuito eletrico sao identieas matematicamente, diferindo, apenas, pela interpretacao das
constantes e variaveis que aparecem nelas. Existem outros problemas ffsicos que levam a mesma equacao
diferencial. Assim, uma vez resolvido o problema matematico sua solucao pode ser interpretada para
cada problema ffsico correspondents de interesse atual.

Nas listas de problemas ao final fiesta e de outras seceies neste capftulo sac) dados muitos problemas de
valor inicial para equagOes diferenciais lineares de segunda ordem corn coeficientes constantes. Muitos
podem ser interpretados como modelos de sistemas ffsicos particulares, mas, em geral, nao explicitamos
isso.



F(s) -

5. F(s) =

7. F(s) -

9. F(s)

2
s2 + 3s - 4

2s + 2
s2 + 2s + 5

2s + 1
s2 - 2s + 2

1 -2s
s 2 4s + 5

3s
s 2 - s - 6

2s - 3
OF(s) s2 _ 4

8s2 - 4s + 12
s(s2 + 4)

2s - 3
.52 +2s+ 10

4. F(s)

8. F(s) =

10. F(s) =

y(0) = 1.

y(0) = 1,

y(0)	 0,

y(0) = 1,

y(0) = 2,

y(0) = 2,

= 0;

= 1.	 y(0)

y'(0) = -I

y'(0) = 0

y'(0) =1

y'(0) = 1

y'(0) = 0

y'(0) = -1

y(0) = 0,

= 0,	 y"(0)

y'(0)

= 1.

-= 1,

y'"(0)

y"(0)

= 0

= 0, y"'(0) = 1

11. y" - y' 6y = 0;

y" + 3y' + 2y = 0;

y" - 2y' + 2y = 0;

y" - 4y' + 4y = 0;

y" - 2y' + 4y = 0;

y" + 2y' + 5y = 0;

y(4) - 4y- + 6y" - 4y'

y(4 — y = 0;	 y(0)
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Em cada um dos Problemas de 1 a 10, encontre a transformada de Laplace inversa da funciio dada.pROBLEMAS

F(s) =	 2. F(s) =	
4

s2 

3
+ 4	 (s - 1)3

Em cada urn dos Problemas de 11 a 23, use a transformada de Laplace para resolver o proble1113 de valor inicial
dado.

y(4 ' - 4y = 0;	 y(0) = 1, y'(0) = 0, y"(0) = -2, y"'(0) = 0

y" + w 2y = cos 2t, w2 � 4;	 y(0) = 1, y'(0) = 0

y" - 2y' + 2y = cost; 	 y(0) = 1, y'(0) = 0

y" - 2y' + 2y = cs;	 y(0) = 0, y'(0) = 1

y"4-2y'+y=4e-`;
	 y(0) = 2, y'(0) = -1

Em cada um dos Problemas de 24 a 26, encontre a transformada de Laplace Y(s) = £(y) da solugao do probiema
de valor inicial dado. Sera desenvolvido urn metodo para determinar a transformada inversa na Sega° 6.3.

y" + 4y -
1, 0 < t < :r,0, 

R. < t < oo;

eV'	 0 < t < 1,

"	 1('),	 1< t< :

y" + 4y =

As transformadas de Laplace de certas fungi:5es podem ser encontradas de modo conveniente pelas suns
expansOes em series de Taylor.

Use a set-le de Taylor para sen

e, supondo que a transformada de Laplace desta serie pode ser calculada termo a termo, verifique que
1

L{sent} = .52 +

Seja

f(t) = 1,	 t = 0.
I

(sent)/t,	 t	 0,

Encontre a serie de Taylor de f em tomb de t 0. Supondo que a transformada de Laplace desta fungäo

pode ser calculada termo a termo, veritique que

	

I

t,	 0 < t < 1,

	

1,	 1 < t < oc;

y(0) = 1, y'(0) = 0

y(0) = 0, y'(0) = 0

y(0) = 0, y'(0) = 0

(_1)nt2n+1
sent - E 	 (2n + 1)!n=t)

s > 1.
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.C(f (t)) = arctan(1/s),	 s > 1.   

(c) A funcao de Bessel de primeira especie de ordem zero J„ tern s&ie de Taylor (veja a Seca° 5.7)
(_ oni2n

Mt) = E 22n(02
n-0

Supondo que as transformadas de Laplace a seguir podem ser calculadas termo a termo, verifique que

r(Jo(t )} = (s2 + 1) -1/2 ,	 s > 1,

Lv
o(

h.)} = s-le-1/(4s)	 s > 0.

Os Problemas de 28 a 36 tratam da diferenciacäo de transformadas de Laplace.

Seja

F(s)	 e-st f (t) tlt.

E possivel mostrar que enquantof satisfizer as condicOes do Teorema 6.1.2, pode-se diferenciar sob o sinal
de integral em relacao ao parametro s quando s > a.

Mostre que F'(s) = r(-tf(t)).

Mostre que P"'(s) = G((-t)"f(t)); portanto, derivar a transformada de Laplace corresponde a multipli-
car a funcao original por -1.

Em cada um dos problemas de 29 a 34. use o resultado do Problema 28 para encontrar a transformada de La-
place da funcao dada; a e b sao ntimeros reais e n e um inteiro positivo.

29. f(t) = re'

31. f(t) = t"

f (t) = te"`sen bt

30. f(t) = t2 sen bt

32. f (t) = t" ea'

34. f (t) = to°` cos bt

35. Considere a equacao de Bessel de ordem zero

ty" + y + ty = 0.

Lembre da Seca° 5.4 que t = 0 6 urn ponto singular regular para esta equacao e, portanto, as solucOes
podem se tornar ilimitadas quando t	 0. No entanto,‘ , amos tentar determinar se existem solucaes que
permanecem limitadas em t = 0 e Cal derivadas finitas ai. Supondo que existe uma tal solucao y = OW, seja
Y(s) = r(0(1)1.

Mostre que Y(s) satisfaz

(1 + s2 )Y'(s) + sY (s)	 0.

Mostre que Y(s) = c(1 + s 2)-' onde c e ulna constante arbitraria.
(c) Escrevendo (1 + s 2 )-' 12 = .0(1 +	 expandindo em uma serie binomial valida para s > 1 e supondo

que e permitido inverter a transformada termo a termo, mostre que

n=0

onde .10 6 a funcao de Bessel de primeira especie de ordem zero. Note que J„(0) = 1 e que J„ tem derivada
finita de todas as ordens em t = 0. Foi demonstrado na Seca° 5.7 que a segunda solucâo desta equacao
torna-se ilimitada quando t	 0.

36. Para cada urn dos problemas de valor inicial a seguir, use os resultados do Problema 28 para encontrar
a equacao diferencial satisfeita por Y(s) = C(4)(0), onde y = cp(t) é a solucão do problema de valor inicial
dado.

y" - ty = 0;	 y(0) = 1, y'(0) = 0	 (equacao de Airy)
(1 - 12 )y" - 2ty' + a(a + 1)y = 0;	 y(0) = 0, y'(0) = 1	 (equacao de Legendre)

Note que a equacao diferencial para Y(s) é de primeira ordem no item (a), mas a de segunda ordem no
item (b). Isso ilustra o fato de que a transformada de Laplace nem sempre 6 (nil para se resolver equaciies
diferenciais com coeficientes variaveis, a menos que todos os coeficientes sejam, no maxim°, funcOes line-
arcs da variavel independente.

37. Suponha que

(_iyit2n
2-n (n!)2= cE 	 = do(t),

g(t) = f f (T) dr. .
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Se G(s) e F(s) sit() as transformadas de Laplace de g(t) e f(t), respectivatnente, mostre (pie

G(s) = F(s)/s.

38. Vamos mostrar, neste problema, como se pode usar uma expansao geral cm fraciies parciais para se calcu-
lar muitas transformadas de Laplace inversas. Suponha que

F(s) = P(s)IQ(s),

onde Q(s) é um polinOmio de grau n corn raizes distintas r,, ...,r„. e P(s) t: um polinOmio de grau mcnor do
que n. Nesse caso, e possivel mostrar que P(s)IQ(s) tem uma expansrlo em fracnes parciais da forma

P(s)	 Al	 A„
Q(s)	 s — r1 

+ • • • + 
s — r,	 (i)

onde os coeficientes A 1 ,	 11„ precisam ser determinados.
(a) Mostre que

Ak = P(rk)/Q'(rk),	 k =	 , n.	 (ii)

Sugesulo • urn modo de fazer isso e rnultiplicar a Eq. (i) por s — r, e depois totnar o limite quando s 	 r,.
(h) Mostre que

C-1{F	
p(rk)

(s)} = E 	 e'kr
k =I Q'(rk)

6.3 Funsiies Degrau

Na Secilo 6.2 esbocamos o procedimento geral usado ao se resolver urn problema de valor inicial atraves da
transformada de Laplace. Algumas das aplicacOes elementares mais interessantes do metodo de transforma-
da ocorrem na soluciio de equaceles diferenciais lineares sob a Kilo de funcOes descontinuas ou de impulso.
Equacties desse tipo aparecem corn frequencia na analise do fluxo de corrente em circuitos eletricos ou nas
vibraciies de sistemas mecanicos. Nesta e nas secOes seguintes vamos desenvolver algumas propriedades adi-
cionais da transformada de Laplace theis na solucao de tais problemas. A menos que se diga explicitamente
o contrArio,supomos que todas as funciies a seguir ski seccionalmente continuas e de ordem exponencial, de
modo que suas transformadas de Laplace existem pelo menos para s suficientemente grande.

Para tratar de maneira efetiva funcOes corn saltos, e util definir Irma funcao conhecida como funcao
degrau unitario, ou funcao de Heaviside.

Esta funcao seri denotada por u, e é definida por

{0, t < c,
tic (I)	 C > 0.	 (1)

1, t > c,

A Figura 6.3.1 mostra o grafico de y = u,(t). Atribuimos, de forma urn tanto arbitraria, o valor urn a u, em
t = c. Entretanto, para uma funcao seccionalmente continua como u, lembre-se de que em geral o valor
em urn ponto de descontinuidade e irrelevante. 0 degrau tambem pode ser negativo. Por exemplo, a
Figura 6.3.2 mostra o grafico de y = 1 —

y

1

FIGURA 6.3.1 Grtifico de y = u,(t).

y

1

FIGURA 6.3.2 Grafico de y = 1 — u,(t).

EXEMPLO	
Esboce o grafico de y = h(t), onde

1
h(t)	 u,(t) — t > 0.

t.	



s > O. (4)

.14
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Da definicao de 1.0) na Eq. (1), temos

0 - 0 = 0, 0 < t < 7r,

h(t) = 1 - 0 = 1, 7r < t < 27r,
1 - 1 = 0, 27r < t < oo.

Logo, a equacäo y = li(t) tern o grifico ilustrado na Figura 6.3.3. Pode-se pensar nessa funcao como um pulso
retangular.

y

1

Ir	 2g	 3g

FIGURA 6.3.3 Grille° de y =	 u,(t).

EXEMPLO
Considere a funcao

2 2, 0 < t < 4,

f (t)  
5,

-1,
4 < t < 7,
7 < t < 9,

(2)

1, t? 9,

cujo gratico aparece na Figura 6.3.4. Expresse f(t) em termos de Eiji).

y
5

4

3

2

1 11,-n

2 4 6 8 10	 12

-1

FIGURA 6.3.4 Grzilico da func5o na Eq. (2).

Comecamos corn a func5o f,(t) = 2, que coincide coin f(t) em 10, 4). Para produzir o salto de trés unidades
em t = 4 somamos 3u 4(t) a f,(t), obtendo

f2(1) = 2 + 3u4(t),

que coincide comf(t) em [0, 7). 0 salto negati yo de seis unidades em t = 7 corresponde a somar - 6u 7(t), o que di

f3(t ) = 2 + 3u4 (t) - 6u7(1).

Finalmente, precisamos somar 2t1 9(t) para corresponder ao salto de duas unidades em 1 = 9. Obtemos, ent5o,

f (t) = 2 + 3u4 (t) - 6u 7 (t) + Ity(t).	 (3)

A transformada de Laplace de tic é determinada facilmente:

r{itc(t)}	 e-st (t) d t = J e-st dt
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Para uma fungi-to f dada, definida para t > 0, vamos considerar muitas vezes a func -do relacionada g
definida por

	

y = g(t)	
0

'	 t < c,

f (t - c),	 t > c,

que representa tuna translac5o de f por uma distancia c no sentido dos t positivos: veja a Figura 6.3.5. Em
termos da fungzio degrau unitario, podemos escrever g(t) na forma conveniente

	

g(t)	 ttc (t)f (t - c).

A fungäo degrau unitario 6 particularmente importante no use da transformada devido a relacão dada
a seguir entre a transformada de f(t) e a de sua translacdo c (t)f(t - c).

y y  

(0)

C	 t

(a)	 (h)
FIGURA 6.3.5 Uma translacäo da funcão dada. (a) y = f(t): (b) y = ,( t )f(t - c).

Teorema 6.3.1	 Se F(s) = .C(f(t)} existe para s > a > 0 e se c 6 uma constante positiva, entao
—	 	 G{Itc(Of (t - c)} = e' G{f 	 '(t)} = e F (s),	 s > a.

Reciprocamente, se f(t) =	 {F(s)}, entdo

ttc (t)f (t - c) = L -1 {e' F (s)).

0 Teorema 6.3.1 diz simplesmente que a translacdo de f(t) por uma distancia c no sentido dos t posi-
tivos corresponde a multiplicacilo de F(s) por e-". Para provar o Teorema 6.3.1 basta calcular a transfor-
mada de tt,.(t)f(t - c):

co

Glu t (t) f (t - c)}	 f e-u ttc(t)f (t - c) dt

=
 f

cc
e-s1f (t - c) dt .

Fazendo uma mudanca na variavel de inteo,rac5o i = t - c, temos

.C(tt c (t)f (t - c)} --=
0

f	 e-cs

0
f

e-csF(s).

Isso estabelece a Eq. (5); a Eq. (6) segue calculando-se a transformada inversa na Eq. (5).
Urn exemplo simples desse teorema ocorre quando f(t) = 1. Lembrando que	 = 1/s, temos imedia-

tamente, da Eq. (5), que .C(it.(t)} = e- s. Esse resultado esta de acordo corn o da Eq. (4). Os Exemplos 3 e
4 ilustram ainda mais como o Teorema 6.3.1 pode ser usado no calculo de transformadas e transformadas
inversas.

EXEM PLO

3

Se a funcao f for definida por

Isent,
f(t) = sent + cos(t - 7r/4),

0 < t < 7/4,
t > 7r/4,

encontre .C[f(t)}. 0 graft() de y = f(t) estä ilustrado na Figura 6.3.6.

f (0)
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5 -'41 1	 1,5	 2	 2,5

FIGURA 6.3.6 Gnifico da funcao no Exemplo 3.

Note que f(t) = sen t + g(t), onde

{0,	 t < 7/4,
g( t ) = cos(t — 7/4),	 t 2 7r/4.

Logo,

g(t) =" '4 (t) cos(t — 7/4),

r(f (0} = L{sent} + L(it 7/.1 (t) cos(t — 7r/4))

= G{sent} + e's14 .C{cos t}.

Introduzindo as transformadas de sen t e cos t. obtemos

1 1 + se-"l4
G(f(t)}	 	  + e's"4  s 

S2 + 1	 s2 + 1	 s2 + 1

Vocé deve comparar esse metodo corn o cAlculo de CM} diretamente dddefinicao.

Encontre a transformada inversa de

— e-is
F(s) —	

S2
Da lincaridade da transformada inversa, temos

1, le"
f (t) =	 IF (s)) = G -1 I-1 —

Is2
t - it, (t ) (t - 2).

A funcaof tambem pode ser escrita como
t, 0 < t < 2,

f (t) =
2, t > 2.

O teorema a seguir contem outra propriedade bastante util das transformadas de Laplace, semelhan-
tes as dadas no Teorema 6.3.1.

Teorema 6.3.2 Se F(s) = r{f(t)) existe para s > a > 0 e se c e uma constante, entao

G{ed f (t)} = F (s — c),	 s > a ± c.	 (7)

Reciprocamente, se f(t) = GlF(s)), entao

eaf (I) = L -1 IF (s — c)}.	 (8)

De acordo corn o Teorema 6.3.2, a multiplicacäo de f(t) por e" resulta na translacão da transformada
F(s) uma distancia c no sentido dos s positivos e reciprocamente. Para provar este teorema, vamos calcu-
lar Gfel(t)). Entdo,

EXEMPLO

4



EXEMPLO

5
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00	 00
G{e" f (0) = f	 f (t) dt = f	 f (t) dr

= F(s — c),

que e a Eq. (7). A restricilo s > a + c segue da observacäo que de acordo corn a hipOtese (ii) do Teorema
6.1.2 e If(t)1 < Keil; portanto, lecf(t)I < Ke("+c)t . A Eq. (8) é obtida calculando-se a transformada inversa da
Eq. (7), e a demonstraca) esta completa.

A aplica(ao principal do Teorema 6.3.2 esta no calculo de determinadas transformadas inversas, como
ilustrado no Exemplo 5.

Encontre a transformada inversa de

G(s)
s2 — 4s + 5.

Completando os quadrados no denominador, podemos escrever

G(s) = 	
1	

— F(s — 2),
(s — 2) 2 + 1

onde F(s) = (s2 + 1) - '. Como G-' IF(s)1 = sen t, segue do Teorema 6.3.2 que

g(t) = G i {G(s)} = e2rsent.

1

Os resultados desta secao sac) muitas vexes Meis na resolucão de equagOes diferenciais, particularmente
aquelas sob a ac5o de funcOes descontfnuas. A prOxima secâo é devotada a exemplos que ilustram esse fato.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6. esboce o grafico da funcao dada no intervalo t > 0.

(1 g(t) = a 1 (t) + 2u 3 (1) — 6u 4 (t)	 2. g(t) = (t — 3)u 2 (t) — (1 — 2)u3(t)e

3 g(t) = f (1 — rr)tt,(t), onde f (t) = t 2	 4. g(t) = f (t — 3)u3 (t), onde f (t) = sent

5. g(t) = f (t — 1)u 2 (t), onde f (t) = 2t
(t) = (1 — 1)11 1 (0 — 2(t — 2)1( 2 (t) + (t — 3)10(t)

Em cada um dos Problems de 7 a 12:
Esboce o grafico da fun45o dada.
Expresse f(t) em termos da funciio degrau unitario u, t).

1, 0 < t < 1,
0, 0 < t < 3,

—1, 1 < t < 2,

7. f(t) =
—2, 3 < t < 5,

8.	 f (r) = 1, 2 < t < 3,
2, 5 < t < 7, — 1, 3 < t < 4,
1, t > 7. 0, t > 4.

9.	 (t) =
{	 1, 0 < t <

t > 2.
2,

10.	 f (t) = 1
t2 ,
, ,1

0 < t < 2, 
r > 2.

t, 0 < t < 1, t, 0 < t < 2,

f(t) =
t — 1,

t — 2,
1 < t <

2 < t <
12.	 f (t) =

2,
71 — t, 2 < t < 5,

5 < t < 7,

0, t > 3. 0, t > 7.

Em cada um dos Problemas de 13 a 18, cncontre a transformada de Laplace da funciio dada.

0,	 t < 1
14. f (t) = 

t2 - 2t + 2, t > 1

/0,	 t < 7r0 f (t) = t — 7r,	 rt < t < 2n-

0,	 t > 27r

17. f (t)	 (1 — 3)11 2 (0 — (t — 2)u3(t)

f (1 ) = 111(0 + 2U3 (t) - 6u4(t)

18. f (r) = t — u i (t)(t — 1),	 t > 0

13. f( t ) 
= (),

(t — 2)2 , r > 2
t < 2



5 Suponha que F(s) = L(f(t)) existe para s > a > 0.

(a) Mostre que se c é uma constante positiva, entao

G{f (ct)} = -1	
c

F	 ,	 s > ca.

(b) Mostre que se k é uma constante positiva, entilo

-1 (F (ks)} = --k-1 f (.0	 it I.

(c) Mostre que se a c b sac-) constantes corn a > 0. entâo

{F (as + b)} = 1-e -bi/a f (

a)
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Em cada urn dos Problemas de 19 a 24, encontre a transformada de Laplace inversa da fungdo dada.

Em cada um dos Problemas de 26 a 29, use os resultados do Problema 25 para encontrar a transformada de
Laplace inversa da fungdo dada.

2" -"n!	 2s + 1
26. F(s) =

28. F(s) = 9s2 
1

 12s + 3

Em cada urn dos Problemas de 30 a 33, encontre a transformada de Laplace da funcao dada. No Problema 33,
suponha quc é permitido integrar a s6rie infinita termo a termo.

1. 0 < t < 1
0. 1 < t < 2

30. f (1) = 0, 
0< 	 t < 1
t > 1	

31. f(t) =1
2 < t < 3
0 

t > 3
2n-1

f(t) = 1 - ( I) + • • • + ll2n(1) — 11 2/1+1 (t) = + E(-okuk(t)
k= 1

00

f(t) = 1 + E(-1)kuk(t). Veja a Figura 6.3.7.
k=1

1	 T----i	 T----1

I	 1	 I	 I	 I

I	 1	 1	 1	 I

4	 1	 i	 i	 1

	 t1	 2	 3	 4	 5
FIGURA 6.3.7 Uma onda quadrada.

34. Suponha que fsatisfaz f(t + T) = f(t) para todo t > 0 e para algum ntimero positivo fixo T;f 6 dita peri6dica
corn period° T ern 0 < t < co. Mostre que

j•T
f (t) dt

L IP( )) = ° 1 - e -sT	 •

Em cada urn dos Problemas de 35 a 38, use o resultado do Problema 34 para encontrar a transformada de La-
place da funcao dada.

27. F(s) =
4s2 + 4s + 5
e2

29. F(s) - 	
2s - 1

y

1

st1+1

24. F(s) -

3! 
F(s) =

(s - 2)4

2(s - 1)e-2s
F(s) = s2 _ 2s + 2 

( 
23. F(s) . = s„,

s

z 4s) + 3

20. F(s) =
s2 + s - 2

2e-25

22. F(s)
s 2 - 4

e-s + e-2s - c's — e-4s



35. f	
= 11, 0 < t < 1,

36. f(t) 1, 0 < t < 1,
1 < t < 2; —1, 1 < t < 2;0,

f (t + 2) -= f (t).

Compare com o Problema 33.
f(t + 2) = f(t).

Veja a Figura 6.3.8.
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y
1

1
4---1 f-----1

I	 I
1 1 1

1i	 2i 3i 41 51
I 1 I
I I I
I I I

-1 4-1 .-----J 4--

FIGURA 6.3.8 Uma onda quadrada.

37. f (t) = t,	 0 < t < 1;
	

38. f (t ) = sen I,	 0 < t < rr;
f(t + 1) = f(t). 	 f (t + 7r ) = f(t).

Veja a Figura 6.3.9.	 Veja a Figura 6.3.10.

y

1  

1	 2 3	 4

FIGURA 6.3.9 Uma onda dente de semi. 	 FIGURA 6.3.10 Uma onda seno retificada.

39. (a) Se f(t) = 1 - tt,(t), encontre G(l(t)); compare com o Problema 30. Esboce o grafico de y = f(t).

Seja g(t) = f f	 onde a funcão f esta definida cm (a). Esboce o grafico de y = g(t) e encontre
Lig(t)).
Seja h(t) = g(t) - ti,(t)g(t - 1), onde g esta definida em (h). Esboce o grafico de y = h(t) e encontre
r{h(t)).

40. Considers a funciio p definida por

I

I,	 0 < t < 1,
P(t) = 2 - t, 1 < t < 2;

p(t + 2) = p(t).

Esboce o grafico de y = p(t).

Encontre r{p(t)1 notando que p e a extensao periOdica da funcao h no Problema 39(c) e usando, de-
pois, o resultado do Problema 34.

(c) Encontre r(p(t)} observando que

P(t) = f f (t)di.

onde f c a funcao no Problema 36, e usando, depots, o Teorema 6.2.1.

6.4 Equasiies Diferenciais sob a Asio de Funsiies Descontinuas

Nesta secao, vamos voltar nossa atencäo para alguns exemplos onde o termo nä° homogeneo, ou forca

externa, é descontinuo.



ondc

g(t) = 11 5 (t) - 1120 (1) =
 t < 5	 e

{1, 5 < t < 20,
0, 0 <t<
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Encontre a solticäo da equacão diferencial

Suponha que as condicOes iniciais sao

2y" + + 2y = g(t),

y(0) = 0,	 y'(0) = 0.

t > 20.

EXEMPLO

1

Este problema representa a carga em urn capacitor em urn circuito eletrico simples, ondc a tensdo é urn
pulso unittirio para 5 < t < 20. Ele pode representar. tambërn, a resposta de urn oscilador amortecido sob a ac5o
de uma forca g(t).

A transformada de Laplace da Eq. (1) é

2s2 Y(s) - 2sy(0) - 2y'(0) + sY (s) - y(0) + 2Y(s) = 41 5 (t)} - G {1120 ([)) = (e-5s e-20s)/s.

Usando as condicOes iniciais (3) e resolvendo para Y(s), obtemos

e-5s — e—Ns
Y(s) = 	

s(2s2 + s + 2) •

Para encontrar y = (0,6 conveniente escrever Y(s) como

Y(s) = 
(e-5s e-20s)H(s),

ondc
1 

Ills)  =(6)s(2.52 + + 2).

Entdo, se h(t) = C-1(11(s)}, temos

y =	 = us(t)h(t - 5) - tt20 (t)h(t - 20).	 (7)

Observe que usamos o Teorema 6.3.1 para escrever a transformada inversa de c-''11(s) e de e- 21"H(s), respecti-
vamente. Finalmentc, para determinar h(t) usamos a expansao em fracOes parciais de H(s):

a	 bs + c 
H (s) = +	 (8)

s	 2s2 + s + 2

Determinando os coeticientes, encontramos a = b = -1 e c = 4. Logo,

H (s) = 
1/2	 s +

1/2( 1	 (s+ 1)+1 
s	 + 1) 2 +

de modo que, pclas linhas 9 e 10 da Tabela 6.2.1. obtemos

h(t) = i - 1[C" cos(iT5 t/4) + (../1/15)e-`/4 sen 15 t/4)]

Na Figura 6.4.1, o grafico da solu(ao y = (t) das Eqs. (7) e (10) mostra que a solucao tern trts partes distin-
tas. Para 0 < t < 5, a equacao diferencial é

2y" + y' + 2y = 0	 (11)

e as condicaes iniciais sac) dadas pela Eq. (3). Como as condicties iniciais nao fornecem energia ao sistema e
como ni.io ha for-0 externa, o sistema permanece em repouso, ou seja, y = 0 para 0 < t < 5. Isso pode ser con-
firmado resolvendo-se a Eq. (11) sujeita as condiceies iniciais (3). Em particular, calculando a solucdo e suas
derivadas cm t = 5 ou, mais precisamente, quando t tende a 5 por valores menores, temos

y(5) = 0,	 y(5) = 0.	 (12)

Quando t > 5, a equaciio diferencial fica

2y" + y' + 2y = 1,	 (13)

cuja solucâo 6 a soma de uma constante (a resposta a for-0 externa constante) corn uma oscilacao amortecida
(a solucao da equagdo homogenea correspondente). 0 grafico na Figura 6.4.1 mostra claramente esse compor-

s	 2s2 +s+ 2
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tamento no intervalo 5 < t < 20. Pode-se encontrar uma expressao para essa parte da solucdo resolvendo-se a
equaciio diferencial (13) sujeita as condicOes iniciais (12). Finalmente, para t > 20 a equacao diferencial torna-
se novamente a Eq. (11) e as condicOes iniciais são obtidas calculando-se a solucao das Eqs. (13), (12) e suas
derivadas em t = 20. Esses valores

y(20)	 0,50162,	 y'(20) -1' 0,01125.	 (14)

0 problema de valor inicial (11), (14) ndo contem forca externa, de modo que sua solucdo é uma oscilacdo
amortecida em torno de y = 0, como pode ser visto na Figura 6.4.1.

y
0,8 —

0,6

0,

10
	

20	 30/	 40 t

—0,2

FIGURA 6.4.1 Solucao do problema de valor inicial (1). (2), (3).

1 EXEMPLO

2

Embora possa ser Util visualizar a solucao na Figura 6.4.1 como composta de tres problemas separados
de valor inicial em tres intervalos diferentes, é urn tanto tedioso encontrar a solucão resolvendo-se esses
tres problemas separados. 0 metodo da transformada de Laplace fornece uma abordagem muito mais
conveniente e elegante para esse e outros problemas sob a acao de uma forca externa descontinua.

O efeito da descontinuidade da forca externa pode ser visto se examinarmos a soluciio (t) do Exemplo
1 corn mais cuidado. De acordo corn o Teorema 3.2.1 de existencia e unicidade, a soluciio c suas duas pri-
meiras derivadas sao continuas exceto, possivelmente, nos pontos t = 5 e t 20, onde g é descontinua. Isso
tambem pode ser visto imediatamente da Eq. (7). Pode-se mostrar, tambern, por calculos diretos a partir da
Eq. (7), que e rp' sac) continuas mesmo em t = 5 e t = 20. No entanto, se calcularmos 0', veremos que

	

1im 0"(t) = 0,	 lim 0"(t) = 1/2.
t-*5+

Ern consequencia, 0"(t) tern um salto de 1/2 em t 5. De maneira semelhante, pode-se mostrar que 0"(t) tern
urn salto de —1/2 em t = 20. Assim, o salto do termo nä° homogeneo g(t) nesses pontos e balanceado por um
salto correspondents no termo de maior ordem 2y" a esquerda do sinal de igualdade na equacdo.

Considere, agora, a equacdo linear de segunda ordem geral

y" + p(t)y' + q (t)y = g(t),	 (15)

onde p e q sac) continuas em algum intervalo a < t < /3, mas g so e seccionalmente continua af. Se y
(t) é uma solucAo da Eq. (15), entiio e 	 sao continuas em a < t < f3, mas ip" tem descontinuidades do

tipo salto nos mesmos pontos que g. ObservacOes semelhantes podem ser feitas para equagOes de ordem
maior; a derivada da solucäo de ordem igual a ordem mais alta que aparece na equacao diferencial tem
saltos nos mesmos pontos que o termo nä° homogeneo, mas a solucdo e suas derivadas de ordem mais
baixa são continuas, inclusive nesses pontos.

Descreva a natureza qualitative da solucäo do problema de valor inicial
y" 4y = g(t),	 (16)

	

y(0) = 0,	 y"(0) = 0,	 (17)
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onde

	

0,	 0 < t < 5.
g(t) = (t — 5)/5,	 5 < t < 10,	 (18)

	

1,	 t> 10,

e depois encontre a solucao.
Neste exemplo, o termo nao homogeneo tem o grafico ilustrado na Figura 6.4.2, que 6 conhecido como ram-

pa crescente. E relativarnente facil identiticar a forma geral da solucao. Para t < 5 a solucao é simplesmente y 
0. Por outro lado, para t > 10 a solucao tem a forma

y = c 1 cos 2t c2 sen 2t + 1/4.

A constante 1/4 é uma solucao particular da equacao nä° homogénea, enquanto os outros dois termos formam
a solucao geral da equacao homogenea associada. Assim, a solucao (19) corresponde a uma oscilacao harmoni-

ca simples em tomb de y = 1/4. Analogamente, no intervalo intermediario 5 < t < 10 a solucao oscila em torno
de uma certa funcao linear. Em um contexto de engenharia, por exemplo, poderiamos estar interessados em
saber a amplitude da oscilacao estado estacionario final.

Para resolver o problema, é conveniente escrever

g(t) = [16(0(1 — 5) — tt io(t)(t — 10)] /5,	 (20)

como voce pode veriticar. Calculando a transformada de Laplace da equacao diferencial e usando as condicOes
iniciais, obtemos

(s2 + 4)Y(s) = (e-5` — e-1°s)/5s2

ou

Y (s)	 (e-5s — e -104 )H (s)/5,	 (21)

onde
H(s) =  s2 (s2 + 4) (22)

/

y = g(t)

5	 10	 15	 20 t

FIGURA 6.4.2 Rampa crescente:y = g(t) da Eq. (18).

Logo, a solucao do problema de valor initial (16), (17), (18) é

Y =	 = [ii 5 (1)/i(t - 5) — it io(t)h(t — 10)] /5,

onde /40 6 a transformada inversa de H(s). A expansao cm fracaes parciais de H(s) é
1/4	 1/4

e segue, entao, das linhas 3 c 5 da Tabela 6.2.1 que

11(t) =	 — isen2t.

A Figura 6.4.3 mostra o gratico de y = cb(t). Note que ele tem o aspect() qualitativo indicado anteriormente. Para
encontrar a amplitude da oscilacao estado estacionilrio basta localizar um dos pontos de maxim° ou minimo
para t > 10. Igualando a derivada da solucao (23) a zero, vemos que o primeiro maxim° est() localizado aproxi-
madamente em (10,642; 0,2979), de modo que a amplitude da oscilacao é de aproximadamente 0,0479.

Note que neste exemplo o termo nao homogeneo g é continuo, mas g' é descontinua em t = 5 e t = 10.
Entao a solucäo rb e suas duas primeiras derivadas sao continuas em toda parte, mas 0"' tern descontinui-
dades em t = 5 e t = 10 do mesmo tipo das descontinuidades de g' nesses pontos.

(19)

y
1

0,5

H(s) =
s2	 S2 + 4

(25)
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0,30

0,20

y

0,10

I	 I 
5	 10	 15	 20 t

FIGURA 6.4.3 Solu0o do problema de valor inicial (16), (17), (18).

Em cada urn dos Problemas de 1 a 13:
(a) Encontre a soluc5o do problema de valor inicial dado.
(h) Desenhe os graticos da solucao e do termo ndo homoganeo;explique a relacaO entre des.

1, 0 < t < 37r02, 1. y" + y = f (t);	 y(0) = 0,	 y'(0) =	 f (t) =
0, 3r < t < oc

1, .7 < t < 27r

	

y" + 2/ + 2y = h(t); 	 y(0) = 0,	 y'(0) = 1;	 h(t) =	
0, 0<t <7r	 e	 t > 

271,

3. y" + 4y =sent - u 2, (t) sen (t - 27r);	 y(0) = 0,	 y'(0) = 0

	

y" + 4y =sent + u,(t) sen(t - 7r);	 y(0) = 0, y'(0) = 0

	

5. y" + 3y' + 2y = f (t);	 y(0) = 0,	 /(0) = 0;	 f (t) =
0, t > 10

	

" + 3y' + 2y = 11 2 (t);	 y(0) = 0,	 y'(0) =1

02, 7 . y"+ y =10,(t):	 y(0) = 1,	 y'(0) = 0

62/ 8. 
y" +Y' + Y = t - it :/2 (0(r - /2);	 y(0) = 0,	 y'(0) = 0

02 
9. y" y = g(t);	 y(0) = 0.	 y,(0) 

= 1 :	
g(t) = t/2,	 0 < t < 6

3,	 t > 6

10. y" + y' +	 = g(t);	 y(0) = 0, y'(0) = 0; 	 g(t) =
0,	 t >

44-2, 11. y" + 4y = tt, (t) - 11 3, (t);	 y(0) = 0, y'(0) = 0

02, 12. y(4) - y = u (t) - u2 (t);	 y(0) 0,	 y'(0) = 0,	 y"(0) = 0, y'"(0) = 0

02 13. y(4 ) ± 5y" ± 4y = 1 - u, (t);	 Y(0) = 0,	 Y(0) = 0, y"(0) = o, y-(o) = o

Encontre uma expressão envolvendo u,(t) para uma funcaof cujo grafico é uma rampa crescente de zero

	

em t = to ate o valor h em t =	 + k.
Encontre uma expressäo envolvendo 11,(t) para uma funcäo g cujo grafico e uma rampa crescente de zero
em t = to ate o valor h em t = t + k, seguida de uma rampa decrescente que chega a zero ern t = t„ + 2k.

02 16. Urn determinado sistema mola-massa satisfaz o problema de valor inicial

+	 + u = kg(t),	 u(0) = 0,	 u'(0) = 0,

onde g(t) = u „(t) - it„(t) e k > 0 6 urn parametro.
Esboce o grafico de g(t). Note que 6 urn pulso dc tamanho unitirio que se estende por uma unidade
de tempo.
Resolva o problema de valor inicial.

PROBLEMAS

1, 0 < t < 10

(sen t, 0 < t < 7r
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Desenhe o grafico da solucao para k = 1/2, k = 1 e k = 2. Descreva as caracteristicas principais da so-
lucao e como elas dependem de k.

Encontre, corn duas casas decimais, o menor valor de k para o qual a solucao u(t) alcanca o valor 2.

(e) Suponha que k = 2. Encontre o instante r ap6s o qual Iu(t)I < 0,1 para todo t > r.

02 17. Modifique o problema no Exemplo 2 desta secao substituindo o termo nao homogaeo g(t) por

f (t) = [its(t)(t — 5) — 115+k (t)(t — 5 — k)] /k.

Esboce o grâfico de f(t) e descreva como ele depende de k. Para que valores de k a funcaof(t) e igual
a g(t) no exemplo?
Resolva o problema de valor inicial

y" + 4y = f (t),	 y(0) = 0, y'(0) = O.

(c) A solucao no item (b) depende de k, mas para t suficientemente grande a solucao sempre a uma osci-
lacâo harmonica simples em torno de y = 1/4.Tente decidir como a amplitude dessa oscilacao depen-
de, finalmente, de k. Depois con firme sua conclusao fazendo o grafico da solucao para alguns valores
diferentes de k.

4p*/*-2, 18. Considere o problema de valor inicial

y" + 3 y' + 4y = fk (0,	 y(0) = 0, y'(0) -= 0,

onde

fk(r ) = 0,	 0 <t <4—k	 e t>4+k

e 0 < k < 4.
Esboce o grafico de Mt). Note que a area sob o grafico a independente de k. Se f,(t) representa uma
forca, isso significa que o produto do mOdulo da forca e do intervalo de tempo durante o qual ela age
nao depende de k.

Escrevah(t) em termos da funcao degrau unitario e depois resolva o problema de valor inicial dado.

(c) Desenhe o grafico da solucao para k = 2, k = 1 e k = 1/2. Descreva como a solucao depende dc k.

Ressonancia e Batimento. Na Seca° 3.8 observamos como um oscilador harmOnico nao amortecido
(como um sistema mola-massa) sob a nab de uma forca senoidal entra em ressonancia se a frequencia
do termo nao homogeneo é igual a frequacia natural. Se a frequencia da forca é ligeiramente diferente
da frequacia natural, entao o sistema apresenta um batimento. Nos Problemas de 19 a 23 exploramos o
efeito de alguns termos nao homogeneos periOdicos nao senoidais.
Considere o problema de valor inicial

y" + y = f( t ),	 y(0) = 0, y'(0) = 0,

onde
f(t) = uo(t) + 2 E(-1)kttk,(t).

k

Desenhe o grafico de f(t) em um intervalo como 0 < t <
Encontre a solucao do problema de valor inicial.
Seja n = 15 e desenhe o grafico da solucao para 0 < t < 60. Descreva a solucäo e explique por que ela
se comporta dessa maneira.
Investigue como a solucao muda quando n cresce. 0 que acontece quando n	 oo?

02 20. Considere o problema de valor inicial

y" + 0,1y + y = f( t),	 y(0) = 0, y'(0) = 0,

onde f(t) e a mesma do Prohlema 19.
Desenhe o grafico da solucão. Use um valor de n e um intervalo de tempo suficientemente grandes para
que a parte transiente da solucao tonne-se desprezfvel e o estado estacionario apareca claramente.
Estime a amplitude e a frequéncia da parte correspondente ao estado estaciondrio da solucao.

(c) Compare os resultados do item (b) com os da Seca° 3.8 para urn oscilador sob a acao de uma forca
senoidal.

442, 21. Considere o problema de valor inicial

yu +y = g(t),	 y(0) = 0, y'(0) = 0,

1

11/2k, 4 —k<t< 4 + k
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onde

g(t) = tio(t) + E(-1) k lik , (t).
Desenhe o grafico de g(t) em urn intervalo como 0 < t < 67r. Compare corn o grafico de f(t) no Proble-
ma 19(a).
Encontre a solucao do problem de valor inicial.
Seja n = 15 e desenhe o grafico da solucao para 0 < t < 60. Descreva a solucao e explique por que ela
se comporta dessa maneira. Compare corn a solucao do Problema 19.
Investigue como a solucao muda quando n cresce. 0 que acontece quando n	 oe,'?

642, 22. Considere o problema de valor inicial

y" + 0.1y	 y = et),

onde g(t) é a mesma do Problema 21.
Desenhe o grafico da solucäo. Use urn valor de n e urn intervalo de tempo suficientemente grandes para
que a parte transiente da solucao torne-se desprezivel e o estado estacionario apareca claramente.
Estime a amplitude e a frequencia da parte correspondente ao estado estacionario da solucao.

(c) Compare os resultados do item (b) corn os do Problema 20 e os da Seca° 3.8 para um oscilador sob a
acao de uma forca senoidal.

dk2, 23. Considere o problema de valor inicial

y" +y = h(t),	 y(0) = 0, y'(0) = 0,

onde

f (t) = ao(t) + 2 E(-1)kUllk/4(t).
k=i

Observe que este problema e identico ao Problema 19, exceto que a frequencia do termo nao homogeneo
foi urn pouco aumentada.

Encontre a solucao deste problema de valor inicial.
Seja n > 33 e desenhe o grafico da solucao para um intervalo 0 < t < 90 ou major. Scu grafico devc
mostrar urn batimento claramente reconhecivel.
Do grafico no item (b). estime o "period° lento" e o "period° rapido" para este oscilador.
Para urn oscilador sob a acao de uma forca senoidal mostramos, na Seca° 3.8, que a "frequencia len-
ta" t3 dada por Iw - 0.)„1/2, onde co, é a frequéncia natural do sistema e w é a frequencia do termo nao
homogeneo. Analogamente, a "frequencia rapida" e (a) + w0)/2. Use essas expressOes para calcular o
"period° rapido" e o "period° lento" para o oscilador neste problema. Qu5o prOximos esses resulta-
dos estäo de suas estimativas no item (c)?

6.5 Funciies de Impulso

Em algumas aplicacOes é necessario tratar fenOmenos de natureza impulsiva — por exemplo, tensOes ou
for-gas de modulo grande que agem por um period° de tempo muito curto. Tais problemas levam, corn
frequencia, a equagOes diferenciais da forma

ay" + by' cy g(t),	 (1)

onde g(t) é grande em um intervalo pequeno to — r < t < to + r e é zero nos outros pontos.

A integral 1(t), definida por
10+r

1(r) =--- f	 g(t) dt ,
to —r

ou, como g(t) = 0 fora do intervalo (t0 — r, to + r),

1(r) = f: g(t) dt, (3)

6 uma medida da forca do termo nao homogéneo. Em urn sistema mecanico, onde g(t) é uma forca, 1(r)

é o impulso total da forca g(t) sobre o intervalo de tempo (to — r, to + r). Analogamente, se y é a corrente

y(0) = 0, y'(0) = 0,

(2)
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FIGURA 6.5.1 Gratic° de y d,(t).

y

II
II

II
II

266 CAPITULO Seis

em um circuito eletrico e g(t) 6 a derivada em relacao ao tempo da tensdo, entäo 1(r) representa a tensão
total impressa no circuito durante o intervalo de tempo (t„ — r, to + r).

Em particular, vamos supor que to 6 zero c que g(t) 6 dada por

g(t) = d r(t) = Col2T'
—T <t < t ,

t < —r ou t > r,
(4)

onde r e uma constante positiva pequena (vej-i a Figura 6.5.1). De acordo corn a E. 2 ou 3	 ue ime-
diatamente que nesse caso 1(r) = 1, independentemente do valor de r, desde que � 0. Vamos agora usar
umternomogerieb—d;ide—al, fazendbCom que ele aja em intervalos de tempo cada vez mais curtos,
ou seja, vamos fazer r	 0, como indicalo na Figura 6.5.2. Como resultado desse limite, obtemos

lim dr (t) = 0,	 t 0 0. (5)

FIGURA 6.5.2 Graficos de y = d.(t) quando
r •0.

Alem disco, como 1(r) = 1 para todo r O. segue que

lim l(r) = 1.
r

As Eqs. (5) e (6) podem ser usadas para se definir uma funciio impulso unitario S, que funciona como urn
impulso de tamanho 1 cm t = 0 mas 6 zero para todos os outros valores de t diferentes de zero. Em outras
palavras, a "funcAo" 6 6 definida como tendo as propriedacles

S(t) = 0,	 t	 0;
	

(7)

Loc.
6(t) dt = 1. (8)

NI5o existe uma funcao, no sentido usual da palavra, estudada em Calculo que satisfaca ambas as Eqs. (7)
e (8). A "funcao" 6 delinida por essas equacties 6 um exemplo de algo conhecido como funcO- es generali-
zadas, e e chamada de funciio delta de Dirac.' Como 8(t) corresponde a um impulso unitario em t = 0, um
impulso unitario em urn ponto arbitrario t = 6 dado por 6(t — t„). Das Eqs. (7) e (8), segue que

(5(t — to) = 0,	 t	 to;	 (9)

it S(t — to) dt = 1. (10)

A funciio S nä° satisfaz as condicOes do Teorema 6.1.2, mas ainda assim sua transformada de Laplace
pode set- definida formalmente. Como 6(1) 6 definida como o limite de d.(t) quando r	 0.6 natural defi-
nir a transformada de Laplace de S como urn limite analog° da transformada de de Em particular, vamos
supor que to > 0 e vamos definir CI* — t„)1 pela equacao

'Paul A. M. Dirac (1902-1984), tisk° matematico inglcs, recebeu scu Ph.D. de Cambridge em 1926 e foi professor de ma-
tematica dessa universidade ate 1969. Recebeu o prernio Nobel em 1933 (junto corn Erwin SchrOdinger) por seu trabalho
fundamental em mecilnica qutintica. Seu resultado mais conhecido foi a equacao relativIstica para o eletron, publicado em
1928. Dessa equacito elc previu o "antieltRron", ou positron, que foi observado pela primeira vez em 1932. Depois de se apo-
sentar em Cambridge, Dirac se mudou para os Estados Unidos, onde teve uma posictio de professor pesquisador na Florida
State University.

(6)
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L{8(t - to)} ----	 r{d	 - to)} .	 (11)

Para calcular o limite na Eq. (11), note primeiro que se r < t„, o que vai acabar acontecendo quando r
0, entao to - r > 0. Como d,(t - to) é diferente de zero apenas no interval() de t„- r ate t., + r, temos

G {dr (t - to)} = f c't d r (t - to) dt
f

f

to-Fr

dr (t - to) dt.
- r

Substituindo d,(t - 1, )) pela expressào na Eq. (4), obtemos

1 f to+ r
L{dr (t - to)} = —	 dt - —1

cst
2r to -T	 2sr

1
= 2—sr

e-s4)(6," - r)

ou

Lid, (t - to)} = senh sr

sr.
0 quociente (senh sr)/sr 6 indeterminado quando r 	 0, mas seu limite pode ser ealculado atrzt ,vi% da
regra de L'HOspital. Obtemos

h
e. m 
	 	 lim 	

	

s nh sr	 s cosh sr

r--0. 0	 Sr	 S

Emit(), segue da Eq. (11) que

	

LIS (t	 to)} = e-'t„ . (13)

A Eq. (13) define LIS (t - 1„)) para qualquer to> 0. Vamos estender esse resultado, para permitir a 1„ ser
igual a zero, fazendo to -÷ 0 a direita do sinal de igualdade na Eq. (13); assim,

	

06(0)	 lira	 = 1.	 (14)(0,0

Dc maneira anziloga, 6 possivel delinir a integral do produto da funcao S por qualquer funcao continua
f. Te mos

100	
x(t - to)f (t) dt	 lim f	 dr (t - to)f (t) dt.

-, -CC

Usando a definicao (4) de d,(t) e o teorema do valor medio para integrals, encontramos

1r±rj_ 00 dr (t - to)f (t) dt	 —	 f (t) elt
2r jo,

1
= 1 •2r • f (e) = f (t* ),

2r

onde t„ - r < t* < t„ + r. Portanto, t 	 to quando r -> 0, e segue da Eq. (15) que

8(t - to)f (t) dt = f (to) •

O exemplo a seguir ilustra o use da funciio delta na resolucdo de urn problem de valor inicial Corn urn
termo não homogéneo impulsivo.

,

 I EXEMPLO Encontre a solucäo do problema de valor inicial

1 
	2y” + y' + 2y =	 - 5),

Y(0)	 0,	 y'(0) = 0• 

Este problema de valor inicial vem do estudo do mesmo circuito eletrico ou oscilador mecanico do Exemplo 1
da Secao 6.4. A (mica diferenca 6 o termo nä° homogeneo.

1=10+-r

t,=to--r

(12)

= 1.
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Para resolver o problema dado, calculamos a transformada de Laplace da equacao diferencial e usamos as
condicOes iniciais, obtendo

(2s2 + s + 2)Y (s) = e-5s.

Assim,
e's	 e -5s 1

Y (s) = 	2s2+s+2

Pelo Teorema 6.3.2 ou pela linha 9 da Tabela 6.2.1,

1

2	 t +

_ —
4 

e-'/4 sen

is	 •
-175

r.

5),

c- 1 I
(s + 1) 2 +

Poi tanto, pelo Teorema 6.3.1 temos
2

G -

'N13
4

(ty =	 (Y (s
5	 4

)) =	 tts(t)e-(1-5)14 sen
1 

FIGURA 6.5.3 Solucao do problema de valor inicial (17), (18).

que é a solucao formal do problema dada Tamb6m é possivel escrever y na forma

Y = I 2
e -0-5)14 sen 	

4 5 
(t	 5), t> 5.

grafico da Eq. (22) aparece na Figura 6.5.3. Como as condicOes iniciais em t = 0 sac) homogéneas e
ink) existe excitacao externa ate t = 5, nao ha resposta no intervalo 0 < t < 5. 0 impulso em t = 5 produz
uma oscilacao que decal, mas persiste indefinidamente. A resposta 6 continua em t = 5, apesar da singula-
ridade do termo nao homogeneo nesse ponto. No entanto, a derivada primeira da solucao tern urn salto
em t = 5, e a derivada segunda tem uma descontinuidade infinita ai. Isso tern que acontecer pela equacao
diferencial (17), jzi que uma singularidade em um dos lados do sinal de igualdade tern que ser balanceada
por uma singularidade correspondents do outro lado.

Ao se trabalhar corn problemas envolvendo um termo nao homogéneo impulsivo, muitas vezes a uti-
lizacao da funcâo delta simplifica bastante os calculos maternaticos. No entanto, se a excitacao atual se
estende a um intervalo de tempo curto, mas nao nulo, sera introduzido urn erro ao se modelar a excitacao
como instantanea. Esse erro pode scr muito pequcno, mas nao deve ser desprezado em um problema
pratico sem ser analisado. Pede-se que voce investigue essa questao no Problcma 16 para urn oscilador
ha rmOnico simples.    

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 12:
(a) Encontre a solucao do problema de valor inicial dado.

• (b) Desenhe um grafico da solucfio.     

t < 5,
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1. y" + 2y' + 2y =	 — 7);	 y(0) = 1, y'(0) = 0
y" + 4y =	 — ir) — 8(t — 21-r);	 y(0) = 0, y'(0) = 0

3. y" + 3y' + 2y = S(1 — 5) + tt io(t);	 Y(0) = 0, y'(0) = 1/2
y" — y = —2060 — 3);	 y(0) = 1, y'(0) = 0

5. y" + 2y' + 3y = sent +	 — 37);	 y(0) = 0, y'(0) = 0
y" + 4y =	 — 47);	 y(0) = 1/2, y'(0) = 0

7. y" + y = S(t — 27) cos t;	 y(0) = 0, y'(0)	 1
® y" + 4y = 26(1 — 7/4);	 y(0) = 0, y'(0) = 0

y" + y = 11 /2 (t) + 3S(t — 37/2) — tr 2 ,(t);	 y(0) = 0, y'(0) = 0
2y" + y' + 4y = 6(1 — n/6) sent;	 y(0) = 0, y'(0) = 0
y" + 2y' + 2y = cos t + 8(t — 7/2);	 y(0) = 0, y'(0) = 0
yo) — y = S(t — 1);	 y(0) = 0,	 y'(0) 0, y"(0) = 0, y"(0) = (I

13. Considere, novamente, o sistema no Exemplo 1 desta secdo, no qual urrrr OSCilaCil0 e excitada por um
impulso unitario em t = 5. Suponha que desejamos colocar o sistema cm repouso apes exatamente um
ciclo — ou seja, quando a resposta volta, pela primeira vez, a posic5o de equilibrio movendo•se no sent ido
positivo.
(a)	 Determine o impulso kS0 — 1(,) que deve ser aplicado ao sistema para se alcancar esse objetivo. Note

que k 6 o tamanho do impulso e 4, e o instante de sua aplicacão.
(h)	 Resolva o problema de valor inicial resultante e faca o gratico de sua solucdo para conk ( mar que se

comporta da mancira especificada.
14 Considere o problema de valor inicial

y" +	 + y = S(1 — 1),	 y(0) = 0, y'(0) = 0,

onde y c o coeficiente de amortecimento (ou resistencia).
Seja y=1. Encontre a solucAo do problema de valor inicial e desenhe seu gratico.
Encontre o instante t, no qual a solucao atinge seu valor niximo. Encontre, tambenLesse valor maxi-
[no y, da solucao.
Seja y = a e repita os itens (a) e (h).
Determine como t, e y, variam quando y diminui. Quais säo os valores de t, e de y, quando y = 0?

Considere 0 problema de valor inicial

y" + yy' + y = kS(t — 1),	 y(0) = 0, y'(0) = 0,

onde k c o tarnanho de um impulso em t = I e ye() coeficiente de amortecimento (ou resistencia).
(a)	 Seja y = Z. Encontre o valor de k para o qual a resposta tem um valor maxim() de 2; chame esse valor

de k,.

(h)	 Repit a o item (a) para y=

(c)	 Determine como k, varia quando y diminui. Qual o valor de k, quando y 0?

[6. Considere o problema de valor inicial

y" + y = fk (0,

onde f,(t) = [1144, (t) — 11.,, 1 (t)P2k corn 0 < k < 1.

Encontre a soluc5o y = 0(t, k) do problema de valor inicial.

Calcule 
k
lirn	 (t, k) da solucao encontrada no item (a).

—O

Observe que limfk (t)	 S — 4). Encontre a solucâo 0,,(1) do problema de valor inicial dado corn Mk	 O

substituido por S (t — 4). E verdade que (t) =	 (t, k)?

Rica os graficos de (/) (t, 1/2), P (t, 1/4) e 00 (t) nos mesmos eixos. Descreva a relacäo entre cl)(r, k) echo

(t).
Os Problemas de 17 a 22 tratam do efeito de urna sequencia de impulsos aplicados em um oscilador näo amor-
tecido. Suponha que

y" + y f (0,	 y(0) = 0, y'(0) = 0.

Para cada uma das escolhas para f(t):
(a) Tente prever a natureza da solucdo sem resolver o problema.

y(0) = 0, y'(0) = 0,
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Teste sua previsao encontrando a solucao e desenhando seu grafico.
Determine o que acontece apOs o final da sequencia de impulsos.

20	 20

12, 17. f(t) = E S(t - kz)	 6%2,	 f(t)	 E (-1)"-'8(t - k7r)
k=1k=1'‘)

4g2 19. f (t) =	 - kz/2)	 f (I) =	 (-1) k + I	 -	 /2)
20

k=1	 k=1

21. f(t) =	 S[t - (2k - 1)7]	 22. f(t) = 4it (-1)k+1 S(t - 1 I k /4)
k=1	 k=1

23. A posiciio de urn determinado oscilador ligeiramente amortecido satisfaz o problema de valor inicial
20

y" + 0.1y . + y = E(_o k -f-is (t - kg ),	 y(0) = 0, y'(0) = O.
k=1

Note que, exceto pelo termo de amortecimento. este problema 6 igual ao Problema 18.
Tente prever a natureza da solucâo sem resolver o problema.
Teste sua previsdo encontrando a solucdo e desenhando seu grafico.

(c) Determine o que acontece apOs o final da sequencia de impulsos.
6'2 24. Proceda como no Problema 23 para o oscilador. satisfazendo

15

y" 0.1y' + y = E Sit - (2k - 1)71,	 y(0) = 0, y'(0) = 0.
k= 1

Note que, exceto pelo termo de amortecimento. este problema é igual ao Problema 21.
25. (a) Mostre, pelo metodo de variaciio dos parfimetros.que a solucao do problem de valor inicial

v" + 2y' + 2y = f (t);	 y(0) = 0, y'(0) 0

e

y = f e'r 'f(r)sen(t - r) dr.
f

(h) Mostre que, se f(t) = S (t - 7), entilo a solucilo do item (a) se reduz a

y u,(t)e-a 'sen(t - 7).

(c) Use uma transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial dado corn f(t) = S (t - 7)
e continue que a solucao coincide corn a encontrada no item (b).

6.6 A Convolusao

Algumas vezes 6 possfvel identificar uma transformada de Laplace H(s) como o produto de duas outras
transformadas F(s) e G(s), estas Oltimas correspondendo a funciies conhecidas f e g, respectivamente.
Nesse case, poderfamos pensar que //(s) seria a transformada do produto de f e g. Isso nao acontece, no
entanto; em outras palavras, a transformada de Laplace não comuta corn a multiplicacao usual. Por ou-
tro lado, se definirmos convenientemente urn "produto generalizado", ent5o a situacäo muda, conforme
enunciado no teorema a seguir.

Teorema 6.6.1 Se F(s) r{f(t)} e G(s) = L{g(t)} existem para s > a > 0, entdo

	

H(s) = F(s)G(s) = G{NO},	 s > a,	 (1)

onde
t	 t

h(t) = f0 f (1 - r)g(r) dr = f f(r)g(t - r) dr.	 (2)
o

A func'do h é conhecida como a convolucdo de f e g; algumas vezes as integrais na Eq. (2) são chamadas
de integrais de convoluc5o.
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A igualdade das duas integrais na Eq. (2) segue da mudanca de variavel t — r	 na primeira integral.
Antes de demonstrar esse teorema, vamos fazer algumas observa46es sabre a convolucao. De acordo corn
esse teorema, 6 a transformada da convolueao de duas funcOes, em vez da transformadaroduto
usual, que 6 dada pelo produto das transformadas separadas. E conveniente enfatizar que a convolucao
pode ser considerada como um "produto generaliza o escrevendo-se

h(t)	 (f * g)(t)•	 (3)
Em particular, a notacao (f * g)(t) serve para indicar a primeira integral na Eq. (2).

A convolucao (f * g)(t) tern muitas das propriedades da multiplicacao usual. Por exempla, e relativa-
mente simples mostrar que

f * g=g * f	 (comutatividade) 	 (4)

	

f * (gi +g2)= f * g i +f * g2	 (distributividade)	 (5)

(f * g) *	 f * (g * h)	 (associatividade)	 (6)

f *0=-0*f=0.	 €41))104 "rxt	 )	 (7)
Na Eq. (7) os zeros nao denotam o runner°, mas a funcao identicamente nula. As demonstracOes desses
resultados nao deixadas a cargo do leitor.

No entanto, a multiplicacao usual tern outran propriedades que a convolucao nao tern. Por exempla,
nao 6 verdade, em geral, que f * 1 seja igual a f. Para ver isso, note que

(f * 1)(t)	 f f (t — r) • 1 dr = f f (t — r) dr.

Se, por exemplo, f(t) = cos t, entao

(lc * 1 )(t) = f	
r

cos(t — r) dr = — sen(t — r)
1 =tr =00

= —sen0 +sent

=sent.

E claro que (f * 1) (t)	 f (t). Analogamente, pode nao ser verdade que f * f seja nao negativa. Veja o
Problema 3 para um exempla.

As convolucaes aparecem em diversas aplicacOes onde o comportamento do sisterna em qualquer ins-
tante t nao depende apenas do estado no instante t, mas tamb6m de sua hist6ria passada. Sistemas desse
tipo sac) chamados, algumas vezes, de sistemas hereditarias e ocorrem em campus tiro diversos quanto
transports, viscoelasticidade e dinamica populacional, entre outros.

Voltando a demonstracao do Teorema 6.6.1, observe, em primeiro lugar, quo, se

F(s) = f e-4 f () 4
0

cc
G (s) = f e' g(r ) dr, ,

entao
cc

	

F(s)G(s) = f e-sV d(0	 f e'g(r)dr.

Como o integrando na primeira integral nä° depende da variavel de integrando da segunda integral, po-
demos escrever F(s)G(s) coma uma integral iterada,

cc
F(s)G(s)	 f e'rg(r)[ f e-4 f dddr

0

= fwg(t)[f'°e--,(+0f(0 dEidr

Essa Oltima expressao pode ser colocada em uma forma mais conveniente atrav6s de novas variaveis de

integracao. Seja	 t — r para r fixo, de modo que d = dt. Al6m disso, = 0 corresponde a t = r e	 oo

corresponde a t = oo; entao a integral em relacao a na Eq. (9) vira uma integral em relacao a t:
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F(s)G(s) = f g(r)
L 

roc	
f (t - r) dtidr.

A integral a direita do sinal de igualdade na Eq. (10) é calculada sobre a regido ilimitada em forma de
cunha no piano tr que aparece sombreada na Figura 6.6.1. Supondo que se pode trocar a ordem de inte-
gracao, obtemos, finalrnente,

F(s)G(s) - f e ([ f (t - r)g(r) dr1(It
f	 o

r = 0

FIGUR 6.6.1 Regido de integracdo para F(s)G(s).

ou

F(s)G(s) = f e-st h(t) (It

= G{11(1)},

onde	 é definida peia Eq. (2). Isso completa a demonstracao do Teorema 6.6.1.

Encontrc a transformada inversa de
a 

H(s) = (13)
s2 (s2 + a 2 ) •

E conveniente pensar em 11(s) como o produto de s- 2 e al(s= + a2 ), (pc s5o, de acordo corn as linhas 3 e 5 da
Tabela 6.2.1, as transformadas de t e de sen at, respectivamente. Portanto, pelo Teorema 6.6.1 a transformada
inversa de 11(s)

= f (t - r)senar dr =
at -sen at

a2 

Voce pode verificar que se obtein o mesmo resultado se a fungdo li(t) for escrita na forma alternativa

11(t) = f r sena(t - r) dr, ,

o que confirma a Eq. (2) nesse caso. E claro que 140 tambem pode ser encontrada expandindo-se H(s) em
fracOes parciais.

Encontre a solucao do problema de valor inicial

y" + 4y = g(t),

y(0) 3,	 y'(0) = -1.

Calculando a transformada de Laplace da equacdo diferencial e usando as condicOes iniciais, obtemos

s2 Y (s) -3s + 1 + 4 Y (s) = G(s)

ou

3s - 1	 G(s) 
Y (s) = s2 4 + s2 4 .	 (17)

EXEMPLO

2
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Note que a primeira e a segunda parcelas a direita do sinal de igualdade na Eq. (17) contem, respectivamente, a
dependencia de Y(s) nas conclicOes iniciais e no term nao homogeneo. E con y eniente escrever Y(s) na forma

s	 1 	 2	 1 	 2 Y(s) — 3 52 + 4	 2 s2 + 4 + 
2 52 + 4 

G(s).	 (18)

Erna°, usando as linhas 5 e 6 da Tabela 6.2.1 e o Teorema 6.6.1, temos

y = 3 cos 2t — z sen2t + -15 f sen2(t — )g(r )	 (19)
o

Se urn term nao homogeneo especffico g é dado, entao a integral na Eq. (19) pode ser calculada (por metodos
numericos, se necessario).

0 Exemplo 2 ilustra a forca da convolucäo como ferramenta para se escrever a solucao de urn proble-
ma de valor inicial em funcao de uma integral. De fato, é possfvel proccdcr de um modo hastante seme-
lhante em problems mais gerais. Considere o problem que consiste na equacao diferencial

ay" + by' + cy = g(t),	 (20)

onde a, h e c sao constantes reais e g e uma funcao dada, com as condicOes iniciais

y(0) = yo,	 y'(0) =	 (21)

A abordagem de transformada fornece uma compreensao mais profunda sobre a est rutura da solucao de
qualquer problema desse tipo.

E comum a referencia ao problema de valor inicial (20), (21) como urn problema de entrada-saida. Os
coeficientes a,b e c descrevem as propriedades de algum sistema ffsico, e g(t) corresponde a forca externa
(entrada) agindo sobre o sistema. Os valores yo e yo' descrevem o estado inicial, c a soluc5o y c a resposta
(saida) no instante t.

Calculando a transformada de Laplace da Eq. (20) e usando as condiceies iniciais (21), obtemos

(as2 + hs + c)Y (s) — (as + b)yo — ay'o = G(s).

(s) =

Se deft irmos

podemos escrever

Em consequencia,

	

(as + b)yo + ay'o(s)

	

G(s) 

as 2 + bs + c	 as2 + bs + c'

	

Y(s) = cl)(5) + k1J (s)	 (23)

(22)

	

Y =	 lfr(t),	 (24)

onde (t) = G-4 (13(s)) c *(t) =	 '(‘P(s)}. Note clue (I;.(t) é a soluciio do problema de valor inicial

	

ay" + by' + cy = 0,	 y(0) = yo, y'(0) =	 (25)

obtida das Eqs. (20) e (21) fazenclo g(t) igual a zero. Analogamente, *(t) é a solucao de

ay" + by' + cy g(t),	 y(0) 0, y' (0) = 0,	 (26)

na qual os valores iniciais e	 sao substitufdos por zero.
Uma vez dados valores especfficos para a, b e c, podemos encontrar 	 = .C-' {1)(s)) usando a Tabela

6.2.1, possivelmente em conjunto corn uma translacâo ou uma expansao em fracOes parciais. Para encon-
trar *(t) =	 conveniente escreverlfr(s) como

	

ii (s)	 H (s)G(s),	 (27)

onde H(s) = (as' + bs + c)- t . A funcão H e conhecida como a funciio de transferencia 3 c depende apenas

das propriedades do sistema em questao, ou seja, 1/(.c) fica inteiramente determinada pelos coeficientes

a, b e c. Por outro lado, G(s) depende exclusivamente da excitacao externa g(t) que é aplicada ao sistema.

Pelo teorema sobre convolucOes, podemos escrever

3Essa terminologia vem do fato do que H(s) 6 a razão entre as transformadas da resposta (saida) e da funciio externa (en-

trada) do problema (26).
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(28)

onde h(t) = .C-'(H(s)) e g(t) é o termo nao homogeneo dado.
Para obter uma compreensao melhor du significado de h(t). vamos considerar o caso em que G(s) 1;

entao,g(t) = 8(t) e *(s) = H(s). Isso significa que y = Ii(t) é solucao do problema de valor inicial

ay" + by' + cy = (SW ,	 y(o) o, y'(0) = o,	 (29)

obtido da Eq. (26) substituindo-se g(t) por 8(t). Logo. NO é a resposta do sistema a um impulso unitario
aplicado em t = 0, e é natural chamar h(t) de resposta ao impulso do sistema. A Eq. (28) diz, entao, que
ii(t) é a convoluciio da resposta ao impulso corn a for-0 externa.

Com referencia ao Exemplo 2, observamos que nesse caso a funcao de transferencia é H(s) = 11(s2

4) e a resposta ao impulso é h(t) = (sen 2t)/2. Alem disco, as duas primeiras parcelas a direita do sinal de
igualdade na Eq. (19) constituem a fung5o OW, a solugdo da equagao homogenea associada que satisfaz
as condicOes iniciais dadas.

PROBLEMAS (-1 Prove a comutatividade, a distrihutividade e a associatividade para a convoluctio.
f*g=g*f

f *	 + g2 ) = f * + f * g2

(c) f * (g * h) = (l * g)* h

Encontre um exemplo diferente do que foi dado no texto mostrando que (f * 1)(t) nao precisa ser igual a

J(r).

	

( t) =	 {H (s)G(s)} = f

1.

h(t — r)g(r) dr,

Mostre, atraves do exemplo f(t) = sen t. quef * f nao precisa ser nao negativa.

Em cada um dos Problemas de 4 a 7. encontre a transformada de Laplace da fungi -10 dada.

f (I) = f (t — r) 2 cos 2r dr 5. f (t) = f C" -"sen r dr

6. f (t) = f (t — r)e r dr	 7. f(t) = f sen(t — r) cos r dr
0

Em cada um dos Problemas de 8 a 11. encontre a transformada de Laplace inversa da funciio dada usando o
teorema sobre convolucCies.

8. F(s) =
1	 9. F(s)

1)
s 4 (3.2 + 1 

10. F(s) = (s + 1)2 (s2 + 4)

12. (a) Sc f(t) = r' e se g(t) = r, onde m e n sao inteiros positivos, mostre que

f * g = trn÷n +1 f	 (	 u)n du.

Use o teorema sobre convolucOes para mostrar que

m! n!
um (1 — u)" du = 	

+ n + I)!

Estenda o resultado do item (b) para o caso ern que nr e n sao nameros positivos, mas nao necessaria-
mente inteiros.

Em cada urn dos Problemas de 13 a 20, expresso a solucao do problema de valor inicial dado em funcao de uma
convolucao.

y" + w2y = g(t);	 y(0) = 0,	 y(o) = 1
14. y" + 2y' + 2y = senat; 	 y(0) = 0,	 y'(0) = 0

4y" + 4y' + 17y = g(t);	 • y(0) = 0,	 y'(0) = 0
6. y" + y' +	 = 1 — Et, 0);	 y(0) = 1,	 y(0) = —1

y" + 4y' + 4y = g(t);	 y(0) = 2, y'(0) = —3
y" + 3y' + 2y = cos at; 	 y(0) = 1, y'(0) = 0
y(4) — y = g(t);	 y(0) = 0,	 y'(0) = 0,	 y"(0) = 0, y'"(0) = 0
y(4) + 5y" + 4y = g(t);	 y(0) = 1, y'(0) = 0, y"(0) = 0, y'"(0) = 0

11. F(s) = s2 +

(5 + 1)(52 + 4)

G(s)



0(0) = 0

0(0) = 1

0(0) = 1

27. 0'(t) - i f -k)20(0dk = - t,
0

28. 0'(t) + 0(t) = f sen(t - 00() c/4',

26. 0'(t) + f (t - )(1;.()	 = t,
0
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Considere a equacao

0 (t) + f k(t - 00(0 = f (t),
na qual f e k sao funcOes conhecidas e 	 deve ser determinada. Como a funcao desconhecida aparece
debaixo do sinal de integral, a equacao dada é dita uma equacao integral: em particular, ela pertence
classe de equagOes integrais conhecidas como equagOes integrals de Volterra. Calcule a transformada de
Laplace da equacao integral dada e obtenha uma expressao para .C{0(t)) em funcao das transformadas
G[/(t)) e flk(t)} das fungi:3es dadasfe k. A transformada inversa de G{0(0) é a solucao da equacao integral
original.
Considere a equacao integral de Volterra (veja o Problema 21)

0(t) + f (t - 00()	 = sen2t

Resolva a equacão integral (i) usando a transformada de Laplace.
Diferenciando a Eq. (i) duas vezes, mostre que 0(t) satisfaz a equacao diferencial

0"(t) + (t) = -4sen2t.

Mostre tambem que as condicaes iniciais sac)

0(0) = 0.	 = 2.

(c) Resolva o problema de valor inicial do item (b) e verifique que a solucao é a mesma obtida no item
(a).

Em cada um dos Problemas de 23 a 25:
(a) Resolva a equacao de Volterra dada usando a transformada de Laplace.
(h) Converta a equacao integral a um problema de valor inicial, como no Problema 22(b).
(c) Resolva o problema de valor inicial no item (b) e verifique que a solucao é a mesma encontrada no item

(a).

23. ow f - 00(0 = 1	 24. 0(t) - f (t - 00(0 =1

25. 0(t) + 2 f cos(t - 00(0 = e-`

Existem [anthem equacOes, conhecidas como equavies integro-diferenciais, onde aparecem derivadas c inte-
grals da funcao desconhecida. Em cada um dos Problemas de 26 a 28:

Resolva a equacao integro-diferencial dada usando a transformada de Laplace.
Diferenciando a equacito Integro-diferencial um minter° suficientc de vezes, converta-a em um problema
de valor inicial.

(c) Resolva o problema de valor inicial no item (b) e verifique que a solucao é a mesma encontrada no item

(a).

(i)

29. A TautOcrona. Um problerna de interesse na hist6ria da matematica é o de encontrar a taut6crona 4 — a
curva descrita por uma particula deslizando livremente sob a acao apenas da gravidade, atingindo o fundo
no mesmo instante independentement e de seu ponto de partida na curva. Esse problema apareceu na
construcao de urn reltigio corn pendulo, cujo perfodo é independente da amplitude de seu movimento. A
tautOcrona foi encontrada por Christian Iluygens (1629-1695) em 1673 por maodos geometricos e, mais
tarde, por Leibniz e Jakob Bernoulli usando argumentos analiticos. A solucäo de Bernoulli (em 1690) foi
uma das primeiras ocasiOes em que se resolveu explicitamente uma equacdo diferencial. A configuracäo

geometrica esta ilustrada na Figura 6.6.2.

'A palavra "tautOcrana" tem origem nas palavras gregas tauto, que significa o mesmo, e chronos, que significa tempo.
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x
FIGURA 6.6.2 A tautOcrona.

0 ponto inicial P(a, b) é unido ao ponto final (0,0) pelo arco C. 0 comprimento de arcos é medido a partir
da origem e f(y) denota a taxa de variacao de s em relacao a y:

dx)
2]1/2

f 01) = —dy =- [ 1	 (
y	

•	 (1)

Segue ent5o, do princIpio de conservacâo de energia, que o empo T(b) necess6rio para uma particula
deslizar de P ate a origem é

T(b) = —
1 f b  f (y) 

	

dy.	 (ii)

	

2g o	 \A-1'7);

Suponha que T(b) = T,,, uma constante, para cada b. Calculando a transformada de Laplace da Eq. (ii)
nesse caso e usando o teorema sobre convolucOes. mostre que

iTg To
F(s) = \ —

Y 
T 

,/S

depois, mostre que
A To

f =	 —
,./y,

•

Sugestiio: veja o Problema 27 da Seca() 6.1.
Combinando as Eqs. (i) e (iv), mostre que

dx
=
 /2a —yy

tly	 y
onde a = gT,;172.
(c) Use a substituicao y = 2a sen2(O/2) para resolver a Eq. (v) e mostre que

x = a(0 +senO),	 y = a(1 — cos 0).	 (vi)

As Eqs. (vi) podem ser identificadas como equacOes parametricas de uma cicloide. Assim, a tautOcrona é
um arco dc uma cicloide.

REFERENCIAS Os livros listados a seguir contem informacOes adicionais sobre a transformada de Laplace e suns aplicacOes:
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Kaplan,W., Operational Methods for Linear Systems (Reading. MA: Addison-Wesley, 1962).
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Miles, J. W., Integral Transforms in Applied Mathematics (London: Cambridge University Press, 1971).
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mais extensas; veja, por exemplo:

Erdelyi, A. (ed.), Thbles of Integral Transforms (Vol. 1) (New York: McGraw-Hill, 1954).
Roberts, G. E., and Kaufman, H., Table of Laplace Transforms (Philadelphia: Saunders, 1966).

Mais detalhes sobre funcOes generalizadas podem ser encontrados em

Lighthill, M. J., lintrier Analysis and Generalized Functions (London: Cambridge University Press, 1958).
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Sistemas de EquacOes

Lineares de Primeira Ordem

Existem muitos problemas ffsicos que envolvem diversos elementos separados associados de alg,uma
forma. For exemplo, circuitos eletricos tern essa caracteristica, assim como problemas em mecanica e em
outros campos. Nesses e em casos semelhantes, o problema matematico correspondente e ons.ste ern um
sistema de duas ou mais equagOes diferenciais, que sempre podem ser escritas como equagOes de primei-
ra ordem. Vamos estudar, neste capftulo, sistemas de equagOes lineares de primeira ordem, em particu-
lar equacOes corn coeficientes constantes, utilizando alguns aspectos elementares da algebra linear para
unificar a apresentacâo. Em muitos aspectos, este capftulo segue a mesma India do tratamento dado as
equagOes lineares de segunda ordem no Capftulo 3.

7.1 Introducao

Sistemas de equagOes diferenciais ordinarias simultâneas aparecem naturalmente em problemas envol-
vendo diversas varidveis dependentes, cada uma delis funciio da mesma variavel independente Unica.
Vamos denotar a variavel independente por t e as variaveis dependentes, que sdo funcoes de I, por x,. x,,
x3 , ... A diferenciacdo em relacdo a t sera denotada por uma linha.

Por exemplo, considere o sistema mola-massa na Figura 7.1.1. As duas massas se movem em uma
superficie scm atrito sob a influencia de forcas externas 1:,(t) e F,(t) e sdo, tambêm, restringidas em seu
movimento pelas três molas com constantes k,,k, c k 3 ,respectivamente. Usando argumentos semelhantes
aos da Secilo 3.7, encontramos as seguintes coordenadas x, e x, para as duas massas:

2
m1 	 2

= k2(x2 - X1) - kiXi 	 (t)
/11

= —(k 1 + k2)xi + k2x2 + (t),	 (1)
d2

"22 
(TX2 -k3x2 - k2(X2 - x1) + F2(t)

-t2 
= k2X1 - (k2 /(3)X2 F2(t).

A deducäo das Eqs. (1) esta esquematizada no Problema 17.

,Fi(t)
	

F2(t)

FIGURA 7.1.1 Urn sistema com duas massas e trés molas.

277
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Vamos considerar, agora, o circuito I,RC em paralelo ilustrado na Figura 7.1.2. Seja V a diferenca de
tensao no capacitor e I a corrente passando pelo indutor. Entao, de acordo com a Seca° 3.7 e corn o Pro-
blema 19 desta secao, podemos mostrar que a diferenca de tensao e a corrente sac) descritas pelo sistema
de equacOcs

dl V

dt

dV	 I	 V 

dt	 C	 RC'

onde L e a indutancia, C a capacitancia e R a resistência.

C

FIGURA 7.1.2 Um circuito RLC em paralelo.

Uma razao pela qual sistemas de equacOes de primeira ordem sao particularmente importantes a que
equacOes de ordem major sempre podem ser transformadas em tais sistemas. Isso, normalmente, é neces-
sari° se é planejada uma abordagem nurnêrica, jA que quase todos os cOdigos para gem r solucifies num&
ricas aproximadas de equacOcs diferenciais sao escritos para sistemas de equacOes de primeira ordem. 0
exemplo a seguir ilustra como é facil fazer a transformacao.

O movimento de urn determinado sistema mola-massa (veja o Exemplo 3 da Seca° 3.7) e descrito pela equacao
diferencial de segunda ordem

u" + 0,125u' + u = 0.	 (3)

Escreva essa equacao wino um sistema de equacOes de primeira ordem.

	

Sejam x, = it e x, = u'. Entdo, x,' =	 Akin disso, u"= x2 '. Entao, subst ituindo u, u' e u" na Eq. (3), obtemos

x; + 0,125x 2 + x 1 = 0.

Logo, x, e x2 satisfazem o seguinte sistema de duas equacOes diferenciais de primeira ordem:
x; = x2,	

(4)
x; = —x, — 0,125x2.

A equacão geral do movimento de um sistema mola-massa,

m y" yv' + kv = F(t),	 (5)

pode ser transformada em um sistema do primeira ordem do mesmo modo. Definindo x, = v e x2 = v' e
procedendo como no Exemplo 1, obtemos rapidamente o sistema

x'1 = X2,	 (6)
xZ = —(k /m )x i — (Y /m)x2 + F(t)/m.

Para transformar uma equacao arbitraria de ordem n

y`") = F(t, Y,y ' , • • • ,y(n-1) )	 (7)

cm um sistema de n equacOes de primeira ordem, estendemos o m6todo do Exempla 1 definindo as va-
riaveis x,, x2 ,	 x„ por

	

X I = y,	 x2 = y , X3 = y', • • • , Xn = y
(ri 1) 

•
	 (8)

Segue imediatamente que

EXEMPLO

1

(2)
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X1 =

•

 X2,

	

x2 =

•

 X3,	
(9)

4-1 =
e, da Eq. (7),

= F(t,x1,x2,... ,x„). 	 (10)

As Eqs. (9) e (10) sao casos particulares do sistema mais geral

x t = Ft, (t,	 X2, • • ,xn),

= F2(t, Xi, X2,	 , Xn),

X:, = F n(t, X l, X2, • • • xn)•

De maneira analoga, o sistema (1) pode ser reduzido a um sistema de quatro equacCies de primeira ordem
da forma (11), enquanto o sistema (2)0 estti nessa forma. De fato, sistemas da forma (11) incluem quase
todos Os casos de interesse, de modo que a major parte da teoria mais avancada de equacOes diferenciais
é dedicada a tail sistemas.

Uma solucao do sistema (11) no intervalo I: a <t < pe urn conjunto de n funscOes

x t = 01(0,	 x2 = 462(t),	 x,. = on (t)	 (12)

diferenciriveis cm todos os pontos do intervalo /e que satisfazem o sistema de equacOes ( I 1) cm todos os
pontos desse intervalo. Alem do sistema de equagOes diferenciais dado, podem ser fornecidas, tambdm,
condicOes iniciais da forma

Xi (to) = X(1) ,	 X2 (to) = 4,	 ...,	 x„ ( to)	 (13)

onde t„ e urn valor especificado de t em / e	 sac) nameros dados. As equagOes diferenciais (11) e
as condicOes iniciais (13) juntas formam urn problema de valor inicial.

Uma solucao (12) pode ser vista como urn conjunto de equagOes parametricas em urn espaco de di-
mensao n. Para urn valor de t dado, as Eqs. (12) fornecem valores para as coordenadas x 1 ,	 x„ de urn
ponto no espaco. A medida que t varia, as coordenadas, em geral, também mudam. A colecao de pontos
correspondentes para a < t < p forma tuna curva no espaco. As vezes é Util pensar na curva como a tra-
jetOria ou o caminho percorrido por uma particula movendo-se de acordo corn o sistema de equacties
diferenciais (11). As condiciies iniciais (13) determinam o ponto inicial da particula em movimento.

As condicOes a seguir sobre F,, F2 , ..., F„, facilmente verificadas em problemas especificos, sao suficientes
para garantir que o problema de valor inicial (11),(13) tenha uma solucao Unica. 0 Teorema 7.1.1 é analog°
aoTeorema 2.4.2, o teorema de existencia e unicidade para uma Unica equacao de primeira ordem.

Teorema 7.1.1 Suponha que cada uma das funcOes F1 ,	 e suas derivadas parciais,
aFiax„, sao continuas em uma regiao R do espaco tx,x2 ...x„ definida por a < t < /3, a, < x < fi t , ..., an <
x„ < fin , e suponha que o ponto (to, x?,	 x2) esta em R. Entao, existe urn intervalo It — tol < /I no qual
existe uma Unica solucao x, = 0 1 (0, .	 = ¢•„(t) do sistema de equagOes diferenciais (11) que tambern
satisfaz as condicOes iniciais (13).

A demonstracao deste teorema pode ser construfda generalizando-se o argumento dado na Secao 2.8,
mas nao faremos isso aqui. No entanto, note que nao se diz nada nas hipOteses do teorema sobre as deri-
vadas parciais de F1 ,	 F„ em relacao a variavel independente t. Alem disso, na conclusao o comprimento

211 do intervalo no qual a solucao existe nä° estä especificado exatamente e, em alguns casos, pode ser
muito curto. Final mente, o mesmo resultado pode ser provado sob hipOteses mais fracas, mas muito mais
complicadas, de modo que o teorema, como enunciado, nao e o mais geral conhecido e as condicOes dadas
sao suficientes, mas nao necessarias, para a conclusäo ser valida.

Se cada uma das fling -6es	 tr.'„ nas Eqs. (11) for uma funcao linear das variaveis dependentes xl,

...,x„, entao o sistema de equagOes a dito linear; caso contrail°, é nao linear. Assim, o sistema mais geral

de n equagOes lineares tern a forma
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xi =	 + • • + p i,,(t)x,i + gi(t),

x'2 = p21(t)xi + • • • + p2,„(t)xn + g2(0,

= Pni( t )x i + • • • + Pnn( t )xn + g,i(t).

Se todas as tune -6es g,(t),	 g„(t) forem identicamente nulas no intervalo I, entito o sistema (14) é dito
homogeneo; caso contrario, ele é nao homogeneo. Observe que os sistemas (1) c (2) sào ambos lineares.
O sistema (1) é 115o homogeneo, a menos que l',(t) = FAO = 0, enquanto o sistema (2) 6 homogeneo. Para
o sistema linear (14), o teorema de existencia e unicidade e mais simples e tambem tem uma conclusdo
mais forte. E analog° aos Teoremas 2.4.1 c 3.2.1.

Teorema 7.1.2 Se as funcOes n D. 1 1 + P 12, •• "P pm, g l , • ••, gn forem contfnuas em urn intervalo aberto I:a < t < fi, entao existira
	  uma (mica soluedo x 1 = OM), ...,x„ = (Mt) do sistema (14) que tambem satisfaz as condicOes iniciais (13),

ondc to 6 qualquer ponto em I e 4,..., x° são mimeros dados. Alem disso, a solucào existe em todo o
intervalo I.

Note que em contraste corn a situacrio para um sistema nao linear a existencia e a unicidade de soluedo
para um sistema linear estão garantidas em todo o intervalo no qual as hipOteses sdo satisfeitas. Alem
disso, para um sistema linear os valores iniciais 	 x° em t = t„ sfro inteiramente arbitrarios, enquanto
no caso nao linear o ponto inicial tern que estar contido na regido R definida no Tcorema 7.1.1.

0 restante deste capftulo e dedicado a sistemas lineares de equaeOes de primeira ordem (sistemas
nao lineares estarâo inclufdos nas discuss6es dos CapItulos 8 e 9). Nossa apresentacao utiliza notacdo
matricial e supOe gm; o leitor esteja familiarizado corn as propriedades de matrizes. Os fatos bAsicos sobre
matrizes estao resumidos nas Secties 7.2 c 7.3, e material mais avancado sera revisto quando necessario
em secOes posteriores.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 4, transforme a equacao dada em um sistema de equagOes de primeira or-
dem.
I u" + 0,5u' + 2u = 0
3 t'u" +	 +	 — 0,25 )ii =0	

2. u" + 0,5u' + 2u = 3 sent
4. 1.1 (4) — it = 0

Em cada urn dos Problemas 5 e 6, transforme o problema de valor inicial dado em um problema de valor inicial
para duas equaeOes de primeira orclem.

SO u" +0,25u' + Ltu = 2 cos 3t,	 u(0) = 1,	 u'(0) = —2

6. u" +p(t)u' + ti(t)u = g( t).	 u(0) = uo,	 it' (0) =

Sistemas de equacties de primeira ordem podem scr transformados, algumas vezes, em uma Unica equacäo
de ordem maior. Considere o sistema  

= —2x, + X2, = r,.

Resolva a primeira equacdo para e substitua na segunda equacAo. obtendo, assim, uma equaciio de
segunda ordem para x 1 . Resolva essa equacrio para x, c determine x,.
Encontre a solucao do sistema dado que tambem satisfaz as condicOes iniciais x,(0) = 2, x 2 (0) = 3.

(c) Esboce a curva, para t > 0, dada em forma parametrica pelas expressOes para x, e x, encontradas em
(b).

Em cada urn dos Problemas de 8 a 12, proceda como no Problem 7.
Transforme o sistema dado em uma Unica equacäo de segunda ordem.

Encontre x, e x2 que satisfazem, tambem, as condicOes iniciais dadas.
(c) Esboce o grAfico da soluedo no piano x,x2 para t > 0.

(14)

8.	 = 3x, — 2x2,	 x 1 (0) = 3

	

x'2 = 2x 1 — 2x2,	 x2(0) =

	

10. x, = x, — 2x2, 	 x 1 (0) = —1

	

x2 = 3x 1 — 4x2 ,	 x2 (0) = 2

9.	 = 1,25x, + 0,75x2 ,	 x 1 (0) = —2

x'2 = 0,75x, + 1,25x2 ,	 x.(0) = 1

x; = 2x2 ,	 x1(0) = 3

= —2x 1 ,	 x2 (0) = 4
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12. x, = -0,5x, + 2x2, xi (0) = -2

x'2 = -2x, - 0,5x2, x2 (0) = 2

Transforme as Eqs. (2) para o circuito em paralelo em uma Unica equaciio de segunda ordem.
Mostre que se au, a l :, 021 e a,, forem constantes, corn a 12 e a21 scm serem nulos ao mesmo tempo, e se as
funceles g, e g2 forem diferenciaveis, então o problema de valor inicial

	

= aiixi + a12x2 + Or),	 x i (0) =
,

	

x2 = a2l x, + a22x2 + g2 (t),	 x2(0) = xi;

podera ser transformado em urn problema de valor inicial para uma Unica equacilo de segunda ordem.
Pode-se usar o mesmo procedimento se a,,, ...  , a 2 , forem funcOes de t?
Considere o sistema linear homogeneo

= Pir (t)x + pi2(r)y,

Y -= P21 ( t )x. + P22 (t)y.

Mostre que se x =x,(t),y = y,(t) e x = x2(t), y = y2 (t) forem duas soluciies do sistema dada, entao x = c,x,(t) +
c2x2(t), y = c,y,(t) + c2y2(t) tambern sera solucao, quaisquer que sejam as constantes c, c c2 . Este t: o principio
da superposicdo.
Sejam .v = x, (I), y = y,(t) e x = x 2(t), y y,(t) duas solucaes do sistema linear nrio homogeneo

x = p i , (t)x + p i , (t)y g, (t),

= P21(t )x + p22(ny + g2(t).

Mostre que x = x,(t) - x2 (t), y = y,(t) - y 2 (t) é uma solucao do sistema homogeneo associado.
As Eqs. (1) podem ser deduzidas desenhando-se urn diagrama mostrando as forcas agindo sabre cada mas-
sa. A Fieura 7.1.3a mostra a situacão quando os deslocamentos x, e x, das duas massas silo ambos positivos
(para a direita) e x, > x,. Nesse caso, as molas 1 e 2 estdo alongadas e a mola 3 esta comprimida, gerando
as for-gas ilustradas na Figura 7.1.36. Use a lei de Newton (F= ma) para deduzir as Eqs. ( I ).

18. Transforme o sistema (1) em um sistema de primeira ordem fazendo y, = x 1 , y, x y, x;, y. , = x,'.

k i	 k2

gAANW	 I AMANNA1/4"   

I xi        

	

k ix i  71
 

F1(t)	 k2(x2- x1)
	  1?1	

F2(0

, 2
	  k 2(x2	 x1)	

1,„_ 
k 3x2

FIGURA 7.1.3 (a) Os deslocamentos x, e x2 sdo ambos positivos. (b) 0 diagrama de for-gas para o sistema

mola-massa.

Circuitos Eletricos. A teoria do circuitos eletricos, do tipo ilustrado na Figura 7.1.2, consistindo em indu-
tores, resisrencias e capacitores, bascia-se nas leis de Kirchhoff: (1) o fluxo total do corrente atravessando
cada no (ou jungfio) é zero; (2) a diferenca de tensao total em cada lac° fechado e zero. Alcor das leis de
Kirchhoff temos, tambem, a relacdo entre a corrente I em amperes passando por elemento do circuito e

a diferenca de potential V naquele elemento:

V = RI,	 R = resistencia em ohms;

C
dV ,
— = 1,dt

dI = V,
Lit

C capacitancia em farads':

L indutancia em henrys.

As leis de Kirchhoff e a relacao entre corrente e diferenca de tensäo em cada elemento do circuito fornecem

um sistema de equagOes algebricas e diferencia is de onde é possfvel determinar a diferenca de tensdo e a
corrente em todo o circuito. Os Problemas 19 a 21 ilustram o procedimento que acabamos de descrever.

'Capacitores tern de fato, capaciamcias medidas tipicamente em microfarads. Usamos farad como unidade de medida por

conveniencia numerica.
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19. Considere o circuito ilustrado na Figura 7.1.2. Sejam 1,, I, e 13 as correntes atravessando respectivamente o
capacitor, a resistência e o indutor. Analogamente, sejam V ,,V2 e V3 as diferencas de tensäo corresponden-
tes. As setas denotam as direcOes, escolhidas arbitrariamente, nas quais as correntes e diferencas de tensäo
sera° consideradas positivas.
(a) Aplicando a segunda lei de Kirchhoff no taco superior do circuito, mostre que

Dc maneira analoga, mostre que

V1 - V2 = 0.

V2 - V3 = 0.

(i)

Aplicando a primeira lei de Kirchhoff cm qualqucr dos mis do circuito, mostre que

1 1 + /2 + /3 = 0.	 (iii)

Use a relacäo entre a corrente e a diferenca de tensâo em cada elemento do circuito para obter as
equagOes

CV; =11 ,	 V2 = Rh,	 LI3 = V3.

(d) Elimine V,, V3, I, e das equaceles (i) a (iv) para obter

CV; = —/3 — 
R
—	 LI3 — V- I •

Observe que se omitirmos os indices nas Eqs. (v) teremos o sistema (2) delta sec5o.
20. Considere o circuito ilustrado na Figura 7.1.4. Use o metodo esbocado no Problema 19 para mostrar que a

corrente 1 atraves do indutor c a diferenca de tenszio V atraves do capacitor satisfazem o sistema de equa-
cOes diferenciais

(11
d—t- = —1 — V ,	 = 21 — V .

dV

dt

R = 1 ohm

FIGURA 7.1.4 0 circuito no Problema 20.

Considere o circuito ilustrado na Figura 7.1.5. Use o metodo esbocado no Problema 19 para mostrar que a
corrente I atraves do indutor e a diferenca de tensao V atraves do capacitor satisfazem o sistema de equa-
Vies diferenciais

L—
dt

 = —R I I — V,	 C—
dt

dV 
= 1 — —

v
.

dl

R,

FIGURA 7.1.5 0 circuito no Problema 21.

Considere os dois tanques interligados ilustrados na Figura 7.1.6.' 0 Tanque 1 contem, inicialmente, 30 gal
de agua e 25 oz de sal, enquanto o Tanque 2 contem, inicialmente, 20 gal de agua e 15 oz de sal. Entra no

'Usamos as abreviacOes gal para galOes,oz para oncas e min para minutos; 1 oz 28,3495 g e 1 gal 4,546 1. ( N .T.)



1 gal/min

3 oz/gal

1,5 gal/min

1 oz/gal

3 gal/min

1,5 gal/min

Tanque 1
2,5 gal/min Tanque 2
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FIGURA 7.1.6	 Dols tanques interligados (Problema 22).

lanque 1 uma mistura de agua contendo 1 oz/gal de sal a uma taxa de 1,5 gal/min. A mistura tlui cloTanque
1 para o Tanque 2 a uma taxa de 3 gal/min. Entra, lambent. no Tanque 2 (vinda de fora) uma mistura de
agua contendo 3 oz/gal de sal a ulna taxa de I gal/min. A mistura escorre do Tanque 2 a lima taxa de 4 gal!
min, e parte dela volta para o Tanque 1 a uma taxa de 1,5 gal/min, enquanto o restante deixa o sistema.

Sejam Q,(t) e Q,(1), respectivamente, as quantidades de sal em cada tanque no instante 1. Escreva as
equacOes diferenciais e as condicaes iniciais quc modclam o processo de fluxo. Observe que o sistema
de equacaes diferenciais é nä° homogeneo.

Encontre os valores de Q, e Q. para os quais o sistema esta em equilfbrio, ou seja, nao varia Corn o
tempo. Sejam Q F, e	 os valores de equilfbrio. Voce pode prever qual tanque aringira seu estado de
equilfbrio mais rapidamente?

(c) Sejam x, = Q,(1)-	 e x2 =	 - Qs. Determine urn problema de valor inicial para x e x,. Observe
que o sistema de equagfies para x, e x 2 é homogeneo.

23. Considere dois tanques interligados de maneira analoga aos da Figura 7.1.6. 0 Tanque I cont&n, inicial-
mente, 60 gal de agua e V, oz de sal, enquanto o Tanque 2 contem, inicialmente. 100 gal de agua e 	 oz
de sal. Esta entrando no Tanque 1, a uma taxa de 3 gal/min. uma mistura de agua contendo q, oz/gal. A
mistura no Tanque 1 sai a uma taxa de 4 gal/min, da qual metade entra no Tanque 2, enquanto o restante
deixa o sistema. 0 Tanque 2 recebe de fora uma mistura de agua corn q, oz/gal de sal a uma taxa de I gal/
min. A mistura no Tanque 2 sai a uma taxa de 3 gal/min, nias uma parte disso volta para o Tanque 1 a uma
taxa de 1 gal/min, enquanto o restante deixa o sistema.

Desenhe urn diagrams que ilustre o processo de fluxo aqui descrito. Sejam Q,(t) e (2 2 (1), respecti-
vamente, as quantidades de sal em cada tanque no instants t. Escreva as equace.tes diferenciais e as
condicties iniciais para Q, e Q, que modelam ° processo de fluxo.

Encontre os valores de equilfbrio Q e Qs em funcäo das concentracOes q, e q,.
E possivel (ajustando q, e q,) obter Q`i = 60 e QFi= 50 Como urn estado de equilibrio?

Descreva os estados de equilfbrio possfveis para esse sistema para diversos valores de q, c q,.

7.2 Revisio de Matrizes

For razties tanto teOricas quanto computacionais, é recomendavel ter em mente alguns dos resultados de
algebra matriciar para resolver urn problem de valor inicial para urn sistema de equacOes diferenciais

As propriedades de matrizes foram exploradas pela primeira vez em urn artigo de 1858 escrito pelo algebrista inglés Arthur
Cayley (1821-1895), embora a palavra "matriz" tenha sido introduzida por seu amigo James Sylvester (1814-1897) em 1850.
Cayley fez parte de seu trabalho matematico mais importante enquanto advogava, de 1849 ate 1863; tornou-se, depois, pro-
fessor de matematica em Cambridge, uma posicâo quc manteve ate o fim de sua vida. Depois do trabalho pioneiro de Cayley,
o desenvolvimento da teoria de matrizes foi rapido, corn contribuicOes importantes de Charles Hermite, Georg Frobenius e
Camille Jordan, entre outros.
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lineares. Para facilitar, esta e a prOxima secao serâo dedicadas a um pequeno resumo dos fatos sobre
matrizes que usaremos depois. Maiores detalhes podem ser encontrados em qualquer livro elementar de
algebra linear. Supomos, no entanto, que voce conhece determinantes e sabe calculd-los.

Vamos denotar matrizes por letra maMsculas cm negrito, A, B, C,	 usando, de vez em quando, letras
greys maidsculas como	 4'.... Uma matriz A consiste em urn arranjo retangular de ntimeros ou ele-
mentos arrumados em in linhas e n colunas — ou seja,

a ll

alt
A = (

am '

a t2

a22

am2

\
a2„

am,/

(1)

Dizemos que A é uma matriz m x n. Embora mais adiante neste capftulo facamos, muitas vezes, a hip6-
tese de que os elementos de determinadas matrizes sào nameros reais, nesta secao vamos supor que os
elementos podem ser nameros complexos. 0 elemento que esta na i-esima linha e na j-esima coluna sera
denotado por au , onde o primeiro indice identifica a linha e o segundo, a coluna. Algumas vezes utiliza-se
a notacao (ad) para denotar a matriz cujo elemento gen6rico c a„.

Associada a cada matriz A existe a matriz A T, conhecida como a transposta de A, que é obtida de A
permutando-se as linhas e colunas de A. Assim, se A = (a,1), entao A' = (ap ). Alem disso, denotaremos
o complexo conjugado de a, por Fig e a matriz obtida de A trocando-se todos os elementos pelos seus
conjugados por A. A matriz Ae a conjugada de A. Sera necessario, tambem, considerar a transposta da
conjugada, AT. Essa matriz é chamada de adjunta de A e denotada por A*.

Por exemplo, considere

Entao

A=
4+3i( 3

2 — i

5 -1- 21)

AT_ 3

2 — i
4+ 3i

—5+21

A* = 
( 32 +!

A=
4 — 3i( 3

4-3i

5 — 2i)

2 +

—5 — ?i)

Estarnos particularmente interessados em dois tipos especiais de matrixes: matrixes quadradas, que
tern o mesmo mimero de linhas e colunas — ou seja, nz = n; e vetores (ou vetores colunas), que podem
ser considerados como matrizes n x 1. ou matrizes tendo apenas uma coluna. Dizemos que uma matriz
quadrada corn n linhas c n colunas e de ordem n. Denotaremos vetores (colunas) por letras mintisculas
em negrito, x, y, q.... A transposta x' de uma coluna n x 1 ("; urn vetor linha, isto é, a matriz consistindo
em apenas uma linha cujos elementos sao iguais aos elementos nas posicezes correspondentes de x.

Propriedades de Matrizes.
L Igualdade. Duas matrizes in x nAeB sac) ditas iguais se todos os elementos correspondentes säo

iguais — ou seja, se a„= b,, para todo i e todo j.
Nlatriz Nula. 0 sfmbolo 0 sera usado para denotar a matriz (ou vetor) corn todos os elementos iguais

a O.
Soma. A soma de duas matrizes in xnAeBe definida como a matriz obtida somando-se os ele-

mentos correspondentes:

A + B = (aid + (bid = (aii +
	

(2)

Com essa definicao, segue que a soma de matrixes e comutativa e associative, de modo que

A+11=11±A,	 A+(B +C)=(A +B)+C.	 (3)

4. Nlultiplicaciio por tint Ntimero. 0 produto de uma matrix A por um ntImero complexo a é definido
da seguinte maneira:

aA = a(a,1) = (craii );	 (4)



SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM 285

ou seja, cada elemento de A é multiplicado por a. As propriedades distributivas

a(A + B) = aA + aB,	 (or + 13)A aA + /3A
	

(5)

szio satisfeitas por esse tipo de multiplicacäo. Em particular, a matriz negativa de A, denotada por —A.
definida por

—A = (-1)A.	 (6)

Subtraciin. A diferenca A — B de duas matrizes in x n c definida por

A — B = A + (—B).	 (7)

Logo.

A — B = (aid ) — (b,1)	 —	 (8)

que é sernelhante a Eq. (2).
Multiplicacao. 0 produto AB de duas matrizes est() definiclo sempre que o mil-nem de colunas da

primeira for igual ao ntImero de linhas da segunda. Se A e B säo matrizes in xnenx r. respectivamente,
entäo o produto C = AB é uma matriz in x r. 0 element() na i-esima linha e na j-esima coluna de C é en-
contrado multiplicando-se cada element() da i-esima linha de A polo element() correspondente da j-(Sima
coluna de B e, depois, somando-se os produtos resultantes. Simbolicamente,

cii	 nik bki•
k=1

Pode-se mostrar, atravás de um calculo direto. que a multiplicacäo de matrizes e associativa

(AB)C = A(BC)

c distrihutiva

A(B + = AB + AC.

No entanto, em geral a multiplicacAo de matrizes na- o é comutativa. Para que ambos os produtos AB e
BA existam e sejam de mesmo tamanho, e necessArio que as matrizes A e B sejam quadradas de mesma
ordem. Mesmo nesse caso Os produtos sao normalmente diferentes, de modo que em geral

AB BA. (12)

EXEMPLO
Para ilustrar a multiplicac5o de matrizes e o fato de que a multiplicacilo nâo é comutativa, considere as matri-
zes

1

	

A (

1	 —2	 1

	

i)	 2	 —1 	 ,

	

2	 1	 1

(2
	 1 —1

	

B = 1 —1	 0 .

	

2 —1	 1

Da definicao de multiplicacäo dada pela Eq. (9), temos

	

(2 — 2 + 2	 1 + 2	 1 —1+0+1

	

AB= 0 + 2 — 2	 0 — 2 + 1 0 + 0 — 1

	

4 + 1 + 2	 2 — 1 — 1 —2+0+1

	

(2	 2	 0
= 0 —1	 .

	

7	 0 —1

Analogamente, vemos que

(

0	 —3	 0

	

BA =	 1	 —4	 2 .
4	 —5	 4

E claro que AB � BA.



1 0	 0\

I = (.
0 1	 0

*Ern portugués este produto tambdrn a chamado, muitas vezes, de produto escalar. No entanto, para nao confundir corn o
produto definido pela Eq. (13), reservaremos a nomenclatura "escalar" para o produto definido por (13).

0 0	 1/          
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Multiplicacao de Vetores. Existem diversas maneiras de se formar um produto de dois vetores x e y,
cada um corn n componentes. Uma é a extensão direta do produto escalar usual da Fisica e do Calculo;
denotamos esse produto por x'y e escrevemos

xTyy (13)
i=i

O resultado da Eq. (13) é um ntimero (complexo), e segue diretamente da Eq. (13) que

xTy yTx,	 x T (y + z) = x Ty x T z,	 (ax)Ty = a(x T y) = xT(ay).	 (14)

Existe urn outro produto entre vetores definido para dois vetores quaisquer corn o mesmo mimero de
componentes. Esse produto, denotado por (x, y), é chamado de produto inferno' e é definido por

(x, y) = X ilYi • (15)

O produto interno tambem é urn minter° (complexo), e comparando as Eqs. (13) e (15) vemos que

(x,y) = xTy.	 (16)

Então, se todos os elementos forem reais, os dois produtos (13) e (15) são idénticos. Segue da Eq. (15) que

(x, y) = (y, x),	 (x, y + z) = (x, y) + (x, z),	
(17)

	

(ax , y) = a (x , y).	 (x, ay) = -c7(x, y).

Note se mesmo que o vetor x tenha elementos corn parte imaginiiria não nula, o produto interno de x
consigo mesmo Ci um minter° real nao negativo

	

(X, X) =	 XiXi =
	

(18)
i= I	 i=1

A. quantidade não negativa (x,	 denotada muitas vezes por 11x11, e chamada de comprimento ou ta-
manho do x. Se (x, y) = 0, os dois vetores x e y s;io ditos ortogonais. Por exemplo, os vetores unitiirios i, j
e k. da geometria vetorial tridimensional, formam urn conjunto ortogonal. Por outro lado, se alguns dos
elementos de x nä. ° sao reais, entao o produto

pods nao ser um ntimero real.
For exemplo, sejam

=
i=1

(19)

i	 2 — i

	

x= —2	 y=	 i
	1+i 	 3

Entiio,

x y = (i)(2 — i) + (-2)(i) + (1 + i)(3) = 4 + 3i,

(x,y) = (i)(2 + i) + (-2)(—i) + (1 + i)(3) = 2 + 7 i ,

x T x = (i) 2 + (-2)2 + (1 +	 = 3 + 2i,

(x, x) = (i)(—i) + (-2)(-2) + (1 + i)(1 — i) = 7.

Matrit Identidade. A identidade multiplicativa, ou simplesmente a matriz identidade 1,6 dada por
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