CAPITULO 5

TRANSFORMAQ@O DAS EQUACOES
DE CONSERVACAO

5.1 INTRODUCAO

Tendo sido obtido o sistema de coordenadas que permite discretizar o dominio de
célculo o passo seguinte é obter as equagdes aproximadas para cada volume elementar. Es-
tas equagoes sdo obtidas realizando-se balancos da propriedade envolvida sobre os volumes
elementares ou integrando-se a forma conservativa das equagoes sobre estes volumes, que

sao procedimentos equivalentes.
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Quando uma malha estruturada é empregada, como é o presente caso, é necessario,

antes de integrar as equagoes, decidir,

i - se estas equagdes estarao escritas no sistema coordenado do plano fisico ou do plano

transformado, e

1t - optando-se pelas equacgoes escritas nas coordenadas do plano transformado, quais

serao as varidveis dependentes no caso de grandezas vetoriais, como a velocidade.

Na primeira questao, caso opte-se em manter as equagoes nas coordenadas do plano
fisico, por exemplo, cartesiano, as integragoes se darao sobre volumes elementares irregu-
lares. Este procedimento é semelhante ao adotado em elementos finitos onde é necessario
definir um sistema cartesiano local sobre o qual descreve-se as fronteiras arbitririas do el-

emento. Este procedimento é, claro, obrigatério quando a malha é nao estruturada. Neste
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trabalho a opgao é transformar as equagoes para o plano ({-7) e integréa-las neste plano.
O procedimento ‘de integragio é bem mais simples e os termos resultantes possuem uma

interpretagao fisica facil.

Com relagao a questao 11 a opgao é manter como varidveis dependentes do plano
computacional as mesmas varidveis do plano fisico [33]. Este procedimento é largamente
empregado na literatura recente. Logo, se o sistema de coordenadas cartesianas é empre-
gado as componentes do vetor velocidade neste sistema serao as variaveis dependentes no
plano computacional. Entio, as equagoes da conservagao da quantidade de movimento nas
dire¢des z e y quando transformadas continuario sendo as equagdes que representam a
conservagao da quantidade de movimento nas diregoes z e y, apenas que agora escritas no
sistema (¢,n) e nao mais no (z,y). Poder-se-ia, além de mudar as variaveis independentes,
mudar também a varidvel dependente e escrever as equagdes de conservagao da quantidade
de movimento nas diregdes ¢ e n no sistema (£,7). Esta foi a opgdo adotada em [18].
As equagoes resultantes sao, entretanto, extremamente complexas e seus termos perdem

totalmente o significado fisico.
5.2 - A TRANSFORMACAO

Conforme comentado a forma conservativa das equagdes governantes serao tranfor-
madas com o objetivo de obté-las, no plano computacional, também na forma conservativa.
Por simplicidade, como temos feito ao longo do trabalho, o sistema bidimensional serd em-

pregado.

Seja a seguinte equagao de conservagao escrila na forma vetorial

24 v.F=s (5.1)
onde

F=E7 +F7 (5.2)

Q =p¢ (5.3)

E=pug -1+ 22 (5.4)

F =pvp —T* 9¢ (5.5)

dy
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onde ¢ é um escalar genérico que representa as propriedades conservadas como massa,

quantidade de movimento, energia, etc, e I'* representa o coeficiente de transporte.

Empregando a regra da cadeia para a seguinie transformagao

¢ =&(z,u,t) (5.6)
n :U(xv yat) (57)
T =¢ (5.8)

encontramos

)E _OE, OE  OE

— _— —_— 5.9
ax aE 63 + an nz + 67' TI ( )
oF OF oF oF

— e e 5.10
9y —oct et o™ (5.10)

R _9Q, 99  9Q 11
ot —a€€¢+anm+arn (5' )

onde o dltimo termo das Egs. (5.9) e (5.10) sdo iguais a zero. Dividindo por J e somando e

subtraindo termos do tipo Eg— (%’) , Qg (%) , etc, para que a equagao resulte na forma

conservativa, encontramos

EY: J an J
ENEZ 3 (n. a (& | 9 (1 _ .
-6 B IR )

[0 (& a (n\]_S
Qfa‘z(‘f)*“a—n(“f)]"i

' 4 7’ . -~ -~ . -
E facil mostrar, usando as relagoes da fungao inversa, que os Gltimos trés termos do

3(9_) +3(acz+e,E+eﬂF) +i(mQ+r7=E'+nyF)*
J

!

lado esquerdo sao iguais a zero, encontrando-se
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5
o[t 0]

43
(5.13)
o1 .
o |Wetr —yree)Q —ye B+ weF| = 5
L
Definindo
G =%2— (5.14)
=(zyyr — Tryy)Q + yy E — o, F , (5.16)
F =(yexr — yrxe)Q — ye E + ¢ F (5.17)
encontramos
aQ OE OoF g
— A
0{ 01' =5 (5.18)

que ¢ a cquagao transformada em uma forma conservativa. Os termos da Eq. (5.18)
possucm uma interpretagao fisica importante. Introduzindo as Egs. (5.3)-(5.5) em (5.16)

¢ (5.17), encontramos

E =plya(u = 1) = (0 = )6 = 47 (oGl - ﬂ‘?";’) o)
B =plec(v — vr) — velu = 28 = 147 (52 — 5% ) (5.20)
Definindo
U =yy(u — 2,) — z(v — y;) (5.21)
V =z¢(v — yr) — ye(u — z,) (5.22)

obtéin-se, entio
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90,2\, 9 (0 a(, 9 (197a9¢ _ 15597
0r<”J)+0¢(’U¢>+0/(’”) as(r’ 9% ”/’au)

9w, b 4 0
0”(1* 15, ~T*I8 6) +3

(5.23)

A Eq. (5.23) ¢ a equagio transformada na forma conservativa para a varidvel
gencrica ¢, Observe-se que ela mantém wma forma bastante simples, identificando-se
claramente os termos convectivos ¢ difusivos, cujos tltimos sao adicionados de um termo

com derivadas cruzadas dcyido a nao ortogonalidade do sistema coordenado.

Para interpretar fisicamente as Eqgs. (5.21) ¢ (5.22) vamos reescrever abaixo a Eq.

(3.61) considerando a coordenada 2? = 1.

m = p(uy, — vz,)An (3.61)

Confrontando a Eq. (3.61) com a Eq. (5.21) observamos que a expressio cntre

paréntesis em (3.61) é igual a U quando z, ¢ y, forem iguais a zero. Definindo, entio

U =uy, — v, (5.24)
|4 =uZy, =y, . (5.25)
temos
U=U-Uy (5.26)
V=V—-Vyg | (5.27)

onde Uy ¢ Vi sao as componentes contravariantes, scmn normalizagao métrica, da ve-
locidade da malha. U e V sio as componentes contravariantes do vetor velocidade, ¢ ja
levam em consideragao o movimento da malha nos balangos de conservagao, ou scja, sio as

componentes da velocidade relativa. A Eq. (5.23) pode entiao ser empregada para resolver
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Fig. 5.1 - Volume elementar no plano fisico

problemas onde a malha varia com o tempo mas o plano computacional é fixo com as

dimensoes dos volumes elementares neste plano também fixas.

A Eq. (5.23) pode também ser obtida através da realizagao do balango da pro-
priedade em questao sobre um volume elementar arbitrdrio, conforme Fig. 5.1. Para
exemplificar consideremos o balanco de calor sobre o elemento centrado em P. De acordo

com a Eq. (3.59) e Fig. 3.6, temos
pUVac,TAn|, — pUvac,TAn|. + pV /¢, TAE|, — pV /7 ¢, TAE|, —

oT oT aT aT
ky/a—Ag|. +kyla——~Anl. — kA — B, + kAL + (5.28)
an - on on an

AEA d AEA
ok n=_<pcp ¢ nT)

J ot "
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Expressando as derivadas normais em termos de £ e 5 e lembrando da relagao entre
UeUeV eV, dada pelas Egs. (3.59) e (3.61), temos, para o caso de malha fixa no

tempo, e apds dividir a equagao toda por c,,.

10 0 15)
7t (”T> EY: (”UT> * o (”VT) =

ad k oT k oT 0o k oT k oT q
Jal %4 _ gl L Ll A - Sl i)
ae(“ ot 77 an) an(“ an P a£>

(5.29)

')

A Eq. (5.29) é exatamente a Eq. (5.23) para ¢ = T. As outras equagdes do
sistema sao obtidas fazendo-se ¢ igual as propriedades transportadas por unidade de massa.

As outras equagoes também podem ser obtidas fazendo-se os respectivos balangos, como

massa, quantidade de movimento, etc.



