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Prefacio da primeira edicao

Com excec¢ao do capitulo final, estas sao notas de aula
de um curso que lecionei duas vezes, em 1960 e em 1962.
Os trés capitulos iniciais sao baseados numa redagao do
primeiro curso, feita por J. Ubyrajara Alves. O quarto
capitulo, dado somente na segunda vez, foi redigido por
Alciléa Augusto. J.B. Pitombeira colaborou na redagao do
primeiro capitulo. Esses amigos, a quem agradeco agora,
sao responsaveis pelo aparecimento das notas, mas certa-
mente nao pelos erros e defeitos nelas contidos, dos quais
sou o Unico autor.

A idéia aqui é a de apresentar uma introducao, moderna
mas sem “modernismos”, ao Calculo e a Analise Tensori-
ais. No que tange ao primeiro (onde nos restringimos aos
espacos vetoriais reais de dimensao finita e assim tiramos
partido das varias simplificagoes que estas hipdteses acar-
retam) a exposi¢ao é bastante para efeitos da Geometria
Diferencial e da Anadlise. De propédsito, nao foram men-
cionados os produtos tensoriais de mdédulos, e assim a in-
trodugao aqui apresentada nao serve senao de motivagao as
teorias gerais da Algebra Homolégica. Quanto a Anélise



Tensorial, mal foi arranhada a superficie. Foi feito um
comeco de introducao, no Capitulo 4, levando ao Teorema
de Stokes como resultado final e, no Capitulo 5, foi de-
monstrado o Teorema de Frobenius sob o ponto de vista
do colchete de Lie de dois campos vetoriais. As bases fo-
ram lancadas solidamente, com discussoes dos conceitos
fundamentais, tais como variedades diferenciaveis, orien-
tabilidade, partigoes da unidade, integracao de formas di-
ferenciais, diferencial exterior e Teorema de Stokes. Mas,
em obediéncia ao carater essencialmente introdutoério das
notas, nenhum desenvolvimento mais profundo é tentado.
No fim do trabalho, uma lista de indicacoes bibliograficas
¢ apresentada, como desencargo de consciéncia.

O Calculo Tensorial Classico, em sua parte estritamente
algébrica, é pouco mais do que um repertorio de triviali-
dades. Isto se reflete na natureza do Capitulo 2, onde é
feita uma apresentagao intrinseca e conceitual dos tenso-
res. Nota-se ali uma auséncia conspicua de teoremas “as-
tutos”. E interessante contrastar este fato com o Capitulo
3, onde ¢é estudada a Algebra de Grassmann e onde sur-
gem aplicagoes interessantes a Teoria dos Determinantes
e a Geometria. No Capitulo 4, que relaciona com a Geo-
metria Diferencial os fundamentos algébricos langcados nos
trés primeiros capitulos, os tnicos tensores usados sao os
anti-simétricos do Capitulo 3.

Nestas notas nunca aparece o famoso “delta de Kronec-
ker” nem é adotada a chamada “convencao de Einstein”. O
primeiro poderia trazer alguma vantagenzinha ao nos pou-
par de escrever duas ou trés palavras a mais. A segunda nao
sO é desnecessaria mas é francamente absurda. As atrapa-
lhagoes que causa nao compensam o trabalho de se escrever



um Y aqui e ali. Ao deixar de lado essas notagoes, pres-
tamos nossa singela homenagem a Kronecker e Einstein,
que devem ser lembrados por motivos mais sérios. Por ou-
tro lado, adotamos o uso classico de, sempre que possivel,
por em diferentes alturas os indices repetidos. Assim proce-
dendo, poupam-se erros quando se escrevem os somatorios:
primeiro poem-se as letras principais e depois preenchem-se
os indices, de modo que “dé certo”.

Brasilia, 6 de novembro de 1964

Elon Lages Lima

Prefacio da segunda edicao

Para esta edigao, publicada tantos anos apds a primeira,
o texto mimeografado original foi digitado eletronicamente
e algumas corregoes tipograficas foram feitas. A notacao e
a terminologia anteriores foram mantidas.

Agradego a Arturo Ulises Ferndndez Pérez e a Renan
Finder pela revisao final do texto.

Rio de Janeiro, outubro de 2010

Elon Lages Lima



Prefacio da terceira edicao

Este livro apareceu inicialmente, sob forma mimeogra-
fada, na colecao “Notas de Matematica”, hoje extinta. Mui-
tos anos depois, algumas pessoas me convenceram que va-
leria a pena uma republicacao. O texto foi entao digi-
tado eletronicamente e incluido na série “Publicacoes Ma-
tematicas”. Esse processo fez ocorrerem diversos erros ti-
pograficos, os quais foram cuidadosamente apontados pelo
Professor Carlos Matheus, a quem agradeco. As devidas
correcoes foram incorporadas nesta terceira edigao.

Rio de Janeiro, abril de 2012
Elon Lages Lima



Sumario

1 Espacos Vetoriais

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

Nocao de espago vetorial . . . . . . .. ...
Bases de um espaco vetorial . . . . . . . ..
Isomorfimos . . . . .. ... ... .. ....
Mudancgas de coordenadas . . . . ... ...
Espagco Dual . . . . . .. ... ... ... ..
Subespacos . . . . . ...
Espacos Euclidianos . . . . . . .. ... ..
Soma direta e produto cartesiano . . . . . .
Relacao entre transformagoes lineares e ma-

trizes . . . . . ...

2 Algebra Multilinear

2.1
2.2

Aplicagoes bilineares . . . . .. .. ... ..
Produtos tensoriais . . . . . . .. ... ...

2.3 Alguns isomorfismos canonicos . . . . . . . .
2.4 Produto tensorial de aplicacoes

2.5

2.6

lineares. . . . . . . ... ... ... ...,
Mudanga de coordenadas de

um tensor . . o. ... oo
Produto tensorial de varios espagos vetoriais



SUMARIO

2.7 A Algebra tensorial T(V) . . . . ... ... 76
Algebra Exterior 84
3.1 Aplicagoes multilineares alternadas . . . . . 87
3.2 Determinantes . . . . . ... ... ... ... 95
3.3 Poteéncias exteriores de um espaco vetorial . 103
3.4 Algumas aplicagdes do produto exterior . . . 110
3.5 Formas exteriores . . . . ... ... ... .. 119
3.6 Poténcia exterior de uma aplicagao linear . . 123
3.7 Algebra de Grassmann . . . . .. ... ... 126
3.8 Produtos interiores . . . ... ... ... .. 132
3.9 Observagoes sobre a algebra simétrica . . . . 140
Formas Diferenciais 145
4.1 Variedades diferenciaveis . . . . . . . .. .. 145
4.2  Aplicagoes diferencidveis . . . . . . .. . .. 151
4.3 Subvariedades . . . . .. ... 161
4.4 Campos de tensores sobre variedades . . . . 164
4.5 Variedades riemannianas . . . . . . . .. .. 168
4.6 Diferencial exterior . . . ... .. ... ... 172
4.7 Variedades orientaveis . . . . ... ... .. 180
4.8 Particao diferencidvel da unidade . . . . . . 188
4.9 Integral de uma forma diferencial . . . . . . 198
4.10 Teorema de Stokes . . . .. . ... ... .. 207
Sistemas Diferenciais 226
5.1 O colchete de Lie de 2 campos vetoriais . . . 226
5.2 Relacoes entre colchetes e fluxos . . . . . . . 232

5.3 Sistemas diferenciais . . . . . . . .. .. .. 238



Capitulo 1

Espacos Vetoriais

Faremos, neste capitulo, uma revisao sucinta dos conceitos
basicos da teoria dos espacos vetoriais, com a finalidade
de fixar terminologia e notagoes que usaremos no decorrer
deste curso. Tencionamos ser breve nesta recapitulacao,
ao mesmo tempo em que nos esforcamos para dar ao lei-
tor os conhecimentos de Algebra Linear necessarios a uma
leitura proveitosa destas notas. Para uma exposicao mais
detalhada, o leitor podera consultar o texto de Algebra Li-
near que sera publicado pelo autor, daqui a trinta anos, na
colecao “Matematica Universitaria” do IMPA.

1.1 Nocao de espago vetorial

Chamaremos de escalares os elementos do corpo T dos
numeros reais; assim faremos porque nos interessam apenas
0s espagos vetoriais sobre o corpo dos reais.

Um espago vetorial V é um conjunto de elementos, de-
nominados vetores, satisfazendo aos seguintes axiomas:
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a) A todo par u, v de vetores de V' corresponde um vetor
u + v, chamado soma de u e v de tal maneira que:

1) u+v=wv+u (comutatividade da adi¢ao);
2) u+(v+w) = (u+v)+w (associatividade da adi¢ao);

3) existe em V um vetor 0 (denominado vetor nulo, zero
ou origem) tal que u + 0 = u para todo u em V;

4) a cada vetor u em V corresponde um vetor —u tal
que u + (—u) = 0.

b) A todo par A, u, onde A\ é um escalar e v um vetor em
V' corresponde um vetor A u, chamado produto de \ e u, de
tal maneira que:

1) a(fu) = (af)u (a multiplicagdo por escalar é associ-
ativa);

2) 1-u = u, para todo u em V;

3) Mu+v) = A+ v (distributividade da multiplicacao
por escalar em relagao a soma de vetores);

4) (a+ B)u = au + pu.

Decorrem dos axiomas acima algumas regras formais
de calculo algébrico nos espacos vetoriais, que sao intei-
ramente analogas as regras de operagoes com numeros. A
unica diferenca é que nao se postula a possibilidade de mul-
tiplicar vetores. Daremos alguns exemplos. Outras regras
adicionais serao livremente usadas a seguir.
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Usamos o mesmo simbolo 0 para indicar o escalar nulo
e o vetor nulo em V. Tal pratica nunca originaré confusao.

(i) Seu+w=v+w, entdo u=w.

Com efeito, somando —w a ambos os membros, vem:
() + (—w) = (v+w) + (—w) ou seja, u+ (w+(—w)) =
v+ (w+ (—w)), donde u + 0 = v + 0 e, finalmente, u = v.

Para abolir o pedantismo, nunca usaremos parénteses
em expressoes do tipo (u + v) + w, j4 que o significado
de u + v + w é univoco, em virtude da associatividade.
Analogamente, escreveremos u — v, em vez de u + (—v).

(ii) Para todo v € V, e todo escalar o, tem-se 0-v =0 e
a-0=0.

Em virtude de (i), basta mostrar que 0 -v +v = v e
a-04+a-0=a-0. Em primeiro lugar, temos 0 - v +
v=w+1l-v=(04+1)v=1-v=wv No segundo caso,
a-0+a-0=a(0+0)=a-0, como desejdvamos.

(i) Para todov € V, vale —1-v = —v.

Com efeito, v+ (—1)v=1-v+ (=1)v =1+ (-1))v =
0-v =0. Logo, em vista de (i), temos —1 - v = —v.
= —(aw), para todo es-

— (—
(—1-a)v=—-1:(aw) = —(aw) e
(— )) = (—a)v.

\_/

Segue-se que (—a)v
calar a, pois (— Ju =
(a

a(-v) = a(=1-v) =

@

(iv) Sea-v =0, entdo a =0 ou v = 0.

Com efeito, se fosse o # 0 e v # 0, entdo = (o - v) =
v # 0, logo nao poderia ser « - v = 0, por causa de (ii).
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Exemplos de Espacos Vetoriais

1) Para cada inteiro n > 0, indicaremos com R"™ o con-
junto de todas as n-uplas ordenadas (a!...a") de nimeros
reais.

Dados u = (a!,...,a") ev = (B'...0") em R", defini-
remos a soma u + v e o produto Au, de u por um escalar
A, COmo

u—l—vz(al,ﬁl,...,a”—i—ﬁ”),
M= (Aat, ... Aa™).

Considerando 0 = (0,...,0) € R", temos u + 0 = u
para todo u € R". Pondo —u = (—a!,...,—a™), temos
u+(—u) = 0. Os demais axiomas de um espago vetorial sao
facilmente verificados. R™ é portanto um espaco vetorial.
Quando n = 1, temos R' = R = reta real. Para n = 2,
temos R? = plano numérico. R? é o “espaco numérico
tri-dimensional” da geometria analitica classica.

2) Seja C(X) o conjunto das fungoes reais continuas
f: X — R, definidas em um subconjunto X qualquer da
reta. Definimos a soma de duas fungoes f,g € C(X) e o
produto Af de f € C(X) por um escalar A da maneira
6bvia:

(f +9)(x) = fz) + g(z)
(Af)(x) = A~ f(x).

Deste modo, C'(X) torna-se um espago vetorial, cujo
zero € a funcao identicamente nula.
Para fixar as idéias, podemos imaginar, no exemplo
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acima, X = [0,1] = intervalo fechado unitario. Escreve-
remos entao simplesmente C' em vez de C(]0, 1]).

3) Seja P o conjunto dos polindémios reais p = ag+ait+
-+ a,t"™. Com a soma e o produto por um escalara defi-
nidos da maneira habitual, P torna-se um espaco vetorial.
Do mesmo modo, se fixarmos um inteiro n e considerarmos
apenas o conjunto P, dos polinomios de grau < n, veremos
que P, é ainda um espaco vetorial relativamente as mesmas
operagcoes.

4) Consideremos o plano euclidiano II, da Geometria
Classica. Como se sabe, cada par de pontos A, B € II
determina um segmento de reta, cujas extremidades sao
estes pontos (quando A = B este “segmento” reduz-se ao
proprio ponto A.) Diremos que tal segmento é um seg-
mento orientado quando escolhermos um dos seus extremos
para chama-lo de origem e chamarmos o outro extremo de
fim. Convencionaremos escrever AB para indicar o seg-
mento orientado de origem A e fim B. Se quisemos tomar
B como origem, escreveremos BA.

Diremos que os segmentos orientados AB e CD sao
equipolentes se eles forem “paralelos, de mesmo compri-
mento e de mesmo sentido”, isto é, se AB e C'D sao lados
opostos de um paralelogramo, no qual AC' e BD formam
o outro par de lados opostos.

Escreveremos AB = C'D para indicar que o segmento
orientado AB é equipolente a C'D. Verifica-se que a relagao
AB = CD é reflexiva, simétrica e transitiva. Indicare-

—_—>
mos com AB o conjunto de todos os segmentos orientados

_ — =
equipolentes a AB. Assim AB = CD é o mesmo que
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AB =CD.

—>

Chamaremos o conjunto AB o vetor livre determinado
por A e B. Indicaremos com L o conjunto de todos os
vetores livres do plano II. Dados dois vetores livres u,v €

Lo , e escolhido um ponto arbitrario A € II, pode-se sempre
—_—> —_—>
escrever u = AB, v = AC, com B,C € II univocamente

determinados.
—>
Definimos entao u+v = AD, onde D é o quarto vértice

do paralelogramo que tem A, B, C' como vértices restantes.

Definimos também o produto Au de um escalar A por um
—_—> —_—>
vetor u = AB como o vetor u = AC', onde C' estd sobre

a reta AB, o comprimento AAC| ¢ igual a A\|[AB| e A
estd entre B e C ou nao, conforme A < 0 ou nao. Estas
operacoes fazem de Ly um espago vetorial: o espaco dos
vetores livres do plano.

1.2 Bases de um espaco vetorial

Um sistema de vetores {z1,...,x;} em V é dito linear-
mente dependente se existe uma k-upla (a!, ..., o) de es-
calares nem todos nulos, tais que o'z + -+ + ofx, = 0.
Se a'zy + -+ + afxp, = 0 implica o = 0,i=1,...,k, o
sistema {x1,..., 2} diz-se linearmente independente.

g

Proposicao 1. Um sistema {z1,...,x1}, com k > 2 é
linearmente dependente se, e somente se, existe pelo menos
um vetor x, , h > 2 que € combinacao linear dos vetores
precedentes.
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Demonstracao: Como a suficiéncia é 6bvia, demonstrare-

mos somente a necessidade da condi¢do. Seja (al,. .., aF)
k

uma k-upla de escalares nao todos nulos tais que Z alw; =

" o tltimo o' nao-nulo, entdo oz, = Z —a'r; e

i<h

0e a
i i

Q . o
portanto x, = > —— x;. Agora basta tomar ' = ——-

h
i<h O o
para chegarmos ao resultado desejado.

Um sistema finito {ey,...,e,} de vetores de um espago
vetorial V' diz-se uma base de V' se

1) é linearmente independente e

2) gera V, isto é, todo vetor v € V se exprime como
uma combinacao linear dos elementos do sistema.

Quando existe uma base {eq,...,e,} C V, dizemos que
V' é um espaco vetorial de dimensdo finita. No que se segue,
consideraremos apenas espacos vetoriais reais, de dimensao
finita, exceto quando for feita uma mencao explicita em
contrario.

Proposicao 2. Um sistema de vetores {eq,...,e,} de um
espaco vetorial V' constitur uma base se, e somente se, qual-
quer vetor v do espaco as exprime de maneira Unica como
combinacao linear dos elementos do sistema.

Demonstragao: De fato, se v = > a‘e; e v = > Fle;,
i=1 i=1
n . .
por subtragdo obtemos 0 = > (a' — (")e; e, como o sis-
i=1
tema {eq,...,e,} € linearmente independente, o' — 3* =0
) Y ) )
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i=1,...,n, portanto o’ = 3*. Isso demonstra metade da
proposigao. Reciprocamente, se o sistema {ej,...,e,} de
vetores de V' é tal que todo vetor v € V se exprime, de ma-
neira uUnica, como combinacao linear dos seus elementos,
entao o sistema {ey,...,e,} é linearmente independente e
portanto uma base. Isso resulta do fato de que o vetor 0
se exprime de uma maneira inica como combinacgao linear

dos elementos do sistema {ej,...,e,}. De fato, escrever
n

>~ ate; = 0, é exprimir o vetor 0 como combinagao linear
i=1

Zdos e; . Por outro lado, Oe; + - - - 4+ 0e,, = 0. Pela unicidade
da maneira de exprimir o vetor 0 como combinagao linear
dos e;, obtemos o = 0,3 =1,...,n.

Nossa intencao é definir a dimensdo de um espago ve-
torial, de dimensao finita V', como o nimero de elementos
de uma ase qualquer de V. Para isso devemos estar certos
de que este nimero é o mesmo, qualquer que seja a base
tomada. E o que nos assegura o seguinte

Teorema 1. Duas bases quaisquer do mesmo espaco veto-
rial de dimensdo finita tém o mesmo numero de elementos.

Demonstragao: Seja & = {ey, ..., e, } uma base do espago
vetorial V. Mostraremos que todo conjunto {fi,..., fi}
com um numero m > n de vetores de V' ¢é linearmente de-
pendente e portanto nao pode ser uma base de V. Dai
resultard que duas bases quaisquer de V' possuem o mesmo
nimero de elementos. Procuraremos, portanto, achar es-

m
calares 3%, ..., 3™, nao todos nulos, tais que Y 7 f; = 0.
j=1

n
Como & é uma base, temos f; = > aje;, para cada
i=1
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j = 1,2,...,m. Devemos entdo obter os escalares 3/ de

modo que Y 37 ( 1a§6i) = 0, ou seja,

7=1 1=

i iﬁjaé e; = 0.
j=1

i=1
Como os vetores e; sao linearmente independentes, de-
m
veremos ter ﬁja;- =0,2=1,...,n. Isto é
j=1
il ++a, =0
a%61_|_..._|_a72nﬁm:()

apBl 4+ B =0

Usando a hipdtese m > n, esse sistema de n equagoes

nas m incognitas 3’ possui pelo menos uma soluc¢ao nao
. m

trivial 3], j = 1,...,m. Portanto, Zﬁgfj = 0 sem que
i=1

todos os coeficientes (3] sejam nulos. O

Agora, podemos definir dimensao de um espago vetorial
V', de dimensao finita, como o nimero de elementos de uma
base de V.

Uma demonstracao do Teorema 1, onde nao se usam
resultados de equacgoes lineares, pode ser encontrada nos
livros de Birkhoff-Mac Lane e Halmos citados no inicio
deste capitulo. Colocamos aqui esta demonstragao a fim de
chamar a atencgao do leitor pra a estreita relagao existente
entre os espacos vetoriais de dimensao finita e os sistemas
de equagoes lineares com um numero finito de incégnitas.
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Exemplo 5. O leitor poderd verificar com facilidade que o
sistema {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} cons-
titui uma base do espacgo vetorial do Exemplo 1. Também
o conjunto {1,¢,¢%,...,t"}, formado de polinémios, consti-
tue uma base do espago vetorial P, do Exemplo 3. Essas
bases sao denominadas bases canonicas ou naturais, pois,
como podemos observar, elas se impoem naturalmente a
partir da propria definicao dos espacos R" e P, . Aprovei-
tamos a oportunidade para observar que o espago vetorial
C' do Exemplo 2 nao é de dimensao finita.

1.3 Isomorfimos

Consideremos dois espagos vetoriais V' e W. Uma aplicacao

T:V — W é chamada transformagao linear quando
T(u+v) =T(u)+ T(v) para todo par u,v € V;
T(Au) = AT'(u) para todo escalar A e todo u € V.

Proposicao 3. Seja T:V — W uma transformacao li-
near. Entao:
a) T(0)=0

b) T € biunivoca se, e sé se, T(x) =0 implica x = 0.

Demonstracao: a) Temos que: T(0) = 7(0,0) = 0,
T(0) = 0.

b) Em primeiro lugar, 7" biunivoca e z # 0 implicam
que T'(z) # T(0) = 0. Para a reciproca, se T'(x) = T(y),
segue-se que T'(z —y) =0, donde z —y =0, e z = y.

Exemplos: 6) Tomando V =W = R" a aplicagao T'(z) =
ax, onde a é um escalar, é uma transformagao linear (cha-
mada homotetia de razao a).
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7) A aplicagao m;: R" — R, que ao vetor x € R" asso-
cia sua i-ésima coordenada, é também uma transformagao
linear (chamada i-ésima projecao).

Uma transformacao linear I: V' — W satisfazendo as
condicoes:

1) I(z) =0 implica z = 0;

2) para todo w € W, existe um v € V tal que I(v) = w;
¢ chamada de isomorfismo. Neste caso, V e W sao
ditos isomorfos.

Um isomorfismo I: V — W é portanto uma trans-
formagao linear biunivoca de V' sobre W.

Exemplos: 8) A transformagao linear do Exemplo 6 é
um isomorfismo, desde que tomemos o escalar a nao-nulo,
enquanto a aplicacao m;: R® — R com n > 1, do Exem-
plo 7 nao é um isomorfismo, pois nao é biunivoca, como
facilmente se verifica.

9) Escolhamos uma base no espago L, do Exemplo 4.
Entao, vé-se facilmente que Lo é isomorfo a R?, pela apli-
cacao que a cada u € Ls associa suas coordenadas na base
prefixada em Lo .

Um isomorfismo I entre dois espacos vetoriais preserva
todas as propriedades desses espacos que sao definidas a
partir dos axiomas. Por exemplo, se I: V — W é um

isomorfismo e {ey, ..., e,} é uma base de V', entao o sistema
{fi=1I(er),..., fu=1(en)}
¢ uma base de W. Com efeito, o sistema {f1,..., f,} é li-

nearmente independente pois, se ay f1 + -+ a,f, =0, ou
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seja o I(e1)+-- -+ I(e,) = 0, pela linearidade de 1, ob-
temos I(aje;+- - -+ ape,) = 0. Como I é um isomorfismo,
I(ane; + -+ + ape,) = 0 implica ajeq + -+ + aye, = 0;
logo a; = 0, pois {ey,...,e,} é uma base. Dado w € W,
como I é um isomorfismo, existe um

n
=3
i=1

pertencente a V' tal que I(v) = W, isto é,

n

w=1Iv)=1 (Zﬁ%z) = Zﬁil(ei) = Zﬁzfz,

i=1

w se escreve, portanto, como combinacgao linear dos ele-
mentos do sistema {f1,..., f,} e nossa afirmacao estéd to-
talmente demonstrada.

Proposicao 4. Sejam V e W espacos vetoriais de mesma
dimensao n e A:' V. — W uma transformacao linear. As
sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) A é um isomorfismo;
i) A é biunivoca;
iii) A € sobre W.
Demonstracdo: E evidente que i) implica ii). Mostremos
que ii) implica iii). Suponhamos, por absurdo, que exista
um vetor w € W que nao seja da forma w = A(v) com

v € V. Entao, se £ = {ey,...,e,} é umabase de V, wnao é
combinagao linear dos vetores f; = A(ey),..., fn = Alen),
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pois w = ¥ 3" f; implicaria w = A(v), com v = ¥ F%e; . Ora,
a biunivocidade de A acarreta imediatamente que os f; sao
linearmente independentes e portanto, pela Proposicao 1,
{fi,---, fn,w} é um sistema de n + 1 vetores linearmente
independentes no espago W, que tem dimensao n. Isto
contraria a demonstragao do Teorema 1. Logo A é sobre
W. De maneira semelhante, mostra-se que iii) implica ii).
Como i) é a reuniao de ii) e iii), segue-se que i), ii) e iii)
sao equivalentes.

Convém observar que este teorema sé é valido se V
e W tém mesma dimensao. As projecoes constituem um
exemplo de aplicagoes sobre que nao sao biunivocas. A
imersao de uma reta no plano mostra uma aplicacao linear
biunivoca que nao é sobre.

Mostraremos agora que dois espacos vetoriais de mesma
dimensao sao isomorfos. Como o composto de dois iso-
morfismos ainda é um isomorfismo, ¢é suficiente provar o
seguinte

Teorema 2. Todo espaco vetorial V' de dimensao n € iso-
morfo ao R™.

Demonstracao: Seja {ej,...,e,} uma base de V. De-
n
finamos uma aplicagdo I que ao vetor v = Y a'e; de V
i=1
associa a n-upla (a',...,a") de R". Esta aplicacao estd
bem definida, pois v se exprime de maneira tnica como
combinacao linear dos e;, e estabelece o isomorfismo dese-
jado, como facilmente se verifica.
Como dois espagos vetoriais isomorfos nao podem ser
distinguidos por nenhuma propriedade definida a partir dos
axiomas, o teorema acima parece indicar que basta estudar
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os espacos vetoriais R". Tal porém nao é o caso. Dado
um espaco vetorial abstrato V', de dimensao n, os varios
isomorfismos entre V' e R" dependem da escolha de bases
em V. Se a escolha de uma base £ define, como no teorema
acima, um isomorfismo I de V em R", que leva um certo
vetor v € V em I(v) = (a',...,a"), entao a escolha de
outra base F define um novo isomorfismo J tal que J(v) =
(B, ..., ") onde os 3* podem ser distintos dos a. Assim,
nao é permitido identificar V' com R", pois dado um vetor
v € V nao se pode saber exatamente a n-upla que a ele
corresponde, ja que nenhuma base de V se destaca das
demais para a definicao do isomorfiswmo em questao.

Diremos que um isomorfismo I de V em W é canonico
se a definicao de I nao envolve escolhas arbitrarias. Por
exemplo, o isomorfismo entre V' e R" definido no teorema
anterior nao é canonico, pois depende da escolha de uma
base. Apresentaremos a seguir um exemplo de isomorfismo
canonico.

Exemplo 10. O conjunto C dos nimeros complexos cons-
titui um espaco vetorial com as operagoes de soma e pro-
duto por um nimero real. A aplicacao I: C — R? que ao
complexo a + bi associa o par (a,b) € R?* é um isomorfismo
canonico. Assim, podemos dizer que um ntmero complexo
pode ser pensado como um par de nimero reais.

Estudaremos adiante um outro exemplo importante de
espacos isomorfos canonicamente a saber: um espaco veto-
rial de dimensao finita V' com o seu “bi-dual” = V**.
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1.4 Mudancas de coordenadas

Vejamos, agor, qual a relacao que existe entre as coordena-
das de um vetor relativamente a uma base e as coordenadas
do mesmo vetor relativamente a outra base.

Sejam & = {ey,...,en} ¢ F = {f1,..., fn} duas ba-
ses de um espaco vetorial V. Exprimindo os f; com com-
binacao linear dos e; , obtemos

fj=ZA;iei, j=1,...,n.

O quadro formado pelos n? nimeros )\;-, ,7=1,...,n,
de acordo com o arranjo abaixo indicado, é o que se chama

uma matriz.

AL
A2 a2
ATAD LA

Note-se que )\;- estd na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

Nestas notas, adotaremos sistematicamente a seguinte
convencao sobre as maneiras de escrever uma matriz: quan-
do a matriz A = ()\3) tiver seus elementos com um indice
inferior e outro superior, o indice superior indicara sempre
a linha e o inferior a coluna em que se encontra o elemento
)\2 Quando, porém, tivermos que escrever uma matriz
A = (\;;) com dois indices inferiores, ou A = (A¥) com
indices superiores, o primeiro indice dird a linha e o segundo
indice dird a coluna em que se encontra o elemento \;; (ou

N,
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Mais exatamente, A é chamada a matriz de passagem
da base & para a base F.

Tomemos um vetor v € V e exprimamo-lo sucessiva-
mente como combinac¢ao linear dos e; e dos f;:

v:Zaiei, v:Zﬁjfj.

Na segunda dessas igualdades, substituamos f; pelo seu
valor f; =3 A\ e;, obtendo
i

v = E o g Asei | = g g A B ) e
J i J J
Como v se exprime de maneira tnica como combi-

nagao linear dos e;, comparando v = > a’e; com v =
5

Y )\é- 3 | e; , podemos escrever:
J

i
i ipi
Oz—g NG, i=1,,n
J

Esta é a relacao entre as coordenadas o', de v na base &,
e as coordenadas (3, do mesmo vetor v na base F. Note-se
que a matriz A\, de passagem de &£ para F da a passagem
das coordenadas de v na base F para as coordenadas rela-
tivamente a £. Houve uma inversao de sentido, por isso,
os vetores de um espaco V' sao, as vezes, chamadas vetores
contravariantes.

Em algumas situagoes, a nocao de base, ou referencial,
precede a de vetor. Quando isso se da, os vetores sao
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definidos a partir dos referenciais, de tal maneira que as
suas coordenadas nos diversos referenciais satisfacam a “lei
de transformagao de coordenadas” expressa pela férmula
acima. Daremos, no Capitulo 4, um exemplo de uma si-
tuagao concreta em que este fenomeno ocorre.

1.5 Espaco Dual

Uma fungao f: V — R, com valores escalares, definida
num espaco vetorial V| satisfazendo as condicoes

flut+v)=f(u)+ flv) vveV
flau) = af(u) u €V e« escalar,

¢ denominada funcional linear ou forma linear sobre o
espaco vetorial V. Chamaremos de V* o conjunto dos fun-
cionais lineares sobre o espaco vetorial V. E f4cil verificar
que se f,g € V* e a é um escalar, entao f +¢g € V*,
af € V*, onde

(f +9)(u) = f(u) + g(u),
(af)(u) = afIu).

Com estas operacoes, V* constitui um espacgo vetorial
denominado espac¢o dual de V. Da mesma maneira que os
elementos de um espaco vetorial V' sao chamados vetores
contravariantes, os elementos de V* sao chamados vetores
covariantes.

Seja & = {ey,...,e,} uma base do espago vetorial V.
Um funcional linear f € V* fica determinado quando co-
nhecemos os n nimeros:

fler) =aig, ..., flen) = ay.
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De fato, se v =>_ £'e; entdo

fo) =f (X ge) =Y €fe) =3 ¢a.

Por outro lado, dada uma base € = {ey,...,e,} de V|
uma n-upla arbitraria de nimeros (as, ..., a,) determina
um funcional linear f a saber: o funcional definido por

f) =) €

onde os &' sao as coordenadas do vetor v na base £.

A cada base £ = {ey,...,e,} do espago vetorial V,
corresponde uma base £* = {e!,...,e"} do espago vetorial
V*, chamada base dual de £, assim definida: sev =Y E'e;
entao

e'(v) = &, i=1,...,n,

isto é, e’ é o funcional linear que ao vetor v associa a sua
1-ésima coordenada na base £. Devemos demonstrar que
E* ¢, de fato, uma base. O sistema £* = {e!,... e"} é
linearmente independe, pois >_ \; ¢’ = 0 significa

(Z i ei> (v) = Z Aie'(v) =0

qualquer que seja o vetor v € V. Fazendo sucessivamente
v=ej,j=1,...,n,0obtemos > \ie'(e;) =0,7=1,...,n,
i

; 1 se 1=3
6(63‘)2{

€ COImo

0 se i#£j

a soma do primeiro membro se reduz a A; , portanto \; = 0,
7 = 1,...,n. Por outro lado, todo funcional linear f é
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combinagao linear dos elementos de £*, pois de f(v) =
(5 €e) = X € fler), como € = i(v), obtemos f(v) =
S aiet(v) = (O aiel) (v), (fazendo f(e;) = ;). Isto é,

f=>" a;e', o que demonstra totalmente nossa afirmagao.

Exemplo 11. Sejam A um aberto do R™ e f uma fungao
real, diferenciavel, definida em A. A maneira mais conve-
niente de definir a diferencial de f em um ponto p € A é
como um funcional linear sobre o espago vetorial R". E o
que faremos a seguir.

A derivada %(p) da funcao f, no ponto p, relativamente
a um vetor v € R" é definida por

o S@ 1) — f(p)

t—0 t
Se v = (a,...,a"), demonstra-se facilmente, usando a
regra de derivacao das fungoes compostas, que

of of

5,P) = o (p) .

Usando-se esta tultima expressao, ¢ facil verificar que %(p)

goza das seguintes propriedades:

of _of of n
m(ﬁ) = %(P) + %(P% v,w € R",

of of
o) P =250

1)

2) (p), v € R"e \escalar.

Assim, dados p e f, a aplicagdo v — %(p), de R" em R
¢ um funcional linear. Esta é, por definicao, a diferencial
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de f no ponto p, a qual se indica com df,,. Desta maneira,

df,, aplicada no vetor v = (a!,...,a™) assume o valor
of of P e
50 o (p)a', istoé,
of
dfp(v) - - 81’7’ a.

Como sabemos, o espago R" possui uma base canonica,
formada pelos vetores 61:(1, 0,...,0)...,e,=(0,...,0,1).
As fungoes coordenadas x': A — R, que associam a cada
ponto g € A sua i-ésima coordenada z'(q), fornecem as di-

renciais dx*, ..., dx", uais, no ponto , S0, COMO
ferenciais dz? dx", as quais, no top € A, sdo, ¢
j& vimos, funcionais lineares dz? € (R")*. Afirmamos que
dzl,... dz", é a base dual da base canodnica {ey,...,e,}.
Com efeito, se v = (al,...,a™), vem que
, orl .
dx](v): $0/, ]:1,...,71.
x
i
Como
. se 1=
ox?
oxt ’
0 se 1#]
obtemos dz’(v) = o/, portanto {dz', ..., dz"} constitui a
base dual da base {ey, ..., e,} como queriamos demonstrar.

A expressao conhecida

0

df,
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que exprime a diferencial de uma funcao f como com-
binacao linear dos dx?, pode ser obtida substituindo-se em

df,(v) = 3 2L(p) o, o pelo seu valor dz'(v), i = 1,...,n.

De fato, assim procedendo, obtemos

3 of i
x
para todo vetor v € R", o que significa

0 )
=Y oL

Como a base £ e sua dual £* tém o mesmo nimero de
elementos, a dimensao do espago dual de um espaco vetorial
V' éigual a dimensao de V', portanto V' e V* sao isomorfos.
Se & ={e1,...,ent e E¥={el,... e"} é abase dual de &,
a aplicagao Te: V — V* que ao vetor v = > a'e; associa
o funcional Te(v) = > o’ e’ é um isomorfismo que depende
da base {e1,...,e,}, pois se tomdssemos uma outra base
F=A{f1,..., fn} aaplicacdo Tr: V — V* definida de ma-
neira analoga a T seria também um isomorfismo mas nao
necessariamente o mesmo. Nao nos é sempre possivel cons-
truir um isomorfismo canonico entre V' e V* e portanto nao
devemos identifica-los. Entretanto, é admissivel identificar
V' com (V*)*, como mostraremos agora.

Escreveremos V**, em vez de (V*)*, para indicar o
espaco dual de V*.

Teorema 3. Fuxiste um isomorfismo canonico I entre

VeVr.

Demonstragao: Definimos uma transformagcao linear [
assim: se v € V, I(v) é o funcional que a cada ¢ € V*
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associa o escalar ¢(v), isto é, I(v)(¢) = ¢(v). A aplicagao
I é biunivoca, isto é, I(v) = 0 implica v = 0. De fato,
I(v) = 0 significa que I(v)(¢) = ¢(v) = 0 qualquer que
seja p € V*. Seja & = {ey,...,e,} uma base de V, e
suponhamos que v = Y a'e;. Entao

p(v) =Y a'p(e) =0

qualquer que seja ¢ € V*. Considerando a base dual

E* ={e',... e"} e tomando sucessivamente p = ¢!, ¢ =
2 __.n
e, ..., =e" obteremos

a'=0,0>=0,...,0" =0,

donde v = 0. Como V e V** tém a mesma dimensao segue-
se, da Proposicao 4, que I é um isomorfismo. O leitor
podera observar facilmente que a definicao de I nao envolve
nenhuma escolha arbitraria, portanto I é um isomorfismo
canonico.

Observagao: Somente para espacos de dimensao finita
existe o isomorfismo V' & V**. Isto se exprime dizendo que
tais espacos sao reflexivos. Quando a dimensao de V' ¢é infi-
nita, dada uma base £ = {e,} de V', o conjunto £* = {e},
definido de modo analogo ao do texto, é formado por fun-
cionais e® linearmente independentes, mas nunca gera V*,
logo ndao é uma base de V*. Assim, a aplicacao linear
I:V — V* é sempre biunivoca mas nao é sobre V**, a
menos que dim V seja finita. Somente os espagos de di-
mensao finita gozam da propriedade de reflexividade. O
leitor podera encontrar, em Analise Funcional, a afirmacao
de que certos espacos de dimensao infinita sao reflexivos,
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mas ¢ bom ter em mente que ali tais espagos possuem to-
pologia, e os funcionais lineares considerados sao apenas os
continuos. No caso puramente algébrico (tinico que estuda-
mos aqui), o nimero cardinal de uma base de V**, quando

infinito, é sempre maior do que o nimero cardinal de uma
base de V, isto é, dim V** > dim V.

1.6 Subespacos

Um subconjunto W de um espago vetorial V' chama-se su-

bespaco vetorial de V' quando goza das seguintes proprie-
dades:

1) sewu,ve W, entdou+veW;
2) seu € W e\ éum escalar, entao A\u € W.

Proposicao 5. A intersecao W = NV; de uma familia
qualquer de subespacos V; C V € ainda um subespaco
de V.

Demonstracao: Sejam u,v € W; entao, u,v € V;, para
todo 7, e por conseguinte u + v € V;, para todo i. Assim,
u+v € W. A demonstragao de que \u € W, X escalar e
u € W, é andloga.

Dado um conjunto qualquer X, de vetores de um espaco
vetorial V', consideremos a intersecao W = NV, de todos os
subespacos de V' que contém esse conjunto. O subespaco
W C V é denominado o subespaco gerado pelo conjunto X.

Proposigao 6. Seja X um conjunto qualquer de vetores de
um espago vetorial V. O conjunto de todos os vetores obti-
dos combinando linearmente os valores de X € o subespago
de V' gerado por X.
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Exemplo 12. Se ¢: V — R é um funcional linear, entao
©1(0) é um subespago de V. De fato, se u,v € p~1(0),
entao p(u) = p(v) = 0, portanto p(u+v) = p(u) +p(v) =
0 e plau) = ap(u) = 0, onde a é um escalar, ou seja,
u+veau € p (0), o que demonstra nossa afirmacao. No
caso em que ¢ = 0, isto é, ¢ é o funcional identicamente
nulo, ¢ claro que p~1(0) = V. Se ¢ # 0, entao o subespaco
©~1(0) chama-se um hiperplano do espago vetorial V. De-
monstraremos adiante que quando dimV = ne ¢ # 0
entdao dim ¢~ 1(0) = n — 1, o que justifica a denominacao
de hiperplano. Aqui, nos limitaremos a exprimir em coor-
denadas o subespaco ¢ '(0). Tomemos {ei,...,e,} uma
base de V; aplicando ¢ av =Y_ £'e; e fazendo p(e;) = a;
obtemos p(v) =Y a; £ onde pelo menos um dos a; nao é
nulo, pois ¢ # 0. Assim, podemos escrever

v 1(0) = {U:Zfiei; Z aifizo}a

ou seja, ¢ (0) é o conjunto dos vetores v = (&!,...,&")
que satisfazem a equacgao

&+, =0.

Mais geralmente, se T: V' — W é uma transformacao
linear, entao 771(0) é um subespago de V (ntcleo de T') e
T(V) ¢ um subespago de W (imagem de T').

A nogao de subespago vetorial nos fornece uma nova
razao para nao nos restringirmos a considerar os espaco R"
como Unicos espacos vetoriais. Com efeito, um subespaco
k-dimensional do R"™ nao é, necessariamente, um espaco
RF. (Por exemplo, uma reta passando pela origem em R
nao é o conjunto dos nimeros reais e sim um conjunto de
pares de ntiimeros reais.)
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1.7 Espacos Euclidianos

Um produto interno num espaco vetorial V' é uma corres-
pondéncia que a cada par u, v de vetores de V' associa um
escalar u - v, satisfazendo as seguintes condigoes:

1) w-
2) (u
3) (A
4)

v=0-u;
+ov) - w=u-w+v-w;
u)-v=Au-v);
u-u>0; uwu-u>0seu#0

(Onde u,v,w € V e X é um escalar.)

Um espago vetorial euclidiano é um par (V, -), isto é,
um espaco vetorial munido de um produto interno. Dado
um vetor u num espaco vetorial euclidano V', denominare-
mos norma de u, e indicaremos com |ul, o escalar /u - u
(aqui s6 é considerado o valor positivo da raiz).

Exemplos: 13) Os exemplos mais conhecidos de espagos
vetoriais euclidianos sao os R com o produto interno u-v =

S alfondeu=(al,...;a") ev=(5...,0").

14) Dado um espago vetorial V| podemos torné-lo eu-
clidiano de uma infinidade de maneiras distintas, uma das
quais é a seguinte: fixamos primeiro uma base {es,...,e,}
de Ve seu=> a‘eev=> Be, definimos u-v =
>~ a'B'. Isto mostra que, num certo sentido, a classe dos
espacos vetoriais euclidianos nao constitui uma classe mais
restrita que a classe dos espacgos gerais.

Num espago vetorial euclidiano V', dois vetores u, v
dizem-se ortogonais quando u-v = 0. Se uy,...,u € V sao
vetores dois a dois ortogonais (isto é, u;-u; = 0 para i # j)
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e nao-nulos, entdao o conjunto {uy,...,u;} ¢é linearmente
independente. Com efeito, se fosse

Zaiui:O

entao, tomando um u; fixo qualquer, terfamos

Zo/ui Za cug) = ol | ugl?.
i

Como u; # 0, segue-se que o = 0. Assim todos os coefi-
cientes da combinagao linear ) «o'u; sdo nulos e os u; sdo
linearmente independentes.

Proposicao 7. Em um espaco vetorial euclidiano V', de
dimensdo n, todo conjunto {uy,...,u,} de n vetores nao
nulos, dois a dois ortogonais em V', € uma base de V.

Uma base £ = {ey,...,e,} de um espago vetorial eucli-
diano chama-se ortonormal se

0 quando i #j
e e =
! 1 quando =7

isto é, uma base é ortonormal quando é formada por vetores
unitéarios e dois a dois ortogonais.

Em relacao a uma base ortonormal {eq,...,e,} de um
espaco vetorial V', o produto escalar de dois valores u =
S ale; e v =) Fe; toma uma forma particularmente
simples:

w = (Z O/Gi> : (Z ﬁj€j> = ;aiﬁj(ei'ej) =) a'p
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pois
; 0 se i#]
€= .
1 se 1=y

Veremos a seguir que toda base pode ser ortonorma-
lizada, portanto em todo espaco euclidiano V' existe uma
base em que o produto interno é expresso da maneira
acima: u-v =Y o'F’. No entanto, as vezes somos forcados
a trabalhar com bases nao-ortonormais. Neste caso, o pro-
duto interno de u e v é dado por

u-v:E gij o' onde g;;=e¢;-€;.

.3

O processo de ortonormaliza¢ao de uma base { f1, ..., fn}
a que nos referimos acima, consiste essencialmente no se-
guinte: como f; # 0 escreveremos e; = |;:—1|; supondo que

tivéssemos definido {eq, es, ..., e, 1} definimos

fe =2 (fu-ei)es

i<k

T S (e eed

1<k

€k

Por indugao, verifica-se facilmente que {ey,...,e,} é
uma base ortonormal.

Teorema 4. Se V é um espaco vetorial euclidiano, existe
um isomorfismo canonico J entre V e o seu dual V*.

Demonstragao: Definamos uma aplicagao J: V — V*
que, ao vetor v € V| associa o funcional linear J(v) € V*
definido por J(v)(u) = w-v. Por ser o produto interno
linear em u, J(v) é de fato um funcional linear; por ser o
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produto interno linear em v, J é uma transformacao linear.
Como V e V* sao espacos de mesma dimensao, teremos
demonstrado o isomorfismo quando demonstrarmos que a
aplicagao J é biunivoca. Se u # 0 entao J(u)(u) = u -
u # 0, portanto J(u) nao é identicamente nulo, pois existe
um vetor u € V tal que J(u)(u) # 0. Isso demonstra
a biunivocidade de .J. Evidentemente, a definicao de J
nao depende de uma base ou de qualquer outra escolha
arbitraria em V', por isso J é um isomorfismo canonico.

Em virtude deste teorema, nao ha grande interesse em
se considerar o dual de um espago vetorial euclidiano.
Quando V' é um espaco vetorial euclidiano, pode-se sem-
pre substituir um funcional linear f € V* pelo vetor u =
J7Y(f) € V. O resultado f(v) da operagao de f sobre um
vetor v € V ficard substituido pelo produto interno w - v;
por isso é que, no calculo vetorial classico, onde o tnico
espaco vetorial considerado é o espaco euclidiano R"™, nao
intervém explicitamente a nogao de funcional linear. Por
isso também ¢ que, em espacos com produto interno, pode-
se deixar de fazer distingao entre vetores covariantes e con-
travariantes.

Consideremos um espaco vetorial euclidiano V' e uma

base & = {ey,...,e,} de V. Determinaremos em seguida
as coordenadas «; do funcional J(v) relativamente a base
dual &* = {e!,...,e"} em fungao das coordenadas o' de

v € V relativamente & base £.

Ja sabemos que a i-ésima coordenada de um funcional
linear relativamente a base dual £* é obtida aplicando o
funcional no i-ésimo vetor da base &; assim «; = J(v)e;,

i=1,...,n. Mas, de J(v)(e;) =e;-v=1¢e;->. al(e; - e;),
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segue-se que

— J _
o = E gij o onde g =¢€;-¢€;.
J

A passagem das coordenadas o’ para as coordenadas
«;, de acordo com a expressao acima, é conhecida como
operacao de baizar indice. Este sistema pode ser resolvido
de maneira a nos permitir passar das «; para as a'. E
a operacao de subir indice. A fim de obter a expressao
explicita das coordenadas o' em termos das ¢, conside-
raremos a matriz (¢), inversa da matriz (g;;). (Vide §9,
adiante.)

Obtemos entao:

o = g 97 ;.
J

Quando a base £ é ortonormal, obtemos a; = a.

Ou seja, neste caso, o funcional J(v), expresso na base
E*, tem mesmas coordenadas que o vetor v, expresso na
base £.

Como exemplo de aplicagao do isomorfismo J, temos
o gradiente de uma funcgao real, diferencidvel, f: A — R,
definida em um aberto A do R™. Dado um ponto p € A,
sabemos que a diferencial de f no ponto p é o funcional
linear df, € (R™)* tal que df,(v) = %(p) para todo vetor
v € R". O gradiente de f (no ponto p) serd agora definido
como o vetor Vf(p) € R™ que corresponde a df,, pelo iso-
morfismo canodnico J: R" — (R")* (induzido pelo produto
interno natural do R"). Assim:

Vip) = J_l(dfp)-
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Portanto, o gradiente V f(p) fica caracterizado pela pro-
priedade de ser

v-Vf(p) = df,(v), para todo vetor v € R".

Como a base canonica £ = {ey,...,e,} do espago R™ é
ortonormal, as componentes do vetor V f(p) relativamente
a esta base sao as mesmas do funcional df, = J(Vf(p))
relativamente & base dual £&* = {dz',... dz"}. Assim,
as componentes do gradiente V f(p) com respeito a base
ortonormal £ sao os nimeros

{%(p),.-waaé(p)}.

Convém salientar que, em muitos problemas de Analise
e de Geometria, é conveniente tomar bases nao-ortonormais
no espago R". Quando se procede assim, as coordenadas
do vetor gradiente nao tém uma expressao tao simples e
concisa, de modo que a definicao de V f que demos acima se
torna mais comoda, por ser intrinseca, isto é, independente
de sistemas de coordenadas.

Tomemos um espaco vetorial euclidiano V. Sejam & =
{e1,...,e,} uma base de V e v = Y a’e; um vetor de
V. Os escalares o', ..., a" sao denominados componentes
contravariantes do vetor v relativamente a base £, ao passo
que os escalares a; = e;-v sao chamados componentes cova-
riantes de v. Se £ é uma base ortonormal, as componentes
covariantes de um vetor coincidem com suas componentes
contravariantes. De fato:

- — i — @ N
aj=e; - v=¢; - E a'e; *E a'(ej-e)=a’, j=1,...,n.
i i
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As componentes covariantes de v podem ser obtidas
aplicando o funcional J(v) aos elementos de &: J(v)(e;) =
e;-v = «; . Mas, aplicando o funcional J(v) a base £, obte-
mos, como ja vimos, as componentes (contravariantes) de
J(v) na base £*. Desta maneira, as componentes contra-
variantes de J(v) na base £* coincidem com as covariantes
de v na base £. Note-se que este resultado, ao contrario do
precedente, nao exige que a base tomada seja ortonormal.

O leitor deve ter percebido que empregamos sistemati-
camente as seguintes convencoes de indice, como uma con-
cessao ao método classico de expor o calculo tensorial:

Em toda sequéncia vy, vs,vs,... de vetores (“contra-
variantes”) os indices sdo colocados em baixo da letra,
enquanto que os indices das coordenadas (contravarianes)
€. . €" de um vetor v = Y E'e; sao sempre superiores.
Por outro lado, uma sequéncia f!, f2,... de funcionais li-
neares (“vetores covariantes”) tem indices superiores, mas
as coordenadas «r,...,q, de um funcional f = > a;f*
sao dotadas de indices inferiores. Isto faz com que, num so-
matorio, um indice segundo o qual se soma (“indice mudo”)
aparega sempre superiormente e inferiormente. (Mais pre-
ciso seria dizer quase sempre: nos espacos euclidianos, a
distingao entre indice superior e indice inferior desaparece.)

Entretanto, nao adotaremos a chamada “convencao de
Einstein”, que consiste em indicar as somas do tipo > a'f3;
por a!f3;. Tal convencao nao ¢ auto-consistente e, numa
apresentacao intrinseca do calculo tensorial, ela é inteira-
mente dispensavel.
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1.8 Soma direta e produto carte-
siano
Sabemos que, dados dois conjuntos quaisquer X e Y, o seu

produto cartesiano X x Y é o conjunto de todos os pares
ordenados (z,y), onde x percorre X e y percorre Y. Assim:

X xY =A{(z,y);re X,y Y}

Analogamente, dados dois espagos vetoriais V' e W defi-
nimos o seu produto cartesiano V' x W, considerando-os
como conjunto que sao. Acontece, porém, que nao ficamos
aqui, pois podemos introduzir em V' x W uma estrutura de
espaco vetorial definindo ai as operagoes

(v,w) + (VW) = (v + v, w+w)
Av,w) = (A, \w)

onde v, v € V, w, w' € W e XA é um escalar. Continuamos
chamando este espago vetorial de produto cartesiano de V
por W.

Proposicao 8. Se & = {ey,...,e,} e F={f1,..., f,} sao
bases de Ve W respectivamente, entao €+ F={(e1,0),...,
(€n,0),(0, f1),...,(0, fp)} € uma base de V- x W.

Demonstracao: De fato,

@1(61,0) + -+ &n(enao) + 61(07 fl) +oe Bp(omfp) =0
significa

aje; + -+ ope, + 104+ 4+ 5,0=0
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a0+ +a,0+Bifi+---+Bpfp, =0.

Como os e; e os f; sao linearmente independentes temos
a; =0 e B; = 0. Portanto £ +F ¢ um sistema linearmente
independente. Por outro lado, se z € V x W, entao z =
(v,w), onde v € V e w € W; assim,

z=(v,w) = (Z Oéieiaz 5ij> =
— Z o (e;,0) + Z (0, £5),

portanto todo z € V X W se exprime como combinagao
linear dos elementos de £ + F. Do exposto, concluimos
que dim(V x W) = dimV 4+ dim W, isto é, a dimensao
do produto cartesiano é igual a soma das dimensoes dos
fatores.

Consideremos, agora, dois subespacos V de W de um
espaco vetorial Z. Dizemos que Z é a soma direta de V' e
W e escrevemos Z =V & W quando

1) todo vetor z € Z se exprime como soma de um vetor
v €V com um vetor w € W isto é z = v 4+ w;

2) esta maneira de exprimir z é tnica. isto é, se z =
v+w=v+w,comuv,veVeww €W entaov=1"e
w=w.

Esta segunda condic¢ao, em presenga de 1), equivale a
dizer

2) VAW = {0}.

De fato, (2) implica (2’) pois se z € VN W, z pensado
como elemento de Z se exprime de duas maneiras x = z+0,
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reV,0eWexz=04+2,0€V ex e W;supondo que
(2) é satisfeita, segue-se que = = 0. Para mostrar que (2’)
implica (2), suponhamos que (2) nao seja satisfeita, isto é,
existe um vetor z € Z que se exprime de duas maneiras
distintas

z=v+4+w e z=0v+u

onde v, v € V, w, w' € W, mas, digamos, tem-se v # v'.
De v +w = v + w' obtemos v — v = w’ — w o que mostra
que v — v, além de pertencer a V, pertence também a W,
portanto v — v € V. N W. Por outro lado, como v # v/,
v —v" é nao-nulo. Isto demonstra a implicacao desejada.

Se Z =V @& W, entao existe um isomorfismo canonico
T: 7 —V x W, assim definido:

T(z) = (v,w)

onde z € Z é o vetor que se exprime, de modo 1nico, como
z=v+w,v eV, weW. Deixamos ao leitor o encargo
de mostrar que 71" é, de fato, um isomorfismo. Como a
dimensao é invariante por isomorfismos, concluimos que,
se Z =V ®&W entao dimZ = dimV + dim W porque,
como ja vimos, dim(V x W) = dim V' + dim W.

Um produto cartesiano V' x W se decompoe como soma
direta dos subespagos V' = {(v,0) € V. x W;v € V} e
W' ={(0,w) € V x W;w € W}. De fato,

1) sex e VW, z=(v,w)entdo z = (v,0) + (0,w);
2) sex € V'NW', por um lado z = (v,0) e por outro
x = (0,w), logo = = (0,0).

E facil verificar que as aplicacoes V! — Ve W/ — W
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definidas por
(v,0) = v

(0,w) = w

constituem isomorfismos. Concluimos que um produto car-
tesiano V' x W se decompde como soma direta de sub-
espagcos isomorfos canonicamente a V' e a W.

Definimos, aqui, somente o produto cartesiano de dois
espacos; no entanto, de maneira analoga, podemos definir
o produto cartesiano de n espacos. O mesmo se da com a
soma direta, a qual foi definida para o caso de dois sub-
espacos. Neste caso, devemos fazer uma nova formulagao
da condigao (2’). Sendo Vi,...,V, os subespacos em que
um certo espago Z se decompoe, é a seguinte a reformulagao

de (27):

27) A intersecgao do subespago V; (i = 1,...,n) com
o subespago gerado pelos outros subespacos V;, j # 1, se
reduz ao vetor zero.

J& vimos que se ¢: V — R é um funcional linear,
¢©~1(0) é um subespaco do espago vetorial V. Agora, como
aplicacao do conceito de soma direta, demonstraremos a
seguinte

Proposicao 9. Seja dimV =n e 0 # ¢ € V*. Entao,
dimp~1(0) =n — 1.

Demonstragao: Como ¢, por hipdtese, é um funcional
nao identicamente nulo, existe um vetor u € V tal que
©(u) # 0. Consideremos o subespago U = {Au; A\ € R},
cuja dimensao é evidentemente 1. Vamos mostrar que V' =
U @ p~1(0). Com efeito,
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1) todo v € V pode ser escrito como

U:*"(“Ww(v_ﬂ.u).

o(u)

Eclaroque%-ueUecomogp[v—%-u] = 0, segue-

_ e
o(u)
pode ser escrito como soma de um elemento de U com um

elemento de ¢~1(0).

se que [U u] € ¢ 1(0). Concluimos que todo v € V

2) Sewv € UNy(0) entao, v = Au por v pertencer
a U e p(v) = 0 por v pertencer a ¢~ '(0), portanto 0 =
o(v) = p(Au) = Ap(u) e como p(u) # 0 temos A = 0, logo
v=MAu=0-u=0. Isso demonstra que V = U & ¢~ (0).
Portanto dimV = dimU + dim¢~1(0). Como dimV =
n e dimU = 1, segue-se que dimgp~1(0) = n — 1, como
queriamos demonstrar.

1.9 Relacao entre transformacoes
lineares e matrizes

Sejam E={ey,...,e,} e F={f1,..., fp} bases dos espagos
vetoriais V' e W respectivamente. Uma transformagao li-
near A: V. — W fica determinada quando conhecemos
pn escalares, que formam o que chamamos a matriz o =
[A; €, F] da transformacao A relativamente as bases & e
F. Obtemos estes pn escalares assim: aplicamos a trans-
formagao A aos elementos da base £ e obtemos elementos
do espaco vetorial W que, portanto, sao combinacoes line-
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ares dos elementos de F:
A(ej) = Za;fl )

As coordenadas ozj- dos elementos A(e;) sao os pn escalares
formadores da matriz a:

S

D D
;... O

Se v =3 {e;, entao as coordenadas 7' de A(v) rela-
tivametne a base F sao os escalares ) aj¢?, isto &,
k

j=1...,n
=) aie,
Y 1=1,...,p
De fato,
Aw) =) g Ale)=> ¢ (Z a;ifi) =Y (Z aéfj) fi,

o que demonstra nossa afirmacao. Como as coordenadas
de A(v) na base F dependem somente das coordenadas

de v, &, e da matriz a = (o) esta, de fato, determina a

J
transformagao A. Os elementos da matriz a = [A4; &, F]
sao, por assim dizer, as “coordenadas” da transformagao

linear A relativamente as bases £ ¢ F.
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O conjunto L(V, W) de todas as transformagoes lineares
de V em W constitui, de modo natural, um espaco vetorial
de dimensao np, se n e p forem as dimensoes de V e de W
respectivamente. Sao as seguintes as operagoes que fazem
de L(V,W) um espago vetorial:

(A+B)(v) =A(v)+ Bv) veV
(AA)(v) = X+ A(v) v eV e \escalar.

Por outro lado, o conjunto M (p x n) das matrizes reais
de p linhas e n colunas constitui também um espago ve-
torial de dimensao np, onde a soma e o produto por um
escalar sao as operacoes conhecidas. Toda vez que fazemos
uma escolha de bases £ e F em V e W respectivamente,
estabelecemos um isomorfismo

6: L(V,W)— M(pxn)

que a transformacao A associa a sua matriz relativamente

as bases £ e F,
0: A—a=[AE F|

A aplicagao 6 é biunivoca porque, como ja vimos, uma
transformacao fica perfeitamente determinada quando co-
nhecemos sua matriz relativamente a bases £ e F prefixa-
das, portanto cada matriz a ¢ imagem de, no maximo, uma
transformacao A. A aplicacao 6 é sobre, pois se o = (aé)
¢ uma matriz, a transformacao linear B definida por
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é tal que 0(B) = a. A linearidade de 6 decorre do fato de
que, se

OA)(es) = A Aleg) = - D alfi = Y ()i

]

A base canonica do espago vetorial M (p x n) é consti-
tuida pelas pn matrizes que na posigao i, j (i=1,...,p, j =

1,...,n) tém o escalar 1 e nas demais posigoes zeros:
10 0 010 . 0 8 o 0
0 0 0 00 0 . 0
Do : ; : 0 0
00 ... 0 000 ... 0 0. 01

Uma base de L£(V,W) é constituida pelas pn trans-
formacgoes lineares que por # sao aplicadas nas matrizes
acima, ou seja, sao as transformagoes lineares E;;: V. — W,
assim definidas

Elj(ej):fl i:]-a"'va j:17"'7n
Eij(ex) =0 k#j
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Observemos que a base {Ey, ..., Eyj, ..., Ey,}, relaci-
onada pelo isomorfismo 6 com a base canonica de M (p xn)
acima exibida, nao é candnica. O isomorfismo 6 estabele-
cido entre L(V, W) e M(p X n) nao é canonico.

Dadas as transformagoes lineares A: U — Ve B: V —
W, definimos a transformacao linear BA: U — W, cha-
mada produto de B por A, como a transformacao que ao
elemento u € U associa o elemento B(A(u)) € W:

BA(u) = B(A(u)), u e U.

Consideremos bases € = {e1,...,e,}, F={f1,-- -, fm}
eG=1{g1,...,9n} em U, V e W respectivamente. Sejam
(aF) = [AE,Fl e (B;) = [B; F,G] as matrizes das trans-
formacoes A e B nas bases £, F e F, G respectivamente.
Entao

Ale)) =Y affi e B(fi)=> Bigi.
k A

Portanto,

BA(e;) = B (Z afﬁ) =Y B(fi) =
= q (Zﬁigi> =y Zﬁf;af] 9,

k i
Concluimos que a matriz (v}) = [BA; £, §], da transforma-
cao BA relativamente as bases £ e G, é dada por

=Y Biak. i=1...h j=1...n
k=1
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A matriz (7}) é chamada produto da matriz ((;) pela
matriz (af). Observamos que, para definirmos o produto
BA das transformacoes lineares B e A, é preciso que B es-
teja definida no espaco vetorial onde A toma valores. Assim
é que, somente quando as transformacoes A e B sao de um
espaco vetorial V' em si mesmo, podemos definir ambos os
produtos AB e BA, que, por sinal, nao sao necessariamente

iguais.

Agora, consideremos somente transformacoes lineares
A:V — V de um espago vetorial de dimensao n em si
mesmo. Neste caso, convencionaremos tomar somente ma-
trizes de A da forma o = [A; &, €] as quais indicaremos
simplesmente por a = [A; £] e chamaremos de matriz de A
relativamente a base &.

Uma transformagao linear A: V' — V', biunivoca e so-
bre V', é chamada nao-singular ou tnvertivel. Neste caso,
existe uma transformacio A~! chamada inversa de A, tal
que

A1 A= AA"" = identidade.

E imediato que a transformagao inversa de uma trans-
formacao linear é também linear. Lembramos, além disso,
que de acordo com a Proposi¢ao 4, para que uma trans-
formagao linear A: V' — V seja invertivel, basta que seja
biunivoca (ou entao se faca sobre V).

Qualquer que seja a base £ escolhida em V', a matriz
da transformacao identidade I: V — V é a matriz
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100 0
010 0
=001 0
000 ...1

com unidades na diagonal e zeros nas outras posicoes. Esta
¢ chamada matriz identidade. Se a = [A;E] é a matriz de
uma transformacao linear invertivel A relativamente a uma
base £ e f = [A71;£] é a matriz de sua inversa relativa-
mente & mesma base, entdo como AA™' = A1 A=1,

aff =pPa=1,.

A matriz G é chamada matriz inversa de a e é indi-
cada por a~!. A matriz de uma transformacao invertivel é
também denominada invertivel.

Sejam o = (o) = [A; €] e § = (B}) = [A; F] matrizes
de uma transformacao A: V — V relativamente as bases
&= {61, . en} eF ={fi,..., fn} respectivamente, entao

Zaej e A(f,) = Zﬁkfk,

onde 7,5, k,r=1,....,n
Chamemos de A = (A}) a matriz de passagem da base
F para a base £. Assim

=D N fi
k

Portanto,

:;agej:%:ag (2}; A;?fk> :%: <Z Afag) fi

J
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Por outro lado, aplicando A em e; = > Al f,., obtemos

Aler) = A (Z A;“ﬂ) ==Y NA(f) =
=D N (Zﬁfﬁ) =Y zmz] fie

k
Comparando as duas expressdes obtidas para A(e;),

vem:
E:k j_§ k7
Ajai_ 67")\1'7
J r

isto é, da = B\, ou seja a = A"!B\, pois toda matriz
de passagem de bases é invertivel, porque a transformacao
linear que ela define leva uma base noutra base e portanto
é invertivel. Podemos entao enunciar a seguinte:

Proposicao 10. Sejam A:V — V wuma transformacao
linear e £, F bases de V. Se a = [A;E] e B = [4; F],
entao
a= 218\,
onde \ € a matriz de passagem da base F para a base E.
Sejam & = {ey,;en} e F = {f1,..., fu} duas bases de

um espago vetorial V' e A = (A}) a matriz de passagem da
base F para a base £; temos assim

A seguinte proposi¢ao nos mostra como podemos passar

da base dual F* = {f!,..., f"} para a base dual £* =
{e', ... e"}.
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Proposicao 11. Sejam £ e F bases de um espago vetorial
Ve & F* suas bases duais em V*. Se X € a matriz de
passagem de F para £ entdo a matriz de passagem de F*
para E* € igual a X7

Demonstracao: Sabemos que, sendo (A;) a matriz de pas-
sagem de F para &, as coordenadas (o', ..., a") de um ve-
tor v relativamente a base £ estao relacionadas com suas
coordenadas (31,..., ") relativamente a base F por

ﬁi:Z)\;aj.
J

Mas ' = fi(v) e &/ = €¥(v), logo fi(v) = Z)\g el (v), ou
seja ’

f,L:ZA;eJ7 ivj:17"'7n'
J

Consequentemente, A é a matriz de passagem da base &*
para a base F*, portanto a matriz de passagem da base F*
para a base £ é \71, isto é, se

= ulf
entao (u5) = A~ Por fim, se ¢ € V* se escreve como
p= sl =Y B e =3 ulf

entao

ﬁizz,ugozj, ,7=1,...,n.
J
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A demonstracao deste fato é andloga a que foi feita para o
caso dos vetores contravariantes.

Atencgao: A definicao que demos para a matriz de pas-
sagem de uma base para outra depende essencialmente
da posicao dos indices dos elementos dessas bases. Mais
explicitamente, se tomamos as bases X = {x1,...,x,} e
Y ={v1,...,yn} e matriz de passagem de X para Y é a ma-
triz X = (\}) tal que y; = >° X’ ;. Lembremos que o indice

superior numa matriz indilcaré sempre a linha. Ora, se es-
crevermos os MESMOS elementos de X e Y com indices
superiores: X = {z',... 2"} e Y = {y',... 4"} entdo te-
remos 4/ = >y #'. Se mantivermos a convencao (1itil) de

que 0s indicezs superiores de uma matriz indicam as linhas
e os inferiores indicam sempre as colunas, veremos agora
que a nova matriz (uf ) = 1 de passagem da mesma base X
para a mesma base Y nao é igual a A = (X\}). Na realidade
p € a transposta de A, isto ¢, as linhas de p coincidem com
as colunas de \: pj = \j.



Capitulo 2

Algebra Multilinear

Trataremos, neste capitulo, dos principais conceitos e resul-
tados da Algebra Multilinear, os quais giram em torno da
nocao de produto tensorial de espagos vetoriais. Com a fi-
nalidade de simplificar as discussoes, consideraremos quase
sempre aplicagoes bilineares, em vez de trabalharmos com
0 caso p-linear geral. A passagem de 2 a p > 2 se faz
trivialmente.

2.1 Aplicacoes bilineares
Sejam U, V', W espacos vetoriais. Uma aplicagao
o:UxV =W,

do produto cartesiano de U por V em W chama-se bilinear
quando ¢ linear em cada um dos seus argumentos sepa-
radamente. Ou, de modo mais preciso, quando goza das
seguintes propriedades:

46
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1) ¢(utu',v) = ¢(u,v) + ¢(u',v);
2)  O(u,v+0") = ¢(u,v) + ¢(u, v');
3) (0, v) = (s W) = Ad(u,0)
quaisquer que sejam u,u’ € U, v,v" € V e X escalar.

Uma aplicagao bilinear ¢: U x V' — R, do par U, V no
espago vetorial R dos ntimeros reais é chamada um funci-
onal bilinear, ou uma forma bilinear.

Indicaremos com L(U,V; W) o conjunto das aplicagdes
bilineares ¢: UxV — W do par U, V no espaco vetorial W.
L(U,V; W) constitui um espago vetorial, de modo natural,
onde as operacoes de soma de duas aplicacoes e produto de
uma aplicagdo por um ntumero real sao definidas como se
faz habitualmente, entre funcoes.

No caso de W = R, escreveremos B(U,V), em vez de
L(U,V; R), para indicar o espago das formas bilineares so-
bre o par U, V. E, finalmente, quando U = V, escreve-
remos B(U), em vez de B(U,U) para indicar o espago das
formas bilineares sobre U.

Proposicao 1. Sejam U, V e W espacos vetoriais, £ =
{e1,...,em} umabase deU e F = {f1,..., fn} uma base de
V. Dada arbitrariamente uma mn-upla de vetores w;; € W
(t=1,...,m; j = 1,...,n), existe uma unica aplica¢ao
bilinear ¢: U x V. — W tal que ¢(e;, ;) = wi; para todo
e; € € etodo f; € F.

Demonstragao: Mostraremos primeiro a unicidade. Se
u=>y adeev=> [Ff(1<i<m,1<j<n)sio ve-
tores arbitrarios de U e V' respectivamente, a bilinearidade
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de ¢ nos da:
v) = Z@iﬁj(ei, fi) = Z o' wy
i3 i,J

o que mostra ser a aplicagao ¢ univocamente determinada
pelas condicoes ¢(e;, fj) = w;;. Reciprocamente, dados
arbitrariamente os vetores w;; € W (e feitas as escolhas
prévias das bases £ e F), a expressao

=Y a'Fwy <u => adev=>) 5jfj>
i

define, sem ambiguidade, uma aplicacao ¢: U x V. — W,
a qual é evidentemente bilinear e satisfaz ¢(e;, f;) = w;; .

Proposigao 2. Sejam U, V, £ e F como na Proposi¢ao 1.
Seja ainda G ={q1,...,9,} uma base de W. Entdo:

1) Para cada i, j, k, com1<i<m,1<j<nel<
k < p, existe uma tnica aplicagdo bilinear £ : UxV — W
tal que &7 (i, i) =g € & (er, fs) =0 ser #i ou s #j;

2) As aplicagoes 8,? constituem uma base do espago
vetorial L(U,V;W). Por consegquinte, dim L(U,V; W) =
mnp

3) As coordenadas de uwma aplicagdo bilinear ¢ €
LU,V W) relatwamente a base {£} sio os niimeros &

tais que ¢(e;, f;) = Z ij 9k -

Demonstracao: Para comprovar a primeira afirmagao,
dados 49, jo, ko, tomamos, na Proposicao 1, w;; = g, se
z:zoe]—jo,eww—Osez#zoouj#jo As
condicoes £ 0]0(61, fj) = w;; definem entdo, univocamente,
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uma aplicagao bilinear 8,igj° que satisfaz as exigéncias da
parte 1). Para demonstrar 2), mostremos primeiro que
as aplicagées 5,? sao linearmente independentes. Ora, se
Z /\ = 0, entdo, em particular

1,5,k

Z (ZAW er, fs ) > NEE (en f0) =0,
.5,k

quaisquer que sejam r, s, com 1 <r <mel <s<n. Em
virtude da defini¢ao dos &’ , isto significa que

Z )\rs 9k =

quaisquer que sejam r, s da forma acima. Como os g sao
linearmente independentes, isto acarreta A\f, = 0 quais-
quer que sejam 7, s e k, o que nos da a independéncia
das aplicagoes &, J Em seguida, constataremos que es-
tas aplicacoes geram L(U,V;W). Com efeito, dado ¢ em
L(U,V; W), consideremos os numeros Sfj definidos como
no enunciado da parte 3). Mostraremos que se tem

o= ¢&¢
ijik
Para isto, basta mostrar que, para cada e, € £ e cada f, €
F tanto ¢ como a aplicacao bilinear do segundo membro
da igualdade acima alegada assumem o mesmo valor no par

(e, fs). Ora, por um lado, temos ¢(e,, fs) = . & gi e, por
k

outro lado, como & (e,, f,) = 0 para i # r ou j # s, temos
também

Z f U er,fs Z erafs Zgrsgkn

7]7
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o que comprova a igualdade alegada, e demonstra simulta-
neamente 2) e 3).

Seja ¢: U x V. — W uma aplicagao bilinear. Para
cada ug € U fixo, a aplicagdo T(ug): V. — o¢(ug,v) é
uma aplicacao linear de V' em W, ou seja, um elemento de
L(V, W), o qual depende linearmente do parametro ug € U.
Estas consideracoes serao formalizadas na proposicao a se-
guir.

Proposicao 3. Sejam U, V, W espagos vetoriais. Indi-
quemos com

K: LU VW) — LU, LV, W)

a aplicagao que associa a cada elemento ¢ € L(U,V; W) o
elemento T'= K(¢) € L(U, L(V,W)) assim definido: para
uw e U, T(u) € LIV,W) € tal que [T(u)](v) = ¢(u,v),

v e V. Entao K é um isomorfismo canonico.

Demonstracgao: Verifica-se imediatamente que K é bem
definida, isto é, que, para cada ¢: U x V. — W bilinear,
K (¢) pertence, de fato, ao espago L(U, L(V,W)). Também
é claro que K(¢ + ¢') = K(¢) + K(¢') e que K(\p) =
AK(¢). Para mostrar que K é um isomorfismo, basta veri-
ficar sua biunivocidade, ja que o dominio e o contradominio
de K tém obviamente a mesma dimensao. Seja, pois,
peL(U,V; W) tal que K(¢) = 0. Entao [K(¢)|(u) = 0
qualquer que seja u € U, e portanto {[K(¢)]|(u)}(v) = 0,
quaisquer que sejam u € U e v € V. Mas, pela definicao
de K, tem-se {[K(¢)](u)}(v) = ¢(u,v). Logo, ¢(u,v) =0
para todo u € U e todo v € V, o que significa ¢ = 0. Isto
conclui a demonstragao.
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E claro que existe também um isomorfismo canonico

LUV, W)~ L(V, LU W)).

2.2 Produtos tensoriais

Sejam U e V dois espacos vetoriais de dimensoes m e n
respectivamente. Chamamos produto tensorial de U por V
a todo par (Z, ¢) que satisfaca os seguintes axiomas:

1) Z é um espago vetorial e ¢: U x V. — Z é uma
aplicacao bilinear de par U, V em Z;

2) dim Z = dim U dim V;

3) ¢(U x V) gera Z, isto é, todo elemento de Z pode
ser obtido como combinagao linear (e portanto como soma)

de elementos de ¢p(U x V).

Os axiomas 2) e 3), em presenca do axioma 1), s@o
equivalentes a um unico axioma 2’), que assim se enuncia:

2") Se &€ ={er,...,em}t e F ={f1,..., fu} s@o bases
de U e V respectivamente, entdo a mn-upla ¢(e;, f;), 1 <
i <m, 1< 7 <n, forma uma base de W.

Com efeito, admitamos 1), 2) e 3). Dados u = Y a'e;
em Uev=> f; em V, entdo, pela bilinearidade de ¢,
obtemos

¢(u7 U) = Z aiﬁj ¢(ei7 fj)7
4,3

ou seja, para todo u € U e todo v € V', ¢(u,v) se exprime
como combinacao linear dos elementos ¢(e;, f;). Portanto,
se (U x V) gera Z, entao a mn-upla ¢(e;, f;) também gera
Z. Mas por 2), dimZ = mn. Logo esta mn-upla é uma
base de Z, donde se conclui 2’). A reciproca é evidente.
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Em seguida, mostraremos que, dados dois espagos
vetoriais U e V', existe um par (Z, ¢) satisfazendo aos axio-
mas acima, e que tal par é inico a menos de um isomorfismo
canodnico; ou por outra, mostraremos a existéncia e unici-
dade do produto tensorial de dois espagos vetoriais U e V.

Existéncia: Daremos, em seguida, trés construgoes do
produto tensorial.

Primeira construgao. Sejam & = {ej,...,en} e
F ={f1,..., [n} bases em U e V respectivamente. To-
memos como Z um espaco vetorial qualquer de dimensao
mn. Escolhamos

H:{hllv“'uhija"'vh’mn}

uma base de Z definamos ¢: U x V' — Z, nos pares (e;, f;),
e, €&, f; € F, por ¢(e;, fj) = hij, e estendamos ¢ por bi-
linearidade para os pares restantes, de acordo com a Pro-
posigao 1. O fato de que o par (Z, ¢) satisfaz os axiomas
acima ¢ evidente, a partir da sua prépria construcao.

Segunda construgao. Tomaremos como Z o espaco
vetorial B(U,V)*, dual do espago das formas bilineares so-
bre o par U, V. Definiremos ¢: U x V — Z como a
aplicac@o que ao par (u, v) associa o elemento ¢» € B(U,V')*
= Z tal que

Y(w) =w(u,v) paratodo w e B(U,V).

Em outras palavras, [¢(u,v)](w) = w(u,v). A bilineari-
dade de ¢ segue-se imediatamente desta definicao e da bi-
linearidade de cada w € B(U, V). Para verificar o axioma
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2’), consideremos € = {ey,...,en}t e F ={f1,..., fu} ba-
ses de U e V respectivamente. Como dim Z = dim B(U,
V)* =dimB(U.V) = dimU. dimV = mn, basta mostrar
que os elementos de mn-upla ¢(e;, f;) sdo linearmente inde-
pendentes, para concluir que eles constituem uma base de
Z. Ora, se Y N9 ¢(e;, f;) = 0, entao [ > X9 d(e;, f7)] (w) =
1,7 2,

0 qualquer que seja o elemento w € B(U,V). Em ou-
tros termos, Y. N9 w(e;, f;) = 0 para todo w € B(U,V).
Para cada e, Ej £ e cada f, € F, definamos um elemento
w = wys € B(U,V), pondo wys(e,, fs) =1 e wys(e;, fj) =
0sei # rouj # s. Segue-se entao daquela relagao
geral que, para todas as escolhas de r e s, tem-se 0 =
S AT w,(ey, f;) = A%, donde se conclui que os elementos
irj

o(e;, f;) sdo linearmente independentes e o espago B(U, V' )*,
juntamente com a aplicagao ¢ aqui definida, constitui um
produto tensorial de U por V.

Terceira construgao. Consideremos o espago vetorial
L(U*, V), das aplicacoes lineaes do dual de U em V, e
definamos a aplicacdo ¢: U x V' — L(U*, V), que associa
ao par *u,v) a aplicagao linear T € L(U*, V) tal que

T(w)=w(u) v, prrawe U, uelUevel.

Em outras palavras, [¢(u,v)](w) = w(u) - v. E claro que
¢ é uma aplicagao bilinear do par U, V em L(U*V).
Aqui também, dim L(U*, V) = dimU* - dimV = dimU.
dim V' = mn. Assim, basta mostrar que, se E={ey,...,en}
é uma base de U e F = {f1,..., fim} é uma base de V,
entdo os elementos da mn-upla ¢(eq, f;) sdo linearmente
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independentes. Com efeito, se Y A9 - ¢(e;, fj) = 0 entao
i,J
[ 3" X9 ¢(ey, f7)] (w) = 0 qualquer que seja w € U*. Em
,J

particular, tomando w = e¥ = k-ésimo elemento da base

dual £ = {e',...,e™}, obtemos 0 = YA\ e(e;) - f; =
Z?]

Z NI f. | para todo k = 1,...,m. Como os f; sao linear-

j

mente independentes, temos A\* = 0 para todo k e todo 7,
como queriamos mostrar. Concluimos que o espago vetorial
L(U*, V), munido da aplica¢ao bilinear ¢ acima definida,
¢ um produto tensorial de U por V.

De agora por diante, indicaremos um produto tensorial
de U por V com U ® V; assim, ¢(u,v) serd substituido por
u®u (16-se “u tensor v”). Observamos que, na definigao de
produto tensorial, nao se tem ¢(U x V') = Z. Isto significa
que nem todo elemento em U®V é da forma u®v, embora
todo z € U ® V se exprima como z = Y ux ® vg. Os
elementos do espaco vetorial U ® V' sao chamados tensores
(de segunda ordem). Os tensores da forma u ® v chamam-
se decomponiveis. A maneira de exprimir um elemento z €
U ® V como soma de tensores decomponiveis nao ¢ tnica.
Basta ver que se tem, por exemplo, (1/2)u ® 2v = u ® v,
como também u @v+u' v = (u+u) v+ u' @ (v —v).

Teorema 1. Sejam U ® V' um produto tensorial de U por
V, e W um espacgo vetorial qualquer. Se g: U x V. — W
¢ uma aplicacao bilinear, entdo existe uma unica aplicacao
linear g: U@V — W tal que g(u ® v) = g(u,v) para todo
uelU etodovelV.
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Demonstracgao: Definimos g: U ® V' — W pondo, para
cada z = > w, @uyem UV, g(z) = > g(ug,vp). Em
k

particular, quando se trata de um tensor decomponivel u®
v, obtemos a propriedade acima requerida: g(u ® v) =
g(u,v). Devemos agora mostrar que a aplica¢do g:

a) Estd bem definida, isto é, ndo depende da particu-
lar maneira de exprimir o tensor z como soma de tensores
decomponiveis;

b) é linear;

¢) é unica, nas condigoes requeridas.

Consideremos as bases £ = {ey,...,e,} em U, e F =

{fi,.. ., fu} em V. Se
Uy = Zakel e vk—Zﬁkfj, entao

Z—Zuk@)vk—zakﬁkez@fj

1,5,k
Fazendo €9 = S~ ai 3/, podemos escrever z = Y up Qg =
Pk >
%

S &Ue; @ f;. Assim, os ntmeros {7 sdo as coordenadas
2

do tensor z relativamente a base formada pelos tensores
e; ® f; e, como tal, nao dependem da particular maneira de

representar z = » . u; ® vy como soma de tensores decom-
ponfveis. Ora, temos §(=) = 3 glur, o) = Y269 gle, f;),
k i,j

em virtude da bilinearidade de g. Logo, a aplicacdo ¢
tem sua definicao independente da maneira de escrever

z como soma de tensores decomponiveis. Da expressao
g(z) = > &7 g(es, f;), onde os €7 sdo as coordenadas de

1]
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z na base {e; ® f;}, vé-se imediatamente que g é uma
aplicacao linear. Por fim, se existisse outra aplicacao li-
near g: U ® V. — W tal que g(u ® v) = g(u,v) para todo
u € U e todo v € V| terfamos, para um z = > uy @ vy, ar-
bitrarioem UV, g(z) = g (> upr @ vg) = > glup @) =
Yol @) = 30 glur @v) = g0k @vg) = g(2),
donde g = g.

Corolario. A correspondéncia g — g constitui um iso-
morfismo canonico do espago L(U,V; W) das aplicagoes
bilineares do par U, V em W sobre o espago LU @ V, W)
das aplicacoes lineares do produto tensorial U @ V. em W.
Isto é:

LUV W)=~ LUV, W).

Teorema 2. (Unicidade do produto tensorial.) Sejam
UV e UXV dois produtos tensoriais de U por V. Existe
um (Unico) isomorfismo canénico de U @ V' sobre U XV
que leva u @ v em u X v, para todou e U ev e V.

Demonstracao: A aplicagao bilinear g: U x V — UK
V' que, ao par (u,v), associa o elemento g(u,v) = u X v,
induz, de acordo com o Teorema 1, uma aplicacao linear
g: UV — UKV tal que g(u®v) = uKlv. Analogamente,
a aplicagao bilinear h: U x V. — U ® V tal que h(u,v) =
u ® v induz uma aplicagao linear MUKV UV
tal que h(u X v) = u ®v. A aplicacdo linear composta
hog: URV — UV étal que hog(u®v) = h(uRv) = u®v,
isto é, 7105 coincide com a aplicagao identidade no conjunto
dos tensores decomponiveis de U ® V. Como tal conjunto
gera U ® V, segue-se que h o g ¢, ela prépria, a aplicagao
identidade. Analogamente, goh é a aplicacao identidade de
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UXV em UKYV. Concluimos que g e h s30 isomorfismos,
inversos um do outro. A unicidade de g resulta de ser sua
acao especificada num conjunto de geradores de U @ V.

/\

URV «——_—__—_—» UrYV

b'

Observacao: A demonstracao do Teorema 2 mostra que
a propriedade do produto tensorial expressa no Teorema
1 serve para caracterizéd-lo. O enunciado do Teorema 1 é,
muitas vezes, usado para definir produto tensorial.

2.3 Alguns isomorfismos canonicos

Comecemos com o mais simples. Considerando R como
espago vetorial (de dimensao 1) sobre si préprio, o produto
tensorial R®V devera ter dimensao igual a de V. Na reali-
dade, existe um isomorfismo canonico R®V =~ V', caracte-
rizado por transformar a ® v em aw, para todo escalar « e
v € V. Basta notar que a aplicacao bilinear ¢: RxV — V,
dada por ¢(a, v) = awv tem as propriedades requeridas para
fazer do par (V,¢) um produto tensorial de R por V. Em
seguida, aplique-se o Teorema 2 para obter o isomorfismo
canonico desejado:
RV ~=V.
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Ja vimos que o espagco vetorial L(U*, V') das aplicagoes
lineares do dual de U em V' (3% construgdo), assim como
o espago vetorial B(U,V')*, dual do espago das formas bi-
lineares sobre o par U, V' (22 construcao) constituem pro-
dutos tensoriais de U por V; portanto, em vista da unici-
dade acima demonstrada, valem os isomorfismos canonicos
abaixo:

UV ~BUV) ~LU"V).

Explicitamente, o isomorfismo canonico entre U ® V' e
B(U,V)*, dado pelo Teorema 2, é a aplicagao que, ao tensor
decomponivel u®wv, associa o funcional linear ¢» € B(U,V')*
tal que Y (w) = w(u,v), para w € B(U,V),u e U, v € V.
Com efeito, este funcional 1 é o “produto tensorial” de u
por v de acordo com a Segunda Construcao.

Analogamente, de acordo com a Terceira Construcao, o
produto tensorial de u € U por v € V é a transformagcao
linear A: U* — V tal que A(f) = f(u) - v para todo
f € U*. Portanto o isomorfismo canonico entre U ® V'
e L(U*,V) leva o tensor decomponivel u ® v na aplicagao
linear A: U* — V tal que A(f) = f(u)v, f € U*, u €
U, v € V. Observemos que a imagem de U* por uma
tal aplicacao é um subespago de V' de dimensao 1. Ou
seja, os tensores decomponiveis em U ® V' correspondem as
aplicacoes lineares “de posto 1”7 em L(U*, V).

Proposicao 4. O espagco L(U,V) das aplicagoes lineares
de U em V' € canonicamente isomorfo a U* ® V, isto é:

LOV)=U* V.

Demonstracao: Como U =~ (U*)*, segue-se que

LUV) = LU, V).
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Por outro lado, substituindo U por U* em L(U* V) =~
U®V, obtemos L((U*)*,V) ~ U*®V. Combinando estes
isomorfismos, obtemos o resultado desejado.

O isomorfismo acima leva o tensor decomponivel f®v €
U* ® V na aplicagao linear A € L(U,V) tal que A(u) =
fw)v, f € U, uw € U, v € V. Novamente, os tensores
decomponiveis em U* ® V' correspondem as aplicagoes li-
neares A: U — V que tém posto 1 (isto é, a imagem de U
por A tem dimensao 1).

Um caso particular do isomorfismo anterior é

L)~ U U,

onde L(U) é o espago vetorial das transformagoes lineares
de U em si proprio.

Assim, as transformagoes lineares A: U — U podem
ser identificadas aos tensores mistos de 2% ordem sobre U,
isto é, aos elementos do espaco U* ® U. Os elementos de
U ®U sao chamados tensores contravariantes de 22 ordem,
e os de U* ® U™ sao os tensores covariantes de 22 ordem.

Proposicao 5. Consideremos as bases € = {ey,...,en}
em U, sua dual & = {e*,....,¢"} em U*, e E* R E =
{¢/®@e;i,j=1,....,m} em U @U. Sejam A: U — U
uma aplicagao linear e (Oéé») = [A, &] sua matriz na base E.
Entao as coordenadas, na base £*RE, do tensort € U*QU,
correspondente a A no isomorfismo canonico L(U) =~ U*®
U, coincidem com os elementos da matriz (o).
Demonstracao: Lembramos, inicialmente, que a trans-
formagao linear A € L(U) correspondente ao tensor

t:ka(X)uk
k
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é definida por A(u) = > ffu)ur, u € U. Se up =
k
SoBiei e fFo= Zj’yéej, entdo, como j& sabemos,

fk(ej) = Z”Yfei(ej) = ’yj? . Portanto,

e = 3k (st ) < 30 (b o

%

Por outro lado, como (o) = [A;£], segue-se que A(e;) =

> ozj-ei. Comparando as expressoes acima, obtemos o =
i
> 5B Mas é facil ver que o tensor t = Y f* @ uy, se
k

exprime, na base £* ® £, como t = > (Zk %kﬂ;i) e @ f7,
,J
donde t = ) ozéei ® f7, o que conclui a demonstracao.
1:7.7
Definido no espaco vetorial U* ® U, existe um funcional
linear natural ¢, caracterizado pela condicao seguinte:

o(f@u)=f(u), [eU, uwel.

Este funcional é a aplicagao linear induzida em U*®@ U pela
aplicagao bilinear g: U* x U — R tal que g(f,u) = f(u).
Assim, temos

¢ (ka@)uk) = M)

(Cfr. Teorema 1). O funcional linear ¢ composto com
o isomorfismo canénico L(U) ~ U* @ U d4 um funcional
linear

7: L(U) — R,
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o qual é denominado trago. Se A € L(U) é a transformagao
linear correspondente ao tensor » fk ® ug , entao o trago

de A ¢
T(A) =Y Fw),
pois 7(A) = ¢ (3 f* @ w).

Proposigao 6. Se (a}) ¢ a matriz de A numa base qual-

quer £, entao o traco de A € a soma dos elementos da
diagonal dessa matriz, isto é,

T(A) = Z al.

Demonstracao: Usando as notagoes ha pouco introduzi-
das, sejam

Uy = E ﬁiej e fk = E ’yfei.
j i
Entao:

7(4)

Sy
Z’Vfﬁiei(ej)] =
Y Y- ¥ (o) - e

%

>
>

onde os fjl sao as coordenadas do tensor > f* @ uy, relati-
vamente a base £ ® £, as quais, como ja vimos, coincidem
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com os elementos da matriz (a}). Portanto, 7(A) =7 of,
como queriamos demonstrar.

Em consequéncia da proposicao acima, podemos afir-
mar que, se (a}) e (5;) sao matrizes da mesma aplicacao
linear A: U — U relativamente a duas bases distintas de

J
U, entao
> ai=) B

Proposicao 7. O dual do produto tensorial de U por V é
canonicamente isomorfo ao produto tensorial do dual de U
pelo dual de V :

UeV)y=U V"

Demonstracao: Temos sucessivamente:
(U V)'=B(U,V)~L(U,L(V,R)) = LUV )=U" @ V",

onde o primeiro isomorfismo é dado pelo Corolario do Te-
orema 1, o segundo pela Proposicao 3, e o ultimo pela
Proposicao 4.

Corolario. U*@V* ~ B(U,V). Em particular, os tensores
covariantes de 2% ordem sobre U (elementos de U* @ U*)

identificam-se canonicamente as formas bilineares sobre U
(elementos de B(U)).

O isomorfismo dado pela Proposicao 7 associa ao tensor
f®g e U*®V* o funcional linear ¢ € (U ® V)* tal que
Y(u®v) = f(u)g(v).

O isomorfismo U*®@U* ~ B(U), entre tensores covarian-
tes de segunda ordem e formas bilineares, associa ao tensor
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f®g aforma bilinear f-g, tal que (f-g)(u,v) = f(u)-g(v),
a qual é chamada de produto das formas lineares f e g.
Outra maneira (direta) de obter o mesmo isomorfismo é
usar a unicidade do produto tensorial, tendo observado an-
tes que a aplicacao bilinear ¢: U* x U* — B(U) tal que
o(f,g) = f - g goza das propriedades que fazem do par
(B(U), ¢) um produto tensorial de U* por U*. O mesmo
argumento pode ser usado para demonstrar diretamente o
corolario acima.

Proposicao 8. O produto tensorial goza das sequintes pro-
priedades formais:

) UeVaVeU;

2) UV)eWxU (Ve W)

3) UaV)eaWs(UW)d (Ve W).
Demonstragao: Os isomorfismos acima sao as unicas
aplicagoes lineares ¢1: URQV — VU, ¢g: (URV)QW —
U (VeaW)egs: UaV)oW - (UW)a (VW)
tais que

H(u@v)=vQu, Ppf(uRv)du]=u® (v w)
e ds: [(utv)@uwl=(u@w)+ (v Ow).
O leitor devera demonstrar que as aplicagoes acima consti-
tuem, de fato, isomorfismos (usar a unicidade do produto
tensorial). As propriedades 1), 2), e 3) podem ser denomi-

nadas “comutatividade”, “associatividade” e “distributivi-
dade em relagao a soma direta”.

Atencgao: Mesmo num produto tensorial V ® V', nao se
tem, em geral, u ® v = v ® u. A “comutatividade” e-
xiste para produto tensoriais de espa¢os, mas nao para um
produto u ® v de vetores.
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2.4 Produto tensorial de aplicacoes
lineares

Sejam A: U — W e B: V — Z aplicagoes lineares. O pro-
duto tensorial de A por B é a aplicacao linear AQ B: U ®
V — W ® Z caracterizada pela igualdade

AR Blu®v)=AU)® B(v), ueU,ve V.

A ® B é obtida, por meio do Teorema 1, como A® B =,
sendo g: U x V. — W ® Z a aplicacao bilinear dada por
g(u,v) = A(u) ® B(v).

Sejam A, B: U—U aplicacoes lineares, e E={ey, ..., e, }
uma base de U. Sejam ainda a = (a}) = [4;&] e B =
(85) = [B; €] as matrizes de A e B na base £. A matriz
[A® B,E®E], da aplicagao linear (A B: UU — UU
na base € ® € = {e; ® ¢5;4,j = 1,...,m} é denominada
produto de Kronecker, ou produto tensorial das matrizes «
e 3, e é indicada com a ® [.

Como Afe) = Y ake; e Bley) =S fie;, temos:
i J

(A® B)(ex @ en) = Aler) @ Blen) =

(B (p)-

_ i QJ
= E a B e ®e;,
ihj

e portanto:
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a® = () =

ai Bl ... Bl oo Al B oo ol Bl
a%:ﬁ? o a%:ﬁg o 04711:6’11 o 04711:5,’}
) o/f:ﬁ% o o/f:ﬁ% o agzﬁll o ag:ﬁ}l
a?:ﬁ? e a?:ﬁﬁ . aﬁzﬁ? e a;‘:ﬁﬁ

Mais abreviadamente, podemos escrever:

alf ... alp
a®f=| : :
ol ... anp

Proposig¢ao 9. Sejam A: U -V, B: V- W, A" U —
V', B': V' — W' aplicagées lineares. Entao

BA®B'A=(BB)AA): UU —-WeW.

Demonstracao: Temos [BA® B'A'|(u® u') = BA(u) ®
BA() = (Be B A(w)@ A/ ()] = [(BoB')(A® )] (us
u'), quaisquer que sejam u € U e v’ € U’, o que demonstra
a pProposicao.

Corolario. Se A e A" sao isomorfismos, entao A @ A’ €
um isomorfismo, cujo inverso ¢ A1 @ (A")71.
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Segue-se do corolario acima que o produto de Kronecker
de duas matrizes invertiveis é uma matriz invertivel, e o
inverso de o ® 3 é igual a o' @ 371

Como aplicagao, podemos considerar as operagoes de
baixar e subir indices num produto tensorial de espagos
vetoriais euclidianos.

Vimos no Capitulo 1, §7, que para todo espago veto-
rial euclidiano V' existe um isomorfismo canénico J: V —
V*, definido por [J(u)](v) = u-v. Dada uma base & =
{e1,...,entem V seu =3 a'e; entao a expressao de J(u)
relativamente & base dual £* é dada por J(u) = > ayeé’,

onde
o = E Gij o’
J

sendo g;; = e;-¢; . Esta férmula ensina a passar das coorde-
nadas contravariantes o do vetor V na base € para as suas
coordenadas covariantes o; = v - e; . Ela também pode ser
interpretada como significando que a matriz da aplicagao
linear J: V — V* relativamente as bases £, £* é a matriz
(9ij), 9ij = €; - €j. Assim, a matriz da aplicagdo inversa
J71: V* — V, relativamente as bases £*, £, é a matriz
inversa (g;;) !, a qual indicaremos sempre com (g*):

(gi5)~" = (g").

Portanto, conhecidas as coordenadas covariantes «; de um
vetor u na base &£, suas coordenadas contravariantes sao

dadas por
ol = Z &l Q;.
J

Examinamos agora o produto tensorial de dois espagos
euclidianos. Por simplicidade, restringir-nos-emos a um



[SEC. 2.4: PRODUTO TENSORIAL DE APLICACOES LINEARES 67

produto da forma V' ® V', onde V' é euclidiano. (Assim, o
nimero de bases a considerar serd reduzido a metade.)

Em virtude da Proposicao 9, o produto tensorial do
isomorfismo J: V' — V* por si mesmo é ainda um isomor-
fismo:

JRJ:VeVaV" eV

Dada a base £ em V| a matriz de J®.J relativamente a base
E®E* é o produto de Kronecker (¢;;)®(grs) = (¢ij9rs). Por
conseguinte, se £¥ sao as componentes (contravariantes) de
um tensor t = > Ye; ®e; € V @V, suas componentes
covariantes (isto é, as componentes de [J ® J](t))

§ij = Z GirGjs &
.8

De modo andlogo, a matriz da aplicacao inversa (J®.J) ™! =

J 1@ J 1 V*@V* - V@V, nas bases dadas, é o pro-
duto de Kronecker (¢%) ® (¢**), de modo que um tensor de
componentes covariantes §;; tera suas componentes contra-
variantes dadas por:

fij = Z girgjs frs .

.8

Sendo V' um espaco vetorial euclidiano, existe em V@V
um produto interno, caracterizado pela propriedade:

(u@v)(u @v') = (u-v)[W ).

Com efeito, o produto interno de V', sendo uma forma bili-
near g em V', induz um funcional linear g sobre V ® V|
caracterizado pela relagdo g(u®v) = u-v (cfr. Teorema 1).
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Consideremos a forma bilinear ¢ =g-g: (Vo V) x (V®
V) — R, produto de g por si préprio (vide defini¢ao deste
produto entre as Proposigoes 7 e 8). Temos:

dlu@v,u' @) = gu,v)g(u,v') = (u-v)(u ).

E f4cil verificar que a forma bilinear ¢ é um produto interno
em V ® V. Como os tensores decomponiveis geram V &
V', este produto interno é o unico que satisfaz a igualdade
estipulada.

O produto interno induzido por V em V ® V' determina
um isomorfismo canonico:

J VoV (VeV).

E facil ver que o diagrama abaixo é comutativo (isto é,
Ly (J® J)=1J)
ver —7  »went

J®J L

vie v*
onde L indica o isomorfismo canoénico da Proposigao 7.

E claro que se podem considerar também os isomorfis-
mos:

J@ id: VeV -V'eV, ideaJ:VeV VeV

onde id é a aplicacao identidade. Se £ sdao as componentes
contravariantes de um tensor t € V®V na base EQE, entao
suas componentes mistas sao

=2 gn€”
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(componentes de J @ id(t) na base E*® E) e
g; = Z gjr €ir

(componentes de id ® J(t) na base £ @ £*).

2.5 Mudanca de coordenadas de
um tensor

Sera, talvez, util dizer algumas palavras sobre a mudanca
de coordenadas num produto tensorial, assunto central das
exposigoes classicas do calculo tensorial.

Sejam € = {ey,...,e,} e F = {f1,..., fa} bases do
espaco vetorial V. Seja A = ()\;) a matriz de passagem de
F para €. Temos portanto e; = Z)\;fi. Sabemos que,

(A
indicando com &* = {e',...,e"} e F* = {f',..., [} as
bases duais de £ e F respectivamente, temos ¢/ =Y uf f*,
i

onde p = (p}) é a matriz inversa de A: = A~ (Capitulo 1,
Proposigao 11).

Considerando as bases EQRE, FRF em VRV, EXRE™,
F'F emV*@V*eERE*, FRF " em V®V™*, obtemos,

com um célculo simples:

(®ej =Y NN @f; dod = uulf o

) )

e; ® ¢ :Z)\f/ﬂ;fr@fs-

)
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Ou seja, as matrizes de passagem de F ® F para € ®E, de
F*@F* para ET @ E* e de F @ F* para £® E* sao respec-
tivamente A@ A\, AP @ A7 e A® A7, Consequentemente,
seostensorest € VRV, e V'@V et e VRV tém
coordenadas £Y, &;; e {’; respectivamente, na base £ (abuso
de linguagem evidente), suas coordenadas na base F serao
os nimeros ¢, (;; e ¢}, definidos por:

CT=N NN Gi=>
G =D MHE.

As férmulas de mudanca de coordenadas acima obtidas
constituem a propria definicao de um tensor do ponto de
vista classico.

2.6 Produto tensorial de varios es-
pacos vetoriais

Indicaremos a seguir, de modo breve, as modificagoes que
devem ser feitas para tratar do produto tensorial de p
espacos vetoriais, onde p é um inteiro positivo qualquer.

Dados os espacos vetoriais V1, ..., V, e W, uma aplicacao
¢: Vi x - xV, — W chama-se p-linear quando ¢ linear
separadamente em cada variavel.

O conjunto L(Vi,...,V,, W) das aplicagoes p-lineares
de Vi x --- x V, em W é um espago vetorial de dimensao
ny-ng-...-ny,-m,onden; =dimV; e m = dimW. Valem os
analogos das Proposicoes 1 e 2, mutatis mutandi. Qualquer



[SEC. 2.6: PRODUTO TENSORIAL DE VARIOS ESPACOS VETORIAIS 71

que seja a permutacao (iy, ..., J1,-- ., jp—k) dos inteiros
de 1 até p, tem-se um isomorfismo canonico:

LV, Vs W) = LV, Vi s LV, -, Vs W),
Quando se tem V; = --- =V, =V escreve-se L,(V; W)
em vez de L(V,...,V;W).
Um produto tensorial dos espacos vetoriais Vi, ..., V), é

um par (Z, ¢) com as seguintes propriedades:

1) Z é um espago vetorial e ¢: Vi x --- x V, — Z é uma
aplicagao p-linear;

2) dimZ =dimV; -dimV; - -+ - dimV},;
3) ¢(Vi x -+~ xV,) gera Z.

Os axiomas 2) e 3), em presenga de 1), sdo equivalentes
ao unico axioma 2’) seguinte:

2,) Sejarn 51 = {6117---761711}7---,51) = {epl,...,epnp}

bases de Vj,...,V, respectivamente. Entao o con-
junto & ® -+ ®@ &, = {P(eriy, €2iy, - - 6piy )i 1 <ip <
ni,...,1 <i, <n,} constitui uma base de Z.

Dado um produto tensorial (Z, ¢) dos espagos vetoriais
Viy...,Vy, escrevesse Z = Vi@ - @V, e ¢(vr,...,0,) =
11®---®v,. O produto tensorial V;®- - -®V,, é tinico, a me-
nos de um isomorfismo candnico. Isto decorre da seguinte
propriedade:

Dada uma aplicagao p-linear g: Vi x --- x V, — W,
existe uma tnica aplicagao linear g: V1 ® --- @V, — W
tal que g(v; ® -+~ ®v,) = g(v1,...,v,). A correspondéncia

g — ¢ estabelece um isomorfismo canonico

LV,...,.Vp W)= LV ®---V,,W).
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Como exemplos de produtos tensoriais de Vi,...,V},
podemos proceder de maneira analoga a da primeira cons-
trucao do §2, ou entdao podemos tomar para Z o espago

L(V4,...,Vy R)Y,
dual do espago das formas p-lineares sobre Vi x --- x V|
sendo ¢ definida do modo natural: [¢(vy,...,v,)|(w) =

w(vy,...,v,) para todo w € L(Vi,...,V,; R). Podemos
ainda tomar Z = L(V}",..., V" 1;V}), sendo ¢ definida as-

S11m:

[gb(vl, Ce ,’Up_l.’UpH(fl, RPN fp_l) =
= (o) f(v2) . [P (vp1)vp

E, finalmente, admitindo que sabemos formar o produto
tensorial de 2 espagos (o que é um fato), podemos dar uma
definicao indutiva de produto tensorial de p espacos por
meio da férmula:

%@"'@‘/p:(‘/l®“'®‘/pfl)®‘/p-

(Bem entendido, ¢(vy,...,v,) = v; ® --- @ v, é definido
como (V1 ® -+ @ Vp_1) DUy .)

Todas estas construgoes do produto tensorial Vi ® - - - ®
V, sao canonicamente isomorfas, de modo que nao ha am-
biguidade nem perda de generalidade em fixar-nos a uma
qualquer delas, ja que existe um modo natural de passar
de um elemento dessa construcao para um elemento bem
definido de outra.

Nao ha dificuldade em estabelecer isomorfismos canoni-
cos da forma Vi*®---@V ~ (Vi®---@V,)" = L(V1,...,V};
R)you L(Vi,...,Vp W)= V@ -V @W.
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Valem também, para p fatores, as propriedades comu-
tativa e associativa do produto tensorial.
Usaremos a notagao

T S
A\ A\

Vi=Vg - @VeV'e---@V*

para indicar o produto tensorial de r coépias de V por s
copias do seu dual V*. Assim, por exemplo, V2 =V @V,
Vi =V ® V*. Escreveremos Vi) = R, Vi =V e V) =V*
Com base na propriedade comutativa do produto tenso-
rial, identificaremos com V] todo produto tensorial de r
espacos iguais a V por s espacos iguais a V*, em qual-
quer ordem. Os elementos de V. sao chamados tensores
r wvezes contravariantes e s vezes covariantes. Toda base
E={eq,...,e,} em V induz uma base £ em V!, formada
por todos os tensores do tipo ¢;, ® - Re;, RN @+ ® el
onde os r primeiros fatores sao tirados de £ e os s ultimos
da base dual £*. As coordenadas de um tensor ¢ € V" re-
lativamente a base £ serao indicadas com 5;1 ;T de modo
que
t=Y e, @ e, @ @ "

onde cada indice do somatoério varia, independentemente
dos outros, de 1 até n.

Dadas € e F, bases em V', se A é a matriz de passagem
de F para &, a matriz de passagem de F. para &. sera
AR @ARAT®@- - @A7L (r fatores iguais a A e s iguais
a A™1). Assim, as coordenadas do tensor ¢t € VI, acima
considerado, na base F, sao os nimeros

G
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dados por:
’i1...ir _ il ir mi ms kl...kr
Crige = E : Aby oAb HGy e 1y Sl o,
onde o somatorio estende-se a todos os indices ky,..., k,,
mai,..., Mg, 0s quais variam, independentemente, de 1 até

n, sendo A = (Xo) e A7 = ().

/ .

O espaco V;T; , pode ser considerado, de modo natural,
. / .

como produto tensorial de V" por V; . Logo existe uma

aplicacao bilinear canonica:

/ /
¢: VI x Vi — VIt

s+s’

caracterizada pela igualdade

P @ U, @@ f°

UR - RURG R g =
=UR QU RV @ @U@
Rl fRFD g

A aplicacao ¢ chama-se a multiplicacao de tensores. Es-
creveremos tt' € VZJ:L;/, em vez de ¢(t,t'), onde t € V] e
t' € V', Note-se que t' é a imagem de t @t/ € VI @ VI
pelo isomorfismo canénico VI @ V' — Vsﬁjl. A multi-
plicacdo de tensores é associativa: se t” € V7, é um terceiro
tensor, entao (tt')t” = t(t't"). Para verificar esta relacao,
basta considerar o caso em que ¢, t’ e t” s20 decomponiveis.
Neste caso, a relagao alegada segue-se imediatamente da
expressao de ¢, acima dada.

Uma operacao importante entre tensores mistos é a
contracao.  Ela generaliza a forma bilinear canodnica

VeV®—R.
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Consideremos o espago V" dos tensores r vezes contra-
variantes e s vezes convariantes, onde r > 0 e s > 0. Sejam
i um inteiro entre 1 e r e j um inteiro entre 1 e s. Definire-
mos a contragao cz-, do -ésimo indice contravariante com
o j-ésimo indice covariante, como a aplicacao linear

G Vi = v
caracterizada pela igualdade:
@@y, fl e f)=
— o) ® 000 0o fl® - fe o[,

onde o sinal ~ sobre um elemento numa férmula significa
que tal elemento deve ser omitido. Por exemplo:

e 0u,efle---®f)=
= f)n® - Quefle @ f

A existéncia de contracao cz- ¢é assegurada pelo analogo
do Teorema 1, com ¢} = g, onde

s S
A\ A\

~

g VX xVxVix- o x Vi — v}
é a aplicacao (r + s)-linear dada por
g(Ul,...,UT7f17...,fs):
=f)n®  XQ- R0, @ Q@ - f°.

Em termos de coordenadas, se t € V] é um tensor cujas
coordenadas na base £ sao

ki..kr
g’rnll...ms )



76 [CAP. 2: ALGEBRA MULTILINEAR

entao as coordenadas de cj- (t) € V! na mesma base sdo
0s numeros

n
Ck:1...k‘i...k‘7- — § éﬁkl.“kiflqkile...kr .
ml...ﬁ’bj...ms mi..m;—19qMj41... Mg
g=1

Em particular, a contragao ci: V}! — R define o trago de
uma aplicagao linear A € L(V, V) ~ V.

2.7 A Algebra tensorial T(V)

Neste paragrafo, ao contrario dos anteriores, a expressao
“espago vetorial” nao deixard subentendido que a dimensao
respectiva seja finita.

Seja Vo, Vi, ..., Vi, ... uma sequéncia enumeravel de es-
pacos vetoriais V;. Definiremos a soma direta externa ou,
simplesmente, a soma direta desses espagos como sendo o
espago vetorial

V=V,oVi® - oV,d...

cujos elementos sao as sequéncias v = (vg,V1,...,V;,...)
tais que v; € V; e apenas um numero finito dos vetores
v; € diferente de zero. As operacoes em V sao definidas

componente a componente: dados u = (ug, Uy, ..., U, ... )
ev = (vo,v1,...,0;,...) em V e « escalar, pomos
u—+v = (ug+ vo,us +v1,..., U +Vi...)
au = (Qug, Uy, ..., QU;, ... ).

Para cada inteiro ¢ > 0, existe uma aplicacao linear
biunivoca ¢;: V; — V, que associa a um vetor v; € V; a
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sequéncia (0,...,0,v;0,...) cujos termos sao todos nulos,
com excecao talvez do i-ésimo, que ¢ igual a v;. Seja V/ o
subespago de V formado pelas sequéncias onde somente o
i-ésimo termo pode ser nao nulo. Tem-se V/ = ¢;(V}).
Dado um elemento veV, seja v=(vg, vy, ..., Vg, 0,...),
onde todos os termos seguintes a v, sao nulos. Temos

v=(v0,0,...)+ (0,v1,0,...) 4+ ---+(0,...,0,0,0,...)=
:'Ué—’—'vi—i—..._i_vllﬂ

onde cada parcela v] da soma acima é uma sequéncia com
no maximo um termo diferente de zero, ou seja v; € V/.
E natural identificar v, = ¢;(v;) com o préprio v; € V.
Teremos entao que cada elemento v € V se escreve, de
modo tnico, como soma de um numero finito de elementos
dos V;:

veV=v=v+uv+ - +uv, v €V,

sendo v = 0 se, e somente se, cada v; = 0.

Em geral, o espago vetorial V =V, d--- BV, b ...
tem dimensao infinita. (Isto sé ndo ocorre quando apenas
um numero finito de espagos V; tem dimensao nao-nula.)
Uma base de V' é obtida tomando-se uma base em cada Vj
e considerando todos estes vetores como elementos de V,
do modo acima descrito. Podemos, entao, dizer que toda
reuniao de bases dos V; é uma base de V.

Uma dlgebra é um par (A,m), onde A é um espago
vetorial e m: A x A — A é uma aplicacao bilinear, cha-
mada a multiplicacao da &algebra. E mais comum, numa
algebra, escrever uwv € A, em vez de m(u,v) € A, para
indicar o produto de dois elementos u,v € A e fazer re-
feréncia a algebra A, em vez de (A, m). A bilinearidade da
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multiplicagao significa que

u(v + w) = uv + uw,
(u+v)w = uw + vw,
(Au)v = u(Mv) = Auw),

quaisquer que sejam u,v,w € A e X escalar.

Uma algebra A diz-se associativa quando se tem
u(vw) = (uv)w

quaisquer que sejam u, v, w € A.

Diz-se que a algebra A possui unidade quando existe
um elemento e € A (a unidade da élgebra) tal que

CU = Ue =1U

para todo u € A. E claro que uma &algebra A possui, no
maximo, uma unidade.

Sejam A, A’ algebras. Uma aplicacao linear f: A —
A" chama-se um homomorfismo quando se tem f(uv) =
f(u)f(v) quaisquer que sejam u,v € A. Quando existem
unidades e € A e ¢ € A’ e, além disso, tem-se f(e) = ¢,
diz-se entao que f é um homomorfismo unitdrio.

Se a algebra A possui uma unidade e, existe um homo-
morfsimo unitario natural

E:R— A

da algebra R dos numeros reais em A, o qual leva um
nimero real A em E(A\) = Xe € A. Sendo e # 0, £ é
biunivoco e fornece uma “imersao” canonica de R em A.
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Assim, se identificarmos o escalar A com o elemento Ae € A
(o que equivale a identificar a unidade e € A com o esca-
lar 1), podemos considerar R C A para toda algebra com
unidade A.

Identificaremos sempre com o escalar 1 a unidade de
uma algebra A.

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Para
cada inteiro r > 0, temos o espago Vjy =V ®@--- @V (r
fatores) dos tensores r vezes contravariantes. Como sabe-
mos, V) = R e V) = V. Consideremos, em seguida, o
espaco vetorial

TV)=VaV;eVio -aVya...

soma direta dos espagos V', r = 0,1,2,.... Dois elementos
genéricos de T'(V') sdo da forma

z=zp+zn+ -tz w=wotwr o+ Wy,

onde zy, wy sao escalares, z1, wy sao vetores em V', 25, wo
sao tensores contravariantes de segunda ordem, etc.

Definiremos uma multiplica¢do em 7'(V') pondo
2w=2zpwo~+ (20w +21wWo )+ (2owWa+ z1w1 + 20wWp) + + -+ 2K Wy,

onde cada produto zw; € Voiﬂ ¢ dado pela multiplicacao
dos tensores z; € Vi e w; € VJ . (Na notagio do paragrafo
anterior, temos a aplicacdo bilinear ¢: Vi x VJ — V™ e
ziwy = ¢(z;, wy).)

Como cada multiplicacao parcial (z;, w;) — z;w; ¢ bili-
near, segue-se que a aplicagao

m: T(V) x T(V') = T(V),
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dada por m(z,w) = zw (onde zw ¢é definido pela férmula
acima) é bilinear e faz de T'(V') uma &lgebra, chamada a
dlgebra tensorial de V' (ou a dlgebra dos tensores contrava-
riantes de V).

Dados t, € VJ', zi € Vj e w; € Vbj, sabemos que
tr(ziw;) = (tezi)w; € Vo, Segue-se que t(zw) = (tz)w
quaisquer que sejam ¢, z e w em T'(V'). Portanto, a dlgebra
tensorial T'(V') é associativa.

Além disso, o escalar 1 € V) = Rétalque 1z; = z; € V{
para todo z; € V. Logo, 1z = z para todo z € T(V). A
algebra T'(V') possui, pois, uma unidade.

A dimensao da élgebra T'(V') ¢ infinita, exceto no caso
trivial em que dimV = 0. Se & = {ey,...,e,} é uma base
de V', entao os elementos

]_, €1,...,€Ep, €1€1,...,Ep_1€En.En€E,, €1€1€1, €1€1€9, ...

constituem uma base de T'(V).

Consideraremos também V' C T'(V'), identificando o ve-
tor v € V com o elemento 0 +v+0+0+--- € T (V).

Teorema 3. Sejam V' um espaco vetorial de dimensao fi-
nita, e A uma dlgebra associativa com unidade (indicada
com 1). Dada uma aplicagio linear f: V. — A, existe
um unico homomorfismo unitdario F: T(V) — A tal que
F(v) = f(v) para todo v € V.

Demonstracao: Sejam as aplicagoes lineares fo: R — A,

v:V — A7 f2; V02 — A,_..,fr: Vbr — A, definidas



[SEC. 2.7: A ALGEBRA TENSORIAL T(V) 81

por:

L1 @@+ ®@v,) = flv1)f(ve) ... f(v,).

Cada uma das aplicacoes lineares f, estd bem definida
em Vj , em virtude do andlogo, para r fatores, do Teo-
rema 1. De fato, tem-se f. = g¢,, onde g,: V x --- X
V — A é a aplica¢do r-linear dada por g,(vi,...,v,) =
f(v1)f(ve) ... f(v,). Definamos a aplicacao linear F': T'(V)
— A pondo, para cada z = zg+ 21 + -+ + 2z € T(V),

F(z) = fo(zo) + fi(z1) + -+ fr(2k).

Mostremos que F' é um homomorfismo unitario. E claro
que F(1) = 1. Verifiquemos agora que F(zw) = F(z)F(w).
Suponhamos primeiro que z = u1 ® --- Q@ u, € Vj e w =
U1 ® - ®@us € V' sejam tensores decomponiveis. Entao

Feu)=Fu @ @u Q0 Q- ®v,) =
= fris(U1®. .. @ u, QU R...Qus)=
= flur) . fur) fvr) .. flus) =
=i @ @u) fo(1 @ -+ ®v5) = F(z)F(w).

Em seguida, consideremos dois elementos quaisquer z,w €
T(V). Escrevendo cada um desses elementos como soma
de tensores e decompondo, depois, cada um dos tenso-
res obtidos como soma de tensores decomponiveis, teremos
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2=z + -+ zzew=wy+ - -+ Wy (onde, agora, as
notagoes z; e w; nao significam que z; € Vy nem w; € VOJ)
Entao teremos: F(zw) = F (> zw;) = > F(zw;). Mas
como cada produto z;w; ¢ um tensor decomponivel, pelo
que acabamos de ver, é F(zw;) = F(z)F(w;) e portanto

Flzw) =Y F)F(wy) = |3 F)] [ Fluy)| =
=F <Z zz> F (Z wj> = F(z)F(w).

Assim, F' é um homomorfismo. Finalmente, a dlgebra T'(V)
é gerada por V e 1, isto é, todo elemento de T'(V') é soma
de um escalar com produtos de elementos de V. Segue-se
dai que todo homomorfismo de T (V') em A, que coincida
com Fem V e 1, coincidird com F' em toda a algebra T'(V),
o que conclui a demonstracao do Teorema.

O Teorema 3 acima exprime que T'(V') é a dlgebra livre
associativa gerada por V e 1.

Observacao: Seja A um espaco vetorial de dimensao fi-
nita. Uma estrutura de dlgebra em A é dada por uma mul-
tiplicacao, que é uma aplicacao bilinear m: A x A — A,
ou seja, um elemento de L£(A, A; A). Como L(A, A; A) =~
LA AA) ~ (AQARA~ AR A*® A* = Al
segue-se que uma multiplicacao em A é um tensor, uma
vez contravariante e duas vezes covariante, m € Al. Seja
E ={ey,...,e,} uma base de A. O produto de dois ele-
mentos basicos e;, e; se escreve:

E : k
€i€j = ")/Z-j €L .
k
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Os numeros vfj chamam-se as constantes de estrutura da
algebra A (relativamente a base £). O conhecimento des-
ses numeros determina inteiramente a multiplicacao em A,
poisse u =Y. a‘e;ev=>. e;, entdo

uv = g o' ee; = g g o' vfj e -
2 k 2

As constantes de estrutura nada mais sao do que as coor-
denadas do tensor multiplicagio m € A} relativamente &
base definida por £ em Aj.



Capitulo 3

Algebra Exterior

Exporemos aqui os fatos basicos acerca das poténcias exte-
riores de um espaco vetorial. Isto equivale a estudar os ten-
sores anti-simétricos, ou sejam, os p-vetores desse espaco.
Tal estudo ¢ rico em aplicagoes a Algebra, a Geometria
e a Analise. Mantendo, porém, nosso ponto de vista de
introducao, daremos apenas algumas aplicacoes simples.

3.0 Permutacoes

Seja X um conjunto qualquer. Uma permutacao de X é
uma aplicagao biunivoca o: X — X, de X sobre si mesmo.

O conjunto das permutagoes de X, munido da operacao
que associa a duas permutagdes o, T a sua composta
ocoT = o7, constitui um grupo, chamado o grupo das
permutagoes de X . (Isto significa apenas que existe uma
permutacao identidadde €: X — X, que cada permutacgao
o: X — X possui uma inversa o~ ': X — X, e que as
seguintes igualdades sao sempre vélidas: co0 = o = o,

84
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1

oot =07t

o=c¢, (cT)p=0c(Tp).)

Suponhamos que X possua pelo menos 2 elementos.
Uma permutacao 7: X — X chama-se uma transposicao
quando existem a # b em X tais que 7(a) = b, 7(b) = a e
7(x) = x para todo € X distinto de a e de b. Se 7 é uma
transposicao, entao 77 = €, mas a reciproca ¢é falsa.

Quando X é um conjunto finito (inico caso que conside-
raremos) com n elementos, entao o grupo das permutagoes
de X também é finito e tem n! elementos.

Toda permutacao o: X — X de um conjunto finito X
se exprime como produto de transposicoes 0 = 7Ty ... T, .
Esta expressao nao é absolutamente tinica, mas o nimero r
de transposigoes cujo produto é o tem sempre a mesma pa-
ridade: se o é escrita uma vez como produto de um niimero
par (respectivamente: ifmpar) de transposi¢oes, qualquer
outra decomposicao de o devera conter um niumero par
(resp. fmpar) de transposigoes. (Para demonstracao des-
ses fatos, veja N. Jacobson, Lectures in Abstract Algebra,
vol. I, pag. 36).

Diremos que uma permutacao o: X — X (X finito) é
par ou impar conforme o se escreva como produto de um
nimero par ou impar de transposicoes. Por exemplo, a
permutacao identidade é par e toda transposigao é impar.

Usaremos o simbolo ¢, para indicar o sinal de per-
mutacao o: e, = +1 se o for par e e, = —1 se o for
impar.

O produto op é par se, e somente se, as permutagoes
o e p tém a mesma paridade (isto é, sdo ambas pares ou
ambas fmpares). Isto equivale a escrever:

Eap = E€p -
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Multiplicando-se cada permutacao par por uma per-
mutacao impar fixa, obtemos todas as permutacoes impa-
res. Resulta entao que, entre as n! permutacoes de um
conjunto X com n elementos, n!/2 delas sdo pares e n!/2
sao impares.

Indiquemos com I,, = {1,...,n} o conjunto dos inteiros
positivos de 1 até n. Uma p-upla de elementos de I, €
uma aplicacao ¢: I, — I,,. Indicando com i, o valor da
aplicagao 7 no elemento r € I,, ¢ comum representar a p-
upla ¢ por (iy,...,4,). Diremos que i = (i1, ...,7,) é uma
p-upla de elementos distintos quando a aplicacao i: I, —
I,, for biunivoca, isto é, quando r # s implicar i, # .
No caso contrario, diremos que a p-upla i tem elementos
repetidos.

Deve-se distinguir a p-upla (iy,...,i,) do conjunto
{i1,...,ip} por ela determinado. Quando a p-upla dada
tem elementos repetidos, o conjunto {i1,...,,}, malgrado
a notacao, tem menos de p elementos. E, mesmo que a
p-upla dada, (j1,...,Jp), seja de elementos distintos, para
cada permutagao o do conjunto J = {ji,...,J,}, temos

J=A{o(),...,00jp)}

mas as p! p-uplas (¢(j1),...,0(j,)), obtidas variando o, sdo
duas a duas diferentes. Por exemplo, temos {1,3} = {3, 1},
mas (1,3) # (3,1).

Escreveremos J = {j; < j» < --- < j,} para indicar
que a numeracao dos elementos do conjunto J foi esco-
lhida segundo a ordem crescente dos mesmos. Entao, as
p-uplas cujo conjunto de elementos é J sao as da forma
(0(41),-..,0(jp)), onde o varia entre as permutacoes de J.
Cada uma dessas p-uplas fica inteiramente caracterizada
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pela permutacao o que a ela corresponde.

O conjunto I,, possui (Z) = w subconjuntos
com p elementos, de modo que existem exatamente (Z) pl =
n(n—1)...(n —p+ 1) p-uplas de elementos distintos em

I,, (“arranjos” de n elementos p a p).

3.1 Aplicacoes multilineares alter-
nadas

Seja p > 1 um inteiro, e sejam V', W espagos vetoriais.
Uma aplicacao p-linear ¢: V x --- x V. — W chama-se
alternada quando muda de sinal ao inverter-se a ordem de
2 de seus argumentos, isto ¢, quando se tem

G(VU1, ey Voo Uy Up) = — (V1 oo, Uy e, Uy, Up)

quaisquer que sejam vy, ..., U, ..., V..., 0, em V.

Segue-se imediatamente da definigao que uma aplicagao
p-linear alternada ¢: V' x --- x V — W anula-se sempre
que dois dos seus argumentos sao iguais, isto é:

A(v1, .. ViU, 1) =00 se v =5

Reciprocamente, se uma aplicacao p-linear ¢ satisfaz a rela-
¢ao acima, entao ela é alternada. Com efeito, dada a p-upla
(.. 0iy...,0j,...) em V, a hipdtese feita e a p-linearidade
de ¢ acarretam:

O:¢<...,Ui—f-l}j,...,l)i—i-’l}j,...):

:(b(---,Ui,-u,Ui,-u)+¢(---,'Ui,---,vj,---)+
F+ (v V) Oy, ).
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Ora, sendo ¢ como é, a primeira e a iltima parcelas da
soma acima sao nulas. Concluimos, entao, que

(ﬁ(...,vi,...,vj,...)—l—qﬁ(...?vj,...,vi,...):O,

e portanto ¢ é alternada.

Outra maneira de se exprimir que uma aplicagao ¢ €
L,(V,W) é alternada é a seguinte:

P(Vo(1),s - - Vo(p)) = € O(V1, ..., Vp)

qualquer que seja a permutagao o do conjunto {1,...,p}.

De fato, a propriedade acima implica que ¢ é alternada,
pois a troca de posicao de dois argumentos v;, v; corres-
ponde a transposicao 7 com 7(i) = j e 7(j) = 4, sendo
e, = —1. Reciprocamente, se ¢ ¢é alternada, dada a per-
mutacao o, escrevemos o como produto de r transposicoes,
donde ¢(vy(1), - - -, Vo (p)) € Obtido de p(vy, ..., vp) através de
r trocas de pares de argumentos. Em cada troca, ¢ muda
de sinal, donde

) (Ug(l), . ,vg(p)) = (=1)"p(vy,...,vp) = €5 P(V1,...,0p).

E imediato que a soma de duas aplicacoes p-lineares
alternadas e o produto de uma aplicacao p-linear alter-
nada por um escalar sao ainda alternadas, de modo que
o conjunto, que indicaremos com A,(V, W), das aplicagoes
p-lineares alternadas de V em W é um subespaco vetorial
do espago 2,(V, W) de todas as aplicacoes p-lineares de V'
em W.

Escreveremos ,(V), em vez de 2,(V, R), para indicar o
espaco das formas p-lineares alternadas, isto é, das aplica-
¢oes p-lineares alternadas ¢: V x---xV — R, com valores
reais.
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Quando p = 1, tem-se A (V) = V* e Ay(V, W) =
L(V,W).

Proposicao 1. Se vy,...,v, € V sdo linearmente de-
pendentes, entao ¢(vy,...,v,) = 0 qualquer que seja 0 €
Q[p(v> W) .

Demonstracao: Sendo vy, ...,v, linearmente dependen-
tes, existe um indice jo, 1 < jo < p, tal que vj, = Y a'v;

1<Jjo

(vide Proposigao 1, Cap. 1). Entao

¢(v1,...,vj0,...,vp):¢(Ul,...,z o/vi,...,vp> =

:Zaigb(vb...,vi,...,vi,...,vp):O,

1<jo
pois ¢ é alternada.

Corolario. Se p > dimV, entao toda aplicacdo p-linear
¢:Vx--xV =W é€identicamente nula.

Com efeito, sendo p > dim V| quaisquer p vetores em V'
sao linearmente dependentes, e portanto ¢(vy,...,v,) =0
quaisquer que sejam vy, ...,v, € V.

Por simplicidade, consideraremos inicialmente o espaco
vetorial 2A5(V), das formas bilineares alternadas sobre um
espaco V. Tem-se entao o seguinte resultado:

Teorema 1°. Sejam V' um espaco vetorial, de dimensao
n>1 e = {ey,...,e,} uma base de V. Para cada
par i, j de inteiros com 1 < i < j < n, seja ¢¥:V x
V. — R a forma bilinear caracterizada pelas igualdades:
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d(es e5) =1, ¢Y(eje) = —1, e ¢Y(e,,e5) = 0, se os
conjuntos {r,s} e {i,j} nao coincidem.

Entao as formas bilineares ¢¥, i < j, sao alternadas e
constituem uma base do espago vetorial As(V'). Em parti-
cular,

dim 25(V) —n(n —1)/2.

Demonstracao: Dividiremos a demonstracao em 3 par-
tes.

Primeiro — As formas bilineares ¢ sao alternadas. Seja
U = Z ale; €V
i

um vetor qualquer. Devemos mostrar que, sejam quais
forem i < j, temos ¢ (u,u) = 0.

Ora,
" (u, u) Zakam B (e, em).

Mas, exceto ¢Y(e;e;) = 1 e ¢(ej,e;) = —1, todos os
demais valores ¢"(eg, e,,) no somatério acima sao nulos,
donde ¢ (u,u) = a’a? — ala’ = 0.

Segundo — As formas ¢”, i < j, geram (V). Seja
m € Ay(V) uma forma bilinear alternada. Para cada par
i < j, ponhamos &; = ¢(e;, €;) e escrevamos ¢ = > &; 9.
i<j
Devemos mostrar que ¢ = 3. Sendo ¢ e 1 bili]neares,
basta verificar que ¢(ex,en) = ¥(ek, e,) sejam quais fo-
rem ey, e, € £. Ora, se k < m, entao qﬁ(ek,em) = &em

por definigao, enquanto ¥(ex,e,) = > &j 0V (ex, em) =
1<J
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Eem O (ek, €m) = Exm também. Sendo ¢ e 1) ambas alter-
nadas, temos ¢(eg, €n) = —Emr = V(ex, ) quando m < k
e o(ex, em) =0 =1(ex, en) se k =m, donde ¢ = 1.

Terceiro — As formas ¢, i < j, sdo linearmente indepen-

dentes. Com efeito, se > \;; ¢ = 0, entao, para cada par
i<
k < m, temos:

0= (Z ij d)ij) (e, em) = Z Nij &7 (ery em) = N

i<j i<j
o que mostra a independéncia das ¢¥, i < j.

Calcularemos agora a dimensao do espago vetorial
2,(V), onde p é um inteiro qualquer > 1. O teorema ge-
ral abaixo engloba, naturalmente, o Teorema 1’ como caso
particular. A demonstragao é andloga: apenas a notacao é
mais complicada. Somente por razoes didaticas separamos
o caso bilinear.

Teorema 1. Seja V um espaco vetorial de dimensao
n>1. Seja & ={ey,...,e,} uma base de V. Dado p < n,
para cada subconjunto J = {j1 < --- < j,} C I,, seja
&7V x -+ xV — R a forma p-linear caracterizada por:

¢l (ej, ... e5,) =1;
7 (€a(jn), - -1 €aljy) = o S€ja qual for a

permutacao o: J — J;

¢’ (e, vei) =0 se {in, ... ipt # {d1, -, dp}
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Entdo as formas p-lineares ¢’ sdo alternadas e constituem
uma base do espago vetorial A,(V'). Em particular,

dim A, (V) = (n)

p

Demonstracao: Segue as linhas do caso bilinear.

Primeiro — As formas ¢’ sao alternadas. Tomemos uma
¢’ e uma p-upla de vetores vy, ...,v,, onde supomos que
v; = v; = u. Em termos da base &, temos:

_ k1 _ k e r
= E Bt €hyy s Up = E ﬂppekp,vi—vj—u—g a’e,.
k1 kp r

Segue-se que

¢V, Uy y) =

k
= ﬁll...ﬁ;f” ZaTaS¢J(ek1,...,eT...es...ekp)
r,s

ki,nikp

onde o primeiro somatério se estende a todos os indices
ki,... ki1, kiv1, ..., kj—1,kjp1, ..., kp, compreendidos en-
tre 1 e n. Provaremos que o segundo somatorio é nulo,
quaisquer que sejam ki, ..., k,. Abaixo, na primeira igual-
dade, desprezamos os termos ¢7(...e,...e,...), pois sao
nulos. Na segunda, trocamos os nomes dos indices 7 e s no
segundo somatorio. Na terceira igualdade, usamos o fato
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deque ¢/(...ep...eq...) == (..eq...ep...).

Z TQS¢J(_..QT..-€S'-'):

:Zaroﬁqﬁ‘](...er...es...)—l—

r<s
—l—ZofasqSJ(...er...es...):
s<r
:Za’”asgb‘](...e,,...es...)—l—
r<s
+Za5ar¢‘](...es...er...):
r<s

:Za’"a5¢‘](...er...es...)—

r<s

—ZQSQT¢J<--~GT'--65---):

r<s

= Z(d"oﬁ — ")’ (.. .en.. . es...) = 0.

r<s

Logo, ¢’(...u...u...) = 0, mostrando que cada ¢’ é al-
ternada.

Segundo — As formas ¢/ geram 2,(V). Dada ¢ 2,(V),
para cada subconjunto J = {j; < --- < j,} C I,,, pomos

& = ¢lej,....e;). Definimos ¢ = Y &;¢7, a soma es-
7

tendida a todos os subconjuntos .J, com p elementos, do
conjunto I, = {1,...,n}. Mostra-se, como no teorema
anterior, que ¢ = 1.

Terceiro — As formas ¢/ sao linearmente independentes.
De uma relagao do tipo Y. A;¢7 = 0 segue-se que, para
J
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toda escolha de K = {ky < --- < k,}, tem-se

0= <ZAJ¢J> (Ehys- - er,) = Asc -
J

Corolario 1. Se dimV = n, entdo dim A, (V) = 1.

Corolario 2. (Reciproca da Proposicao 1.)
Se ¢(v1,...,vp) = 0, seja qual for a forma p-linear alternada
¢, entao vy, ..., v, sao linearmente dependentes.

Com efeito, se fossem vy, ...,v, linearmente indepen-
dentes, entao existiria uma base E={ey, ...,e,} em V com
e1=u1, ..., ,=0, . Entdo, tomando J={1, ..., p}, a forma ¢’
constuida no Teorema 1 seria tal que ¢/ (vy, ..., v,)=1.

Corolario 3. Seja dimV = n. Se existe uma forma n-
linear alternada ¢ # 0 tal que ¢(vq,...,v,) = 0, entao
V1, ...,0, €V sao linearmente dependentes.

Com efeito, como dim®, (V) = 1,{¢} é uma base de
2A,.(V); toda forma n-linear alternada 1 sobre V' é da forma
= a-¢, aescalar. Logo ¥(vy,...,v,) = a-d(vy,...,0,) =
0. Segue-se do Corolario 2 que vy, ..., v, sao linearmente
dependentes.

Corolario 4. Sejam dimV =n, dimW =r e0 <p < n.
Entdo dim2(,(V, W) = (;) g

Com efeito, tomando uma base F = {fi,..., f,} em
W, uma aplicacao qualquer ¢ € A,(V, W) ¢ tal que

¢(Ul,...,vp):Zgbi(vl,...,vp)fi, V1,0, €V
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E imediato que as r aplicacoes
(v1,...,0p) = ¢'(v1,...,v,) € R,

determinadas por ¢, sao formas p-lineares alternadas. A
correspondéncia ¢ — (¢!, ..., ¢"), assim estabelecida, de-
fine um isomorfismo de A, (V, W) sobre a soma direta de r
cépias de A, (V). Segue-se que dim2,(V, W) = (") - r.

3.2 Determinantes

Como conseqiiéncia do fato de que dim2,,(V') = 1, quando
n = dim V', mostraremos uma maneira de definir intrinse-
camente o determinante de uma aplicagdo linear A: V —
V', de um espaco vetorial V' em si préprio.

A aplicacao linear A: V — V induz uma aplicagao

AF A (V) — A (V),

definida do seguinte modo: se ¢ € A, (V) é uma forma n-
linear alternada, A#(¢): V x --- x V — R é a forma tal
que

[A* ()] (v1, - . ., vn) = d(Avy, ..., Avy).

E 6bvio que A#(¢) € A, (V). Se B: V — V é outra
aplicagao linear, verifica-se sem dificuldade que

(AB)* = B¥ A% (V) — A, (V).

Ora, toda aplicacao linear de um espago vetorial de di-
mensao 1 em si mesmo é a multiplicagao por um escalar
fixo. Segue-se entao que, dada A: V' — V linear, existe um
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tinico escalar d tal que A% (¢) = 6 - ¢ para toda ¢ € 2, (V).
Escrevemos 6 = det A e chamamos este escalar de determi-
nante da aplicagao linear A.

Assim, o determinante de A fica caracterizado pela
igualdade

O(Avy, ..., Av,) = det A - d(vy, ..., v,),

valida quaisquer que sejam os vetores vy,...,v, € V e
qualquer que seja a forma n-linear alternada ¢ sobre V.
Com a notacao acima introduzida, esta igualdade se escreve

A#(¢) = det A - ¢, para toda ¢ € A, (V).

Além de fornecer uma definicao de det A que nao utiliza
a escolha de uma base em V', este método permite ainda de-
monstrar, de modo simples, as propriedades fundamentais
dos determinantes, como veremos abaixo.

Proposicao 2. Sejam A,B:V — V aplicagoes lineares.
Entao:
a) det(AB) = det A - det B;

b) det A # 0 se, e somente se, A é invertivel.

Demonstracao: (a) Tomemos ¢ # 0 em 2(,(V). Vem:

det(AB)¢ = (AB)*(¢) = (B*A%)(¢) = B*[A%(4)] =
= B#(det A-¢) =det A- B¥(¢) =det A-det B - ¢.

Segue-se que det(AB) = det A - det B.

(b) Se I:' V. — V é a aplicagao identidade, entao é
claro que det T = 1. Se A: V — V possui inversa A~
entdao, por (a), AA™t = I dd det A -det(A™?) = 1, donde
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det A # 0 e det(A™') = (det A)~!. Reciprocamente, seja
A:V — V tal que det A # 0. Sejam € = {ey,...,e,} uma
base de V' e ¢ # 0 uma aplicacao n-linear alternada. Entao
o(eq,...,en) # 0. Dai concluimos que ¢(Aey, ..., Ae,) =
det A - ¢(eq,...,e,) # 0. Logo, Aey,...,Ae, sdo linear-
mente independentes (vide Proposi¢ao 1). Assim, A trans-
forma toda base de V' noutra base de V', donde é invertivel.

Para mostrar que esta definicao de determinante coin-
cide com a defini¢ao classica de det A em termos de uma
matriz de A, tomemos uma base £ = {ey,...,e,} em V e
seja (« ) [A e] a matriz da aplicagao A na base &. Esco-
lhamos a forma n-linear ¢ € A, (V) tal que ¢(eq,...,e,)
= 1. Entdo ¢é(e;y,...,€;,) = €, quando (iy,...,i,) =
(o(1),...,0(n)) é uma n-upla de nimeros todos distintos,
Com tal ¢, temos det A = ¢(Aeq, ..., Ae,). Ora,

i
Aey = E alle; ..., Aey = g are; .
in

Assim:

det A = ¢<Za1 6117"'7Zaf{16in>:
= Z ot al .ol ples,,. .. ) =

11 yeeeyin

- Z €o 041 0(2) - 042("),

a ultima soma sendo estendida a todas as permutacoes o do
conjunto {1,...,n}. Na tdltima igualdade, suprimimos to-
das as parcelas correspondentes a n-uplas (iy, ..., i,) onde
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ha elementos repetidos pois, para cada uma delas, tem-se

¢(€i17 e 7€in) =0.
A expressao

n

det A = Z eralMal® ag®

constitui a definigao classica de det A, em termos da matriz
(a}) de A na base €.

As aplicagoes lineares A: V' — V nao sao os tnicos
objetos que possuem determinante. Podemos, ainda, con-
siderar:

a) O determinante de uma matriz quadrada o = (a);

b) O determinante de n vetores vy, ...,v, € V relati-
vamente a uma base £ = {ey,...,e,} de V.

Dada a matriz quadrada o = (o), de ordem n, seu
determinante pode ser definido diretamente pela férmula
classica acima, ou entao como o determinante da aplicagao
linear A: R" — R", tal que Ae; =) aj- e;,onde {e,..., e}

¢ a base canonica do R". Isto quér dizer que « é a matriz
de A relativamente a base canonica. Usam-se as notagoes
det o, ou det(a?).

Dados os vetores vy, ...,v, € V eabase E={ey,...,e,}
de V', o determinante desses vetores relativamente a base
dada é indicado com [vq, ..., v,, E] ou, simplesmente, com
[V1,...,0,], € é definido como o determinante da matriz
(af) tal que v; = >-abe;, j=1,...,n. Tem-se, evidente-

(2
mente, [v1,...,v,] =det A, onde A: V — V é a aplicagao
linear tal que Ae; =v;,i=1,...,n.
Se a = (o) é uma matriz n X n, indicando com v; =
(af,...,a),...,v, = («

J
L ...,a") os vetores-coluna de «,

ny -
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vemos que det o = [vy, ..., v,]. Tomemos a forma n-linear
alternada ¢y € A, (R") tal que ¢g(es,...,e,) = 1, onde os
e; representam a base canonica do R". Entao:

det(al) = [v1, ..., v0] = do(v1, ..., vn).

Assim, o determinante de uma matriz o é uma forma
n-linear alternada nos vetores colunas dessa matriz, forma
essa que ¢ “normalizada” pela condi¢ao de assumir o va-
lor 1 nas colunas da matriz identidade. Reciprocamente,
toda funcdo numérica M(n x n) — R, definida entre as
matrizes n X n, que é uma forma n-linear alternada nas
colunas da matriz, é um multiplo (constante) da fungao
det: M(nxn) — R. Se a funcao dada assume o valor 1 da
matriz identidade, entao ela é igual ao determinante. Esta
¢ uma caracterizacao classica (devida a Weierstrass) do de-
terminante. Ela resulta do fato de ser dim 2, (R") =1

Seja a = () agora uma matriz m x k, onde m pode
ser diferente de k. Seja ainda p < m, p < k. Usaremos a
notagao o) para indicar a matriz p X p, obtida de o = (oz?)
do seguinte modo: [ = {iy < --- < iy} ClpeJ ={j <

- < jp} C I sao conjuntos de p inteiros e ol = (aj-:)
é formada pelos elementos de « cujos indices superiores
pertencem a [ e cujos indices inferiores pertencem a .J.
Em outras palavras: o conjunto I determina a escolha de
p linhas em « e J determina a escolha de p colunas de
a. A “submatriz” ol é formada pelos elementos de a que
estao simultaneamente numa das p linhas e numa das p
colunas escolhidas. O determinante det(a) é o menor de
a relativo as p linhas I e as p colunas J.
Ao tomar uma submatriz m x m de uma matriz a do

tipo m < k, basta escolher as m colunas (m x k) segundo
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um subconjunto J = {j; < -+ < jn} C Iy. Usa-se entdo
a notagao ayy, em vez de a{,’”. Do mesmo modo, escreve-se

o’ para indicar uma submatriz k x k de uma matriz m x k.

Examinemos agora o Teorema 1 no caso particular em
que V = R" sendo £& = {ej,...,e,} a base candnica do
espaco euclidiano R". Seja p < n.

O espaco A,(R") tera uma base canonica, constituida
por formas p-lineares ¢’, uma delas para cada subconjunto
J={j <---<jp} CI,. Ora, uma p-upla de vetores em
R"™ corresponde a uma matriz n X p, da qual os vetores
dados sdo as colunas. Assim, um elemento ¢ € 2,(R")
corresponde a uma aplicagdo ¢: M(n x p) — R, tal que
¢(a) é uma fungao p-linear das colunas da matriz.

Mostraremos que, pensando em cada ¢ € 20,(R") como
uma funcao de matrizes n x p, as ¢’ sdo os menores, isto é,
¢’ (o) = det(a’) paratodaa € M(nxp)eJ ={j; <--- <
Jp} C I,. Quando fizermos isto, poderemos enunciar:

Proposicao 3. Toda aplicagao ¢: M(n x p) — R, que é
uma func¢ao p-linear alternada das colunas de uma matriz,
se escreve, de modo unico, como combinacao linear dos
menores de ordem p dessa matriz.

Demonstracao: Basta lembrar que, para cada .J, temos
¢’ (es,,...,€,) =0 quando {i1,...,i,} # J. Isto significa
que se « € M(nxp) é uma matriz na qual cada coluna pos-
sui apenas um elemento nao nulo (igual a 1) entao ¢7(a) #
0 precisamente quando as linhas que contém os elementos
nao-nulos de a constituem o conjunto J. Sendo ¢’ uma
fungao p-linear das colunas de «, segue-se daf que ¢’ () de-
pende apenas da submatriz o’, formada com as p linhas de
fndices em .J. Podemos entao escrever ¢”(a) = ¢(a”), onde
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¢: M(pxp) — R éuma fungao p-linear alternada das colu-
nas das matrizes p x p. Como ¢”’(ej,,...,e; ) = 1, segue-se
que ¢(a’) = 1 quando o’ é a matriz identidade p x p. Logo
d(a’) = det(a”’). Concluimos que ¢/(a) = det(a’) = J-
ésimo menor de «, como queriamos demonstrar.

Corolario. Seja g: V x --- xV — W wuma aplicagao p-

linear alternada. Dada uma base € = {eq,...,e,} de V,
ponhamos wy = g(ej,, ..., e;,) sempre que J = {j; < --- <
Jp}. Sejam vy =3 afe, ... v, =Y ol e; vetores em V.

(2
Considerando a matriz a = (o) € M(nXxp), cujas colunas
sao as coordenadas dos vetores v; , temos

g(vr,...,v) = Z det(a”)w; .
J

Com efeito, tomando uma base F = {f1,..., f} em
W, temos g(vi,...,v,) = Y. ¢'(vi,...,v,)fi, onde cada

@' € A,(V). Logo, para cada i = 1,...,m, temos ¢' =
S €L @7, Segue-se da definigao dos ¢7 e dos wy que wy =

7

S & fi. Assim, para vy,...,v, € V quaisquer, temos

i

g(vi,. . ) = Y @7 (vr,. .., vp)wy. Mas j& vimos acima
7

que ¢’ (vy,...,v,) = det(a’). O corolério fica, entao, de-

monstrado.

Na definicao do determinante de uma matriz quadrada
«, as colunas e as linhas de a nao desempenham, formal-
mente, o mesmo papel. Com efeito, det « é o determinante
da aplicacao linear A: R" — R" tal que Ae; € R™ é a i-
ésima coluna da matriz o (onde e; é o i-ésimo elemento da
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base canonica do R™). Dai recorre a predominancia das
colunas sobre as linhas nas proposicoes deste pardgrafo.
Por exemplo, det o é uma funcao n-linear alternada das
colunas de o mas, até agora, nao sabemos como det « de-
pende das linhas de a.

Para estabelecer a simetria que falta, demonstraremos
a seguir que o valor do determinante de uma matriz nao
se altera quando se trocam suas linhas por suas colunas.
Lembramos que a transposta de uma matriz o = () é a
matriz o = (81) tal que 3! = of . Assim, as linhas de of
coincidem com as colunas de «.

Proposigao 4. Sejaa € M(nxn). Entdo det a = det(at).

Demonstracao: Como ja vimos anteriormente, vale a ex-
pressao:

deta = Z eoalM ag® ao)

g

onde a soma ¢é estendida a todas as permutagoes do con-
junto I,, = {1,...,n}. Trocando a ordem dos fatores em
cada parcela desta soma, de modo que os indices superiores
fiquem em ordem crescente, temos:

deta = Z Eo 0461,,1(1) a§,2(2) Q.

Quando o percorrre o conjunto das permutacoes de I, , 01
percorre-o também. Além disso, ¢, = ¢,_1. Logo, pondo

p=oc"1 vem:

— 1 2 n
deta = &y O - Ay
P

ou seja, det o = det(at).
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Resulta agora que, em todas as proposicoes referentes
ao determinante de uma matriz, linhas e colunas se com-
portam igualmente.

3.3 Poténcias exteriores de um es-
paco vetorial

Seja V' um espaco vetorial de dimensao n, e p um inteiro
positivo < n. Uma p-ésima poténcia exterior de V é um
par (Z, ¢) tal que:

1) Z é um espago vetorial e ¢: V x -+ xV — Z é uma
aplicagao p-linear alternada:

2) dim Z = (Z), onde n = dimV;

3) p(V x---xV) gera Z.

Os aciomas 2) e 3), em presenca de 1), sdo equivalentes
ao Unico axioma seguinte:

2") Seja &€ = {ey,...,e,} uma base de V, os vetores
P(ejy,-..,e5,), tais que 1 < j; < --- < j, < n, formam
uma base de Z.

A verificacao é imediata.

Devemos mostrar que existem as poténcias exteriores
de V, e que duas poténcias exteriores p-ésimas de V sao
canonicamente isomorfas. Daremos, primeiramente, trés
construcoes que demonstram a existéncia.

Primeira construgao: Seja Z um espaco vetorial qual-
quer, de dimensao igual a (’;), onde n = dim V. Escolha-

mos uma base & = {ejy,...,e,} em V, uma base H em Z,
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e indiquemos os elementos h; € ‘H com indices J = {j; <
.-+ < jp} que variam entre os subconjuntos de p elemen-
tos do conjunto I, = {1,...,n}. Definamos a aplicagao
p-linear ¢: V x --- x V. — Z pondo ¢(e;,,...,e;,) = hy
e O(€o(ji)s---1€o(j,) = €chyse {j1 < -+ < gy = J, €
#(€iys-..,¢€;,) = 0 se a p-upla (i1,...,7,) tem elementos
repetidos. E claro que ¢ é alternada e o axioma 2’) é evi-
dentemente satisfeito.

Segunda construgao: Tomemos Z = 2,(V)*, dual do
espaco das formas p-lineares alternadas sobre V. Defi-
namos ¢: V x --- x V. — Z, pondo [¢(vy,...,v,)](w) =
w(vy, ..., v,), para todos vy,...,v, € Ve w € A,(V). E
imediato que valem os axiomas 1) e 2). Resta verificar

que, dada uma base €& = {ey,...,e,} em V, os elementos

2y = ¢(ej,,...,¢€5,), com J = {j; < --- < jp}, s@o line-

armente independentes. Ora, se fosse > A\ z; = 0 viria,
J

para cada forma p-linear ¢, construida a partir da base
&, como no Teorema 1:

0= (ZAJZJ)(qbK) =3 N 6K (e ep,) = N

Logo os z; sao independentes, como queriamos mostrar.

Terceira construgao: Tomaremos Z como o subespaco
de V¥ =V ®---®V formado pelos tensores anti-simétricos
p vezes contravariantes e definiremos ¢: V x -+ xV — Z
por meio da operagao de anti-simetrizacao. Mais preci-
samente: para cada permutacao o do conjunto {1,...,p}
consideraremos a aplicagao linear o*: V' — V', caracteri-
zada por:

TV ® R Up) = Ve(1) @+ @ Vg(p) -



[SEC. 3.3: POTENCIAS EXTERIORES DE UM ESPACO VETORIAL 105

A aplicagao linear ¢* é induzida, de acordo com o Teorema
2 do Capitulo 2, pela aplicacao p-linear

(Ub"'vvp) = Ug(1) @+ & Vg(p) -

E imediato que se o, p sao permutacoes de I,, entao
(op)* = p*o* e, se € é a permutagao identidade, entao e* é
a aplicacao identidade de V7. Segue-se que cada o* é um
isomorfismo de V{ sobre si préprio e que (0*)~! = (o71)*.

Diremos que um tensor t€Vy é anti-simétrico se o*(t) =
.t para toda permutagao o de I, = {1,...,p}. O tensor
t é anti-simétrico se, e somente se, 7*(t) = —t para toda
transposicao 7 de I,,.

O conjunto Z dos tensores anti-simétricos é evidente-
mente um subespago vetorial de VJ’. Desejamos determi-
nar a dimensao de Z e, mais precisamente, obter uma base
de Z a partir de uma base €& = {ey,...,e,} de V. Primei-
ramente, mostraremos que se

t = Z §i1...ip €, @R e

¢ um tensor anti-simétrico, entdo suas coordenadas £t
sao anti-simétricas: mudam de sinal quando se trocam 2
dos seus indices. Daf se concluird que £+ = 0 quando
houver dois indices iguais, e que {j; < --- < j,} = J dard

gd(jl)...o(jp) =&, é.jl-ujp

seja qual for a permutacao o: J — J.
Seja, entao,

t=> &rire, @@ e, anti-simétrico.
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Tomemos uma transposicao 7 arbitraria dos inteiros 1, ..., p.
Seja 7(k) = m, 7(m) = k. Teremos 7*(t) = —t. Assim,

‘ Z Ertbime R @@ e, @ €

Mudando os nomes de k£ e m na ultima expressao:

Segue-se que & ieime=  Cdmedie o como  querfamos
mostrar.

Assim, se t é um tensor anti-simétrico, na sua expressao
em termos de uma base £, podemos omitir as parcelas
£ e, ®---®e;, onde hé indices repetidos e, nas parcelas
restantes, temos £7U1)oUp) = ¢ i onde {j; < --- <
Jpy = J eo:J — J éuma permutagao. Levando esses
dois fatos em conta, podemos escrever, para todo tensor
anti-simétrico t:

b= ijl”'j” (Z EoCo(j) @+ & eo(jp)) ,

J

onde o primeiro somatoério se estende a todos os subcon-
juntos J = {j1 < --- < j,} e, para cada J, o segundo
somatorio se estende a todas as permutacoes o: J — J.

Se, para cada subconjunto J = {ji < ..., < j,} C I,
escrevermos

€r = Zgo(eaol) ® - ®eos,));
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veremos que todo tensor anti-simétrico ¢t € Z se escreve
como combinagcao linear dos (;) tensores e;: t =Y. &' ey,
onde as coordenadas &7, sdo as coordenadas &/t de t na
base £ que tém indices j; < --- < j, em ordem estritamente
crescente.

Ora, a cada permutacao o: J — J corresponde, de
modo natural, uma permutacao o’: I,—1, tal que o(j,,) =
Jo'(m) - Identificando o com o', vemos que

GJ—E% (€, ® - ®ej,).

Dai se conclui que os tensores e; sao anti-simétricos. Com
efeito, seja p uma permutacao qualquer de I, . Entao

prles) =Y cap’ct(e, @ Dej,) =

Sendo p fixa, ao fazer o percorrer o conjunto das per-
mutacoes de I, , op percorre igualmente o mesmo conjunto
e assim podemos escrever:

pies) = Engu:“*@jl ®---®e,) =¢pe,

mostrando que ey é, de fato, um tensor anti-simétrico.

Assim, vemos que os tensores e; constituem um sistema
de ( ) geradores do espaco Z dos tensores anti-simétricos.
Mostraremos agora que os ey sao linearmente independen-
tes, e portanto formam uma base de Z. A independéncia
linear dos e; resulta porém diretamente do fato de que os
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produtos e;, ®- - -®e;, formam uma base de Vi’ e, se J # K,
nenhum elemento dessa base que entra na confeccao de e
comparece na expressao de ey .

Para finalizar a terceira construcao da p-ésima poténcia
exterior de V', definimos uma aplicacao p-linear alternada

¢o:V x---xV — Z pondo
gb(vl,‘..,vp):Z&a*(vl@;...@%)_

O par (Z,¢), assim definido, satisfaz os axiomas requeri-
dos, como logo se vé. O tensor ¢(vy,...,v,) chama-se o
“anti-simetrizado” de v; ® --- ® v,. A aplicacao linear
A: VP — V¥ definida por A =) eo* chama-se “operacao

ag
de anti-simetrizagao” e (1/p!)A é uma projecao de V¥ sobre
o subespaco Z dos tensores anti-simétricos p vezes contra-
variantes.

Prosseguimos, a fim de mostrar que a p-ésima poténcia
exterior de um espago vetorial V' ¢ tnica, a menos de um
isomorfismo canonico. Antes mesmo de demonstrar a uni-
cidade, ja é conveniente adotar a notacao definitiva. Se
(Z,¢) é uma p-ésima poténcia exterior de V', escreveremos

AV=VA--AV

em lugarde Z e vy A+ - -Av, € XV em lugar de ¢(vy, ..., v,).

Os elementos de K V' chamam-se p-vetores. Os p-vetores
da forma v; A- - - Av, dizem-se decomponiveis. Cada p-vetor
se escreve (de infinitas maneiras) como soma de p-vetores
decomponiveis.

p
O p-vetor vy A--- Av, € AV chama-se produto exterior
dos vetores vy,...,v, € V.
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Sendo a aplicacdo (vq,...,v,) — v1 A --- A v, p-linear
alternada, segue-se do Corolario da Proposi¢ao 3 que, dada
uma base £ = {ej,...,e,} em V| e considerando-se a base

p
de AV formada pelos produtos exteriores
er=en NNy, J={ji < <y,

temos, para vy = Y aje;,...,v, = Y aje;, a seguinte
expressao do produto exterior v; A --- A v,, em termos da
base e:

vl/\~~-/\vp:Zdet(aJ)eJ,
J

onde o = (a}) € M(n x p) é a matriz cujas colunas sao as
coordenadas dos vetores v; na base £.

Teorema 2. Seja XV uma poténcia exterior p-ésima de
V. A toda aplicacao p-linear alternada g: V X -+ XV —

W corresponde uma unica aplicag¢ao linear g: AV W
tal que g(vy A -+~ Awvp) = g(ve,...,v,) sejam quais forem
Vi,...,0p €V

Demonstracao: Seja £ = {ey,...,e,} uma base de V
e consideremos a base correspondente {e;} em AV, Seja
wy = g(ej,...,e;) € W, J ={ji <--- < jp}. Defina-

~ b ~
mos g: AV — W pondo g(e;) = wy e estendendo por
linearidade. Dados vy = ) o €;,...,v, = Y aje; em V,
temos

vl/\--~/\vp:Zdet(aJ)eJ, donde
J

gur A+ ANwy) = Zdet(a")wj =g(vy,...,vp),
p



110 [CAP. 3: ALGEBRA EXTERIOR

de acordo com o Corolario da Proposicao 3. Verifica-se
que g cumpre a condicdo imposta. E claro que, nestas
condicoes, g é Unica, pois os p-vetores decomponiveis geram
p . . ~ o~ . ,1:
AV. Em particular, a aplicacao g, definida com auxilio de
uma base, nao depende da escolha desta.

Teorema 3. (Unicidade da p-ésima poténcia exterior.)

i p p N . . s
Sejam ANV e NV duas poténcias exteriores p-ésimas do
mesmo espaco vetorial V. FEziste um unico isomorfismo

~

g: XV%(%Vtalqueﬁ(vl/\---/\vp):vlﬂ--~ﬂvp.

Demonstracao: Faz-se usando o Teorema 2, nas mes-
mas linhas da demonstracao do Teorema 2, Capitulo 2, seu
analogo para produtos tensoriais.

Corolario. A correspondéncia g — g estabelece um iso-

morfismo canonico A,(V,W) ~ E(K V,W).

3.4 Algumas aplicacoes do produto
exterior

Proposicao 5. Os vetores vi,...,v, € V sdao linear-
mente independentes se, e somente se, seu produto exterior

P
v Ao ANvy, € ANV € diferente de zero.

Demonstracao: Como a aplicagao p-linear (vy,...,v,) —
vy A -+ A, é alternada, vy A -+ A v, # 0 implica que
V1,...,U, sa0 linearmente independentes (Proposicao 1).

Reciprocamente, se tais vetores sao independentes, existe
uma base em V' que os contém. Entao v; A --- A v, é um

elemento da base correspondente em A V', donde é # 0.
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Diremos que uma matriz « € M(n x k) tem posto p se
ela possui p colunas linearmente independentes, mas p + 1
quaisquer de suas colunas sao linearmente dependentes.

Corolario. Uma matriz a € M(n x k) tem posto p se, e
somente se, possui um menor de ordem p nao-nulo, mas
todos os seus menores de ordem p+ 1 sao iguais a zero.

Com efeito, a condigao necessaria e suficiente para que
r vetores-coluna de «, vy,...,v,, sejam linearmente inde-
pendentes é que v; A --- A v, # 0. Ora, as coordenadas de
v1 A -+ A v, relativamente a base candnica do R"™ sao os
menores de ordem r extraidos das colunas de « correspon-
dentes aos vetores v; .

Segue-se do corolario acima que « tem posto p se, e
somente se, possui p linhas linearmente independentes mas
nao possui p + 1.

Proposicao 6. Sejam uy,...,u, € V ewvy,...,v, € V
duas p-uplas de vetores linearmente independentes. FEssas
p-uplas geram o mesmo subespaco de V' se, e somente se,
existe um escalar X # 0, tal que uy A+ -Auy, = Avy A+ -Avp, .

Demonstragao: Suponhamos que os u; e os v; geram
o mesmo subespaco W de V. Como dimW = p, temos

p
dim AW = 1. Os p-vetores uy A -+ Au, e vg A -+ Ay

formam duas bases de KW, donde existe A # 0 tal que
up A---Au, = Avyp A---Av,. Reciprocamente, se vale esta
igualdade, dado x € V, tem-se x Auy A --- Au, = 0 se, e
somente se, z Avy A--- Av, = 0. Ou seja: x é combinagao
linear dos u; se, e somente se, x é combinac¢ao linear dos
v; . Assim, os u; e os v; geram o mesmo subespaco de V.
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Segue-se da Proposicao 6 que a correspondéncia que as-
socia a cada p-vetor decomponivel nao nulo v; A---Awv, €

AV o subespaco de V' gerado por vy, ..., v, é bem definida.
Além disso, a dois vetores decomponiveis corresponde o
mesmo subespaco se, e somente se, um deles é multiplo do
outro. O subespago W, gerado pelos vetores independen-
tes vy, ..., vy, pode ser caracterizado como o conjunto dos
vetores x € V tais que x Av; A --- Av, = 0. Pode-se ainda
verificar que, se ug A - Au, = Uewy A--- ANwp — W
segundo essa correspondéncia, entdo U N W = {0} se, e
somente se

U A ANup Awg A== Awg, # 0

oque U C W se, e somente se, existem vy, ...,v,—p tais
que wy A ANwp =ug A== N ANvp A== AUy .

Num espaco vetorial euclidiano V', podemos definir o
volume (p-dimensional) do paralelepipedo gerado pelos ve-
tores vy,...,v, € V. Poremos

vol(vy, ..., v,) = y/det(v; - v;),

igual a raiz quadrada do determinante da matriz p X p
formada pelos produtos internos v; - v;. Esta férmula ¢
uma generalizagao direta dos casos conhecidos (p = 2,3)
da Geometria Analitica. Por exemplo, a area A do parale-
logramo determinado por 2 vetores u, v é dada por
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A = [u| - |h], onde [A* = [v* — [w]* e w = (u- v)u/|ul?
é a projecao ortogonal de v sobre u. Entao |ul?|h]* =
|ul? [v|*> = (u - v)? e portanto A% = (u - u)(v-v) — (u - v)?
isto é:

ueuo ou-v

A? =

u-u Vv

A definicao geral que demos requer dois cuidados. Em
primeiro lugar, devemos mostrar que o determinante
det(v; - v;), conhecido como o “Gramiano” dos vetores v;,
¢ sempre > 0. Em segundo lugar, como o volume p-
dimensional de um paralelepipedo degenerado (isto é, con-
tido num subespago de dimensao < p) deve ser nulo, esse
determinante s6 deve ser # 0 quando os vetores v; forem
linearmente independentes. Tais exigéncias sugerem que
o Gramiano seja o quadrado do comprimento do p-vetor
Vi ANy

Trataremos, pois, de introduzir na poténcia exterior

AV um produto interno (z,w) — z - w tal que
(wr A= Auy) - (01 A=+ Awy) = det(w; - v;).

Para definir esse produto interno, comegamos conside-
rando a funcao de 2p variaveis g: V x --- x V — R, dada
por g(uy, ..., Uy, V1,...,0,) = det(u;-v;). Como o determi-
nante de uma matriz é uma funcao multilinear alternada de
suas linhas e de suas colunas, segue-se que g é uma forma
2p-linear, alternada relativamente aos u; e aos v; separada-
mente. Uma aplicagao judiciosa do Teorema 2 mostra que
existe uma forma bilinear

G AV XAV SR
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tal que g(ug A -+~ Ay, v1 A -+ Avy) = det(u; - v;). Como o
valor det(u; - v;) nao se altera quando se trocam as linhas
pelas colunas, segue-se que g é uma forma simétrica, isto
é, g(z,w) = g(w, z).

Escreveremos z - w = g(z,w), para z,w € AV.

Para mostrar que (z,w) — z - w é um produto interno

em A V, resta somente verificar que, dado z € A V', temos
z-22>0,eque z#0 implica z - z > 0.

Procederemos indiretamente, do seguinte modo: seja
&€ ={e1,...,e,} uma base ortonormal em V. £ determina

uma base em A V', formada pelos p-vetores ey = e;;, A--- A
s A < <Jpt=J. E f4cil verificar que cada produto
ej-er = det(ej -ep, ), K ={k <--- <k}, ézerose J # K
e igual a 1 se J = K. Segue-se entao da bilinearidade de
z-wquese z =Y NMeyew = ufex sao elementos
7 K
de AV, entdo z - w = S A p?. Dal resulta imediatamente
7

que z -2z = > (A)? donde z-2 > 0 e z-2 > 0 quando
T
z # 0.

Assim, AV fica munido de uma estrutura de espago
vetorial euclidiano, relativamente a qual o comprimento de
um p-vetor v; A- - - Av,, coincide com o volume p-dimensional
do paralelepipedo determinado em V' pelos vetores vy, ...,v,.

Da maneira como o produto interno foi definido em A Vv,
segue-se que o Gramiano det(u; - u;) é sempre > 0 e é > 0
precisamente quando os vetores uy, ..., u, sao linearmente
independentes. Para p = 2, obtemos a desigualdade de
Cauchy-Schwarz: (u-v)* < (u-u)(v - v).
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Escolhendo uma base ortonormal ¢ = {ey,...,e,} em
V, pondo u; = Y aje;,...,u, = Y a,e;, chamando de
i i

o a matriz (o) € M(n x p) dos coeficientes dos vetores
uj, temos u; - u; = Y. af ¥, donde a matriz (u; - u;) é o
k
produto o' - a da transposta de a por ae. Notando que u; A
A, =Y det(a’)ey é a expressdo do p-vetor us A« - - A,
7

p
relativamente & base ortonormal {e;} de AV, segue-se que

det(a’ - @) = [vol(uy, ..., up)]* = [us A -+ Aupl* =

= Z[det(a‘])]2.

J

Obtemos assim a identidade de Lagrange:

det(a’ - @) = "[det(a”)]*.

J

Acima, o é uma matriz n X p, com p < n. Se fosse n < p,
terfamos det(a’ - @) = 0. Com efeito, o - « seria entao a
matriz de um produto de aplicacoes lineares do tipo RP —
R" — RP e, sendo n < p, a primeira dessas transformacoes
nao pode ser biunivoca, donde o produto também nao é, e
portanto o determinante desse produto é nulo.

Se V é euclidiano e uy A -+~ Aup, =a-vi A--- Av, #0,
entao

_Jw A A vol(ug, - wy)

af = =
log A== Awp|  vol(vy, ... up)

Logo |a| é a razao entre os volumes dos paralelepipedos

determinados pelos u; e pelos v;. Note-se que, dadas es-

sas duas p-uplas de vetores gerando o mesmo subespaco
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W C V, a existéncia do nimero « nao esta subordinada
a um produto interno em V. Mesmo num espago V' des-
provido de produto interno, pode-se definir a razao entre
os volumes de dois paralelepipedos “paralelos” (isto é, ge-
rando o mesmo subespago). Poe-se

vol(uy, ..., up,) s vol(vy,...,v,) = |af, onde

U A ANy =avr A= ANy

Os p-vetores decomponiveis do espaco R™ podem ser
definidos geometricamente, de maneira analoga aos veto-
res livres do plano. Um p-vetor decomponivel vy A --- A v,

é a classe de “equipoléncia” de uma p-upla (vy,...,v,)
de vetores independentes, onde duas p-uplas (uq,...,u,)
e (vy,...,v,) s@o equipolentes quando satisfazem as condi-

¢oes abaixo:

(1) Elas geram o mesmo subespago W C R™;

(2) Os paralelepipedos gerados pelas duas p-uplas da-
das tém o mesmo volume, isto é, det(u; - u;) = det(v; - v;);

(3) Elas estao “igualmente orientadas”, isto é, a ma-
triz de passagem de uma dessas p-uplas para a outra tem
determinante > 0.

As condigoes (1) e (2) significam que uy A -+ Au, =
+uv; A--- Awv,. A condigao (3) exclui o sinal menos na
igualdade acima.

Num espago vetorial V', de dimensao n, o importante
conceito de orientacao esta intimamente relacionado com
a algebra exterior de V. Sejam & = {ej,...,e,} e F =
{f1,.-., fn} duas bases de V. Diremos que £ e F estao
tqualmente orientadas quando a matriz de passagem de
uma dessas bases para a outra tem determinante positivo.
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A definicao acima é motivada pela seguinte proposicao,
que nao demonstraremos aqui: “A matriz de passagem de
& para F tem determinante > 0 se, e somente se, existem
n aplicagoes continuas g;: [0,1] — V tais que, para cada
t€[0,1], {g1(t),...,gn(t)} é uma base de V, sendo ¢;(0) =
e;egi(l)=f;,parai=1,...,n.” Em outras palavras, £
e F sao igualmente orientadas se, e somente se, é possivel
deformar continuamente £ em JF, na unidade de tempo,
de modo que, durante toda a deformagao, os n vetores em
questao nao deixem de formar uma base de V.

A relagao “€ e F estao igualmente orientadas” reparte o
conjunto das bases de V' em duas classes: duas bases quais-
quer de uma classe estao igualmente orientadas, mas uma
base de uma classe e uma base da outra nao estao igual-
mente orientadas. Cada uma dessas duas classes chama-se
uma orientagao em V. Um espago vetorial orientado é
um par (V,0), onde V é um espaco vetorial e O é uma
orientacao em V. Muitas vezes, porém, para evitar o pe-
dantismo, referir-nos-emos ao espaco vetorial orientado V,
deixando O subentendida.

Uma orientacao num espaco vetorial V', de dimensao n,
pode também ser definida como uma classe de equivaléncia

no espago vetorial A V', de dimensao 1. Num espago vetorial
E de dimensao 1, os vetores # 0 se dividem em duas classes
disjuntas. Dois vetores e, f € E ficam na mesma classe se,
e somente se, e = A f, com A > 0. See = \f com A\ <0,
entao e, f pertencem a classes distintas. Quando E = A vV,
todo vetor nao-nulo em E é da forma e = e;A---Ae, , sendo
E ={e1,...,e,} uma base de V. Se F = {f1,..., fu} é
outra base de V', entao e; A---Ae, = A fiA---A f,, ou seja
e = A f, onde A é o determinante da matriz de passagem



118 [CAP. 3: ALGEBRA EXTERIOR

de F para &.

Num espaco vetorial orientado V', de dimensao n, além
do volume comum, podemos também definir o volume ori-
entado de um paralelepipedo orientado n-dimensional. Se

este paralelepipedo é determinado pelos vetores vy, ..., v,
(nesta ordem!), o vol(vy,...,v,) é definido do seguinte
modo: escolhemos uma base ortonormal € = {ey,...,e,}

que pertenca a orientacao de V. Entao vy A --- Awv, =

Aeyp A -+ Ae,. O numero A, que pode ser positivo ou ne-

gativo, é o volume orientado do paralelepipedo. Em outras

palavras, se v; = Y a}e;, entdo A = det(a}). E claro que
(2

|A| coincide com o volume anteriormente definido.

Como aplicacao do produto exterior de vetores, dedu-
ziremos agora a regra de Cramer. Trata-se, como se sabe,
da resolucao de um sistema de equacoes

art +ayr® + -+ ala" = b
a2zt 4 asr? + -+ ala" = b

atrt +aba? -4 ala" = b"

onde o nimero de equacgoes ¢ igual ao niimero de incégnitas
e a matriz a = (aé) tem, por hipdtese, determinante
# 0. Introduzindo os vetores-coluna a; = (aj,a?, ..., ak)
eb= (b, 0% ..., 0") em R", vemos que resolver o sistema
acima significa encontrar n nimeros ', 22,. .., 2" tais que
rlay + 2%as + - - + 2"a,, = b. Como det(a) # 0, os vetores
ai,...,a, constituem uma base do espaco R". Dal resulta
que os ntiimeros ' sao as coordenadas de b relativamente a
esta base, donde nosso problema tem solugao tinica. Trata-

se apenas de obter explicitamente as coordenadas .
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Multiplicando exteriormente ambos os membros da
igualdade Y z7a; = b, & esquerda por a; A -+ A a;—q e
a direita por a;41 A --+ A a,, obtemos: (Para i = 1, nao
multiplicamos a esquerda; se ¢ = n, nao multiplicamos a
direita.)

al/\-n/\ai_l/\(Z xjaj>/\ai+1/\~--/\an:
=a; A---Nai_1 ANbANagqa AN+ Nay,
ou
g(ar A ANap) =ar A~ ANa_ 1 AbAai i A Nay .

Sejae =e; A---Ae, a base de 7\ R™ correspondente a base
canodnica de R"™. Entao:

apN---Na, =det a- ¢

ar A ANai—y AbAair A -+ A ay, = det[a(b,i)] - e,

onde indicamos com «(b,i) a matriz obtida de « substi-
tuindo-se a i-ésima coluna a; por b. Segue-se que

i det[a(b, )]

1=1,...,n
det o Y

que é chamada regra de Cramer.

3.5 Formas exteriores

Sejam V' um espaco vetorial e p um inteiro positivo. Sabe-
mos que o espago V;)O =V*®---®V* dos tensores p vezes
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covariantes é canonicamente isomorfo ao espaco £,(V') das
formas p-lineares sobre V. Este isomorfismo leva o produto
tensorial f' @ - ® fP € V) de formas lineares f* € V* no
produto comum f!- f2...f? € L,(V), o qual, como & vi-
mos, é definido por (f*- f2... fP)(v1,...,v,) = fH(v1) - ...
- fP(v,). Esquematicamente:

L,(V)=V'® -V

fl.f2._‘fp_>fl®f2®...®fp'

Isto nos diz que o estudo dos tensores puramente cova-
riantes pode ser reduzido diretamente ao estudo das for-
mas p-lineares, sem necessidade de introduzir-se o con-
ceito geral de produto tensorial. Mais ainda, resulta dai
que V* ® --- ® V* é canonicamente isomorfo ao espaco
(V®---®@V)* dual do espago dos tensores p vezes contra-
variantes. Com efeito, temos £,(V) =~ (V ® --- ® V)* pois
as formas p-lineares sobre V' correspondem, pelo Teorema
1 do Capitulo 2, as formas lineares sobre V ® --- ® V.

Nessa mesma ordem de idéias, mostraremos agora que

p . /7
o espaco AV* dos p-vetores covariantes sobre V' é cano-
nicamente isoformo ao espago A,(V') das formas p-lineares
alternadas. Mais precisamente, demonstraremos a

Proposicao 7. O isomorfismo canonico L,(V) =~ V* ®
V*, acima referido, leva o subespago A,(V') das formas p-
lineares alternadas sobre o subespaco Z* dos tensores anti-
simétricos p vezes covariantes.

Demonstracao: Tomemos uma base &€ = {e1,...,e,};
seja £ = {e!, ..., e"} a base dual em V*. Pelo Teorema 1,
obtemos uma base de 2,(V), formada por formas

ol J={h < - <j}C{l,...,n},
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definidas no enunciado daquele teorema. Segue-se da de-
finicao que

o' =3 e, e o) o

soma estendida a todas as permutacoes o: J — J. O iso-
morfismo £,(V) = V) leva entao ¢’ em

ZE:O eo(jl) ® €U(j2) R ® eo(jp) _ €J.

Mas, como vimos no decorrer da Terceira Construgao da
p-ésima poténcia exterior, os vetores e’ constituem uma
base de Z*. Isto conclui a demonstracao.

Sabemos que o espaco Z* dos tensores anti-simétricos p
vezes covariantes pode ser considerado como p-ésima potéen-
cia exterior de V*, sendo fi A--- A f,

Zga fa(l) - ®fo(p) .

Assim, temos o

p
Corolario 1. 2,(V) =~ AV*. Por este isomorfismo cand-
nico, ao produto exterior f1 A--- A fP das formas lineares
[t e V*, corresponde a forma p-linear f € A,(V') tal que

fvi,...,0,) = det[fi(vj)].

Com efeito,

fl/\.../\fpzZgaf"(l)@...@ff’(l’)
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é a imagem, pelo isomorfismo acima, de

=3 e fr 0, g7 g,

donde
flor, ... 0) = Zeg(f”(l),f”@) e f”(p))(vl, ey Up) =

=3 e () ST () = det[f(uy)].

Coroldrio 2. AV* ~ (X V)* pelo isomorfismo candnico
que aplica o p-vetor fY' A --- A fP no funcional linear
f: A V — R tal que

Flor Ao Avy) = det[f(v;).

Com efeito, temos o isomorfismo canonico
p *
2A,(V) = AVT,

dado pelo Corolario do Teorema 2, que leva f € ,(V) em
f e (AV), onde f(vy A---Avy) = f(vr,...,v,). Com-
pondo este isomorfismo com o do Corolario acima, temos
o resultado desejado.

Se quiséssemos fazer apenas o estudo dos p-vetores co-

p
variantes sobre um espago V, porfamos AV = 2,(V) e,
para f!,..., fP € V* definirfamos f*A--- A f2 € A,(V)
pondo

(' A A Y (v, vp) = det[f/(v))).
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Um p-vetor covariante f € AV* é também chamado
uma p-forma exterior sobre V. O estudo das p-formas ex-
teriores tem grande importancia em Geometria Diferencial
e Anélise, onde foi introduzido por Elie Cartan, com o fito
de tratar intrinsecamente a integracao de formas diferenci-
ais, e os chamados sistemas de Pfaff.

3.6 Poténcia exterior de uma apli-
cacao linear

Seja A: V — W uma aplicagao linear. Como a aplicacao
(v1,y...,0p) — Avy A -+ A Av, é p-linear alternada, existe

L. . ~ . b b . 9.
uma unica aplicacao linear AV — AW, que indicaremos

P . N .
com A A e chamaremos de p-ésima poténcia exterior de A,
tal que:

/QA(vl/\---/\vp) =Avy A+ N A,
Dadas as bases € = {ey,...,e,tem V, F={f1,..., f;}
em W, temos Ae; = Yol f;, onde a = (a}) € M(r x n)
¢ a matriz de A relativamente a estas bases. Entao, para
cada subconjunto J = {e; < --- < j,} C I, temos e; =
e N---Nej, e (/Z<A)6J = Aej, A---NAe;, =Y det(af) i,
K
onde K = {k; <--- <ky} Cl e fx= fi,\-Afy, . Logo,

p p p
a matriz de AA: ANV — AW relativamente as bases e; e
fKx , determinadas por £ e F respectivamente, é a matriz

wanen[()- ()
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cujos elementos sao os menores de ordem p da matriz

de A.

Em particular, sedimV =ne A: V — V entao AA:A
V — AV 6 tal que (/n\A)z =det A - z, para todo z € AV.

Esta igualdade pode ser usada para definir o determinante
de A.

Segue-se que, quando dimV = n, a razao entre os
volumes dos paralelepipedos gerados por {uy,...,u,} e
{Auy, ..., Au,} é dada por

vol(Auy, ..., Auy,) = vol(ug, ..., u,) = det A.

Mais precisamente, esta é a razao entre os volumes orienta-
dos correspondentes. Ela nao depende de uma orientagao
tomada em V. As bases {uy,...,u,} e {Auq,..., Au,}
sao igualmente orientadas ou nao, conforme det A > 0
ou det A < 0. O valor absoluto | det A| fornece a escala
segundo a qual os volumes em V sao transformados pela
aplicacao A.

A forma da matriz de A A nos mostra ainda que o posto
de uma aplicagao linear A: V. — W (dimensao do sub-
espago A(V) C W) é o maior inteiro p tal que AA £ 0.
Com efeito, o posto de A, assim definido, é o posto de
qualquer matriz de A.

Dada uma aplicagao linear A: V — W sua adjunta é
a aplicagao linear A*: W* — V* definida por (A*g)v =
g(Av), g € W* v € V. Entao o diagrama abaixo, onde L,
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e Ly indicam isomorfismos canonicos, é comutativo.

(RA)*  ,p
_—

(AW)* (AV)?

Lll J{LQ
p p

P
Em outras palavras, se fizermos as identificagoes (A V)* =
P P P P P
AV* e (NW)* = AW*, teremos (AA)* = NA*. A veri-
ficagao deste fato é deixada a cargo do leitor.

Resulta diretamente da definicao que, se A: V — W e
B: W — Z sao aplicacoes lineares, entao

ANBA)=ABoAA: AV — AZ.

Em conseqiiéncia, se A: V — W é invertivel e A=L: W —
V' é sua inversa, entao AA: AV — AW também é in-
vertivel, sendo (}i At = X(A_l).

Mais geralmente, se A: V' — W ¢ biunivoca, entao AA
também o é. Com efeito, existe nesse caso uma aplicagao li-
near B: B — V tal que BA = identidade: V' — V. (Basta

tomar B como a composta de uma projegao W — A(V)
com a inversa A(V) — V, que existe pela biunivocidade

de A.) Entao teremos AB-ANA = K(BA) = identidade,
donde A A é biunfvoca. Tomando o caso particular em que
VcWeA:V — W éa aplicacao de inclusao, vemos que
ANA: AV — AW 6 biunivoca, donde AV pode ser con-

. p
siderado, de modo natural, como um subespaco de AW,
como sempre faremos.
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Se A: V. — W é sobre W, entao ANA: AV = AW

também é sobre A W, como se vé por um raciocinio analogo.

Quando V' é um espaco vetorial euclidiano, o isomor-
fismo canonico J: V — V* induz um isomorfismo AJ: A
V' — AV*. Por outro lado, AV herda de V' um produto in-
terno, e portanto existe também um isomorfismo canénico

TNV (X V)*. Seja L: AV — (X V)* o isomorfismo
canonico. O leitor pode verificar que J®) = Lo (X J), ou
seja, que o diagrama abaixo é comutativo:

p J(p) P %
ANV ————» (A )

P
AJ L

3.7 Algebra de Grassmann

N . p q .
Dadas as poténcias exteriores AV, AV do espago vetorial
V, existe uma unica aplicacao bilinear

+
AV x AV =AY

tal que (ug A -~ Aupvr A+ Aug) — ug A=+ Ay Avg A
--- Nvg,. Ela é chamada a multiplicagao exterior de p-
vetores por q-vetores, e é induzida pela aplicagao (p + q)-
linear (wq, ..., Up, V1,...,0q) = U A--- AUy AV A=+ Ay,
a qual ¢ alternada em relacao a wuy,...,u, e a vy,...,7,
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separadamente. O produto exterior de um p-vetor por um
g-vetor goza das seguintes propriedades:

(1) z2A(w+t)=zAw+ z At

(2) zA (aw) = a(z Aw);

(3) zAw=(—1)PlwA z, sezEﬁVewE/q\V;
(4) 2N (wAt)=(zAw) At

As propriedades (1) e (2) exprimem simplesmente a bi-
linearidade da multiplicacdo. Em virtude de (3), basta
postuld-las em relacdo a um dos fatores. Quando a (3),
chamada propriedade anti-comutativa, é suficiente verifica-
la quando z =u; A--- Aup e w=1v; A--- Avg sao decom-
poniveis. Neste caso, zAw =u; A=~ Aup Ay A== Avg =
(=D)PTog A AvgAug A=+ - Ay = (—1)P9w - z. Do mesmo
modo, a propriedade associativa (4) basta ser verificada
para z, w, t decomponiveis, sendo evidente neste caso.

Como aplicacao do produto exterior de um p-vetor por
um ¢-vetor, obteremos agora o desenvolvimento de Laplace
de um determinante.

Seja o = () uma matriz quadrada de ordem n =
p+q Seja H ={hy < --- < hy} um conjunto de p
inteiros compreendidos entre 1 e n. Indiquemos com RY C
R" o subespaco de dimensao p formado pelos vetores x =
(z',...,2") € R" tais que 2' = 0 se i ¢ H, ¢ com R
o subespaco de R" de dimensao ¢, formado pelos vetores
y=(y',...,y") € R" tais que 4" = 0 se i € H. Cada vetor
em R" se escreve, de modo Unico, como soma de um vetor
de R com um vetor de R¥'. Em particular, cada vetor-
coluna v; = (a},a?,...,a?) da matriz « se escreve como
v; = a; +b;, onde a; € R e b; € R"". Indicando com & =

{e1,...,en} a base candnica de R" e com e =e; A---Ae,



128 [CAP. 3: ALGEBRA EXTERIOR

a base correspondente de A R™, temos:
deta-e = vy A+~ Av, = (a1 +b1) A(ag+b2) A+ - - A(a,+0by,).

O produto a direita se distribui numa soma de parcelas do
tipo c1 Aca A -+ A ¢, onde cada ¢; = a;, ou ¢; = b;. Como
dim R = p e dim R"" = ¢, cada produto desses que tiver
mais de p fatores do tipo a ou mais de ¢ fatores do tipo b,
é igual a zero. Restarao, na soma, apenas as parcelas que
possuem exatamente p fatores a; e ¢ fatores b; . Agrupando
os a; no principio, em ordem crescente de indices, e os b;
no fim, obtemos:

deta-e = e(J,J)aj, Aaj, A=+~ Nag, Nbj A=+ Abj
J

a soma estendendo-se a todos os subconjuntos J =
{jr < -+ < jpy C Iy, onde J = {j; < --- < j;} in-
dica o complementar de J em I, e £(J, J') = £1 é o sinal
da permutacao

{1727"'7n}_>{j17"‘7jp7 ]177](,1}

ou seja, —1 elevado ao nimero de pares (7, 5'), onde j € J,
jedJ ej <j.

Escrevendo, como de costume,
p H p H/
eg =ep N Nep, € ART, ep =ep N+ Nep, € AR™,
teremos

aj, A ...a;, = det(a e, bjy N Nbj = det(af ey .
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Logo:

deta-e= Z e(J, J") det(aD)ey A det(a ey =
J

= Ze(J, J') det(at) det(ati ey A ey =

Ze (J,J") det(at) det(alle.
J

Assim, igualando os coeficientes:

deta =¢(H, H') Z e(J, J") det(al) det(a ).
J

Esta é a férmula que da o desenvolvimento de Laplace para
det o, relativo a escolha das linhas H: det o é a soma dos
produtos de cada menor det(af) com H fixo, por seu “me-
nor complementar” £(J,.J') det(a)). Em particular, to-
mando H = {i} obtemos o desenvolvimento de det a se-
gundo os elementos da i-ésima linha de a.

E claro que, trocando linhas por colunas, teremos um
desenvolvimento de Laplace segundo um conjunto fixo K
de colunas de «a.

Como conseqiiéncia da formula de Laplace, vemos que
se a é da forma (06) onde 5 € M(p xp), 6 € M(q % q),
v € M(p x q) e 0 é a matriz nula ¢ X p, entdo deta =
det (- det 9.

, 0
E natural considerar AV = R. Além disso, da definicao

1
geral ja segue que AV = V. O produto exterior

+
AV XAV =AY
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reduz-se ao produto usual de um p-vetor (ou de um g-vetor)
por um escalar quando ¢ = 0 ou p = 0. Quando p = ¢ =
1, o produto exterior (u,v) — u A v reduz-se ao produto
exterior usual de dois vetores.

Consideremos a soma direta

0 1

AV =AVEAV G- @AV =Y (AV), n=dmV.

p=0

p
(Como AV = {0} se p > n, poderfamos escrever AV =
X P
YAV
p=0
Cada elemento z € AV se escreve, de modo 1inico, como

uma soma
p=zg =2 2,

onde cada parcela z, ¢ um p-vetor. E claro que zp € R e
z1 € V. Dado outro elemento

W= Wy +wWy+ -+ Wy,
definiremos o produto
ZAw=2zg ANwy~+ (21 Awo + 20 ANwy) + -+ + 2, Aw,, .
Verifica-se facilmente que a aplicacao
(AV) X (AV) = AV

assim definida é bilinear e portanto introduz em AV uma
estrutura de dlgebra, com a qual V' chama-se a dlgebra de
Grassmann, ou a dlgebra exterior do espaco vetorial V.

A dlgebra de Grassmann AV é associativa, possui uma
unidade, e é uma dlgebra graduada anti-comutativa, isto é,
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cada elemento z € AV se escreve, de modo tnico como
soma z = 2y + - - - + 2, de suas componentes “homogéeneas”

p
z, € NV, sendo o produto z, A z, de dois elementos ho-
mogéneos um elemento homogéneo de grau p + ¢, (isto é,

p+q
pertencente a A V), e 2, Az, = (—1)P? 2, A 2,, quando z,
e z4 sa0 homogéneos de graus p e ¢ respectivamente.

Uma base €& = {ey,...,e,} de V determina uma base
em AV, formada pelos elementos e; = e; A---Ae;, , onde
J = {j1 < -+ < jp} percorre todos os subconjuntos de
{1,...,n}. Poe-se e; = 1 quando J é vazio. Assim, AV é
uma algebra de dimensao finita e, na realidade, dim AV =
2",

A algebra de Grassmann AV é gerada por 1 e V', goza
da propriedade de ser v A v = 0 para todo v € V, e a sua
multiplicagao nao satisfaz nenhuma outra relagao, salvo as
que decorrem desta. Ou seja, AV ¢é a dlgebra livre associ-
ativa e anti-comutativa gerada por 1 e V. Esta afirmacao
significa, em termos matematicos, que o teorema abaixo é
verdadeiro.

Teorema 4. Sejam V' um espaco vetorial e A uma dlgebra
associativa com unidade 1. Se f:V — A é uma aplica¢ao
linear tal que f(u)f(u) = 0 seja qual for u € V, entao
existe um unico homomorfismo unitdrio F: NV — A tal
que F(u) = f(u) para todo u € V.

Demonstracao: Para cada inteiro p > 0, seja f,: V x---x
V — A a aplicacao p-linear definida por f,(u,...,u,) =
f(ur) f(uz) ... f(uy,). Pelahipdtese sobre f, cada f, é alter-
nada. Logo existe, para cada p > 0, uma aplicagao linear

pr: AV — A tal que f;(ul/\---/\up) = f(u)f(uz)...
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f(uy,). Ponhamos ainda fo: R— A, com fy(A) =1 € A.
Definamos agora F': AV — A pondo F(zg+21+--+2,)+
-+ 4 fu(2n). Verifica-se imediatamente que F é um homo-
morfismo unitdrio de AV em A. E o dnico homomorfismo

unitario que coincide com f em V porque AV é gerado por
VeR.

Observacgao: Na algebra de Grassmann AV, tem-se z A
z = 0 sempre que 2z é um p-vetor decomponivel, ou quando
z é soma de componentes homogéneas de grau impar ape-
nas. Mas, se tomarmos z = e; A es + e3 A e4, onde o0s
e; sao elementos de uma base de V', veremos que z A z =
2e1 Neg Nesg Aey, donde z A z # 0.

3.8 Produtos interiores

E possivel definir o “produto” de um p-vetor covariante
por um g-vetor contravariante, dando como resultado um
(p — q)-vetor covariante se p > ¢ e um (g — p)-vetor con-
travariante se p < ¢. Introduziremos pois as aplicagoes
bilineares

p q pP—q
ANVEXAV = ANV* se p>gq,

p q q—p

ANVEXAV = AV se p<q.
A primeira delas serd indicada com (f,z) — fLz e serd
chamada o produto interior a direita do p-vetor covariante

p q
f € AV* pelo g-vetor contravariante z € AV, (p > q),
dando como resultado o (p — ¢)-vetor covariante fLz €

p—q : .
A V*. Tudo se passa como se z estivesse retirando ¢ das
suas componentes covariantes de f.
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A segunda dessas aplicacoes bilineares serd indicada
com (f,z) — fyz. Dados f € AV e 2 € /q\V7 onde

q—p
p <q, o (q—p)-vetor fiz € N V serd chamado o produto
interior a esquerda de z por f.

p p p—q
Fazendo as identificagoes AV* = (AV)* e A V* =

(p/_\q V)*, fLz serd o funcional linear sobre AT V', definido
pela condicgao:

(fL2)(w) = f(z Aw), seja qual for w € %

’ . . p ,
Como f é um funcional linear sobre A V' e o produto z Aw é
bilinear, segue-se que o segundo membro é linear em f, z e
w, donde fLz é linear em f e z separadamente e pertence,

de fatoa A V*. Esta, portanto, definido o produto interior
a direita AV* x AV — "A"V*. Note-se que, quando p = g,
fLz= f(2) € Re,quando ¢ =0, fla = af.

Se p < g, dados f € AV* e 2 c A V', o produto interior
fdze NV 6 definido pela condicao

g(f1z)=(gA f)(x), sejaqualfor ge Wy

Como um vetor fica determinado univocamente quando se
conhecem os valores que todos os funcionais lineares assu-
mem nele (desde que tais valores dependam linearmente
dos funcionais!), f_lz estd bem definido. O produto inte-
rior a esquerda

AV XAV = AV,
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assim introduzido, é bilinear, e no caso em que p = g,
coincide com o produto interior a direita, e com a aplicagao
bilinear natural AV* x AV — R.

Tem-se evidentemente (fLz)Lw=fL(zAw) e g (f1 z)=
(g A f) .

Sejam E={ey,...,e,} umabase de Ve E*={e!,... e"}
a b%se dual em V*. Ficam determinadas bases em AV* e
em AV, as quais sao constituidas pelos produtos exteriores
el =et N Nelr J={j1 < <jpteex =e€p A A
ek, » K = {k1 < -+ < kg} respectivamente. Os produtos
interiores satisfazem as seguintes relagoes:

J 0, se JZK
e’ leg =
e(J', ey, seJCKeldJ =K—J

J 0, se K¢gJ
e’Lex = ,
e(K,K"el ,se KCJeK'=J—-K

onde ¢(K, K') indica, como antes, o nimero de “inversoes”
na seqiiéncia formada por K seguido de K.

As igualdades acima sao faceis de obter diretamente, ou
como conseqiiéncia das seguintes féormulas mais gerais:

D (A AL A Ayy) =
=2 (LI (oA A 7 se p>g;
J

2) (A A (v A Ayy) =
:%:E(J’,J)(fl/\~~/\f”)(UJ)UJ/ se p<gq;

onde J percorre, na primeira férmula, os subconjuntos de
I, com g elementos e J' = I,—J, sendo f/ = fit A---A fia,
J={j <--- <jg}. As demais notagoes sdo analogas.
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Deduziremos a primeira férmula. Qualquer que seja
o (p — q)-vetor decomponivel u; A -+ A up_,, temos, por
defini¢ao:

[(FEA AL A v (ug A Auy_g) =
— (f"A A 01 A Avg Aug A Atp_g) =
= det[f*(w;)],

onde w; = vjse j < qew; = uj_qsej > q. Desenvolvendo
este ultimo determinante segundo a féormula de Laplace
relativa ao conjunto K = {1,...,¢} das primeiras colunas
da matriz (f*(w;)), obtemos:

det[f* (wy)] =

=D (LI 0 A Avg) - f A AN yy) =
J

= | e(LI)V o A A 7] (i A A y).
J

Assim, o primeiro e o segundo membro da férmula (1)

sao funcionais lineares sobre p/\qV que assumem O Mesmo
valor em todos os (p — ¢)-vetores decomponiveis ug A -+ A
up—q - Logo esses funcionais coincidem.

A férmula (2) se demonstra da mesma maneira.

Resulta destas formulas que, interpretando os elemen-

tos f € AV*ez € AV como tensores anti-simétricos (cova-
riantes e contravariantes, respectivamente), o produto inte-
rior fLz é o tensor anti-simétrico covariante que se obtém
quando se contraem, de todas as maneiras possiveis, os ¢
indices covariantes j; < --- < j, de f, e depois se somam
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todos esses tensores contraidos, antecedendo cada um de-
les com o sinal adequado. O produto interior f_z tem
interpretacao semelhante.

Seja €& = {ey,...,e,} uma base de V. Como de cos-
tume, sejam e = e; A --- A e, a base correspondente em
A V,e* =el Ao Ae™ a base de AV* correspondente a
dual de £. As aplicacoes

p n—p n—p p
Ger: NV = ANV p: N V= AV,

definidas por ¢ (2) = e¢*Lz e ¢.(f) = f1e, onde z € AV e

n—p
f € A V* sao isomorfismos, na realidade inversos um do
outro. Com efeito, dado um subconjunto K = {k; < --- <
ky} C I, temos ¢+ (ex) = e*Lex = (K, K')eX" enquanto

g(e") =X de = (K, K')ek .

p p
Segue-se dai que a aplicacao composta ¢,0¢pq«: ANV — AV
coincide com a identidade na base {ex}. Logo, ¢ 0 pex =
identidade. Do mesmo modo se vé que ¢g« 0 ¢ coincide
n—p
com a aplicacao identidade de A V™.

Observamos que se F = {f1,..., fn} é outrabasede V e
f = fiN---Af, é o n-vetor correspondente, temos [ = a-e,
onde a ¢ o determinante da matriz de passagem de F para
E. Segue-se dai que e* = « f*, donde os isomorfismos

b ANV — AV

bpet AV — AV
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estao relacionados por ¢.- = a¢s-. Semelhantemente,
¢ = (1/a)oy .

Note-se que cada isomorfismo ¢, : AVE = A V', levan-
do a p-forma decomponivel e/ = et A --- A e¥r no (n — p)-
vetor decomponivel e(J, J")ey , levard também, por este
motivo, toda p-forma decomponivel num (n — p)-vetor de-
componivel.

Com efeito, isto é claro se a p-forma dada ¢é zero. Se
fYA- A fP é uma p-forma decomponivel # 0, entao os fun-
cionais f1,..., fP sao linearmente independentes. Existe
portanto uma base F = {fi,..., fn} em V cuja dual F* =
{f*,..., f"} tem como primeiros p elementos os funcionais
dados. Segue-se que ¢p(f* A A fP)Y =% i1 Ao A fu;
logo

G(f* N AP =FEXNfpa Ao A fa

¢ um (n — p)-vetor decomponivel, onde A é o determinante
da matriz de passagem da base £ para a base F.

Em particular, para p = 1, como todo funcional linear
é uma 1-forma decomponivel, concluimos que todo (n —1)-
vetor num espacgo vetorial de dimensao n é decomponivel.

Observacao: Se o p-vetor u; A -+ Au, # 0 “determina”
o subespaco W C V (lembramos: isto significa que W é
gerado por uy, ..., u,) entdo a (n — p)-forma

Ger(ur Ao Auy) = fE A AP

determina em V* o subespago Wo={f € V*; f(w)=0 para
todo w € W}. O subespago W° C V* chama-se o anulador
de W, ou o subespago de V* ortogonal a W. Isto é facil
de ver quandoe =e; A---Ae, étal que ey = uy,...,e, =
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u,. Entao temos f1 = eP™ ... fP = e sendo claro que
{eP™l ... e"} constitui uma base do subespago formado
pelos funcionais f que se anulam sobre todos os vetores
ei,...,€ep, ou seja, sobre todos os vetores de W. Quando
e ==e; A\---N\€, é uma base qualquer, ¢z difere de ¢« por
um fator escalar, o que nao altera o resultado.

Notemos que se {uy,...,u,} é uma base de W e

¢e*(u1/\.../\up) :fl/\.../\fn—p’
sendo
W={zeV;fi(x) == f""(x) =0},
ou seja
fHx)=0,....f"P(x) =0
sao as equacoes que definem W implicitamente. Assim, o
isomorfismo ¢« estabelece a dualidade entre os subespagos

de V' e os sistemas de equacoes lineares que definem estes
subespacos.

Seja agora V' um espago vetorial euclidiano orientado,
de dimensao n. Se & = {e1,...,e,} e F={f1,..., [} s@o
bases ortonormais pertencentes a orientacao de V', entao

e=eN---Ne,=fiN---Af,=Ff.

Logo, existe um isomorfismo canonico
P n—p
o: NV —- AV
) P n—p_ . n—p
definido como o composto AV — A V* — A V. onde
o primeiro é o isomorfismo ¢, , associado a uma base or-
tonormal positivamente orientada qualquer em V', e o se-
, N . nep __ ,
gundo é a poténcia exterior A J~!, onde J: V — V* é
dado pelo produto interno de V.
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. . , b
Mais precisamente, deveriamos escrever ¢,: A V —

“A"V, notando que (¢p)~t = (=1)P"=P) ¢, . [O sinal vem
de e(J,J") = (—=1)P=P g(J', J).]

Dada uma base ortonormal positiva &€ = {ey,...,e,}
em V', temos ¢(ey) = e(J, J )ey , seja qual for

J={jn<- <jp}Cln,

com J' = I, — J. Segue-se dai, e da linearidade de ¢, que
se uq,...,u, € V sao linearmente independentes e geram o
subespaco W C V, ent@o ¢p(ug A--- Auy) =01 A+ Avyy
é caracterizado pelas seguintes propriedades:

1), v, ..,V geram o complemento ortogonal W+ de
W em V;

2) vol(vy, ..., vnh—p) = vOl(v1,...,0,);

3) {u1,...,up, v1,...,0,_,}, nesta ordem, constitui

uma base positivamente orientada em V.

O (n—p)-vetor viA- - -Av,_, = G(urA- - -Auy,) €, as vezes,
indicado com a notacao vy A -+ Av,_p = (U A--- Auy)* e
¢ fica sendo chamado a operacdo estrela, de Hodge.

O (n — p)-vetor (u; A --- A u,)* é uma generalizacao

natural do produto vetorial para os p vetores ui,...,u,.
Quandop=n—1, (ug A+ Au,_1)* é de fato um vetor de
V', que podemos chamar o produto vetorial de uy, ..., u,_1 .

Quando p = 2, o produto vetorial (u A v)* de dois vetores

u,v € V é, em geral, um (n — 2)-vetor: (uAv)* € NV
Apenas nos espacos de 3 dimensdes, o produto vetorial
(u A v)* de dois vetores é um vetor, coincidéncia esta que
ocorre no espaco euclidiano ordindrio R3. Em virtude disto,
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nao ha necessidade de gonsiderarem—se bi-vetores no calculo
elementar, ja que ¢: A R® ~ R3.

3.9 Observacoes sobre a algebra si-
métrica

Voltamos a considerar, no espaco Vi = VoV ®. - ®
V' dos tensores r vezes contravariantes, a aplicacao linear
o*: Vi — Vj, induzida por uma permutagao o dos inteiros
1,...,r. Como sabemos, c* é caracterizada pela igualdade

g*(vl®"'®vr):UU(1)®"'®UU(7')'

Se p é outra permutacao, temos (po)* = o*p*. Como
(id)* = identidade, segue-se que cada aplicagao linear o* é
invertivel, e (¢*)~! = (¢71)*.

Um tensor r vezes contravariante ¢ € V' diz-se simétri-
co quando o*(t) = t para toda permutagao o dos inteiros
1,...,r. Por exemplo, u®@ v+ v ®u € V@ é um tensor
simétrico. Mais geralmente, se considerarmos a aplicagao

linear S = >  o* de V em si mesmo, chamada a opera¢do
e
de simetriza¢do, veremos que S(t) = > o*(t) é um tensor

simétrico, seja qual for t € V. Na reatljidade, t é simétrico
se, e somente se, S(t) = rlt, e (1/r!)S é uma projegao de
Vy sobre o subespaco dos tensores simétricos.

Se £+ sa0 as coordenadas do tensor ¢ relativamente
a uma base £ de V, entao t é simétrico se, e somente se,
Elo)+lo(r) = £i+ir para toda permutacao o. Por exemplo,
t=>" & e; ®e; é simétrico se, e somente se £V = 7.
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Uma base £ = {ey,...,e,} de V determina em V] a
base formada pelos produtos tensoriais e,,, ® - - ® e,
onde (mq,my, ..., m,) percorre todas as r-uplas de inteiros
compreendidos entre 1 e n. Entre estas, tomaremos as r-
uplas M = (m; < my < --- < m,), cujos elementos estao
em ordem ndo decrescente (podendo haver repeticoes). O
nuimero dessas r-uplas é o nimero de combinagoes com re-
peticao de n elementos r a r, ou seja, ("_:H). Para cada
r-upla M = (m; < mg < --- < m,), de inteiros compreen-
didos entre 1 e n, seja

e = S(em @ @em) =D emy @ ®em,,

o tensor simetrizado de €,,, ® -+ ® e, . Verifica-se sem
dificuldade que os ("jﬂ) tensores e[y) assim obtidos cons-
tituem uma base para o subespago dos tensores simétricos
de V.

Podemos axiomatizar os conceitos acima, introduzindo
a seguinte definicao:

Chama-se r-ésima poténcia simétrica de um espaco ve-
torial V' a todo par (S™(V), ¢) com as seguintes proprieda-
des:

1) S™(V) é um espaco vetorial e ¢p: V x---xV — S"(V)
¢ uma aplicagao r-linear simétrica (defini¢do evidente);
2) dimS"(V) = ("I*"), onde n = dim V;
3) A imagem ¢(V x --- x V) gera S™(V).
As condigoes 2) e 3), em presenga de 1), equivalem a
2") Se & ={ey,...,e,} é uma base de V, entao os ele-

mentos da forma qb(eml,em, e ,emr), onde m; < my <
.-+ <'m,, formam uma base de S™(V).
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A imagem ¢(vq,...,v,) chama-se o produto simétrico
dos vetores wvy,...,v.. Mais comumente, escreve-se
v Vg -+ ... v, em vez de @(vy,ve,...,v,) para indicar o
produto simétrico dos vetores vy,...,v, .

Um exemplo de r-ésima poténcia simétrica de V' é dado
pelo espago S”(V') dos tensores simétricos r vezes contra-
variantes sobre V', sendo ¢(vy,...,v,) =S(v1 ®---Qu,) =
22 Uo(1) @+ @ Us(r) -

g

Outro exemplo ¢ o dual do espaco das formas r-lineares
simétricas sobre V', sendo ¢(vy,...,v,)(w) = w(vy,...,v,),
onde w é uma forma r-linear simétrica qualquer.

O significado intuitivo de S™(V') é o que transparece do
seguinte exemplo. Se dimV = n, tomamos para S”(V)
o espaco dos polinomios homogéneos de grau r nas n in-

determinadas Xi,..., X, . Para definirmos ¢: V x --- X
V — S™(V), escolhemos uma base €& = {e;,...,e,} em V.
Como ¢ deve ser r-linear, basta definir ¢(ei1, ey eir) onde
€iys- .., €;, € E. Poremos entao:

¢(ei17€i27"'7eir) = Xil Xz Xlr :

Como a multiplicacao entre polinomios é comutativa,
vemos que ¢ é simétrica e as demais propriedades sao fa-
cilmente verificadas.

Quando V = R", existe uma base canonica, e S"(V)
¢ de fato o conjunto dos polinémios homogéneos de grau
r com n indeterminadas. No caso geral, S"(V) é um ob-
jeto intrinseco, que desempenha o papel dos polinémios
homogéneos de grau r sem fazer referéncia explicita a base
dos monomios X;, X;, ... X, .
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Demonstra-se que, dadas duas poténcias simétricas
(S"(V), ¢), (S (V), ) do mesmo espaco V, existe um tnico
isomorfismo L: S"(V) — S (V) tal que ® = Lo ®.

Dados r e s, existe uma tnica aplicacao bilinear simé-
trica

ST(V) x S*(V) — S™+5(V)

que leva o par (uy - ug ... u,, V1 - Vy...0s) no produto simé-
trico uy - ug ... U, - V1 - Vg ...Vs. Obtém-se entao, na soma
direta

S(V)=) 5(V)

uma estrutura de algebra, chamada a dlgebra simétrica
do espago vetorial V - S(V) é uma dlgebra associativa,
comutativa, de dimensao infinita, com unidade. Mais pre-
cisamente, S(V') é a dlgebra comutativa livre gerada por V/
el.

A algebra simétrica S(V') desempenha o papel de uma
algebra de polindmios, onde os polinomios do primeiro grau
sao os vetores v € V', e o nimero de indeterminadas desses
polindmios ¢ a dimensao de V. Trata-se porém de “poli-
nomios intrinsecos”, onde nao foi feita a escolha explicita
de uma base de monomios.

Podemos também considerar a algebra simétrica cova-
riante do espaco vetorial V', a qual nada mais é do que

SV =>" 5V

A poténcia simétrica S”(V*) pode ser tomada como o espa-
co das formas r-lineares simétricas sobre V', ou seja, dos
tensores simétricos r vezes covariantes. Assim, por exem-
plo, uma forma bilinear simétrica sobre V' é um elemento
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de S?(V*). Um produto interno em V' ¢ um especial tensor
simétrico de segunda ordem: deve ser “positivo definido”.



Capitulo 4

Formas Diferenciais

4.1 Variedades diferenciaveis

Faremos uma exposicao rapida dos conceitos e resultados, a
respeito das variedades diferenciaveis, que serao utilizados
no decorrer do capitulo.

Um atlas diferencidvel, de classe C* e dimensao n, sobre
um espaco topologico M, é uma colegao A de homeomor-
fismos z: U — R"™, do aberto U de M no aberto z(U) do

espaco euclidiano R", de modo que:

a. o0s dominios U cobrem M;
b. sex,yceAex: U-R", y: V—=R" com UNV # ¢,
entao a aplicacao

yor :z(UNV)—yUNV)

do aberto (U N'V) C R™ no aberto y(UNV) C R" é
diferencidvel, de classe C*.

145
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F)
a¥p

Os elementos de 2 sao chamados sistemas de coorde-
nadas locais, os dominios U wvizinhanc¢as coordenadas e as
aplicacoes diferencidveis y o x~! mudancas de coordenadas.
Dado um ponto p € M e um sistema x € 2, definido

numa vizinhanga de p, se x(p) = (x',...,z"), os nimeros

a2t ..., 2" sdao as coordenadas do ponto p no sistema x.
Um atlas diferenciavel 2, sobre M, é dito mdadzrimo se,

além das condicoes acima, estiver satisfeita ainda esta:

c. sez: W — R"™éum homeomorfismo de um aberto
W de M no aberto z(W) do R™ de modo que, para todo
sistema de coordenadas x € A, x: U — R", com UNW #
¢, se tenha:

zox tiax(UNW) — 2(UNW)
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diferencidvel de classe C*, entdo também z € 2.

Uma variedade diferencidvel M = M™, de classe C*
e dimensao n, é um espaco topolégico de Hausdorff, com
base enumeravel, munido de um atlas 2 diferenciavel de
classe C* e dimensao n. Por conveniéncia, suporemos que
2l é maximo.

Dado um ponto p € M, chamemos de X, o conjunto
de todos os sistemas de coordenadas z € 2 definidos em
alguma vizinhanca de p:

X,={zeUz:U—-R" e pecU}

Um wvetor tangente a variedade M, no ponto p € M, é
uma funcao
v: X, — R"
que a cada sistema de coordenadas x € X,, associa uma n-
upla v(z) = (a!,...,a") € R", de tal modo que, se y € X,
ev(y) = (B, ...,0"), entao

n .
) ay] )
i=1
onde, por (31;’; (p)) deve-se entender a matriz jacobiana

da mudanca de coordenadas y o 7!, calculada no ponto
z(p). Os numeros o', ... a" sdo as coordenadas do vetor
v relativamente ao sistema x.

Sobre o conjunto M, , de todos os vetores tangentes a
M no ponto p, pode-se definir uma estrutura de espago
vetorial de modo natural, isto é, se v,w € M, e o é um
nimero real qualquer, definimos v + w e v como:

(v+w)(z) =v(z) + w(x)
(av)(z) = av(z)
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para qualquer z € X,,. O vetor nulo 0 € M, é a funcao
0: X, — R"

tal que 0(z) = (0,...,0) para todo = € X,,.
E facil verificar que v + w e av sdao ainda vetores tan-
gentes de M, e, quanto a dimensao, vale a

Proposicao 1. M, é um espago vetorial de dimensao n.

Demonstracao: Basta construir uma base de M, com n
elementos. Na realidade, a cada sistema de coordenadas
x € X, (valido numa vizinhanca de p) faremos correspon-

der uma base
0 0

do espaco M, . Dado z, definiremos:

[8(;(1?)} (y) = (gi(p),...,%(p)) i=1,...n,

qualquer que seja y € X,. Isto é, a?:i (p) é o vetor de M,

cujas coordenadas no sistema y sao os nimeros

oyt oy"

A regra de derivagao das fungoes compostas mostra que, de
fato, os %(p) assim definidos sao vetores tangentes. Além
disso, dado um vetor v € M, qualquer, tem-se
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Entao nao ¢ dificil verificar que

v=> o 551 P

i=1

e portanto os vetores a?ci (p) geram M, . Finalmente,

esses vetores sao linearmente independentes pois se w =
3 A -2 (p) = 0 entdo, em particular w(x) = (0,0,...,0).

Oz’
w) = 5 | )] @)

Mas
e [:2(p)] () = e; = i-ésimo vetor da base canonica do R".

Assim, temos

0:w(x)zz Ne; € R"

Segue-se que A\l = .- = \" = 0, o que conclui a demons-
tracao.

Observagao: Decorre da demonstracao que, se z: U —
R™ é um sistema de coordenadas em M™, cujo dominio é o
aberto U C M", entao a cada ponto g € U corresponde a
base

{SgT@ﬂ,”.,égzgp} C M,.

Quando, num dado argumento, nao houver perigo de con-
fusao sobre o ponto ¢, escreveremos simplesmente

o 2
oz’ Oz |
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Exemplos:

1. Os espagos euclidianos R" sao variedades de classe
C*, para qualquer k > 0. Bastando para isso, considerar o
atlas maximo diferencidvel 2y, , de classe C*, que contém o
sistema de coordenadas

z = identidade : R* — R"™.

Verifica-se que o espago R dos vetores tangentes a esta
variedade, em um ponto p € R", é canonicamente isomorfo
ao R"™. Este isomorfismo canonico decorre da existéncia de
uma base privilegiada de R}, aquela associada ao sistema
de coordenadas dado pela identidade sobre o R™.

2. Todo subconjunto aberto A de uma variedade dife-
renciavel M" possui uma estrutura de variedade diferencia-
vel, “herdada” da estrutura de M™, de mesma classe e di-
mensao que M"™. Um atlas sobre A sera dado pelos sistemas
de coordenadas, de M™, cujos dominios estejam contidos
em A.

Verifica-se que, em cada ponto p € A, o espago M,, dos
vetores tangentes a M em p, é canonicamente isomorfo ao
espaco A, dos vetores tangentes a A em p.

3. Definimos wariedade produto de duas variedades
M = M™e N = N" como sendo o produto M x N dos
espacos topoldgicos dotado da seguinte estrutura de vari-
edade diferenciavel: se 2 e B sao os atlas sobre M e N,
respectivamente, construimos, a partir destes, o atlas Ax B,
sobre M x N, cujos elementos serao homeomorfismos

rxy:UxV — R™"

com z: U — R™ percorrendo %A, y: V — R" percorrendo
Be (zxy)(p,q) = (z(p), y(q)).



[SEC. 4.2: APLICAGCOES DIFERENCIAVEIS 151

O espaco (M x N)(p,q) tangente a variedade produto, no
ponto (p, q), é isomorfo, canonicamente, a soma direta dos
espacos tangentes M, e N,. Com efeito, dados os sistemas
de coordenadas x em M e y em N, em torno dos pon-
tos p e g, respectivamente, sejam o, ..., a™, 3L, ..., 3" as
coordenadas do vetor v € (M x N), ) no sistema x X y.

Veé-se, sem dificuldade, que as primeiras m coordenadas
al,...,a™, de y, dependem somente do sistema z e as
ultimas coordenadas 3',..., 3" dependem somente de y.
Seja v' € M, o vetor cujas coordenadas no sistema z sdo
al,...,a™ev” € N, o vetor cujas coordenadas no sistema
y sao 3, ..., 3" A correspondéncia v — v’ @v" estabelece

o isomorfismo
(M x N)(p,Q) ~ M, ® N,.

4.  Um outro exemplo de variedade diferenciavel é
fornecido pelas superficies regulares do espaco euclidiano,
onde se consideram os inversos das parametrizagoes como
sistemas de coordenadas.

4.2 Aplicacoes diferenciaveis

Sejam M = M™ e N = N" variedades diferenciaveis, de
classe C*, e f: M — N uma aplicacdo de M em N. Dize-
mos que f é uma aplicacdo diferencidvel, de classe C*, no
ponto p € M, se, dado um sistema de coordenadas y em
N, definido numa vizinhanga V' de ¢ = f(p), y: V — R,
existe um sistema de coordenadas x, sobre M, em torno de
p,x: U — R™ tal que f(U) C V ea aplicagao yo fox! do
aberto z(U) C R™ no aberto y(V) C R"™ seja diferencidvel.
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2

»
»

yofox!

Se f for diferenciavel em todos os pontos de M ela serd
dita diferenciavel em M.

Uma curva parametrizada em M = M™ é uma aplicagao
C:1 C R— M, de um intervalo aberto da reta real na
variedade M. Se C for diferenciavel, a curva é dita dife-
rencidvel.

| .
C

As curvas parametrizadas diferencidaveis dao origem a
vetores tangentes. Sejam a € I e C(a) = p; a curva C' e ao
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valor @ € I estd associado o vetor de M, , que indicamos
por C’(a) que atua sobre x € X, assim:

dz! dz™

C) = (G 5w,
onde z'(t) = z'(C(t)).

Diz-se que v = C’(a) é o vetor tangente a curva C(t)
no ponto p = C(a).

Neste novo sentido, cada vetor basico 631. (p), associado

a um sistema x € X,, é o vetor tangente, no ponto p, a
1-ésima, “curva coordenada” de z:

Ci(t) = a7 (z(p) +t-e:)

onde e;=(1,0,...,0),...,e,=(0,0,...,0,1) e t€(—¢, +e),
com ¢ > 0 convenientemente escolhido de modo que C;(t)
esteja bem definida.

Sejam p um ponto de M, v um vetor tangente a M
em pe f: M — R uma funcao real, diferenciavel, defi-
nida em M. Define-se derivada direcional da fungao f, no
ponto p, relativamente ao vetor v como sendo o numero
8 (p) = 4L

o =5=2(0), onde C' é uma curva parametrizada tal

que C(0) =pe C'(0) =v.

A fim de que este numero fique bem determinado é
necessario verificar dois fatos: o primeiro é que quaisquer
que sejam o ponto p € M e o vetor v € M, , existe sempre
uma tal curva C' e o segundo é que a derivada direcional
nao depende da particular curva C' considerada.

Se x € X, ¢ um sistema de coordenadas em torno do
ponto p, z: U — R" com p € U, pode-se construir a
curva C: I — M cujo vetor tangente, em p, é v. Se
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1 n

a',...,a"™ sao as coordenadas de v no sistema x, isto é,
1

v(z) = (a',...,a"), basta considerar € > 0 suficientemente
pequeno de modo que o ponto

£(p) +1(a,...,a") € 2(U),
para qualquer t € (—¢,¢) e definir a curva C' como:
C(t) = o7 (x(p) + tal, ..., a")).

A segunda objecao estara sanada quando fizermos o
calculo efetivo da derivada %(p). Com efeito, a regra de
derivagao das fungoes compostas da-nos:

of N~ 0f i
av (p) - — (9x2(p) a,
onde of o(f )
ox
%(If)) = T@(P))
ex!,..., 2" sdo as componentes de .

Esta expressao, que independe da particular curva C'
considerada, mostra-nos também que a derivada direcional
¢ linear em relacao ao vetor v.

A forma df,: M, — R, que a cada vetor v € M, faz cor-
responder a derivada direcional de f, em p, relativamente a
v, é linear, como acabamos de observar, e é chamada dife-
rencial da func¢do f no ponto p, isto é, df, é um elemento
do dual de M,,, precisamente aquele que atua assim:

#0) = 2L (o)
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Para considerarmos a diferencial da funcao f, no ponto
p, basta que f esteja definida numa vizinhanca de p.

Em particular, se z € X, ¢ um sistema de coordenadas
definido numa vizinhanca U de p e

z(p) = (z'(p),....="(p))

nao é dificil verificar que as diferenciais dx},, ... dry dasn
fungoes reais (componentes de z)

2 U— R

constituem uma base de (M,)*, justamente a base dual da

base de M, ,
0 9,
om0 |

associada ao sistema x. Aqui, também, escreveremos so-
mente dz', ..., dz" quando nao houver perigo de confusao
a respeito do ponto onde as diferenciais estao sendo toma-
das.

Além disto, em termos da base da:;l), ..., dxy , a diferen-
cial da funcao f: M — R escreve-se como:

dfp = al'l (p) dl’p 9
=1
of A(foz™1)

onde, por 7% (p) entende-se =Z=—(x(p)).

Consideremos, agora, uma aplicacao diferenciavel
f: M — N de uma variedade M = M"™ numa outra
N = N". Em cada ponto p da variedade M, f induz
uma aplicagao f, do espaco tangente M, no espaco tan-
gente N, , onde ¢ = f(p), do seguinte modo: se v € M, é
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um vetor tangente a variedade M, no ponto p, seja C' uma
curva parametrizada diferencidvel, em M, tal que C'(0) = p
e C'(0) = v. O vetor f.(v) serd o vetor tangente a curva
de N, foC, no ponto ¢ = f(p), isto é:

fu(v) = (f 2 C)(0).

Sendo z: U — R™ e y: V — R" sistemas de coordenadas
em torno de p e g, respectivamente, e

v= z;a] %(P)
]:

entao, pela regra de derivagao as fungoes compostas,

ful0) =2 ( o O‘j> a?ﬂ |

i=1 \j=

Ay’ ’ ~ . .
onde 5% (p) é uma notagao simplificada para

W0 T o) (i),

Isto significa que a definicao de f, é independente da
curva C' e que f, é uma aplicacao linear em v cuja ma-

triz [f* ; %; 0 } relativamente as bases {%} e {a(zi}

81/2 Y
é (%(p)) A aplicacao f é dita aplicacao linear induzida
pela f, no ponto p.
A adjunta (ou transposta) de f, sera a aplicagao f*: Ny
— M, do dual de N, no dual de M,, tal que, se w € N;
¢ uma forma linear sobre IV, e v € M,, é um vetor tangente
a M no ponto p, entao

fre) =w(fov).
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Em termos dos sistemas de coordenadas z e y, acima
considerados, se

n

w:Zaidyi e f*wZin:bz‘dxia
i=1

=1

e (O L ON_ (N0 0
bi=Jw (8x1> v <f* (%i) v — oxt Oyl |

J

Oy 0\ ~— oy
—ax“’<@)—za—

1=

onde % tem o sentido ja mencionado e deve ser calculado
em z(p).
. m nooyt
Sendo assim, f*w = > a; | Y, = da’
i=1 j=1 0xd

Passando as poténcias exteriores dos espacos vetoriais
M, , Ny e de seus duais M, N;, podemos considerar ou-
tras aplicacoes lineares induzidas pela f.

De acordo com a notacao introduzida no capitulo an-

k
terior, A f* seria uma aplicacdo entre k-formas. Neste
capitulo, entretanto, vamos usar a mesma notacao f* para
indicar qualquer uma destas aplicagoes:

J7t AN, — AM;

isto é, se w ¢ uma forma k-linear alternada sobre N, , entao
f*w serd uma forma k-linear alternada sobre M, .
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Em termos dos mesmos sistemas x e y, se

Z Qjyge Yy N A dy

J1<<Jk

a expressao par f*w serd

]1 ]k
a; Oy -y )d:v LA Ada™
)
-k Oz . x’“k)
J1<<Jk
r1<---<rg

onde . ,
Oy ... y7*)
O(xm ... .xm)

¢ o menor jacobiano das componentes ai indicadas da apli-
cacao
yo fox™tix(U) —y(V),

calculado no ponto z(p).
O ponto p € M ¢é dito ponto reqular de f se a trans-
formacao linear induzida

Jer My, — Ny (= f(p)

é biunivoca. Se existir algum ponto regular, entao m < n.

Por outro lado, um ponto ¢ € N é um wvalor reqular
de f se, para todo ponto p € f~'(q), a aplicagao linear
fe: M, — N, é sobre N,. Em particular, se f~'(q) = &, ¢
é valor regular. Analogamente, da existéncia de um valor
regular ¢, com f~!(q) # @, segue-se m > n.

Uma aplicacao f é regular quando todo ponto p € M
é regular. E f é uma fibracao quando for uma aplicagao
sobre N(f(M) = N) e todo ponto ¢ € N for valor regular.
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Um homeomorfismo regular é chamado imersao.

Exemplos:

1. A aplicacao f: R™ — R™* que consiste em levar o
ponto (z!,...,2™) € R™ no ponto (z',...,2,,,0,...,0) €
R™% & uma aplicacao regular.

Além disto, toda aplicagao regular f, localmente, é
deste tipo. Isto é, dados p e ¢ = f(p), existem sistemas x
e y, em torno de p e ¢, respectivamente, tal que yo f ox™!
seja deste tipo (cfr. o Teorema do Posto).

2. A projecao m: R™* — R™, que consiste em des-
prezar as ultimas k£ coordenadas do ponto, isto é,

m(zt, ™ ™Ry = (2t ™),

¢ uma fibracao. Como no caso anterior, observa-se que,
localmente, toda fibrac¢ao é deste tipo. (Vide loc. cit.)
3. A aplicacdo f: R — R?, definida como:

f(t) = (cost,sen t)

é um exemplo de aplicagao regular, e entao localmente
biunivoca, que nao é imersao. A biunivocidade de f s6 se
verifica quando se consideram intervalos de comprimento
estritamente menor que 2.

4. Existem, ainda, homeomorfismos — aplicagao biuni-
vocas, portanto — que nao sao regulares. Como exemplo,
consideramos o homeomorfismo f: R — R que a cada t €
R associa seu cubo 3. A origem, t = 0, nao é ponto regular
de f.

5. Uma aplicacao regular, mesmo sendo biunivoca,
pode nao ser uma imersao. Daremos, agora, um exemplo
de aplicacao regular e biunivoca que nao é homeomorfismo.
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Definimos f: (0,00) — R? do seguinte modo:

2 1

0<t< — t)= [t -
se <ts ., f(t) (,sen t)
se 1<t<oo, f(t)=(0,t—2)

(05_1)

2
se — <t <1, f(t)é uma curva simples, parametrizada,
T

regular, ligando os pontos (2,1) e (0,—1) sem tocar nos
outros pontos (¢, f(t)) ja definidos e “concordando” com
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os arcos ja existentes de modo a tornar f uma aplicagao
regular em toda a semireta (0, +00).

Os espagos (0,+00) e f(0,+00) nao sdo homeomorfos,
pois este ultimo nao é localmente conexo nos pontos da
forma (0,y), com —1 <y < +1.

Este fato nao se da quando a variedade M, onde f é de-
finida, for compacta, pois entao, se f é regular e biunivoca,
serd, conseqiientemente, um homeomorfismo.

4.3 Subvariedades

Um subconjunto S* C N"™ de uma variedade diferenciavel
N"™ é uma subvariedade de N", de dimensao s, se:

a. S° possui uma estrutura de variedade diferenciavel
de dimensao s.

b. A aplicagao de inclusao, i: S° — N", é uma imersao.

Em particular, a inclusao ¢ é um homeomorfismo e,
entao, a topologia de S° é a topologia induzida pela de
NTL

A inclusao é, por hipotese, também diferenciavel. Isto
significa que, se y é um sistema de coordenadas em M™",
com dominio V', existe, em correspondéncia, um sistema x
de coordenadas, em S°, com dominio U C SNV, de modo
que a aplicagao

yoiox ': x(U — y(v))

é diferenciavel. Além disso, 7 é regular, isto é, a matriz

oy’
oxI
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da aplicacdo yoioxz~! tem posto s em todos os pontos de

z(U).

y(V)

x(U)

v

yoioX_1

Ora, estes dois fatos dizem-nos que a aplicacao yoiox "
é uma parametrizacao regular para y(U).

Grosseiramente falando, portanto, podemos dizer que
uma subvariedade é, localmente, uma superficie regular.

Observacoes:

1. A classe de diferenciabilidade da subvariedade S*
¢ a classe da aplicacao de inclusao podendo, portanto, ser
estritamente menor que a de N".

2. A literatura nao é uniforme na definicao de subvari-
edade. E necessario, em alguns casos, considerar outras
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topologias, e nao a induzida, na subvariedade S*. Al-
guns autores consideram, entao, um subconjunto S* C N"
como subvariedade quando a inclusao, 7: S°* — N™, é uma
aplicagao regular e biunivoca — nao necessariamente um ho-
meomorfismo. Por coeréncia, tais autores definem imersao
como uma aplicacao f: M — N, regular e biunivoca. No
caso da variedade M ser compacta, estas defini¢oes coinci-
dem com aquelas dadas anteriormente.

Exemplos:

1. Sejam M™ e N variedades diferenciaveis e M x N
a variedade produto. Entao os subespagos px N™ e M™ X q
sao subvariedades do produto, para cada p € M™ e cada
q € N", respectivamente.

Verifica-se que um vetor v, tangente a M x N no ponto
(p,q), pode ser decomposto, de um tnico modo, na soma
de outros dois vy, vy, onde vy é tangente a subvariedade
M™ x q e vy tangente a p x N, ambos no ponto (p, q).

2. Sejam f: M™ — N™ uma aplicacao diferenciavel da
variedade M™ na variedade N" e ¢ € N™ um valor regular
de f. Entao f~'(q) — se nao for vazio — ¢ uma subvariedade
de M™, de dimensao m — n.

A demonstracao deste fato, que se reduz ao caso ana-
logo, em espagos euclidianos, quando se consideram sis-
temas de coordenadas, é deixada a cargo do leitor. Este
resultado ¢ freqlientemente usado para demonstrar que cer-
tos subconjuntos do espago euclidiano sao variedades dife-
rencidveis. Consideremos a funcao f: R"*!' — R definida
por

F@t,. ) = glad 4. gt gt
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ou seja, f(z) = |z|?, z € R, E claro que f é uma funcéo
real diferencidvel. Temos ainda f~'(1) = {z € R"™; |z| =
1} = S" = esfera unitaria de dimensao n. Concluiremos
que S™ é uma variedade de classe C*° (subvariedade de
R™1) se mostrarmos que 1 é um valor regular de f. Ora,
nos sistemas de coordenadas canonicos do R"*! e R, a ma-
triz de f.: R"*' — R é

of of :
(%,,W> = (2131,...,237 +1).

Tal matriz sé é nula no ponto z = (0,...,0). Como 0 ¢
f~Y1), vemos que f, # 0 em todos os pontos de f~1(1).
Sendo dim R = 1, isto basta para que f seja sobre R em
todos os pontos de f~1(1), ou seja, 1 é valor regular de f.

Mais geralmente, se f: M"™ — R é uma funcao real
diferenciavel definida em M"™ e a € R é um valor regular
de f, entao a subvariedade S"~! = f~!(a) C M™ chama-se
uma superficie de nivel da funcao f.

4.4 Campos de tensores sobre va-
riedades

Um campo de vetores sobre uma variedade diferenciavel
M™, de classe C*, é uma funcio v que a cada ponto p € M"
faz corresponder um vetor v, € M, tangente a variedade
nesse ponto:

vipe M" —wv, € M,.

Se z € X, ¢ um sistema de coordenadas definido numa



[SEC. 4.4: CAMPOS DE TENSORES SOBRE VARIEDADES 165

vizinhanca U de p, entao

ZO& axz '

Quando se toma outro sistema de coordenadas, as n
fungoes o'(p) transformam-se de modo contravariante.

A definicao classica de campo de vetores focaliza este as-
pecto: ela define um campo de vetores como uma aplicagao
que a cada sistema de coordenadas x: U — R™ faz corres-
ponder n funcoes, al,...,a": U — R de modo que, se
y: V. — R™ é outro sistema em M", com UNV # ¢ e
v(y) = (B, ..., 3"), entao, em cada pontop e UNV,

Zoﬂ axj()

onde 2 oot 9" (p) tem significado j4 esclarecido. Como se vé, ela
X
é essencialmente a definicao que demos.

O campo de vetores v serd continuo ou diferenciavel (de
classe, no maximo, C*~1) conforme o sejam as funcao o’.

Se, ao invés de vetores, consideramos um campo de for-
mas lineares, isto é, uma correspondéncia w que a cada
ponto p € M associa uma forma linear w, sobre o espago
vetorial tangente M, , teremos o que chamamos de forma
diferncial sobre M. Retomando o sistema de coordenadas
reX,,

= Z a;(p) dx’
i=1
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e os coeficientes «;(p) mudam de modo covariante, isto é,

seye X, e
j=1

entao
- oz’
Bi(p) = ailp) a7 P
i=1
Observagoes andlogas as que foram feitas para campo
de vetores, relativas a defini¢ao classica, tém lugar também
aqui. Do mesmo modo, a forma diferencial sera continua
ou diferencidvel (de classe, no maximo, C*~1) de acordo
com as fungoes a;(p).
Podemos considerar, de modo geral, um campo t de
tensores do tipo (r,s), isto é, r vezes contravariante e s
vezes covariante:

tipe M —t, € (M,) =M®.. . 0M,® My®...0M, .

v e
r S

Em termos do sistema de coordenadas € X,

0 0 , ,
21 7'7 e e Js
Z g1 Js awil ® Oir ® da’*.
l'1< <z'r
J1<-<Js

Novamente, o campo t diz-se continuo ou diferencidvel
se os coeficientes £} 1 i (p) forem continuos ou diferenciaveis.

Exemplos:

1. Sejam M™ uma variedade diferenciavel e f: M" —
R uma funcao real diferenciavel, definida em M™. A corres-
pondéncia que a cada ponto p associa a forma linear df, é
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um campo de formas diferenciais, df, ao qual se da o nome
de diferencial da funcao f.

2. Entre os campos de tensores, os mais importantes
sao os campos de tensores antissimétricos covariantes, isto
é, os campos de formas diferenciais exteriores.

Uma forma diferencial exterior, de grau k, sobre a va-
riedade diferencidvel M, é, portanto, uma correspondéncia
que a cada ponto p associa a forma w, , k-linear alternada,

k
wip€eM—w, e N(M,)".

A expressao “exterior” é, freqlientemente, omitida. Em
relacao ao sistema de coordenadas x € X,

Wp= Y i (p)dal A A da

J1<<Jk

ou, usando a notacao abreviada introduzida em capitulo
anterior, onde escrevemos J = {j; < --+ < jg}, poremos
também dz’ = dz?t A -+ A da?* e teremos

Wp = Z a;(p) dz’.
7

Se os coeficientes a s (p) forem diferencidveis (continuos),
a forma w serd dita diferencidvel (continua).

Quando k = 1, w sera, simplesmente, uma forma dife-
rencial. Definimos forma diferencial exterior de grau 0
como sendo uma fungao real qualquer, f: M — R.

As definicoes de soma, produto por escalar e produto
exterior estendem-se as formas diferenciais, sobre M, de
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modo natural, isto é, em cada ponto p € M,

(W+)p =wp +Wp
(aw), = aw,

(WAW)p = wp AWy

3. No plano R?, as formas diferenciais exteriores de
grau 0, 1 e 2 serao, respectivamente, dos seguintes tipos:

w’ = f(xa y)
w! = a(z,y)dz + b(z, y)dy
w? = c(z,y)dz A dy.

No espaco R?, temos formas de grau 0, 1, 2 e 3, a saber:

= fx,y,2)

V= a(x,y, 2)do+b(z, y, 2)dy+c(z,y, 2)dz

> =m(z,y, 2)dy A dz+n(z,y, 2)dz A do+p(z,y, 2)dx A dy
P =g(x,y,2)dx Ndy A dz.

£ & & &
I

Observacao: Daqui por diante, deixaremos de usar o sinal
A, de produto exterior, sempre que nao houver perigo de
confusao.

4.5 Variedades riemannianas

Uma variedade diferenciavel M diz-se uma variedade rie-
manniana quando o espago vetorial tangente M, , em cada
ponto p € M, possui um produto interno indicado com
u - v que varia diferenciavelmente (ou continuamente) com
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o ponto. Isto significa que, se x é um sistema de coordena-
das, em M, definido em U, as fungoes g;;: U — R dadas
por

0 0

sao diferencidveis (ou continuas).

A matriz (g,;(p)) é definida positiva — simétrica com
todos os menores principais positivos — e, se u,v € M, ,

n 18 n a
u:;a 5 e U:;m@’

entao
n
u-v= Z o' 3 gi;(p)-
ij=1

O produto interno é um exemplo de campo de tensores
duas vezes covariante sobre M.

Demonstraremos, mais adiante, que, dada uma varie-
dade diferencidvel de classe C*, é sempre possivel consi-
derar sobre ela uma estrutura de variedade riemanniana,
dada por uma métrica de classe C*~1.

Numa variedade riemanniana M, pode-se definir com-
primento de arco: seja C': [a,b] C M — M um arco
de curva parametrizada diferenciavel sobre M, define-se
o comprimento ¢(C), de C, por:

«c) = / (1)) dt.

Dados dois pontos em M, define-se, também, a distancia
entre eles como sendo o extremo inferior dos comprimen-
tos dos arcos que os unem. Verifica-se que esta métrica
reproduz a topologia de M.
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Em cada ponto p da variedade riemanniana M, existe
3 . ~ *
um isomorfismo, J,: M, ~ M, do espago tangente M), no
seu dual M. Esses isomorfismos J, levam um campo de
vetores v sobre M numa forma diferencial w sobre M, isto
é, em cada ponto p € M,

wp = Jp(vp) ou v, = J;o_l(wp>-

Considerando um sistema de coordenadas x: U — R", de-
finido numa vizinhanca de p, se

wp = Z a;(p) dx’
entao
ailp) = D 9i5(p) ! (p)

onde (¢”(p)) é a matriz inversa de (g;;(p))-

J& vimos que uma funcao diferencidel f: M — R, defi-
nida sobre uma variedade diferenciavel M, determina uma
forma diferencial df tal que:

df:pe M — df, € M .

Se M é riemanniana, a forma df corresponde um campo
de vetores que chamaremos de gradiente de f e indicaremos

com Vf.
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Lembrando a atuagao do isomorfismo J,, vemos que,
seue M,eVf,=Vf(p),

Vi, u=df,(u),

isto é,

0
Vi u= @_;]:(p)

Se a € R é um valor regular de f e f~(a) # &, em cada
ponto p € f~(a), o vetor gradiente de f, Vf,, é perpen-
dicular & superficie de nivel f~!(a), pois se u é tangente a
f~'(a), no ponto p, entdao u ¢ tangente a uma curva C|(t)
contida em f~1(a), ao longo da qual f é constante.

\24

No calculo da derivada direcional, teremos entao, %(p) =

4 (foc)=0. Logo:
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4.6 Diferencial exterior

As formas diferenciais de que vamos tratar, neste paragrafo,
serao todas diferencidveis de classe C* (k > 2), defini-
das numa variedade diferencidvel M, de classe C**! e di-
mensao n.

A nossa intencao é definir o operador d, de diferenciacdo
exterior, que leva uma forma diferencial w, de grau r, numa
outra dw, de grau r + 1.

Seja z: U — R™ um sisema de coordenadas sobre M.
Entao, em cada ponto p € U, w, serd uma forma r-linear
alternada que pode ser escrita como

wp:ZaK(p)de, K={k<-- <k}
K

Convencione-se que dz® = 1 quando K = @, isto é, quando
r=0.

Introduziremos um operador que, de inicio, vamos in-
dicar com d, até que se demonstre a independéncia da de-
finicao relativamente ao sistema de coordenadas z, esco-
lhido de partida.

Os coeficientes ay sao fungoes e para as funcoes ja esta
definida a diferencial (V. Exemplo 1 do §4),

n
aCLK

i
— ox

da(p) = (p) dz'.

Define-se a forma diferencial d, , no ponto p € U, pela
seguinte expressao:

dywy = Z dag(p) A dz™.
K
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Proposicao 2. O operador d, goza das sequintes proprie-
dades:

a. dy(w+w) = dyw + dai;
b. d.f = df;

c. dpy(wAwW) = (dyw) N+ (—1)"w A d,w, onde r € o
grau de w;

d. dy(dyw) = 0.

Demonstracao: As duas primeiras sao conseqiiéncias
imediatas da definicao, levando-se em conta a convencao
adotada para o caso da forma de grau 0.

Demonstremos a terceira. Em virtude de a. e da distri-
butividade do produto exterior, basta considerarmos for-
mas do tipo

w=adz® e @=bdat.
Temos w A @ = adz™ A bdz* = abdz™ A dx'. Logo

dp(w AT) = d(ab) A dz™ A do* = (bda+adb) Adz™ Ndx"™ =
= bda A dz® A dz® + adb A de® A dat =
= (da A dx™) Abdz" + (=1)" adz™ A (db A dz™)
pois o fator b, sendo de grau 0, comuta com todas as formas,

mas db A dz® = (—1)"dz® A db pois db tem grau 1 e de
dr® tem grau r. Segue-se portanto que

de(WAW) =dw ANw+ (—1)" w A dw.
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Esta propriedade pode ser generalizada para um nimero
N de formas, wy,...,wy, de graus ry,...,ry, respectiva-
mente:

dp(wi ANwag A+ ANwn) =dpwy Awa A+ Awy +
+(—D)"wi Adygwa A .. wy+
+ (=) wy Awg Adpwz A Awy + ...

ce 4 (—1)T1+.“+TN_1 w1 VAN Wa VANCEIVAY WN-1 A dx WHN -

Demonstremos agora a tultima propriedade para o caso par-
ticular da forma de grau 0, isto é, para uma fungao dife-

renciavel f: M — R. Ora,

of

dafp = é?:v’

(p) da’,

donde:
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No caso de uma forma w de grau r qualquer, pode-
mos novamente supor que w = adz™ = adx®™ A .- A dxPr.
Sendo a, 2", ... 2* funcoes, segue-se do caso anterior que
d.(da) =0 e d,(dz*) = -+ - = d,(dz¥) = 0. Temos entao,
pela propriedade c.:

dp(dy w) = dp(da A da™) =
= d,(da) A dz™ — da A d,(dz™) =

= d,(da) Adx" —da A (=1) dat A A
=1

A Ndg(dz®)Y A - A da* = 0.

Proposicao 3. A definicao do operador d, € independente
do sistema x, isto €, se y: V. — R"™ € outro sistema de
coordenadas em M, com UNV # @, entdo, em todo ponto
peUNV e para toda forma w sobre M, tem-se

dy wp = dyw), .

Demonstragao: Se w, = Y. ax(p)dz™ = > b(p)dy”,
K L
entao

dyw =" " db(p) Ady",
L

mas

belp) = 3 G ) axco),

axK , ~ . . , \
onde ay_L(p) ¢ uma notacao simplificada, analoga as de-
mais, para representar um menor jacobiano de ordem r da
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mudanca de coordenadas x o y~!. Continuando,
oxX oxX
() = 3 (@) k() + 3 G o) dalp)

substituindo na expressao de d,w, , obtemos

dywp = [dax (p) A <Z g%(p) dyL)

K L

+ ;a[((p) ( ] d (%)p A dyL)

COImMo K
XL: %(p) dy" = duy
(&}
;d (ng)p Ady* = d,(dz), =0,

(a ultima sendo conseqiiéncia das propriedades c. e d. da
Proposigao 2) segue-se que

dyw, = Z dag (p) A dz™ = dyw, .
K

Outro modo de demonstrar esta proposicao seria veri-
ficando que as quatro propriedades de d,, enunciadas na
Proposicao 2, caracterizam completamente tal operador.

Entao, dada a forma w, definimos a diferencial exterior
de w, dw, em cada ponto p € M, como d,w,, onde z € X,
é qualquer sistema de coordenadas definido em torno de p.
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Exemplos. Conservando as notagoes do Exemplo 3 do §4
para as formas definidas no plano R?, teremos:

0 0
se W= f(x,y), dw"za—idwra—“;dy,
se wh = adx + bdy, dw' = % — % dxdy,
or 0Oy
se  w?=cdxdy, dw? =0, o que é natural, pois nao

existem formas nao nulas de grau maior que a dimensao do
espago.

Analogamente, no espaco R?, teremos

_of of
=5, dzr + Dy

dy + ﬁdz,

0 _ dO
WO = floy2),  dw o

w! = adz + bdy + cdz,

dc  0b da  Oc
1_ o _ =
dw” = (83/ 82) dydz + (82 8x) dzdx+

isto é, os coeficientes da diferencial exterior, dw!, sao as
componentes do rotacional do vetor (a,b,c) de mesmas
componentes que w.

Prosseguindo, se w? = m dydz + n dzdx + p dxdy, entao
dw? = (%—? + g—’; + %) dxdydz, cujo coeficiente é a di-
vergéncia do vetor de componentes m, n e p.

Finalmente, se w?® = g(z,y, 2)dvdydz, dw® = 0.

Se f: M™ — N™ é uma aplicacao diferencidvel da vari-
edade diferencial M™ na variedade diferenciavel N, vimos
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no §2, que, em cada ponto p € M, f induz uma aplicacao
linear f* das formas sobre N™ nas formas sobre M™.

Assim sendo, se w é uma forma de grau r sobre N" e
v1,...,0, € M, sao vetores tangentes a M™, no ponto p, a
forma diferencial f*, sobre N™, é também de grau r e atua
do seguinte modo:

(ffw)p(vr, .. ve) = wpey(fevr, ..o, forr).

Em termos de coordenadas, se z: U — R" ey: V —
R™ sao sistemas em torno de p e f(p), respectivamente, e
a forma w é dada por

w:ZaKdyK,

K

entao

* 6yK L
(ffw)p = ZGK(f(p)) de :
LK
Por esta expressao, conclui-se a diferenciabilidade de
f*w a partir da diferenciabilidade de w e de f.
Em particular, se w é de grau 0, isto é, w é uma funcao
p: N — R, teremos f*¢ = po f.
Veremos que, se w e w sao formas sobre N™, entao

fflwhw) = ffwA fro.

Como toda forma é uma soma de formas decomponiveis,
f* é linear e o produto w Aw é distributivo, basta verificar
esta propriedade quando w e W sao formas decomponiveis.
Este caso, por sua vez, é conseqliéncia da relagao

frlady* A---Ndy®) = fra- frdy' AL fFdyF,
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ou seja
f*ady' A~ Ndy*) =
1 k
—(ao) 3 AW V) gon gp -

¢ ¢
w2 O(xfr ... xh)

con(Sie) o (Same)

que é fato conhecido, do capitulo anterior.
Isto posto, tem-se uma quinta propriedade do operador
d de diferenciacao exterior:

[ (dw) = d(f'w).

Seja, em primeiro lugar, w = ¢: N® — R uma funcao
diferencidvel (forma de grau 0) definida em N™. Entdo,
tomando os sistemas de coordenadas x e y acima consi-
derados, teremos:

_ 28_90( Ydr! = d(po f), =d(f*p),,

para qualquer ponto p € M™.
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Passando ao caso geral, em que w é de grau r qualquer,
teremos

w:ZaKdyK e dw:ZdaK/\dyK,
K K

portanto

oxL

% ayK L
frldw) = dlak o f) N dat,
K,L

aplicando as propriedades acima demonstradas de f* e a
decomposicao de dy® no produto de formas de grau 1.
Por outro lado,

ffw= Z(aK o f) %de
v ozl
logo:
d(f'w) = Zd(aK of)A % da*
e ozt 7

pois as demais parcelas sao nulas.

4.7 Variedades orientaveis

Uma orientacao de um espaco vetorial é, como ja vimos,
uma certa classe de equivaléncia de bases desse espaco.

Dizemos que uma variedade diferenciavel M™ é ori-
entdvel quando existe uma aplicacao que a cada ponto
p € M associa uma orientacao O, do espaco vetorial tan-
gente em p, M, , aplicacao esta que varia “continuamente”
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com o ponto p, no seguinte sentido: se U é um dominio

conexo de um sistema de coordenadas x, entao a base
_ 0 o) : :

E = {W(p), . W(M} de M, , associada ao sistema z,

ou ¢ positiva para todo p € U, ou seja,
(& €0, Vpel)

ou negativa para todo p € U (€, ¢ O,, Vp € U).

Uma tal aplicagao p — O, chama-se uma orientagao
de M.

Quando &, € O, diremos que o sistema x é positivo.
Caso contrério, dizemos que z é negativo (relativamente a
orientagao considerada em M).

Uma variedade orientada é uma variedade (orientavel)
na qual se fixou, de uma vez por todas, uma orientacao.
Mais precisamente, é um par (M, ), onde M é uma va-
riedade orientavel e O é uma orientagao de M.

Se a orientacao O, do espaco vetorial M, varia “con-
tinuamente” com o ponto p, da maneira acima descrita,
entao, dado um sistema de coordenadas z: U — R" em
M, com U conexo, o conhecimento da orientacao O, para
um ponto pg € U determina univocamente o conhecimento
de O, para todo p € U. Em conseqiiéncia, se M é co-
nexa e orientdvel, o conhecimento da orientacao O, num
ponto p € M determina O, para todo ¢ € M. Com efeito,
sendo M conexa, dados p e ¢, existe uma cadeia finita de
vizinhangas conexas Uy, ...,U,, dominios de sistemas de
coordenadas, tais que p € Uy, ¢ € U, e U; NU;y1 # .
Como s6 existem duas orientagoes possiveis para o espago
M, , seque-se que uma variedade conexa orientdvel admite
precisamente duas orientacoes.
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H& outras maneiras, todas equivalentes, de introduzir
o conceito de orientacao de uma variedade. Enunciaremos
aqui algumas delas.

Um atlas coerente, sobre M, é um atlas 2, cujas mu-
dancas de coordenadas tém jacobiano positivo, isto é, os
sistemas do atlas 2 satisfazem a seguinte condicao:

sex: U — R'ey:V — R"saosistemasdeAe UNV # &,
a aplicacao diferenciavel

yor :z(UNV)—yUNV)
tem jacobiano positivo.

Um atlas coerente mdrimo em M é um atlas coerente
nao contido propriamente em outro da mesma natureza.
Todo atlas coerente esta contido num tunico atlas coerente
maximo.

Proposicao 4. Uma variedade é orientdvel quando, e so-
mente quando, admite um atlas coerente.
Demonstracao: A cargo do leitor.

Sendo assim, pode-se definir uma orientagao numa va-
riedade como sendo um atlas coerente maximo.

Dada a variedade diferenciavel M, de dimensao n, va-
mos introduzir uma topologia e uma estrutura de variedade
diferenciavel, de mesma classe e dimensao que M, sobre o
conjunto

M = {(p,0,);p € M e O, é uma orientacao em M,}.
Seja : M— Ma aplicagao definida como

m(p,O0p) = p.
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Sejam 2 um atlas de M, z: U — R" um elemento
qualquer de 2l e U C M o subconjunto de M definido por

~ 0 0
U:{(p,(’)p);peUe {@,,%} GOP}.

Um atlas A de M serd constituido pelos sistemas de
coordenadas 7: U — R", onde

z(p, Op) = z(p).

Verifica-se que 2 define uma topologia (de Hausdorff e
com base enumeravel) sobre M e, relativamente a esta to-
pologia, 2 é um atlas diferencidvel. Com esta estrutura, a
aplicacao 7w é diferenciavel. Mais ainda, 7 é um difeomor-
fismo local. B B

Sex: U — R"ey:V — R" sao dois sistemas de 2
tais que U NV # @, seja (p,0p) € UN V. Entdo, tanto

{32 (). 32 ()} como { Z(p)..... 352(p) } pertencem

a mesma orientacao O, de M, ; isto significa que o deter-
minante de passagem de uma base para outra é positivo.
Ora, este determinante é, exatamente, o jacobiano da mu-
danca de coordenadas § o 77! calculado em Z(p) = x(p) e,
sendo positivo para qualquer ponto p € U NV, conclui-se
que o atlas 2 é coerente, isto é, a variedade M é sempre
orientdvel.

A variedade M , acima definida, dd-se o nome de reco-
brimento duplo de M. Este é um exemplo de espaco de
recobrimento.

Em geral, sendo M e N variedades diferenciaveis,
N diz-se recobrimento de M se existe uma aplicacao
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m: N — M, diferenciavel, tal que cada ponto p € M pos-
sui uma vizinhanca U, cuja imagem inversa 7 (U) seja
reuniao de abertos disjuntos de N, cada um dos quais é
aplicado difeomorficamente, sobre U, por 7.

Lema 1. Sejam a: [a,b] — M um arco continuo, em M,
ala) =po e p € 7 (py) um ponto de N que se projeta em
po por m. Existe um unico arco a: |a,b] — N, continuo,
em N, tal que a(a) = p e cuja projecao seja «, isto é,
Toa=q.

Esboco de demonstragao: Considera-se uma divisao
a =1t <t <---<t,="0bdo intervalo [a,b] suficien-
temente fina, de modo que «([t;, t;+1]) C U;, onde cada
conjunto U; é um aberto de M, cuja imagem inversa por
7 é reuniao de abertos disjuntos, homeomorfos a U; por 7.
Partindo de py € Uy, consideramos o aberto Vo C 7 (Up)
que contém o ponto p e é levado difeomorficamente, por 7,
sobre Uy . Se my é a restricao de m a Vf, definimos &, em
[a,t1], como & = 7, o a.

Procede-se da mesma forma relativamente aos pontos
a(ty) e a(ty), e assim por diante.

A unicidade é ébvia, dentro das condicoes exigidas.

Estamos, agora, em condi¢oes de demonstrar uma pro-
posicao que nos dard uma caracterizagao de variedade ori-
entavel.

Proposicao 5. Seja M wma variedade conexa. M é ori-
entdvel se, e somente se, M é desconezxa.

Demonstracao: Seja M uma variedade conexa orientavel.
Consideremos uma de suas orientagoes, isto é, a cada ponto
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p fica associada uma orientacao O, , que varia “continua-

mente” com p. Demonstraremos que M é desconexa, isto
é, M = AU B com A, B # &, disjuntos e abertos.
Definimos

A={(p,0,);p e M,0O, é a orientacio de M, coerente

com a orientagao de M.}

B={(p,0,);p € M,0, é a orientacio de M,,
oposta a O,.}

E claro que A e B sao disjuntos, nao-vazios e que M =
AU B. Provemos que sao abertos. Consideremos um deles,
por exemplo A. Ora, se (p,0,) € A, seja z: U — R" um
sistema de coordenadas em M, positivo, em torno do ponto
p. De acordo com as notagoes introduzidas, o aberto

U= {(¢,0,);q € U, O, é a orientagao a que

9 ertence}
oz [ P

esta contido em A e contém (p, 0,).

Reciprocamente, suponhamos que M seja conexa e M
desconexa. Fixemos um ponto p € M. Seja

7 (p) = {pr. P2} C M.

Dado um ponto arbitrario ¢ = (¢, O,) em ]Tj, mostraremos

que existe um arco continuo em M ligando ¢ a p; ou a
p2 . Com efeito, sendo M conexa, existe um arco continuo
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a, em M, ligando ¢ a p. Seja a um levantamento de «
(Lema 1) que comece em g. Como a = 7 o @ termina em
p, & termina em 7 1(p), ou seja, em P; ou em py. Segue-se
que M tem, no mdximo, duas componentes conexas. Sendo
desconexa, tem exatamente duas. Seja M; a componente
conexa de p; e My a de py. M; e M; sao abertos conexos
disjuntos e M = M; U M, . . .

Dado o ponto arbitrario ¢ = (¢, O,) em M, seja g € M
o outro ponto com a mesma projecao q. Se q € Ml , entao
G € M. Com efeito, seja a: [0,1] — M um arco em M
ligando ¢ a p;. O arco a é o levantamento de o = ma que
comeca em ¢. Seja @ o levantamento de o que comega em
q. Entao deve ser

5(1) = D2

pois se fosse @(1) = py, os arcos t — a(l—t) et — a(l—t)
em M seriam dois levantamentos distintos do mesmo arco
t — «a(1—t), ambos comegando em p; , 0 que contrariaria a
unicidade no Lema 1. Assim, @ liga g a p, donde g € MQ .
Segue-se que 7: M — M induz difeomorfismos 7: M; ~ M
em: My~ M.

Sabendo que as duas componentes conexas de_ M sa0
ambas difeomorfas a M por meio de 7w, e que M; e M,
sao orientaveis (como subconjuntos abertos da variedade
orientével M ) segue-se imediatamente que M é orientével.

Observe-se que, se indicamos com o: M — M o inverso
do difeomorfismo M; — M, temos o(p) = (p, O,) e o define
uma orientacao em M. A topologia de M permite falar da
continuidade de o e temos agora um sentido exato para a
afirmacao de que a escolha p — O, de uma orientagao em
cada ponto de M varia “continuamente” com o ponto p.
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Mais adiante, caracterizaremos novamente o conceito
de orientacao, por meio de uma forma diferencial.

Exemplos. O espago euclidiano R", sendo, em particu-
lar, um espago vetorial, é orientavel. Mais ainda, R™ pos-
sui uma orientacao natural, definida pela base canonica
{e1,...,en}, onde e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1).

A esfera S™ é orientavel. Basta tomar uma orientagao
em R" e orientar cada espago tangente (S™), de modo que
uma base positiva de (S™), seja tal que, quando se acres-
cente, como tltimo elemento, a normal a (S™), que aponta
para fora de S™, a base de R" obtida seja ainda positiva.

Mais geralmente, dados um aberto 2 C R" e uma
aplicacao diferencidvel f: Q— R"™" sea = (a',...,a" 1) €
R"™™ é um valor regular de f entao a variedade M"™ =
f~Y(a) é orientavel. Para z € ), seja

fl@)=(f'(@),..., 7 ().

Entao M" é definida “implicitamente” pelas equagoes:

fl(ﬂfl, ) ,xn) — al

2/..1 ny _ .2 _ 1 n
fAlxr,...,2")=a*, x=(v,...,2") €
fnir(.fl, ,xn) — anfr

Assim, toda subvariedade do R™ definida implicitamente
por um sisema de equacgoes cuja matriz jacobiana tem ca-
racterisitca maxima (condigao de regularidade do valor a)
¢ uma variedade orientavel.

A variedade nao-orientavel mais simples é a faixa de
Mobius. Uma variedade de dimensao 2 que contenha uma
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faixa de Mobius nao é orientavel. Por exemplo: o plano
projetivo e a garrafa de Klein sdo superficies (variedades
de dimensao 2) compactas nao-orientaveis. Os espagos pro-
jetivos de dimensao impar sao orientaveis. Os de dimensao
par nao sao.

4.8 Particao diferenciavel da uni-
dade

Uma familia enumeravel ¢1,¢9,...,¢0n,...: M — R de
funcoes reais diferenciaveis, definidas em M, constitui uma
particao diferencidvel da unidade quando sao satisfeitas as
condicoes seguintes:

a. ©; >0, Vi=12...

b. cada ponto p € M possui uma vizinhanca na qual
apenas um numero finito de fungoes ¢; sao diferentes de 0.

c. > pilp)=1 VpeM.
=1

Diz-se que uma cobertura C' de um espacgo topoldgico
X ¢ localmente finita se qualquer ponto p € X possui uma
vizinhanga que interseta apenas um numero finito de con-
juntos da cobertura. Em particular, p pertence somente a
um numero finito de conjuntos de C.

Se definimos, ainda, suporte de uma func¢do como sendo
o fecho do conjunto dos pontos onde esta funcao é dife-
rente de 0, as condigoes b. e c. garantem que a colecao dos
suportes de ¢; é uma cobertura de M, localmente finita.

Uma partigao diferenciavel da unidade {¢;} é dita su-
bordinada a uma cobertura C de M quando, para cada , o
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suporte de ¢; esta contido em algum A; € C, isto é, para
cada i, existe A; € C tal que ¢;(M — A;) = {0}.

Iremos, neste paragrafo, construir, efetivamente, uma
particao da unidade subordinada a uma cobertura aberta
qualquer da variedade M.

Sejam X um espaco topolégico qualquer e C uma co-
bertura de X. Diz-se que uma outra cobertura C’ refina C,
ou é um refinamento de C, se todo A’ € C’ estéa contido em
algum A € C. A relagdo “C’ refina C” é transitiva, mas nao
é uma relacao de ordem por nao ser antissimétrica, isto é,
“C' refina C” e “C refina C'” nao implicam C = (C'.

Como exemplo, veremos que uma cobertura C, qual-
quer, da variedade diferenciavel M pode ser refinada por
uma cobertura enumeravel, {Uy, Us, ... }, onde cada U; é o
dominio de um sistema de coordenadas z;: U; — R". Com
efeito, para cada ponto p € M, consideremos um sistema
x: U — R"™ definido em torno de p e um aberto A € C
que contenha p. Seja U(p) = AN U, entao a cobertura
{U(p);p € M} refina C, onde, para, sistema de coordena-
das, tomamos a restricdo de x a U(p). Além disto, como a
variedade M tem base enumeravel, podemos extrair desta
ultima cobertura, pela propriedade de Lindelof, uma sub-
cobertura enumeravel {Uy, U, ...} que é a procurada.

Para nossos objetivos, é conveniente que os sistemas
z;: U; — R™ sejam tais que z;(U;) = B(3) (bola de raio
3 em R") e, mais ainda, pondo V; = z;1(B(2)) e W; =
x;1(B(1)), os {W;} ainda sejam uma cobertura da varie-
dade. Isto se obtém com uma ligeira modificacao no argu-
mento anterior. Basta considerar, em primeiro lugar, uma
bola contida em z(U(p)), para cada p € M, e compor x

com uma homotetia que leve esta bola em B(3). Continu-
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amos chamando de x o sistema composto com esta homo-
tetia e restrito a imagem inversa de B(3). Pondo, agora,
W(p) = 271(B(1)), extraimos a subcobertura enumeravel
da cobertura {W(p);p € M} e consideramos os U; corres-
pondentes.

Quando a variedade for compacta, pode-se substituir
“enumeravel” por “finita”.

Um espago topolégico X diz-se para-compacto (conceito
introduzido por J.A. Dieudonné) quando qualquer cober-
tura aberta de X pode ser refinada por uma cobertura
aberta localmente finita.

Lema 2. Toda cobertura aberta de uma variedade dife-
rencidvel M pode ser refinada por uma cobertura enumerd-
vel {U;; 1 = 1,2,...}, localmente finita, tal que: existem
sistemas de coordenadas z;: U; — R", com x;(U;) = B(3)
e, pondo V; = ;7 (B(2) e W; = z;Y(B(1)), os W;,
1=1,2,..., ainda cobrem M.

Demonstracao: Com isso, estaremos demonstrando, in-
clusive, que uma variedade é um espago para-compacto.
Estudemos o caso por etapas. Observemos, antes, que toda
variedade é um espago localmente compacto.

12 parte. Onde demonstramos que um espaco topolégico
X, localmente compacto e com base enumeravel, pode ser
considerado como reuniao de uma seqiiéncia crescente de
compactos, isto é, existem compactos Ly C Ly C ... cuja
reuniao

LiULyU... éiguala X.

Basta, em cada ponto p € X, considerar uma vizi-
nhanga J(p) cujo fecho seja compacto. Da cobertura
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{J(p); p € X} extrai-se uma subcobertura enumeravel
Ji,Jo, ... e para L’ , tomamos o fecho J;. A seguir, faze-
mos Ly = Lj

Ly=LiULj,

e assim por diante.

22 parte. O espago X pode ser escrito como
X=KiUKyU...,

onde os conjuntos K; sao compactos tais que K; C int ;4
(1=1,2,...).

De fato, pomos K; = L;. Consideramos, agora, para
cada ponto p € Lo, uma vizinhanca de fecho compacto.
Desta cobertura, extraimos uma subcobertura finita. Defi-
nimos K5 como sendo o fecho da uniao desta subcobertura.
Em resumo, K5 é uma vizinhanca compacta de Ly . Pros-
seguimos, tomando para K3 uma vizinhanca compacta de
Ky U Lg, em geral, K; serd uma vizinhanca compacta de
Ki—l U Lz .

Assim sendo K; C int K;.1 e L; C K, entao

{KZ,Z: 1,2,}
é também uma cobertura de X.

32 parte (Final). A conclus@o anterior é vélida para M,
isto é,
M=K UKyU..., K; Cint K;y; com K; compacto.

Conservando as notagoes introduzidas acima, Ky pode ser
coberto por um ntmero finito de abertos do tipo W; de
modo que cada U; correspondente esteja contido no interior
de K3 e em algum aberto da cobertura dada inicialmente.
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Kj-intK,

Do mesmo modo, a faixa compacta K3— int Ky pode
ser coberta por um nimero finito de abertos W; , com os U;
correspondentes contidos em K, — K; e cada um contido
em algum aberto da cobertura.

Prosseguindo de maneira analoga, obtém-se a cobertura
{W;,i1=1,2,...} e, em correspondéncia, a cobertura

A cobertura {U;; i = 1,2,... } é localmente finita, pois,
dado um ponto p € M, existe uma vizinhanga W; que o
contém e esta contida em algum K;, intersetando, con-
seqiientemente, apenas um nimero finito de conjuntos Uj .

Lema 3. Sendo B(r) a bola de raio r, em R™, existe uma
fungao diferencidvel ¢: B(3) — R, de classe C*, tal que

a. 0<p<,

b. (t)=1, quando t€ B(1) e
©(t) =0, quando t € B(3)— B(2).
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Demonstracgao: Para n = 1, o grafico da funcao ¢ é o da
figura que segue. Para n = 2, é a superficie de revolugao
gerada por essa curva.

-
e

grafico de ¢

gréafico da fungdo de Cauchy

A peculiaridade de ¢ é que nos pontos ¢, em que |t| = 1
ou |[t| = 2, ela possui derivadas parciais todas nulas, mas
nao é constante em nenhuma vizinhanca destes pontos.
Isto nos lembra o exemplo classico de Cauchy, que é a
funcao definida, para t € R, como e~ /%’ (t # 0) e como
0 para t = 0. Esta é de classe C'°, tem todas as deri-
vadas nulas na origem, mas nao é constante em nenhuma
vizinhanga da origem.

Utilizaremos uma fung¢ao do mesmo tipo que esta, mas
que se anula em dois pontos. Se t é real, consideramos a
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funcao
1
Et)=< e C+DE+2) para —2<t< -1
0 fora do intervalo (—2,—1)

o= [ ewa=[ewar

Seja

1>

grafico de &

tAr®)

grafico de A

construimos a funcdo A(t), diferencidvel de classe C*, a
partir de £(t):



[SEC. 4.8: PARTICAO DIFERENCIAVEL DA UNIDADE 195

Finalmente, se t € B(3) C R" define-se

o) = M=lt) = A (=@ -+ ()?)

que ¢é a funcao procurada.

Estamos, agora, em condigoes de construir uma particao
da unidade, o que sera feito na

Proposicao 6. Seja C uma cobertura aberta da variedade
diferencidvel M. Fxiste uma particao diferencidvel da uni-
dade subordinada a C.

Demonstracao: Na realidade, construiremos uma parti-
¢ao subordinada a um refinamento de C e, portanto, su-
bordinada a C. Sejam {U;; i =1,2,...} o refinamento de
C construido como no Lema 2, e ¢: B(3) — R a funcao
construida no Lema 3.

Introduzimos as fungoes v;: M — R definidas por

g [pow em U
' 0, em M —U;,

onde x;: U; — R"™ sao os sistemas de coordenadas definidos
em U; . Estas fungoes sao diferenciaveis, pois ja em U; — V;
elas sao nulas.

Em seguida, definimos, em cada ponto p € M,

vi(p) = —wi 2) :

i ¥, (p)

A soma do denominador, apesar da aparéncia, é soma
de um ntmero finito de parcelas, desde que a cobertura
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U; é localmente finita e as fungoes 1); anulam-se fora de
U;. As fungoes ¢;, 1 = 1,2,..., constituem a particao
diferenciavel da unidade subordinada a C.

Aplicagoes:

1. Demonstremos que toda variedade diferencidvel, de
classe C*, possui uma métrica riemanniana de classe C*~1.

Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C*, {U; ;
i = 1,2,...} uma cobertura de sistemas de coordenadas
z;: Uy — R"e{p;,i=1,2,...} uma particao diferencidvel
da unidade subordinada a esta cobertura.

Se p € U; é um ponto de U; e u,v € M, sao vetores

tangentes a M em p, sejam u = Z ol
]_

n
.0
v = E &’
, o(x;)!
J=1
Pomos, como produto escalar, em U, de u por v
n
— E :oﬂ 3.
Jj=1

A partir destes, definimos o produto escalar u - v, na
variedade M, por

u- ’U—Z% p) 9i(u, v).

Verifica-se que este é realmente um produto escalar e que
varia diferenciavelmente com o ponto.

o
3z ©
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2. A observacao a seguir fornece-nos mais uma de-
finicao de variedade orientavel. Usaremos uma particao
diferenciavel da unidade para mostrar que uma variedade
M, de dimensao n, € orientdvel quando, e somente quando,
ezxiste em M uma forma diferencial continua de grau n, di-
ferente de O em todos os pontos.

Suponhamos que exista, sobre M, a forma diferencial w
continua e diferente de 0 em todos os pontos. Seja p € M
um ponto de M, consideremos, em M, , a seguinte ori-
entagdo: uma base {vy,...,v,} de M, sera positiva se, e
somente se, wy(v1, ..., v,) > 0.

Ora, se U é um dominio conexo do sistema de coorde-
nadas r e p € U, osinaldexseréodewp(%,...,a%) e
este é o mesmo para qualquer p € U desde que w é continua
e nao se anula.

Reciprocamente, sejam M orientavel e mais, orientada,
{U;; i = 1,2,...} uma cobertura de M por dominios de
sistemas de coordenadas positivos z;: U; — R" e {¢;;
i=1,2,...} uma parti¢do da unidade subordinada a {U; }.

Em U;, tem-se a forma diferencial de grau n

dr} Ndx? A--- N da? .

Por meio da funcao ¢;, pode-se estendé-la a toda a va-
riedade M, pondo

wi = @idr} Ndz? A - Adal

7

A forma w; é identicamente nula fora de U, isto si-
gnifica que a soma
o0
>_wi
i=1
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é finita em cada ponto p € M. Define-se, entao,

oo
=1

Falta-nos verificar que w # 0 em qualquer ponto de
M. De fato, sejam vy,...,v, € M, vetores linearmente
independentes que, nesta ordem, formam uma base positiva
de M, , entao

wp(v1, ..., v,) = Zwi(vl,...,vn) >0

peU;

porque cada parcela w;(vq,...,v,) > 0 havendo alguma
estritamente positiva.

4.9 Integral de uma forma diferen-
cial

Seja w uma forma diferencial continua, de grau n, sobre
uma variedade orientada M™. Definiremos por etapas a

integral de w sobre M, que indicaremos com / w.
M

lo. caso: Em que o suporte K de w é compacto e esta con-
tido no dominio U de um sistema de coordenadas positivo
x: U — R"™ Em cada ponto p € U, tem-se:

wp, = a(p)dz' A -+ Ada",

sendo a funcao a: U — R continua. Definiremos entao

/w:/ a(x',... 2" dxt ... da",
M z(U)
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onde a(z!, ..., z") significa (aox™1)(x!,... 2") e a integral
do 20. membro ¢ tomada no sentido usual de Riemann no
espago euclidiano. A funcao a(z!,...,2") sendo continua
em z(U) e nula fora do compacto z(K), esta integral sem-
pre existe.

Devemos mostrar que a definicao acima nao depende
da escolha do sistema de coordenadas positivo x. Seja pois
y: V. — R™ outro sistema de coordenadas positivo, cujo
dominio V' também contém o suporte K de w. Parap € V,
tem-se

wy, = b(p)dy* A -+ Ady", com

b(p) = a(p) H

Aib: V — R é também continua e o jacobiano da direita é
calculado no ponto y(p). A forma w se anula fora do aberto
W = UnNV. Sendo o jacobiano acima > 0, podemos aplicar
a formula de mudanca de varidveis nas integrais multiplas.
Temos entao:

/ bdyl...dy":/ bdy' ... dy" =
y(V) y(W)

1 n
:/ aMdyl...dy”:

:/ adxl...dx”:/ adz' ... dx"
z(W) z(V)

como queriamos demonstrar.

sepeUNV.

20. caso: Em que M" é compacta e w é uma forma
diferencial continua qualquer, de grau n, sobre M.



200 [CAP. 4: FORMAS DIFERENCIAIS

Seja @1, ..., ®, uma particao da unidade, subordinada a
uma cobertura Uy, ..., U, (como no Lema 2) formada por
dominios de sistemas de coordenadas x;: U; — R", que
podemos supor positivos.

Cada forma w; = ¢; w tem suporte compacto, contido
em U; , donde satisfaz as condi¢oes do lo. caso. Definimos

/ w =
M

E necessério verificar que esta definicdo nao depende
da particao da unidade considerada. Seja 1, ..., 194 outra
particao. Tem-se

:;/M > ¢jw=;/M¢jw

r

£

1=

onde a primeira e a ultima igualdades sao validas porque
Y. @i = >, 1; =1 e as demais porque as integrais con-
sideradas, sao na realidade, integrais no R", onde essas
transformacoes sao validas.

30. caso: Em que w é uma forma continua de grau n
numa variedade M™ que pode nao ser compacta.

Tomando uma particao da unidade ¢q,..., ., ... su-
bordinada a uma cobertura enumeravel (como no Lema
2) de dominios de sistemas de coordenadas x;: U; — R",
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todos os x; positivos, podemos considerar a série

iZI/MSOiW,

cujos termos sao todos bem definidos, de acordo com o 1lo.
caso. Mas esta série pode ser convergente ou divergente,
dando origem a subdivisao das formas continuas de grau n
sobre M™ em formas integraveis e formas nao integraveis,
as quais discutiremos sucintamente agora.

Em primeiro lugar digamos que uma forma w (de grau
n, sobre uma variedade orientada M™) é positiva quando,
em cada ponto p € M, wy(vy,...,v,) > 0se {vy,...,v,} é
uma base positiva de M,,. Isto equivale a dizer que, para
todo sistema de coordenadas positivo x: U — R™ em M,
tem-se

w, = a(p)dz' A -+ A da™,

com a(p) > 0 para qualquer p € U. Dada a forma w,
chama-se parte positiva de w a forma w, que coincide com
w nos pontos em que w ¢ positiva e é igual a zero nos pontos
em que w nao ¢ > 0. Se z é novamente um sistema de
coordenadas positivo, tem-se (wy)_p = a, (p) dz*A- - -Ada™,
p € U, onde

a+(p) = max{a(p),0}.
Analogamente, chama-se parte negativa de w a forma w_
que ¢é igual a —w nos pontos em que w < 0 e w_ = 0 nos

pontos em que w > 0. Se w é continua, w, e w_ sao formas
positivas continuas sobre M e tem-se

W=wi—w_.
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Diremos que uma forma continua positiva w é integrdvel
quando existe uma particao da unidade {¢;}, do tipo acima
considerado, tal que a série (de termos > 0)

;/M%w

seja convergente. Segue-se que esta série é absolutamente
convergente e que sao validas as manipulacoes formais fei-
tas no 20. caso para demonstrar que a soma da série inde-
pende da particao. Mais ainda, o mesmo raciocinio mostra
que a convergéncia desta série para uma particao implica
convergeéncia para qualquer particao. Definimos entao a
integral da forma positiva w pondo

o0

fo=x ] e

1=

No caso de uma forma nao-positiva w, temos w = wy —
w_ . Diremos que w ¢ integravel quando w, e w_ ambas o
forem. Diremos entao

fom oL

Existe uma classe importante de formas continuas in-
tegraveis numa variedade M™. Sao as formas de suporte
compacto. Para uma tal w, existe um conjunto compacto
K C M tal que w, = 0 para todo p € M — K. Entao wy
e w_ tém ambas suporte compacto, de modo que podemos
supor w positiva. Quando se toma a particao da unidade

para definir [ w,, pode-se sempre tomé-la de forma que
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apenas um nimero finito de vizinhancas coordenadas V; in-
tersetam o compacto K, e assim apenas um numero finito
das fungoes ¢; sao # 0 em K. Logo, a série

> [ o

que define a integral de w é, na realidade, uma soma finita
e, em particular, w é integravel.

Consideremos agora uma forma continua w, de grau r,
definida numa variedade M"™. Seja S" C M™ uma subva-
riedade de dimensao r. A inclusao 7: S — M induz um
homomorfismo ¢* das formas sobre M nas formas sobre S.
Se i*w for integravel, diremos que w € integravel sobre S e

poremos
/w :/i*w.
S S

1. Seja M = R. Uma forma continua w, de grau 1, so-
bre R é do tipo f(t)dt e se identifica portanto a funcao real

Exemplos:

continua f: R — R. A integral [ w reduz-se a integral

R
—+00

f(t) dt onde a convergeéncia é tomada no sentido abso-
o0

luto, isto é, consideramos convergentes apenas as integrais

+oo
onde / |f(t)]dt < co. Com efeito, temos f = fi — f_

o0

e |f] :7f+ + f_ e a integrabilidae de w (e portanto de f)
exige que [ fi < oo e /f < 400, donde /|f] < 0.

Idénticas observagoes podem ser feitas quando w é uma
forma de grau n sobre R™.
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2. Sejam M = R?® e S uma superficie orientada em
R3. Esta orientacao pode ser dada, em cada ponto, do
plano tangente ou pela normal. Suponhamos que a forma
continua

w = adydz + bdzdx + cdzdy

esteja definida num aberto 2 D S e que se anule fora
duma regiao, onde S é dada pela parametrizacao positiva
(x(u,v),y(u,v), z(u,v)), com (u,v) € D. De acordo com a
definicao vista

VR AL e R o |

que é uma integral de superficie da Analise Classica.
Analogamente, teriamos, como caso particular, a de-
finicao de integral de linha.

3. Volume de uma variedade riemanniana. Seja M uma
variedade riemanniana orientada, de dimensao n. Uma
forma importante sobre M é o elemento de volume o, de
grau n, definida em cada ponto p € M como

op(v1, ..., v,) = £4/det(v; - v;),

onde vy,...,v, € M, e o sinal escolhido é o sinal da base
{v1,...,v,}. No capitulo anterior, vimos que este nimero é
o volume orientado do paralelepipedo gerado por vy, ..., v, .
Vimos ainda que, se {e1,...,e,} é uma base ortonormal

positiva de M, e
n
V; = E aij ej s
Jj=1
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entao o,(vy,...,v,) = det(v; - e;) = det(ay;). Esta é uma
forma positiva e, se x: U — R™ é um sistema de coordena-

das positivo,
o, =/ g(p)da'...dz",
&l

ozt 9zd

LR AN
Op FISERREE- el g(p

e, como ¢g(p) > 0 para qualquer p € M, \/g(p) é dife-
renciavel de mesma classe que a métrica riemanniana.

Q

onde g = det(g;;) e gij = - Isto é ébvio porque

Se a variedade M é compacta, toda forma continua é
integravel, em particular ¢ ¢é integravel. Define-se o vo-

lume de M como o. No caso em que M é uma curva

ou superficie do es;])\g(;o euclidiano, este volume coincide,
respectivamente, com o comprimento ou area de M.

Se a variedade M nao for compacta, nem sempre seu
volume sera finito. O fato do volume ser finito, ou nao,
depende da métrica. Por exemplo, pode-se introduzir uma
métrica no plano fazendo uso do difeomorfismo entre este
e o disco. Com esta métrica, a area do plano sera finita.

Em geral, em qualquer variedade riemanniana, é possivel
introduzir uma métrica relativamente a qual o volume seja
finito.

3. Definicao de integral de uma funcao. Seja f: M —
R uma funcao real, continua, definida na variedade rieman-
niana diferenciavel orientada M, cujo elemento de volume
é 0. A forma diferencial fo, sobre M, pode ser integravel
ou nao. No caso de fo ser integravel, pode-se definir a
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integral de f sobre M como

=L

Observacao: Para somas finitas, é evidente que, sendo
w1, ..., w, integraveis sobre M, entao w = wy + - -+ + w,
também ¢é integravel e

T

[oSh

=1

Mas para séries, sendo w integravel e w = wy+- - -+w,+. . .,
onde cada w; é integravel, ainda mesmo que a sequéncia w;
seja localmente finita, pode acontecer que

o

Esta discrepancia ocorre mesmo que », [ w; seja uma

M
série convergente. Como exemplo basta tomar M = R =
reta real, wy = f1, w; = fi— fi_1, 4> 1, onde a funcao f; é
nula fora do intervalo [i, 2i] e é constante, igual a 1/i, neste
intervalo. Entao, pondo w = 0, temos w = Y w; = lim f;.

1— 00
(E a seqiiéncia (w;) é localmente finita, num sentido evi-

dente). Temos | w = 0 mas, para cada 1,
R

/fizl, donde Z/wi:hm fi=1
R i=1 e
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4.10 Teorema de Stokes

O conceito de variedade diferenciavel visto no inicio deste
capitulo nao abrange, por exemplo, o disco fechado. E
nossa intengao demonstrar um teorema que contenha como
caso particular as formas do teorema de Stokes para o plano
e o0 espaco. Torna-se necessario, portanto, modificar as de-
finicoes do §1 de modo a incluir em nossa teoria as situagoes
em que o teorema é véalido.

U
X
x(U)

{f
>,

x(U)

Um sistema de coordenadas de um espaco topologico
M™1 ¢ um homeomorfismo

xv: U — Ry
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do aberto U de M™"! no aberto z(U) do semi-espago eu-
clidiano

Ryt ={(2"...,2") € R 2" < 0}.

Esta definicao contém a anterior como particular.

Daqui por diante, as definicoes de atlas, atlas maximo,
vizinhanga coordenada, orientacao, campos de tensores, in-
tegral, etc... sao andlogos as que ja foram vistas.

A tnica modificacao a fazer diz respeito ao conceito de
derivada parcial. Até aqui, sé consideravamos derivadas
parciais de fungoes definidas num subconjunto aberto do
espaco euclidiano. Agora admitiremos também derivadas
parciais de funcoes f: {2 — R, onde () é um subconjunto
aberto do semi-espaco Ri™. As derivadas parciais %(p),
para ¢ > 0 sao as mesmas que dantes. A derivada %(p),

quando p = (0,a',...,a") é definida como se esperava:
0 t 1 ny __ 0 1 n
—f:]_im f(?a/7 7a) f( 70/7 7a)
0z  t=0 t
t<0

ou seja, ¢ a derivada a esquerda %’%(p). Isto é natural
pois f esté definida apenas para pontos (¢,a',...,a") com
t <0.

Um ponto p € M™ é dito ponto do bordo se, e somente
se, existe um sistema de coordenadas x: U — R{™ com
peUeux(p) = (O, z'(p),. .. ,x”(p)). O bordo da variedade
M1 (conjunto dos pontos do bordo) é indicado com dM .
Quando OM é vazio, M™ ™! é uma variedade de dimensao
n + 1, de acordo com a defini¢do do §1. Quando OM # &,
ML & dita variedade com bordo.
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Observa-se que, se existe um sistema de coordenadas
x, com z°(p) = 0, entdo isto se dard para qualquer outro
sistema definido em torno de p, isto é, se x: U — R{™!
ey: V — Ry*! sdo sistemas de coordenadas definidos em
torno de p(p € UNV) e 2°(p) = 0, entao também y°(p) =
0. Sabemos que, se z e y sao sistemas de coordenadas, a
aplicacao

yor :x(UNV)—=yUNV)

é um difeomorfismo.

a

o

y(Unvy)

p
B y(p)

YoX

—

x(p)

x(UNV))
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Suponhamos, por absurdo, que y°(p) < 0. Indiquemos
com (2 o interior de y(U N'V) em R"*!. Entao

Q={" " ey(UNnV); y° <0}

e y(p) € Q. Consideremos a aplicagao ¢: Q — R"™! dada
por ¢(y(q)) = (z oy ")(y(a) = z(q), ¢ € Q. Ou seja,
@ é a restricao de z oy~ ao aberto Q. Pelo teorema das
fungoes inversas (pois o jacobiano de ¢ é # 0 em todos os
pontos de ), p(Q) é aberto em R". Mas é claro que
z(p) € ¢(Q) C z(UNYV). Segue-se que z(p) pertence ao
interior de (U N V) em R™!, o que contraria a hipdtese
2°(p) = 0.

Lembramos aqui que as derivadas parciais relativas a
primeira coordenada, num ponto do bordo, devem ser cal-
culadas somente a esquerda.

Verificaremos ainda que o bordo OM da variedade M™+!
¢ uma variedade (sem bordo) de dimensdo n.

Para isso, comecamos por observar que, se uma vizi-
nhanca coordenada U contém um ponto p do bordo, deve
conter uma bola do bordo a que p pertenca. Isto porque
sua imagem, sendo aberta em Rj'! ¢ a interseccio de um
aberto do espaco euclidiano R"*! com o semi-espaco RQH.

Isto posto, construimos um atlas sobre M a partir
de um atlas sobre M: se r: U — Ry™' é um sistema de
coordenadas sobre M, com U NOM # &, entao z: U N
OM — R™, que consiste em tomar a restricao de x a UNOM
e desprezar a primeira coordenada (que é sempre 0), serd
um sistema de coordenadas em OM. Explicitamente, se
pelUNIM e

z(p) = (0,2 (p),...,2"(p)),
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entao

Exemplos. A bola fechada B™ = {t € R™; |t| < 1} é uma
variedade com bordo e 0B" = S"~L.

Se M é uma variedade sem bordo e I é o intervalo
fechado [0, 1], a variedade produto M x I é uma variedade
com bordo e (M x I) = (M x {0}) U (M x {1}).

Se M e N sao ambas variedades com bordo, o produto
M x N nao possui uma estrutura natural de variedade dife-
renciavel. Por exemplo, o quadrado I x I possui 4 pontos
singulares (angulosos) no bordo.

Se p € OM é um ponto do bordo de M"*!, as curvas
por p sao de diferentes tipos: ha aquelas que comecam (ou
terminam) em p, aquelas que, em p, tangenciam o bordo ou
aquelas que passam por p sem tangenciar (devem ter vetor
tangente nulo, caso sejam diferencidveis). Compostas com
um sistema de coordenadas, elas tém os seguintes aspectos
no espago euclidiano:

NANANE
v

Observe-se que o vetor tangente a cada uma das curvas
acima no ponto p, aponta para fora de M"*! para dentro
de M™! tangencia M™! ou é nulo, respectivamente. Isto
ilustra o fato de que o espago vetorial tangente M, , mesmo
num ponto p € IM, é um espaco vetorial de dimensao
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n+1 (e ndo um semi-espago ou um espago de dimensao n).
Na realidade, a definicao do espaco M, é absolutamente
idéntica a que foi dada anteriormente no caso sem bordo.
E claro que para p € OM, ha dois espagos vetoriais que
se podem considerar no ponto p: o espago M, , tangente
a M e o espago (OM),, tangente a subvariedade oM. O
primeiro tem dimensao n + 1 e o segundo tem dimensao n.

Proposicao 7. Se a variedade com bordo M for orientdvel,
sem bordo também o serd.

Demonstracao: Seja 2l um atlas coerente sobre M. Par-
tindo deste, introduzimos um atlas coerente I’ sobre dM
do mesmo modo como fizemos acima para construir a es-
trutura de variedade diferenciavel sobre OM.

Sejam x e y sistemas de 2 e seus correspondentes em
A/, 2’ e y/. Para verificar que 21 é um atlas coerente é ne-
cessdrio mostrar que o jacobiano J(y o (z')™!) da mudanca
de coordenadas y' o (z')~! é sempre positivo.

Ora, J(yoz™') > 0 porque 2 é um atlas coerente, mas,
num ponto p € M da interseccao dos dominios de z e vy,
temos 2°(p) = y°(p) = 0, donde

g—i(p) = g—ig(p) == g—z:(p) = 0.
Logo:
oyt oyt oyt
J(yozh) Oy @@% :8yOJ(y’0(fv') '), >0
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De 2° < 0 e y° < 0, segue g—ﬁi > 0, mas a igualdade nao
pode verificar-se pois J(y o x7!) # 0. Conclui-se, final-
mente, que J(y' o (z')7') > 0.

A orientacao de OM definida por A’ diz-se orientacdo
induzida pela orientagdo de M (determinada por 2).

Exemplo: Seja M™ uma variedade diferenciavel orientavel
sem bordo. Mostraremos agora como se pode obter no
produto M x I um atlas coerente B, a partir de um atlas
coerente 2 sobre M. Concluiremos, em particular que M
orientavel = M x I orientavel.

Cada sistema de coordenadas positivo x € A em M,
x: U — R", dara origem a dois sistemas de coordenadas =
exem M x I, e o atlas B serd o conjunto de todos os siste-
mas T e z, quando x percorre 2. Primeiramente convenci-
onemos indicar com x*: U — R" o sistema de coordenadas
negativo em M, obtido de x mediante a mudanca de sinal
da la. coordenada. Isto é, z*(p)=(—z'(p),...,2"(p)). Em
seguida, definamos Z e . O dominio de T serd o aberto
U x(0,1] de M x I e o dominio de Z serd o aberto U x [0, 1).
Teremos pois 7: U x (0,1] — Ry*tt e Z: U x [0,1) — Ry
dados por

Z(p,t) = (t—1,z(p)), 0<t<1
Z(p,t) = (—t,z"(p)), 0<t<l.

Na intersecgao U x (0,1) = [U x [0,1)] N [U x (0,1]] dos
dominios de T e Z, a mudanca de coordenadas Z o 7!
tem jacobiano positivo, pois as mudancas de coordenadas
t—1— —tex(p) — z*(p) tém ambas o jacobiano nega-
tivo. De modo andlogo verifica-se que, em geral, se x, y
sao dois sistemas de coordenadas positivos arbitrarios em
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2, cujos dominios U e V tém interseccao nao-vazia, entao
as mudancas de coordenadas T oy !, Toy !, etc. tém
todas jacobiano positivo. E 6bvio que os dominios de T
e x cobrem M x I, quando x percorre 2. Segue-se que o
conjunto B dos sistemas T e T é um atlas coerente sobre
M xI.

Observemos ainda um fato importante neste exemplo.
Se identificarmos, como é natural, a subvariedade M x
{0} € M x I com a variedade M, através do difeomor-
fismo iy: p — (p,0), e identificarmos também M x {1} com
M pela correspondéncia i;: p — (p, 1), veremos que a ori-
entagao induzida por M x I no seu bordo M x{0}UM x {1}
(de acordo com o processo acima descrito de desprezar a
primeira coordenada de um sistema positivo em M X I)
reproduz em M x {1} a orientagao dada a M pelo atlas 2,
porém introduz em M x {0} a orientagao oposta.

Por conseguinte, se indicarmos com M uma variedade
conexa orientada e com —M a mesma variedade com a ori-
entacao oposta, e indicarmos ainda com M x [ a variedade
munida da orientagao dada por M, e com d(M x I) o bordo
com a orientagao induzida, poderemos escrever

O(M x I) = (M x {1}) — (M x {0}).

Observacao: Quando definimos variedade com bordo, exi-
gimos que os sistemas de coordenadas locais tomem valores
em subconjuntos abertos do semi-espago

Ry = {(2%2",...,2") € R*; 2" < 0}.

Isto é conveniente e simplifica muitos argumentos, como
por exemplo na Proposi¢ao 7. H& porém uma pequena
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desvantagem, para a qual chamamos a atencao do leitor.
Considerando o intervalo [0, 1] como uma variedade com
bordo, devendo os sistemas de coordenadas em torno dos
pontos 0 e 1 tomar valores em (—oo,0] = R}, vemos que
um sistema de coordenadas em torno do 0 tem sempre de-
rivada negativa, enquanto em torno do 1 a derivada é po-
sitiva. Tais sistemas nao podem ser compativeis. Como
noés insistimos em considerar R como o Unico semi-espago
aceitdvel, o intervalo compacto [0, 1] nao é, portanto, uma
variedade orientavel! Este é o inconveniente. Em dimensao
maior que 1 nao aparece nenhum outro absurdo desta na-
tureza. Vale a pena, portanto, manter a definicao adotada.

Teorema de Stokes. Seja M™! uma variedade orien-
tada, cujo bordo OM estd dotado da orientacao induzida.
Se w € uma forma de graun e classe C?, com suporte com-

pacto em M, entao
/ dw = / w.
M oM

1. A hipétese de classe C? para w é necesséria a fim de
que dw tenha significado intrinseco. Ela foi usada quando
demonstramos que a diferencial exterior estava definida in-
variantemente.

Observacoes:

2. O teorema acima inclui como casos particulares as
formulas da Andlise Vetorial classica conhecidas como Teo-
remas de Gauss, Green, Stokes e Ostrogradsky. Por exem-
plo, se n+1 =2 e M? é uma superficie do espaco R?, cujo
bordo é a curva I' = OM?, e w = adx + bdy + cdz é uma
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forma de grau 1 sobre M2, nossa férmula de Stokes fornece:

Oc  0b da Oc
+ (@ — @> dxdy = /adx—l—bdy—l—cdz,
Y r

que é o teorema cldssico de Stokes. (Vide R. Courant,
“Differential and Integral Calculus, vol. II, pag. 386).

3. Quando M"™*! nao é compacta, o Teorema de Stokes
nao é valido para uma w de grau n e classe C? qualquer,
mesmo que w seja integravel sobre OM e dw seja integravel
sobre M. Por exemplo, consideremos o disco unitario do
plano:

D* ={(z,y) € R* 2>+ y* < 1}
e ponhamos M? = D? — 0 = disco menos a origem. Temos
0D? = S' = circulo unitério = {(z,y) € R? z* +y? = 1}.
Tomemos agora a forma diferencial de grau 1 e classe C'™
em D? — 0, definida por

w:$2+y2d:p—|—x2+y2dy.

Temos dw = 0, donde dw ¢é integravel sobre M? e / dw =

M2
0. Além disso, w ¢ integravel sobre S' = OM?, pois S* é
compacto. Parametrizando S! com ¢t — (cost,sent, 0 <t <
27, temos

2
/ W= / [—sent - d(cost) + cost - d(sent)] =
St 0

27
= / (sen’t + cos’t)dt = 2.
0
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Portanto, / dw # w.
. . IM OM
Assim, hipéteses adicionais sobre o comportamento de w

sao necessarias a fim de manter a validez da férmula de
Stokes. A hipdtese de w ter suporte compacto nao é, com
certeza, a mais geral possivel, mas ¢é suficiente para a maio-
ria das aplicagoes. Note-se que sup.w compacto = sup.dw
compacto.

Demonstragcao do teorema: Suponhamos, inicialmente
que o suporte de w esteja contido dentro do dominio U de
um sistema de coordenadas positivo z: U — Rjt!. Neste
sistema, pode-se escrever

n
W= g a;d2°...d77 ... dz",

J=0

(onde o sinal = sobre um objeto significa que este objeto
deve ser omitido).
Entao, para a diferencial exterior dw, tem-se

dw="> daj Ndz".. d3’ .. da".
=0

n

Mas da; =
J ,goﬁxk

94,

dx*, donde

dw:Z%dxjdxo...d:’Ej...dx".

j=0

Vamos distinguir dois casos, conforme U contenha ou
nao, pontos do bordo.
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12 caso: U NOM = @. Neste caso, é 6bvio que

/ w:/ "w =0,
oM oM

ja que w = 0 fora de U.
Demonstramos que também o primeiro membro é nulo,

isto é, que / dw = 0. Sendo z(U) limitado, pode-se consi-

deréa-lo COIlti\éO num cubo fechado K, de arestas paralelas
aos eixos, ao qual se estendem as funcoes a; fazendo-as
iguais a zero em K — z(U). Isto ndo altera a continuidade
de a; .

Obtém-se entao

u da; . . -
dw = / L dxidx® ... dF ... dz".
/M ; K O

Procedendo-se & integracao, relativamente a 27, apare-
cem as diferencas entre valores de a; nas faces do cubo K
e estes sao nulos, portanto

/dw:().
M

29 caso: UNOM # @. Mais uma vez, a aplicagao
1: OM — M é a aplicacao de inclusao do bordo em M,
entao i*w = ag dz* A- - - Adz™ porque restringir-se ao bordo
significa fazer 2° = 0 e, conseqiientemente, da® = 0.

Entao / w = apdxt...dxz™. Observe-se que es-
oM oM

tamos levando em consideracao o fato de que a orientagao
de OM ¢é a induzida pela de M.
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Consideremos, agora, um cubo fechado K, de arestas
paralelas aos eixos, que contenha z(U) e que tenha uma
de suas faces, K’, no hiperplano 2° = 0. Estendemos as
funcoes a; , analogamente ao caso anterior, fazendo-as nu-
las onde nao estao definidas, entao

/ w:/ apdz! ... dz"
oM '

x(U) K

Por outro lado,

/dw_Z/ aaﬂdxﬂdx A7 da
K

Efetuando a integracao, relativamente a 2/, aparecem no-
vamente as diferencas entre valores de a; nas faces do cubo
K e estes sao nulos, com excecao de um — aquele corres-
pondente a face K’ (j =0), isto é

/dw—/ apdx! ... dz"
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Em seguida, mostremos que a situacao geral, onde w é
uma forma com suporte compacto K arbitrario, reduz-se a
anterior. Com efeito, seja ¢1,..., ;... uma particao da
unidade subordinada a uma cobertura enumeravel Uy, ...,
U;,... como no Lema 2. Existe um inteiro r tal que Uy, ...,
U, cobrem o compacto K = suporte de w. Como w = 0
fora de K, temos @;w = 0 para ¢ > r. Logo:

' '
w = E YW = E Wi
i=1 i=1
T
onde w; = p;w. Assim, w = E / w; . Por outro
oM — Jom

1=

lado dw = 3 dw;, donde / do =Y / dw;. Além
i=1 M i—1 7 OM

disso o suporte de cada w; esta contido na vizinhanca co-
ordenada U;. Entao, de acordo com a primeira parte do

teorema,
/ wi:/dw,-, 1=1,...,1.
oM M

Logo / w = / dw, como queriamos demonstrar.
oM M

Observacoes:

1. Freqiientemente, a variedade com bordo M"™! estd
imersa numa variedade maior N” e w é uma forma sobre N.
A férmula de Stokes w = dw ainda é valida neste

oM M
caso. Basta lembrar a definicao de integral de uma forma
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sobre uma subvariedade. Sejam i: M — N e j: OM — M
as inclusoes. Por definicao é

/ w:/ jfitw e /dw:/dw:/i*dw
oM oM M M M

Mas i*dw = d(i*w) e vale a férmula de Stokes em M. Logo

/ j*i*w:/ d(i*w):/ i*dw, ou Seja/ w:/ dw.
oM M M oM M

2. Mesmo no caso elementar de uma integral curvilinea
no plano, encontram-se expressoes do tipo

/:/adx+bdy,
r

onde I' nao é necessariamente uma curva simples, isto é,
uma subvariedade de dimensao 1 do plano. Muitas ve-
zes, I' possui auto-intersegoes: é simplesmente uma “curva
parametrizada”, definida por uma aplicacao diferenciavel
f:I— R?% onde I é um intervalo da reta. Este caso nao
estd exatamente incluido na definicao geral que demos para

/ w, onde exigimos que M seja uma variedade. Nas inte-
M

grais curvilineas, se I' é definida por t — (z(t), y(t)), poe-se

dx dy
= — +b(x dt,
[o= [ atatr.o00 % 5 o000 2]
onde a e 3 sao os extremos do intervalo I. Notemos que isto

B
equivaleadeﬁnir/w:/ ffw, ou seja/ w:/f*w.
r a £ I
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Isto é o que faremos em geral. Sejam M, N varieda-
des orientéveis (com ou sem bordo) e f: M — N uma
aplicagao diferencidavel. Dada uma forma diferencial w so-

bre N, definiremos /
F(M)
vermos [' = f(M), I' sera uma espécie de “subvariedade”

com auto-intersecgoes, pontos angulosos, etc. E f serd uma
“parametrizacao” de I'. Ainda nesta situacao geral, o Teo-
rema de Stokes é valido. Se M possui um bordo 0M, pode-

mos escrever OI' = f(OM) e vale a férmula / w= [ dw,
or r

w como sendo / ffw. Se escre-
M

significando que

[ po= [ ras = [ e,

(Supomos, naturalmente, que o grau de w é igual a di-
mensao de OM).

3. Para uma forma arbitraria, a demonstracao do Teo-
rema de Stokes falha no seguinte ponto: sejaw = ) pw =

> w;. Temos / w= Z/ w; e, sendo a soma Y w;
oM — Jom
finita em cada ponto, vale também dw = " dw;. Mas nao

é verdade que / dw = Z / dw; . (Cfr. observac¢ao em
M M

seguida a defini¢ao de integral.)

O Teorema de Stokes possui uma interpretagao inte-
ressante em termos da dualidade existente entre as formas
diferenciais (de classe > 2 e suporte compacto) sobre uma
variedade N e as subvariedades de N.

Sejam F o conjunto das formas diferenciais de classe
C? e suporte compacto sobre N e J o conjunto das sub-
variedades orientadas de N. Temos F = F'U---UF" e
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J=J°U---uUJ", onde F" é o conjunto das formas de
grau r e J" é o conjunto das subvariedades de dimensao
r. A dualidade acima referida consiste no seguinte: para
cada r, 0 < r < n, existe uma aplicagao

J xF — R

que associa a cada subvariedade orientada M" e cada forma
w € F" o numero real

)= [ o

Esta aplicacao ¢ bilinear no sentido de que

(M,w+0) = (M,w) + (M, 0)

(MU P w)=(Mw)+ (P,w)

se M e P sao disjuntas. O Teorema de Stokes exprime que
o operador de bordo 9: J" — J" ! e o operador de dife-
rencial exterior d: F© — F* sdo adjuntos um do outro,
relativamente a esta dualidade. (Estamos considerando em
cada J", a subvariedade vazia @ € J", a fim de podermos
falar em OM" quando M" é uma subvariedade sem bordo).
Com efeito, na notacao acima, o Teorema de Stokes se
escreve

(OM™ W) = (M dw), w de grau 7.

Por analogia, diremos que a forma diferencial w é fe-

chada quando dw = 0. Por exemplo, uma forma w =

adzx + bdy no plano é fechada se, e somente se, g—z = % .
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Diremos que duas aplicacoes diferenciaveis f,g: M" —
N"™ sao homotdpicas quando existir uma aplicacao dife-
rencidvel H: M x I — N (chamada homotopia entre f
e g) tal que

H(p,0) = f(p) e H(p,1)=g(p), para todo p € M.

Dadas uma aplicagao f: M — N e uma forma de su-
porte compacto sobre N, pode acontecer que f*w nao tenha
suporte compacto sobre M. Isto sera verdade, porém, se f
for uma aplicagao prdpria, isto é, se f~'(K) for compacto
para todo compacto K C N. Para evitar essas hipdteses
adicionais, e simplificar os enunciados, é que suporemos,
na proposicao seguinte, que M é compacta.

Se M é orientada e compactae H: M x I — N é uma
homotopia entre f e g, entao tem-se evidentemente:

H*w:/ ffw e H*w:/g*w.
Mx0 M Mx1 M

Proposicao 8. Sejam f,g: M" — N aplicagcoes homotopi-
cas, M orientada e compacta. Seja w uma forma diferen-
cial fechada de grau r, sobre N. Entao

[ fe

Demonstracao: Como dw = 0, lembrando que
OM xI)=(Mx1)— (M x0),

temos:

0:/ H*(dw):/ d(H*w):/ H'w=
MxI MxI (M xI)

:/ H*w — H*w:/ g*w—/ ffw
Mx1 Mx0 M M
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como queriamos demonstrar. Acima, M x I estd munida da
orientacao fornecida por M, conforme foi explicado antes.

Considerando f: M" — N e g: M" — N como pa-
rametrizagoes dos conjuntos I' = f(M") e A" = g(M"), de
acordo com a notacgao anteriormente introduzida, podemos
enunciar o teorema acima dizendo:

Para I'" e A" homotopicos em N e w fechada, tem-se

[ ]

Em particular, se I' e A sao curvas fechadas numa regiao
N do plano, onde esté definida a forma w = adx + bdy,
reobtemos o fato de que as integrais

/adx+bdy e /adx+bdy,
r A

com g—‘; = %, coincidem quando as curvas I' e A sao ho-

motopicas em N. Quando N é uma regiao simplesmente
conexa (isto é: uma curva fechada em N é sempre ho-

motépica a um ponto) tem-se entao /adﬁc +bdy = 0

r
sempre que I' for uma curva fechada e 22 = 2.
oy ox

O Teorema de Stokes pode também ser considerado sob
o ponto de vista da integracao sobre uma “cadeia dife-
renciavel”, mais dentro do espirito da Topologia Algébrica.
Para um tratamento sob este aspecto, o leitor podera con-
sultar o livro “Homologia Basica”, do autor.



Capitulo 5

Sistemas Diferenciais

5.1 O colchete de Lie de 2 campos
vetoriais

Sejam M uma variedade diferencidvel e v € M, um ve-

tor tangente a um ponto p € M. Para cada funcao real

diferenciavel f, definida numa vizinhanca de p, podemos
. . . . 9

considerar a derivada direcional %(p) = df(p) - v a qual,

como se recorda, € o limite

L SO®) — £0)

t—0 t

onde \: (—¢,e) — M é qualquer caminho diferenciavel tal

que A(0) = p e o vetor velocidade X'(0) de A no ponto p é

v. Além disso, se x: U — R" é um sistema de coordenadas
n

véalido na vizinhanca de p e v = 231 a aii (p) é a expressao

1=

de v relativamente & base {2 (p),..., 5% (p)} C M, de-

226
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terminada por x, tem-se

0 .0
Ty =3 a2l w)

1=

onde 2L (p) = a(fo—x-fl)(x(p)), por definigao.

Oxt ozt

Seja agora X um campo vetorial sobre a variedade M,
isto é, uma correspondéncia que associa a cada ponto
p € M um vetor X(p) € M,, tangente a M no ponto
p. Dado um sistema de coordenadas locais z: U — R"™ em
M, para cada p € U, teremos

Z a' axz

O campo X determina assim, para cada sistema de co-
ordenadas locais z: U — R", n funcoes reais a': U — R,
que sao as coordenadas de X relativamente as bases defi-
nidas por x nos varios pontos de U. Diremos que X é um
campo de classe C" (0 < r < o0) se, para todo sistema z,
as funcoes a’: U — R sao de classe C". Este conceito tem
sentido sempre que m é uma variedade de classe C"*!. Com
efeito, se noutro sistema de coordenadas y: V' — R" tiver-

~-(p), entdo, para cadap € UNV,

mos X (p) = éff"(p) -

50 = 3 5L ) - ).

J
— O

onde %: z(UNV) — R sao fungodes de classe C".
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Dados um campo de vetores X de classe C""! e uma
funcao de classe C", f: A — R, definida num aberto A C
M, podemos obter uma nova funcao, de classe C™ 1,

a9f

Y :A— R,

definida em A, chamada a derivada de f relativamente ao
campo X. Para cada ponto p € A, poremos

g)J;( ) = 3)8({29)(19) = df (p) - X(p)-

(O campo X basta estar definido em A.)
Relativamente a um sistema de coordenadas z: U —
R™ com U C A, temos

S)J;() Zof(p)%(p), pev,

i=

. :Z,‘k
onde X (p) = Y o(p) 12 (p). Por exemplo: % = o*.
Se Y é outro campo vetorial de classe C"~!, podemos

ainda considerar a nova funcao real, de classe "2,

0*f of
0YOX oY (ax) A= R,
que é simplesmente a derivada da funcao 0f/0X relativa-

mente ao campo Y. Em termos do sistema de coordenadas
T, teremos:

(000 OF 5 O
8Y8X Zﬁ (O:ﬂ o ¥ o ) W
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onde Y( ) = Y 5(p) a%,-(p)' Vé-se imediatamente que, em
0% f
axay IYoX '

geral

Teorema 1. Sejam X, Y campos vetoriais de classe C”
(r > 1) sobre uma variedade M. Eziste um unico campo
vetorial Z, de classe O™, sobre M, tal que

of  O*f 0 f

0Z ~ 0XdY  IYIX
para toda funcao f € C?, definida sobre um aberto de M.

Demonstracgao: Notemos inicialmente que se M é uma
variedade de classe C" e Z, Z' sao campos vetoriais defi-
nidos sobre um aberto A C M, tais que 0f/0Z = 0f /07’
para toda funcgao real f de classe C", cujo dominio estd
contido em A, entdao Z = Z'. Com efeito, as coordenadas
de Z e Z' relativamente a um sistema de coordenadas locais
x sao0 0z’ /07 e Ox'/0Z' respectivamente.

Resulta dai que se o campo Z existir, ele serd tunico e,
em virtude da igualdade (1) acima, em cada dominio U de
um sistema de coordenadas locais z: U — R", onde

X = Zaal e Y= Zﬁzay

=1

deveremos ter

.0 S 0ad\ Of
Z( &Bi_ﬁ 8:ﬂ>% (2)

Entao, pondo Z = > +*
da:

2, vem 7' = % ¢ a férmula (2)

. ;0B 0a
V—Z( o ﬁaﬂ) (3)

Jj=1
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Consideremos entao, para cada sistema de coordenadas lo-
cais z: U — R"™ em M, o campo vetorial

szzl/y %7

definido apenas sobre U, onde os 7! sao obtidos através da
férmula (3). E imediato que, sobre U, tem-se

of  o*f B 0% f

0Z, 0X9Y 0YOX

Por conseguinte, se y: V — R" é outro sistema de coorde-
nadas locais com U NV # @, tem-se em U NV % = %
e portanto Z, = Z, em UNV. Conclui-se dai que os varios
Z, definem um unico campo vetorial Z sobre M, o qual

cumpre as condicoes requeridas.

Definicao. Dados dois campos vetoriais X, Y sobre uma
variedade M, ambos de classe C" (r > 1), chama-se col-
chete de Lie desses campos ao campo vetorial Z = [X, Y],
de classe C"~!, caracterizado pela propriedade

aof  f  Pf
07  0X9Y OYoX

onde f é uma funcao qualquer de classe C? sobre um aberto
de M.

A existéncia e unicidade do colchete [ X, Y] estando es-
tabelecidas no teorema anterior, passamos a registrar aqui
algumas propriedades formais desta operacao.

Sejam a,b € R constantes, X, Xy, Y, Y] campos de
classe C", r > 1, e f, g funcoes diferenciaveis. Entao:
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19) [aX +bX,,Y] = a[X,Y] + b[X}, Y]
(X, aY +bY1] =a[X, Y]+ b[X, Y]

Y| = —[Y, X|. Em particular:
(X, X]=0

[
X
)UXgY]Qﬂg[X31+f Y —g-

Exemplos:

20)

a - X

1) Seja : U — R™ um sistema de coordenadas locais
numa variedade M. O aberto U C M é evidentemente
uma variedade, sobre a qual estao definidos os n campos
vetoriais =2 9_. Para 1 < i,j < n quaisquer, temos

W,...’aaj—n
o 0
[a_a_}_o

2) Sejam X, Y os campos vetoriais sobre o plano R?,
definidos por X (z,y) = (x,y) e Y(z,y) = (0,1) para todo
(r,y) € R?. Tem-se [V, X]| =Y.

3) Sejam X e Y campos vetoriais lineares no R", isto
é, existem transformacoes lineares A, B: R" — R" tais
que X(z) = Az e Y(x) = Bx para todo z € R". Entao
[X,Y](z) = (AB — BA)x.

4) Sobre o dominio U de um sistema de coordenadas
n

x:U— R",

pelas funcoes reais a': ?J — R. Paracada k =1,2,...,n,
tem-se '
[ 0 X] B " Oat 0
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Com efeito, a i-ésima coordenada de Z = [%k , X } relati-

vamente ao sistema x é

N A
07  0rkFoX  0XOoxk

(N o fory _oe
 ozF \ 09X 0X \oxk )  OxF

5.2 Relacoes entre colchetes e flu-
XO0S

Seja X um campo vetorial sobre uma variedade diferenciavel
M. Uma trajetoria (ou orbita, ou curva integral) de X é
um caminho ¢: J — M, de classe C', definido num in-
tervalo aberto J da reta, cujo vetor velocidade %f = ¢/(t)
em todo ponto p = ¢(t) é igual ao vetor X (p) dado pelo
campo X. Se, relativamente a um sistema de coordena-
das z: U — R", valido no aberto U C M, o caminho ¢ é
definido por
t— (z(t),...,2"(t))

e o campo vetorial X é representado por n fungoes reais
o', entao a condi¢ao para que ¢ seja uma trajetoria de X
se exprime por meio das equagoes

dz’

o o (2 (t),...,2"(t), i=1,2,...,n.

Diremos que uma trajetoria ¢: J — M tem origem p
quando 0 € J e ¢(0) = p. Segue-se do teorema cléssico de
existéncia para equacoes diferenciais ordinarias que, dado
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um campo vetorial de classe C! sobre uma variedade dife-
renciavel M, por cada ponto p € M passa uma trajetéria
de origem p. O teorema classico de unicidade interpreta-se,
em nosso contexto, do seguinte modo: entre as trajetorias
de X com origem p existe uma que é mdxima, isto é, qual-
quer trajetéria de X com origem p é uma restricao desta a
um subintervalo menor. De agora em diante, quando nos
referirmos a trajetoria do campo X com origem p, estare-
mos querendo dizer a trajetéria méxima.

Outro teorema basico sobre equagoes diferenciais diz
que “as solugoes de um sistema com dados diferencidveis
dependem diferenciavelmente das condicoes iniciais”. Isto
significa que se X € C" e se t — ¢(t,p) = ¢(p) for
a trajetéria (méxima) de X com origem no ponto p €
M, a qual se caracteriza pelas propriedades ¢(0,p) = p,
L o(t,p) = X(p(t,p)), entdo (t, p) € M depende diferen-
ciavelmente de ¢ e de p. Mais precisamente, para cada
p € M existem uma vizinhanca V' 3 p e um ndmero
e > 0 tais que a trajetéria maxima com origem em qual-
quer ponto ¢ € V esta definida pelo menos para —c <t < ¢
e p: (—e,+¢) x V. — M, dada por (t,q) — ¢(t,q), é uma
aplicacao de classe C".

Uma conseqiiéncia da unicidade das trajetorias é que,
para todo p € M, slpi(p)] = wsit(p). Com efeito, fi-
xando s arbitrariamente, consideremos o caminho A(t) =
(s + t,p). Temos A(0) = ps(p) e N(t) = ¢'(s + t,p) =
X(p(s+t,p)) = X(A(t)). Logo X é parte da trajetdria
méxima de X com origem ¢4(p). Ora, tal trajetéria é
t — ¢ips(p)]. Logo

p(s+1,p) = A1) = pilps(p)],
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como afirmamos.

Diremos que ¢;(p) é o fluro local definido, ou
gerado, por X. Pode-se demonstrar que, quando M é com-
pacta, as trajetérias (maximas) de X sao definidas para
—00 < t < oo. Entao (t,p) — ¢(t,p) é um fluzo global
p: Rx M — M.

Teorema 2. Seja X wm campo vetorial de classe C”
(r > 1) sobre uma variedade M. Seja p € M um ponto tal
que X (p) # 0. Eziste um sistema de coordenadas x: U —
R™ de classe C" em M, com p € U, tal que X(q) = %(q)
para todo q € U.

Demonstragao: Seja ¢;(q) o fluxo local definido por X.
Escolhamos uma parametrizagao £: A — M, (A C R”

aberto, {(A) C M aberto, £ = inversa de um sistema de
coordenadas locais) tal que 0 € A, £(0) = p e %(O) =

X (p). Em seguida, definamos uma nova aplicagao ¢ - A —
M pondo ((t,z?%,...,2") = ¢:(£(0,22,...,2™)). No ponto
0 € A, a matriz jacobiana de ¢ é ndo-singular, pois %(0) =
X(p), ggfi (0) = %(O), i > 2. Restrita entao a uma vizi-
nhanca menor B de 0 em R", a aplicacao (: B — M é uma
parametrizacao. Seja U = ((B). Pondox = (~': U — R™,

temos o teorema demonstrado.

Corolario. Seja X um campo vetorial de classe C" (r > 1)
sobre uma variedade M. Seja X (p) # 0. Eziste um sistema
de coordenadas x: U — R™, de classe C", com p € U e tal
que o fluzo de X, transportado para x(U) (isto €, o fluzo

zlei(q)]) tem a forma

(t, (z', ..., 2™) — (2" +t,2°, ... 2").
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Basta observar que, transportado para z(U), o campo
X tem a forma X (z',...,2") = (1,0,...,0).

Teorema 3. Sejam X, Y campos vetoriais de classe C”
(r > 1) sobre uma variedade M. Indiquemos com & e
respectivamente os fluzos locais gerados por estes campos.
Se o colchete de Lie [X,Y] € identicamente nulo em M,
entao §ny = nis, isto € E(m(p)) = ne(€s(p)). Reciproca-
mente, se os dois fluros & e n “comutam” neste sentido,
entio [X,Y] =0 em todos os pontos de M.

Demonstragao: Suponhamos que [X,Y] = 0. Tome-
mos p € M arbitrariamente. Se X(p) = Y (p) = 0 entao,
pelo teorema de unicidade das trajetérias, temos necessa-
riamente

E(p) =m(p) =p

para todo s e todo t. Segue-se que £mi(p) = m:&s(p), trivi-
almente. Admitamos agora que os dois vetores nao se anu-
lam simultaneamente no ponto p. Digamos que X (p) # 0.
Entao existe um sistema de coordenadas locais x: U — R",
com p € U, tal que &(at,...,2") = (2! + s,2%,...,2"),

ou seja, X = % em U. Escrevamos Y (x!,... 2") =
; a'(z',...,2") 2% - Entéo
0 .o, da* 0
—X,Y]= |-~ i 2| = .
X, Y] {6:51’2 ¢ 8351} ozt Ox?
Logo
da'  0a*  da"
ozt Ozt Oxl
em U. Isto significa que a‘(z' + s,2%,...,2") =

a'(z',x?,...,2") para todo s, i = 1,2,...,n. Em outras
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palavras,
Y(zt +s,2% .. 2" =Y (2" ... "),

Daf resulta que n:(z' +s,2%,...,2") = ni(xt, 2%, ... 2") +
(2,0,...,0), em virtude do teorema de unicidade, ji que
ambos os membros desta igualdade, considerados como
fungoes apenas de t, sao trajetérias de origem (z'+s, 22, ...,
x™) relativas ao campo Y. Isto significa, porém, que

ntfs(xl, o) = fsnt(xl, o),

co1mo queriamos provar.

Reciprocamente, seja &, = n,&s. Para cada ponto
p € M, temos:
0% f o (of 0 0
o = o (260 = 3 0o

e, analogamente

92 f 9 0

as derivadas relativamente a s e ¢ sendo calculadas nos pon-
tos s = 0, t = 0. Segue-se que 9*f/0X9Y = 9*f/0Y0X
para toda f € C?, donde [X,Y] = 0.

Definicao: Dois campos vetoriais X, Y de classe C”
(r > 1) sobre uma variedade M dizem-se comutativos se
[X,Y] = 0 (identicamente em M ). Isto significa, como aca-
bamos de ver, que os fluxos gerados por X e Y comutam.

Teorema 4. Sejam Xi, ..., X, campos vetoriais de classe
C" (r > 1) tais que [X;,Y;] =0 (4,5 = 1,...,k) sobre a
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variedade M. Seja p € M wm ponto tal que os vetores
Xi(p),...,Xg(p) sdo linearmente independentes. Entdo
existe um sistema de coordenadas x: U — R™, de classe
C", com p € U, tal que X, = 9/0z',..., X}, = 9/0x"% em
todos os pontos de U.

Demonstracao: Por simplicidade de notacao, considere-
mos apenas o caso de 3 campos X, Y, Z. Sejam &, n;,
respectivamente os fluxos por eles gerados. Tomemos um
sistema de coordenadas y em M, vélido numa vizinhanca
de p, tal que

seja uma base de M, . A aplicagao

(IO: (87 t? u7 y4’ A 7yn) - fSntCU[y_1(07 O’ 07 y47 A 7yn)]

é definida numa vizinhanca de 0 € R™ e toma valores em
M. Temos

P(0) =, 2000 = X (), 520 = V(). 92(0) = 2(p)

e g;’; (0) = a?ﬁ (p) se i > 4. Segue-se que @, (0): R* — M,
¢ um isomorfismo. Pelo Teorema da Func¢ao Inversa, con-
cluimos que ¢ aplica uma vizinhanca de 0 € R" difeo-
morficamente sobre uma vizinhanca U de p em M. Seja
r=¢ U — R" Afirmamos que z ¢ o sistema de co-

ordenadas procurado. Com efeito, para cada ¢ € U, com
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z(q) = (s, t,u,y?, . .. temos:

y"),
(1) = 52 (a(a)) - Smcuy {0.0.0.0" ...y =
=X
0

(a).
o) = f;fm) MlEGuy ™ (0,0,0,5%, ")) =

t
Y(q),
e, analogamente, %(q) = Z(q). Note-se que, para esta

verificacao, foi usada pela primeira vez a hipdtese de que
os fluxos &, 1, ¢ comutam.

Corolario. Relativamente ao sistema x do teorema acima,
o fluzo local £ , gerado pelo campo X; , é dado por £ (z*,. . .,
) = (', . 2t + s, 1),

5.3 Sistemas diferenciais

Um sistema diferencial de dimensao d numa variedade dife-
renciavel M é uma aplicacao L que associa a cada ponto
p € M um subespaco L(p) de dimensao d do espago tan-
gente M, .

Um sistema diferencial L diz-se de classe C" quando
cada ponto de M possui uma vizinhanga V' na qual exis-
tem campos vetoriais Xi,..., Xy, de classe C", tais que
{X1(q),...,Xa4(q)} é uma base de L(q) para todo ¢ € V.

Exemplos:

1) Um sistema diferencial de dimensao 1 chama-se tam-
bém um campo de direcoes: a cada ponto p € M fica
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associada uma reta L(p) C M, , passando pela origem.
Todo campo vetorial X sem singularidades (isto é, X (p) #
0 para todo p € M) sobre M define um campo de diregoes
L em M: L(p) = reta que contém o vetor X (p) em M, .
Note-se que se X € C" entao L € C". Se a variedade
M for simplesmente conexa, entao todo campo de direcoes
de classe C" em M provém, dessa maneira, de um campo
de vetores de classe C" sem singularidades em M. (Vide
a pag. 203 do livro “Grupo Fundamental e Espacos de
Recobrimento”, do autor.)

77N\

Se M nao for simplesmente conexa, pode haver um campo
de direcoes de classe C'™° em M que nao provém de ne-
nhum campo continuo de vetores nao nulos em M. Isto
se dd, por exemplo, para M = R? — {0}, com o campo
de direcoes definido pelas tangentes as curvas indicadas na
figura acima.
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(Atencao: nem toda variedade diferencidvel admite um
campo continuo de direcoes. Por exemplo, o toro admite,
a esfera S? nao).

2) Numa variedade riemanniana M", a todo sistema
diferencial L, de dimensao d, corresponde um sisstema L,
de dimensao n — d. Em cada ponto p € M, L°(p) é o com-
plemento ortogonal de L(p) no espago vetorial M, . Tem-se
L € C" se, e somente se, L’ € C". Em particular, se existir
em M um campo vetorial de classe C" sem singularidades,
existira também um sistema diferencial de dimensao n — 1
e classe C". Por exemplo, numa regiao U do plano um
campo de direcoes é definido por uma equagao da forma

adr +bdy =0, (1)

onde a,b: U — R sado fungoes reais. A direcao L(zx,y)
associada ao ponto p = (x,y) € U é a reta perpendicular
ao vetor (a(z,y),b(x,y)). Exige-se, naturalmente, que a?+
b* # 0 em todos os pontos de U. De maneira aniloga, uma
equacao do tipo

adr +bdy +cdz =0, (2)

onde a, b, ¢ sdo funcoes reais num aberto U C R3, define
um campo de planos em U (sistema diferencial de dimensao
2). Em cada ponto p = (z,y,2) € U, o plano L(p) é
perpendicular ao vetor (a(p),b(p),c(p)), o qual é suposto
# 0 em todos os pontos de U. Por outro lado, um campo
de direcoes no aberto U C R3 é definido por um sistema
de equagoes do tipo

ardr+bydy+cidz=0

3
asdx +bydy + codz =0 (3)
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onde, em cada ponto p € U, a matriz 2 x 3 dos coeficientes
tem caracteristica 2. A reta L(p) é, para cada p € U, a in-
tersecao dos dois planos fornecidos pelas equacoes, isto €,
consiste de todos os vetores (X, Y, Z) tais que substituindo-
se suas coordenadas no lugar de dx, dy e dz respectiva-
mente, as equagoes acima sao identicamente satisfeitas.

O problema que se deve resolver quando se tem um
sistema diferencial é o de integra-lo. Isto significa fazer
passar por cada ponto da variedade uma subvariedade de
dimensao d cujo espago tangente em cada um dos seus pon-
tos q é o subespago L(q) dado pelo sistema. Por exemplo,
dado um campo de dire¢oes numa variedade M, integra-lo é
obter uma cole¢ao de subvariedades de dimensao 1 (curvas)
que cubram M, sendo a tangente a cada uma dessas curvas
num ponto p a dire¢ao L(p) dada pelo campo. Contraste-se
com a integracao de um campo de vetores, onde as curvas
integrais sao caminhos parametrizados: definindo nao so-
mente um conjunto de pontos como também um sentido de
percurso e ainda um modo bem definido de percorré-lo.

Assim, integrar o campo de direc¢oes definido pela equa-
¢ao (1) acima é obter, localmente, fungoes = = x(t), y =
y(t) tais que, para do = 2/(t)dt e dy = y'(t)dt, a igual-
dade a(x(t),y(t))dz + b(z(t),y(t))dy = 0 seja satisfeita
identicamente. De modo analogo, integrar o campo de pla-
nos definido pela equacao (2) é obter, localmente, fungoes
r = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v), tais que, para dr =
g—idu + %dv, dy = g—zdu + %dv, dz = %du + %dv, a
igualdade (2) seja valida quaisquer que sejam u, v em seu
dominio.

Um campo de direcoes é sempre integravel, mas um
campo de planos, por exemplo, nem sempre o é. Em outras
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palavras: existem sistemas diferenciais L de dimensao 2
num aberto U C R? tais que nao é possivel fazer passar por
cada ponto de U uma superficie tangente ao plano L(p) em
cada um dos seus pontos p.

Faremos agora algumas consideragoes intuitivas com
o fito de indicar razoes geométricas devido as quais um
campo de planos numa regiao U C R?® pode deixar de ser
integravel. Em primeiro lugar, daremos uma definigao for-
mal.

Definicao: Seja L um sistema diferencial sobre uma va-
riedade M. Diz-se que um campo vetorial X sobre M
pertence a L, e escreva-se X € L, quando X(p) € L(p)
para cada p € M.

Seja L um sistema diferencial integravel. Se um campo
vetorial X pertence a L entao, para cada ponto p € M, a
trajetoria de X que tem origem p esta contida na subva-
riedade integral de L que passa por P. Suponhamos, por
exemplo, que dim L = 2, isto é, que L seja um campo
de planos. Seja Y outro campo vetorial pertencente a L,
tal que X(¢) e Y(q) formem uma base de L(g) numa vi-
zinhanca de p. Indiquemos com &, e 7, os fluxos locais
determinados por X e Y respectivamente.

Por cada ponto da trajetéria s — &s(p) de X com ori-
gem p, fagamos passar a trajetéria t — n;[Es(p)], do campo
Y, com origem &;(p). Todas estas trajetérias estao contidas
na superficie integral S do sistema L que passa por p. Na
realidade, para € > 0 suficientemente pequeno, a aplicagao
(s,t) — m&s(p), —e < s,t < &, é uma imersao de S em M.
Consideremos agora um ponto gy = 1, &5,(p) € S. A tra-
jetéria s — &4(qo), estando contida em S, deverd também
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pertencer a superficie gerada pelas trajetorias 1,&s(p). Ora,
dado um campo de planos arbitrario em R3, nada obriga a
que esta tultima condigao se cumpra.

&, ()

Consideremos, por exemplo, os campos vetoriais X, Y
em R? definidos assim: X (x,y,2) = (0,z,1), Y(z,y,2) =
(1,0,0). Um sistema diferencial L de classe C*° e dimensao
2 (campo de planos) é definido pela condigao de L(p) ser o
plano gerado por X (p) e Y (p) para cada p = (x,vy, z) € R>.
Afirmamos que o sistema diferencial L nao é integravel.

Com efeito, consideremos um ponto fixo p = (0, b, ¢)
no plano yz. A trajetéria de X que passa por este ponto
é &(p) = (0,b+ s,¢), reta vertical passando por p. A
superficie gerada pelas trajetorias de Y que passam por
esta reta é o plano 7 paralelo ao plano xz passando por p.
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(Com efeito todas as trajetérias de Y s@o retas paralelas
ao eixo dos x). Tal plano deve portanto ser a superficie
integral de L que contém p. Entretanto, qualquer que seja
o ponto ¢ do plano 7 fora do eixo dos y, o vetor X(g) ndo
pertence a 7, isto é X (q) ¢ L(q), o que contraria X € L.

L £ ()

)

v

AR

Por uma questao de conveniéncia técnica, daremos uma
definicao de integrabilidade que, a primeira vista, parece
mais forte do que a apresentada informalmente acima.

Definicao: Seja L um sistema diferencial de classe C" e
dimensao d numa variedade M". Diz-se que L é integrdavel
quando, para cada ponto p € M, existe um sistema de
coordenadas x: U — R", de classe C", tal que

{%(Q),---,%(q)}

¢ uma base de L(q) seja qual for ¢ € U.
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Se x = (x',...,2") for um sistema de coordenadas lo-

cais adaptado, da maneira acima descrita, ao sistema dife-
rencial L entdo, para cada a = (a!,...,a") € R"% o
conjunto S = {q € U; 2% (q) = a®™,... ,2"(¢q) = a"} ou
é vazio ou é uma subvariedade de M que tem L(q) como
espago tangente em cada um dos seus pontos q.

Teorema de Frobenius. A condi¢ao necessdaria e sufici-
ente para que um sistema diferencial L, de classe C", seja
integravel € que o colchete de Lie de dois campos de classe
C" pertencentes a L seja ainda um campo pertencente a L.

Demonstracgao: Seja dim L = d. Suponhamos primeiro
que L seja integravel. Dados X,Y € L, ponhamos Z =
[X,Y]. Para mostrar que Z € L, tomemos p € M e
um sistema de coordenadas x: U — R", adaptado a L de
acordo com a definicao de integrabilidade, com p € U. Para
1 <i<n-—d, temos (9% /0X)(q) = (0x?1 /Y )(q) = 0,

seja qual for ¢ € U. Isto implica imediatamente

axd-i-z‘ and-i-z‘ 82 xd—i—i
77 P = oxav ")~ avax

(p)=0

para 1 < i < n —d, donde Z(p) € L(p). Isto mostra a
necessidade da condicao.

Para demonstrar que a condicao ¢é suficiente, seja L um
sistema diferencial de classe C" e dimensao d sobre M,
tal que o colchete de dois campos quaisquer de classe C”
pertencentes a L seja ainda um campo pertencente a L.

Dado um ponto p € M arbitrério, seja y: V — R™ um
sistema de coordenadas locais de classe C", com
p € V. Restringindo-se V', se necessario, podemos admitir
a existéncia de campos vetoriais Xi,..., Xy de classe C",



246 [CAP. 5: SISTEMAS DIFERENCIAIS

definidos em V/, tais que {X1(q),...,Xa(q)} é, para todo
g € V, uma base de L(q). Em relagao a base definida por
Y temos:

para todo g € V.

Como os vetores X;(p) sao linearmente independentes
podemos, mediante um rearranjo de indices, supor que a
matriz quadrada (ag(p)), 1 < 14,5 < d, é invertivel. Por
continuidade, (a(q)) sera ainda invertivel para todo ponto
¢ numa vizinhanca de p, a qual suporemos ser ainda V'
(restringindo-a mais, caso necessério). Seja (b’(q)), ¢ € V,

a matriz d x d inversa de (a(q)). As igualdades

d
Y :Zb;'X], j=1,....,d,
i=1
definem em V campos vetoriais Y7,...,Y,, de classe C",

tais que em cada ponto ¢ € V, {Y1(q),...,Ys(q)} é uma
base de L(q). Além disso, para cada j = 1,...,d, temos

0 L 0
Yv]:a—y]—i—zj com ZJ:Z Cja—yk'
k>d+1

Um calculo simples mostra que o colchete de dois quais-
quer dos campos Zy, ..., Zg ¢ uma combinacao linear dos
d/0y*, k > d+1. Segue-se entao das igualdades acima que
os colchetes [Y;,Y;] também sdo combinacoes lineares de
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d/oy*tt, ... 0/0y™. Por outro lado, como os Y; perten-
cem a L, tem-se, em virtude da hipdtese feita, [YZ, Y;|e L,
ou seja:

z; ] Z )‘ : <*)

m<d

Mais explicitamente:

m 8 m
%YJ]—Z(M@ N Zn) =

m<d
0
St Y s
m<d k>d+1
Conclui-se, portanto que A\; = 0 para 1 < 1

i,7,m
Voltando a igualdade (*), isto da [Y;,Y;] = 0, 1
J < d. Em suma, na vizinhanca de cada ponto de M
existe uma base do sistema L formada por campos de ve-

tores comutativos. O teorema segue-se entao do Teorema
4, 82.

A condigao “X,Y € L = [X,y] € L” chama-se condi¢ao
de integrabilidade do sistema L. Agora vemos que o sis-
tema de dimensao 2 definido em R? pelos campos vetoriais
X =(0,z,1) e Y = (1,0,0) nao é integravel porque o col-
chete [X,Y] = (0,1,0), em ponto algum do espago é com-
binagao linear dos vetores X e Y nesse ponto. (Bastava
que nado o fosse num tunico ponto.)

d.
7

IAINA

Verifica-se imediatamente que se um sistema L, de di-
mensao d, ¢ integravel entao na vizinhanca de cada ponto
p € M existe apenas uma subvariedade integral de L con-
tendo p. (Subvariedade integral é uma subvariedade cujo
espaco tangente em cada ponto coincide com L naquele
ponto.)
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Com efeito, basta notar o seguinte: se z: U — R"
¢ um sistema de coordenadas adaptado a L no sentido
da definicao de integrabilidade e W C V é uma subva-
riedade integral conexa contida em V' entao, para cada
i=1,...,n—d, pondo ¢ = 2 |W = restricao da funcao
real 2%V — R a W, temos (d¢'),(v) = dz®(v) = 0
qualquer que seja v € W, = L(q) pois dx?*® anula-se em
L(q). Logo dp' = 0 em W. Como W é conexa, ¢' é
constante em W, isto é x9T! ... 2" sdo constantes em W.
Para simplificar, seja z(p) = 0 € R". Entao, como p € W,

24 (q) = .-+ = 2"(q) = 0 para todo ¢ € W. Segue-se
que W coincide, na vizinhanca de p, com a subvariedade
integral {z¢t1 = ... = 2" = 0}.

Um raciocinio imediato mostra que, mais geralmente, se
W e W’ sao subvariedades integrais de L, ambas conexas,
ambas contendo o mesmo ponto p, entao ou W C W’ ou
W' c W. Isto conduz a um estudo global das subvarieda-
des integrais de um sistema diferencial. Para maiores escla-
recimentos ver o livro “Teoria Geométrica das Folheagoes”,
por Cesar Camacho e Alcides Lins Neto.





