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Dada a fungdo do 12 grau f(x, y) = ax + by + ¢, mostre que a diferencial da funcdo em
qualquer ponto (x, y) é exatamente igual a Af, quaisquer que sejam Ax e Ay (grandes
ou pequenos).

Use o resultado do exercicio anterior para calcular Af nos seguintes casos:
a) f(x,y)=4x+3y+ 5, para Ax=5e Ay = 10;

b) f(x,y)=3x~2y+ 1, para Ax =100 e Ay = 250;

c) f(x,y)=10x + 8y, para Ax =600 e Ay = 1.000;

d) f(x,y)=2x-y, para Ax =18 e Ay = 96.

Calcule a diferencial de f, num ponto genérico (xy, yo), nos seguintes casos:
a) f, =28y d) fix,y)=x*seny
b) fx, y) = In(2x + 3y%) &) flx,y)=e"*”

) flx,y)=cos(2x +y%)

Calcule a diferencial de f, num ponto genérico (x, y), nos seguintes cdsos:

2
a) flx,y)=—— b) flx,y)=log(x* + y?)
xX+Yy

Considere a fung@o custo de produgdo de dois bens de quantidades x e y:
Cx,y)=15+2x* + 5% + xy

a) Calcule a diferencial do custo no ponto x=10 e y = 15, para Ax = Ay =0,1.
b) Calcule a diferencial do custo num ponto genérico (x, y), para Ax=0,1 e Ay =0,05.
¢) Calcule a diferencial do custo num ponto genérico (x, y), para Ax = Ay = h.

Considere a fungéo receita de vendas de dois produtos de quantidades x e y:
R(x, y) = =x* — ¥ + 100x + 200y

a) Calcule a diferencial da receita no ponto x =10 e y = 30, para Ax = Ay = 0,01.

b) Calcule a diferencial da receita num ponto genérico (x, y), para Ax=0,1 e Ay = 0,05.
¢) Caleule a diferencial da receita num ponto genérico (x, y), para Ax = Ay = h.
Dada a fungao utilidade de um consumidor U(x, y) = x%y%, em que x e y sGo as quan-
tidades consumidas de dois bens, calcule a diferencial da funcdo utilidade quando x
passa de 100 para 99, e y passa de 300 para 301.

Encontre o aumento real e aproximado do volume de um tanque cilindrico quando
seu raio da base aumenta de 3 m para 3,05 m e sua altura aumenta de 10 m para
10,1 m.

(O volume do cilindro é dado por V=7- r?- h, em que r é o raio da base e k a altura.)
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33. Considere a seguinte relacdo macroecondmica:

Y= Co+ 1+ G—bT’
1-b
em que
Y é a renda nacional,
Cy e b sGo constantes,
I representa o gasto com investimentos,
G representa o gasto governamental,
T representa o total de impostos.
Usando a diferencial de funcao, verifique o que ocorre com a renda nacional, se o
gasto governamental e os impostos aumentarem em 2 unidades monetdrias e o gasto
com investimentos permanecer constante.

10.5 Fungdo Composta — Regra da Cadeia

Consideremos uma funcao de produgio P(x, y) = 6x%3y%5 em que x e y sdo as quantida-
des de dois insumos, capital e trabalho, e P, a quantidade produzida de um produto.

Suponhamos que o capital x cresga com o tempo 7, de acordo com a relacdo x = 0,161, ¢
otrabalho cresca de acordo com a relagiio y = 0,09r.

Se quisermos expressar a produgio em funcio do tempo, temos que substituir x = 0,16¢
¢y=0,097 na relagio P(x, y) = 6x%°y%3, Procedendo dessa forma, teremos:

\
P(t) = 6(0,16)%%(0,090% = 0,721.

A fungio de ¢, dada por P(f) = 0,721, chamamos de fungdo composta de P com x e y.

A derivada da fung@o composta dada por P(r) = 0,72¢ em relagdo a r € imediata (fungdo
de uma varidvel):

, dP
P'(H= r s 0,72.

Isto €, a taxa de crescimento do produto em relagio ao tempo € 0,72.

De modo geral, a derivada da fungdo composta pode ser obtida facilmente por mera
substituigdo e derivagdo da fung¢do de uma varidvel, como vimos no exemplo. Entretanto,
existe uma formula alternativa de cdlculo da derivada da fung¢do composta, conhecida como
regra da cadeia, que veremos a seguir.

Teorema 10.2 — Regra da cadeia

o

Seja f uma fungdo de duas varidveis x e y, diferencidvel num ponto (xg, yo) do
dominio, e sejam as fungdes dadas por x(?) e y(¢) diferencidveis em ty, de modo que
{1g) = x € y(ty) = yo. Entdo a fungio F composta de fcom x e y é tal que:

G ©= L o E 1+ Loy D,

£
=
=
&3



ou abreviadamente

dF _of dx _ of dy
dt ~ox dt 9y dt’

Exemplo 10,9, Sejam f(x, y) =2x + S5y - 3, x(f) = 2t e y(ti =3¢ - 1. A fungdo composta de f
com x e y é dada por:

F=2-20+5-3t-1)-3=19r-8.

a) Caleulp-diseto de ‘;—f:

dF

N —= 19,
dt !
x dF 2
b) Célculo de g pela regra da cadeia

¥, ¥ s
X dy

dx dy

&y, =3,
dt dt

logo

A o x24+5x3=19. \

dt

Exemplo 10.10. Sejam f(x, y) = +3y-5x(t)=e'e y(t) = £. A fungio composta de f com
x ey é dada por:
F(t)y=e*+3-5.

a) Calculo direto de ‘2—]:

dF

b 2¢% 4+ 972,

b) Célculo de ‘fl—lt: pela regra da cadeia

U =2, L3,

X dy
;—th = et 5 idl‘tz = 3t2,
portanto
dF

= (2e"e’ + 3(31%) = 2% + 912,
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34. Obtenha ‘fi—lj diretamente e pela regra da cadeia, sendo F a funcéo composta de f,

com x e y nos seguintes casos:

a) f,y)=3x+6y-9,x() =3t e y(t) =1 -1
b) f(x,y)=3x+y%, x(t)=sent e y(f)=cos ¢
¢) fle,y)=In(*+y?), x(t)=3t e y()=t-1
d) f,)=e"*2x(t)=12 e y(t) =283 -1

1
e) flx,y)=x% + 32, x(r) = % e ()= r

35. Seja P =10 - x°2 . 08 yma funcdo de producdo, em que x indica o capital e y,
o trabalho. Suponha que o capital cresca com o tempo ¢ de acordo com a relacdo
x=0,32, e o trabalho cresga com o tempo de acordo com y = 0,215. Obtenha:

a) A produgdo em funcdo do tempo.
b) A taxa de crescimento da produgdo em relacdo ao tempo.

36. Uma pessoa tem a seguinte funcéo utilidade:
U(Xl, XZ) = X% s Xy,

em que x; € o nimero de horas de lazer por semana e x,, a renda semanal. Suponha
que x; e x, dependam do ndmero ¢ de horas trabalhadas por semana, de acordo com
as relacdes !

x=168-t e x,=0,5t

a) Obtenha a utilidade em funcao de ¢, U(r).
b) Calcule t de modo que U(#) seja maxima.

¢) Nas condigées do item (b), qual a renda da pessoa e qual seu nGmero de horas de
lazer?

10.6 Funcoes Definidas Implicitamente

Consideremos a equacdo x + y — 3 = 0. Resolvendo-a, em relacdo a y, obtemos y =3 —x;
tta iltima expressdo representa uma fungfo de uma varidvel A(x) = 3 — x, derivével para
do x real. Dizemos entdo que a equagio x + y — 3 = 0 define implicitamente uma funcdo
y=h(x), derivavel em relagdo a x.

Se considerarmos também a equagdo x” + y? = 0, veremos que ela ¢ satisfeita apenas
lo par (0, 0) e, portanto, a equagdo x> + y> = 0 ndo define implicitamente uma funcdo
y=h(x) derivdvel em relagdo a x (representa uma fungio em que o dominio é {0}eo
wnjunto imagem é {0}).

Consideremos agora a equagdo x’y + xy* + x%y? + xy — 4 = 0. Ndio ¢ ficil isolar y dessa
#uagdo e saber se tal equagdo define implicitamente uma fungio y = A(x).

De modo geral, como saber se determinada equagdo a duas varidveis x e y define impli-
damente uma fungdo?
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A resposta a essa pergunta comparece no chamado teorema da fungdo implicita, cujo
enunciado veremos a seguir.

feorema 1003 (Teorema da funcio implicita)

Sejam f(x, y) e a—{) fungbes continuas num dominio D e (xy, yo) € D. Se f(x, Yo) 07
o

dy

|
i el

(x0, yo) # 0, entdo existe um intervalo I, com centro em xy, em que a equagio i

S(xo, yo) = 0 define implicitamente uma tnica fungdo derivédvel y = h(x), tal que:
Yo =h(xp) e f(x, h(x)) =0, Vx € L

Assim, por exemplo, a equagio

SN =Xy +x? +xy? + xy-4=0

define implicitamente uma fungdo y = h(x), num intervalo / centrado em x, = 1, pois

a) fe % = x* + 3xy? + 2x%y + x sdo continuas em R2

b) f(1,1)=0;
af(11)_77é0

Consideremos a fungdo derivdvel y = h(x), definida implicitamente pela equagio
Sf(x, y) = 0. Como F(x) = f(x, h(x)) = 0, segue-se, pela regra da cadeia, que

F/(x) — af 1+ af dy
ox

dy  dx =~

de onde obtemos a seguinte férmula:

Derivada da fung@o definida implicitamente

of
dy __ox
. of
dy

fovemplo 111 Consideremos a equagdo f(x, y)

,¥) =2x* +y - 1 = 0. Tal equagdo define
implicitamente a fungiio y = 1 — 2x2.

Calculemos a derivada Ey diretamente e pela férmula da derivada da fung¢io definida
implicitamente. Temos:




P : dy
Cilculo direto de =&
a) Cdlculo direto edx

% =—4x.

b) Célculo de % pela férmula da derivada da funcdo definida implicitamente

a
dy __ ox __ 4x __
e a—f = = 4x.
dy

Exemplo 10.12. Consideremos a equagio f(x, y) = x2 + y?> = 1 = 0, que representa uma
dreunferéncia de centro na origem e raio igual a 1. Tal equagdo define implicitamente as
fungdes y = V1 — x? e y = —V' 1 —x2 derivaveis no intervalo ]-1, 1 [ (Figura 10.3).

- Figura 10.3: FungGo definida implicitamente por x2 + y2 — 1 = 0.

Iy x2+y2-1=0 A 4

A W
N N VA

y=V1-x y=—V1-x2

Calculemos de dois modos a derivada % da fungdoy =V 1 —x2.

: . dy
Iculo direto de =~
a) Célculo direto edx

N TR "
& =) =

b) Célculo de % pela férmula da derivada da fungio definida implicitamente

o
dy _ _ox _ 2x_ _x




Procedendo de modo anélogo, pode-se mostrar que para a fungio y = —V 1 — x2, a deriva-

da%édadapor
4 x
de  N1-x2

dy
dx
a) 2x+3y-7=0, num ponto genérico (xg, Yo);
b) 3x%+2y-5=0, num pofito genérico (xo, Yo);
¢) ¥2+y2-9=0, no ponto (1, 2V2);

d) 2x*+ 3y? =1, no ponto (0,~ ﬁ);

37. Determine a derivada das funcées definidas implicitamente pelas equagdes:

3
e) x9%y95_10=0, no ponto (4, 25);
f) X +xy-9=0, no ponto (1, 8);
g) ¥’ —xy+1=0, no ponto (2, 1);
h) x*—e¥-3=0, no ponto (2, 0).

38. Considere a fungdo de producéo P = x%y*3.
a) Esboce a curva de nivel correspondente a P = 8. (Tal curva recebe o nome de curva
de isoproduto para P =8.)

b) Calcule a taxa marginal de substituigdo técnica (%) na curva do item anterior, no

ponto x =2 e y = 32. Inferprete o resultado.

39. Considere a funcdo de producéo P = x%2y08,
a) Esboce a curva de isoproduto correspondente a P = 32.

b) Na curva do item anterior, obtenha a taxa marginal de substituicgo técnica (%)

num ponto genérico (x, y).

40. Encontre a equacéo da refa tangente a circunferéncia de equagéo x* + y? = 1, no ponto
(xg, Yo), com yy # 0.

Resolucdo

d
* A equacdo da refa tangente é y — yp = m(x — xy), em que m = Ey (x> Yo)-

* Se considerarmos a funcdo f(x, y) = x* + y2 — 1, teremos d_ & _ I 3

dx of 2y y

¢ Portanto, a equagdo da reta tangente procurada é y — yo = -—% (x, —xp).
0
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2

* Por exemplo, no ponto (%’ iz—z—), a equagdo da tangente é y - £22 = é (x—g)
2

ou seja, x+y—V2=0.

o =+L =1

Encontre a equagdo da reta tangente as curvas abaixo, nos pontos indicados:
2 g
a>  b?

(elipse com a > b), no ponto (xg, v,), com o # 0.
b) x?+y? - 4x =0 (circunferéncia), no ponto (2, 2).
¢) ¥*=2ax (parébola), no ponto (% a) com a > 0.
10.7 Fung¢oes Homogéneas — Teorema de Euler
Seja f uma func@o de duas varidveis x e y. Dizemos que f é homogénea de grau m se,
para toda constante positiva A, tivermos:
JAx, Ay) = 2™ f(x, y).
Exemplo 10.13. A fungdo f(x, y) = 3x2 + 6xy € homogénea de grau 2, pois

SAx, Ay) = 3(Ax)? + 6(Ax)(Ay) = 22322 + 6xy),
isto é

fAx, Ay) = A2 f(x, y).

Exemplo 10.14. A fungdo Cobb-Douglas de produgio P(x, y) =k - x%-y! =% com 0 < ¢ < 1
¢homogénea de grau 1, pois

PAx, Ay) =k - (Ax)® - (Ay)' =% = ) - (kx%yl-@),
isto é

P(Ax, Ay) = A (P(x, y)).

Exemplo 10.15. A funcio de demanda de um produto, Q(x, y) = &, em que y é arenda do

X
consumidor e x, 0 pre¢o unitdrio do produto, é homogénea de grau zero, pois
_10(y) _ . (10y> _ 50
Q(Ax, Ay) = i A . = A0(x, y).

O conceito de homogeneidade de uma fungio diz respeito ao que ocorre com f(x, y)
quando x e y passam a valer Ax e Ay, respectivamente, isto é, sofrem uma variacio porcentual
igual a (A — 1)100%. Assim, um valor de 1 = 1,5 corresponde a uma variagio porcentual de
0% ((1,5-1) - 100%).
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Se f for homogénea de grau zero, significa que qualquer variagio porcentual sofrida
por x e y ndo altera o valor de f(x, y) (¢ o caso do exemplo 10.15).

Se f for homogénea de grau 1, significa que, toda vez que x e y forem multiplicados por -
um valor 4, a nova imagem de f serd igual a A vezes a imagem inicial (é o caso da funcdo do
exemplo 10.14),

Se f for homogénea de grau 2, significa que, toda vez que x e y forem multiplicados por
um valor A, a nova imagem de f serd igual a A% vezes a imagem inicial (¢ o caso da fungfio
do exemplo 10.13).

Cumpre observar finalmente que nem toda fungfio é homogénea; por exemplo, a fungio
f(x,¥) =2x + y + 3 ndo é homogénea.

As fungdes homogéneas gozam de uma importante propriedade, conhecida como teorema
de Euler (Leonard Euler, matemitico suigo, 1707-1783), que veremos a seguir.

Feorema 104 — Teorema de Euler
Seja f uma funcdo de duas varidveis x ¢ y, homogénea de grau m. Entio

mofosn=x Lyey. g—’; @, y).

Demonstiracao

Sendo f homogénea de grau m, teremos

f(/lx, A’.Y) = )“m 'f(xv )’)

Derivando ambos os membros dessa relagdo, em relagdo a A, considerando as fungdes
x(A) = Ax e y(A) = Ay e aregra da cadeia, teremos:

af (Ax, Ay), %+ gf (Ax, Ly) - & —ml’"‘lf(x, ).
Como — dx =xe —= oy =y segue que
di da

ai Ax, Ay) - x + —ai (Ax, Ay) -y = mA" = f(x, y).
ox dy

Tendo em vista que essa Ultima igualdade se verifica para todo A > 0, em particular,
para A = 1, teremos

of e I .
o Yy xt 3 (X, y) -y =mf(x, y),
conforme queriamos demonstrar.

O teorema de Euler tem um importante papel em Economia, no que diz respeito a fun-
¢do de produgdo e a remunerag¢do dos insumos.
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Com efeito, consideremos a fungao Cobb-Douglas de producdo P =k - x*- y!' =2 homo-

génea de grau 1, em que x e y indicam as quantidades dos insumos trabalho e capital respec-
tivamente.

Pelo teorema de Euler

oP JoP
P=x-—+y  —,
ax Y dy
; ... dP 9P . .. .. e
em que as derivadas parciais P g indicam as produtividades marginais do trabalho e

do capital, respectivamente.

Assim, se cada unidade de insumo for remunerada de acordo com sua produtividade
- marginal, teremos

—_EI
t—a A
—_EI
c= s,

- emque / € a remuneragdo de cada unidade de trabalho, ¢ € a remunera¢do de cada unidade
de capital, s € o prego unitdrio do produto.

Substituindo esses valores na expressio de P, resulta:

t c
P_s X+

¢, portanto,
Ps=1tx+cy.
Essa dltima relagio nos mostra que a receita total (Ps) se decompde em duas parcelas:

tx, que € a remuneragéo total do trabalho,

¢y, que € a remuneragao do capital.

Enfatizamos mais uma vez que tal conclusio sé é valida se forem verificadas as
condi¢des:

a) fungdo de produgdo homogénea de grau 1;
b) remuneragdo dos insumos de acordo com suas produtividades marginais.

Assim sendo, constitui um problema de Economia a verificacdo dessas condigdes.
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42. Nas fungbes a seguir, indique as homogéneas e dé seu grau de homogeneidade:
a) f(x,y)=2x+5y f) fx,y)=e"+y
b) flx,y) =3x? + 10y g) flx,y)=sen(x? +y?)
c) flx,y) =4y* - 6xy h) flx, y) = 2x03y07
d) flx,y) =42 -y i) flx, y)=x02%06
o) flr, =122 ) F )= 6

43. Considere a seguinte fungdo de producdo
P = 6x%%y%3 (em que x é a quantidade de trabalho e y a de capital).

a) Mostre que a funcdo é homogénea de grau 1.

b) Caleule a produtividade marginal do trabalho %% e a do capital 3—5

¢) Se o nivel de producdo é de 1.200 unidades, e o preco por unidade do produto for
$2,00, qual a remunerag@o do trabalho e do capital se ambas as remuneracées por
unidade forem iguais as produtividades marginais?

44. Resolva o exercicio anferior considerando a fungéo de producéio P = Ax%y' ~ %, em que
0<a<l.

45. Uma ilha produz apenas um produto: suco de abacaxi. A funcdo de producdo é
P =20x%%%3, em que P é a producdo didria (em litros de suco), x é a quantidade de
trabalho (em homens-hora), e y é o nUmero de maquinas utilizadas. Se cada unidade
de trabalho e de capital forem remunerados de acordo com suas produtividades mar-
ginais e se o preco de venda do produto é $ 0,80 por litro:

a) Qual a produgdo didria se forem utilizados 1.600 homens-hora e 100 mdaquinas?
b) Qual o salério por homem-hora?

¢) Qual a remuneracdo didria por maquina recebida pelos proprietérios das maquinas?

46. Em relacdo ao exercicio anterior, 0 que ocorre com o saldrio por homem-hora se
houver um aumento em 21% na quantidade de trabalho, mantido o nimero de méquinas?

47. Em relac@o ao exercicio 45, o que ocorre com o saldrio por homem-hora se houver um
aumento em 21% na quantidade de trabalho e um aumento em 21% na quantidade de
méquinas?

48. Ainda em relacdo ao exercicio 45, o que ocorre com a producéo didria e com o salario,
se a quantidade de trobalho e a de maquinas aumentarem em 21%, e em virtude de um
aperfeicoamento tecnolégico a funcdo de producao passar a ser P = 24,2x%5y052

49 Mostre que a funcéo f(x, y) = x* + y* + xy log % é homogénea de grau 2.

50. Qual o grau de homogeneidade das funcdes:

a) fxy) = ;z—f;y%yz b) flx,y) = _xz%?
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10.8 Derivadas Parciais de Segunda Ordem

Seja fuma fungdo de duas varidveis xe y, f, e Jy suas derivadas parciais. Se calcularmos
as derivadas parciais de f, e J» obteremos quatro fungdes chamadas derivadas parciais de
segunda ordem. S3o elas:

(2) derivada de f, em relago a x, indicada por
2
o ou S

(b) derivada de f, em relag4o a y, indicada por

o .
fo ou dyox’

() derivada de Jy em relag@o a x, indicada por
o .

fux ou m,

(d) derivada de f, em relagdo a y, indicada por

Exemplo 10.16. Se f(x, y) = 4x2 + 3y% — 6xy, entiio

| =8x -6y, Jy=6y—6x,
Sux=38, f;'x =-6,
foy= 6, [
51. Calcule as derivadas parciais de segunda ordem para as fungdes:
a) fx,y)=2x+6y e) flx,y)=6x0%05
b) flx,y)=xy f) fx,y)=senx+2cosy
) flx,y) =202+ > g) flxy)=e+y
d fy==
) f(x,y) 7

52. Calcule as derivadas mistas S © fyx da fungdo
fOy) =12 + 32
53. Mostre que a fungdo f(x, y) = R sen(ady + @) sen Ax satisfaz a condig@o

NH? ox?
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10.9 Integrais Duplas

Introducéo

Consideremos uma fungo de duas varidveis f(x, y) e suponhamos que a derivada parcial,
em relagdo a x, seja fi(x, y) = 6xy.

Mantendo y como constante e integrando essa derivada parcial em relagio a x, obtemos
a funcdo f(x, y):

J flx, y)dx = [ 6xydx = 3x%y + c(y).

Assim

. f(x, y) =3x%y + c(y).

A integral calculada é chamada integral parcial em relago a x. A constante de integragio
c(y) € fungdo de y, pois y € mantido constante na integragdo parcial em relagio a x.

Caso quiséssemos calcular a integral definida de f,(x, y), com limites de integracio entre
0 e 2y, terfamos:

2y 2y
({ flx, y)dx = g 6xydx = [3x%]5 = 3(2y)%y — 0 = 12)3.

Analogamente, se em uma fungio f(x, y) conhecéssemos a derivada parcial em relagio
ay, f(x,y) =2x +y, o célculo de f(x, y) seria feito pela integral parcial em relagfio a y, ou seja:

2
fCy) =] £, dy = [ (2x + y)dy = 2xy + % + c(x),

em que c(x) € uma constante que depende de x. Caso estivéssemos calculando a integral
parcial definida, em relacdo a y, entre os limites 1 e x, terfamos:

L 2 x 2 2
- hil X (o, 1_)=iz_ 1
{(2x+y)dy [2xy+ 2]1 2x(x) + 3 (Zx 1+ 5 ¥ 2 7"
54. Calcule as integrais parciais 3
a) [ (X% + 4x)dx c) | dxydx
0
2
b) J (2% + 4x)dy d) | 4xydy
!
Integral Dupla

Consideremos uma fung¢do f(x, y) ndo negativa, definida no dominio D constituido do
retangulo dado pelas inequagdes a < x < be ¢ <y < d (Figura 10.4).
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Figura 10.4: Fungdo definida no dominio D.

AZ

Ao calcularmos a integral parcial (em relagdo a y) A(x), entre c e d, estaremos mantendo
rconstante. Assim, A(x) representard a drea da sec¢do do gréfico da fungdo, perpendicular
d

20 eix0 x, num ponto genérico entre a e b. Isto é, A(x) = | f(x, y)dy (Figura 10.5).

Figura 10.5: Integral parcial A(x).

A 2

c d
os ~ -y
l' i I/
//’ ’,
o/ ] g s i I
> 7
x £ .

O produto A(x)dx representa o volume do sélido de area A(x) e espessura dx. Assim, a
integral de A(x) em relagdo a x representara o volume do sélido sob o grifico de f(x, ),
acima do dominio D.

A esse volume damos o nome de integral dupla de f(x, y) no dominio D. Dessa forma,
indicando por V o volume do referido sélido, teremos

V= fA(x)dx.




f:*ziz‘i i

Simbolizando a integral dupla por [[ | f(x, y)dxdy, podemos escrever:

brd
I fx sy = I { 15, iy |

Poderfamos também ter calculado a 4rea de uma seccio perpendicular ao eixo y, B(y),
da seguinte forma

b
B(y) = £ JCx, y)dx,

e em seguida calculado o volume do sélido sob o grifico da fungdo e acima do dominio Dpor
d drb
V= Bo)y =] fx, e ay.

Exemplo 10.17. Consideremos a fungdo f(x, y) = x + y, definida no dominio D dado pelas
inequagdes 0 < x <5 e 0 <y =< 3 e calculemos a integral dupla I, f(x, y)dxdy, ou seja,o
volume V do sélido sob o gréfico da fungio e acima de D.

a) Primeiro modo

3 y2 3 9
A(x)=j(x+y)dy=[xy+— =3x+ =,
0 2 0 2
7 9) _[3x2 9 ]5_75 45 _
V-g <3x+2 dx = 5+ 2x0- >t = 60.
b) Segundo modo
5 2
Bo)=[ (e ydr=[S v n] =2 15,
0 0

3
V= | (% +5y)dy=[§x+5i] =49 . 45 _ g
0

55. Calcule o volume do sélido sob o gréfico da funcao f(x, y) = x + y e acima do dominio
dado pelas inequagdes 0 < x <4 e 0 <y=<4.

56. Calcule o volume do sélido sob o gréfico da fungéo f(x, y) = x2 + y2 e acima do dominio
dado pelas inequagdes 2 < x <4el <y=<2.

57. Caleule a integral dupla [f,, 7dxdy, em que D é dado pelas inequacdes 0 < x < 5 e

I=sy=3.

Uma outra situagdo que ocorre no célculo da integral dupla é aquela em que o dominio
D da fungdo é dado por

asxsp

Y1x) <y < yy(x)




B

Veja a Figura 10.6.
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Figura 10.6: Dominio de uma fungdio definida por duas fungdes de
x e duas constantes.

AZ

O 1@ passo para o cdlculo da integral dupla consiste( )em achar a drea A(x) de uma
yax
sec¢do do gréfico perpendicular ao eixo x, A(x) = | f(x, y)dy (Figura 10.7).

yi(x)
Figura 10.7: Integral parcial A(x).

AZ

A

<Yy

____________________

No 2° passo, o volume sob o grafico e acima do dominio D, é dado por
b
V= [ A(x)dx.

Portanto, a integral dupla de f(x, y) em D é dada por

b yax)
[fo fCx, y)dxdy = ({[ T fox vy

i(x)
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Exemplo 10.18. Seja f(x, y) = 1 e D aregifio dada pelas inequagdes 0 < x < 1 e x> <y<y,
Calculemos o volume do sélido sob o grifico da fung¢do acima de D.

A regido D é dada pela Figura 10.8.

Figura 10.8: Dominio da fungéo do Exemplo 10.18.

y=x

x ¥

Temos
A(x) = ldy = [yl =x-x?,
| 2 371
D= |1 1 _ 1
il x)dx‘[z 3]0 2 376

58. Calcule o volume do sélido sob o gréfico da funcdo f(x, y) = 5 e acima do dominio
dado pelas inequagdes 0 S x <4 ex <y = 2ux.

59. Calcule o volume do sélido sob o gréfico da funcéo f(x, y) = xy* e acima do dominio
dado pelas inequagées 0 s x < lex?sy=<ux.

Uma terceira situagdo que ocorre no cilculo da integral dupla é aquela em que o domi-
nio D de f(x, y) é dado por

csysd

x1(y) < x < x(y)
Veja a Figura 10.9.
Figura 10.9
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O 12 passo para calcular a integral dupla consiste em achar a drea B(y) de uma secgédo do
grdfico da fungdo perpendicular ao eixo y. Isto é

x(y)
B(y) = J(y f(x, y)dx (Figura 10.10).

X

Figura 10.10: Integral parcial B(y).

o le()')

0 2° passo consiste em calcular o volume sob o grafico de Sf(x,y) e acima de D, por meio
da integral

d
V= ! f(x, y)dy.

Portanto, a integral dupla de f(x, y) em D é dada por

dr x(»)
{1 £0x, y)dxdy = j[ J fox y)dx]dy.

Exemplo 10.19. Consideremos a fungdo f(x, y) = x + y e calculemos a integral dupla
[lof(x, y)dxdy, em que a regido D é dada por

Temos
3y 3 3 2 2
3(}’)=f(x+y)dx=[x—+xy]y= 9 +3y2—y——y2=6y2,
¥ 2 y 2 2
2
V={ 6y2%dy = [2y’1}=2-(8)-2- (1) = 14.

Portanto, a integral dupla procurada vale 14.
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60. Calcule o volume do sélido sob o gréfico da funcéo f(x, y) = 5 e acima do dominio
dado pelas inequagdesy s x <3ye0<y<S5.

61. Calcule a integral dupla [[,, ydxdy, em que D é dado pelas inequacdes y < x <8-ye
2=<y=<4.

rhservacoes

a) De modo geral, se o dominio D ndo puder ser expresso de acordo com as situagdes
descritas, entdo subdividimos o dominio em partes tais que cada uma se enquadre nos
casos dados.

b) Nos casos estudados, consideramos f(x, y) = 0; caso tenhamos f(x, y) < 0, entio

—f(x, y) = 0. Assim, a integral dupla da fung@o serd o oposto do volume do sélido com-
preendido entre D e o grafico da fungdo.




Capitulo 11

Méximos e Minimos para
Funcdes de Duas Varidveis

11.1 Introducdo

Uma importante aplicagdo do estudo das derivadas parciais € a da otimizac¢do de fun-
¢oes. Otimizar uma fungao significa encontrar seu ponto de maximo ou de minimo. Assim,
determinar a maxima produgio de uma firma com um dado or¢camento constitui um proble-
ma de maximizagio; entre as possiveis combinagdes de insumos, aquela que nos permite
obter certo nivel de produgdo, a custo minimo, consiste em resolver um problema de
minimiza¢do. Vamos tornar mais precisas essas idéias, com algumas definigoes.

Seja f uma fungdo de duas varidveis x e y. Dizemos que um ponto (xy, yo) do dominio D
éum ponto de maximo relativo de £, ou simplesmente ponto de méximo, se existir uma bola
aberta de centro (xq, y,) € raio r, tal que, para todo ponto P(x, y) do dominio situado no
interior dessa bola aberta, tenhamos

S, ) < flxo, yo).
Ao nimero f(xy, y5) damos o nome de valor maximo de f (Figura 11.1).

Figura 11.1: Pontos de méximo de uma funcdio.

Z)

pontos de méximo

Analogamente, dizemos que um ponto (xy, y,) do domfnio D é um ponto de minimo
relativo de f, ou simplesmente ponto de minimo, se existir uma bola aberta de centro (xy, yg) e
1aio r, tal que, para todo ponto P(x, y) do dominio situado no interior dessa bola aberta, tenhamos

Jx, y) = f(xo, yo).
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Ao nimero f(xy, yo) damos o nome de valor minimo de f (Figura 11.2).

Figura 11.2: Ponto de minimo de uma fungdio.

1
1

/0

ponto de minimo

z4
Y

x Y

Seja f uma fungdo de duas varidveis x e y. Dizemos que um ponto (x, y,) do dominio D
€ um ponto de médximo global (ou absoluto) de f se, para todo ponto P(x, y) do dominio,
tivermos

f(x’ y) = f(xO’ yO)

Analogamente, dizemos que um ponto (xg, yo) do dominio D é um ponto de minimo
global (ou absoluto) de f se, para todo ponto P(x, y) do dominio, tivermos

S, y) = f(xo, yo)-

A descoberta de um ponto de méximo ou de minimo exige, na maioria dos casos, 0
conhecimento do gréfico de f, o que, conforme vimos, nio é um problema ficil.

Entretanto, existem teoremas que nos auxiliam nesse sentido, e que passaremos a
estudar.

Teorema 1.1
Seja f uma fungdio com duas varidveis x e y e seja (xg, yo) um ponto interior ao ;g
dominio. : ' g
Se (xo, yp) for um ponto de méximo ou de minimo de f e se existirem as derivadas
parciais f, e f;, entdo

&
g
4
;
|
=
;9
5

 filxo.y0) =0 e f,(xo, Yo) = 0.

Demonstracdo

Suponhamos que (xy, yo) seja um ponto de médximo. Existe a bola aberta de centro
(X0, Yo) € raio r, no interior do dominio D, cujos pontos (x, y) sio tais que f(x, y) < f(xo, )
(Figura 11.3).




