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“In fact, the science of thermodynamics began wveithanalysis, by the great

engineer Sadi Carnot, of the problem of how todtlie best and most efficient
engine, and this constitutes one of the few farsagss in which engineering has
contributed to fundamental physical theory. Anotbeample that comes to mind
is the more recent analysis of information theoyyaude Shannon. These two
analyses, incidentally, turn out to be closely teti.

Richard Feynman — Lectures on Physics

1 Introducédo

» A teoria de informacdoa cuja elaboracdo se associa o nome do brilhante
engenheiro eletricista e matematico Claude Elwdwah8on, €, sem duvida, uma
das construcdes intelectuais mais relevantes ddospassado. Justificativas para
essa afirmacdo podem advir de duas perspectivasma) pratica, baseada na
“onipresenca” de mecanismos de processamento entisgfio de informacdo no
mundo atual e 2) uma tedrica, que deve ressaltampacto da teoria de
informacdo em campos tdo diversos quanto fisicacteobiologia, economia,

estatistica etc.
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e Em nosso curso, tera particular relevancia o usocaleceitos de teoria de
informagcéo no ambito do tratamento de sinais derdas naturezas. Em outras
palavras, buscaremos usar tais conceitos paraifigeme analisar o contetdo
informacional de dados das mais diversas naturezas.

» Tendo em vista a amplitude de idéias associadesrit optamos por dedicar um
topico a exposicdo de conceitos fundamentais, as @erdo usados em topicos
seguintes. Podemos dizer sem receio que a famd@dei com esse conteudo €,
atualmente, muito importante para todos aquelest@mlham com as varias

facetas da area de inteligéncia computacional.

2 Informacéo

« Embora a palavra “informagcao” seja muito empregada dias atuais, seu
significado tem algo de, digamos, etéreo, 0 queatatesafiadora a tarefa de

defini-la.
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* Neste topico, atrelaremos essa definicdo a idéigrdbabilidade. Em termos
simples, buscaremos estabelecer um valor de inf@omgue se associe a “o que
se ganha’ conhecendo o resultado de um experimalgatério. Portanto,

informacéo, de certa forma, se assodizarteza

» Para que entendamos o espirito da definicdo, iraagis que nos sejam entregues
dois bilhetes: o primeiro diz “Seu amigo, o Sr.a¢abou de saber que ganhou na
loteria.” e 0 segundo diz “Sua amiga, a Sra. Zcolesu que o bebé que esta
esperando é uma menina.”. E razoavel esperar grimaira noticia seja bastante
surpreendente, enquanto a segunda, provavelméueos causara tanto espanto.
Isso nos leva a concluir que o primeiro bilhet@utie mais informag¢éo” que o

segundo.
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* Matematicamente, se supusermos que um ev&rtem probabilidadd?(A) de
ocorrer, a informacgdo associada a observacdo deéac@ desse evento poderia
ser dada pofReza, 1994]:

l[P(A)]:IogZ[F@}:—Iogz[P(A)] @

E importante ressaltar que essa grandeza, devideado logaritmo na base dois, é

medida enbits. Outra possibilidade seria usar o logaritmo natwajue levaria a

uma medida emats

» Se considerarmos uma moeda perfeitamente honestizrgmos dizer que a
informacgéo associada a observacdo do resultadondangcamento é de 1 bit. A
observacao do resultado de langamento de um dambstog por outro lado, leva a
uma informacdo de 2,585 bits. Se estivermos lidamdon N eventos

equiprovaveis, a informacéo associada a obsendsam deles é deg,(N).

1 A grandeza definida a seguir é muitas vezes deramtaj em lingua inglesself-information A mesma expressdo em inglés também é usadaés vez

para denotar outra grandeza que veremos em brengopia
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3 Entropia

» Consideremos uma variavel aleatoKa de natureza discreta, com funcdo de
massa de probabilidag#x) = P[X = X]. A entropia associada a essa variavel é

dada pela expressao a seguir:
H(X)=-3, p(x)log,[ p(x)] 2)

Perceba que a entropia nada mais é do que a irfaonmédia associada as
observacdes relativas a variavel aleatoria. Tambérossivel dizer que a entropia é
uma medida da incerteza média associada a vafageer e Thomas, 1991]. Note
gue a unidade de entropia é a mesma da mediddateatdo empregada e que,

usando o0s conceitos vistos no Topico 3, podemokdandizer que

H(X) = ~E{log,[ p(x)]} (3)
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sendoE{.} o operador de média estatistica tomado com e#spa funcdo de

massa de probabilidagéx).
* A seguir, daremos alguns exemplos que ajudarasstal algumas propriedades

dos conceitos apresentados.

3.1 Entropia — Exemplos
» Consideremos uma variavel aleatéria que pode assdmis valoresX=a e
X =bh. Diremos queP[X = a] = p e, naturalmente, qu&lX = b] = 1-p. Em tal

situacéo, a entropia désera dada pela expressao:
H(X)=-pllog,(p)-(L- p)tlog,(L- p) (4)
» Consideremos, inicialmente, que os dois valoresesgdprovaveis, ou seja, que

p = 0,5. Nesse casbl(X) sera igual a 1 bit, ou seja, sera de 1 bit arinégao

média associada a observacgao.
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» Consideremos agora que o vadgpossua uma maior probabilidade de ocorréncia,
digamosp = 0,7. Nesse casbl(X) sera igual a 0,8813 bit, ou seja, a informacao
média associada sera menor. Intuitivamente, polispaeocorre? De certa forma,
a resposta é que, uma vez que um dos valores éroaivel que o outro, temos
uma “expectativa mais precisa” do resultado darebgéo deX, ou seja, uma
menor incerteza. Portanto, é de se esperar queuhregadiminuicdo de entropia
em relacdo ao caso equiprovavel=0,5). Nessa linha de raciocinio, espera-se
também que uma probabilidade ainda maior, digamos, 0,9, produza uma
entropia ainda menor. Isso de fato ocorre, umagueH(X) sera igual a 0,469 bit
nesse caso.

» Usando um limite, & possivel mostrar quep sende a um (e-1p tende a zero) ou
sep tende a zero (e-1p tende a um), a entropia sera nula, ja que naordave

incerteza alguma.
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* Na Fig. 1, apresentamos o valor de entropia palastos possiveis valores ple

O gréafico corresponde ao que foi discutido: a quéroé maxima no caso
equiprovavel (em que ndo temos como “tomar partide’nenhum valor em

particular) e tende a zero nos extremos (nos qaiha incerteza).
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Figura 1: Entropia de uma Variavel Aleatéria com Dois VatoRossiveis
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* Com esse exemplo, podemos enunciar duas propriedagertantes relativas a

entropia, mesmo no caso de uma variavel aleatGeaagsume mdailtiplos valores:
ela € maxima para o caso equiprovavel e se anui@ @acaso em que a
probabilidade associada a um determinado valoual ig um (ou seja, no caso

deterministico).

* Um outro exemplo, inspirado em [Cover e Thomas,1],9voca a discussao que
tivemos no curso sobre arvores de decisdo. Imagieeuma variavel aleatoria se
vincule as seguintes probabilidadesP(X=a) =0,5; P(X=b)=0,25;
P(X=c)=0,125 e P(X=d)=0,125. Podemos calcular sem dificuldades a
entropia dessa variavel, quéléx) = 1,75.
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» Agora imaginemos que estejamos interessados emareai procedimento “em
arvore” para determinar o valor dessa variavel. rhng@ira pergunta ideal &
“Xvalea?”, jA que esse valor é o de maior probabilidade. $€guida, pelo
mesmo motivo, faremos a perguntX valeb?”. Por fim, podemos fazer a
pergunta X valec?” ou a perguntaX valed?”, e isso conclui o processo.

* No esquema dado acima, temos 50% de chance deeesgivoblema com uma
Unica questao, 25% de resolver o problema com duest@es e 25% de chance
de resolver o problema com trés questdes. Ou aajamero médio de questdes
sera0,5¢< 1 +0,25x 2 + 0,25x 3 = 1,75.

e A igualdade entre 0 niumero médio de questdes elar da entropia ndo é
incidental. De fato, pode-se mostrar que o0 minitinmero médio de questdes para
definir o valor de uma variavel aleatoria estarrecH(X) e H(X) + 1 [Cover e
Thomas, 1991].
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3.2 Entropia Conjunta e Entropia Condicional
* A entropia conjunta de duas variaveis aleatoas Y é dada por [Cover e
Thomas, 1991]:

H(X,Y) ==X, p(x y)log,[p(x, y)] = ~E{log,[ p(x, y)] (5)
* A entropia condicionaH (Y/ X), por sua vez, € dada por:

H(Y/X)=-3. >, p(x y)log,[ p(y/x)] (6)

* Um resultado muito interessante € que a entropigucta pode ser escrita em

funcao da entropia condicional da seguinte forma:

H(X,Y)=H(X)+H(Y/X)=H(Y)+H(X/Y) (7)
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» Uma desigualdade importante é a mostrada a ségma] 1994]:
H(X)=2H(X/Y) (8)

sendo valida a igualdade apenas quaXedr’ sdo estatisticamente independentes. A
interpretacdo € direta: a incerteza associada avan@vel aleatéria € maior ou igual
a incerteza associada a essa variavel dado quenteae uma segunda variavel
aleatdria, ja que essa segunda variavel pode t@gema informacdo sobre a
primeira. No “pior dos casos”, a segunda variadehtdria ndo sera relevante,

valendo, destarte, a igualdade.
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3.3 Entropia e Codificacdo de Fonte

e Para exemplificar o uso do conceito de entropia amabito da teoria de
codificacdo, lidaremos com o conceito de codificagie fonte. Trata-se,
fundamentalmente, do problema de como “representaformacéo” de modo
parcimonioso.

e Suponhamos que desejemos produzir um cédigo gaecappz de representar,
efetivamente, a informag&o produzida por uma foute emite quatro simbolos,
A, B, C e D, com probabilidadeB,, Ps, Pc € Pp respectivamente. Nosso cédigo
sera binario, ou seja, formado por palavras coitstsucomo grupos de zeros e
uns. Imaginemos agora gBg = 0,5;Pg = 0,25 ePc = P, = 0,125.

* Uma possibilidade natural seria usar palavras delits, por exemplo, “00” para
representar o simboky, “01” para representar o simbdp “10” para representar
0 simboloC e “11” para representar o simbdo Isso levaria a um codigo com

comprimento médibsqio= 2 bits. No entanto, sera essa a forma mais efe&?e
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» Considere agora um codigo que explore o fato deerhalferencas entre
probabilidades de geracdo dos simbolos. Para &ahbtaremos a palavra “0” para
representar o simbold, a palavra “10” para representar o simbBjaa palavra
“110” para representar o simbdlbe a palavra “111” para representar o simbolo
D. Nesse caso, perceba dugqi,= 1% 0,5 + 2x 0,25 + 3x 0,125 + 3x 0,125 =
1,75 bits. Obtivemos, portanto, um c6digo mais ipawoioso para representar a
mesma informacdo! H& alguns aspectos relacionadosquastdao de
decodificabilidade que ndo explicitaremos aqui, mas0digos apresentados no
Curso serao sempre consistentes nesse sentido.

e O classico trabalho de Shannon [Shannon, 1948]énoonim teorema que
fundamenta a questdo dos limites para a codificaghdonte. Basicamente, o
teorema diz que o comprimento médio de um codigorgpresente a informacéo
trazida por uma fonte discreta serd sempre maiogumal a entropia dessa fonte.
Em outras palavras [Cover e Thomas, 1991]:
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Lmedio=> Hp(X) 9

sendoD a base dos logaritmos usados para calcular apénte também a
cardinalidade do alfabeto usado para construir Ggos. Nos exemplos que
demos acima, usamos cédigos com palavras formamtagdigitos “0” e “1”, ou
seja, usamo® = 2. Portanto, a entropia “na base 2” sera o limétaadequado.
Perceba que, em nosso exemplg(X) = 1,75, ou seja, o0 codigo que apresentamos
era um codigo otimo! De fato, so ha igualdade malig@io (9) quandd? = DN,
sendoP; a probabilidade associada a emissad-@imosimbolo da fonte &; o
comprimento da palavra usada para representarsgabelo no contexto de um
alfabetoD-ario.

» A entropia da fonte, portanto, corresponde a unitdiinviolavel quando se trata
de compactar dados (ou seja, “enxugar” a informagin perdas). Para obter
codigos com comprimento médio menor que o dadogrglapia, sera necessario

admitir algum grau de distorcao.
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4 Informagdo Mutua e Divergéncia de Kullback-Leibler

* Uma grandeza fundamental para nés € a informacdoan@intre duas variaveis
aleatoriasX e Y. Essa grandeza, de certa forma, indica a redugaoivel de
incerteza associado a uma variavel gracas a infi@ontrazida pela outra variavel.
Em outras palavras, a informacédo mutua associasha par de variaveiX eY é

dada por:
1(X,Y)=H(X)-H(X/Y)=H(Y)-H(Y/X) (10)

 Em consonéancia com o que foi visto na secdo 3de (gguacao 8)I,(X,Y)2 0,
com igualdade apenas 3ee Y forem estatisticamente independentes. Isso é
intuitivo: seX for independente d¥, ndo havera reducéo de incerteza, pois nao é
trazida informacéo relevante! Note que a informagéidua se torna, portanto,
uma ferramenta poderosa para quantificar indepewd€rstatisticao que sera

deveras util para nés na sequéncia do curso.
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 E possivel mostrar que a informagdo muatua tamhsae per dada pela expressio

a seguir:
1(X.Y)=2, %, p(xy) Eﬂog{p%} (11)

» Essa definicdo pode ser interpretada de um modtormieressante, mas, para
isso, € preciso definir uma grandeza denominkzrgéncia de Kullback-Leibler
A divergéncia de Kullback-Leibler entre duas furg;de massa de probabilidade

de uma variavelp, (x) e p,(x), é dada por:

D(pip2) =Y mi(¥) D]ng{ pl((i))} (12)
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« Duas propriedades muito relevantes sai{p|p,)=0 e D(p|p,)=0 se e
somente sep;(x)= p,(x). No entanto, ndo se pode dizer que se trata de uma

distancig pois ndo sdo satisfeitas a desigualdade do tilidreya propriedade de

simetria — note qu®(p,|p,) # D(p,|p.) [Cover e Thomas, 1991].

» Avaliando a expressao apresentada para a inforrmagéia, percebemos que ela,
na verdade, pode ser vista como a divergéncia tlbad€ui-Leibler (num contexto
de duas variaveis aleatdriagk-e Y) entrep(x,y) € o produto de funcdes de massa
de probabilidade marginaig(X)p(y). Quando as variaveis sdo independentes,
temos exatamente quogx,y) = p(X)p(y), ou seja, a informacdo mutua quantifica,
basicamente, o grau de dependéncia estatistica aestvariaveis ao medir a
divergéncia entre a funcdo de massa de probal#lidadjunta e o produto das

funcdes marginais.
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4.1 Informagéo Mutua e Capacidade de Canal

* A informacdo mutua, que serd muito importante rpi&ecia do curso, tem um
papel fundamental na teoria de codificacdo. Umaagmara isso € que, avaliando
a informacdo mutua entre a entrada de um canabeheiricacdo e a sua saida,
temos condicdo de avaliar determinados limites par&nvio eficiente de
mensagens. Esse ponto € simplesmente crucial pamaoderna teoria de
transmissao de dados.

* No espirito do que foi dito acima, se associarmogaddvel aleatériaX a
mensagem transmitida e a variavel aleatdfia mensagem recebida apos a
passagem por um canal de comunicacao, teremosgéesdie definir a grandeza
I(X,Y), a qual, pelo que foi discutido acima, revelacasps essenciais da atuacéo
do canal. Por exemplo, imagine um canal tdo deabrgfue, simplesmente, seja
capaz de fazer com que as mensagens recebidasisdgpendentes do que foi

enviado: nesse caso, a informacdo mutua sera ey@demos intuir que nao
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havera fluxo efetivo de informacédo do transmissoa receptor. Por outro lado,

casoY seja bastante dependenteXjgodemos julgar que é possivel estabelecer
algum grau de comunicacao apropriada.

* No classico trabalho de Shannon [Shannon, 1948jnedee uma grandeza
fundamental para a comunicacéo, capacidade de canalem termos da
informacg&o muatua. No cenério de transmissdo queedghos, pode-se dizer que a

capacidade de can@lé dada por:

C= m(a)xl (X,Y) (13)
p(x

Em outras palavras, a capacidade de canal revgéands, “no melhor caso”, qual
€ a informagcdo mutua entre mensagem transmitidansagem recebida. Ou seja,
a capacidade de canal indica a condicdo de maipendéncia (ou seja, de
“melhor” fluxo de informacao) entre transmissoreeaptor, condicdo esta que
deve ser atingida por meio da manipulacéo das pilatsdes de envi@(x). Isso

é fundamental: manipula-se a informacdo muatua peio rda modificacdo das
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probabilidades de envio de simbolos, o que, inaitiente, ja revela que uma

codificacéo eficiente pode “facilitar” a transmigsde dados. A capacidade de
canal, caso usemos a base dois para os logaritsm@sdada em bits/transmissao
ou bits/uso do canal.

* Vejamos a seguir alguns exemplos classicos de loatlei capacidade de canal
para que possamos nos familiarizar com a idéiair®ero exemplo que daremos
€ o de um canal ideal, ou seja, um canal que r@uprerros, como mostrado na
Fig. 2.

0 > 0
X Y
1e 1:;,01

Figura 2: Estrutura de um Canal Ideal
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« Uma vez que P(Y=1/X=1)=P(Y =0/ X =0)=1 e

P(Y =0/ X =1)=P(Y =1/ X =0) =0, temos que, como o canal n&o gera erros, se
P(X=1) =P(X=0) = 0,5, sera possivel enviar 1 bit de informa¢c&endo

exatamente essa a capacidade do canal.

* O outro exemplo que daremos € o de um canal quiiprerros, o canal binario
simétrico (BSC, do inglébinary symmetric channel Nesse caso, existe uma
chancep de que um simbolo “0” seja recebido como “1” eqde um simbolo “1”
seja recebido como “0”, ie.P(Y=1/X=1)=P(Y=0/X=0)=1-p e
P(y=0/X=1)=P(Y=1/ X =0)=p. A Fig. 3 ilustra o comportamento do

canal.
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1-
[ P =S¢ ()
P
X Y
p
1. e 1
1p

Figura 3: Canal Binario Simétrico (BSC)

« E possivel mostrar [Cover e Thomas, 1991] que aaidade desse canal é
C=1-H(p), sendoH(p) a entropia de uma variavel aleatéria binaria. A
capacidade € atingida com uma distribuicdo equipwelv dos simbolos
transmitidos. E bastante interessante percebersgye= 0, o BSC se torna o
canal ideal visto anteriormente, mas,pse 0,5, a capacidade sera nula, ja que,
uma vez que a probabilidade de acerto é igual dapitidade de erro, o receptor
estara totalmente “as cegas”. Em tal situacaofesxisia completa destruicdo da

informacg&o transmitida.
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* Antes de encerrarmos a sec¢do, é preciso mencianaesiupendo resultado
exposto por Shannon em [Shannon, 1948]. Basicam8hinnon mostrou que
todas as taxas menores gGesdo atingiveis no sentido de que, usando um
processo adequado de codificagcdo, € possivel opeessas taxas com
probabilidade de erro arbitrariamente pequena. SDltelo de Shannon é um
resultado de existéncia, no sentido de que elentgatpue havera um processo de
codificacdo capaz de garantir transmissao eficients nao indica que processo
sera esse. De fato, em teoria de codificacdo, quand codigo € proposto e
aplicado a uma certa classe de tarefas, tipicameatdusca verificar quao
proximo ele esta do limite de Shannon.

» Perceba que o teorema indica que a capacidadendé da certo modo, é uma
espécie de “limite de velocidade” para comunicagggura. Caso violemos esse
limite, estaremos transcendendo a capacidade xie dle informacdo do meio, o
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que acarretara erros inevitaveis. Metaforas possg8@ 0 ritmo de movimento

numa avenida congestionada ou mesmo o0 escoameuaio fleido no gargalo.

» Por outro lado, o teorema diz mais: ele diz quey&etentarmos violar o limite,
sera possivel, em tese, realizar comunicacdo cegifilesde que a informacéo
seja adequadamente codificada. Muito do que serfapesquisa de ponta nas
diversas areas de transmisséo de dados gravitaremde formas de abordar essa

tarefa de modo eficiente.

5 Variaveis Aleatérias Continuas

» Os conceitos fundamentais abordados continuam @abeante validos quando
se lida com variaveis aleatérias que assumem \&logais. No entanto, é
importante dizer algumas palavras, ja que o caseadéveis continuas € aquele

com que mais trabalharemos no restante do curso.
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« No caso continuo, define-se emtropia diferencidl de uma variavel aleatéria

como:

H(X)=~[ p(x)in[ p(x)]dx (14)

» Ao contrario do que ocorria no caso discreto, aopi diferencial pode assumir

valores negativos. Continua valida a propriedade:
H(X,Y)=H(X)+H(Y/X)=H(Y)+H(X/Y) (15)

e a definicdo de informacdo muatua entre duas wisaleatérias € analoga:

2 Embora haja diferengas conceituais entre a débnite entropia apresentada anteriormente e addéatropia diferencial, usaremos a mesma notagao
para ambas as grandezas por uma questéo de sitagéiciSempre que lidarmos com variaveis discresaaremos falando da entropia e, sempre que

falarmos de variaveis continuas, estaremos faldadmtropia diferencial.
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1(X,Y)= J’jqu p(x,y) Hn{m%xdy (16)

A informagédo mutua continua a ser uma divergénei&ullback-Leibler, ja que esta
também pode ser definida, com as mesmas propriedaddamentais, para o caso

continuo. Portanta,(X,Y) = D(p(x, y)|p(x)p(y)).

5.1 Densidades de Maxima Entropia

 Tendo em vista a definicdo de entropia diferen@aljeriamos perguntar: qual
sera a densidade de probabilidade de maxima ea®rdgssa pergunta, por si so,
nao faz muito sentido, pois a entropia diferenéialimitada, mas, sob certas

restricbes, a questao se torna assaz interessante.
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E possivel obter as densidades de méxima entmomiaxemplo, sob um conjunto
de restricdes de momentos. Por exemplo, podemegad@sdensidade de maxima
entropia que possua primeiro momento iguah asegundo momento igualng e
terceiro momento igual @& Nesse caso, as restricoes tornam o problema
significativo e evitam qualquer divergéncia trivial

No caso de restricdo no primeiro e no segundo mtmeepode-se mostrar [Cover
e Thomas, 1991] que a densidade de maxima engapigaussiana.

Por outro lado, se adotarmos uma restricdo de mdtareza — supor que a
densidade s6 possui valor ndo-nulo numa faixa tlresque vai deg ax, — a
densidade de maxima entropia € a uniforme.

N&o nos estenderemos nessa analise aqui, mas édntpoque tenhamos em
mente o problema geral e as propriedades de ddesidgmussianas e uniformes
expostas, que serdo Uteis quando falarmos da$eslantre teoria de informacéo

e processamento de sinais.
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