PARTE 3 — FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Resoiucto
Sejam x o nimero de mesas e y o de cadeiras. A receita procurada vale R(x, y) = 200x +
+90y.
Queremos maximizar R(x, y). Resta saber qual o seu dominio. De acordo com o enun-
ciado, as varidveis x e y devem satisfazer as seguintes restri¢des:
10x + 2y = 200 (11.4)
10x + 5y < 260 (11.5)

E 4bvio também que, por serem quantidades, x e y devem ser ndo negativos, ou seja,

x=0 (11.6)
y=0 (11.7)

~

Portanto, o dominio da funcéo receita é o quadrilatero determinado pelas inequagdes
(11.4), ..., (11.7), representado na Figura 11.22. Seus vértices sdo os pontos A(0, 0),
B(20, 0), C(16, 20) e D(0, 52).

Figuro 11.22

A

N

Retomando a funcéo receita R(x, y) = 200x + 90y, observamos que:
a) No interior do dominio ndo existem pontos de méximo ou minimo, pois

R _ 2000 e IR _g90 0

ox dy

b) Na fronteira do dominio, o ponto de méximo pode ser pesquisado com o auxilio
das curvas de nivel da fung@o receita. Tais curvas s@o as retas do feixe de paralelas

200x + 90y = c, cER

E obvio que o ponto de méximo serd um dos vértices do quadrildtero ABCD (eventual-
mente poderia ser um lado, caso o coeficiente angular das retas do feixe fosse igual ao
desse lado). Assim sendo, calculamos o valor de R(x, y) em cada vértice.
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Temos:
A(0,0)— R(0,0)=0
B(20, 0) — R(20, 0) = 4.000
C(16, 20) — R(16, 20) = 5.000
D(0, 52) — R(0, 52) = 4.680

Portanto, o ponto de méxima receita é o ponto C(16, 20), isto é, a receita serd méxima
se forem produzidas 16 mesas e 20 cadeiras.

Resolva o exercicio anterior considerando que o preco de cada mesa seja $ 600,00 e o
preco de cada cadeira, $ 90,00.

Uma pessoa precisa fazer um regime alimentar de modo a ter um suprimento de vita-
minas (em unidades apropriadas) satisfazendo a tabela a seguir:

Vitamina Quantidade minima por dia

| 50
I 20
I 30

Supondo que o suprimento de tais vitaminas seja fornecido pelos alimentos espinafre e
carne, a tabela a seguir fornece as quantidades de vitaminas por kg de cada alimento:

Vitamina | Vitamina Il | Vitamina llI
Espinafre 100 200 50
Carne 200 40 150

Se o preco do kg de carne e de espinafre forem, respectivamente, $ 3,00 e $ 0,80, qual
a dieta de minimo custo satisfazendo as necessidades de vitaminas desta pessoa?

Uma empresa de informdtica produz dois modelos de impressoras, A e B. O custo de
produzir uma unidade de A é $ 300,00 e uma de B, $ 400,00.

Devido a restrigdes de orcamento, a empresa pode gastar por semana no méximo
$ 12.000,00. A capacidade de méo-de-obra da empresa permite fabricar por semana,
no maximo, 35 impressoras. Se cada unidade de A d& uma margem de contribuicdo de
$ 60,00 e cada unidade de B dé uma margem de $ 70,00, qual a producdo semanal
gue maximiza a margem de contribuicdo?

Uma empresa produz dois produtos A e B em quantidades x e y. Toda producdo é
vendida. Os custos unitdrios de produgéo de A e B sdo $8,00 e $ 5,00, respectivamen-
te, e os correspondentes precos de venda sdo $ 10,00 e $ 7,00.

Os custos unitérios de transporte de A e B sdo respectivamente $ 0,40 e $ 0,60. Se a
empresa pretende arcar com um custo de producio mensal de no maximo $ 5.000,00,
e um custo de transporte mensal de no méximo $ 300,00, quais os valores de x e y que
maximizam a margem de contribuicdo mensal?
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11.5 Maximos e Minimos Condicionados

Consideremos uma fungio f de duas varidveis, com dominio D. Se restringirmos
o dominio aos pontos (x, y) que satisfazem uma dada relagdo ®(x, y) = 0 e procurarmos,
entre esses pontos, os pontos de mdximo e de minimo, dizemos que estamos resolven-
do um problema de maximo e minimo de f condicionados a restri¢io ®(x, y) = 0 (Fi-
gura 11.23).

Figura 11.23: Maximo condicionado.

Z)

q)(X, )’) =0
|

ponto de maximo de
Rissl

ponto de méaximo de f condicionado &
olx, y)=0

E importante observarmos que o ponto de maximo (ou de minimo) condicionado nio
coincide necessariamente com o ponto de maximo (ou de minimo) da fung¢@o f definida
em D.

Fxemplo 11.13. Um exemplo de méximo condicionado é o seguinte problema: dada uma
fungdo de producdo P(x, y) = kx®y'~% com insumos de quantidades x e y, determinar a
méxima produgio sabendo-se que a firma tem uma restri¢do de custo (a firma dispde de
uma quantia fixa ¢ para o custo de produgéo). Assim sendo, se chamarmos de p, € p, os
precos unitdrios dos insumos, teremos a seguinte restricao

Pix+ pyy =c, ouentio pix + p,y—c=0.

Veremos a seguir dois métodos de resolugdo de problemas de méaximos e minimos con-
dicionados: o da substitui¢do e o dos multiplicadores de Lagrange.

Método da Substituicao

Tal método consiste em substituir x (ou y) obtido a partir da restrigdio ®(x, y) = 0, na
fungdo f. Obtém-se, desta forma, uma fungdo de uma vinica variével, e o problema se reduz
a determinagdo de maximos e minimos de fun¢bes de uma varidvel.
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Exemplo 11.14. Consideremos a fungdo f(x, y) = x2 + y? e determinemos seus pontos de
méximo ou minimo, sabendo-se que a funcio esta sujeita a restricdo x + y = 4.

Temos:
X+y=4=y=4—x
Substituindo o valor de y em f(x, y), obtemos uma fung¢do apenas da variével x:
fO) =x*+ (4 -x?=2x2-8x+ 16.

Os possiveis pontos de maximo ou de minimo sdo obtidos igualando-se a zero a deriva-
da f'(x). Assim:

f(X)=4x-8=0=x=2.

Como f"(x) = 4 > 0, segue-se que x = 2 é um ponto de minimo.
Para obtermos o valor de y, basta substituirmos x por 2 na equacdo da restrigio:

24y=4=y=2,

Portanto, a fungdo f(x, y) = x> + y, sujeita a restrigio x + y = 4, tem um ponto de minimo
que é (2, 2).

Método dos Multiplicadores de Lagrange

A idéia intuitiva do método baseia-se no seguinte: suponhamos que a func¢do f, sujeita a

restri¢ao @(x, y) = 0, tenha um ponto de méximo e que o grifico da restri¢cdo seja a curva da
Figura 11.24.

Figura 11.24: Grdfico de ®(x, y) = 0.
i

olx, y)=0

Suponhamos também que as curvas de nivel de f tenham a forma das curvas da Figura
11.25.
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Figura 11.25: Curvas de nivel da funcéo f.

4

E intuitivo admitirmos que, no ponto de maximo de f, sujeita a restri¢do P(x, y) =0,
uma curva de nivel de f e ®(x, y) = 0 admitam uma tangente em comum (Figura
11.26).

Figura 11.26: Uma curva de nivel de f e a restriciio admi-
tem uma tangente em comum.

fix,y)=c

Assim,
S 0P AL
_Ox __ Ox_ D~ a_)’:ﬂ:,{
oS 0P o o
dy dy dy ox

ou seja, deve existir um nimero A tal que

9 _,of 0P _, o
dy dy ox ox

O nimero A é chamado de multiplicador de Lagrange. Essas idéias intuitivas podem ser
formalmente demonstradas no seguinte teorema:
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Teorenia 11.3
Seja f uma fungio com duas varidveis e ®(x, y) = 0 uma restrigdo. Se f&x, y)e ®(x,y)
admitirem derivadas parciais continuas e (xg, yo) for um ponto de maximo (ou de
minimo) de f, interior ao dominio, condicionado  restrigio ®(x, y) = 0 e, ainda, se

%:— (%0, ¥0) # 0 ou %ji (x0, ¥o) # 0, entdo existe um nimero A tal que
o _ ) 9P of _ ) 90
ax (X(), yO) = 2’ ax (an yO) € ay (Xo, }’0) = A’ ay (xO, yﬂ)-

Demonstracio
Suponhamos que —aa%(xo, yo) # 0 (o caso %—Q;—(xo, Yoy # 0 é anélogo).

Pelo teorema da fungéo implicita, ®(x, y) = 0 define uma fungo y = g(x) tal que
oD
(11.8)

Por outro lado, a fungdo F(x) = f(x, g(x)) tem um ponto interior de maximo ou de mini-

mo, x,, €, portanto, F'(x,) = 0. Mas
o= LY dy
F(x)—ax 1+ay i
Portanto
.
Pl =2, 50 + % (x0r Yo) - 8'(x0) = 0. (11.9)
Substituindo (11.8) em (11.9), vem
(11.10)

oD (0, Y0)
~ (X0, Yo
ox -0,

Jd

L/ (X0, Yo) — ¥ (X0, yo) -

ox dy oD

Ty (X0, ¥0)

(11.11)

¢, chamando
= (X0, Yo)

dD
_ Ox
=%
dy

(XO’ yO)’
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segue-se de (11.10) que

%{; (X0, Yo)
A= (11.12)

5
a_‘); (xO’ yO)
De (11.11) e (11.12) concluimos que

9 0P ) od

5{; (x0, yo) = A+ v (X0, yo) a—j; (x0, yo) = A - B (X0, Yo)-
O método dos multiplicadores de Lagrange baseia-se neste teorema, ou seja, se (xp, y)

for um ponto de méximo ou de minimo de f condicionado a restrigio ®(x, y) = 0, entfo
(xo, yo) deve ser solug@o do sistema de equagdes:

o _, 0P
E"l ox’
o _, 0
a—y—ﬂ. e (11.13)
D(x, y)=0.

Observacoes

¢ Resolvendo-se o sistema de equagdes dado em (11.13), obteremos solugdes que serdo
possiveis pontos de maximo ou de minimo. Com o auxilio das curvas de nivel da fungio
/. em geral podemos saber se tal solu¢do é um ponto de maximo ou de minimo.

* O teorema ndo se aplica se aa% (xg, Yo) = %i—) (%0, Yo) = 0.

* O teorema s6 se aplica a pontos interiores do dominio. Os pontos de fronteira devem ser
analisados diretamente pelas curvas de nivel.

* Freqiientemente, o sistema de equagdes em (11.13) aparece na forma

oF _

ar

oF _

g =0, (11.14)
OF _

"a—a"‘ -—0,

em que F(x,y, 1) = f(x,y) — A - D(x, y).

Deixaremos a cargo do leitor a verificagdo da equivaléncia dos dois sistemas de
equagoes.




r

W CAPITULO 11 — MAXIMOS E

determinarmos os pontos de m4
Lagrange, devemos proceder com

Exemplo 11,15, Seja f(x, y) = x2
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+ y? uma fungdo sujeita a restricdo x + y — 4 = 0. Para
Ximo ou minimo pelo método dos multiplicadores de
0 segue:

F(x, y, l)=x2+y2—l(x+y—4)

OF _

ox X - A=0 (11.15)
‘3—’;=0 = 12y-1=0 (11.16)
3F xX+y—-4=0. (11.17)
Fr el

De (11.15) temosx:%; de (11.16) temos y = %

Substituindo esses valores em (11.17), obtemos

A A _ _
?+7—4—0:)«—4.

Substituindo esse valor em (11.15) e (11.16), obtemos x = 2 e y=2.
Portanto (2, 2) € um possivel ponto de mdximo ou de minimo, pois aa% (2,2)=1#0.

As curvas de nivel ¢ de f sdo circunferéncias concéntricas com centro na origem e raios

Ve (parac > 0), e a restricdo ®(x, y) = x + y~4 = 0 é uma reta (Figura 11.27).

Figura 11,27: Curvas de nivel de f(a) e restricéio (b), do Exemplo 11.15.

\\
R
(b)

Logo, o ponto (2, 2) é um ponto de minimo de £, sujeito 2 restri¢do dada (pois o ponto de

34

723

X

tangéncia é o ponto da curva de menor nivel que intercepta a restri¢io) (Figura 11.28).

Figura 11.28: Ponto de minimo de f do Exemplo 11.15.
Na

(2,2)
e
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33. Ache o ponto de méximo ou de minimo da cada funcdo a seguir, usando o método da
substituicGo e o dos multiplicadores de Lagrange:

a) f,y)=x+y% sujeita ax+2y =6
b) flx,y)=x*+y%, sujeita a x + 3y = 12
¢) flx,)=x>+2y% sujeitaax-y=1
d) f(x,y)=x*-y%, sujeita ax—y=1
e) flx,y)=x*-y, sujeita ax—y=0

34. Ache o ponto de maximo ou de minimo de cada funcdo a seguir, usondo o método que
iulgar conveniente:

a) fx, V=x+y, sujeita a X2 +3y>~1=0

b) flx,y)=x-y, sujeita a x> +y?-2=0

c) fl,y)y=2x-y, sujeitaax2+3y2-2x-1=0
d) fGx,y)=x+2y, sujeita a x2+3y2 -2y -3=0
e) flx,y)=x+3y, sujeita a xy =1

i fey)=x-y, sujeita axy =2

g) fx,y)=x2+y*—xy, sujeita a2x+ 4y —12=0

2y
h) f(X,y)=?+T, sujeita ax+y=35

i) fey)=x+y, sujeita a 232+ y> -1 =0

35. Seja P =2x%3y%% yma funcdo de producéio com dois insumos de quantidades x e y. Se
os precos unitdrios dos insumos forem $ 1,00 e $ 2,00, qual a combinacdo de insumos
gue maximiza a producdo se a firma quer arcar com um custo de $ 15,002

36. No exercicio anterior, mostre que, no ponto de mdéximo, a razdo entre as produtivida-
des marginais dos insumos é igual a razdo entre seus pregos.

37. Seja P =2x%%y% yma funcdo de producdo com dois insumos de quantidades x e y. Se
os precos unitdrios dos insumos forem $ 1,00 e $ 2,00, quais as quantidades dos
insumos que minimizam o custo, sabendo-se que a firma deseja operar no nivel de
producdo P = 502

38. Seja Ulx,, x) = x, - x5 a fungao utilidade de um consumidor, em que x; e x, sGo as
quantidades consumidas de dois bens. Se os precos unitdrios desses bens forem $ 1,00
e $ 2,00 e o consumidor estiver disposto a gastar $ 20,00 no consumo desses bens,
quais as quantidades x; e x, que maximizam sua utilidade?

39. O comportamento de um consumidor é tal que sua funcdo utilidade em relag@o a dois
produtos A e B & U(qy, g2) = 41 - 45, 8m que q; e g, sdo as quantidades consumidas de
A e B respectivamente. O preco unitdrio de A é $ 5,00, e o de B ¢ $ 8,00. Sabendo-se
que o consumidor deseja gastar $ 120,00 no consumo desses bens, quais os valores de
g, € g» que maximizam sua utilidade?
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40. Resolva o exercicio anterior considerando a funcao utilidade Ulqy, ¢2) = Vq; - 4o,
precos unitérios de A e B iguais a $2,00 e $ 4,00 e renda disponivel para consumo igual
a $50,00.

41. Considere a fungdo utilidade de um consumidor U(x, y) = xy, em que x e y sGo as quan-
tidades consumidas de dois bens. Se a linha de restricGo orgamentéria for 4x + y = 20:
a) Quais os valores de x e y que maximizam a utilidade?
b) Mostre que no ponto encontrado acima a razdo entre as utilidades marginais é
UX pX

igual & razdo entre os precos (isfo é, T = I emquep,=4ep,= 1).
y ¥

42. Um consumidor fem uma funcdo utilidade dada por Ux, y)=Inx+31ny, em que x e y
sdo as quantidades consumidas de dois produtos A e B. Obtenha os valores de x e y -

que maximizam sua utilidade, sabendo-se que a linha de restricdo orcamentaria ¢
x+2y=10.

43. Um consumidor consome péssegos e magds, sendo sua funcdo utilidades U(x, y) = xy?,
em que x é a quantidade de péssegos e y, a de magas consumidas. O preco unitario do
péssego € $ 0,80 e o da magd é $ 1,00. Se o consumidor pretende gastar $ 6,00, quais
as quantidades x e y que maximizam sua utilidade?

44. Uma empresa produz apenas dois produtos A e B e sua producdo é totalmente vendida
a $ 80,00 cada unidade de A e $ 60,00 cada unidade de B. A empresa opera segundo
uma curva de transformacéo do produto, dada por x* + ¥ = 2.500, em que x e y
indicam as quantidades produzidas de A e B respectivamente.

a) Quais as quantidades x e y que maximizam a receita?
b) Qual o valor dessa receita méxima?

45. Decomponha um nimero positivo k, na soma de dois nGmeros tais que a soma de seus
quadrados seja minima.

46. Determine dois nUmeros n&o negativos, de soma igual a m, de modo que tenham
produto méximo.



Capitulo 12

Funcoes de Trés ou
Mais Varidveis

12.1 Intro&ug&o

As idéias e propriedades estudadas nos capitulos anteriores, em geral, permanecem validas
se tivermos fungdes de trés ou mais varidveis. As demonstragdes dos teoremas também séo
andlogas.

Seja D um subconjunto do R". Chamamos de fungdo de D em R toda relagdo que associa
a cada elemento (x;, x,, X3, ..., X,) pertencente a D um tnico niimero real, indicado por
f(x1, X2, X3, ..., X,). O conjunto D é chamado de dominio da fungdo e f(x;, x5, X3, ..., X,) €
chamado de valor ou imagem da fungio.

lixemplo 12.1. SejaD = R* e f(x, y, 2, ) = x> + y> + 2% + 12, A fungio f associa a cada
quadrupla ordenada de nimeros reais a soma de seus quadrados. Assim,
f(1,2,3,4)=12+22+32+42=30
f(=1,-1,2,0) = (-1)? + (1) + 22 + 0> = 6.

fovemiplo 12,2, Sejam x,, x, e x3 as quantidades fabricadas de trés produtos e C(x;, x, x3) 0
custo de fabricaco dessas quantidades. Suponhamos que

C(xy, x93, X3) = 100 + 2x; + 2x5 + 3 x3.

Se a empresa fabricar, por exemplo, trés unidades do primeiro produto, uma do segundo
e quatro do terceiro, o custo sera:

C(3,1,4)=100+6 + 2 + 12 = 120.

Observacio

Quando nio for especificado o dominio de uma fung@o, convenciona-se que 0 mesmo ¢
o mais amplo subconjunto de R", de forma que as imagens da fun¢io sejam niimeros reais.

Assim, por exemplo, dada a funcdo f(x, y, z) = 5 » convenciona-se que seu

X +yr-z
dominio é o conjunto D = {(x, y, z) € R*|x? + y* — 22 # 0}.
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2, .2
1. Considere a funcéo f(x, y, z) = % , cujo dominio é D = {(x,y,2) € R*|z > 1}.
Calcule:
a) f(1,1,2) e) f(1,2,3) + f(-1,0,2)
f0,0,2)
b) £(0,0, 3) f) A11.2)
f(1,1,3)
o fc1,-3,2) 9) f1,-1,2) + f(-1, 1, 3)
d) f(a, a, a)
2. Dada a fungdo f(x, y, 2) = 2x + 3y + 22, calcule:
a) fx+Ax,y,2) ¢} flx,y, 72+ A2)
b) flx,y+ Ay, 2) d) f(x+Ax,y+ Ay, 2+ Az)
3. Ache o dominio das funcées:
_XtYy
o) flx,y.9) = =3

b) flx,y,2)=Vx2+y+ 22
o f,y,)=Vx+y—z
d) ft,y,z,t)=log(x—y+z—1)

4. Represente graficamente os pontos (x, ¥, 2) para os quais f(x, y, z) = 2, sendo a funcédo
dada por f(x, y,2) =8 —x—y~2z.

12.2 Limite e Continuidade

Intuitivamente, o limite de f(x;, x,, ..., x,) quando (x;, Xp, ..., Xp) tende a (x1,5 X200 03 Xny)
¢o mimero L (se existir) do qual se aproxima f(x;, x, ..., X,) quando (xy, x,, ..., X,,) S€ aproxi-
ma de (x1, X +++» Xy ), SEM S€ tornar igual a (x1,5 X200 -+ Xng)-

Indicamos da seguinte forma: '

lim )f(x], X3y oeos Xp) = L.

(xps X, oy X)) — (X1 Xags -0 Xy

Caso L sejaigual a f(xlo, X -+ Xy, ), dizemos que a fungdo f ¢ continuaem (1, X200 -3 Xnp);
(so contrdrio, dizemos que f € descontinua naquele ponto.

Os teoremas 1 e 2 do Capitulo 10 vistos para continuidade de funcdes de duas varidveis
se estendem para fungdes de trés ou mais varidveis. Assim, por exemplo, sdo continuas em
todos os pontos do dominio as seguintes fungoes:

(@ flx,y.2)=x>+y*-3z;

(b) flx,y, )= ZX¥ 3V,

y-4z
© f,y,z,=In(x+y—-z-1);
d) f(x,y, 2. ) =€ *Y + 77!,
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5. Dada a fungao f(x, y, z) = 2x + 3y + 4z, obtenha lim f(x, y, 2) e verifique se ela
é continua em (0, 2, 3). BEH0E D

6. Dada a funcéo

x+y+3z,se(x,y, 0%, 1,1)

f(x, Yy, Z)= {6, se (x’ y, Z)= (1, 1, 1)

verifique se ela é continua no ponto (1, 1, 1).

7. Dada a funcéo

1
. Fey.2) = m,se (x,y,2) #(0,0,0)

0,se(x,¥,2=(0,0,0)

verifique se ela é continua no ponto (0, 0, 0).

12.3 Derivadas Parciais

Seja f uma fungdo definida num subconjunto D do R". A func@o derivada parcial de f
em relagdo a x; (ou simplesmente derivada de f em relagdo a x;) € a derivada de f em relagio
a x;, admitindo todas as outras varidveis como constantes. Indicamos a derivada parcial de

f emrelag@o a x; por f,, ou of

ax,- ’

Exemplo 12.3. Se f(x, v, 2) = x% + y° + 7%, entdo

fi=2x+72%
f=3
f.=2xz.

»

Exemplo 12.4. Se f(x, v, z, 1) = In(2x + 3y — 2% + %), entdo

fe= 2x+3y2—22+t2’
f= 2x+3y3—zz+t2’
f= 5y 3;2—Zzz+t2’
1 2t

T 432+
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8. Calcule as derivadas parciais f,, f, e f, para as seguintes fungdes:
a) fx,y,2)=3x+5y—6z e) flx,y,7) = 2x03)03,04
b) f(x’yaz)=2xy+2xz+3yz f) f(x,y’z)=el‘2+y2+zz
¢) flx,y,2)=x% 4y 4 2x7025 g) f&x,y,2) = (x+ 2y + 32)3
d) f(x’YvZ)=;ci; h) fix,y,2)=Vxyz

9. Calcule as derivadas parciais f,, f,, f. e f, para as seguintes funcaes:
a) f(x,y,z,t)=2xy -3zt
b) f&x,y,2, 0 = (x+yz—n?
¢ fx,y,z.0D=InQx*+y - z)

10. Considere a fungdo f(x, v, z) = 3x + 4y + 5z. Calcule x - a—f+ y- o +27- a—f
ox dy dz

11. Considere a funcdo de producdo P = 2x0-2y03705,

" ingis 9P 9P  oP
a) Calcule as produtividades marginais T B €5
b) Mostre que x - g, oP A =P.

ax Y ey Y %

12. Dada a fungdo custo de produgdo de quatro bens de quantidades x;, x,, x5 € x4,

C=2xl+x2+x3+3x4+ 100

. .. dC
determine os custos marginais =—.

a.x i

12.4 Funcoes Diferenciaveis — Diferencial de uma Fungéio

‘Seja f uma fungio definida num subconjunto do R”, e seja (X1 X2, -+ -5 Xp,) UM pONtO
de seu dominio. Seja Af a variagdo sofrida por f(x,, x,, ..., x,) ao passarmos do ponto
(F1gp X205 -2 Xp,) para o ponto (x1, + Axy g, X, + Axy, ooy Xpy + AX, ).

Dizemos que f € diferencidvel no ponto (X1 X5 ---5 X)) S€ Af puder ser escrita na
forma

n a n
ar=t & (0 Ty ) A+ S B A A,

em que as fungdes A; tém todas limites iguais a zero, quando (Axy, Axy, .y Ax,,) tende a
0,0, ...,0).
Caso f seja diferencidvel, a diferencial de f € indicada por df e vale

LA
df: Ela_xfz (xlo’ x20’ e x"o) ’ Ax-io'
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Prova-se, de maneira andloga a vista para fun¢des de duas varidveis, que f serd |

diferencidvel se suas derivadas parciais forem continuas.

sxemplo 12.5. A fungdo f(x, y, z) = x2 + y* + 72 é diferencidvel em todos os pontos do R,
pois

of of of ~ .
= =2x, = = - = t :
e 2x 3 2y e P 2z sdo continuas
A diferencial de f vale
df=2x-Ax+2y-Ay+2z- Az

13. Calcule a diferencial de cada fungéo abaixo num ponto genérico.
a) flx,y,2)=2x+3y+4z
b) fx,y,z,)=x2-y2 4+ 22— 12
o) fx,v,z,0= Xy + 2+

14. Seja C a tungdo custo de produgéo de trés bens de quantidades x, yez

C=10+2x+y+z+xy

a) Calcule a diferencial do custo no ponto x=y =10 e z =20, para Ax=Ay=Az=0,1.

b) Calcule a diferencial do custo num ponto genérico (x, v, 2) para Ax=Ay=0,1¢
Az=0,05.

¢) Calcule a diferencial do custo num ponto genérico (x, y, z) para Ax = Ay = Az=h.

15. Seja f(x, y, z) = ax + by + cz + d. Mostre que a diferencial de f & igual a Af, quaisquer que
sejam os valores de Ax, Ay e Az.

12.5 Fungdo Composta — Regra da Cadeia

Seja f uma fungdo definida num subconjunto do R”, diferencidvel num ponto
(x,o, c o TR xno) do seu dominio. Sejam as fungdes dadas por x,(f), X5(1), ..., x,(t) diferencidveis
em ¢y, de modo que:

x1(tp) = X1, X (fg) = Xagp wees Xn (tg) = Xny:

Entéo a fungio F, composta de f com x,, x,, ..., x,, dada por F(t) = f(x;(8), xy(0), ...,
x,(1)) é tal que
dF n a dx,'
7 (tO) = Z a_f: (xlo, x20, ey x,,o) Zt—- (to).

i=1
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Exemplo 12.6. Sejam f(x, y, z) = 2x + 3y + 4z, x(t) = 21, y(t) = 3t - 2 e z(¢) = t — 4.
A fung¢do compostade f comx, ye z €

FOy=2-20+3-GBt-2)+4-(t—-4)=17t-22.

(a) Calculo de % diretamente:

dF
— =17.
dt

(b) Célculo de Z—f pela regra da cadeia:
of o . of
=2; = =4
ox dy oz

dx _, dy _, dz _
& ra syt

Portanto

%:2-(2)+3-(3)+4-(1)=17-

16. Obtenha a derivada ‘Z—Ij, sendo F a composta de f com x, y e z nos casos abaixo:

o) flx,y,2)=3x+4y-6z,x()=2t,yO) =1 e z()=1-1
b) flr,y,2)=x+2y+ 725, x(t)=sent, y(t)=cost, e z(t) =7
o) fx,y, )=+ x() =P, (t)—t3 e z(z):t_z

d) flx,y,2) =x% + yz, x(t)= — ()= t2’ e z(t) = 13

12.6 Fungoes Definidas Implicitamente

O teorema das fungdes implicitas e a derivada de fungdes definidas implicitamente, vistos
para fungdes de duas varidveis, também se estendem de modo andlogo para fungdes de n
varidveis; assim, seja

X=h(X, X0, oy Xi s Xjp 1y oees Xp)

uma fun¢do definida implicitamente pela equagdo f(x;, x,, ..., x,) = 0.
Entdo

of
ot B i 3 =1,2,..., _1 s 15“"
ax,- af ’ ‘ R D !

aX i
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Exemplo 12.7. Seja z = h(x, z) definida implicitamente pela equagdo x? + y2 — 7 = 0.

(a) Calculo de 9z e 9z diretamente.
dx dy
Temos
z=x2+y
0z 0z
= = == =2y.
ox P& dy y
(b) Célculo de 3—i e %;7 pela férmula da derivada das fungdes definidas implicitamente.
Temos
[y, )=x+y*—z
I
Oz __ ox _ 2x _
ox o -1 e
0z
o
0z dy 2y
i — R 2 2
dy  of I
dz

17. Caleule g—i e g—; sendo z a fungao definida implicitamente por 2x* — 4y? — 6z = 0.

0z

18. Calcule 3 © g—i sendo z a fungdo definida implicitamente por x2 + y2 + 22 -3 = 0.

12.7 Fun¢oes Homogéneas — Teorema de Euler

Seja f uma funcdo de n varidveis x 3 X9y cvey Xy Dizemos que f € homogénea de raum
ERL n
S€, para toda constante positiva A‘, tivermos

SAxy, Axy, ooy Ax,) = A™ - f(x1, X, -0y Xy).
Exemplo 12.8. A fungdo dada por f(x, y, z) = x* + xy — 3yz é homogénea de grau 2, pois

fAx, Ay, A2) = (Ax)? + (Ax)(Ay) - 3(Ay)(Az) = B2 + xy - 3y2) = R f(x, y, 2).
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O Teorema de Euler, visto para fun¢des homogéneas de duas varidveis, se estende para
fungdes homogéneas de n varidveis. Isto é, se f é homogénea de grau m, entio:

m-fx;, x, .. ,,):xl._g%”z, g—i;”"'”n' %

-m

19. Para as fungdes a seguir, indique as homogéneas e o respectivo grau de homogeneidade:
o) flx,y, D) =22+ + 22
b) fx,y,z,)=X2+y - -1z
c) flx,y,2)=2x%+3y*+ 67
d) flxy, x, X3) = 2x125 + 3x103 + 4xpx

20. Dada a fungdo de produgdo P = 10x02y04704.
a) mostre que tal fungdo é homogénea de grau 1;

oP oP oP
b) mosfrequeP—x-§+y-a—y-+z- p

12.8 Derivadas Parciais de Segunda Ordem

Seja fuma fung¢do de n varidveis x;, x,, X3, ..., X,, € sejam Sy Jop Jgp oo fx, suas deri-
vadas parciais. Se calcularmos as derivadas parciais de Jep Sy Fagp -5 fx,» obteremos as
derivadas parciais de segunda ordem de f.

Indicaremos por fx,-xj a derivada de /., em relagdo a x;.

Exemplo 12.9. Sendo f(x, y, z) = x* + 4y% — 3yz, temos:

fe=2x, fy=8y-3z, fo=-3y,
fa=2, fix=0, Ju=0,
fo=0, fw=38, foy=-3,
=0, fyz=_39 fz=0.

21. Calcule todas as derivadas parciais de segunda ordem da funcéo f(x, y, z) = xy + xz + yz.

22. Dada a fungdo f(xy, xp, X3, X4) = X X0X3 + X | XX 4 + X X3X4 + XpX3Xy, calcule f; ., e Fryty

. 2. 2,2 2
23. Dada a fungao f(xy, xa, X3, x4) = XT + X3 + X3 + X + X XoX3%4, calcule Jopxp Foyxp frpny ©

Fexg
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12.9 Maximos e Minimos

As idéias de méximo e minimo para fun¢des de n varidveis sdo semelhantes is que
foram vistas para fun¢des de duas varidveis.

Seja fuma fungdo das varidveis x,, x,, x3, ..., x,. Dizemos que o ponto Py(x;, Ky 0oy
X,,) do dominio € o ponto de maximo relativo de f (ou simplesmente ponto de maximo) se
existir uma bola aberta de centro em P e raio , tal que, para todo ponto P(xy, x, ..., x,) do
dominio situado no interior dessa bola, tivermos:

f(xl, X2y oney x,,) Sf(xlo, xzo, = oy x,,o).

Ao nimero f(xlo, X243 > Xp,) damos 0 nome de valor méximo de f.

Analogamente, dizemos que o ponto Fo(xyp, X35 - X,,) do dominio € ponto de minimo
relativo de f (ou simplesmente ponto de minimo) se existir uma bola aberta de centro em Py
e raio r, tal que, para todo ponto P(x,, x,, ..., x,) do dominio situado no interior dessa bola,
tivermos:

JGL X o x) = (X, X0, ey X, ).
0 (4] 0

Ao nimero Slxy,, X2 - -» Xn,) damos o0 nome de valor minimo de f.

Seja f uma fungdo das variaveis x;, x,, xs, ..., x,. Dizemos que o ponto Po(x;, Ky +von
X,,) do dominio € ponto de maximo global de f se, para todo ponto P(x, x,, ..., x,) do
dominio, tivermos:

SO o ) < flxy 2, s Xng)-
Analogamente, dizemos que o ponto Polxy,, X35 ---» Xny) do dominio € ponto de minimo
global de f se, para todo ponto P(x,, x5, ..., x,,) do dominio, tivermos:
SO X0 s x) = flxy ) x5 s Xng)-
Teoremas semelhantes aos vistos em fungdes a duas varidveis se verificam no caso de n
varidveis.
feoroma 12,1
Seja f uma fungéo das varidveis xy, x,, x3, ..., X, € seja Po(x1, X5 - X,,) um ponto

interior ao dominio. Se P, for um ponto de maximo, ou de minimo, e se existirem as
derivadas parciais f , f., ---» f.,» entdo

j;'_(xlo, X3 ‘..,x,,o) =0, i=1,2,..., n.

Teoromu 12.2

Seja f uma fungéo de n varidveis x,, x,, x3, ..., x,, continua, com derivadas parciais
continuas até segunda ordem. Seja Po(xlo, Xogs s x,,o) um ponto do dominio tal que
fo(P))=0parai=1,2,...,n :
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Seja o determinante

For®0) ForP) o fun (PO

HPy) = forB0)  fomPo) oo [ (Po)

ForP) fonPO) e fon (Po)

chamado Hessiano de f no ponto P,. Sejam ainda os deterrmnantes
Ag=1,

1 = l f:tlxl(PO) |9
A, = f;clxl(PO) f;cle(PO)
27| forPo)  foPO) |
fxlxl(PO) f;clxz(PO) f;clxa(PO)
A3 = f;cle(PO) f.‘x2x2(P0) f,“czx3(PO) s
FurPO foulPD)  Fn(Po)

.................................................................................

fxlxl(PO) f:lez(PO) wonn j:tlxn(PO)
A, = Jox(Po)  fox(Po) den S, (Po) — H(Py)
fnPO Foo®D o i Po|

Entio:

* SeAg, A, Ay, ..., A, forem todos positivos, entdo Py € ponto de minimo de f.
* Se Ay, Ay, Ay, ..., A, forem alternadamente positivos e negativos, entdo P é ponto
de maximo de f

Exemplo 12.10. Sejaa fungdo f(x, y, 2) = x> + y2 + 2. Os pontos criticos de f sdo as solugdes
do sistema

fi=2x=0 x=0
fH=2y= 0 =1 y=0=(0, 0, 0) € o tinico ponto critico.
f=2z= z=0

fxx = 2’ fxy = O’ f:\‘z = O’
S =0, =2, f2=0,
fx=0,  f=0, f,=2,

temos,

H(0,0,0) =

o on

oo

SR
Il
20




Ao=1,

A =[2] =2,

efy s
2 0 0

A;=|0 2 0|=8.
0o 0 2

Assim, o ponto (0, 0, 0) € ponto de minimo de f.
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Exemplo 12.11. Seja a fung@o f(x, y, ) = —x* — y? — 22 + 4y + 2z — 5. Os pontos criticos de
I

sdo as solucdes do sistema

f;{:—zx-_—o X=0

fi=2y+4=0=14y=2=(0, 2, 1) € o tinico ponto critico.

fz=_2Z+2=O Z=1

Sendo
S =2, fxy=0’ f;(z=0’
Su=0, fw=-2 fz=0,
f2x=0’ f‘zy=09 fzz=—2,
obtemos
-2 0 0
H@O,2,H)=| 0 -2 0|=-8,
0 0 =2
Ap=1,
A=l-2l=2
-2 0
A it —
2 ‘ 0 _2‘ 4,
-2 0 0
A3=| 0 -2 0|=-8.
0 0 =2
Logo, o ponto (0, 2, 1) € ponto de maximo de f.

24. Ache os possiveis pontos de mdximo ou de minimo das funcdes abaixo:

a) f,y,0=-x2—y2-22+ 10

b) f,y,2)==x> -y -2 +4x+2y+6z- 10
¢ f,y,2)=-x2-2 -2+ xy—xz7-yz

d) f,y,2)=x*+yY?+22+y—z+xy+6

e) f,y, 2. ) =x>+y* + 22+ 12+ 200




