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PREFACIO

O presente texto, preparado para servir de referéncia
ao curso ministrado pelo autor no 132 Coldquio Brasileiro de Mate
matica, esta dirigido ao leitor com algum conhecimento basico de
Equagles Diferenciais. Por isso no Capitulo I nos limitamos a re
lembrar os fundamentos da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferen
ciais, dentro da qual podem considerar-se inseridos os assuntos

agqui desenvolvidos.

Fizemos algum esfor¢o para minimizar a intersecao deste
texto com outros de reputagaoc ja estabelecida. Referimo-nos prin
cipalmente a "Teoria Geométrica das Equagdes Diferenciais" por M.
Peixoto e a "Introdugao aos Sistemas Dinamicos" por J. Palis e W.

Melo.

Nosso texto, pelo fatoc de gque nos restringimos ao pla-
no, é provavelmente mais elementar. Conseguimos entretanto foca-
lizar temas de cunho classico tais como os ciclos limites e as bi
furcagoes, mas cuja relevancia atual, no contexto de pesquisa e

das aplicacgoes, € indiscutivel.

Outro assunto abordado neste texto ¢ o da estabilidade
estrutural, peca fundamental da Teoria e do gual, em contraste
com os temas anteriores, pode-se dizer gque, no caso do plano, a~
tingiu seu estagio definitivo. Escolhemos a versao de M.Peixoto
e M.C. Peixoto que tem a virtude de ser a pioneira, no ambito das

=

Equagoes Diferenciais, na sintese harmoniosa da estabilidade es-
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trutural e das propriedades genéricas.

Agradecemos a ajuda prestada por Roberto Paterlini, da
U.F.S.C., na preparagao do texto e na discussao de aspectos mate-—

maticos e de apresentagao do mesmo.

Somos gratos também pela colaboragao prestada por Rodri
go Bamén, Rafael lLabarca, Moacir Lima e Walterson Ferreira, na
revisdo de versdes preliminares do texto.

Finalmente, registramos nosso reconhecimento a Lais Ven

tura Santos por sua eficiéncia no trabalho de datilografia.

Rio, 30 de maio de 1981.
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INTRODUCAO

0 estudo global das curvas definidas por equagdes dife-~
renciais inicia-se com a memdria de H. Poincaré "Sur les courbes
définies par une équation differéntielle", publicada em 1881l. I-
naugurou-se com este trabalho uma linha de pensamento e de contri
buicoes conhecida como Teoria Qualitativa das Equacoes Diferen-~
ciais. Apos 100 anos de existéncia enriqueceu com novos proble-

mas e gerou varias ramificacdes de importancia atual inegavel.

Como introdugao ao estudo da Teoria Qualitativa,aborda-
remos neste curso os trés assuntos seguintes: ciclos limites, es

tabilidade estrutural e bifurcacgoes.

0 Capitulo I ¢é dedicado a relembrar os fundamentos da
Teoria Qualitativa, incluindo o Tecrema de Poincare-Bendixson,que
descreve o comportamento assintotico das solugOes de sistemas de

equacgoes da forma

(1) xt = B(x,y)

alx,v)

It

y'

Relembram-se também a estrutura local das solugdes vi-
zinhas de um ponto singular hiperbdlico (foco, nd, sela) e genera

lidades sobre os ciclos limites.

Un ciclo limite é uma solugdo ou trajetdéria periddica
de (1) que é isolada, e para a qual todas as trajetdrias sufici-

entemente proximas tendem, espiralando, para tempo crescente ou



decrescente.

Poincaré dedicou uma atengdo especial na memoria acima
citada, ao problema da localizagao e determinagao do numero dos
ciclos limites de equagdes (1), no caso em que P e Q sgo poli
nomios. O proprio Teorema de Poincaré-Bendixson e a analise lo-
cal dos pontos singulares hiperbdlicos, aparecem no seu <trabalho
como pecgas fundamentais que conduzem ac seguinte Teorema de Fini-
tude: "no caso geral" os sistemas polinomiais do tipo (1) possuem
um numero finito de ciclos limites. O termo "caso geral na obra
de Poincaré tem o sentido do termo "genérico", mais usado atual-
mente para indicar que uma peguena perturbacao nos coeficientes de
uma equagao do tipo (1), que nac satisfaz a conclusao do Teorema,

"caso excepcional”, a leva ao "caso geral".

0 Capitulo II deste texto é dedicado a demonstragao de
uma versao mais precisa do Teorema de Finitude dos ciclos limites
de Poincaré. A hipdtese de Poincaré elimina a presenca de ciclos
singulares, também chamados de graficos, que sao conjuntos forma-
dos por pontos singulares do tipo sela conectados por trajetérias
(separatrizes). A versao dada no texto implica que os casos exce
pcionais, i.e. os campos com ciclos singulares ou graficos, es-
tao contidos na unido enumeravel de variedades analiticas magras,

de modo que formam um conjunto de medida nula.

Numa outra verszo desenvolvida neste texto admite-se um
tipo de ciclo singular chamado simples, o qual é estudado para es
te fim. A virtude desta versdao € que a validade ou niao de suas hi

poteses pode ser verificada por operacdes algébricas, a partir
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das funcoes polinomiais P e Q, enquanto a auséncia de ciclos
singulares, na hipétese de Poincaré, envolve operagoes estritamen

te analiticas para sua verificagao.

A questao da finitude dos ciclos limites de sistemas po
linomiais no plano esta longe de alcangar seu desenvolvimento de-
finitivo. Mesmo o notavel trabalho de H. Dulac "Sur les cycles
limites" (1923) no qual ele formula a mesma conclusao de finitu-
de para sistemas (1) polinomiais (retirando, portanto, as hipdte-
ses de hiperbolicidade das singularidades e de auséncia dos grafi-
cos), nao pode, a nosso ver, ser considerado concluido. De fato,
ele apresenta uma lacuna em um ponto crucial da argumentacgao. Ano
temes entretanto que os métodos de Dulac se aplicam a sistemas

(1), onde (P,Q) ¢ analitico com pontos singulares isolados.

Por outro lado a gquestao proposta por D. Hilbert (1900)
relativa a limitagdo do numeroc dos ciclos limites em funcao do
grau g de P e Q - Problema 162 - estd totalmente em  aberto
mesmo para o0 caso g = 2. Sabe-se, entretanto, por um exemplo de
vido a Shi Song ling (1980) que esse numero € superior ou igual
a 4.

No Capitulo III abordaremos o estudo dos sistemas dife-
renciais (1), ou campos de vetores X = (P,Q), de classe C' ,

estruturalmente estaveis numa regiao plana M com fronteira sua-

ve QM.

Trata-se de caracterizar aqueles sistemas cujos retratos
de fase em M nao se alteram gqualitativamente por pequenas per-

turbagoes de suas componentes, as fungoes P e Q.
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Nao nos parece inutil enfatizar a mudanga de ponto ae
vista com respeito ao enfogque representado, por exemplo, pelos
trabalhos de Poincaré e de Dulac dos quais ja demos uma breve i-
déia. Neles o estudo global do retrato de fase baseia-se na
classe das fungoes P e Q que definem o sistema - polinomiais
para Poincaré, analiticas para Dulac. Procura-se no estudo da es
tabilidade estrutural conhecer os retratos de fase suficientemen-
te robustos para resistir, se bem que qualitativamente a pertur-

bagdes de classe C' das fungdes P e Q.

Nossa apresentacgao da estabilidade estrutural baseia-se
na versao devida a M.C. Peixoto e M.M. Peixoto (1959) a gqual re-
presenta uma extensao fundamental da formulacao pioneira devida a

A. Andronov e L. Pontrjagin (1937).

r
A compreensao do conjunto I dos sistemas estrutural-

mente estaveis, sua caracterizacdo em termos dos elementos essen-
ciais do sistema (singularidades, orbitas perioddicas e separatri-
zes), sua abertura e densidade no espago ir de todos os siste-
mas de classe Cr , GQue sao as conclusoes a que chegamos no Ca-
pitulo III, constitui o ponto de partida para o estudo das mudan-
cas estruturais (bifurcagdes) nos retratos de fase de familias
de sistemas

x' = P(x,y;\)

(1,)
yt = Q(X9Y; \)

que dependem de parametros. Pois estas mudancas,acontecem somente

para valores ko (chamados de bifurcagao) para as quais o sistema
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encontra o complementar X, = & - T , dos sistemas estrutural-
-

mente estaveis.

No Capfitulo IV inicia-se um estudo sistematico das bi-
furcacdes que podem apresentar-se em familias (lk) que dependem
de um parametro real X, definidos numa regiao compacta M do

plano.

Restringir-nos-emos ao caso das bifurcacgoes estrutural-
mente estaveis, ou seja aquelas cujas propriedades essenciais nao
se alteram por pequenas perturbacdes da famflia, isto é, das fun-

goes P(x,y,M), Q(x,y,>).

Chegaremos a caracterizar tais bifurcag¢oes em termos de
transversalidade de (1h) a uma subvariedade suave denotada E;,
de codimensao 1 de Ei , considerando (lx) como uma curva em
ir. Demonstraremos que as familias de sistemas (lx) que pPosS=—

suem somente bifurcagoes estaveis formam um conjunto aberto e den

SO.

A exposicao constitui uma adaptagao para o plano de re-
sultados obtidos pelo autor para variedades compactas. Estes re-
sultados constituem extensces substanciais do trabalho de Androrov
e Leontovich (1938), no qual estes autores soviéticos  inauguram
o estudo das bifurcagoes a partir de suas relagoes com a estabili
dade estrutural por perturbagoes pequenas em £l restringidas ao

5
espaco xl (estabilidade estrutural de primeira ordem).

Cabe entretanto, anotar que ha uma diferenga conceitu-
al importante, entre a versao dada neste texto e a de Andronov e

Leontovich. Engquanto esta ultima ao restingir-se as bifurcagoes
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derivadas do encontro da familia com os sistemas estruturalmente
estaveis de primeira ordem, ir, focaliza apenas as bifurcagoes
estaveis isoladas; a consideragao da parte EI‘ ja mencionada per
mite descrever também as bifurcagdes estaveis gque sao naturalmen-
te limites de outras bifurcacoes, permitindo assim caracterizar
todos as possiveis bifurcagles estaveis. Acreditamos ter escla-
recido satisfatoriamente no Capitulo IV a relacao conceitual en-

r‘ ~ ~ 2. .
tre 21 & Zf‘ e as bifurcacgoes estaveis.

0 estudo sistematico das bifurcagdes de equagoes dife-
renciais com varios parametros esta longe de atingir sua plenitu-
de mesmo no caso do plano. Para o caso de 2-parametros & possi-
vel continuar a linha de raciocinios usada no Capitulo IV. Apare

g *
cem entretanto numerosos casos essencialmente novos.

Sem pretender ser exaustivos, mencionamos no final de
cada Capitulo as referéncias bibliograficas originais relaciona-

das com os assuntos abordados no texto.

o A ser apresentado em "Bifurcations of Vector Fields depending on
two parameters", trabalho em fase atual de preparagao.
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o seguinte "Se f: A - RP & uma aplicaglo diferencidvel de clas
ss 6F , num aberto A © R™ , entdo, se k 2 n-p+l , o con-

Junto de valores criticos de f 1i.e.
K(f) = {y = £f(x); Df(x) nao é sobre}

tem medida de Lebesgue nula em RP".  Em [s,] encontra-se uma

prova deste teorema para o caso k = @
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