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cos’x = (cos’x)? - cos x

= (1 — sen’x)*cos x

(1 — 2sen’x + sen®x) cosx

cosx — 2sen’x cosx + sen’x cosx.

Portanto,

Jcoij dx = I(cos x — 2sen’x cosx + sen*x cosx)dx

Jcos xdx — stenzxcosxdx - Jsen"xcosx dx

2 . 1:
=senx — —sen’x + gsensx + C.

(ii) Jsen-* 260 do.
Usando o mesmo raciocinio do exemplo anterior, temos:
sen” 20 = sen” 26 « sen 20

= (1 — cos® 28) - sen 20

= sen 26 — cos’ 26 sen 26.

Portanto,

Jsen3 20 df = J(sen 26 — cos’ 26 sen 26)d0

Il

Jsen 20 df — Jcos"' 26 sen 20 do

1 1
= _E cos 26 + 68053 20 + C.

(iii) Jsen“x dx.
Neste exemplo 7 € um nimero par. Na preparagdo do integrando, usamos agora as identidades (2) e (3). Temos:

sen*x = (sen’x)?

B (1 = cos?.x)2
2

1
=—(1—-2cos 2x + cos’2x)

A

1 1+ 4
=Z(1—20052x+ﬂ)

3 1
g — =cos2x + gcosélx.

L
2
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Portanto,

3 1
szzen‘1 xdx = J(g ~ 5 cos 2x + % c054x> dx

3 1 1
=—x - - Ft— i
8.7: 4san 2x 0 sendx + C

Observamos que o raciocinio usado neste exemplo € vilido para as poténcias pares.

7.2.3 As integrais j sen™ u cos”" u du, onde m € n sdo inteiros positivos

Nestas integrais, a preparacdo do integrando dever ser feita visando 4 aplicagdo do método da substituicdo, da
mesma forma que foi feito em 7.2.1 e 7.2.2.

Quando pelo menos um dos expoentes € impar, usamos a identidade (1) e, quando os dois expoentes sdo pares,
usamos (2) e (3) e, eventualmente, também (1).

7.2.4 Exemplos Calcular as integrais:

(i) Jsensx - cos’ x dx.

Preparando o integrando, temos:

sen’x cos’x = (sen’x)” - sen x * cos’x
= (1 — cos’x)?-senx - cos’x
= (1 — 2cos’x + cos® x)sen xcos®x
= cos’x sen x — 2cos*x sen x + cos®x sen x.

Portanto,

Jsens xcos’x dx J(cuszx sen x — 2cos*xsen x + cos® x sen x)dx

= fcoszx sen x dx — 2‘(005“& sen xdx

- Jcos“ xsen x dx

= 5 2
= ——CO8 X + - CcOos

3 5

x — % cos' x + C.

(ii) Jsen2 xcos* x dx.
Preparando o integrando, temos:

sen” x cos’x = sen’x * (cos’ x)?

1 —cos2x _ (1 + (:0521)2
2) 2

= % (1 + cos2x — cos?2x — cos’ 2x)
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1 1+ 4
= [l + cos2x — %i — (1 — sen®2x) cost}
. . 1 cosdx + ls.f:n2 2xcos2x
16 16 8 '
Portanto,
Jsen2 xcos'x dx = J(—-l— _ L cosdx + 1 sen’ 2x cos Zx) dx
16 16 8
1 1 1
= Tl —625311 4x + Rsen32x + C.
(iii) Jsen“‘x cos'xy dx.
Quando m e n sdo iguais, também podemos usar a identidade
1
Sen Xcosx = ) sen 2.x. (4)
Temos:
1 4
sen’ xcos*x = (E sen Zx)
-1 (sen®2x)?
16
B L(l — cos4x)2
16 2
Y (1 — 2cos 4x + cos?4x)
64
1 1+ 8
= a(l — 2cosdx + %)
) : cosdx + : cos 8
=— - — - X:
128 32077128
Portanto,
[sen ‘xcos*xdx = J(i e cos 4x + A cosBx) dx
128 32 128
3 1 1
=y —— + 8x + C.
128x 1285611435 1004 sen 8x + C
7.2.5 As integrais th”udu e Jcotg"u du, onde n € inteiro positivo
Na preparagao do integrando, usamos as identidades
tg’u = sec’u — le (5)
cotg’u = cosec’u — 1. (6)

Os artificios sdo semelhantes aos usados nas secdes anteriores. Temos:
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tg"u = tg" 2u - tglu
= tg" u(sec’u — 1)
e
cotg"u = cotg" *u - cotg’u
n-2

= cotg u(cosec’u — 1).

7.2.6 Exemplos Calcular as integrais:
(i) ”tg338 6.

Preparando o integrando, temos:

tg’36 = tg 36 - tg?30

= tg 30(sec’30 — 1)

= tg 30 sec’ 30 — g 30.
Portanto,

th339 do = J(tg 36 sec’30 — tg 36)do
= ]—l 236 + llnlc:c:)s'MEil +C
6° 3 : '

(ii) Jcotg‘* 2x dx.
Preparando o integrando, temos:
cotg?2x = cotg?2x - cotg?2x
= cotg?2x (cosec?2x — 1)
= cotg?2x « cosec?2x — cotg?2x

= cotg?2x * cosec’2x — (cosec’2x — 1)

Il

cotg®2x - cosec’2x — cosec’2x + 1.

Portanto,

Jcotg‘* 2x dx = I(c:mg2 2x + cosec’2x — cosec’ 2x + 1)dx

1 1
—gcotg32x +5eotg2x +x + C.

7.2.7 As integrais Jsec"u du e J'cosec"u du onde n ¢ inteiro positivo

Estas integrais, para o caso de n ser um niimero par, sdo revolvidas utilizando as identidades (5) e (6). Temos:
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n—2

sec"x = (sec’x) ° -+ sec’x

=2

= (tg?x + 1) T - secix

n—1

cosec”x = (cosecx) ° - cosec’ x

= (cotg?x + 1) * - cosec’x.

Quando n for impar, devemos aplicar o método da integragdo por partes visto na Segao 6.5.
7.2.8 Exemplos Calcular as integrais:
(i) [c:ose:t:‘5 xdx.
Preparando o integrando, temos:
cosec® x = (cosec® x)? + cosec® x
= (cotg’x + 1)? - cosec’x
= (cotg*x + 2 cotg’x + 1)cosec’x
= cotg®* x cosec’ x + 2 cotg’ x cosec’x + cosec’ x.

Portanto,

Jcosecﬁxdx = J-(cotg“x cosec’x + 2 cotg’x cosec’x + cosec’x) dx

Il

1 2
3 cotg’x — 3 cotg’x — cotg x + C.

(ii) Jsec.jxdx.

Nesta integral vamos usar o método de integragdo por partes. Seja

u=secx = du=secx-tgxdx
dv=sec’xdx = v= Jseczx dx = tg x.
Entio,

Jsec:‘xdx =gecx  igx — [tgx < secx * tg xdx

secx - tgx — thzx sec xdx

=secx - tgx — [(seczx — 1)sec xdx

sec x tg x — Jsec% dx + Isec xdx.

Adicionando Jsec"xdr a cada membro, obtemos:
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ZJseC"x dx =secxtgx + Jsec x dx

1

sec x tg x + Inlsec x + tg x|

ou

Jsec%dx = %secxtgx + ;—Lnlsecx + tgx| + C.

7.2.9 As integrais J’tg’“u sec"u du e Jcotg’”u cosec"u du, onde m e n sao inteiros positivos

Quando m for impar ou n for par, podemos preparar o integrando para aplicar o método da substituigdo.

Quando m for par e n for impar, a integral deve ser revolvida por integragio por partes. Os exemplos que seguem
ilustram os diversos casos.

7.2.10 Exemplos Calcular as integrais:
(i) J tg'x sec’xdx.
Neste exemplo n € par. Podemos, entio, preparar o integrando para aplicar o método da substitui¢do. Temos:
tg’x sec®x = tg’x(sec ’x)sec’x
= tg'x(tg’x + 1)*sec’x
= tg'x(tg*x + 2tg’ x + 1)sec’x
= tg'lx sec’x + 2tg’x sec’x + tg'x sec’x.

Portanto,
th?x sec®dx = J (tg''x sec’x + 2tg’x sec’x + tg'x sec’x)dx

1 1 1
= —tgx + —tg'%% + = tg"x + C.
Th IR 8tgx C

(ii) J'tgj'x secxdx.
Neste exemplo m € impar. Podemos, entdo, preparar o integrando como segue
tg’x sec’x = (tg’x)tg x sec*x sec x

= (sec’x — 1)%sec*xsecxtgx

= (sec'%x — 3sec®x + 3 sec®x — sectx)sec x tg x.

Portanto,

th"x sec’xdx = J(Secmx — 3sec®x + 3sec’x — sec’x)secx tg xdx

1 1 3 1
- 1 9 7 5
=— i £ = o + €
ilsac X 3secx 7secx Ssecx C
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Observamos que, no exemplo (i), poderiamos preparar o integrando de forma idéntica a preparagdo do exemplo (ii),
pois m = 7, isto €, m é impar. Os resultados seriam equivalentes.

(iii) thzx sec’xdx.

Reescrevendo o integrando, temos:

thzx sec’xdx = J(seczx — 1)sec’xdx

= J(sec5x — sec’x)dx

= Jsecﬁxdx - Jsecsx dx.
Recaimos em duas integrais que devem ser resolvidas por partes, como foi feito no Exemplo 7.2.8 9(ii). Temos:

tgZx sec’xdx = [secsxdx = Jsec3.rdx

1 1 1
= Esec-‘xtgx —gseex gy — é-lnlsecx +texl +C.

Observamos que as integrais Jsec ‘xdx e Jsec 3xdx também podem ser calculadas usando a férmula de recor-

réncia que serd dada na se¢do seguinte.

7.2.11 Formulas de Reducdo ou Recorréncia

O método de integracio por partes pode ser usado para obtermos férmulas de redugdo ou recorréncia. A idéia €
reduzir uma integral em outra mais simples do mesmo tipo. A aplicagio repetida dessas férmulas nos levard ao calculo
da integral dada.

As mais usadas sao

-1 n—1[
Jsen”u du = - sen” 'u cos u + - Jsen”"zu du; (7
1 s n—1 -
cos"u du = ;cos useniu + - cos" " “udu, (8)
1 ) n—2
sec”u du = sec” “utgu + Jsec "2y du; (9)
n—1 n—1
Jcosec”u du = — 1 cosec” u cotgu + . — ; Jcosec”‘lu du. (10)
— -

Prova de (7): Seja

u =sen” 'u = du = (n— 1)sen" *ucos udu
dv = senudu = v = J'sen udu = — cosu.

Integrando por partes. vem:
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Jsen"udu =sen" 'u(— cosu) — J(—cosu) +(rn—1) -sen" “u - cosudu
= —sen" 'ucosu + (n — 1) Jsen"'zu cos’u du
= —sen” 'ucosu + (n — 1) Jsen"‘zu(l — sen “u)du
= —sen” 'u cosu + (n — 1) J(sen"'zu — sen”"u)du
= —sen” 'u cosu — (n — I)J'sen”u du + (n—1) Jsen”‘zudu.

Somando (n — 1) J sen"udu em ambos os membros, obtemos:

n[sen"u du = —sen" lucosu + (n— 1) Jsen”'zudu

ou

Jsen"udu = %l sen”'u cos u + Jsen"_zu du,

0 que prova (7).

7.2.12 Exemplo Aplicar uma férmula de recorréncia para calcular a integral
fseni 2xdx,

Fazendo u = 2x, temos du = 2 dx. Entdo,

Jseﬂ5 2x dx = %Jsens u du

11 -1

= 5{? sen® ucosu + %JSBDS udu}

= _—15en‘* ucosu + —[; sen’ ucosu + gJs»f:n d ]
10 51 3 C0 e

= _—l's.(-.:n4 UCOSU — — sen” Ucosu — i cosu + C
10 15 ¥ 15

—q 2 4
= Esen" 2x cos 2x — Esen2 2x cos 2x — 15 ©0s 2x + C.

7.2.13 Integracdo de funcoes envolvendo seno e cosseno de arcos diferentes
As identidades trigonométricas

senacosh = %[sen (a + b) + sen (a — b)] (1D
1

senasenb = 5 [cos(a — b) — cos(a + b)] (12)

cosacosh = %[COS (a + b) + cos(a—b)] (13)
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auxiliam na resolugdo de integrais envolvendo seno e cosseno de arcos diferentes. Os exemplos seguintes ilustram
alguns casos,

7.2.14 Exemplos Calcular as integrais
(i) Jsen 4xcos2xdx.
Usando (11), vamos preparar o integrando. Temos:

sen 4xcos2x = % [sen 6x + sen 2x],

Logo,
'
Jsen 4xcos2xdx = 3 [sen 6x + sen 2x] dx
J
AN _
=5 fsen 6xdx + Jsen 2xdx:|
. l (—cosbx) + 1 (—cos2x)| +C
216 2

T
= —=|= + +C.
4[3 cos bx cost] C

(i) fsen Sxsen2xdx.

Usando (12), temos:

Jsen Sxsen2xdx =

= %[J'cosiixdx - Jcos?x dx:|

+ C,

J[ cos3x — cos7x|dx

b | =

111 1
= 2[3 sen 3x — ?SEE?I

(ii1) J cos5xcos3xdx.

Usando (13), temos:

Jcos Sxcos3xdx = J[cosBx + cos2x|dx

BN | =

[cosSxdx + fcostdle

1 1
E sen 8x + Esen Ex} +C

;ll-sen 8x + sen Zx] + C.
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1.3 Integracdo por Substituicdo Trigonométrica

Muitas vezes, substitui¢bes trigonométricas convenientes nos levam a solugio de uma integral. Se o integrando con-
tém fungdes envolvendo as expressoes

Va? - uz,\/az + 1 ou Vi — a’, onde a > 0,

€ possivel fazermos uma substitui¢do trigonométrica adequada.
As figuras 7.1 (a), (b) e (c) nos sugerem tal substitui¢do.

3 y S&/g " % N
7] 0 0
Na -7 a a

(a) (b) (c)

Figura 7.1

-

(i) A fungiio integrando envolve Va* — 1.

—4r U
Neste caso, usamos u# = a sen 6. Entdo, du = acosé df. Supondo que EN == o temos:

Va: — u? = Va® — a*sen’#

= '\/az(l — sen®f)

a’cos’f

I

acosé.

I

(i) A funcao integrando envolve Vi + a

Neste caso, usamos u = a tg 6. Entdo, du = a sec’ 6 df. Supondo que _Tw <o< %, temos:
\/ﬂ2 + w2 = Va? + d tgzﬂ

= Va(1 + 1g6)

= Va*sec’d

= g secf.

(ii) A funcio integrando envolve \Vu® — a’.
3
Neste caso, usamos u = a sec 6. Entdo, du = a sec 8 tg 6 df. Supondo 8 tal que () = 8 < gou w=0< 711-
temos:

Viu? — a® = Vatsec?d — o
=Va*(sec’6 — 1)
=Va’tg’o

=atgh.
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7.3.1 Exemplos Calcular as integrais:

@ J V9 -

o dx.

Neste exemplo, usamos x = 3 sen 6. Entdo, dx = 3cosfdf. Assim:

V9 - x* = Zic¢::sﬁ,para_7‘nr =f= —72[
Logo,
9—x 3cosf
os 8 df
I 9 sen’ B

NI-—~ Mln--

Jcotg‘ 6 de

J(coseczﬁ —1)d#

I‘\JI'—‘ Nl'—-‘

(—cotgh —8) + C.

Devemos, agora, escrever este resultado em termos da varidvel original x. Sabemos que, se x = 3 sen 6,

m B X
== ? entdo € = arc sen 5.

Ik

Observando a Figura 7.1(a), vemos que:

9 — x?
cotg 0 =

Portanto,

Ji\/ﬁ——x’- dx =

1( 9 - x* arc nx>+C
- ——— sen — .
2x2 2 3

X

xI
(ii) J—— d
3Vxt+ 4
Neste exemplo, usamos x = 2tg 6. Entdo, dx = 2 sec” 6 df. Assim,

Vx2+4=256c9,pmaj<ﬁ<£-

2 2
Logo,
x° (41g%0
dx = - 2sec’0dd
JB e J2sect see
= tgzﬁ'secﬁdﬂ‘

-

Il

LHIA W ml-i‘-x 3 | =

(sec’® — 1)sec 8 do

J(sec f — sec 8)de.
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Usando a férmula de recorréncia 7.2.11 (9), vem:

X 1 1
== + — e
J.3 i xd dx = { sechtgf > Jsec 0de Jsec ] dﬂ}

2 2
=§sec9lg9—§lnlsec9+ tg0l + C.

Vamos, agora, escrever este resultado em termos da varidvel original x. Observando a Figura 7.1 (b), escrevemos

sec X +4 te 6 i
C = —_—-1-—©g = —.
2 EV=3
Portanto,
J X E___Vf“‘_ﬁ_zm‘ Ak W
V2 + 4 2 2 3 2 2
2
+
:%xvx2+4+§1 . 24+’t+C.

Este resultado poderia ainda ser escrito como

: 1 2
T RNy R L T
J3 x2+4dx g XV * 4 3ln( x*+4+x)+ D,

onde D =C + %an.

dx
(i1i) J—
OV - 16

Neste exemplo, usamos x = 4 sec . Entdo, dx = 4 sec 6 tg # df. Assim:

3
V2 — 16 = 41tgé, para{)‘-’-|9<50uw{9<?w-

Logo,

J 3\/;{ ~sec’f-4-tgh
[ d

sec’

J 4sechtgdde
)
64 |

[

éﬂ cos’ 6 df
1 (1 + cos260

=—|—=d
64) 2 i

1
=128 J(l + cos268)do

1 1
128 (6 + Esen 29) + C.

Vamos, agora, escrever este resultado em termos da varidvel original x. Observando a Figura 7.1 (c), escrevemos

2 —16 4
sen # in: cosf = —
X X
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Da identidade trigonométrica

%seriZB = sen fcosd

vem que
1 Vxi—16 4
—sen20=——— + —
2 X X

Para substituirmos o valor de #, devemos tomar algum cuidado. Inicialmente, observamos que a fungdo integrando
estd definida para valoresde x > 4ex < —4.

X P 5 T
Para x > 4, temos que sec § = 1 > 1 e, portanto, = arcsecz,{) =< 5"

%) toma valores entre ge 7 (ver Secdo 2.15.4).

X .
Para x < —4, temos que sec f = 1 << — 1 e suainversa (arc sec

- . 3T
Como, ao fazermos a substitui¢do x = 4 sec #, assumimos que 7 = # < Bl e, como sec (2@ — a) = sec a, para
3w

X
x < —4, podemos escrever § = 27 — arc sec 7 =0< Eh

Portanto, para x > 4, temos:

J dx 1 ( . x+4\/x2—16)+c
T i e —
Nl —16 128\ 7

- X
e, para x < —4,

dx 1 x 4Vx*-16
e 2w—arcsecE+T +-C,
X

We-16 128

1 X 4VX-16
= —agsec . t+—= |+ 6
4 X

T
onde C = o4 + Gy

7.4 Exercicios

Nos exercicios 1 a 35, calcular a integral indefinida.

fsel\m/r\/;

-

Jsean 4. Ix tg (x* + 1)dx
|
|

cosx - cos (sen x)dx

COs x

cotg (l/x) 6.

o,

sec (x + 1)dx

X Ccosec X

7. Jsen (wt + B)dt 8.
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9. J’cosx - tg (sen x)dx 10. Jsen""(Zx + 1)dx
11. Jcoss(B — 3x)dx 12 JZx sen’ (x* — 1)dx
13: 4(|=:z“f¢t:>sz(ehr - 1)dx 14. Jsen 260 cos*20 d
15. Jselﬁ(l — 26) cos*(1 — 26)de 16. Jsen""(r — 1)cos (1 — 1)dt
1 3
17. atg *(In 8)d6 18. [tg’xcos®xdx
19. Jc ‘xdx 20. th x dx
21. ﬁe“ *d 22. J"IS sen’ x dx
23 IIS sen’x cos’x dx 24, J 48sen’x cos* xdx
6 3005 x4
25, |[cos®3xdx 26.
sen’ x
217. Isen 3xcosSxdx 28. thZSx dx
cos’
29. Jsen wtsen (wt + 0)dt 30. J
sen* x
& Jsec t cotg®t sen®rdt 32, J' tg Vix2—1dx
V-1
33. J c3(1 — 4x)dx 34. Jcosec“{B — 2x)dx
35. jx cotg?(x* — 1) cosec® (x* — 1)dx

36. Verificar as formulas de recorréncia (8), (9) e (10) da Segdo 7.2.11.

37. Verificar as formulas;

(a) th”u du = - i 1tg"“u = th”'zudu

(b) Jcotg udu = o

; cotg " tu — Jcotg”'zudu

- T 37 :
38. Calcular a érea limitada pela curva y = cos x, pelas retas x = 5 €X = -eoeixo dos x.

39. Calcular a drea limitada por y = 2lsen x|, x = 0, x = 27 e 0 eixo dos x.

40. Calcular a 4rea da regido limitada por y = tg’x.y = 1l ex = 0.



41.

42,

43.

45,

47.

49.

51.

53.

55.

57.

59.

61.

63.

65.

67.

68.

70.

72
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Calcular a drea sob o grifico de y = cos®x, de 0 até 7.
Calcular a érea sob o grifico de y = sen®x, de 0 até 7.

Calcular a drea sob o grifico de y = sen” x, de 0 até .

T 3w
. Calcular a drea entre as curvas y = sen’x e y = cos’x, de — até —

4 A
Nos exercicios 45 a 67, calcular a integral indefinida:
!' dx 46 J dt
PV =3 ERAVORRTTS
=
- 48. (1 — 43> dr
-9 J
sz 4 — x*dx 50. Jx"v x> + 3dx
+ r
J‘c"%d‘] dx 52. [(x+ 1)2Vx2+ 1dx
NV x + J
J’ 3 dt 54 & d
P N S| DS —
Vit + 16 IVe* +1
J E_ = L
. A L e
V2 - x? | AV
X+l d 58 r___"xz_ld
J Vite o go. XD ..
> i "IV - 2
(6x +5) J' (x + 3)
== ¥ 62. | —F————dx
J 9x* + 1 Vx?+ 2x
J'\/él — x?dx 64. J\/xz — 4dx
J'v4 + x?dx 66. J(\/l + x* + 2x)dx
o2
J(sen x -+ )dx
1+ x?
Nos exercicios 68 a 72, calcular a integral definida:
L dx a,rzr:\/__
—— 69. J’ @ —bxtdx,0<a<b
L v 34\'.'2 + 2 0
J Poodt - J B
V4 + 2 © hat\Vor + 16

; dt
' L -G -172-9
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Nos exercicios 73 a 76, verificar se a integral impropria converge. Em caso positivo, determinar seu valor.

10 +3
oy Y
3 IZ xz =) 3 x-—4
I 4o
dx dx
75. e 76. J —_—
L (L =& L XVl + 4

7.5 Integracdo de Funcdes Racionais por Fracoes Parciais

No Capitulo 2, vimos que uma funcéo racional f (x) € definida como o quociente de duas funcdes polinomiais, ou seja.
p(x)
flx) = -
q(x)
onde p(x) e g(x) sdo polinébmios.
As integrais de algumas fungoes racionais simples, como, por exemplo,

1 1 2x 1
2 +1 2 +1 2+ 6x+ 13

sdo imediatas ou podem ser resolvidas por substituigdo e jd foram vistas anteriormente.

Nesta se¢do, vamos apresentar um procedimento sistematico para calcular a integral de qualquer fungdo racional.
A id¢€ia basica € escrever a fungio racional dada como uma soma de fracdes mais simples. Para isto, usaremos um resul-
tado importante da Algebra, que ¢ dado na proposicio seguinte.

7.5.1 Proposicao Se p(x) é um polindmio com coeficientes reais, p(x) pode ser expresso como um produto de
fatores lineares e/ou quadrdticos, todos com coeficientes reais.

7.5.2 Exemplos

(i) O polindémio g(x) = x* — 3x + 2 pode ser escrito como o produto dos fatores lineares x — 2 e x — 1, ou
seja, q(x) = (x — 2)(x — 1).

(ii) O polinémio g(x) = x> — x* + x — 1 pode ser expresso como o produto do fator linear x — | pelo fator

quadritico irredutivel x* + 1, isto €,
g(x) = (¥ +1)(x— 1),
1 .
(ili) p(x) = 3(1’ + ;)(x — 1)2(x* + 3x + 4) é uma decomposicio do polinémio

px) =3 + & — 2% — 1627 + Tx + 4.

p(x)
q(x)
denominador g(x) se decompoe nos fatores lineares e/ou quadraticos irredutiveis. Vamos considerar os vérios casos sepa-
radamente. As formas das respectivas fracbes parciais sdo asseguradas por resultados da Algebra e ndo serfio demonstradas.

Para o desenvolvimento do método, vamos considerar que o coeficiente do termo de mais alto grau do polinémio
do denominador g(x) € 1. Se isso ndo ocorrer, dividimos o numerador e o denominador da funcéo racional f(x) por esse
coeficiente.

Vamos supor, também, que o grau de p(x) € menor que o grau de g(x). Caso isso nio ocorra, devemos primeiro efe-
tuar a divisao de p(x) por g(x).

As diversas situagdes serdo exploradas nos exemplos.

A decomposi¢io da fung¢do racional f(x) = em fragbes mais simples estd subordinada ao modo como o
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Caso 1 Os fatores de g(x) sdo lineares e distintos.

Neste caso, podemos escrever g(x) na forma
q(x) = (x —a))(x — @) ...(x — a,)

onde os a;, i = 1,..., n, s@o distintos dois a dois.

A decomposigio da funcdo racional f(x) em fragdes mais simples € dada por:

iy C2)
(x)

onde A,. A, ..., A, sdo constantes que devem ser determinadas.

7.5.3 Exemplos

x=2
i) C = = ;
(1) alcular 1 JIJ Y Y de

Solugdo: Temos:
x—2 B x—2
2=-32—-x+3 (x-D(x+1)(x—-3)

A A, Aj
+ + :
x=1 x+1 x-3

Reduzindo novamente ao mesmo denominador, vem:

) A DE-NAF (D —NA 4 (x - D(x + D4,
(x-1(x+1)(x-3) (x — 1)(x + 1)(x — 3)

(x? = 2x —3)A, + (x> —dx + 3)A, + (x? — 1) A4
(x —1)(x+1)(x —3)

_ (A + Ay + A+ (=24, — 4A))x + (=34, + 34, — Ay)
(x—D(x+ D(x—3)

Eliminando os denominadores, obtemos:
X — 2 e (A] + Az + Aj)xz + (_2A| = 414.2)_.\.' + (_BAI =+ 3A2 = A3).
Igualando os coeficientes das mesmas poténcias de x, segue que
Al. + Az + A3 =0
- 2A, — 4A, =1
= 3A1 =+ 314.2 = A3 = _2.
Resolvendo o sistema de equagdes, obtemos:

1 —3 1
AI —Z,Ag— ?EAE, —g‘

Portanto, a decomposi¢io em fracoes parciais € dada por:

x—2 _ 14 =38 18
(x-D(x+1)(x-3) x-1 x+1 x-3
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L 4 2 1 1
4 ¥—1 8B %1 "8 x—3

€. entao,
1J' dx BJ dx lJ'dx
I=— = trozs
4lx—1 Blx+1 8Jlx—3

1 3
=3Lnlx—ll—§lnlx+ll +%lnix—3| + C.

Observamos que existe outra maneira prética para determinar os valores das constantes A,, A,, € A;. Eliminando
os denominadores na igualdade
f i 2 A1 A'J A3
= + —+ .
(F=1D{x+1)(x—3) -1 x+1 x-—3

obtemos
x—2=(x+1)(x—3)A4; + (x—1)(x—3)A; + (x — 1)(x + 1) A,
Podemos, agora, determinar A,, A, e A5 tomando valores de x que anulem os diversos fatores, como segue:
x=1—=1-2=(1+1)(1—-3)4; + (1—1)(1-3)A4,+ (1= 1)(1+ 1)A4,
—1=—44,
Ay =
x==1=2-1-2=(-1+4+1)(-1-3)A; + (-1 - 1)(—1 - 3)A,
+ (=1 —1)(=1-+1) A4

_3=BA2
A 2
25 g
¥x=3-23-2=03+1)(3-3)A,+(3-1)(3-3)4;, + 3-1)(3+1)A,
1 =28A,
1
A_;LE'
.. —dx’
(ii) Calcular [ = er‘ P —% = ld,r.

Solugdo: Para resolvermos este exemplo, devemos, inicialmente, preparar o integrando.
Como o grau de p(x) é igual ao grau de g(x), efetuamos a divisdo dos polinémios. Temos:
—4x° 232 —4x -2
3 3 —= =2t 3 3 .
2+ x* —2x = 1 25+ x*— 2x — 1

Portanto,

2x%* — 4x - 2
I= [=2de+ d
J 2ax J2x3+x2—2x—l -

= _2x + jl"

2x2 — 4 =
0nde[,=J bt ik S

2P+ x¥*—=2x -1 7
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Para resolver /|, ainda necessitamos preparar o integrando. Dividindo o numerador e o denominador da fungéo inte-
grando por 2, vem:

1/2(2x* — 4x — 2
1’1=‘( /(Jx 2x ) dx
1/2{2x" +x*—2x - 1)
2 _ =
=J -2 -1
I T |
2 2
’ 3,1, S,
Como as raizes de g(x) = x° +EI =it o S g = l,x=—12ex = —1, temos:
.1‘2'-2.1(—1 - A1 4 Az 4 A3
5, Fa 3 =1 F+PT =+
x+51—x—5

Eliminando os denominadores, obtemos:
X =2x—1=(x+1/2)(x+1)A, + (x — 1)(x + 1)A;, + (x — 1)(x + 1/2) A,

Substituindo x pelos valores x = 1, x = —12ex = —1, vem:

3
x=1—> -2=2.2-A4,

2
2
A|—_§-
3 1
=——>1/4=->-Z-A
x =1/ 5 5
1
AZ__E‘
x=-122=-2:—" A,
A3=2
Portanto,
A -Ze=t . B 1 I I .., 1
i F 1 3 x—-1 3 x+1/2 x+1
x+5x—x—5

e, entao
20 dx 1 dx dx

= —= - = -
J 3Jx—1 3L+1/2 2J.r+1

—%Inlx— 11 —%lnlx+1/2| +2lnlx + 11 + C..

l=—2x—%[nlx—1l —%Inlx-i—l/fll +2Inlx + 11 + C;

=~—2x—§ln1x—l| —%]n|2x+1|+%In2+2]n|x+ll+C,
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=—2x—§hlfx—1F—%1n|2x+1l+21n!x+ll + C,

1
ondeC =C,; + 51112.
Caso 2 Os fatores de g(x) sdo lineares, e alguns deles se repetem.
Se um fator linear x — a; de g(x) tem multiplicidade r, a esse fator corresponderd uma soma de fragoes parciais da
forma a seguir:

onde B, B,, ..., B, sdo constantes que devem ser determinadas.

7.5.4 Exemplos

3
x+3x—1
i) Calcular | —F———dx.
(i) cular J’ " dx
Solugdo:  As raizes g(x) sdo x = 2, x = —2 e x =0, sendo que x = 0 tem multiplicidade 2. Assim, o integrando

pode ser escrito na forma
P+3—=1 Frx=1
e (x—2)(x+ 2)x*

Ay 4@ B B

= - +
x—=2 x+2 xt X
Eliminando os denominadores, obtemos:

X +3x—1=(x+2)2%A, + (x — 2)x%A, + (x = 2)(x + 2)B, + (x — 2)(x + 2)xB,.

Atribuindo a x os valores x = 2, x = —2 e x = 0, vem:
13
x =2 — 13 =4-4A,, A =—:
16
15
x=—-2 = —15 =-4-44,, A; = —;
16
1
x=0 —= -1 = —2+2B,, Bizz-

Por esse procedimento néo conseguimos determinar o valor B,. Para determind-lo, tomamos uma equagio conve-
niente do sistema obtido igualando os coeficientes das mesmas poténcias de x. Usando a igualdade dos coeficientes de
x°, obtemos:

1=A1+A2+Bz

13 15
ST AT R
3
B, = —.
k 4
Portanto,

x3+3x-l_13. 1 15 1 1 1 3 1

= — — » -+ -
xt — 4x? 16 x—2 16 x+2 4 x* 4 x




e, entdo,

15
16

dx 1

153
x+2 4

4

13
16

>4 3% — 1
JLM

J'dx N
x — d4x? x—2

e
xz

13 1

2 d
8P — 12% & 6k —1

2
(i) Caleular f
1

Vamos, primeiro, encontrar a integral indefinida

_J x
8x —12x* + 6x — 1

Como o coeficiente do termo de mais alto grau do polindémio do

dx.

I_
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dx
X

15 3
== -2l + = s # €.
mlulx 21 16ll'llx+2| i 41111J|::I C

denominador € diferente de 1, para resolvermos /,

necessitamos preparar o integrando. Dividindo o numerador e o denominador da fungao integrando por 8, vem:

x/8
= d
Ls_éng_x ™
2 4 8
1 X
== dx.
5 jf §;c2 + E.r 2 )
2 4 8
¥ 3x
Nty o= o B2 Ty
O polindémio g(x) = x > -
escrito na forma
X _ A, - A; g Aj )
13_§x2+§.x_l (x—l)h (x—l)- (x—l>
2 4 8 2 2 2

Eliminando os denominadores, vem:

1 Y
:A|+ I_EA2+ x_i A3

7 1 1
= A3xL + '(_A:.; + AZ)I + ZA} — 'é'Az + Al‘

X

Igualando os coeficientes das mesmas poténcias de x, segue que:

A3 =0
Az u A3 = 1
1 1
A1_5A2+ZA3=U
Resolvendo o sistema de equagdes, obtemos:
1
Portanto, a decomposi¢do em fragoes parciais € dada por:
X B 1 . 1
X x? + 3 1 2(x 1)3 (.r 1)2
s i = et ..
2 4 8 2 .

1
tem raiz x = 3 com multiplicidade 3. Assim, o integrando pode ser
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€, entao,
il s
812 (x—1/2)° " J(x - 1/2)?
[ 1 1 1
*E{_Z'(x—m)z_x—l/z] e
Logo,

2

2
4( x dx—l{ -1 B 1 }
| Bx® — 127 + 6x — 1 8lax - 1/2)  x-1/2l],

i =i 1 1 1
N 5[4(2 —12 2-12 a1-12¢ T 1-122
= —5-‘—.

18

Observamos que o procedimento prético adotado nos exemplos anteriores para calcular as constantes das fragdes

parciais ndo € eficiente neste exemplo, pois ele fornece apenas o valor de uma das constantes. No entanto, ele pode ser
usado como ferramenta auxiliar.

Caso 3 Os fatores de ¢(x) sdo lineares e quadraticos irredutiveis, e os fatores quadriticos nio se repetem.

A cada fator quadratico x* + bx + ¢ de g(x) corresponderd uma fragéo parcial da forma

7.5.5 Exemplos

2x7 +5x + 4
i
*+xt+x-=3

(1) Calcular I = J'

O polindmio g(x) = x* + x* + x — 3 tem apenas uma raiz real, x = 1. Sua decomposicio em fatores lineares e
quadrdticos é dada por:

g(x) = (x — 1)(x* + 2x + 3).

Podemos, entdo, expressar o integrando na forma

2x2+ S5x + 4 - 3 Cx+D
X*+x+x—-3 x-1 xx*+2x+3

Eliminando os denominadores, vem:
2x2+5x+4=A(x2+2x+3) + (Cx+ D)(x—1)

=(A+CO)x*+ (QA—-C+ D)x+34A—- D,

e, entao,
A+ C=2
2A—-C+ D=5
3A-D =4

Resolvendo o sistema, obtemos:

11 1 9
A_F’C_EBD_E-
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el

Portanto,

2 +Sx+4 1 11 x+9
D2+t +x-3 6 x—-1 6 xX*+2x+3
e, dessa forma,

1_}_1de +1J 8
T Blr—1  6)EEox+3

1 I
= Sl b G
G 6"

onde,

% + 5
L= |——F5——=dx
! J x*+2x+3
O integrando de /, é uma funcéo racional cujo denominador € um polinémio quadrético irredutivel. Integrais dessa

forma aparecem fregiientemente na integragio das fungdes racionais e podem ser resolvidas completando o quadrado do
denominador e fazendo substituicdes convenientes.

Temos:
xX+2x+3=(x*+2x+1)—1+3
= (x+1)* +2

€, portanto,

x+9
h= J(x+1}2+zdx'

Fazendo a substituicio u = x + 1, temos x = u — 1 e dx = du. Entdo,

u—1+9 u+ 8
f'-fﬁd“-fmzd“

_Judu +8J du
) W+ 2

=%ln(u2+2) +

8 u
——arcte—— + C.
V2 B\

1 8 X1
=-In(x*+2x+3) + —=arctg ——— + C.
2 V2R NA

Logo,

x+1

8
ﬁ arc th + C.

11 11 ;
= —Inlg—=1 ¥z 24 2x+3) +
1 6 Inlx — 11 6Lln(x 2x )

: dx
(x> + x+ 1)(x* +4x + 5)

(i1) Calcular J
0

Vamos, primeiro, calcular a integral indefinida

I_J' dx
(x* 4+ x +1)(x*+ 4x + 5)

O polinédmio g(x) = (x* + x + 1)(x* + 4x + 5) ndo possui raizes reais e jd se encontra decomposto em fatores

quadriticos irredutiveis. Podemos, entdo. escrever o integrando na forma
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1 Clx + D1 + sz + DI

(+x+1)(x2+4x+5) xX+x+1 x+4x+5

Eliminando os denominadores, vem:

1=(Cix+ D)(x*+4x+5) + (Cox + Dy)(x* + x + 1)
=(Cy+ Cx* + (4C; + G, + Dy + D) X

+ (5C, + C; + 4D, + Dy)x + 5D + Dy,
e, entao,
C,+C,=0
4C, +C,+ D+ D, =10
5C; + G, +4Dy + Dy, =0
5D, + D, = 1.

Resolvendo o sistema, obtemos:

8

3 3 1
DI_EeDZ_EI

_E;Cz = E:
Portanto,

C1:

1 _ 1 =341 1 3x+8
(B2 + 1)+ +5) 13 22+x+1" 13 224 4x+S

e, assim,

1J—-3x+1 IJ’ 3x + 8
dx.

= ol B e
=3 e e aE &8

©+x+1 13

Completando os quadrados dos denominadores, vem:

I_LU =3x+1 dx+J 3x + 8 dx}
130 J (x + 1/2)* + 3/4 (x +2)2+1 '
Fazendo a substitui¢do ¥ = x + 1/2 na primeira integral e v = x + 2 na segunda, obtemos:

_ A [if=80e—1/2) +1 JB(v—2)+8 ]
I_13_,( Frod ot [T gag o

_L—_3J u du +§J du +3Jvdv +2J dv
] I I FE Y ] [P v e wal

1[ 3 5 . 5 32 2 3
3l 2111(1: /4) > V,garctg\/iu+2ln(v +1}+2a1‘ctgv}+€
-y 5V3  2x+1
=—| —= +x+1) +
13{ 2ln(.vc x+1) 3 arctg G

3
+ 5]11(.::2 + 4x + 5) + 2arctg(x + 2)] + C.
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Logo,

r e l{ 3IJ1E’:+5\/§:act 2 +3ln10
= —] —— r i

(P tx+ ) +4x+5) 13 2 3 83 72

+ 2arc t 3—5\/§arct : 315 2 tg2
g 3 gvg 211 arc tg

1[3.2 5V3 « 5V3 w
-ﬁbm§+ 3'§+hm%3‘7r“a‘%“@4
1[3 .2 5V3
= 13{51115 + ETI + 2arctg 3 — 2arctg 2].

Caso 4 Os fatores de q(x) sdo lineares e quadrdticos irredutivels, e alguns dos fatores quadrdticos se repetem.
Se um fator quadratico x* + bx + ¢ de g(x) tem multiplicidade s. a esse fator corresponderd uma soma de fragdes

parciais da forma

7.5.6 Exemplos

i |

dx.

(i) Calcular I = Jx(xz T or 4 3)2

O integrando pode ser escrito na forma

x+1 _é_'_ C1x+D1 C2x+D2
x(x*+2x+3) x (F*+2x+3)? (xX*+2x+3)

Eliminando os denominadores, vem:
x+1=A(x*+2x +3)*+ x(Cix + D)) + x(x* + 2x + 3)(Cox + D)
=(A+ GC)x*+ (44 + 2C, + Dy)x* + (104 + C, + 3G, + 2Dy)x?
+ (12A + D, + 3D,)x + 9A,

A+C =0
4A+2C, + D, =0
{10A + C, + 3C, + 2D, = 0
12A+ D, +3D, =1

94 = 1.

.9

Resolvendo o sistema, obtemos:

1 1 1 -1 -2
A=pitis—ghi=gG=5h =%
e, assim,
x+1 | O | -—x+1 1 —x-2
—_ — o — + .3 — + — .
x(x*+2x+3)2 9 x 3 (x¥*+2x+3)% 9 x*+2x+3
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e e ey
Portanto,
1 ({dx 1 -x+1 1 x+2
= g 2 Y S5k MR
: 9Jx 3Ju@+2x+3ﬁdx 9Jx2+2x+3 ?

1 1 1
=—Inlxl +=1 - =1
9lr.lx 3.'1 91’_.,

=%+ 1 x+2
onde /, = [(Iz par B)deefz = dex.

A integral [, é andloga as que foram resolvidas no decorrer dos exemplos do Caso 3. Como naqueles exemplos,
para resolvé-la completamos o quadrado do denominador e fazemos uma substitui¢do conveniente. Temos:

i J_r_t_z_dx = Jr—” dx.

x*+2x+3 (x+1)*+2
Fazendo a substituiciou = x + 1; x = u — | e dx = du, vem:
u+ 1
L= d
- Ju2+2 "

J u du+[du
w4+ 2 w+ 2

1 . 1 u
=l +2)+—=arctg— + C
2 V2 T R\A
—l]n(,r:+2x+3}+—l arctg—x+l+C
2 V2 V2 '

Uma integral como /; ndo foi vista anteriormente. Para calculd-la, inicialmente, completamos o quadrado do
denominador e fazemos a mesma substitui¢do que fizemos para calcular /,. Temos:

J’ -x+1 d
(Z+2x+3)7

-x+1
. J[(x+ 1)2 + 2P da

I

Il

-+ 2
= deu (ondeu = x + 1)
—u du
= |5 e Y| T
J'(u2 + 2)_du ZJ(M2 +2)°

B 1 +2J du
T 2(ut +2) (u? + 2)?

Para resolver a integral J podemos recorrer a uma substitui¢do trigonométrica como foi visto em 7.3.

.
(@ +2)"
Fazemos u = \V/2tg#. Entio, du = \/2sec 20df. Assim:

l' du T J\/Eseczﬂ de
(2 +2) ) (21g20 + 2)?

B J’\/E sec’ 6 df

4 sectd
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et

1
—cosf sen # + 59)

—— (cosfisen 6 + 0).

Para retornar a varidvel anterior 4, observamos a Figura 7.2. Temos:

cosf = —i

u
sen # = %; 0
+u
V2

= 2

= AICig V2 Figura 7.2
Portanto,
J du v’i[ \V2u ik

(W +2)7 82+ g«f
e, entdo,
I = 1 +2\/§[\/§u+arcti +C

T2 +2) | 8 [2+42 52

Retornando a varidvel original x, vem:

1 +\/i[\/i(x+1)+mtx+ B
2(x* +2x + 3) 4 |x2+2x+3 g\/ﬁ i

I =

Substituindo os resultados obtidos para I, e [, na integral /, obtemos:

I—lln[xl+1[ 1 +l- r+l +\/iarctx+1
9 32(F+2x+3) 2 FP+2x+3 . 4 TCRA
1[1 1 x+1
——|sm@G*+2x+3 +——am_—]
o2 "¢ Ty
1 x+2 V2 bl 1
= — - -
5‘lnlxi 62 + 2x + 3) 36;311‘c:tg 5 181n(x +2x +3) +C.

Na resoluciio das integrais de fungdes racionais que se enquadram no Caso 4, normalmente aparecem integrais da
forma

du
m.ﬂz 1.

Se n = 1, esta integral nos dd arco tangente. No exemplo a seguir, encontramos uma férmula de recorréncia para
esta integral, paran > 1.
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d
(ii) Determinar uma férmula de recorréncia para [, = J ¢ n>1.

(i + a*>)™
Inicialmente, vamos escrever a integral dada na seguinte forma conveniente:

lJ(a2+u2)"uz

I,==
n az (HZ + a:’.)n

]t e
_af (u2+al)u—l (u2+a2)nu‘

Agora, vamos usar integragdo por partes para resolver a segunda integral. Temos:

u? u
J'—-_(uz T al) du = Ju . —(uz s az)nd“'

du

Fazendo u*=u = du* = du
_ udu (B +a) "
Y= (u? + a*)" . 2(1-n)
vem:
J : uz i ﬂdu _ u(uz + aZ)l-—n B J‘(u2 o al)l—ndu
(u” + a°) 2(1 — n) 2(1 — n)

u( +d)'" " 1 l' du
~ 2(1-n) 2n-1)) (@@ +a)" "

Substituindo este resultado na expressdo geral de /,, obtemos:

= iJ’ du u(@+ad) 1 I du }
TR -n) 2n—1) [P + @)
_ 1wl + ) L2n—1) - IJ du ]
@l 2n-1) 2(n—-1) )@+ a)"!
_ 1 u@? +a*)'" L 2n-3 I du ]
Tl 2n-1) " 2m-1))0E+e)*L)
Logo

dx

), ColeatarTse J(4x2 + 8x + 13)°

A integral / pode ser reescrita na forma

dx
= J[4(x2+2x+ 1) + 97

_J dx
~ J@x+2)? + 97

Fazendo a substitui¢do u = 2x + 2;du = 2dx, obtemos:

;ZLJ_L
2] + )
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Utilizando a férmula de recorréncia do exemplo anterior, vem:

oo l[u(uz +9) 2 . 3 J du ]
20 2:9-2 2:9:2] (2 +9)>

_l{ u +i[z;(u3+9)"+ 1 Jdu ]}
2136 +9)2 36 2-9-1 2-9-1Ju2+9

A 2w L S w1 Lo il
21362 +9) T 36|18 +9) 18 383

3 S 5 S e
36(4x> + 8x + 13)7 36 18(4x* + 8x + 13) 54 3

5 x+1 +L[ x +1 A g 2x+2]+c
T 36(4x* + 8x + 13)7 | 12 873 '

"2

Rk -
18(4x° + 8x + 13) 108

7.6 Exercicios

1.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

Nos exercicios | a 23, calcular a integral indefinida.

1 2x + 2 3 2x% 42 1 2% 42
+ arc tg ¥c

2x° I 2x + 1
d 2, |——d
Lux“ W +3x—2
x—l [ 3.‘(2
d 4. 5 d
Jx'+x*—4x -4 * J2x3 —x*—-2x+1 .
(x> + Sx + 4 [ x—1
e 6. = =,
JZ—2mx+1 % Jx=2(x -3 ™
[ (x> +1) [ dx
. d 8. |5——
Jxt —7x* + 18x* — 20x + 8 % ) x? = 4x?
(x* +2x° + 4 [ S5dx
| aFez & L = g
[ 3x-—1 [ dx
sz—x+1dx *2. Ix*+8
[ x—1 ( dx
—d 14,
J (2% + 2x + 3)? B Jx(x* —x+1)32
[ 4x! ( x?
i |——d
i
[ dx ( dx
. 18. |— .
Jx* + 9x J i+ 1) (x> +4)
(x> + x° + 2x + 1 ([ x3dx
d 20. |/——=
] -1 = J (x* + 2)?
[ dx 22 ( xdx
Jx* =33+ 3x> —x o l(x = D3A(x +1)?
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xt+ 2x — 1
i 3 d
< Lx e

1

du u+a
24. Verificar a férmula Jaz - =—I|n :

u—a

+ C
—u 2a

25. Calcular a drea da regido limitada pelas curvas

1 1

— - = = :2 ‘:3
Y~a-ne=0" a-nxz-49 - %
26. Calcul drea d id b dfico d ——l—d = =2atéx = 2
. alcular a a aregtoso Ogl' 1CO ey—x1+2x+5, EX= ale x = Z.

1
27. Calcular a drea da regido sob o grificode y = ;3‘6_—5) dex=1atéx =4
|

m. dex=—-2até x = 2,

28. Calcular a drea da regido sob o graficode y =

29. Investigar as integrais improprias:
250 §)

2

& dx
(b) f—Lm

© ;=j - .
s x (x—3)

30. Determinar, se possivel, a drea da regido sob o grdfico da fungéo y = —o0 g 0o,

7.7 Integracdo de Funcodes Racionais de Seno e Cosseno
Quando temos uma integral da forma
JR(cos.t.sen x)dx,

isto €, o integrando é uma fungdo racional de sen x e cos x, a integral dada pode ser reduzida a uma integral de uma
fungdio racional de uma nova varidvel ¢. Para isso, fazemos a substitui¢do:

r=tg%.—-rr<x<1r. (1)

Para exprimir a fungdo integrando em termos da nova varidvel 1, precisamos encontrar cos x sen x € dx em fungdo
de r. Temos:

X X X X
2 sen E cosE 2sen — cos—

2 2
sen x = " =

2 X - X
cos = + sen” —
2 2
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X X X
(2 sen = cos —) / cos? =

2 2 2
(ms2 % + sen’ %) Vi coszg
X
2 >
—_— tg 2 —
x
Figh—
1+1g >
&
14
cos? X — sen? =
2 2
cCosx = 1

¥ _ 2 X 3%
(cus 5 ~sen 2)/::05 5
*
2

x x
(c'::ns2 =~ + sen’ —)/cos"

2 2
X
1-1g?<
X
1+ tg’=
£'3
14
1+
) X . 2dt
Além disso, como 1 = tgi. temos x = 2 arc tg f e, assim, dx = 1+ 7

Portanto, quando fazemos a substitui¢do 1 = tg 1;— podemos utilizar as férmulas

(2)

Observamos que a substitui¢do (1) transforma qualquer integral de fungdo racional de seno e cosseno numa integral
de fungdo racional de r. Por isso, ela também é conhecida como a “substituicio universal” para a integracdo de
expressoes trigonométricas.

7.7.1  Exemplos
dx

(i) Calcular I = Jm

Fazendo x = tg % e usando (2), vem:

2dt

,=[41L

1 —-£
+ -
=T 1+

2d

_J 1+ ¢
)3 +38%7 +5 - 512
1+ ¢
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B [ 2dt
8 — 2

__JL
-4

Resolvendo esta integral pelo método das fragOes parciais, vem:

4]t +2 4)t-2

1 1
==Inlt+2l -—=Inlt —2| +
ginle+2l -2t -21+C
1, |e+2
=—In|l—=| + C.
4 ]r-z ¢

y e X
Finalmente, substituindo ¢t = tg 5 obtemos:

X
tg5+2
bi|—=—| @&
g -2
&5

dx
sen x + cosx + 2

(iil) Calcular I = j

Usando a substituigdo x = tg% e (2), vem:

2dt

1+ 22
I'J 2 ] - £
+

1+ 1+¢

+ 2

2dt
( 1+ ¢
J2at +1 -1+ 2 + 212
1+

[ 2di
JiP+2t +3

2[ dt
(t+ 1) +2
__2_arctgu:.l +C
V2 V2

= \/iarc tg[%(r + 1)] + C.

Il

Substituindo ¢ = tg %. obtemos:

I = V2arc tg[—\;—a(zgg + 1)} +C.
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7.8 Integrais Envolvendo Expressoes da Forma Vax® + bx + ¢ (a # 0)

Algumas integrais que envolvem a expressdo Vax® + bx + ¢ podem ser resolvidas usando-se uma substituigao
conveniente.

Podemos completar o quadrado do trindmio ax’ + bx + ¢ para visualizar a substituigio.
Os exemplos seguintes apresentam casos em que, apos a substituigdo, a integral recai numa integral tabelada ou
numa integral de um dos tipos apresentados anteriormente.

7.8.1 Exemplos
dx
VXl +8x+ 15

Vamos completar o quadrado do trinémio x* + 8x + 15. Temos:

(i) Calcular I = J

X2+8x+15=(x+4) - 1.
Neste caso, a substituigio conveniente €
u=x+4:du=dx,
que transforma a integral / numa integral tabelada (ver 6.1.10 — (22)).
Temos:
i J uiu— 1
= argcoshu + C
=In|u + \/;5——1| g o
Portanto,

I = argcosh (x + 4) + Cou

I=Injx+4+Vx*+8x+15 +C.

+ 2
(ii) Calcular [ = J i _ dx.
V9 — 16x — 4x°
Temos:
9 — 16x — 4x? = 25 — (2x + 4)%
Logo,

I_J 3x+ 2 3
V25— 2z + 42

Para resolver esta integral, podemos usar uma substitui¢do trigonométrica (ver Segéo 7.3). Temos:

- T
2x + 4 = 0, —=0=—
x + 4 = 5sen > >

dx = %cosﬂ de e

V25 — (2x + 4)? = 5cosé.
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Logo,

Scosd . Ecosb‘dﬂ

J(%sen&— Z)a'f}

15
——cos8 — 268 + C.

P J3(5/2senﬂ -2)+2 5

4
+4 2x + 4 1
Como 2x + 4 = 5 sen 6, temos que sen 6 = xs ; 8 = arc sen xs ecosﬂ=§\/25—(21+4)2.
Portanto,
15 -~ 2x+
!=-T'%\/55—(2x+4)‘—23rcsen(XS 4)+C

3 Ix + 4
-ZV9—16x—4x2—2arcsen(x )+C.

5
A seguir, apresentamos outras substitui¢oes usadas para a resolugdo deste tipo de integral.
Temos os seguintes casos:
(@) O trinbmio ax® + bx + ¢ apresenta a > 0.

Neste caso, podemos usar

VaxX +bx +c=+Vax +1. (N

(b) O trindémio ax® + bx + ¢ apresenta ¢ > 0.

Neste caso, podemos usar

Vax? + bx +c = xt + Ve. (2)

(¢) O trindbmio ax* + bx + ¢ tem raizes reais.

Usamos, para este caso, a substitui¢ao

Vax* + bx + ¢ = (x — r)t, (3)
onde r é qualquer uma das raizes do trinémio ax® + bx + c.

Os exemplos seguintes mostram esses casos.

7.8.2 Exemplos
dx
xVaxt + x -3
Neste caso, o trindmio apresenta a = 4 > 0 e raizes reais. Portanto, podemos escolher entre as substitui¢oes dos
casos (a) e (¢).

(i) Calcular I = J

Vamos escolher o caso (a), usando o sinal positivo de (1). Temos:

Vi4x* + x -3 =2x + 1t



s,
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Entao,
4x* + x — 3= (2x +1)*
dx* + x —3=4x* +dxt + 1%
x—4xt=r+3

x(1—4t) = +3

_ 43
L T
—42 4+ 2t + 12
= d
= (1 — 4r)
c
243
VAP b x-8=2s i Ty
4x° + x 1
__—2:2+r+6
T 1— 8

Substituindo essas expressoes na integral, vem:

-4 + 2 + 12
_f (1 - 4)°
I=|7+3 T

1-—4t 1 — 4t

[ 59
B 1'2+3dI

o

2 t
=ﬁarctg%+c‘
2 Vax?+x—3 - 2x
%arctg B +C
dx

(ii) Calcular I = :
(x+4)\/x2+4x+9

O trinémio x2 + 4x + 9tema = 1 > 0 e ¢ = 9 > 0. Portanto, podemos escolher entre os casos (a) e (b).

Vamos usar (2) com o sinal positivo. Temos:

Vx2+4x+9=xt+3

J(2-+-43::+9=(J:!-l-:‘l)2

_ 6t —4
x—l_rz.
t* — 8t + 6
dx—6
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[

3 61_4
V.r‘+4x+9=l st +3

32 -4 +3
1-¢

Substituindo esses resultados na integral, vem:

60> — 8 + 6
(1-)>
= dt
i J(ﬁr—4+4)_3rz—4r+3
1-£ 1 -1
_[ di
=212 + 3t

Esta integral pode ser resolvida por frag6es parciais (ver Segdo 7.5).

. -
Como as raizes de g(x) = t* — Er siot = 0et = 3/2, vem:

Eliminando os denominadores, obtemos:

Substituindo ¢ pelos valores t = O e r = 3/2, vem:

t=0—1= —%Al
A,*—%:
s StinBa,
el
Logo.,
I = —%[J’:?—/—a-dr + J%/_z-dr]
= —%-_Tzlnlri —%-%Inlr~3/21 4+

1 1
—glnlrl —ilnl2r—3| o 0



Voltando a variavel x,

=lm‘vx2+4i+9—3‘_

(iii) Calcular I = J

CariTuLo 7
temos:
3 £ B _
lm‘ZVx +4x+9-3x—6 L
3 X
dx
Vi+x—6

Neste exemplo, a = 1 > O e o trinémio x* + x — 6 apresenta raizes reais r; = 2er, =

Vxi+x—6=(x—2)t

X*+x—-6=

(x —2)%¢

(x = 2)(x+3) = (x — 2)*
x+3=(x-2)

x:

dx =

m=(

2‘2"'3.

-1
=10t

(* = 1)°

2t + 3
-1 2) {

5t

£—-1

Substituindo em /, obtemos:

—10¢
(- 1)*

dt

J2t2+3 5t

P-1 7
[ —10t
J108% + 15¢ ;
[ —dt

Nos exercicios | a 14, calcular a integral indefinida.

-1

!
t -+
\Fam g\f C
2 2
- Ty3T R3S

7.9 Exercicios

\/x +x—6

¥—2

J' (1 + sen x)

sen x (1 + cosx)

lher entre (1) e (3). Escolhemos (3) com r = 2. Temos:

6, ¢

-

dx

Métodos de integracao

1+ sen x + cosx

il

— 3. Podemos, entdo, esco-




.33

i i 8

13.

15.

16.

Nos exercicios 17 a 33, calcular a integral indefinida:

1

19.

21.

23.

25.

27.

29.

a1s

33.

Calculo A — Fungdes, limite, derivagdo e integragdo

sen x + 1gx

3+ cosx

1+ cosr
l—senx

cos (2t — 1)

2—cos(2r — 1)

e
Ji e
i
|
|
S

[

4sen e* - 3cose’

sen x + cosx

Calcular a drea sob acurva y =

dx

o

f

V5x - ¥ -6

dx

[

JxVax*+ x -3

dx

N

JxV2 + x - X2

dx

N

o

-

o

a

|

(x-1)Vx—2x-3

dx

Vxi+3x+2

dx
(2x + 1)V4x? + 4x

dx

(2x — )Vl — x + 5/4

dx
xVx:—4x — 4
dx

V3 - 2x — x*

1

2 +senx

Calcular a drea limitada pelas curvas y =

4 + Scosx

1 — cosx

10.
3 +sent + cost

cosfde

12.
1 + cos#

14,

i
J
J
s
J

4 - senﬂ + cosf

,dcx=0a,t——

2
_ 1 I
2 — COSx'en 2 2
18. 2
J(x+4)Vx*+4x+9
2. [——%
( x4
22, dx
J(2x + x)V2x + x2
[1 - V1 +x+ x2
24, - - dx
J 2 V1 4+ x + 2
26. : dx
IV +2x -3
28. ax
INOx* + 12x + 5
a5, [
T )V +x -3
x+3
32. I—-—-—d.r
Vx?+ 2x



No Capitulo 6 estudamos a integral definida e analisamos uma
importante aplicacdo que € o calculo de area de regides planas.

Neste capitulo, outras aplicacdes da integral definida serdo discutidas.

v Ol N

.1 Comprimento de Arco de uma Curva Plana Usando a sua
Equacdo Cartesiana

A representagio grifica de uma fungdo y = f(x) num intervalo [a, b] pode ser um segmento de reta ou uma curva
qualquer. A porgio da curva do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(b, f (b)) é chamada arco (ver Figura 8.1).

AY
y=1fx)

Figura 8.1
Queremos encontrar um nimero s que, intuitivamente, entendemos ser o comprimento de tal arco.

8.1.1 0 grafico de y = f(x) num intervalo [a, b] ¢ um segmento de reta
Neste caso, observando a Figura 8.2, vemos que:

s=V(b—a)’+ (f(b) - f(a))

f(b)
fla)

R I

xXVY

Figura 8.2
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8.1.2 0 gréfico de y = f(x) num intervalo [a, b] € uma curva qualquer

Sabemos da Geometria, que o perimetro de uma circunferéncia € definido como o limite dos perimetros dos poli-
gonos regulares nela inscritos. Para outras curvas, podemos proceder de forma andloga.

Seja C uma curva de equagdo y = f(x), onde f € continua e derivdvel em [a, b]. Queremos determinar o compri-
mento do arco da curva C, de A até B (ver Figura 8.3).

Seja P uma particdo de [a, b] dada por:

a=x0<x1‘(x2<...<x[_1<.¥f(...<xn=b.

Sejam Qg, Q,, ..., @, 0s correspondentes pontos sobre a curva C. Unindo os pontos Qy, @, .... O, obtemos uma
poligonal cujo comprimento nos dd uma aproximagao do comprimento do arco da curva C, de A até B. A Figura 8.4 ilus-
tra esta poligonal paran = 7.

Figura 8.3

O comprimento da poligonal, denotado por /,,, é dado por:

- 2\/(&—&_1)2 ¥ F®) - Fa)) ()

AY

a=x X X, X3 X, X x,b:x, i

Figura 8.4

Como f é derivavel em [a, b], podemos aplicar o Teorema do Valor Médio (ver 5.5.2) em cada intervalo
[xi-1, %), i = 1,2,... ,n, e escrever

f(x) = flxioy) = f(e) (2 — xi-1),

onde ¢; é um ponto do intervalo (x;_y, X;).
Substituindo este resultado em (1), obtemos:

Iy = ivr(x;' —x;)* + [ ()P (x — x4)°
=
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R e ella b

; V1 + [f'(e)F (x5 — xi24)

i v l + [f'(cx)]z A'I“'-l" (2)
i=1

onde Ax; = x; — x;_;.
A soma que aparece em (2) é uma soma de Riemann da funcao

V1 +[f'(0F.

Podemos observar que a medida que n cresce muito e cada Axy, { = 1,2,..., n, torna-se muito pequeno, /, aproxi-
ma-se do que, intuitivamente, entendemos como o comprimento do arco da curva C, de A at€ B.

8.1.3 Definicao Seja C uma curva de equagdo y = f(x), onde f € uma fungdo continua e derivivel em [a, b]. O
comprimento do arco da curva C, do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(h, f(b)), que denotamos por s, € dado por:

s = lim i V1 + [f'(c;)] Ax; (3)

mixAy,—0 25

se o limite a direita existir.
Pode-se provar que, se f'(x) € continua em [a, b], o limite em (3) existe. Entdo, pela defini¢io da integral defini-
da (ver 6.8.1), temos:

ey e *E)]_zdx.

(4)

8.1.4 Exemplos
(i) Calcular o comprimento do arco da curva dada por y = x*? — 4, de A(1, -3) até B(4, 4).

Solucdo: A Figura 8.5 ilustra este exemplo.

> ¥

T Y

Figura 8.5
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A S

5 8 5
Temos: y = x’? —4ey = Ex"'z. Aplicando (4), vem:

¢ 72 N2
=J. l+(gx”2)dx
| 2
4
=J;«\fl+§.tdx
9 3214

3/2 1

_ 8 o E(E)m
= 210 ;

_80V10 - 13V13
27

unidades de comprimento.

Observamos que poucos exemplos apresentam no integrando uma fungao, tal que a integral possa ser resolvida por
um dos métodos apresentados nos capitulos anteriores. Os métodos que ddo uma solugdo aproximada estdo além dos

objetivos deste livro.

(i) Obter uma integral definida que nos dd o comprimento da curva y = cos2x, paral) = x = 7.

Temos: y = cos 2x e y' = —2 sen 2x. Portanto,

™
§i= J; V1 + 4 sen’2x dx.

Podem ocorrer situagdes em que a curva C é dada por x = g(y),em vez de v = f(x). Neste caso, o comprimen-
to do arco da curva C de A(g(c). ¢) até B(g(d), d) (ver Figura 8.6), é dado por:

AY
- G :
oft?
a b
Figura 8.6

1
(iii) Calcular o comprimento do arco dado por x = Ey" + E:V- —
Neste exemplo, vamos usar (5). Temos:

L T o) =
g(y}—z.v +6y 1egi(y

B | W

y: — —5-
’ 6y’

1, 1 =ur=3
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PRRRNEE, PR

8.2 Comprimento de Arco de uma Curva Plana Dada por suas
Equacdes Parameétricas

Vamos, agora, calcular o comprimento de um arco de uma curva C, dada na forma paramétrica, pelas equagdes:

250 et

onde x = x(t) e y = y(t) sdo continuas com derivadas continuas e x'(¢) # 0 para todo t € [1, 1,].

Neste caso, conforme vimos em 4.18, estas equagdes definem uma fungdo y = f(.x). cuja derivada € dada por:

dy _ y'(1)

dx  x'(1)

Para calcular o comprimento de arco de C, vamos fazer uma mudanga de varidveis em (4). Substituindo x = x (1);
dx = x'(1) dt, obtemos

b
s = J V1 + [f'(x)Fdx

= y’(r)T,
—J: 1+ [x'(!J x'(r) dr,

n

onde x(f,) = ae x(t;) = b.

Portanto,

e
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: _

x = 2sen’t

8.2.1 Exemplo Calcular o comprimento da hipocicléide 3
p p PO y=2cos’t

Solucdo: A Figura 8.7 ilustra esta curva.

-2

Figura 8.7

Observamos que esta curva € simétrica em relagao aos eixos. Vamos, entfio, calcular o comprimento do arco gue
estd descrito no primeiro quadrante, isto €,

x = 2sen’t

y = 2 cos’t o € Dyl

Temos:
x(t) = 2sen’t, x'(t) = 6sen’tcost:

y(t) = 2cos’t, y'(t) = —6cos’t sen 1.

Portanto,

=]
Il

ji\/[ﬂf'(‘)]2 + [y'(1)F dt
i
V(6 sen’rcos 1) + (—6 cos’t sen 1) dt

(

/2

V36 sen*tcos?t + 36 cos*rsen?t dt

\/36 sen’tcos’t dt

J;
/2

L
/2

[ 6 sen tcosrdr
0

/2

sen’t

6
2

0
= 3 unidades de comprimento.

Logo, o comprimento total da hipocicléide dada € 4 - 3 = 12 unidades de comprimento.

8.3 Area de uma Regido Plana

Um estudo de drea de regides planas foi feito no Capitulo 6. Nesta secido, vamos calcular a drea de uma regiao plana,
quando as curvas que delimitam a regido siao dadas na forma paramétrica.
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Caso 1 Cidlculo da drea da figura plana S, limitada pelo gréfico de f, pelas retas x = a, x = b e 0 eixo dos x (ver Figura
8.8), onde y = f(x) € continua, f(x) = 0Vx € [a, b] e € dada por:
{x = x(1)
y=3()"

com x(fy) = aex(t) = b.

t € [t 4],

(i y=fx)

_

.=

a=x(t) b=x(t) X

Figura 8.8

Neste caso, conforme vimos em 6.11.1, a drea de S € dada por:

b b
A= Jf(.t)dx = Jyd.r.

Fazendo a substitui¢do x = x(r);dx = x'(r) dt, obtemos:

(1)

X =2cost

8.3.1 Exemplo Calcular a drea da regido limitada pela elipse { 3 =956 ¢

A Figura 8.9 ilustra este exemplo.

Figura 8.9

Como esta curva apresenta simetria em rela¢do aos eixos, vamos calcular a drea da regido §,, que estd no primeiro
quadrante.
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Para aplicar (1) precisamos determinar os limites de integragéo t, e f,. Para isso, usamos as equagdes paramétricas
da curva. Observando a Figura 8.9, vemos que x varia de 0 a 2 e, assim, #, corresponde ao ponto P(0, 3) e t, corresponde
ao ponto O(2, 0) sobre a elipse.

No ponto P(0, 3), temos:
0 = 2cos t,,
3 = 3sen

T
dessa forma, ¢, = 7

No ponto Q (2, 0), temos:
2 = 2cos ty,

0 = 3sen t;;
entdo, t; = 0.

Portanto,

A= r 3sent + (—2sen t) dt
/2

/2
= —L — 6 sen’t dt

/2
1 1
=6| (--=cos2t)d
L (5 -3 cos2e )

1 2
= 3(: - 5 sen 21)

3w
= —u.a.

2

0

3
Logo, a drea da regido limitada pela elipse € 4 - 711‘ = 67 u.a.

Caso2 Cilculo da drea da figura plana limitada pelos graficos de fe g, pelas retas x = a e x = b, onde fe g sdo funcdes

continuas em [a, b], como f(x) = g(x),V x € [a, b], e sio dadas na forma paramétrica.
A Figura 8.10 ilustra este caso.

4Y Y. =fx)

Y. =9(x)

[
Q -
>xv

Figura 8.10

Temos que y; = f(x) & dada por:
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{«ﬁ = x1(1)
n=nt), t €]

e y» = g(x) é dada por:

{xz = x2(1)
Y. = »(t) .t €[5, 3],

onde x;(fy) = x3(12) = ae x;(t;) = x3(13) = b.

Usando o resultado de 6.11.5 e o caso anterior, vem:

b
A=Lvu)—mnwx
- ff(x)dx- fg(x)dx

=IEMHmm—JEMﬁmm
o t2

8.3.2 Exemplo Calcular a drea entre as elipses

x =2cost x = 2cost
e
y = 4sen ( y=sent

A Figura 8.11 ilustra este exemplo.

-
rd

-1

-4

Figura 8.11

Procedendo de forma andloga ao Exemplo 8.3.1 e aplicando (2), obtemos:

)
A= [4sent - (—2sent) —sent - (—2sen t)]dt
w2

>V

(2)
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0
= 4[ (—8 sen’t + 2 sen’t)dt
/2

w2
—4J —6 sen’  dt

marg 1
24[ (— - = cosZr)d!
o N2 2

1 w/2
— 12(! ~i sen 21‘)

12+

0

A

6 u.

P

8.4 Exercicios

1.

11.

13:

15

17

19.

21.

22.

{x=r3 - lx=2(£—senr)

Nos exercicios | a 14, encontrar o comprimento de arco da curva dada.

y=35x—-2,—-2=x=2 2, y=x-1,1s5x=2
y=%(2+x2)3ﬁ,05x53 4. x4+ y¥3 =1

Ty e g L

pigx +8x2 1=x<2 S.x—3y +4y.15y53

1 X -x E+e_' v,- V/_

.y=5(e +e7),de(0,1)al 1, > 8. y=Inx,V3=x=VS8
y=1—ln(senx),%£x£% 10. y = V7, de P(0, 0) até P,(4, 8)

y =4V + 2, dePy(0,2) até P,(1, 6) 12. y = 6(Vx2 - 1), de Py(1,0) até P,(2V2, 6)
(y — 1) = (x + 4)°, de P(—3,2) até P,(0,9) 14. x? =y’ de By(0, 0) até P,(8, 4)

Nos exercicios 15 a 21, estabelecer a integral que dd o comprimento de arco da curva dada.

1 1 1
y=x0=sx=2 16. y=;.dePﬂ(z.4)atéﬂ(4,Z)
X} — y*=1,de By(3, —2V2) até P,(3,2V2) 18. y = ¢*.de Py(0, 1) até P,(2, €?)
y=x>+2x-10=x=<1 20. y=Vx, 2=sx=4

y=sen3x, 0= x =27

Nos exercicios 22 a 29, calcular o comprimento de arco da curva dada na forma paramétrica.

y=2(1— cost)  LE[0,7]



24,

26.

28.

30.

31.

32.

33.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Capituto 8 Aplicagdes da integral definida 345
L -

= =1 t
{x 0L e f0,2%] 25. {x ent  telo,n]
y = cost y=tcost
=3t+2 =1/3¢
* , tE(D,2] 27. | FT1BE G =2
y=it =1 y=1/2t
x =é€'cost x=2cost+ 2tsent .
‘ 29. , 0=st1=—
y=¢e'sent, 1l=t=2 y = 2sent — 2t cost 9
- 3
Achar o comprimento da hipocicléide { —— Sen: ,t €0, 27]
y = 4cos”t
= I
Achar o comprimento da circunferéncia { i s B0 2%]
y=asent
= Tcost/4
Calcular o comprimento da parte da circunferncia que esta no primeiro quadrante { ; _ 7 (:2:1 :, /4

Nos exercicios 33 a 35, calcular a drea da regido limitada pelas seguintes curvas, dadas na forma paramétrica.

[x = cos t {x= cost - {x =2 cos’t {x =2 co8't

e [+
y =sent y=1/2sent y=2sen’t y=2sent

=i e x=1+1¢
v =g y=1+3t

=2 t
Calcular a drea da parte da circunferéncia {x LS

5 (. e estd acimadareta y = 1.
y =2 sen

x=3cost¢

Calcul irea d ido delimitada pela eli .
cular a drea da regido delimi peaelps«e{y:Sm_lr

3
e 4 esquerda pela reta x = i

x = 3cost 3
2

Calcular a drea da regido limitada & direita pela elipse { y=2sent

x =4 cost {x=cosr
&

Calcular a drea da regido entre as curvas { i
y=2sent y=sent

x =3 cos’t T
.08 0, |earctax + y=3.
y=3sent

Calcular a drea entre o arco da hipocicléide { 2

. . . v |x=4sen’:
Calcular a drea delimitada pela hipocicléide {y R 1

Calcular a drea da regido S, hachurada na Figura 8.12.
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x = k(t —sent) AY
y=k(1— cost)

SO\

XY

2kn

Figura 8.12

8.5 Volume de um Solido de Revolucao

Fazendo uma regido plana girar em torno de uma reta no plano, obtemos um sélido, que € chamado sélido de re-
volugdo. A reta ao redor da qual a regidio gira € chamada eixo de revolugdo.

Por exemplo, fazendo a regido limitada pelas curvas y = 0,y = x e x = 4 girar em torno do eixo dos x, o sélido
de revolugdo obtido € um cone (ver Figura 8.13).

AY
4 .................

v

Figura 8.13

Se o retangulo delimitado pelas retas x = 0, x = 1, y = 0 e y = 3 girar em torno do eixo dos y, obtemos um cilin-
dro (ver Figura 8.14).

Y

Figura 8.14

Consideremos, agora, o problema de definir o volume do sélido T, gerado pela rotagdo em torno do eixo dos x, da
regido plana R vista na Figura 8.15.
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Figura 8.15

Suponhamos que f(x) € continua e ndo negativa em [a, b].
Consideremos uma partigéio P de [a, b], dada por:

aIxﬂ(\'xl<...<x;._]<.t‘:<:...<x"=b.

Seja Ax; = x; — x;_, o comprimento do intervalo [x;_;, X;].

Em cada intervalo [x;_,, x;], escolhemos um ponto qualquer c;.

Para cada i, i = 1, ..., n, construimos um retdngulo R, de base Ax; e altura f(c;). Fazendo cada retangulo R, girar
em torno do eixo dos x, o s6lido de revolugdo obtido é um cilindro (ver Figura 8.16), cujo volume € dado por:

ﬂU(cr)]zﬁxi'

A soma dos volumes dos n cilindros, que representamos por V,, ¢ dada por:

V, = #lf(c;)PAx, + #{f(c;)FAx; + ... + w[f(c,)FAx,
= Fi {f(c,-)]zax,-.
i=1

e nos d4 uma aproximagéo do volume do sélido T (ver Figura 8.17).

AY

fc)

xVv

Figura 8.16

Podemos observar que & medida que n cresce muito e cada Ax;,i = 1, ... ,n, torna-se muito pequeno, a soma dos

volumes dos 7 cilindros aproxima-se do que, intuitivamente, entendemos como o volume do sélido 7.
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xv

il TN PRy
]
i

Figura 8.17

8.5.1 Definicdo Seja y = f(x) uma fungdo continua ndo negativa em [a, b]. Seja R a regifio sob o grifico de f
de a até b. O volume do sélido T, gerado pela revolucd@o de R em torno do eixo dos x, € definido por:

V= lm 73 [f(e)Pax,

(1)

A soma que aparece em (1) é uma soma de Riemann da funciio [f (x)]2. Como f é continua, o limite em (1) existe.
e, entdo, pela defini¢do da integral definida, temos:

(2)

A férmula (2) pode ser generalizada para outras situagdes:

(1) A funcdo f(x) é negativa em alguns pontos de [a, b].

A Figura 8.18 (¢) mostra o s6lido gerado pela rotagio da Figura 8.18 (a), ao redor do eixo dos x, que coincide com
o sélido gerado pela rotagdio, ao redor do eixo dos x, da regido sob o gréifico da fungdo |f(x)| de a até b (ver Figura
8.18 (b)). Como | f(x)1? = (f(x))? aférmula (2) permanece vilida neste caso.

AY AY AY
| a b X 1 a b —) X
(a) (b) (c)
Figura 8.18

(2) A regido R esta entre os grificos de duas fungdes f(x) e g (x) de a até b, como mostra a Figura 8.19.

Supondo f(x) = g(x),V x € [a, b], o volume do sélido T, gerado pela rotagdo de R em torno do eixo dos x, €
dado por:

h
o «rj U OF - [g(0)P) dx. )



Carituro 8 Aplicagdes da integral definida !H

xy

Figura 8.19

(3) Ao invés de girar ao redor do eixo des x, a regido R gira em torno do eixo dos y (ver Figura 8.20).

—
<

d!
i
"""" ci
X
Figura 8.20
Neste caso, temos;
d
V=ﬂf@0ﬂ%% 4)

(4) A rotacio se efetua ao redor de uma reta paralela a um dos eixos coordenados.

Se o eixo de revolugéo for a reta y = L (ver Figura 8.21), temos:

b
v=ﬂﬁﬂn—wa (5)

Figura 8.21



m Calculo A — Fungdes, limite, derivagdo e integragdo

Se o eixo de revolugdo for a reta x = M (ver Figura 8.22), temos:

d
V. #J [g(y) — M[dy. (©6)
AY M
[ || TR—
\ X=g(y)
Cr-——=====+
X
Figura 8.22

8.5.2 Exemplos

1
(i) A regido R, limitada pela curva y = E x*, oeixodosxeasretasx = l e x = 4, gira em torno do eixo dos x.

Encontrar o volume do sélido de revolugao gerado.

Na Figura 8.23 vemos a regido R e o sélido T gerado pela rotagdo de R em torno do eixo dos x.

AY AY

xv

Figura 8.23

Aplicando a férmula (2), temos:

V= r:J. (—xz) dx
A 4

514
5

~NE!

[4° = 19

SR

ot
=

2
—3 7r unidades de volume (u.v.).

80



Carituro 8 Aplicacbes da integral definida 351
-0 .

(i) Calcular o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno do eixo dos x, da regido limitada pela pardbola
1 1
y=z(13—.r2)epelarelay = E(x+ 5).

Na Figura 8.24 podemos ver a regido R e o sélido T, gerado pela rotagdo de R em torno do eixo dos x.

Y

Figura 8.24

Aplicando a férmula (3), vem
1 1 ) 2 l 2
WJ_J{[Z(IB—-.:)] —[E(x+5)] }dx

1
1 !
"ﬂ'J [— (169 — 26x% + x*) — — (x* + 10x + 25)] dx
,L16 4

Vv

rl

= %H_S(ﬁg — 40x — 30x* + x*)dx
n T S
T L69.r — 20x% — 10x* + ?] ‘
:%L69*20—10+%+207~ 180+2?0+%3—'
_ 19247
80
= 24,05 u.v.
(iii) Calcular o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno do eixo dos x, da regido entre o grifico da fungédo
y = senx e o eixo dos x, de ;;- até 3?“

A Figura 8.25 mostra a regido R e o sélido gerado pela rotagdo de R em torno do eixo dos x.

AY AY

Figura 8.25
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Aplicando a férmula (2), temos:

a2
V= ﬂ'J (senx)’dx
—wf2

W
wJ (— — — CcOos 21)(1')(
e 2 2

3 ™
=ml—-0+—+
‘n’(d( 0 4 0)
=7’ uv

(iv) A regido limitada pela pardbola ciibica y = x”, pelo eixo dos y e pela reta y = 8, gira em torno do eixo dos y.
Determinar o volume do sélido de revolugdo obtido.
Podemos ver a regido R e o sélido de revolugao T, gerado pela rotagdo de R em torno do eixo dos y, na Figura 8.26.

-

4

Y AY
—

\

77

x=y

5
BT L

e e

XY

Figura 8.26

Para calcular o volume de T, vamos aplicar a férmula (4). Temos:

d
Wi WJ [g(y)Tdy

I
3
E|
i
(=]
o
=
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- s

(v) Determinar o volume do sélido gerado pela rotag@o, em torno da reta y = 4, da regido limitada por y = 1/x,
y=4ex =4

A regiio R e o sélido gerado pela rotagdo de R em torno da reta y = 4 podem ser vistos na Figura 8.27.

AY 4

=Y

Figura 8.27
Neste exemplo, observamos que o raio da secgdo transversal do s6lido ndo € f(x) — L, mas sim L — f(x), jd que

f(x) < L. Porém, como (f(x) — L)? = (L = f(x))* aférmula (5) continua valida.
Temos:

b
V= -rr[ [f(x) — LPdx

] Il
3 3
—
/—'h\ —
H|,_.. |-
" |
! &
= | =
h-l\.l
& =
=3
N
[~
-

4

[
3

I
3
P SR e U
|
=

—8Inx + lﬁx}
1/4

—81n4+64+4+81ni—4)

Il
3

1, .
(vi) A regido R, delimitada pela pardbola x = 3 y*+ lepelasretas x = —1,y = —2 e y = 2 gira em torno
da reta x = — 1. Determinar o volume do sélido de revolugio obtido.

Podemos ver a regido R e o sélido gerado pela rotagiio de R, em torno da reta x = — 1, na Figura 8.28.
Aplicando a férmula (6), temos:

d
V= vJ [g(y) — MPdy

214 2
‘n'J' {Ey2+l—(—l) dy
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]
=)
=
s -
B | =
b
"~
+
[ ]
S
J
[~
-

2
=17J —y“+2y2+4)dv

5 S 2

y | 2y )
=ml L+ +4
"’(20 3 7).,

32 16 2 16
=7l —=+—+ =+ =+
1rr(20 TR 8)
_44817 v

IS u.

o AY R AY

N

Nai

N

>V

o % ks

Figura 8.28

8.6 Area de uma Superficie de Revolucao
Quando uma curva plana gira em torno de uma reta no plano, obtemos uma superficie de revolugao.
Vamos considerar o problema de determinar a drea da superficie de revolugdo S obtida quando uma curva C, de

equacdo y = f(x),x € [a, b], gira em torno do eixo dos x (ver Figura 8.29).

AY AY

C:y =f(x) .
; g B X
a b x
Figura 8.29

Vamos supor que f(x) = 0, para todo x € [a, b], e que f ¢ uma fungiio derivdvel em [a, b].
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Como fizemos para o célculo do volume de um sélido de revolugdo, dividimos o intervalo [a, b] em n subinterva-
los através dos pontos:

a=x<x5<.<X,<x5<..<x,=b

Sejam Qy, Q,.... @, 0s correspondentes pontos sobre a curva C. Unindo os pontos Qy, @, ... , Q,, obtemos uma

linha poligonal que aproxima a curva C.
A Figura 8.30 ilustra esta poligonal paran = 7.

AY

i —

o

x
&

XV

X, X Xy X X

Figura 8.30

Fazendo cada segmento de reta desta linha poligonal girar em torno do eixo dos x, a superficie de revolugdo obtida
¢ um tronco de cone, como mostra a Figura 8.31.

fix,)
f(x.,)

>V

Figura 8.31

Da geometria elementar, sabemos que a érea lateral do tronco de cone € dada por:
A = ‘J'T(l“; + rz)L,

onde r, € o raio da base menor, r, € o raio da base maior ¢ L é o comprimento da geratriz do tronco de cone (ver Figura
8.32).
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3D

Figura 8.32

Portanto, a drea lateral do tronco de cone que visualizamos na Figura 8.31 ¢ dada por:
A; = 7(f(x;i-y) + f(x;)]As;

= 2y f(xj—i)z"' f(xr')]ﬁsj

= 2nwf(c;) As;, (hH

onde As; € o comprimento do segmento Q,_, O, e ¢, € um ponto no intervalo [x;_,, x;] tal que

Fe)= f(xi—l)2+ f(xf)‘ 2)

Observamos que podemos garantir a existéncia de ¢, € [x,_;, x;| que satisfaz (2), pelo Teorema do Valor
Intermedidrio (Teorema 3.18.9), j4 que f € continua em [a, b].

Analisando o tridngulo retdngulo Q; ; AQ, da Figura 8.31, vemos que:

As, = V(x — xi-)? + (fF(x) = f(xi-1))> 3)

Como f ¢ derivdvel no intervalo [a, b], podemos aplicar o Teorema do Valor Médio em cada [x;_,.x]J.i = 1,... ,n.
Entiio, para cada i = 1, 2, ..., n, existe um ponto d; € (x;_;,x,) tal que:

fOx) = flxizq) = fid) (x; = xiy)

= f'(d;)Ax,

onde Ax,' =Xr= Xp=vs

Substituindo em (3), vem:

As; = V(Ax)* + [f'(d)F(Ax)?

=V1 + [f'(d;)PAx,.
Substituindo, agora, este resultado em (1), obtemos:

A =2nf(c)V1 + U;(df)]zij»

Esta expressdo nos d4 a drea lateral do tronco de cone gerado pela rotagdo, em torno do eixo dos x, do segmento de

reta Q; 1 0.
Somando as 4dreas laterais de todos os troncos de cone gerados pela rotagao dos segmentos que compdem a linha
poligonal, obtemos uma aproximagdo da drea da superficie S, dada por:
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34, = 20 S VI + [F (@)FAx,

Podemos observar que, quando n cresce muito e cada A x, torna-se muito pequeno, a soma das areas laterais dos n
troncos de cone aproxima-se do que, intuitivamente, entendemos como a drea da superficie S.

8.6.1 Definicdo Seja C uma curva de equagdio y = f(x), onde f e f' sdo fungdes continuas em [a, b] e
f(x) =0,V x € [a, b]. A area da superficie de revolugdo S, gerada pela rotagdo da curva C ao redor do eixo
dos x, € definida por:

A= lim Bzwif(c,.)w + [ f'(d)FAx. ()
i=1

mix Ax,—

A soma que aparece em (4) ndo é exatamente uma soma de Riemann da fungio f(x)V'1 + [f’'(x)], pois apare-
cem dois pontos distintos ¢, e d;. No entanto, € possivel mostrar que o limite em (4) € a integral desta fungiio. Temos,
entao:

(5)

Observamos que, se ao invés de considerarmos uma curva y = f(x) girando em torno do eixo dos x, considerar-
mos uma curva x = g(y),y € [c, d] girando em torno do eixo dos y, a drea serd dada por:

d
A= 2WJ g()V1 +[g'(y)Fdy. (6)

8.6.2 Exemplos

(i) Calcular a area da superficie de revolucao obtida pela rotagdo, em torno do eixo dos x, da curva dada por
y= 4\/;,% =x =4

Temos:

b
A= 2«r[ F(IV1 + [f'(x)Pdx

=21rr4\/;-,fl+idx
1/4 X

¢ Vix +4
= Zﬂj 4\/.1_( . dx
” Vx

= BwJA Vx+ 4dx
1/4

(x + 4)3’fz 4

3/2 -

167 sy (E)n)
(- (5

- %‘”—(128 V2 -17V17) u.a.

= 87

A Figura 8.33 ilustra este exemplo.
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_—

Figura 8.33

(i) Calcular a drea da superficie de revolugdo obtida pela rotagdo, em torno do eixo dos y, da curva dada por
|
x=y 0=y=1
Temos:

d
A s zﬂj ¢ G)VI+ g () Pdy
1
= 21:-.[ Y¥V1+ (3y)%dy
0
=2 L1y3 V1 + 9y*dy.

Vamos, agora, calcular a integral indefinida [ = J y* V1 + 9y*dy. Fazendo a substituicio « = 1 + 9y*, temos

du = 36y’dy. Entio,

1
I = — ]IQ
36 Ju du

1 2
=—. .=+ C

Il

%{1 +9y4)¥2 + C.

2 4y3/2 1
54 Yo

S
Il
A5
Py
+
e

%(10 V10 - 1) va.
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S e

A Figura 8.34 ilustra este exemplo.

XV

Figura 8.34

8.7 Exercicios

Nos exercicios | a 5, determinar o volume do sélido de revolugéo gerado pela rotagio, em torno do eixo dos x, da
regido R delimitada pelos grificos das equacoes dadas.

l.y=x+1,x=0,x=2ey=0 2. y=x*+1,x=0,x=2ey=0

w

3. ¥y xzey=.r" 4, y=cosx,y=senx,x =0ex=

. y=2,x=—-1,x=1ley=0

Nos exercicios 6 a 10, determinar o volume do sélido de revolucdo gerado pela rotacdo, em torno do eixo dos y, da
regido R delimitada pelos gréficos das equacdes dadas.

6. y=Inx,y=-1,y=2ex=0 7. y=xley=1x

8. x=P+1,0=,y=—2ey=2 9. vl =gv=ley=4

..T—}" 11—21}"”— ey_ - y_x*x_ V_4ey_
—5

10. x =3 +seny,x =0,y = 2"75},:%’_’

Nos exercicios 11 a 16, determinar o volume do sélido de revolugdo gerado pela rotagio das regides indicadas, ao
redor dos eixos dados.

M. y=2x -1,y =0,x = 0,x = 4; ao redor do eixo dos x
12, ¥ =2x.x =0,y = 0e y = 2; ao redor do eixo dos y

13. y=2x*,x=1,x=2ey=2;aoredordoeixo y = 2

14. x = y*e x = 2 — y%; ao redor do eixo dos y

15. y=x+ x%,y = x> — 1 e x = 0; ao redor do eixo y = 1
16. y = x??e y = 4;a0redordos eixos x = =9,y =0ex =0

17. Encontrar o volume do sélido gerado pela rotagio, em torno do eixo dos x, da regido limitada por yt=16xe
v = 4x.
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18. Calcular o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno da reta y = 2, da regido limitada por
y=1—-x*x=-2,x=2ey=2

19. Calcular o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno da reta y = 2, da regiio limitada por
P=3F @ E=-2 ¥ =28y =2

20. Determinar o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno da reta y = —2, da regidgo limitada por
y=cosx,yv=—2,x=0ex = 2.

21. Determinar o volume do sdlido gerado pela rotagdo, em torno da reta y = 2, da regido entre os graficos de
y =senx,y = sen’ xde x = 0 até x = /2.

Nos exercicios 22 a 27, calcular a drea da superficie gerada pela rotagdo do arco de curva dado, em torno do eixo
indicado.

22, y=2x’,0 = x = 2;eixodos x 23. x=Vy,1=y=4eixodosy
5 ’ 1 ;
24, y=x", — 2= x=2;eixodos x 25. y=5x~05x54;elxodos;c
26. y = V4 — x*,0 = x = 1, eixo dos x 27. y=V16 — x*, — 3 = x < 3; eixodos x

28. Calcular a drea da superficie obtida pela revolugdo do arco da pardbola y> = 8x,1 =< x =< 12, ao redor do eixo dos .

29. Calcular a drea da superficie do cone gerado pela revolugao do segmento de reta y = 4x,0 < x = 2:

(a) ao redor do eixo dos x; (b) ao redor do eixo dos y.

i

8.8 Coordenadas Polares

Até o presente momento localizamos um ponto no plano por meio de suas coordenadas cartesianas retangulares.
Existem outros sistemas de coordenadas. Um sistema bastante utilizado € o sistema de coordenadas polares.

No sistema de coordenadas polares, as coordenadas consistem de uma distincia e da medida de um édngulo em
relagdo a um ponto fixo e a uma semi-reta fixa.

A Figura 8.35 ilustra um ponto P num sistema de coordenadas polares.

P

Pdélo
ou 0
origem

0 Eixo Polar
Figura 8.35

LY

O ponto tixo, denotado por O, ¢ chamado pdlo ou origem.

A semi-reta fixa OA € chamada eixo polar.
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O ponto P fica bem determinado através do par ordenado (r, ), onde | r | representa a distincia entre a origem e

o ponto P, e f representa a medida, em radianos, do dngulo orientado AOP.
Usaremos as seguintes convengoes:

(i)  Se o angulo AOP for descrito no sentindo anti-horrio, entiio 6 > 0. Caso contrério, teremos 6 < 0.
(ii) Ser < 0, 0 ponto P estard localizado na extensio do lado terminal do 4ngulo AOP.
(iti) O par ordenado (0, #), 8 qualquer, representara o pélo.

Observamos que, muitas vezes, o segmento OP ¢ chamado raio.

8.8.1 Exemplos
(i)  Representar num sistema de coordenadas polares os seguintes pontos:

a) P(2,m/4) by  P(-2,m/4)
¢) PB(-2,-m/4) d)y  Py(2,—m/4).

A Figura 8.36 (a) e (b) representa os pontos P, e P,, respectivamente.

P,

2%
* _K &
=7 /ﬁ“”

k]

Figura 8.36

A Figura 8.37 (a) e (b) mostra os pontos P; e P,, respectivamente.

/Z
il
Bl5
Y
o
)
@
I
§ NIy
b S

Figura 8.37

(ii) *O ponto P tem um nimero ilimitado de pares de coordenadas polares.”

Verificar esta afirmacio para o ponto da Figura 8.38.

Y

Figura 8.38
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A Figura 8.39 mostra diversos pares de coordenadas polares do ponto P. Podemos observar que este ponto pode ser
representado por todos os pares ordenados da forma:

(3.%+2kw).kez

ou

(—3,%+ ka),kEZ.

A O A
I P T £ ap B i
9—? P 0= 6 _NE ot o 0=— R y il
A7 ST N 0’,-\’ o ] 0 __a."
j}—) I > >
0 AQ A"‘:B_-Sn A- 0O A A7 4
=% 9=-3
(k=0) (k=1) (k=-1) (k=2) (k=-2)
Figura 8.39

8.8.2 Egiagﬁo entre o Sistema de Coordenadas Cartesianas Retangulares e o Sistema de Coordenadas
ares

Em vdrias situagdes surge a necessidade de nos referirmos a ambas, coordenadas cartesianas e coordenadas polares
de um ponto P. Para viabilizar isto, fazemos a origem do primeiro sistema coincidir com o pélo do segundo sistema, o
eixo polar com o eixo positivo dos x e o raio para o qual # = 7/2 com o eixo positivo dos y (ver Figura 8.40).

AY

n
4\9-5

Figura 8.40

Supondo que P seja um ponto com coordenadas cartesianas (x, y) e coordenadas polares (r, #), vamos analisar o

caso em que o ponto P estd no primeiro quadrante.
A Figura 8.41 (a) e (b) ilustra o caso para r > 0 e r < 0, respectivamente.
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(@)r>0 b)r<0

Figura 8.41

Podemos observar que:
(i) Parar > 0, temos

X
cosf = — e senf = Y,
r r

(ii) Para r < 0, temos

-x X -y ¥
cosf=—=— ¢ senf = — = —
—-r r r

Portanto,

: "

Pode-se verificar a validade das relagdes encontradas, no caso em que o ponto P se encontra sobre um dos eixos ou
num outro quadrante.

Usando (1), podemos deduzir outra relagdo muito usada.

Elevando ambos os membros das equagdes em (1) ao quadrado, podemos escrever:

x2 = r?cos’6

y? = r’sen’#.

Adicionando membro a membro, obtemos:

x2 + y? = r’cos’0 + r’sen’f ou x* + y? =r’.
Portanto,

po=2\xt 4 y2

8.8.3 Exemplos
(i) Encontrar as coordenadas cartesianas do ponto cujas coordenadas polares sdo (—4, 77/6).

Solugdo: A Figura 8.42 ilustra este ponto.
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AY
P
Y promsosssrornnness g |
T
n N E
3 A7 \
1 i N
* X
Figura 8.42
Temos:
X = rcosf e y = rsen@
T
= —4005? = —4sen—

Il

|

£
A

|
5[5
%)
S e

Il

|

s

|
b | =
b

Portanto, (2\/5, 2) sdo as coordenadas cartesianas do ponto dado.

(i) Encontrar (r,0), supondo r < 0e 0 =< # < 27 para o ponto P, cujas coordenadas cartesianas sdo (V(?_,,—l ).

Solucdo: A Figura 8.43 ilustra o ponto P.

>V

Figura 8.43

Il

|
(98]
+
-
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wp=ta ¥l Wi
r =2 2
Yo =1
=== —=—
= r -2 2
Portanlo,f;‘:%r.

8.8.4 Graficos de Equacdoes em Coordenadas Polares.

O gréficode F(r, #) = 0 ¢ formado por todos os pontos cujas coordenadas polares satisfazem a equagdo. E comum
apresentarmos a equagdo numa forma explicita, isto €:

r=f(8).

Na priética, os seguintes procedimentos poderdo nos auxiliar no esbogo do grifico:

(i) calcular os pontos mdximos e/ou minimos;
(ii) encontrar os valores de f para os quais a curva passa pelo pélo;
(iii) verificar simetrias. Se,

— aequagiio ndo se altera quando substituirmos r por —r, existe simetria em relagdo 4 origem;

— aequagio nao se altera quando substituirmos # por —#, existe simetria em relagdo ao eixo polar (ou eixo
dos x);

- aequagio ndo se altera quando substituirmos 6 por 7 —#, existe simetria em relagio ao eixo § = % (eixo
dos ).

8.8.5 Exemplos
(i) Esbogaracurvar = 2(1 — cosf).
Como a equagdo ndo se altera ao substituirmos @ por —#, isto €,

r=2(1—- cosf@) = 2(1 — cos(—80)),

concluimos que existe simetria em relagdo ao eixo polar. Logo, basta analisar valores de 6 tais que 0 = 6 = 7.

Para 0 = # = 7, encontramos um ponto de méximo (4,77) e um ponto de minimo (0, 0). Observamos que, con-
siderando r = f(#), os pontos de méximos e minimos podem ser encontrados de maneira andloga aos da Segdo 5.7.

A Tabela 8.1 mostra alguns pontos da curva, cujo esbogo é mostrado na Figura 8.44.

Tabela 8.1
(/] f _r
0 0
m
3 | »
B A
E 2
2m
3 3
T 4
Figura 8.44
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(i) Esbocar a curva r = 2cos26.

Analisando as simetrias, temos que:
(a) A curva € simétrica em relagéo ao eixo dos x, pois

r = 2cos(—26) = 2cos 26.
(b) A curva € simétrica em relagdo ao eixo dos y, pois
r =2cos[2(m — )] = 2cos (2w — 20) = 2cos26.
Logo, basta fazer uma tabela para 0 < 6 < #/2.

EmO0=0= % a curva passa pelo pélo quando # = % pois

™ T ™
= —_— = .- —_— = 2 _—= :
F ( 4) 2cos2 P cos — 0
Podemos ainda verificar que, para Q) < § < %1 temos um ponto de maximo (2, 0) e um de minimo (-2, 7/2).
Usando a Tabela 8.2 e os resultados anteriores, esbogamos a curva vista na Figura 8.45.

Tabela 8.2 BluA "
R @ 4,"“3

]

r

2

1

R W[l s3]y o |
<o

Figura 8.45
8.8.6 Algumas Equacées em Coordenadas Polares e Seus Respectivos Graficos
(1) Equacdes de retas.

(@) 8 =6o0ub =6; £ nm,n€ Z ¢ uma reta que passa pelo pélo e faz um angulo de 8, ou 6, = nw radianos
com o eixo polar (ver Figura 8.46).

Figura 8.46
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(b) rsenf =aercos 6 =b, a, b € R sao retas paralelas aos eixos polar e 7/2, respectivamente (ver Figura

8.47).
n n
2 2
A A
a
0 A 0 A
a
[rsen 8= a, a>0] [rsen 6= a, a<0]
.l L]
3 2
A A
0 b A bl 0] A
[rcos 6= b, b>0) [rcos 8= b, b<0]
Figura 8.47

(2) Circunferéncias.

(@) r=c, c € R éuma circunferéncia centrada no pélo e raio | ¢ | (ver Figura 8.48).

C
"/

Figura 8.48

(b) r = 2acosf é uma circunferéncia de centro no eixo polar, tangente ao eixo § = 7/2:
— se a > 0, o grifico estd a direita do pélo;
—- sea < 0, o grifico estd a esquerda do pélo (ver Figura 8.49).

>V

AT

2

nAa

P(r, 6)

: L £
L

>V

0 @(2&, 0 A (a 0)

[r=2acos 6, a>0] [r=2acos 8, a<0]
Figura 8.49
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T
(c) r = 2bsen® é uma circunferéncia de centro no eixo > €que tangencia o eixo polar:

— se b > 0, o grifico estd acima do pélo;
- se b < 0, o gréfico estd abaixo do pélo (ver Figura 8.50).

nla

=)
> ¥
> ¥

[r=2bsen 6, b>0] [r=2bsen 8, b<0]
Figura 8.50

(3) Limagons.

r=a=*bcosfour =a = bsené, onde a, b € IR sdo limagons.
Temos:

— se b > a, entdo o grifico tem um lago (ver Figura 8.51);

T T
b A U A
r=a+bcost
T
2

r=a-bcos®
[b>a]

& e

r=a+bsen® r=a-bsen®
[b>a]

Figura 8.51

nla

>V

>V
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— se b = a, entio o grifico tem o formato de um coragao, por isso € conhecido como Cardidide (ver Figura 8.52);

ah
"

h

nla

A
r=a(1 +cos 0) r=a(l -cos 0)
T i1
T2 2
0 A
0 .
A
r=a(l +sen @) r=a(1-seno)
Figura 8.52

— se b < a, entdo o grifico nio tem lago (ver Figura 8.53).

A

miA

C)
> ¥
S -

r=a+bcos8 r=a-bcos®
[b<a]
ng n.g
~ I ™~ »>
0 A
0 L.
r=a+bsen® r=a-bsen®
[b<a]

Figura 8.53
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Observamos que na Figura 8.51 usamos @ = 1 ¢ b = 2, na Figura 8.52 usamos @ = b = 1 e na Figura 8.53 usamos
a=3eb=2

(4) Rosaceas.
r=acosnfour =asenn#, ondea € IRen & IN sdo rosdceas:

— se n é par, temos uma rosicea de 2n pétalas (ver Figura 8.54);

n n
h
A 3 5
A A
r=acosné r=asenne
[ par]
Figura 8.54

- se n é impar temos uma rosdcea de n pétalas (ver Figura 8.55).

II; “;
A A
r=asenn® r=acosnb
[n impar]
Figura 8.55

Observamos que na Figura 8.54 usamos @ = |1 e n = 4, na Figura 8.55 usamos a = len = 3.

(5) Lemniscatas.

r* = *a*cos20 ou r* = +a’sen 26, onde a € R sio lemniscatas (ver Figura 8.56).
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n T
X AT
le 2
3n n 3n n
"?‘T 9=1’- “‘G—T 6'4— ".
> >
A A
F=4d cos 20 F =-& cos 20
AR AR
2 2
i o :
A 0 A
/=4 sen20 F=-asen2d
Figura 8.56

Observamos que na Figura 8.56 usamos a = 1.

(6) Espirais.
As equacgdes seguintes representam algumas espirais:

(@) r@=a,a>0 — espiral hiperbdlica;

by r=ab,a>0 — espiral de Arquimedes;
) r=e" — espiral logaritmica;
d r*=4¢ — espiral parabélica.

As Figuras 8.57 a 8.60 ilustram estas espirais.
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Figura B.57

&
.

>V

D,
N

r = at(620)
Figura 8.58

|3
.

-

\__/
L

f-O..

Figura 8.59

&

-
NI

3 K
>»Y

f= r=

Figura 8.60
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>V
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8.9 Comprimento de Arco de uma Curva dada em
Coordenadas Polares

Seja uma curva C dada pela sua equacdo polar

r=£(8). (1)
Sabemos da Segido 8.8.2, que

X = rcosé

y = rsen#. (2)
Aplicando (1) em (2), vem:

x = f(0)cos#

v = f(8)sené.

Essas equagoes podem ser consideradas como as equagdes paramétricas da curva C, para 6 € (6, 6,]. Entdo, con-
forme vimos em 4.18, temos:

dx " .
T f'(#)cos@ — f(0)sené:
@Y. o
i f'(6)sen@ + f(6) coséh.
Portanto,

2 2
(j—;) ¥ (%) = (f'(6)cos® — f(0)send)* + (f'(0)send + f(8)cos@)>

= f'(6)*cos@ — 2f'(8) f(8) cosf send

+ f(68)*sen’8 + f'(8)%sen’d

+ 2f'(0)f(8)send cosB + f(0)*cos’d
= f'(0)*[cos*® + sen’ 8] + f(0)[cos’d + sen’6]
= f'(8)* + f(8)".

Substituindo estes resultados na férmula obtida na Segéo 8.2, obtemos:

T e

- [Vrey + foyds.

8.9.1 Exemplos

(i) Calcular o comprimento da cardidide r = 1 + cos#.

Solucdo: Observando a Figura 8.52, verificamos a simetria em relagio ao eixo polar. Calculamos, entdo, o com-
primento da curva somente para # € [0,7].
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Temos,

\/( senf)? + (1 + cosB)’ do

= J Visen?8 + 1 + 2cos@ + cos28 db

=

J V2(1 + cosB)df

=JV2_\/2m37d9

f 2cos — d&
(i

=

[

m

=2-2sen
Sf_“l'l2

(1]

= 4 unidades de comprimento (u.c.).

Portanto, o comprimento total da cardiéide r = 1 + cos 6 € 8§ u.c.

(i) Encontrar a integral que dd o comprimento da curvar = 1 — 2 cos 6.

A Figura 8.61 mostra o grifico para # € [0, 7). Observamos que esta limagon apresenta simetria em relagdo ao
eixo polar. Podemos escrever:

s = 2f V(2 senf)? + (1 — 2 cos6) db
0

ZJ V4 sen?d + 1 — 4 cosf + 4 cos’ 8 dé
o

= 2[ V'S5 — 4 cosé db.

0

Nl A

Figura 8.61

(iii) Determinar o comprimento da espiral r = €, para # € [0, 27].
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A Figura 8.62 mostra a espiral para 6 € [0, 27].

2
nlA

N
L/

Figura 8.62

> Y

Temos:
in
§ = L V(e?)> + (e°)db
= J V2e*do
0

= J \V2e'dp
1}

2
= V2e*

0

- ‘\/E({,E# - ell)
= '\/E(ez”‘ —1) nle.

8.10 Area de Figuras Planas em Coordenadas Polares

Queremos encontrar a drea A da figura delimitada pelas retas # = ae @ = Bepelacurvar = f(8) (ver Figura 8.63).

Figura 8.62
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Seja f uma fungdo continua e ndo negativa em [a, B]. Consideremos uma parti¢io P de [, B8] dada por:

a=0<0,<6;<.<g_,<6,<..<606,=8

A Figura 8.64 exemplifica esta parti¢do paran = 4.

Figura 8.64

Para cada [#;_,, 6;]. i = 1, ... ,n, vamos considerar um setor circular de raio f(p,), ¢ angulo central Af,, onde
0.y < p;<6,e A8, =6, — 6,_, (ver Figura 8.65).

Figura 8.65

A drea de i-ésimo setor circular é dada por:

[ f(p:) A8,

b | =

Logo, a drea A € aproximadamente igual a A,, sendo

1
A= 3 3 [F(p)FA8,
=
1 & 3
i=1
Podemos observar que 4 medida que n cresce muito e cada Af,,i = 1,..., n, torna-se muito pequeno, A, aproxima-

se do que, intuitivamente, entendemos como a drea da regido delimitada por # = a,8 = Ber = f(8).
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POTTHI'IIO, €SCTEVEMOS:

A= lim .iU(P:')]IAHi

1
mix Af—0 2 55

ou

8.10.1 Exemplos
(i) Encontrar a drea da regido S, limitada pelo graficode r = 3 + 2 sen #.

A Figura 8.66 mostra a regido §. Observando a simetria em relag@o ao eixo /2, podemos escrever:

/2
A=2-1J (3 + 2sen f)*do
2 _"I'r.'{2

(9 + 12senf + 4sen’f) df

Il

1 —
C"Sw)dg

(9 + 12senf + 4 - )

Irr {2
_'Trﬂ
rrﬂ
—-1/2

1 w2
=99 — 12cosf + 2(6 = EsenZB)
-2
T i - —Ir
=0.—4+2+——9.— — 2. —
2 2 2 2
= 114 u.a.
AT
2
S
0 A
Figura 8.66

(i) Encontrar a drea da regido S, interior a circunferéncia r = 2 cosf e exterior a cardiéide r = 2 — 2cos#.

Resolvendo o sistema

r=2cos 8
r=2-—2cos 9,

encontramos os pontos de intersecgao das duas curvas.
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Temos:
2cosf =2 — 2cosh

4cosf =2

cos .
2

T 5o
1 : g =— f=—
Assim 3 e 3

A Figura 8.67 mostra a regido S.

Figura 8.67

Observando a simetria, geometricamente podemos visualizar que a drea procurada é dada por:

1 =R

A = —J (2cos®)’do
2 0

€

1 m/3

A, = —J (2 = 2cos0)%de.
2 )y

Portanto,
w3

A= J [(2cos8)* — (2 — 2cos8)?] db
(]

Ii

/3
J (4cos’0 — 4 + 8cos — 4cos’)do
(

)

Il

/3
J (8cosf — 4)ds
0
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=3
= 8senf — 46

1]

T
= 8sen— — 4 —

]

8.11 Exercicios

1. Demarcar os seguintes pontos no sistema de coordenadas polares.
(@) P(4,m/4) (b) Py(4,—-m/4)
(©) Py — 4,m/4) ) P(—4,-m/4)

2. Em cada um dos itens, assinalar o ponto dado em coordenadas polares e depois escrever as coordenadas polares
para 0 mesmo ponto, tais que:
(i)  rtenha sinal contririo;
(ii) @ tenha sinal contririo.
(@) (2,m/4) by (V2.—-m/3)
() (—5,2w/3) (d) (4,57/6)

3. Demarcar os seguintes pontos no sistema de coordenadas polares e encontrar suas coordenadas cartesianas.

(@ (3,7/3) b (=3,7/3)
() (3,—m/3) (dy (=3,—m/3)
4. Encontrar as coordenadas cartesianas dos seguintes pontos dados em coordenadas polares.
(@) (—2,2m/3) (b)y (4,5m/8)
(e) (3.13w/4) (d) (—10, w/2)
(e) (—10,3m/2) 0 (1,0)

5. Encontrar um par de coordenadas polares dos seguintes pontos:

(@) (L.1) () (—1.1

(c) (—1,-1) d (1,-1)

6. Usar
(@) r>0e0=0=2m, b)) r<eld=6<2m
(¢) r>0e —2r<B0=0; d r<0e —2wr<6=0.

para escrever os pontos P, (\/3. =1) e Py —\/i. —\/é). em coordenadas polares.
7. Transformar as seguintes equagdes para coordenadas polares

(@ x*+y*=4 by x=4
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(c) y=2 d y+x=0
(&) x*+y*—2x=0 h x*+y*—6y=0
8. Transformar as seguintes equacdes para coordenadas cartesianas.

(@) r = cosf (b) = 2sent

1
(c) r_—cosﬂ+senﬂ d) r=a,a=A0.

Nos exercicios 9 a 32 esbogar o gréfico das curvas dadas em coordenadas polares.

9. r=1+ 2cos# 10. r=1— 2sen#

1. r=a=* bcosh 12. r = cos36
a=2eb=3a=3eb=2,a=b=3

13. r = 2cos 36 14. r = 2sen26

15. r =2 — cosé 16. r =2 — sen#

17. r = a £ bsend 18. rcos@ =35
a=2eb=3a=3eb=2;a=b=2

19. r = 2sen30 20. 0 =7/4

21. 6 =m/9 22. Srcosf = —10

23. r? = 4cos26 24. r=30,6=0

25. r = 4send 26. r=¢%0=0

275 =2 28. r = 10cosf

29. r = 2l cosé| 30. r = 12sen#

i =% 32. r=20

Nos exercicios 33 a 37, encontrar o comprimento de arco da curva dada.
33. r=¢’,enre # = 0 e = w/3 34. r=1+ cosé
35. r = 2asend 36. r=36".ded =0atéd =27/3
37.r=¢€* de 6 = 0até 6 = 3m/2.

38. Achar o comprimento da cardiéide » = 10(1 — cos#8).

Nos exercicios 39 a 46, encontrar a integral que dd o comprimento total da curva dada.

39. 12 = 9cos26 40. r = 3s5en30 41. r = 4cos4dd

42, r* = 9sen26 43. r =2 — 3cosf 44. r =4 — 2sen#
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45, r =3 + 2cos# 46. r =4 + 2send

Nos exercicios 47 a 56, calcular a drea limitada pela curva dada.

47. r’ = 9sen26 48. r = cos36 49. r =2 - cosf
50. r* = 16cos26 51. r = 3sen26 52. r =3 — 2cos@
53. r = 4(1 + cos#b) 54. r = 4(1 — cosf)

55. r = 4(1 + senéf) 56. r = 4(1 — sen#)

57. Encontrar a drea da interseccéo entre r = 2a cosfl e r = 2asené.
58. Encontrar a drea interior ao circulo r = 6¢os# e exteriorar = 2(1 + cos#@).
59. Encontrar a drea interior ao circulo r = 4 e exterior & cardidide r = 4(1 — cos#).

60. Encontrar a drea da regido do primeiro quadrante delimitada pelo primeiro lago da espiral » = 26, # = 0 e pelas
retas § = w/def = w/3.

61. Encontrar a drea da regido delimitada pelo lago interno da limagon r = 1 + 2sen6.

62. Encontrar a drea da regido interior ao circulo r = 10 e a direita da reta rcosf = 6.

63. Calcular a drea da regido entre as curvas:

(a) 2r=3er = 3senf,; (b)) 2r=3er=1+ cosé.

8.12 Massa e Centro de Massa de uma Barra

Inicialmente, vamos descrever o conceito de centro de massa de um sistema constituido por um nimero finito de
particulas, localizadas sobre um eixo L, de peso e espessura insignificantes.

Vamos supor que o eixo L esteja na posicdo horizontal e imaginemos que ele possa girar livremente em torno de
um ponto P, como se nesse ponto fosse colocado um apoio (ver Figura 8.68).

A

Figura 8.68

L

Se colocarmos sobre L um objeto de peso w, a uma distancia d,, a direita de P, o peso do objeto fard L girar no sen-
tido hordrio (ver Figura 8.69 (a)). Colocando um objeto de peso w,, a uma distincia d, a esquerda de P, o peso desse
objeto fara L girar no sentido anti-hordrio (ver Figura 8.69(b)).

e Gy —y le— d, —>|
L P A W) P L
A ,: L A
> «
(@ (b)

Figura 8.69
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Colocando simultaneamente os dois objetos sobre L (ver Figura 8.70), o equilibrio ocorre quando

W|d} = ngz. {lJ

Figura 8.70

Este resultado é conhecido como Lei da Alavanca e foi descoberto por Arquimedes. Na prética, podemos constaté-
la quando duas criangas se balangam numa gangorra.

Vamos, agora, orientar L e fazé-lo coincidir com o eixo dos x do sistema de coordenadas cartesianas. Se duas
particulas de peso w, e w, estdo localizadas nos pontos X, e x,, respectivamente (ver Figura 8.71), podemos reescrever
(1) como

wi(x; — P) = wy(P — x) ouwy(x; — P) + wy(x, — P) =0,

R

[

P p S
x

>xY

[w] [w]
Figura 8,71

Supondo que n particulas de pesos w, ws,... ,2, estejam colocadas nos pontos Xy, X,, ... , X,,, fespectivamente, o sis-

tema estard em equilibrio ao redor de P, quando
> wi(x; — P) = 0. (2)
i=1

Como o peso de um corpo € dado por w = mg, onde g € a aceleragdo da gravidade e m € a massa do corpo, con-
siderando g constante, podemos reescrever (2) como

im,-g(x,- - P) =0,

i=1

ou de forma equivalente,

im,-(x,— - P) =0.
i=1

n
A soma Em,-(x,- — P) mede a tendéncia do sistema girar ao redor do ponto P e é chamada momento do sistema
i=1

em relagdao a P. Quando o momento € positivo, o giro se da no sentido horério. Quando o momento € negativo, o giro
se da no sentido anti-hordrio e, obviamente, quando o momento € nulo o sistema esta em equilibrio.

Se o sistema nd@o estd em equilibrio, movendo o ponto P, podemos encontrar um ponto x, de tal forma que ocorra
o equilibrio, isto €, um ponto x tal que 0 momento do sistema em relagio a x seja nulo. O ponto x deve satisfazer

im,-(x,— -x)=0.

i=1



CarituLo 8 Aplicagcdes da integral definida ? E ;
e

Resolvendo esta equagdo para x, obtemos

ou

x= L el 3)

O ponto x que satisfaz (3) é chamado centro de massa do sistema dado.

Sob a hipétese da aceleragao da gravidade ser constante, x também € chamado centro de gravidade do sistema.

E interessante observar que, na expressdo (3), o numerador do lado direito é o momento do sistema em relagdo a
origem e que o denominador € a massa total do sistema.

Queremos, a seguir, mostrar como a integracio pode ser usada para estender essas idéias a um sistema que, ao invés
de ser constituido por um nimero finito de particulas, apresenta uma distribui¢iio continua de massa.

Consideremos uma barra horizontal rigida, de comprimento /. Se a sua densidade linear p, que € definida como
massa por unidade de comprimento, € constante, dizemos que a barra ¢ homogénea. Neste caso, intuitivamente, percebe-
mos que a massa total da barra € dada por pl e que o centro de massa deve estar localizado no ponto médio da barra.

Suponhamos, agora, que temos uma barra ndo homogénea. Localizamos a barra sobre o eixo dos x, com as extremi-
dades nos pontos a e b, como a Figura 8.72.

| / »|

1l 1 ]
1

0 a b

xv

Figura 8.72

Seja p(x), x € [a. b] uma fungdo continua que representa a densidade linear da barra. Para encontrar a massa total
da barra, vamos considerar uma parti¢do P de [a, b], dada pelos pontos

a=x<iy<.<x,;<x<..<x,=b

Sejam c; um ponto qualquer do intervalo [x;_,, x;] e Ax; = x; — x,_,. Entdo, uma aproximagdo da massa da parte
da barra entre x; _, e x; € dada por:

Am; = p(c;)Ax,

n n
S Am; = X plc)Ax (4)
i=1 i=1
constitui uma aproximacdo da massa total da barra.
Podemos observar que, & medida que n cresce muito e cada Ax; — (), a soma (4) se aproxima do que intuitivamente

entendemos como massa total da barra.
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Assim, como (4) € uma soma de Riemann da fungéo continua p(x), podemos definir a massa total da barra como

(3)

Para encontrarmos o centro de massa da barra, precisamos primeiro encontrar 0 momento da barra em relagdo a
origem.

Procedendo de acordo com as hipdteses e notagdes anteriores, obtemos que ¢;Am; é uma aproximagio do momen-
to em relagdo a origem, da parte da barra que estd entre x;_; e X; € que

n n
;Ciﬁmi = ;QP(Q) Ax; (6)

¢ uma aproximagdo do momento da barra em relagfio a origem.
Como a soma (6) € uma de Riemann da fungéo continua x p(x), podemos definir o momento da barra em relagio
a origem como

(1)

(8)

8.12.1 Exemplos

(i) Usando (8), verificar que o centro de massa de uma barra homogénea estd no seu ponto médio.

Solucdo: Seja [ o comprimento da barra e p a sua densidade linear. Localizando a barra sobre o eixo dos x com
extremidades nos pontos a e b, temos:

b
m= J'pdx

b
=pjdx

=p(b—a)

= pl unidades de massa;
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I%(b —a)(b + a).
_ b+a W ;
Comob — a =1/, temos x = 5 Ouseja, x estd sobre o ponto médio da barra.

Neste exemplo, fica claro que a localizagdo do centro de massa em relagdo a barra nao depende da posigao da barra
em relagdo a origem. Na pritica, podemos sempre escolher a posi¢do mais conveniente de forma a facilitar os cilculos.

(il) Uma barra mede 6 m de comprimento. A densidade linear num ponto qualquer da barra € proporcional a dis-
tancia desse ponto a um ponto ¢, que estd sobre o prolongamento da linha da barra, a uma distancia de 3 m
da mesma. Sabendo que na extremidade mais proxima a g, a densidade linear € 1 kg/m, determinar a massa e
o centro de massa da barra.

Solucdo: A Figura 8.73 mostra a barra localizada sobre o eixo dos x.

Figura 8.73

A distincia de um ponto x da barra até ¢ € dada por:
d=x—/(~3)
=343
Como a densidade € proporcional a distincia d, temos:
p(x) = k(x + 3),
onde k é uma constante de proporcionalidade.

Como p(0) = 1 kg/m, substituindo na expressio anterior, vem

1=4k(0+ 3)ou

Portanto,

p(x) == (x+3),Vx €]0, 6].

G | =

A massa da barra ¢ dada por

1
== (18+18
3 )

= 12 kg.
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O centro de massa x ¢ dado por

= 1
X = -’;]:xp(x)dx

6
= -I-liLx%(x + 3)dx

1 [x3 3x2]
= —— 4+ —
3603 2

6

Portanto, o centro de massa esta localizado sobre a barra, a uma distancia de 3,5 m da extremidade mais proxima a g.

(iii) Determinar o centro de massa de uma barra de 5 m de comprimento, sabendo que num ponto g, que dista Im
de uma das extremidades, a densidade é 2 kg/m e que nos demais pontos ela é dada por (2 + d) kg/m, onde

d é a distincia até o ponto g.

Solugdo: Localizamos a barra sobre o eixo dos x como mostra a Figura 8.74.

Figura 8.74

Entéo, podemos expressar a densidade da barra pela fungao

2, x=4
p(x) ={2+(4-x)=6-x, 0=x<4
2+ (x—4)=x—-2, 4<x=).

A massa da barra ¢ dada por

m = J;p(x}d):

5
f(ﬁ—x}dx+ L(x—z)dx
=(ex—§):+(§_zx)

=(24—8)+(§—10—s+8)

5

4

2

37
= kg.
> ke

O centro de massa dado por:

l 5
X = _ﬂ;_[ xp(x)dx

0

5

£ 4
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i 3
i 3x2—'—r—)

|

37(
76

T 37
= 2,05.

Portanto, o centro de massa estd sobre a barra, a uma distdncia aproximada de 2,05 m da extremidade mais distante
ao ponto g dado.

8.13 Momento de Inércia de uma Barra

Inicialmente, vamos descrever o significado intuitivo do momento de inércia. Para isso, vamos considerar uma barra
constituida por partes iguais, de madeira e ago, como mostra a Figura 8.75.

j}—— madeira —— ago ——

L L |
I ] 1

Figura 8.75

Suponhamos que a barra possa girar livremente em torno de um eixo perpendicular L, que passa por uma de suas
extremidades. Se aplicarmos uma forga F na outra extremidade da barra, como mostra a Figura 8.76, faremos com que
ela gire em torno do eixo L.

Se o eixo passar pela extremidade de madeira, obteremos uma determinada acelera¢@io angular. Se trocarmos as
posigdes, isto €, se 0 eixo de rotagdo passar pela extremidade de ago, aplicando a mesma forga F na extremidade de
madeira, teremos uma aceleracio angular muito maior que a anterior.

Além disso, se mudarmos o ponto de aplica¢do da forgca para uma posigio mais proxima do eixo L, em ambos os
casos a acelerag@o angular diminuird. Na prética, podemos observar isso quando abrimos ou fechamos uma porta.

L

Lt

Figura 8.76
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Vemos assim que, para uma mesma forca, a aceleracio angular depende da distincia e da distribuicio da massa da

barra em relagdo ao eixo de rotagao.
Vamos, agora, fazer uma analogia com o movimento de translagdo. Observando a Segunda Lei de Newton, que pode

Ser expressa como
F=m-+aq ou a=—F,
m

vemos que a massa pode ser interpretada como uma medida da capacidade do corpo de resistir & aceleragio. Se a forga

€ constante, quanto maior a massa, menor serd a aceleragio.
De acordo com nossas consideragdes anteriores, no movimento de rotacio, a grandeza andloga & massa no movi-

mento de translagdo € uma grandeza que depende da distincia de cada ponto do corpo ao eixo de rotagio e da distribuigdo
da massa do corpo, em relag@o a esse eixo. Essa grandeza € chamada inércia de rotacdo ou momento de inércia e pode
ser interpretada como uma medida da capacidade do corpo de resistir & aceleragdo angular em torno de um eixo L.

8.13.1 Definicao O momento de inércia de uma particula de massa m;, em relagéo a um eixo L, € definido como
II. = mi'd,?,

onde d; € a distancia perpendicular da particula ao eixo L.
Se temos um sistema de n particulas, 0 momento de inércia do sistema em relagio a L € definido como a soma dos
momentos de inércia, em relacdo a L, de todas as particulas, isto €,

I = Y md.

i=1
Como fizemos para o centro de massa na se¢do anterior, vamos agora estender a defini¢do 8.13.1 para a barra hori-
zontal rigida da Figura 8.77.

Figura 8.77

Suponhamos que a densidade linear da barra é dada por uma fungéo continua p(x), x € [a, b].
Seja P uma parti¢do de [a, b], dada pelos pontos

a=xD<X]<.-.<x,'_1<x!‘<...<x”:b.

Sejam ¢; um ponto qualquer no intervalo [x; _;.x;] e Ax; = x; — x;_,. Entdo, uma aproximacdo do momento de
inércia em relagdo a um eixo L, da parte da barra entre x;_, ¢ x,, é dada por:

d*(c;)Am; = d*(¢;)p(c;) Ax;,
onde d(c;) € a distancia do ponto ¢; ao eixo L (ver Figura 8.78).

L

d(c) -

A

Figura 8.78
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A soma
Edz(cf)ﬂmf = Edz(‘:f)P(C:) Ax; (1)
i=1 i=1

constitui uma aproximagio do momento de inércia da barra em relag@o ao eixo L.

Como (1) é uma soma de Riemann da fungdo continua d*(x)p(x), podemos definir o momento de inércia da barra,

em relagdo ao eixo L, por:

(2)

&(x)

ity o U

8.13.2 Exemplos

(i)  Determinar o momento de inércia da barra do Exemplo 8.12.1 (ii), em relagdo a um eixo perpendicular L, que
passa por x = —3 (ver Figura 8.73).

Solucdo: No Exemplo 8.12.1 (ii), vimos que a densidade linear da barra € dada por:
1
p(x) = g(x + 3),Vx € [a,b]

e que a distancia de um ponto qualquer x da barra até o eixo L, € dada por:
d(x) =x+ 3.

Portanto, usando a férmula (2). vem

¥ &= r(x+3)21(x+3)dx
o 3

oL e
_12[94 3]

= 540kg - m”.

(ii) Uma barra de 4 m de comprimento € formada por dois materiais A e B, de densidades constantes, como mostra
a Figura 8.79. Supondo que as densidades de A e B sdo dadas por p; = lkg/me p, = 2kg/m, respectivamente,

determinar:

j—— 2m ——e——2m —>

I A ] B 1
Figura 8.79

(@) O momento de inércia da barra em relagdo a um eixo perpendicular L, que passa na extremidade da barra
feita pelo material A.

(b) O momento de inércia da barra em relagao a um eixo perpendicular L,, que passa na extremidade oposta da
barra.
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Solucdo:

(a) A Figura 8.80 mostra a barra localizada sobre o eixo dos x e o eixo de rotagdo L,.

L

A [l i [
0 2 x 4
CEE' " W S

Figura 8.80
Usando a férmula (2), temos:

2
I = L.rz + ldx + ";;z * 2dx.

(b)

A Figura 8.81 mostra a barra localizada sobre o eixo dos x e o eixo de rotagéo L,.

L
X
0 S 2 4 X
— d(x) = 4-x—»
Figura 8.81
Usando a férmula (2), temos:
2 "
L= l[(4-x)2-1d.r+ J'(4—x)z-2dx
) 2
. =4 =x}’ 3_2(4—.1:)3 4
3 i 3

2

v
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= 24kg - m’.

Observamos que estes resultados confirmam nossa percep¢do intuitiva, discutida na parte inicial desta se¢do. No
caso do item (a), a barra possui uma capacidade maior de resistir a rota¢do em torno de L porque a sua parte mais densa
estd mais afastada de L. Assim, para obtermos uma mesma aceleragio angular, precisamos aplicar uma for¢a maior que
no caso do item (b).

Os resultados obtidos também nos mostram como o momento de inércia de um corpo depende do eixo de rotagio
considerado.

8.14 Trabalho

Na Fisica, o conceito de forga pode ser usado para descrever o ato de empurrar ou. puxar um objeto. Por exemplo,
necessitamos de uma forga para

$ levantar um objeto do solo:

. empurrar um automovel.

Intuitivamente, sabemos que a forga necessdria para levantar um objeto do solo ¢ uma for¢a constante, isto €, sua
intensidade ndo varia enquanto estd aplicada ao objeto. No entanto, para empurrar um automével € necessario uma
forg¢a varidvel, pois no inicio do movimento aplicamos uma for¢a maior do que aquela aplicada quando o carro estd em
movimento.

Se aplicamos uma forga F a um objeto, fazendo-o deslocar-se a uma determinada disténcia d, na dire¢io da forga,

podemos determinar o trabalho W realizado por F sobre o objeto.
Se a forca € constante, definimos W por

W=F-d.
Se a forga € varidvel, definimos W usando a integral definida.

8.14.1 Trabalho realizado por uma forga variavel

Suponhamos que um objeto se desloca sobre um eixo L e esteja sujeito a uma forga varidvel F. Sem perda de gene-
ralidade, seja L o eixo dos x. Suponhamos que F = F(x) ¢ uma fungio continua em [a, b].

Queremos definir o trabalho realizado pela forca F sobre o objeto, quando este se desloca de x = a até x = b, com
a<b.

Consideremos uma parti¢do P de [a, b], dada por:

a=xp<y<o<. <y <xy;<.<x,=b

Sejam ¢; um ponto qualquer do intervalo [x;, ;. x;]e Ax; = x; — x;_,.

Entdo, uma aproximacio do trabalho realizado pela forga F = F(x) sobre o objeto, quando este se desloca no i-
ésimo intervalo, € dada por:

W, = F(c;)Ax,.

Assim, uma aproximac@o do trabalho realizado pela forca F = F(x) sobre o objeto, quando este se desloca de a
até b ¢ dada por:

EF(CE) Ax;. (1)
i=1

Podemos observar que 4 medida que n cresce muito e cada Ax; — (), a soma (1) se aproxima do que intuitivamente
entendemos como o trabalho total W, realizado pela forga F(x) sobre o objeto, quando este se desloca de a até b.
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Como (1) € uma soma de Riemann da funcdo continua F(x), podemos definir W por

e e e

F(x)dx. (2)

8.14.2 Exemplo Uma crianca rolando uma pedra utiliza uma forga de 120 + 25 sen x Newtons sobre ela, quan-
do esta rola x metros. Quanto trabalho deve a crianga realizar, para fazer a pedra rolar 2 m?

Solugdo: A Figura 8.82 ilustra a situagdo. No ponto O inicia-se 0 movimento. Queremos calcular o trabalho W
realizado pela forca F(x) = 120 + 25senx, sobre a pedra, quando esta se desloca de 0 até 2.

A

1

0

t f I

0 2
Figura 8.82

xv

Usando (2), temos:

2
W= J (120 + 25senx)dx

0

2
= (120x — 25cos x)

0

=120-2 — 25c0s2 — 120- 0 + 25cos0
= 240 — 25cos2 + 25

= (265 — 25c0s2) N * m (Newtons - metros = Joules).

8.14.3 Trabalho resultante da distensdo e compressdo de uma mola
A forga F(x) necessdria para distender uma mola x unidades além de seu comprimento natural é dada por:

F(x) = kx, (3)

onde k € uma constante, chamada constante da mola (ver Figura 8.83).

E/

4

e 2 Pl
comprimento X
natural

B 4

Figura 8.83

As molas reais obedecem a equacio (3), que € conhecida como Lei de Hooke.
Colocamos a mola ao longo dos x com a origem no ponto onde comega o esticamento (ver Figura 8.84).

‘E |
0

Figura 8.84

>
X, x, X



Capituto 8 Aplicaghes da integral definida 5! :
e tines

O trabalho realizado para que a mola se estenda de x; até x, ¢ dado por:
W= I kxdx. )
Observamos que esta férmula também pode ser usada para a compressao de molas.

8.14.4 Exemplos

(i) Uma mola tem um comprimento de 0,5 m. Uma forga de 4N € exigida para conservar a mola esticada 0,6 m.
Calcular o trabalho realizado para que a mola se estenda de seu comprimento natural até um comprimento de

1,2 m.

Solugdo: Colocamos a mola ao longo do eixo dos x como mostra a Figura 8.85.
Inicialmente, precisamos encontrar a constante da mola. Pela Lei de Hooke, vem

F(x) = kx
Como F(0, 6) = 4, temos:
k-06=4

4
k=06
20
k—-3.

Logo, F(x) = 2?0x.

—
0,7

1,2m >

cbVAéa

w
Q—n—-

h

y

Figura 8.85

Portanto, usando (4) e visualizando os limites de integragdo na Figura 8.85, temos:

“4—9.}'(J ules
—30 oules).

(ii) A constante da mola de um batente numa estagio de carga € de 26 X 10* N/m. Achar o trabalho efetuado a0
se comprimir a mola de 10 cm.

A Figura 8.86 ilustra este exemplo. Temos que F(x) = 26 X 10'x.
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f » metros
0,1 X

ot -r-----

Figura 8.86
Usando (4), vem

1
W = r 26 X 10%xdx
o

-
-

X
=26 X 10“5

Q.1

]

=13-10*-(0,1)°
= 1.300 J.

Podemos usar a integral para calcular Trabalho em outras situagOes praticas. Basta identificar um sistema de coor-
denadas adequado e definir a forga varidvel para a situagio considerada.
Os exemplos seguintes mostram o caso de esvaziamento de tanques pela parte superior.

8.14.5 Exemplos
(i) Um tanque tem a forma de um cilindro circular reto de raio igual a 4 m e altura 8 m. Supondo que esteja cheio

de dgua (o peso da dgua por m” € 9.807 Newtons), achar o trabalho efetuado para esvaziar o tanque pela parte superior,
considerando que a égua seja deslocada por meio de um émbolo, partindo da base do tanque.

Solugdo: A Figura 8.87 mostra o tanque com o émbolo a y metros do fundo.

b a4

Figura 8.87

A forca elevatéria ¢ igual ao peso da dgua sobre o émbolo. Como volume de dgua acima do émbolo € dado por
7r’(8 — y). temos:

F(y) = wr*(8 — y) - 9.807
ou,
F(y)=m-4:(8—y)-9.807
= 156.9127 (8 — y).
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= i

Portanto, o trabalho necessério para esvaziar o tanque €

8
W = J;156.9121'r{8 — y)dy
B
= 156.9121rJ (8 — y)dy
0
\[*
= 156.912# (8 — —)
2 0
82
= 156.912 (8 =8 = -2-)
= 5.021.184 =].

(i) Um tanque tem a forma do cone circular reto, de altura 10 m e raio da base 5 m. Se o tanque esta cheio de
dgua, encontrar o trabalho realizado para bombear a dgua pelo topo do tanque.

Solugdo: Seja y a distdncia, em metros, até o ponto de baixo do tanque (ver Figura 8.88).

>xv

Figura 8.88

Consideremos uma parti¢do de P de [0, 10] dada por
O=p<<p<.<y  <y<.<y =10
Os planos horizontais nas alturas y = y;,j = 0,1, ..., n, dividem o tanque em n fatias.

Vamos aproximar a j-ésima fatia por um disco de raio igual ao raio do tanque na altura y; e espessura igual a

Ay, = y; = y;— (ver Figura 8.89).

>V

Figura 8.89
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Como o cone intercepta o plano xy segunda a reta que passa por (0, 0) e (5, 10) (ver Figura 8.90), temos que o raio
1
do j-ésimo disco € dado por 3 V-

O j-€simo disco tem volume

A}
17(?21) Aym’

e 0 peso da dgua correspondente é

\2
9.8077?(%1) Ay kg.

O topo deste disco estd a 10 — y; metros do topo do tanque. Assim, necessitamos

N2
9.30%(%) Ay,(10 — y)m - kg

de trabalho para bombear a dgua até o topo.

0 frrmmemmmnay

y; _______

T et s = T B e,

N —
=
> ¥

Figura 8.90
A soma
n }’;‘ 2
> 9.80?-.-{5) (10 — y)Ay,
ji=1

€ uma solucfo aproximada,
A quantidade exata de trabalho para bombear toda a dgua até o topo do tanque €

10 2
W= L 9.30%(%) (10 — y)dy

_ 9807
4

10
f yH(10 — y)dy
0

10
= 2.451,75qu (10y* — y¥)dy

0

3 4

Y Y
= 2.451, 10 = — 2
2451 7511'( 3 4)

10

]
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& iz —

10° 10‘*)
—2.451,751?(10 3 4

= 2.0431257].

8.15 Pressao de Liguidos

Podemos também aplicar a integral definida para encontrar a forca causada pela pressdo de um liquido sobre uma
chapa submersa ne liquido, ou sobre um lado do recipiente que o contém.

Da Fisica, sabemos que, se um recipiente fechado, como um balio, estd cheio de liquido e se forgas externas, como
a gravidade, ndo sdo consideradas, entfio a forca exercida pelo liquido sobre uma chapa plana colocada dentro do reci-
piente, € independente da posicao da chapa. A forca tem a direc@o perpendicular 4 chapa e € proporcional a sua drea.

A constante de proporcionalidade entre a forga exercida sobre a chapa e sua drea € chamada pressdo do liguido, e
tem como unidade de medida a unidade de forca por unidade de drea. Por exemplo,

F
Pi= = Newtons/m’.

No caso de uma piscina cheia de dgua a pressao é causada pela gravidade e aumenta com a profundidade da dgua.
Para um liquido qualquer, a pressdo P exercida pelo liguido num ponto sob a superficie do mesmo, a uma profun-
didade h, € dada por:

P = wh,

onde w € o peso do liquido por unidade de volume.

Como a pressdo varia com a profundidade, a for¢a total numa regido plana ndo horizontal, que estd submersa numa
porcéo de liquidos, € dada por uma integral.

A seguir, vamos determinar a forca total sobre uma chapa plana, submersa em um liquido, verticalmente, como
mostra a Figura 8.91.

NANANANANANANANAANAANANAA_/ Superficie ou
nivel do liquido

Figura 8.91

Escolhendo o sistema de eixos coordenados adequadamente, podemos supor que a chapa tem a forma da regidio do
plano xy limitada por y=c,y=d,x = f(y) e x = g(y), onde f e g sdo funcdes continuas em [c, d] e
f(y) = g(y).Vy € [e,d] (ver Figura 8.92)
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drY
K
7 | O
x=g() x =f{y)
c ----------
X
Figura 8.92
Vamos supor que o nivel do liquido contenha a reta y = k.
Seja P uma particao de [c, d] dada por
CERB SN ERC LY d Y . <y =d.
Seja s; um ponto qualquer do intervalo [y;_,, y,]Je Ay, = y, — v, .
A chapa pode ser aproximada por n retangulos de largura
L= f(s) — g(sp)
e altura
H; = Ay (ver Figura 8.93).
AY
K
di------- Y
) I
;| sty \\\\\ B2
e :
gls) f(s) X
€ >
Figura 8.93

A drea do j-ésimo retingulo € dada por:
Aj=L;- H,
=[f(s) — g(sp)]Ay;

Se Ay; € pequeno, entdo todos os pontos do retingulo estdo aproximadamente a2 mesma distancia, k — s;, do nivel

do liquido. Logo, a pressdo em qualquer ponto do retdngulo pode ser aproximada por:
w Lk =.8).
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A forga no j-ésimo retingulo € aproximadamente igual a

w(k — Sj)[f(sf') . g(sf)]ij

A forga total sobre a chapa € aproximadamene igual a
Ew(k — s)If(s;) — 8‘(5;')]3}’,‘- (1)
j=1

Podemos observar que a medida que n cresce a cada Ay; — 0, a soma (1) se aproxima do que intuitivamente enten-
demos como a forga total sobre a chapa. Como (1) € uma soma de Riemann da fungdo continua

w(k — y)[f(y) — g(y)]

podemos definir a forca total sobre a chapa como

8.15.1 Exemplos

(i) Um depésito de dgua tem extremidades verticais com a forma de um trapézio is6sceles de base menor igual
a4 m, base maior 12 m e altura 8 m. Determinar a forga total sobre uma extremidade, quando o depésito estd
cheio de dgua.

Solucdo: A Figura 8.94 ilustra o trapézio num sistema de coordenadas cartesianas.

AY
8

Nivel da 4gua

D v v A

>V

Figura 8.94

Como a figura apresenta simetria em relacdo ao eixo dos y, vamos analisar s6 a regidio do primeiro quadrante. Esta
regido estd delimitada por:

y+4
5

O nivel da dgua contém aretay = 8.
O peso da dgua por metro ciibico € conhecido, da Fisica, como w = 9.807 Newtons.
Usando (2), temos:

y=0,y=8,x=0ex =

H
i 2J 9.807(8 — ) --}%453}1

0

8
- 9.807[ (8= y)(y +4)dy

0
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8

9.807J (32 + 4y — y*)dy

0

vZ V})H
=9807| 32y + 4— — —
( A TR

0

83
=9.807(32-8+2-32—3)

= 2092225,38 Newtons.

(i)  Uma chapa semicircular de 0,2 m de raio acha-se submersa verticalmente num liquido, como mostra a Figura
8.95. Determinar a forga exercida sobre um lado da chapa, sabendo-se que o liquido pesa 10* N por m”.

10'2ml

Figura 8.95

Solugdo: A Figura 8.96 mostra a chapa colocada num sistema de coordenadas cartesianas.

Devido a simetria em rela¢do ao eixo dos y, vamos considerar a regido delimitada pory = —0,2, y =0, x =0e¢

x=V0,04 — y2

O nivel da dgua contém a reta y = (.

-0,2

Figura 8.96

Usando (2), temos

F= ZF 1040 — y)V0,04 — y2dy
-02
=2 I{Il“J"J - yV0,04 — y*dy
02

—— 1 (0,04 - yl)’-"z)
=3 10“(2 ——3/2

0

-0.2
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= 53,33 Newtons.

8.16 Excedentes de Consumo e Producio

Em geral as pessoas consideradas aqui como consumidores adquirem mercadorias porque elas lhes proporcionam
uma satisfa¢ao considerada a melhor. Quio melhor serd a satisfag@o das pessoas, em conjunto, por poderem adquirir um
produto do mercado? Esta pergunta pode ser respondida utilizando-se integracfio, calculando-se o Excedente do con-
sumidor que € a diferenga entre o pre¢o que um consumidor estaria disposto a pagar por uma mercadoria e o pre¢o que
realmente paga.

Para calcular o excedente do consumidor € necessdrio conhecer a curva da demanda. Vamos supor que p = f(x)
€ a funcdo demanda, continua, que relaciona o prego p de um bem de consumo com a quantidade x demandada. Para um
prego fixado pelo mercado, denotado por p, tem-se a quantidade demanda de x unidades. A Figura 8.97 mostra um exem-
plo de curva da demanda de um produto A.

.IFp

v

]
|
|
|
|
|
|
|

X

Figura 8.97

Vamos dividir o intervalo [0, x ] em n subintervalos com comprimentos iguais, Ax, como mostra a Figura 8.98.

+pP
T~
Ry
b
p
Xy Xp X3 Xn1 Xn=X i

Figura 8.98
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Observa-se que existem consumidores que pagariam um preco unitario de pelo menos p = f(x;) unidades mo-
netdrias pelas primeiras Ax unidades em vez do pre¢o de mercado definido como p unidades monetarias por unidade. A
quantia economizada por esses consumidores é aproximadamente igual a:

f(x))Ax — p Ax = [f(x,) — pJAx
que € a drea do retangulo denotado por R,.

Continuando esse raciocinio podemos escrever que a quantia total aproximada economizada pelos consumidores ao
comprarem x unidades da mercadoria é:

S f(x)Ax - .

O primeiro termo dessa expressdo € uma soma de Riemann da fung¢do demanda no intervalo [0, x]. Fazendo n — =<,
obtemos a expressdo que fornece o cdlculo exato para o excedente de consumo do produto, denotado por CS:

X

CS = lim f‘,f(x,.jax - ﬁ] = Jf(x}dx — px.
Land o S|

0

Podemos também visualizar a iltima expressdo como

Geometricamente o excedente de consumo pode ser interpretado como a drea da figura limitada superiormente pela
curva de demanda p = f(x) e inferiormente pela reta p = p no intervalo [0, x ], como ilustra a Figura 8.99.

lhp

Excedente
de consumo

x|

Figura 8.99

Com o mesmo raciocinio podemos considerar a funcéo oferta p = g(x) que relaciona o preco unitdrio p de um
bem e a quantidade x que o fornecedor tornard disponivel no mercado aquele prego.

Vamos supor que p seja o prego fixo de mercado estabelecido para o especifico bem e que com este prego a quan-
tidade a ser colocada no mercado serd de x unidades. Assim, concebe-se que os fornecedores que colocarem o bem no
mercado com um prego mais baixo terdo a chance de lucrar mais.

A diferenga entre o que os fornecedores realmente recebem e o que eles estariam dispostos a receber € chamada de
excedente de produciio que denotamos por PS.

De forma andloga ao excedente de consumo podemos concluir que:
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PS=px - jg(x)d.t

ou

sendo g(x) a fungdo oferta, p o preco unitdrio de mercado e x a quantidade em oferta.
Na Figura 8.100 podemos visualizar o excedente de produg@o. Geometricamente, temos a drea delimitada superior-

mente por p = p e inferiormente por p = g(x) no intervalo [0, x].

JLp

Excedente de produgao

v X

x|

Figura 8.100

E interessante observar graficamente (ver Figura 8.101) o Excedente de Consumo e Produgiio em um tnico sistema
cartesiano, usualmente utilizado no contexto econdmico-financeiro para andlises de mercado. Neste caso o prego de mer-
cado € o prego de equilibrio.

Figura 8.101
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8.16.1 Exemplos

(i)  Para as bicicletas da marca A de 10 marchas a fun¢iio demanda é dada por p = f(x) = —0,00152x% + 0,095x
+ 196,26 e a funciio oferta p = g(x) = 0,000964x” + 0,04464x + 53,59, sendo que p é o preco unitdrio em
reais e x a quantidade de bicicletas demandada (ou ofertada). Determinar os excedentes de consumo e de pro-
dugiio supondo que o prego de mercado € igual ao preco de equilibrio.

Solugdo: A Figura 8.102 apresenta o grifico das duas funcdes com o ponto de equilibrio destacado. As regides
que mostram graficamente o excedente de consumo e de produgdo estdo assinaladas.

p (reais)

225
200
175
150
125
100 ;
75 1
50 1
25 1

X (milhares de unidades)

»

50 100 150 200 250

Figura 8.102

Lembramos que o ponto de equilibrio pode ser encontrado algebricamente resolvendo a equagao:
— 0,00152x? + 0,095x + 196,26 = 0,000964x* + 0,04464x + 53,59

ou

0,002484x% — 0,05036x — 142,67 = 0

que tem como solucao positiva aproximadamente o valor x = 250.
O excedente de consumo € encontrado usando-se a integral

250
C§s = J’ [ — 0,00152x* + 0,095x + 196,26 — 125]dx
{

)

250
J [ — 0,00152x7 + 0,095x + 71.26] dx
(

—0,00152x° 2 250
= % 4 0,095% +7126x] = 12.867.08

0

Assim, a diferenca entre o preco que os consumidores estariam dispostos a pagar por uma bicicleta e o preco que
realmente pagam € de R$ 12.867,08.
O excedente de produgdo € encontrado usando-se a integral

250
PS = J [125 — (0,000964x* + 0,04464x + 53,59)] dx
0
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250
L [—0.000964x* — 0,04464x + 71,41]dx

13 xz 250
= —0,000964? - 0,04464427 + 7141x|] = 11.436,66.

0

Assim, a diferenga entre o que os fornecedores realmente recebem e o que eles estariam dispostos a receber € igual
a R$11.436.,66.

(i) A fungdo demanda para uma certa peca de reposigio de motores de barco ¢ dada por p = —0,01x° — 0,1x + 4,
sendo p o prego unitdrio em reais e x a quantidade demandada, medida em unidades. Determine o excedente
de consumo se o prego de mercado € estabelecido a R$ 2,00 cada pega.

Solucdo: A Figura 8.103 mostra o grifico da fungdo demanda e a drea que representa o excedente de consumo.

1!“)(

Figura 8.103

Observamos que para o preco de mercado estabelecido, a quantidade demandada é x = 10 unidades.

Temos:
10

cS = J [~0,01x2 = 0,1x + 4 — 2] dx
0

Il

10
[ [-0,01x? — 0,1x + 2]dx
{

)

3 2 10

~101% - 015 + 2x| =1166
3 2 .

Il

Assim, a diferenga entre o preco que os consumidores estariam dispostos a pagar por uma pega e o prego que real-
mente pagam € de RS 11,66,

8.17 Valores Futuro e Presente de um Fluxo de Renda

Podemos medir o valor de um fluxo de renda de duas maneiras: valor futuro e valor presente.
Para entender o significado, podemos supor que uma rede de supermercados gera um fluxo de renda por um certo
periodo de tempo, por exemplo, por 5 anos. A medida que a renda € realizada, ela € reinvestida e rende juros a uma taxa
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fixa. O fluxo de renda futura, acumulado durante os 5 anos, € a quantia de dinheiro que a rede de supermercados possui

ao final desse periodo.
O valor presente de um fluxo de renda também pode ser obtido utilizando-se integrais.

8.17.1 Defini&;éo O valor futuro acumulado, ou total, apés T anos de um fluxo de renda de R(r) unidades mo-
netdrias por ano, rendendo juros compostos continuamente a taxa de r por ano ¢ dado pela integral definida

r
VF = e”"J R(t)e "'dt
0
Para entender o surgimento desta integral basta acompanhar os passos que seguem:
(1) Dividir o intervalo de tempo [0, T'] em n subintervalos de mesmo comprimento, denotados por Ar. A Figura
8.104 mostra essa partigio.

. I
T t 1
0 f h I lh ty=T

Figura 8.104

(2) Observar que a renda gerada durante cada intervalo de tempo de comprimento Ar ¢ dada aproximadamente
por R(z;)At, parai = 1,2, 3, ..., n.

(3) O valor futuro desta quantia, daqui a T anos, calculado como se fosse ganho no instante r,, € igual a
[R(t)Atle”™" """ unidades monetdrias. Observamos que estd sendo usada a férmula de juros compostos conti-
nuamente.

(4) A soma dos valores futuros do fluxo de renda gerado ao longo de cada subintervalo de tempo € aproximada-
mente igual ao valor futuro acumulado no decorrer de 7 anos ou

VE oprasimaio = R(H)€T 9 + R{z)eV DA+ . + R{,)e" =) At

n
=7, E R(t;)e At
i=]

(5) A soma apresentada em (4) € uma soma de Riemann da fungdo e”” R(1)e " o que nos leva a defini¢io dada
em 8.7.1.

Em alguns momentos o interesse estd no valor presente do fluxo de renda, denotado por VP. Neste caso tem-se:

| R(t)edr.

8.17.2 Exemplo
(1) Qual € o valor presente acumulado de um fluxo continuo de receitas que dura 2 anos a taxa constante de
R$ 3.000,00 por ano e € descontado & taxa nominal de 6% por ano?
Neste caso estamos diante do cdlculo simples de valor presente do fluxo de renda, ou seja,

5
VP = L R(t)e "'dt
= Lia.ooo X e 005y

—f 2
= 3,000 X —— ¢~ 00
% 0,06 f" L
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e R

= —50.000(e *%*? — 1)
= 5.653.98.

(2) Os dados dessa discussio auxiliam na andlise de investimentos. Vamos supor que a reforma de uma grande loja
pode ser desenvolvida a partir de dois diferentes planos de obra:
*  Plano A — desembolso de R$ 230.000,00;

*+  Plano B — desembolso de R$ 150.000,00.

No estudo realizado estimou-se que o plano A vai propiciar um fluxo de renda liquida gerado a taxa de
R$ 620.000,00 por ano e o plano B a taxa de R$ 520.000,00 por ano no decorrer dos préximos dois anos. Se a taxa de
juros pelos préximos cinco anos for de 10% ao ano, qual dos dois planos gerard maior renda liquida ao final dos dois anos?
O valor presente acumulado de cada plano € calculado como segue:

e 2
V Poiano 4 = I 620000 % e~*"dr V Potano g = J' 520000 x e~ *''dt
. 0

1.123.869.33 = 942.600.,08

1

Para dar a resposta ao problema vai ser necessario subtrair o desembolso inicial. Assim, para o Plano A tem o valor
de RS 893.869,33 e para o Plano B o valor de R$ 792.600,08. Portanto, a melhor opgio sob esta andlise € o Plano A,
pois poderd gerar uma renda liquida maior no periodo de dois anos.

8.18 Exercicios

1. Encontrar a massa total e o centro de massa de uma barra de 12 cm de comprimento, se a densidade linear da barra
num ponto P, que dista x cm da extremidade esquerda, é (5x + 7)kg/cm.

2. Encontrar a massa total e o centro de massa de uma barra de comprimento 3m, se a densidade linear da barra num

ponto situado a x m do extremo € (5x* + 3) kg/m.

3. Calcular a massa total e o centro de massa de uma barra de 5m de comprimento, sabendo que a densidade linear
num ponto € uma fung@o do 1° grau da distincia total deste ponto ao extremo direito da barra. A densidade linear no
extremo direito € 5kg/m e no meio da barra € 2 kg/m.

4. Uma barra horizontal estd localizada sobre os eixos dos x, como mostra a Figura 8.105.

BTE
o4X

XV

Figura 8.105

Se a densidade linear num ponto qualquer da barra € proporcional 4 distincia deste ponto até a origem, determinar
b+a
2
5. O comprimento de uma barra € 2 m e a densidade linear no extremo direito é l1kg/m. A densidade linear num ponto
varia diretamente com a segunda poténcia da distdncia do ponto ao extremo esquerdo. Calcular a massa total e o
centro de massa da barra.

o valor da constante de proporcionalidade, de modo que a massa da barra seja m = un.m.

6. Determinar o momento de inércia de uma barra homogénea de 3 m de comprimento, em relagao a um eixo perpen-
dicular, que:

(a) passa no ponto médio da barra; () passa por uma das extremidades da barra.

Considerar a densidade linear da barra igual a 0,8 kg/m.



