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a € Tp, tal que

0= £(0) = f(@n) + f'@n)(a— 2n) + 12D (g — z)2.

Entao ’ '
F'@n)en = f(an)  @na= LD @, —ay.
Dividindo por f’(zy,) obtemos:
_ ) ()
" G % 2 Y
isto &,
Tpy1—a = 2;:,(“(;2)(50“ —a)’.

Dai ; ; A 2
a1dvegn 1medlata;n?nte I@n+1 —al < Jglrn —al®. Quando |z, —a| < 1, 0
quadrado |z, — a|” é muito menor, o que exibe a rapidez de convergéncia no
método de Newton. Por exemplo, se f (z) = x™ — ¢ temos
f//(d) _ (n B 1) dn—2 & n—1
2" (@) 2271 = Ty
Portanto, para calcular Ye, onde ¢ > 1, podemos comecar com z, > 1 e tere-
te 2
oS, satmipre |Thr1 — ¥e| < %5t|wp — Wel®. Paran < 3 vem |zkyy = ¥ <
|z, — ¥e|”. Logo, se z;, tem p algarismos decimais exatos, Ty, tem 2p.

4. Exercicios

Segé@o 1:  Férmula de Taylor

1. Useaigualdade 1/ —2) =1+z+--+2™+2"* /(1 — z) e aférmula de
Taylor infinitesimal para calcular as derivadas sucessivas, no ponto r = 0,
da fungdo f:(-1,1) — R, dada por f(z) = 1/(1—x).

2. Seja f:R — R definida por f(z) = 2°/(1 + z%). Calcule as derivadas de
ordem 2001 e 2003 de f no ponto z = 0.

3. Seja f: I — R de classe C* no intervalo . Suponha que exista K > 0 tal
que | f™(z)| < K paratodo z € I e todo n € N. Prove que, para zg,x €
quaisquer vale f(z) = Y02 L (n;(!mc’) (z — zo)™.

4. D& uma demonstragdo de que f” > 0 = f convexa usando a férmula de
Taylor com resto de Lagrange.
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5. Seja f:1 — R de classe C? no intervalo I. Dado a € I, defina a fungdo
p:1 — R pondo (z) = [f(z) — f(a)l/(z —a) se z # a e p(a) = f'(a).
Prove que ¢ é de classe C'. Mostre que f € C® = ¢ € C2.

6. Seja p: R — R um polindmio de grau n. Prove que para a, z € R quaisquer
tem-se

p(&) = p(a) + P(@)(z - ) + -+ B Dz gy

3; 7. Sejam f, g: I — R duas vezes derivaveis no pontoa € int I. Se f(a) = g(a),

f'(a) = ¢'(a) e f(z) > g(z) para todo z € I, prove que f"(a) > g"(a).

1. Sejam f: I — Re g: J — R fungdes convexas, com f(I) C J, e g mondtona
ndo-decrescente. Prove que go f: I — R € convexa. D€ outra demonstragao
supondo f e g duas vezes derivaveis. Por meio de um exemplo, mostre que
se g ndo é mondtona ndo-decrescente o resultado pode ndo ser valido.

2. Se f:I — R possui um ponto critico ndo degenerado ¢ € int I no qual f” é
continua, prove que existe 6 > 0 tal que f € convexa ou concava no intervalo
(c—06,c+9).

3. Examine a convexidade da soma e do produto de duas fungdes convexas.

4. Uma funcdo f:I — R, definida no intervalo I, chama-se quase-convexa
(respectivamente, guase-concava ) quando, para todo ¢ € R, o conjunto
{z € I; f(z) < c} (respectivamente, {x € I; f(x) > c}) é vazio ou € um
intervalo. Prove que toda fungfo convexa (respectivamente, concava) €
quase-convexa(respectivamente, quase-concava) e que toda fungdo monod-
tona é a0 mesmo tempo quase-convexa e quase-concava.

5. Prove que f:I — R é quase-convexa se, e somente se, para T,y € [ €
t € [0,1] quaisquer, vale f((1 —t)x + ty) < max{f(z), f(y)}. Enuncie o
resultado analogo para f quase-cOncava.

6. Seja f:[a,b] — R uma fungdo continua quase-convexa, cujo valor minimo
é atingido no ponto ¢ € [a,b]. Prove que se ¢ = a entdo f é monétona
nio-decrescente, se ¢ = b, f é mondtona ndo-crescente e, finalmente, se
a < ¢ < bentdo f é mondtona nio-crescente em [a, ¢| e ndo-decrescente
em [c,b]. Enuncie resultado andlogo para f quase-cOncava. Conclua dai
que a funcdo continua f: [a, b] — R € quase-convexa se, e somente se, existe



c € [a, b] tal que f é mondtona ndo-crescente no intervalo la, c] e mondtona
ndo-decrescente em |[c, b].

7. Paracadan € N, seja fp: I — R uma fung@o convexa. Suponha que, para
todo z € I, aseqiiéncia de nimeros ( f;, (Z))nen convirja. Prove que a funcio
f:I — R, definida por f(z) = limy_, ., fn(z) € convexa. Prove resultado
andlogo para fun¢des quase-convexas, concavas €, quase-concavas.

8. Seja f:[a,b] — R uma funcgdo continua convexa tal que f(a) < 0 < f(b).
Prove que existe um tinico ponto ¢ € (q, b) com f(c) = 0.

Se¢d@o 3:  Aproximacdes sucessivas e método de Newton

1. Sejam [ = [a — 6,a+ 8] e f: 1 — R tal que |f(y) — f(z)| < k|ly — z|, onde
0<Fk<1. Se|f(a)—a| < (1-Fk)S, prove que existe um dnico z € I com

=

2. Defina f:[0,+00) — [0, 4oc0) pondo f(z) = 27%/2. Mostre que f é uma
contragdo e que, se a € seu ponto fixo, —a é a raiz negativa da equag@o
z? = 2%, Use o método das aproximagdes sucessivas € uma calculadora
para obter o valor de a com 8 algarismos decimais exatos.

3. Sejal =[a—6,a+6]. Seafungio f:I — R éde classe C2, com Flz) 40,
|f(@)f"(x)/ f'(x)?| < k < 1 paratodo = € I e |f(@)/f'(a)| < (1 - k)8,
prove que, seja qual for o valor inicial z, € I, 0 método de Newton converge
para a uinica raiz z € I da equagdo f(x) = 0.

4. Dado a > 1, considere a fungdo f: [0, +00) — R, dadapor f(z) = 1/(a+z).
Fixado qualquer z, > 0, prove que a seqiiéncia definida indutivamente por
Z1 = f(Z0),... ,Tny1 = f(2n), converge para a raiz positiva ¢ da equagio
z? 4+ ax — 1 = 0. (Cfr. Exercicio 3.6, Capitulo 3.)

5. Proveque 1, 0754 é um valor aproximado, com 4 al garismos decimais exatos,
da raiz positiva da equacdo z¢ + 6z — 8 = (.

6. Seja f:[a,b] — R convexa, duas vezes derivivel. Se f(a) <0< f(b) prove
que, comegando com um ponto xo € [a, b] tal que f(xy) > 0, 0 método de
Newton converge sempre para a Gnica raiz z € [a, b] da equagdo f(z) = 0.

7. Prove que as aproximagdes de %/c dadas pelo método de. Newton formam,
a partir do segundo termo, uma seqiiéncia descrescente.
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A Integral
de Riemann

As nocdes de derivada e integral constituem o par de conceitos mais importantes
1 da Anélise. Enquanto a derivada corresponde a nogado geometrica (}e 'tangen,te e
3 idéia fisica de velocidade, a integral estd associada a nogdo geométrica de area

e 3 idéia fisica de trabalho. E um fato notével e de suma importancia que essas
duas nogdes, aparentemente tao diversas, estejam intimamente ligadas.

1. Revisdo sobre sup e inf

Demonstraremos aqui alguns resultados elementares sobre supremos ¢ in-
fimos de conjuntos de niimeros reais, para uso imediato.

Dada uma func@o limitada f: X — R, lembremos que sup f = sup f(X =
sup{f(z);z € X} einf f = inf f(X) = inf{f(z); z € X}. Todos os conjuntos a
seguir mencionados sdo nio-vazios.

Lema 1. Sejam A, B C R tais que, para todo x € A e todo y € B se
tenha = < y. Entdo sup A < inf B. A fim de ser sup A =

inf B é necessério e suficiente que, para todo € > 0 dado, existam z € A e
ye Becomy—z<e.

Demonstracio: Todo y € B é cota superior de A, logo sup A < .y. Isto mostra

que sup A é cota inferior de B, portanto sup A < inf B. Se valer
a desigualdade estrita sup A < inf B entdo € = inf B — sup A.> Oey ¥ T >E
para quaisquer z € A, y € B. Reciprocamen-te, se Supz"l —iinf B, enan,, para
todo & > 0 dado, sup A — £/2 nio é cota superior de A e inf B + /2 néo € cota
inferior de B, logo existem z € A e y € B tais que supA—¢g/2 <z <supA=
inf B <y < inf B +¢/2. Segue-se que y — x < €. : O



Lema 2. Séjam A, B C R conjuntos limitados e c € R. Sdo também
limitados os conjuntos A + B = {z+y;2 € A,y € B}
e c.A = {cr;z € A}. Além disso, tem-se sup(A + B) = sup A + sup B,
inf(A+B) = inf A+inf B e sup(c.A) = c.sup A, inf(c.A) = c.inf A, caso seja
c>0. Se c <0 entdo sup(c.A) = c.inf A e inf(c.A) = c.sup A.

Demonstragio: Pondo q = sup A e b = sup B, para todo z € A e todo yeB
tem-se z < a, y < b, logo = + y < a + b. Portanto, ¢ + b é cota

superior de A + B. Além disso, dado € > 0, existem z € A e y € B tais que

a—c/2<zeb-gc/2 <y, donde a +b — ¢ < z +y. Isto mostra que a + b é
a menor cota superior de A + B, ou seja, que sup(A + B) = sup A + sup B. A
igualdade sup(c.A) = c.sup A é 6bvia se c = 0. Se ¢ > 0, dado qualquer z € A
tem-se & < a, logo cz < ca. Portanto ca é cota superior do conjunto c.A. Além
disso, dado qualquer nimero d menor do que ca, temos d /¢ < a, logo existe
z € Atalque d/c < z. Segue-se que d < cz. Isto mostra que c.a € a menor cota
superior de c.A4, ou seja, que sup(c. A) = ¢.sup A. Os casos restantes enunciados
1o lema sdo provados de modo andlogo. O
Coroldrio. Sejam f,g: X — R fungées limitadas. Para todo ¢ € R sdo
limitadas as fungdes f+g, cf: X — R. Tem-se além disso,
sup(f + g) < sup f + supg, inf(f + g) > inf f +inf g, sup(cf) = c.sup f, e
inf(cf) = c.inf f quando ¢ > 0. Caso ¢ < 0, tem-se sup(cf) = c.inf f e
inf(cf) = c.sup f.

Com efeito, sejam A = f(X), B = g(X), C = (F+9X) = {f(z) +
9(z);x € X}. Evidentemente C' C A + B, logo sup(f + ¢) = sup C < sup(A +
B) =sup A +sup B = sup f +supg. Além disso, sup(cf) = sup{c.f(z);z €
X} = sup(cA) = c.sup 4, quando ¢ > 0. Os demais casos enunciados no

coroldrio se provam de modo an4logo. O

Observagio. Pode-se ter efetivamente sup(f + g)‘ <sup f+supg e inf(f +
g) > inf f + infg. Basta tomar f, g: 0,1 - R, f(z) =z e
9(z) = —x.

Lema 3. Dada f: X — R limitada, sejam m = inf f, M = sup fe
w =M —m. Entdo w = sup{|f(z) — f(y)|;z,y c X}

Demonstra¢io: Dados z,y ¢ X arbitrérios, para fixar id€ias seja f(x) > f(y).

Entdo m < f(y) < f(z) < M, donde |f(z) - f(y)| < M —

m = w. Por outro lado, para todo € > 0 dado podemos achar z,y € X tais que
f(x) > M —¢e/2e f(y) < m+e/2. Entdo

f@) - fWl = fl@)-fly) >M-m-e=w-e.

: Assim, w € a menor das cotas superiores do conjunto {|f(x) — f(y)|;z,y € X},
- 0 que prova o lema. 0

Sejam A’ C A e B’ C B conjuntos limitados de nimeros
reais. Se, para cada a € A e cada be B existem a’' € A" e
VY € B taisquea<a eb <b, entdosup A’ =sup A e inf B’ = inf B.

Demonstracio: Evidentemente, sup A é uma cota superior de A’. Além disso, -
I‘ se ¢ < sup A existe a € A com ¢ < a, logo existe o/ € A’
. com ¢ < a < @', portanto ¢ ndo é cota superior de A’. Assim, sup A € a menor

cota superior de A’, isto &, sup A = sup A’. Um raciocinio andlogo demonstra o
- resultado para inf B e inf B'. O

- 2. Integral de Riemann

Uma particdo do intervalo [a, b] € um subconjunto finito de pontos P =
- {to,t1,... ,tn} Cla,b] talque a € P e b € P. A notagao sera sempre us.ada de
modoque a =ty < t; < --- < tp =0b. Ointervalo [t;_,,t;], de comprimento
t; — t;_,, serd chamado o i-ésimo intervalo da particao P. Evidentemente,
Dt —ti)=b-a

Sejam P e () parti¢cdes do intervalo [a,b]. Diz-se que () refina P quando
P c (. A maneira mais simples de refinar uma particdo € acrescentar-lhe um

Unico ponto.
Dada uma fungdo limitada f: [a,b] — R, usaremos as notagdes

m = int{f(2); € [a, ]}

M = sup{f(z);zx € [a,b]}.
Em particular, temos m < f(z) <M paratodo z € [a,b]. Se P = {to,t1,... ,tn}
é uma particao de [a,b], as notagdes m; = inf{f(x);t;_, < x < t;}, M; =
- sup{f(x);t;_; <z < t;} ew; = M; —m, indicardo o infimo, o supremo e a
. oscilacdo de f(x) no i-ésimo intervalo de P. Quando f € continua, m; e M;
sdo valores efetivamente assumidos por f em [¢;_,,¢;]. Em particular, neste caso
existem x;, y; € [t;_y, t] tais que w; = |f(y;) — f(z;)]. '



A soma inferior de f relativamente parti¢do P é o nimero

5(fi P) =maty —do) fee et Mn(tn —tn_1) = Zn:mi(tz‘ —ti_1)-

A soma superior de f relativamente 3 parti¢do P €, por definicdo

S(f; P) = My(ty —to) + - + My (tn, — tn-1) = iMz(tz —ti_q)-

i=1

Evidentemente, m(b — a) < s(f; P) < S(f;P)< M j
o et < ; P) < ; ) < M (b — a) seja qual for a
particdo P. Além disso, S(f; P) — $(f;P) =30 wylt; — t: 1)

Quando f estiver clara no contexto, pode-se escrever simplesmente s(P) e
S(P)em vezde s(f; P)e S(f; P) respectivamente.
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Fig. 9 - A soma inferior e a soma superior.

g No casoem que f(z) > 0 paratodo z € [a, b], os niimeros s(f; P) e S(f; P)
sao. ~val(?res aproximados, respectivamente por falta e por excesso, da a’lrez; da
regido limitada pelo gréfico de f, pelo intervalo [a,b] do eixo das abscissas e
pelas verticais levantadas nos pontos a e b desse eixo. Quando f(z) < 0 para

todo = € [a,b], essas somas sdo valores aproximados de tal 4rea, com o sinal
trocado.

~ A in.tegral inferior e a integral superior da fungéo limitada f:[a,b] — R
sdo definidas, respectivamente, por ’

'

b b
_/a.f(w)dw =81113p8(f;P), /a f(z)dz = inf 5(f; P),

et e

- 0 sup e o inf sendo tomados relativamente a todas as parti¢des P do intervalo
- [a,b). ;

Quando se refina uma parti¢cao, a soma inferior nao dimi-
nui e a soma superior nao aumenta. Ou seja: P C Q =

L S(:P) < s(;Q) e 5(:Q) < S P).

Demonstracio: Suponhamos inicialmente que a parti¢do () = P U {r} resulte
de P pelo acréscimo de um tinico ponto 7, digamos com?;_; <
< t;. Sejam m’ e m” respectivamente os infimos de f nos intervalos [t;_,,7]
e [r,t;]. Evidentemente, m; < m/, m; <m' et; —t;_; = (t; —7) +(r—1tj_1).
~ Portanto

s(f;Q) = s(f, P) =m"(t; — 1) +m/(r —tj_,) —m;(tj —tj 1)
=(m' - mj)(tg —r)+ (m' — mj)(T o tj—l) > 0.

. Teorema 1.

Para obter o resultado geral, onde @ resulta de P pelo acréscimo de k pontos,
‘usa-se k vezes o que acabamos de provar. Analogamente, P C Q = S(f;Q) <
S(f: P). &

Para quaisquer particées P, @ do intervalo [a,b] e qualquer
funcgéo limitada f:[a,b] — R tem-se s(f; P) < S(f;Q).

Corolario 1.

Com efeito, a partigio PU (@ refina simultaneamente P e @, logo s(f; P) <
s(f;PUuQ) <S(f; PUQ)<5(f;Q). O

Dada f:[a,b] — R, se m < f(z) < M para todo z € [a,b]
entao

Comlério 2

b -b
rilbie ) </ F(z)dz g/ f(z)dz < M(b—a).

Com efeito, as desigualdades externas sdo ébvias e a do meio resulta do
Corolario 1 edo Lema 1. O

Seja P, uma parti¢ao de [a,b]. Se considerarmos as so-
mas s(f; P) e S(f; P) apenas relativas as partigoes P que

Corolario 3.

refinam P,, obteremos os mesmos valores para _fab f(x)dz e f—: f(x)dz.

Com efeito, basta combinar o Teorema 1 e o Lema 4. O



Uma fungio limitada f: [a,b] — R diz-se integrdvel quando sua integral
inferior e sua integral superior sio iguais. Esse valor comum chama-se a integral
(de Riemann) de f ¢ ¢ indicado por [ f(z)dz.

No simbolo f(f flz)dz, x é o que se chama uma “varidvel muda”, isto &,
b b b
Jo f(@)de = Jo fW)dy = [ f(t)dt etc.
“ b

As vezes prefere-se a notacdo mais simples [ f. A justificativa para a
notacdo mais complicada serd vista no Teorema 2, Capitulo 11.

Quando f € integravel, sua integral [ (f f(z)dz é o ndmero real cujas apro-
Ximagdes por falta sfo as somas inferiores s(f; P) e cujas aproximactes por ex-
Cesso 40 as somas superiores S (f; P). OTeorema 1 diz que essas aproximagdes
melhoram quando se refina a particdo P. Geometricamente, quando f(z) >0
paratodo x € [a, b], a existéncia de /. ; [ (z)dz significa que aregifo limitada pelo
graficode f, pelo segmento [a, b] do eixo das abcissas e pelas verticais levantadas
pelos pontos a e b é mensurdvel (isto €, possui drea) e o valor da integral €, por
defini¢do, a drea dessa regido. No caso geral, tem-se a 4rea externa fab flx)dz e

< . b *
a area interna fa f(x)dz, que podem ser diferentes, como veremos agora.

Exemplo 1. Seja f: [a, b] — R definida por f(x) = 0se x éracional e fla)=
1 quando z € irracional. Dada uma parti¢do arbitraria P, como
cada intervalo [t;_,,¢,] contém ndmeros racionais e irracionais, temos m; = 0 e
M; = 1,logo s(f;P) =0e S(f; P) = b—a. Assim, f nio é integravel, pois
[l f@)dz=0e T2 f(@)dz=b—a.

Exemplo 2. Seja f:[a,b] — R constante, f(z) = ¢ para todo z ¢ la, b].
Entéo, seja qual for a particdo P, temos m; = M; = cem todos
0s intervalos, logo s(f; P) = S(f; P) = c(b—a). Assim [ € integravel, com

b b —

Jo f@)de = [ f(z)dz = [ f(@)dw = c(b - a).
Teorema 2. (Condigio imediata de integrabilidade.) Seja f:[a,b] — R limi-
tada. As seguintes afirmagées sao equivalentes:

(1) f é integravel.

(2) Paratodoe > 0, existem particées P, Q dela,b] tais que S(f; Q)—
§(fis P) < €. J

(3) Para todo € > 0, existe uma parti¢ao P = {tg,... ,tp} de [a,b] tal

R T T ST gugy o
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que S(f; P) — s(f; P) = X, wilti — t;_1) <&.

Demonstracdo: Sejam A o conjunto das somas inferiores € B o conjunto das
somas superiores de f. Pelo Corolario 1 do Teorema 1, tem-se
§ < S paratoda s € Aetoda.S € B. Supondo (1), vale sup A = inf B. Logo,
- pelo Lema 1, podemos concluir que (1) = (2). Para pI‘O\faI; que (2) = (3) basta
observar que se S(f; Q) — s(f; P) < € entdo, como a particdo P, = PU() refina
ambas P e @, segue-se do Teorema 1 que s(f; P) < s(f;Po) < S(f; R) <
- S(f;Q), donde se conclui que S(f; Po) — s(f; P,) < ¢. Finalmente, (3) = (IE)I
pelo Lema 1.

Seja f:[a,b] — R definida por f(z) = ¢ quando ab< z<be
! f(a) = A. Afirmamos que f ¢ integravel, com [, f (x)d?c =
E:'. ¢(b — a). Para fixar idéias, suponhamos ¢ < A. Entdo, dada uma parti¢io
qualquer P = {to,%1,... ,tn} temos m; = ¢, Ml = Ae == MZ : c para
" 1 < i < n. Portanto S(f; P) — s(f; P) = (A — ¢)(t1 — to). Dado arbitrariamente
€ > 0, tomamos uma parti¢do P com t; —to < £/(A — c) e obtemos S(f; P) —
s(f; P) < €. Logo f € integravel. Além disso, como s(f; P) = c(b — a) para
toda particdo P, temos

b
/ P2 da U~ ).
~Ya
Mas, sendo f integravel, resulta que

b
/bf(a:)d.’x =/ f(@)dz = c(b - a).

Evidentemente, um resultado analogo vale quando f(x) = c para z € [a,b), ou
quando f(x) = c para todo z € (a, b).

3. Propriedades da integral

Sejaa < ¢ < b. A funcdo limitada f:[a,b] — R é integ:réx./el

se, e somente se, suas restri¢oes f|la,c| e f|[c,l§ sao in-
) i b

tegrdveis. No caso afirmativo, tem-se [, f(z)dz = [; f(z)dz + [, f(z)dz.

Teorema 3.

Demonstracdo: Sejam A e B respectivamente os conjuntos das somfls infer'iores
de f|[a,c] e f|[c,b]. Vé-se facilmente que A + B er conjunto
das somas inferiores de f relativamente as parti¢des de [a, b] que contém o ponto
c. Pelo Coroldrio 3 do Teorema 1, ao calcular a integral inferior de f, basta
considerar as parti¢des desse tipo, pois elas s@o as que refinam Py = {a,c, b}.
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Pelo Lema 2,
b g, b
/ f(z)dx = sup(A+ B) =sup A +sup B = / flz)dx +/ f(z)dzx.

Analogamente se mostra que

/;bf(x)da::/;cf(a:)d:c—l-/:bf(as)dm.

[ [ s [p

Como as duas parcelas dentro dos parénteses sdo > 0 sua soma ¢é zero se, e
somente se, elas sdo ambas nulas. Assim, f € integrdvel se, e somente se,
suas restri¢cdes f lla,c] e flle,b] o sdo. No caso afirmativo, vale a igualdade

Rf=Jif+ 128 | 0

Logo

Exemplo 4. Diz-se que f:[a,b] — R € uma funcdo-escada quando exis-
tem uma particdo P = {to,... ,tn} de [a,b] e nimeros reais
C1,... ,Cn tais que f(z) = ¢; quando t;_; < z < t;. (Note-se que nada se diz

sobre os valores f(#;).) Segue-se do Teorema 3 e do Exemplo 3 que toda fungfio

" n
escada é integravel e f; f(x)dz = > cilt; —tiy)-

Convencio. A igualdade f - Flede =5 f (x)daz + f f(z)dz faz sentido
apenas quando a < ¢ < b. A fim de torné-la verdadeira sejam
quais forem a, b, ¢ € R, faremos duas convengdes, que serdo adotadas doravante.
Primeira: f(f f(x)dz = 0. Segunda: f; flx)dr = — fba f(x)dz. Aceitas estas
convengoes, vale para toda fungio integravel f a igualdade acima. Para verifica-
la, h4 seis possibilidades a considerar: ¢ < b < c,a <c < b b < a <c¢,
b<c<a,c<a<bec<b<a. Emcadacaso, basta admitir a integrabilidade
de f no intervalo maior.

‘Teorema 4. Sejam f,g:[a,b] — R integraveis. Entao:

(1) A soma f + g é integrdvel e

b b b
/a (@) + g(2)lde = / il / ReLr

Q a

(2) O produto f.g é integravel. Se c € R, f; cif{z)dz = c: f; f(z)dz.

(3) Se 0 < k < |g(z)| para todo x € la,b] entao o quociente flg é
integravel.

(4) Se f(x) < g(z) para todo z € [a, b] entao f(ff(x)dac & f:g(m)d:c.

[ f(x)d:cl < 217 (@)ldz.

(5) |f| € integravel e

Demonstragﬁo: Dada uma parti¢io arbitrdria P de [a,b], se indicarmos com

m;, m; e my; respectivamente os infimos de f,g e f + g no

1 -ésimo intervalo de P, teremos m; + my < my, pelo Corolario do Lema 2, logo

s(f; P)+s(g;P) <s(f+g; P) < f (f + g) para toda parti¢cdo P. Se tomarmos

:‘ duas particdes P e @ teremos ainda

b

S(f;P)+8(g;Q)SS(f;PUQHS(g;PUQ)s/ (f +9)-

Ja

b b )
_/a f+_/a g=sups(f; P) +sup5(5i Q)

b
— sup[s(f; P) + s(g; Q)] < / (f+9)-
P,Q 2

- Isto prova a primeira das desigualdades abaixo. A terceira se demonstra de modo
~ andlogo e a segunda é obvia:

/bf+/abgs/ab<f+g)s/;b<f+g)s/;bf+/;bg

Quando f e g sdointegréveis, as trés desigualdades se reduzem a igualdades,

' o que prova (1).

(2) Seja K tal que |f(z)| < K e |g(z)| < K para todo z € [a,b]. Dada uma

" particiio P, sejam wl, w!! e w; respectivamente as oscilagdes de f, g e f.g no
. i-&simo intervalo b ] Para quaisquer z,y € [t;_,,t;] temos:

1F(W)-9() — f@).9(x)| = (Fy) — f(@)g(y) + f(2)(9(y) — 9(2))]
<|f@) = F@lgw) +1f(@)lgy) — 9(z)|
< K(w} +wy).



Dai ) w;(t; —t;_;) < K. Do wi(ti — 1) + 2wl (t; —t;_,)]. A integrabilidade
de f.g segue-se ento da integrabilidade de f e g, pelo Teorema 2. Quanto a cf,
sua integrabilidade resulta do que acabamos de provar. Além disso, se ¢ > 0,
temos s(cf; P) = c.s(f; P) para toda particdo P, donde, pelo Lema 2,

/abcf—_/abcf:c._/abfzc./ab.f.

Caso ¢ < 0, temos s(cf; P) = ¢.S(f; P), logo f; ef =_f:cf = c.f_abf = ¢ f; f.

(3) Como f/g = f.(1/g), basta provar que 1/g é integrével se g é integravel e
0 <k <|g(z) para todo z € [a,b]. Indiquemos com w; e w; respectivamente
as oscilagdes de g e 1/¢g no i-ésimo intervalo de uma partlgao P. Dadoe >0,
podemos tomar P de modo que 3" w;(t; —t;_,) < e.k2. Para quaisquer z, y no

i-€simo intervalo de P tem-se

! 1 1| 9@ —-9@)l _w

9@ 9@ l9@g(z)| ~ kK
portanto w; < w;/k*. Segue-se que 3" wi(t; —t;_,) < e logo 1/g é integravel.
(4) Se f(x) < g(x) para todo z € [a, b] entdo s(f; P) < 8(g; P} e S8(fiP) £
S(g; P) para toda particio P, dondef f(z)dz < f g(z)dz.
(5) A desigualdade evidente ||f(y)| —|f(z)|| < |f(y)— f(z)| mostra que a

oscilagdo de | f| em qualquer conjunto ndo superaade f. Logo, f integravel = | f|

integrével. Além disso, como —|f(x)| < f(z) < |f(z)| para todo z € [a, b], re-
sulta de-(4) que

b b b
_/a |f(:r)]dw§/a f(a:)da:s/ |f (@)ldz,

i ' '
ou seja, | [ f(m)d:c' < [P\ f(2)|dz. O
Coroladrio. Se f:|a, b] — R é integrdvel e | f(z)| < K para todo z € [a, D]
entéao ’ 12 f@) dac‘ < K(b-a).
Observacio. Se uma fungao 1ntegrave1 f:la,b] — R é tal que f(z) > 0 para

todo z € [a, b] entdo f J(x)dz > 0. Isto resulta de (4) acima.
Mas € possivel ter f(z) > 0 para todo = € [a,}], com f f(z)dz = 0 sem que
J seja identicamente nula. Basta tomar f(z) = 1 num conjunto finito de pontos
em [a, b] e f(z) = 0nos pontos de [a, b] fora desse conjunto finito. Pelo Exemplo

; todos comprimento < ¢/[f(b) — f(a)]. Paracadai = 1,...

}: f(t;) — f(t;_,) portanto Y w; = f (b) - f(a)e

- WWyauU WUITWIYVEO SUITVIVIIIVE UV 1INy Giiivave

~ 4, f é integravel e sua integral € zero. Entretanto, se f € continua e f(z) > 0
para todo = € [a, b] entdo | f f(x)dx = 0 implica f identicamente nula. Com

efeito, se existisse algum ponto zo € [a,b] onde f(zo) = ¢ > 0, existiria um
intervalo [« 3], com z¢ € [, B8] C [a, b] tal que f(z) > ¢/2 paratodo z € [, [].
Entio, como f(x) > 0, terfamos ff flx)dx > ff flz)dz > g(ﬁ — ) > 0,uma
éontradigﬁo.

4. Condig¢oes suficientes de integrabilidade

- Teorema 5. Toda fungao continua f:[a,b] — R € integravel.

Demonstracio: Dado £ > 0, pela continuidade uniforme de f no compacto

[a, b], existe 6 > 0 tal que z,y € [a,b], |y — x| < § implicam

,?‘ |f(y) — f(z)] < ¢&/(b—a). Seja P uma partigdo de [a,b] cujos intervalos tém
~ todos comprimento < §. Em todo intervalo [t;_,,t;] de P existem ,,yz tais
| que m; = f(z;) e M = f(y;), donde w; = f(y;) — f(z;) <¢/(b-a). Con-
. seqlientemente ) w;(t; —

t;_1) < €. Pelo Teorema 2, f € 1ntegravel. O

Teorema 6. Toda fungao mondtona f:[a,b] — R é integravel.

Demonstracio: Para fixar idéias, seja f nio-decrescente. Dado € > 0, seja

P = {to,... ,tn} uma particdo de [a,b] cujos intervalos tém
, 0 temos w; =

et - < T o
=

= T LU~ il =<

" Logo f € integrdvel. =

As consideragdes a seguir s3o um preparativo para o Teorema 7, que engloba

. os Teoremas 5 e 6 como casos particulares.

Se a < b, indicaremos com |I| = b—a o0 comprimento do intervalo (fechado,

. aberto ou semi-aberto) I cujos extremos s&o a e b. Diz-se que o conjunto X C R
tem medida nula quando, para todo € > 0 dado, existe uma cobertura finita
ou infinita enumerdvel X C J I}, de X por intervalos abertos Ij, cuja soma dos
- comprimentos € ) [T | < e.



Exemplo 5. Todo conjunto enumeravel X = {z,... g, Sirtem mes

dida nula. Com efeito, dado arbitrariamente & > 0, seja I,
o intervalo aberto de centro z;, e comprimento g/2¥+1. Entio X c JI wie

Y] i=e/2.< e. Em particular, o conjunto Q dos niimeros racionais tem
medida nula.

Teorema 7. Se o conjunto D dos pontos de descontinuidade de uma
funcao limitada f:[a,b] — R tem medida nula entdo Fe
integravel.

Demonstracdo: Dado ¢ > 0, existem intervalos abertos [ 1y+- > dp, ... tais que

D cUly e X |Ii| < /2K, onde K = M — m é a oscilagio
de f em [a,b]. Paracadax € [a,b] — D, seja Jz um intervalo aberto de centro
T no qual a oscilagdo de f € menor do que & /2(b — ). Pelo Teorema de Borel-
Lebesgue, a cobertura aberta [a, b] C (| kLk)U(U, Jz) possui uma subcobertura
finita [a,b] CLU-- UL, UJg U--- Jz,. Seja P a particdo de [a, b] formada
pelos pontos a, b e os extremos desses m + n intervalos que pertengam a [a, b].
Indiquemos com [t,_1,%4] s intervalos de P que estdo contidos em algum 1,
e com [tz ,,1g] os demais intervalos de P. Entio Y(ta —ta—1) <e/2K e a
oscila¢@o de f em cada intervalo [tg_1,t5] € wg < e/2(b—a). Logo

S(fiP)=s(f; P) = > walta ~ ta-1) + > wgltg—ts_y)

< ZK(ta —ta-1)+ Z dgzb_ o)

—a)
& ﬁ_{f:.(b—@) e
2K 2(b-a)

Logo f € integrdvel. O
Observacio. Pode-se demonstrar (cfr. “Curso de Andlise”, vol. 1, pag. 273)
que vale a reciproca do Teorema 7, ou seja, que o conjunto de
pontos de descontinuidade de toda funcgo integravel tem medida nula.

Exemplo 6. O conjunto de Cantor K (secéo 5 do Capitulo 5), embora nio-
enumeravel, tem medida nula. Com efeito, se pararmos na
n-ésima etapa de sua construcfo, veremos que o conjunto de Cantor estd contido
na reuniao de 2" intervalos, cada um tendo comprimento 1/3™. Dado ¢ > 0,
podemos tomar n € N tal que (2/3)™ < ¢, e concluiremos que a medida de K é
zero. Podemos considerar a funcao f: [0,1] — R, definida pondo-se f (r)=0se

N N N AW T
L dgay st

weKef(r)=1sex ¢ K. Como [0,1] — K é aberto, a fungio f é locf':llmente
1 constante, e portanto continua, nos pontos z ¢ K. Como K ndo possui pontos
interiores, f é descontinua em todos os pontos de K. Pelo Teorema 7, f é
“integravel. Dada qualquer particdo P de [0, 1] todos os intervalos de P contém
fpontos que ndo pertencem a K, pois int K = @. Assim, M; =1e S(f;P) =1
f,para toda particao P. Segue-se que fol flx)dz = [ 01 flxide = 1.

Se a < b, o intervalo [a, b] ndo tem medida nula. Para provar
isto, lembremos que a fung¢do caracteristica de um conjunto
X C [c,d] éafungio {x:[c,d]| - Rtalquex(r)=1sex e X elx(x) =0se
w ¢ X. E facil provarque se X C X;U---UX} C[c,d]entdo{x <37, Ex,-
' Suponhamos, em seguida que [a,b] C I, U---U I}, C [c,d], onde ¢ é o menor e d
0 maior dos extremos dos intervalos I ;- Por simplicidade, escrevamzs §=Eay
e & = £ Entio £ < TF_ g5:[ed) > R Logob—a = [fé(z)de <
}:_]]?:1 /. Cft §j(z)dz = E§=1 ‘I fi ’ Assim, a soma dos comprimentos de qualquer
. colecdo finita de intervalos abertos cuja reunido contém [a, b] &, pelq menos,
igual a b — a. Dai resulta que [a,b] ndo tem medida nula. Com efeito, pelo
' Teorema de Borel-Lebesgue, de [a, b] C U;2, I; resulta[a,b] C I;U---UI} para
algum k € N.

;Exemplo 7.

5. Exercicios

Secdo 2: Integral de Riemann

B Defina f:[0,1] — R pondo f(0) = 0 & f(z) = 1/2% 0 1/ <o < 1/27,
n € NU {0}. Prove que f € integrdvel e calcule [, f(z)dz.

2. Seja f:[—a,a] — R integravel. Se f é uma funcdo impar, prove que

g s > =2 [ f(zx)dz.

[%, f(z)dz = 0. Se, porém, f é par, prove que [, f(z)dz d

3. Seja f:[a,b] — R definida pondo f(z) = 0 se z é irracional e f(z) = 1/q
se £ = p/q é uma fragdo irredutivel e ¢ > 0. (Ponha f(0) = 1 caso
0 € [a,b].) Prove que f é continua apenas nos pontos irracionais de [a, b],
que é integravel e que [ (f Flejde =1L

4. Seja f:[a,b] — R uma fungio integravel, com f(z) > 0 par2 todo x € [a, b].
Se f € continua no ponto c € [a, b] e f(c) > 0, prove que [, f(x)dx > 0.

5. Seja f:[a,b] — R definida pondo f(x) = x quando x € racional e f(z) =

-



Z + 1 quando z € irracional. Calcule as integrais (inferior e superior) de
f. Usando uma funcdo integravel g:[a,b] — R em vez de z, defina agora
¢(r) = g(x) se z é racional e p(z) = 9(z) + 1 para z irracional. Calcule as
integrais (inferior e superior) de ¥ em termos da integral de g.

Secdo 3:  Propriedades da integral

1.

2.

3.

L
2.

Seja f: [a, b] — R integrivel. Prove que a fungdo F: [a, b] — R, definida por
F(x) = [7 f(t)dt, é lipschitziana.

Prove que se f, g: [a,b] — R sdo integraveis entdo sio também integraveis
as fungdes , 1): [a, b] — R, definidas por o(x) = max{f(x),g(z)} e (z) =
min{ f(z), g(x)}. Conclua daf que sdo integraveis as funcdes

F+> f-:[a,b] — R dadas por fy(z) = 0 se f(z) < 0, fy(z) = flz) se
(@) >0; f_(x)=0se f(z) >0e J-(z) = —f(z) se f(z) < 0 (supondo
ainda f integravel).

Prove que se f, g: [a, b] — R sdo continuas entiio

b 2 b b
[ / f(x)g(w)de < / f(@)%de / 9(z)?dz.

(Desigualdade de Schwarz.)

Secdo 4: Condigdes suficientes de integrabilidade

Prove que a fungiio f do Exercicio 2.3 é integravel.

Prove que o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma fung¢io mo-

nétona é enumeravel e conclua daf que o Teorema 6 decorre do Teorema
%

- Seja D o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma fun¢io limitada

fi[a,b] — R. Se D’ (conjunto dos pontos de acumulagdo de D) é enu-
meravel, prove que f é integravel.

- Uma fungdo limitada f: [a, b] — R, que se anula fora de um conjunto de me-

dida nula, pode ndo ser integravel. Nestas condi¢des, supondo f integravel,
prove que sua integral € igual a zero.

. Diz-se que um conjunto X C R tem contetido nulo quando, para todo & > 0

dado, existe uma cobertura X ¢ [ 1U---U [, por meio de um niimero Sfinito

b b do it A8 A A4

e eatugiBed

k
de intervalos abertos, com ) |I jI < e. Prove:
j =1

(a) Se X tem contetido nulo, 0 mesmo ocorre com seu fecho X.

(b) Existem conjuntos de medida nula que nao tém contetdo nulo.

(¢) Um conjunto compacto tem medida nula se, € somente se, tem contetido
nulo.

(d) Se uma func¢do limitada g:[a,b] — R coincide com uma fungio in-
tegravel f:[a,b] — R exceto num conjunto de contetido nulo, prove
que g € integravel e sua integral € igual a de f.

. Se um conjunto X C [a, b] ndo tem medida nula entdo existe £ > 0 tal que,

para toda particao P de [a, b], a soma dos comprimentos dos intervalos de
P que contém pontos de X em seu interior € maior do que €.

. Seja: [a, b] — Rumafun¢io positiva (isto é, ¢(z) > 0 paratodo z € [a, b]).

Existe oo > 0 tal que o conjunto X = {z € [a, b]; p(x) > o} ndo tem medida
nula.

s 2 ~ b
. Se a fungéo ¢:[a,b] — R € positiva e integravel, entdo [, ¢(x)dz > 0.

Conclua que sc¢ f,g:[a,b] — R sdo integraveis e f(z) < g(z) para todo
x € [a, b] entdo ff flz)dnieg f(f g(z)dz. (Use os exercicios 6. e 7.)

. Seja p: [a,b] — R integravel, com p(x) > 0 para todo z € [a,b]. Prove que

se | ; p(z)dz = 0 entdo o conjunto dos pontos = € [a, b] tais que p(x) =0 ¢
denso em [a, b]. Se f:[a,b] — R é qualquer funcao irlljtegrével que se anula
num conjunto denso de pontos em [a, b], prove que [, f(z)dz = 0.
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Calculo
com Integrais

Este capitulo € a continuagdo do anterior. Naquele, foi definida a integral e foram
estabelecidas condigdes gerais que asseguram a integrabilidade de uma funcao.
Neste, serdo provadas as regras para o manuseio eficiente das integrais, entre
elas o chamado Teorema Fundamental do Célculo, uma movimentada via de
mao dupla que liga derivadas a integrais. Em seguida, usaremos a integral para
dar uma definigdo adequada do logaritmo e da exponencial. O capitulo termina
com uma breve discussado das integrais impréprias.

1. Os teoremas classicos do Calculo Integral
Para comecar, estabeleceremos a conexio entre derivada e integral.

Teorema 1. (Teorema Fundamental do Célculo.) Seja f:1 — R continua

no intervalo 1. As seguintes afirmacées a respeito de uma
funcao F:I — R sdo equivalentes:

(1) F' é uma integral indeﬁnida de f, isto é, existe a € I
F(z) = F(a) + [ f(t)dt, para todo z € I.

(2) F é uma primitiva de [, isto é F'(z) =

tal que

f(x) para todoz eI

Demonstracio: (1)=(2). Se xo, zo + h € I entdo F(zg + h) — Flaxp) =
2oth ft)dt € h.f(zo) = [Z f(z0)dt, portanto
'a = To+h 7
DT pey =1 [ 150 - Fwolar

Dado € > 0, pela continuidade de f no ponto xo, existe 6 > 0 tal que ¢ € 1,
|t — o] < 6 implicam |f(t) — f(zo)| < . Entdo 0 < |hl <8, zo+h € I

‘implicam

,‘“. F(.’E() + h) -
| 3

_sto mostra que F'(zo) = f(xo)-

' (2)=>(1) SeJa F' = f. Como acabamos de ver, se fixarmos a € I e definirmos

‘: )= [” f o f()dt, teremos ¢’ = f. Asduasfungdes F, ¢: I — R, tendo a mesma
‘{- erivada, diferem por uma constante. Como cp( ) = 0, essa constante € F'(a).
Portanto F(z) = F(a) + p(x), isto é, F(x) = F(a) + [ f(t)dt paratodo z € I.

(Eg+h

F(-’L'O) s f(wo)‘ o

1
A |f(t) — f(zo)|dt]| < - |hl.e=€.

(1). -Foi provado acima que toda fun¢ao continua possui uma
‘ primitiva. Mais precisamente: se f:[a,b] — R € integrdvel
entao F:la,b] — R, definida por F'(z) = f f(t)dt, é derivavel em todo ponto
o € [a,b] no qual f seja continua, e tem-se F’(x,) = f(.'L'()) Nesse ponto
iambem ¢ derivavel a fungdo G: [a,b] — R, dada por Glz) = f f)dt. Tem-
gse G'(zo) = —f(xo). Com efeito, F(z) + G(z) = f o f(t)dt =constante, logo
F/(z0) + G/ (z0) = 0.

(2) Ficou também provado que se F [a b] — R é de classe C! (isto €, tem
,derivada continua) entdo F'(z) = ) + fa F'(t dt Em particular, F'(b) =
F(a) + f o F'(t)dt. Isto reduz o calculo da integral f f(x)dzx a procura de uma
;prumtwa de f. Se F’ = f entdo fa x)dx = F(b) — F(a). '

‘Comentirios.

(Mudanca de varidvel.) Sejam f:[a,b] — R continua, g:[c,d]
— R com derivada continua e g([c,d]) C [a,b]. Entao

d d
/ " P [ fawngwa
g(c) c

Pelo Teorema 1, f possui uma primitiva F:[a,b] — R e vale
| fg((g) f(z)dz = F(g(d)) — F(g(c)). Por outro lado, a Regra da
' Cadeia nos da (F o g)'(t) = F'(g(t)).g'(t) = f(g(t))-¢'(t) para todo ¢t € [c,d).
‘:‘:Logo F o g:[e,d] — R é uma primitiva da fungdo continua t — f(g(t)).g'(t).
‘ Portanto | :: flg(t).¢'(t)dt = F(g(d)) — F'(g9(c)). Isto prova o teorema. O

Teorema 2.

- Demonstracio:

:' ‘Observagﬁo. O Teorema 2 € uma boa justificativa para a notago j f(x)dz,

em vez de fa f. Para mudar a varidvel em fg(c)) f(x)dz, faz-se



z = g(t). A diferencial de = serd dz = ¢’(t)dt. Estas substituicdes dio

9(d) d
| f@ds= [ foe).g war
9(o) c

A troca nos limites de integragao € natural: quando ¢ varia de c a d, z = g(t)
varia de g(c) a g(d).

E tradicional no Calculo a notagio F)% = F(b) - F (a).

Teorema 3. (Integracdo por partes.) Se [, ¢:[a,b] — R tém derivadas

continuas entao
b b
/a f@).¢'@)dz = f.g)% - / f/(z)g(z)dz.

Demonstragio: Basta notar que f.g é primitiva de f.g’ + f’.g e integrar esta
soma usando o Teorema Fundamental do Célculo. O

Teorema 4. (Formula do Valor Médio paraintegrais.) Sejam f, p: [a,b] — R,
f continua, p integravel, com p(z) > 0 para todo z € |a, b].

Existe um niimero c € [a, b] tal que f; f(@)p(x)dz = f(c). fé’p(w)dac.

Demonstragio: Para todo z € [a, b], temos m < f(x) < M, onde m é o infimo

e M o supremo de f em [a, b]. Como p(zx) > 0, segue-se que
m.p(z) < f(z).p(x) < M.p(z) para todo = € [a,8]. Seja A = [0 p(z)dz.
Das ultimas desigualdades resulta m.A < fé’ f(z)p(x)dx < M.A. Logo existe

d € [m, M] tal que fff(x)p(m)d:c =d.A. Como f € continua, temos d = f(c)
para algum c € [a, b], 0 que prova o teorema. O

Coroldrio. Seja f:|a,b] — R continua. Existe c € [a,b] tal que
b
| t@dz=1e).0~a).
a
Lema. Se ¢:]0, 1] — R possui derivada de ordem n continua entdo

0® (0 (1

(1) = o™ (t)dt

Demonstragdo: Para n = 1, esta férmula reduz-se a (1) = (0) + fol ' (t)dt,
valida pelo Teorema Fundamental do Célculo. Para n = 2,

. Teorema 5.

- Corolirio.

Ml i

' integragéo por partes fornece

1. -
/ (L - )" (B)dt = (1 — P @)} + / o (t)dt
0 0
= —¢'(0) + (1) — (0),
0go
o(1) = (0) + ¢ (0) / (1 - t)o” ()dt.

i Para n = 3, novamente a integra¢do por partes nos da

1A(1_t)2 1" 2 (1*t)2 " Lok 7
[ 8 e wa -5 <t>]0+ / (1 - ) (t)dt

1! D ;
2O 4 o) - (0 - ),
b o) -1
o) = 90) +¢/©) + T2 + [ S5ty
r O padrio indutivo estd claro. O lema vale para todo 7. O

(Férmula de Taylor com resto integral.) Se f:I — R possui
derivada n-ésima continua no intervalo cujos extremos sao

v a, a+ h € I entao

3 n— 11 _ +\n—1
- flat+h)=f(ay+f'(a)-h+- +mh" 1 UO (}—f)-l)Tf(n)(aHh)dt A"

(n—1)! (n

] Demonstra(;ao Definindo ¢: [0, 1] — R por ¢(t) = f(a + th), tem-se ¢ (0) =

f®(a)ht. O Teorema 5 resulta do lema acima. O

(Férmula de Taylor com resto de Lagrange.) Se f:1 — R é de
classe O™ no intervalo cujos extremos sdo a, a +h € I

entao existe 6 € [0,1] tal que

n-D(g). . F®(a+0h) .
Flat ) = @)+ @)t o LS LT

Com efeito, chamando de A a integral do enunciado do Teorema 5, resulta

do Teorema 4 que existe 6 € [0, 1] tal que

1 f™(a+0h)

A f<“>a+9h)/ e




Observacio. Esta demonstragdo € mais natural do que a dada no Teorema 2,

Capitulo 9, porém exige mais de f.

2. Aintegral como limite de somas de Riemann

A norma de uma particdio P = {to,...
comprimento ¢; — t;_, dos intervalos de P.

ytn} C [a,b] € o nlimero | P| =maior

Teorema 6. Seja f:[a,b] — R limitada. Para todo & > 0 dado, existe
6> 0 tal que |P| <6 = S(f; P) < [ f(x)da +e.
Demonstragio: Suponhamos inicialmente f(z) > 0 em [a,b]. Dado € > 0,

existe uma parti¢do Py = {to, ... ,tp} de [a, b] tal que

b
S(f; Py) < / f(x)de + /2.

Seja M = sup f. Tomemos § com 0 < § < £/2Mn. Se P é qualquer particio
de [a,b] com |P| < §, indiquemos com [r_1,74] 0s intervalos de P que estio
contidos em algum [t; _;,t;] de P, e com [r3_1,7g] Os restantes intervalos de
P. Cada um destes contém pelo menos um ponto t; em seu interior, logo ha,
no médximo, n intervalos do tipo [rg_1,7g]. Escrevamos o C ¢ para significar
[ta-1,ta] C [t;_1,t;]. Quando « C i valem My, < M; €Y aci(ra—Ta-1) < t;—
tj1- Estes nimeros sdo todos > 0,10go Y, s Mo.(ra —ra—1) < M;.(t; —t;_)
e Mg.(rg—rg_;) < M.4. Portanto:

S(f;P) = ZMa(ra —Ta-1)+ Y Mg(rg—rs_,)
]

'L ]_ +Mn6

<ZM
<S(faP0)+€/2

-b
< / f@)dzs +e.

No caso geral, como f € limitada, existe uma constante c tal que f (z)+c > Opara
todo z € [a, b]. Tomando g(x) = f(x) +ctemos S(g; P) = S(f; P) +c.(b—a)e

b -b
/g(x)da:—/ f(z)dz + c(b — a),

logo recaimos no caso anterior. O

:"jLogo o Teorema 6 significa que lim p|_o S(f; P)

. Teorema 7.

' IPI—>O

Observacao.

|
. npimero real z na base a como o expoente y =

BE = {to,...
‘nidmeros escolhidos de forma que ¢t;_; < §; <t; paracadai=1,2,... ,n.

Dizer que 5(f; P) < [*f(z)dz + € equivale a |fab f(z)dz — S(f; P)| <€
= [ f(@)dz.

b : :
De modo inteiramente andlogo se prova que [, f(z)dz = |1131|Ig0 s(f; P).

Uma parti¢do pontilhada do intervalo [a,b] € um par P* = (P,_f ), onde
tn} € uma parti¢ao de [a,b] e £ = (&1, .- ,&n) € uma lista de n

Dada uma funco limitada f:[a,b] — R e uma parti¢do pontilhada P* de

[a, b], tem-se a soma de Riemann

ST P = fE) i —tia)-

=1

;Evidentemente, seja qual for o modo de pontilhar a parti¢ao P, tem-se

P) <> (f;P) <S(fi P)-

Diz-se que o nimero real I é o limite de Y (f; P*) quando |[P| — 0, e

i?‘ escreve-se [ = hml pl_o 2(f;P*), quando, paratodo € > 0 dado, pode-se obter

§ > 0 tal que |S2(f; P*) — I| < € seja qual for a parti¢do pontilhada P* com

R < 6.

Se f:[a,b]—R é integrdvel entdo [ f (x)dx 5 },iImOZ( £ P).

Demonstracio: Segue-se do Teorema 6 que se f € integravel entdo
b
lim s(f;P)y= D Sif;P)= / flx)dz.
|P|—0 [P0 a

Como se tem s(f; P) < S(f; P*) < S(f; P), resulta imediatamente que

lim 3 (f;P*) f f(z)dz. =

Vale a reciproca do Teorema 7, mas € menos interessante. (Veja
“Curso de Anilise”, vol.1, pag. 265.)

. 3. Logaritmos e exponenciais

Seja a um nimero real maior que 1. Costuma-se definir o logaritmo de um
log, x tal que a¥ = @. Ou s¢ja, a



