Capitulo 3

Cardinalidade, Ordem

CONJUNTOS EQUIVALENTES

Um conjunto 4 diz-se equivalente a um conjunto B, e se escreve
A4 ~ B se existe uma fungio f: 4 — B que é 1 —1 e sébre. A fungio
f define, entio, uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos 4 e B.

Um conjunto é finito se e sdmente se é vazio ou é equivalente a {1,
2,.. , n} para algum n € N; caso contrério, é chamado infinito. Obvia-
mente, dois conjuntos finitos serdo equivalentes se e sdmente se con-
tiverem o mesmo numero de elementos. Ent3o, para conjuntos finitos,
identificam-se os conceitos “‘equivaléncia’ e ‘‘mesmo ntimero de elementos’.

Exemplo 1.1: Sejam os conjuntos N = {1, 2, 3, ...} e E=1{2,4,6,...}. A
fungdo f:N — E definida por f (x) = 2x é 1 —1 e sébre. Logo, N é equivalente a E.

Exemplo 1.2: A funcdo f:(-1,1) = R, definida por f(x) =x/(1-|x|) é 1-1 e
sobre.

Logo, o intervalo aberto (-1, 1) é equivalente a R, conjunto dos reais.

Observe-se que um conjunto infinito pode ser equivalente a um sub-
conjunto préprio de si mesmo. Esta propriedade é valida para conjuntos
infinitos em geral.

Proposicao 3.1: A relacdo, em qualquer colegio de conjuntos, de-
finida por 4 ~ B, é uma relagdo de equivaléncia.

CONJUNTOS ENUMERAVEIS E CONTAVEIS

Seja N = {1, 2, 3, .. } o conjunto dos inteiros positivos. Diz-se que
um conjunto X é enumerdvel, e tem cardinalidade N, (leia-se: aleph zcro),
se e sdmente se é equivalente a N. Um conjunto é chamado conidvel se
e sdmente se é finito ou enumeravel.

Exemplo 2.1: O conjunto dos térmos de qualquer seqiiéncia infinita a1, a2, as,.. .,
de térmos distintos, é enumeravel, pois uma seqiiéncia é essencialmente uma fungio
f (n) = an cujo dominio é N. Entio, se os ar sio distintos, a fungio é univoca e sdbre.
Conseqiientemente, sio enumerdveis os conjuntos

3.3 {12,340, (1), 4,8), 0,27),..., (n%nd)...}
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Exemplo 2.2: Considere o conjunto produto abaixo, N X N:

{1, 1) (1, 2)=—=(1, 3) 1, 4)=—>- -

@D’ 2,2 23 @4 <2
/
/

4, 2) 4, 3) “, 4 ~

3,1 32 3,3 6

\\
\\

4, 1)

\\\

O conjunto N X N pode escrever-se sob. forma de seqiiéncia infinita de elementos dis-
tintos como segue
{1, 1), (2, 1), ,2), (1,3), 2), G 1)...

Note-se que a seqiiéncia fica determinada seguindo-se as setas no diagrama acima. Logo,
N X N ¢é enumeravel.

Exemplo 2.3: Seja M = {0, 1, 2, 3, ...} =NU [0}. Ora, cada inteiro positivo
€ N pode escrever-se de modo tinico sob a forma a = 27 (25 + 1), onde 7, s E M. A
fungaof N — M X M, definida por :

(@) = (r,s)

onde 7, s sdo como acima, é 1 —1 e sdbre. Logo, M X M é enumeravel. (Note-se que
N X N é um subconjunto de M X M.)

Os teoremas seguintes referem-se a conjuntos enumeriveis e con-
taveis.

Teorema 3.2: Todo conjunto infinito ‘contém um subconjunto enu-
mer4vel.

Teorema 3.3: Todo subconjunto de um conjunto contavel é contavel.

Lema 3.4: Seja {4, 4,, ...} uma classe disjunta, enumeravel, de
conjuntos enumeraveis. Entdo U, 4; também é enumerdvel.

Teorema 3.5: Seja {4, :7 € I} uma classe contivel de conjuntos con-
taveis, i. e, I é contivel e 4; é contavel para cada i € /. Entdo,
U {4,:1¢ 1} é& contavel.

Um conjunto que ndo é finito nem enumeravel é chamado n@o-enume-
rdvel ou ndo-conidvel.

O CONTINUO

Nem jodo conjunto infinito é enumeravel; de fato, o teorema que
segue da-nos disso um exemplo especifico e extremamente importante.

Teorema 3.6: O intervalo unitario [0, 1] é nio-numerivel.
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Diz-se que um conjunto X tem a poténcia do coniinuo, ou que tem
cardinalidade ¢, se e sdmente se é equivalente ao intervalo [0, 1].

Mostra-se, num dos exercicios resclvidos, que todo intervalo, aber-
to ou fechado, tem cardinalidade ¢. Pelo exemplo 1.2, o intervalo aberto
(—1,1) é equivalente a R. Logo,

Propesicao 3.7: R, conjunto dos ntuimeros reais, tem cardinalidade c.

TEOREMA DE SCHROEDER-BERNSTEIN
Escreve-se 4 < B para indicar que 4 ¢é equivalente a um subcon-
junto de B, i. e.,
A =X B se esbése, AB*C B | A~ B%
Também escrevemos 4 X B se 1 X B mas 4 ~ B, i e, A nio é
equivalente a B.

Exemplo 3.1: Como N ¢é um subconjunto de R, podemos escrever, N <X R. Por
outro lado, pela proposigio 3.7, R é ndo-enumeravel, i. e., R  N. Logo, N <R.

Dado um par qualquer de conjuntos 4 e B, verifica-se ao menos uma
das seguintes proposicoes:
(i) A~B, (i) A<BouB< A4, (iii)4AXBeB3 4,
iv) 4B, A4~ B e B«4.

O célebre teorema de Schroeder-Bernstein afirma que, no caso (iii)
acima, A é equivalente a B; isto é:

Teorema (Schroeder-Bernstein) 3.8: Se 4 < Be B < A4, entdo 4 ~ B.
O teorema de Schroeder-Bernstein pode ser reformulado como segue:
Teorema 3.8: Seja X D VDO X; e X ~X,. Entio, X~ 7.
Observemos que o caso (iv) é impossivel, isto é,

Teorema (Lei da Tricotomia) 3.9: Dado um par qualquer de conjuntos
AeBoud < Boud ~B,ouB< 4.

CONCEITO DE CARDINALIDADE

Se 4 é equivalente a B, i. e, 4 ~ B, entdo dizemos que 4 e B tem o
mesmo nimero cardinal, ou a mesma cardinalidade. Indica-se por #(4) o
“ntmero cardinal de 4", ou a ‘“‘cardinalidade de 4"’. Entao,

#(4) = # (B) se e somente se 4 ~ B.
Por outro lado, se 4 < B, dizemos que 4 tem cardinalidade inferior &
de B ou que B tem cardinalidade superior 4 de 4. Isto é,
#(4) < #(B) se, e s6 se, A< B.

De forma que #(4) < #(B) se, e s6 se, A S B. Consegiientemente,
o teorema de Schroeder-Bernstein admite ainda uma terceira formulagéo:
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Teorema 3.8: Se# (1) < #(B)ese = (B) < F(4),entao= (1) = % (5.
O namero cardinal de cada um dos conjuntos
g, (g}, g, gl g, gh g, (gl
¢ representado por 0, 1, 2, 3, .. respectivamente, e é chamado um car-

dinal finite. Os ntmeros cardinais de N e [0, 1] representam-se por
No = #(V), ¢ = ([0, 1]).
Entdo, podemos escrever 0 <1 <2 <3< ... <Ny<¢

O TEOREMA DE CANTOR E A HIPOTESE DO CONTINUO

E natural que perguntemos se existem outros cardinais infinitos al¢m
de N, e ¢. A resposta ¢ afirmativa. Na realidade, o Teorema de Cantor
define um conjunto que tem cardinalidade superior a de qualquer con-

junto dado. A saber:

Teorema (Cantor) 3.10: O conjunto 2 (.1) das partes de um conjunto
arbitrario 4 tem cardinalidade superior a de .

E natural também que perguntemos se existe algum conjunto cuja
cardinalidade esteja entre Ngec. A conjectura de que a resposta a esta

7

pergunta seja negativa é conhecida como Hipé6tese do Continuo. Isto é,

Hipotese do Continuo: Nio existe conjunto algum 4 com a proprie-
dade N, < #(4) <.

Em 1963 demonstrou-se que a Hipdtese do Continuo é independente
de nossos axiomas da teoria dos conjuntos mais ou menos no mesmo sen-
tido em que o Quinto Postulado de Euclides sébre as paralelas é indepen-
dente dos outros axiomas da Geometria.

CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS

Uma relagio < em um conjunto 4 é uma ordem parcial (ou ordem)
se, es6 se, paratodoa, b, c€ 4, ) eNa, (()aSbeb S a=>a=1b;
(i) aX b e b S c=>a =< ¢. O conjunto 4 munido da ordem parcial,
i. e, o par (4, <) ¢é chamado um conjunto parcialmente ordenado.

Lembremos que uma relagdo é reflexiva se, e s6 se, satisfaz (i), tran-
sitiva se, e sO se, satisfaz (iii). Uma relagdo é chamada anti-simétrica se, e
so se, satisfaz (ii). Em outras palavras, uma ordem parcial é uma rela-
¢do reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Exemplo 4.1: A inclusio de conjuntos ¢ uma ordem parcial em qualquer classe de
conjuntos, pois:

(1) ACAX4; (ii) ACBe BCA=>4 =B; e

(iii) ACBe BCC=—> 4ACC.

Exemplo 4.2: Seja 4 um conjunto qualquer de n@imeros reais. Entdo a relagdo em
4 definida por x Z. y é uma ordem parcial e é chamada a ordem natural em A.
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Exemplo 4.3: Seja X = {a, b, ¢, d, e}. Entdo, o diagrama
&
b/ \ .
\ P / \ )

define uma ordem parcial em X como segue: x ﬁ ¥y se e s6 se x = ¥, ou se se pode ir de x
a y no diagrama sempre caminhando na dire¢do indicada, isto €, para cima.

Se ¢ £ b em um conjunto ordenado, diz-se que a precede b ou a ¢
menor que b, e que b segue a, ou b domina a, ou b é maior do gue a.
Além disso, escrevemos ¢ < b se ¢ <X b mas a # b.

Diz-se que um conjunto 4 ¢é totalmente (ou linearmente) ordenado se,
para todoa, b € 4,oua < boubd X a. R, conjunto dos reais, com a or-
dem natural definida por x <y, constitui exemplo de conjunto total-
mente ordenado.

Exemplo 4.4: Sejam A4 e B totalmente ordenados. Entdo, o conjunto' produto
A X B pode ser totalmente ordenado como segue:
@,bt)y<{{@,bt)ysea<a ousea=daedb<b

Esta ordenagio chama-se ordem lexicogrdfica de 4 X B, pois é aniloga & maneira como
se dispdem as pal§vras em um dicionério.

Observacio: Se uma relacdo R num conjunto 4 define uma ordem

parcial, i. e, é reflexiva, anti-simétrica e transitiva, entdo a relagdo in-
versa R' é também uma ordem parcial; chama-se a ordem inversa.

SUBCONJUNTOS DE CONJUNTOS ORDENADOS -

Seja 4 um subconjunto de um conjunto X parcialmente ordenado. En-
tdo, a ordem em X induz uma ordem em 4, de modo natural, como segue:
Sea,b € A4, entio a X b como elementos de 4 se e s6 se a S b como ele-
mentos de X. Mais precisamente, se R é uma ordem parcial em X, entdo
a relacio R, = R N (4 X 4), chamada restri¢do de R a 4, é uma ordem
parcial em 4. O conjunto ordenado (4, R,) é chamado um subconjunto
parcialmenie ordenado do conjunto ordenado (X, R).

Alguns subconjuntos de um conjunto parcialmente ordenado X podem,
efetivamente, ser totalmente ordenados. Obviamente, se X é totalmente
ordenado, todo subconjunto de X também o sera.

Exemplo 5.1: Considere-se, em W = {a, b, ¢, d, €} a ordem parcial definida pelo dia-
grama

a\c/b
d/ \c

Os conjuntos {a, ¢, d} e {b, e} sdo subconjuntos totalmente ordenados; ja os conjuntos
{a, b, ¢} e {d, e} ndo o sdo.
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PRIMEIRO E ULTIMO ELEMENTOS

Seja X um conjunto ordenado. Um elemento ¢, & X é dito primeiro,
ou menor elemento de X, se e sdmente se ¢, S x para todo x € X. Ana-
logamente b, € X ser4 dito #ltimo, ou maior elemento de X se e sOmente
se, x < by para todo x € X.

Exemplo 6.1: Seja o conjunto X = {a, b, ¢, d, e} ordenado conforme o diagrama
' a
7
N P / N .

Entdo, ¢ é o tltimo elemento, pois a segue todos os elementos. Observe-se que X ndo
possui primeiro elemento. O elemento ¢ nio é primeiro elemento, pois d nio precede e.

Exemplo 6.2: Os inteiros positivos N, com a ordem natural, tém 1 como primeiro
elemento. Ja o conjunto Z dos inteiros, com a ordem natural, ndo possui primeiro
nem tltimo elemento., :

ELEMENTOS MAXIMAL E MINIMAL

Seja X um conjunto ordenado. Um elemento ao € X é dito maximal
se e s se @y S x => x = a, 1. e., se nenhum elemento segue a, a n3o ser
éle préprio. Analogamente, um elemento b, é dito minimal se e sdbmente
se x X by => x=b,, i. ¢., se nenhum elemento precede &, exceto éle proprio.

Exemplo 7.1: Seja X = {a, b, ¢, d, e} ordenado pelo diagrama do exemplo 6.1.
Entdo, tanto d como e sio elementos minimais. a é elemento maximal.

Exemplo 7.2: Conquanto R, com a ordem natural, seja totalmente ordenado, nio
tem elemento maximal nem minimal.

Exemplo 7.3: Seja 4 = {aj, ag, ..., am} um conjunto finito totalmente ordenado.
Entdo A contém exatamente um elemento minimal e exatamente um elemento maximal,
denotados respectivamente por

min {ay,...,amn} e max {a1,...,aemn}

EXTREMO SUPERIOR (SUPREMO) E EXTREMO INFERIOR (INFIMO)

Seja A um subconjunto de um conjunto parcialmente ordenado X.
Um elemento m € X é cota inferior de A se, e s6 se, m < x para todo
x € 4, 1. e., se m precede cada elemento de 4. Se uma determinada
cota inferior de 4 segue téda outra cota inferior de 4, entdo é chamada
extremo inferior, ou infimo de A, e representa-se por inf (4).

Analogamente, um elemento M € X é cota superior de 4 se, e s6 se,
x < M para todo x € 4, 1. e., se M segue todo elemento de 4. Se uma de-
terminada cota superior de 4 precede téda outra cota superior de 4, en-
tao é chamada extremo superior, ou supremo, de A, e representa-se por sup
(A). A diz-se cotado superiormente se tem uma cota superior, e cofado in-
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feriormente se tem uma cota inferior. Se .| possui uma cota inferior e
uma cota superior, diz-se simplesmente que 4 é cofado.

Exemplo 8.1: Seja o conjunto X = {q, b, ¢, d, ¢, f, g} ordenado conforme o dia-
grama abaixo:

a b

NS
Cor

Seja B = {c, d, e}. Entdo, e, b e ¢ sdo cotas superiores de B, e f é a Unica cota infe-
rior de B. Observe-se que g nio ¢ cota inferior de B, uma vez que g ndo precede d. Além
disso, ¢ = sup (B) pertence a B, enquanto que f = inf (B) ndo pertence a B.

Exemplo 8.2: Seja 4 um conjunto cotado de nimeros reais. Entio, um teorema
fundamental sobre os nimeros reais afirma que, sob a ordem natural, existem inf (4)
e sup (4).

Exemplo 8.3: Seja Q o conjunto dos racionais e

B=fx|x€Q, x>0, 2<a?<3},
i. e., B consiste nos pontos racionais que estdo entre V2 e V3 na reta real. Entio B

possui infinitas cotas inferiores e superiores, mas nd@o existem inf (B) e sup (B). Obser-
ve-se que os reais V' 2 e V'3 ndo pertencem a Q, e ndo podem ser considerados cotas de B.

LEMA DE ZORN

O Lema de Zorn é um dos mais importantes instrumentos da Matema-
tica; assegura a existéncia de certos tipos de elementos, embora nao seja
dado nenhum processo construtivo para determinda-los.

Lema de Zorn 3.11: Seja X um conjunto n3o-vazio, parcialmente orde-
nado, no qual todo subconjunto totalmente ordenado tem uma cota su-
perior. Entdo, X contém ao menos um elemento maximal.

2

Observag@o: O Lema de Zorn é equivalente ao Axioma da Escolha e
ao P’rincipio da boa ordenagdo. A demonstragio déste fato, que utiliza
o conceito de ntimero ordinal, ultrapassa o Ambito déste livro.

Problemas Resolvidos

CONJUNTOS EQUIVALENTES, CONJUNTOS ENUMERAVEIS
1. Considerem-se os circulos concéntricos

Ci={lwy) i+ =), G={ny)ia+s = 5]
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onde 0 <a <b. Estabelega, geométricamente,
uma correspondéncia 1 —1 entre C; e Co.

Solucio: Seja x £ Cs. Considere-se a fungio f:
C>—> C1, onde f (x) é o ponto de intersecgio, com
C1, do raio que vai do centro de Cz2 (e de Cy) até x,
como mosira o diagrama ao lado.

Note que f é 1 —1 e sbbre. Entdo f define uma
correspondéncia 1 —1 entre C; e Co.

7

Prove que o conjunto dos niimeros racionais ¢ enumeravel.

Solugdio: Seja QT o conjunto dos racionais positivos e Q o conjunto dos nimeros
racionais negativos. Entio, Q = Q™ U {0} U Q™ € o conjunto dos ntimeros racionais.
Seja a fungio f : QT — N X N definida por

f(blg) = (p, @)

onde p/q é qualquer niimero racional positivo expresso como quociente de dois inteiros.
Ora, f é 1-1; logo, Q7¢é equivalente a um subconjunto de N X N. Mas N X N ¢
enumeravel (v. ex. 2.2); entio QT também ¢é enumeravel. Analogamente, Q™ ¢ enu-
meravel. Entdo, pelo teorema 3.5, a unido de Q7, {0} é QT, i. e, o conjunto dos nii-
meros racionais, ¢ também enumeravel.

Demonstre a proposi¢ao 3.1. A relagdo, em qualquer colegio de
conjuntos, definida por 4 ~ B, é uma relagio de equivaléncia.
Isto é, (i) A ~ A para qualquer conjunto A; (ii) se 4 ~ B, entdo
B~ A4, (iii) se A ~B e B~ C, entaio 4 ~ C.

Solucdo:

(i) A fungio identidade 14 : A4 —> 4 ¢é biunivoca e sdbre; logo, 4 ~ A.

(ii) Se 4 ~ B, entdo 3f: A —> B biunivoca e sébre. Mas, entio, f tem uma inversa
f1:B—> A4 que é também biunivoca e sbbre. Logo,

A~B=>B~A4.

(iii)Se A~BeB~C,entiodf:4A—>Beg:B—C, 1~1esdbre. Entio, a fun-
¢do composta gof: A — C é também 1 -1 e sébre. Logo,

A~Be B~V =—>A4~C.

Prove que a colegdo P de todos os polindmios
pix) =a,+a,x+ ... +a, 2"
com coeficientes inteiros, é enumerivel.

Solu¢iio: Para cada par de inteiros positivos (7, m) & N X N, scja Pnm 0 con-
junto de polindmios p(x) de grau m, em que

lao) + la1| + ... + |an| = =
Observe que Pnn, é finito. Entdo,

P =U {Pun:(n,myENXN}

é contavel, pois é uma unido contivel de conjuntos contaveis. Em particular, co-
mo P ndo é finito, P é enumeravel.
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5. Um namero real r ¢ chamado ntimero algébrico se é raiz de um po-
lindmio
px) =a+aix+ ... +a,x"

de coeficientes inteiros. Prove que o conjunto 4 dos nimeros algé-

7

bricos é enumeravel.
Solucdio: Note, pelo problema precedente, que o conjunto E de equagbes polind-
mias é enumeravel:
E={p1(x)=0, p2(x) =0, ps(x) =0,...}.
Seja, pois, A¢ = {x|x € solugdo de 74 (x) = 0}.
Como um polindmio de grau z tem, no maximo, 7 raizes, cada 4¢ € finito. Logo,

U {4:] i € N} é enumeravel.

6. Demonstre o teorema 3.2: Todo conjunto infinito X contém um sub-
conjunto D enumeravel.

Solugdo: Seja f: #(X)—> X uma fungio escolha, i. e., para cada subconjunto
ndo-vazio 4 de X, f(4) € 4. (Tal funcio existe em razio do Axioma da Esco-
lha.) Considere a seguinte seqiiéncia:

a1 = f(X)
a2 = f(X\[a1})
f(X\{ay, a2})

&
I

Como X € infinito X \ {a1,..., an-1} ¢ nio-vazio para todo n € N. Além disso,
como f é uma fungio escolha,

an # a; para 7 < n.
Assim, o0s aa sdo distintos e D = {a1, as,...} é um subconjunto enumerivel de X.

Essencialmente, a funcio escolha f “escolhe’” um elemento ar € X, em seguida
escolhe um elemento a2 dentre aquéles que “ficaram’ em X, etc. Como X é infi-
nito, o conjunto dos elementos que ‘“‘ficam” em X ¢é nio-vazio.

7. Prove que, se X ¢ um conjunto qualquer e C (X) é a colecdo de fun-
¢oes caracteristicas em X, 1. e., a colegdo de fungdes f: X — {1, 0},
entdo o conjunto das partes de X ¢é equivalente a C (X), i. e., Z (X)

o D).
Solugiio: Seja 4 um subconjunto de X, i. e., 4 € #(X). Seja f : Z(X) = C(X) defini-

jOse x€4
da por f(4) = xa = l Ty

Entdo, f¢ébiunivoca e sébre. Logo, Z(X) ~ C (X).
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8. Prove que um subconjunto de um conjunto enumerivel é finito ou

enumeravel.

Solucdo: Seja X = {ai, @2,...} um conjunto enumerivel e A um subconjunto
de X. Se 4 = &, entdo 4 & finito. Se 4 # JJ, entdo seja 71 o menor inteiroc
positivo tal que a@n1 € 4; seja 72 o menor inteiro positivo tal que #s > n1 e
ans € A; etc. Entdo, A = {an1, ans,...}. Se o conjunto de inteiros {1, #s,...} é
cotado, A é finito. Em caso contrério, 4 é enumerével.

9. Prove o teorema 3.3: Todo subconjunto de um conjunto contivel é

10.

11.

contavel.

Solugdo: Se X é contavel, entdo X ou é finito ou é enumerivel. Em qualquer dos
casos, seus subconjuntos sdo contaveis.

Prove o lema 3.4: Seja {4,, 45, ...} uma classe disjunta, enumera-
vel, de conjuntos enumeraveis. Entdo, U;.; 4; é enumeravel.

Solugdo: Como os A; so enumeraveis, podemos escrever
Ay = {a1y, a1, a13,...}
Aqe = {as1, a2, as,...}

Ento, Uy 4i = {aij: (4,7) € N X N}. 4 fungdo f:U;~; 4i— N X N definida
por f(ai;) = (1,j) é dbviamente biunivoca e sobre. Logo, U?,, A; é enumeravel,
porque N X N o é.

Prove que, se 4 é um conjunto infinito, B = {b;, b,, ...} é enumeréa-
vel, e A e B sdo disjuntos, entdo 4 U B ~ 4.

Soluc¢ao: Como 4 é infinito, 4 contém um subconjunto enumeravel D = {d1, ds,...}.
Seja f : A U B— A definida pelo diagrama abaixo:

U {dy, do, ds, ..., blm

V ANA L L 2

VAN A/
AN
u{dl, o s Bl s, s

AUB=U\D)U®DUB)

A=(A\D)UD

Em outras palavras,
x se xC A\D
fx) = ) dan-1 se x = dn
don se x = bn.

Observe que f é biunivoca e sobre. Logo, 4 U B~ 4.
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CONTINUO, CARDINALIDADE

i2. Prove que os intervalos (0, 1), [0, 1) e (0, 1] tém cardinalidade ¢, i. e.,
sdo equivalentes a [0, 1].

Solugdo:

() Note que [0, 1] = {0,1,1/2,1/3,...3 U4, (0,1)={1/2,1/3,1/4,...}U 4
onde 4 =70,17\10,1,1/2,1/3, ...} = (0, D\ {1/2, 13, 1/4, ...}

Considere a fungido f: [0, 1] —(0,1) definida pelo seguinte diagrama

{0,1,1/2,1/3,...3 U A

14

{1/2,1/3,1/4,1/5, ...} U A

Em outras palavras,
[ 12 sex =0
fx) = 3 1/n+2) sex=1/n,n€N
x se x #0,1/n,n€ N,i.e,sex S 4

A fungdo f é biunivoca e sdbre. Logo, [0, 1] ~ (0, 1).
(i) A fungdo f:[0, 71 —1[0, 1) definida por
[1n+1) sex=1nnEN
f&) =
L x se x Z1n,n€EN
¢ biunivoca e sébre. (E analoga a fungdo na parte (i).) Logo [0, 1] ~ [0, 1).
(iii) Seja f:[0,1)— (0, 1] definida por f(x) = 1-x. Entdo f é biunivoca e sébre. Logo,
[0,1) ~ (0,1] e, por transitividade, [0,1] ~ (0,1].
Em outras palavras, (0, 1), [0,1) e (0, 1] tém cardinalidade c.
13. Prove que cada um dos intervalos seguintes tem a poténcia do con-
tinuo, i. e., tem cardinalidade
[a, ?], (a, b), [a, b) e (a,b]; sendo (& < b).
Solu¢io: Seja cada uma das fungdes abaixo definidas por f(x) = a + (b —a) x:
0,150t 0,500 ©DL@6H 0117160

Cada fungdo ¢ biunivoca e sbbre. Logo, pelo teorema precedente e pela proposigdo
3.1, cada intervalo é equivalente a [0, 1], i. e., tem cardinalidade e.

14. Prove o teorema 3.6: O intervalo unitario 4 = [0, 1] é ndo-enumeravel.
Solucdo:
Método 1. Suponhamos o contrario; entdo,
A = {x1,%2, X8} o}

1. e., os elementos de 4 podem dispor-se numa seqiiéncia.
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Cada elemento em 4 pode escrever-se sob forma de decimal infinita, como segue:

x1 =0.@11012013 ... Q1n ...
x2 =0.a21a22a23 ... Q2 ...
x3 = 0.a31a32033 ... a3 ...
xx = 0. @n1 ang ans ann
onde aj € {0, 1, ...,9} e onde cada decimal contém um ntimero infinito de ele-

mentos diferentes de zero, i. e., para os nimeros que podem ser escritos de duas
maneiras sob forma de decimal, a saber,

3 =0,5000... =0,4999...,

escrevemos a decimal infinita na qual todos os algarismos (exceto um ntimero finito}
sio 9. Construamos, agora, o nimero real

y=0,b1b203 ... bn ...,
que pertencera a 4, da seguinte maneira: Escolhamos b1 tal que b1 # aj1e b; # 0;
escolhamos, em seguida, b2 tal que b2 # a2 e b2 # 0; etc.

Observe-se que y # x1 porque b1 # a1y 3’2.# a9 porque ba 7 a9, etc. 1. e., y # xn
para n € N. Logo, y € 4, o que ¢ impossivel. Entdo, a hipétese formulada de
A ser enumeravel conduz a uma contradi¢cio. Conseqiientemente, 4 é ndo-enu-
meravel.

Maétodo 2. Suponhamos o contrario. Ent3o, como acima,
A= {x1,x9,x3...}

Construamos, agora, uma seqiiéncia de intervalos fechados como segue: Conside-
remos os trés seguintes subintervalos fechados de 4 = [0, 1],

0. 3] [ 31 [5 1) Y
cada um de amplitude —;« Ora, x nio pode pertencer a todos os trés intervalos.
Seja I1 = [a1, b1] um dos intervalos em (1) tal que x1 & I1.

Consideremos, em seguida, os trés seguintes subintervalos de I1 = [a1, b1],
ey, a1+ 3] [er+ 4,01 + 2], [ar+ 2, 3] @
cada um de amplitude —;—. Analogamente, seja Iz um dos intervalos em (2) tal
que x2 & Io.
Continuando desta maneira, obtém-se uma seqiiéncia de intervalos fechados
T2 5 2 133 ... 3

tais que xn ¢ In para todo n € N. De acdérdo com a propriedade dos intervalos
encaixados (v. apéndice 4), existe um real y€ 4 = [0, 1] tal que y pertence a todo
intervalo em (3). Mas

y€ A = {x1,%s, ...} => y = xmg para algum m, € N. Entdo, pela nossa cons-
trugdo, ¥ = Xmo & Imo, 0 que contradiz o fato de que y pertence a todo intervalo
em (3). Assim, a nossa hipétese de que 4 é enumeravel conduz a uma contradigio.
Logo, A ndo é enumeravel.
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15.

16.

Demonstre o teorema 3.8 (Schroeder-Bernstein): Seja X O YD X,
e X~ X;; entdaio X ~ 7.

Soluciio: Como ¥ ~ X3, 3f =X — Xy, que é 1 -1 es6bre. Mas X D ¥;logo, a
restri¢io de f a }, que também representaremos por f, é também biunivoca. Por-
tanto, ¥ é equivalente a um subconjunto de X, i. e., ¥~ ¥3, onde

XD ¥V¥oX1D Y
ef:V—17 é1-1e sdbre. Mas ¥ D Xj; logo, por analogas razdes, X ~ X3,

onde
XDVDXiDViDX,

ef:X1—> X246 1-1csobre. Conseqiientemente, existem conjuntos equivalerites
X1, X9, X3, ... e conjuntos equivalentes Yy, Y5, Y3, ... tais que

XDVDX1D71DX:D¥2D ...
Seja
B=XNYNXiNY¥YiNXaNYaN...
Entao
X=EX\DUF\XXHUEI\mu...UuB
V=F\XDUX:\ DU T 1\X)U...UB
Note-se, além disso, que
ENB)~ @G\ ) @\ )~ ..
Especificamente, a fungdo
F:(Xn\ Yn)—™ (Xng1\ Yay)
¢ biunivoca e sobre.

Considere a fungdo g: X — YV definida pelo seguinte diagrama:

Em outras palavras,
[f@) sex€ Xi\Vioux€ X\Y
g = 1x se x € Yi\Xioux€ B
Entdo gé 1-1 e sobre. Portanto X ~ V.
Demonstre o teorema 3.10 (Cantor): O conjunto 2(4) das partes

de um conjunto arbitrario 4 tem cardinalidade superior & de 4,
i.e,d< P(4), donde # 4 < # & (4).

Solugiio: A funcdo g : 4 —> P(4), que leva cada elemento ¢ € 4 no conjunto
unitrio {a}, i. e., g (a), = {a}, ¢ biunivoca; logo, 4 S 2(4).
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Se mostrarmos, agora, que 4 ndo é equivalente a #(A4), teremos estabelecido o teo-
rema. Suponhamos, entio, o contrério, 1. e., admitamos que exista f: 44— #(4)
biunivoca e sébbre. Chamemos ¢© 4 um elemento “mau’’ se a nio é membro do
conjunto que é sua imagem, i. e., se ¢ € f(a). Seja B o conjunto dos elementos
“maus’’, i. e.,

B={x:2€ A4, x¢fx).

Note-se que B é um subconjunto de A4, i. e, B€ 2(4). Como f: 4 — #(4) é
sodbre, existe um elemento b € 4 com a propriedade f(b) = B. A questdo € agora:
O elemento b é ‘‘mau” ou ‘bom”? Se b € B, entio, pela definicio de B,
b ¢ f(b)=B, o que é uma contradi¢io. Analogamente, se b ¢ B, entdo b € f(b) = B,
o que também é uma contradi¢io. Entdo, a hipétese original, 4 ~ 2£(4), con-
duz a uma contradigdo. Logo, A ~ Z(A) é falsa e o teorema é verdadeiro.

CONJUNTOS E SUBCONJUNTOS ORDENADOS

17.

18.

Ordenemos N, conjunto dos inteiros positivos, como segue: cada par
de elementos a, a’ € N pode ser representado de modo tinico sob a
forma

a=2Q2s+1), a =ad (as’+1)
onde r,7,s,s" € {0, 1, 2, 3, .. }. Seja
a<a'ser<rouser=r"mass<s’

Insira o simbolo correto, < ou >, entre cada um dos seguintes pares
de ntimeros. (Aqui, x > y se, e s6 se, y < x.)

() 514, (i) 69, (i) 320, (iv) 1421

Solucdio: Os elementos em N podem escrever-se como segue:

S

Ent3o, um ndmero de uma fileira superior precede um ntimero de uma fileira in-
ferior e, se dois niimeros estio na mesma fileira, o da esquerda precede o da di-
reita. Entdo,

G 5<14, G) 6 >9, (i) 3=<20, (v) 14 >21
Seja 4 = {a, b, ¢} ordenado conforme o diagrama da
direita. Seja &/ a colecio de todos os subconjuntos a
de A, ndo-vazios, totalmente ordenados, e seja &/ par- / \
cialmente ordenado pela inclusio de conjuntos. Cons- b c
trua um diagrama da ordem de &.
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Solugdo: Os subconjuntos totalmente
ordenados de 4 sio: {a}, {b}, {c}, {a, b},
{a,c}. Como </ ¢ ordenado pela in-
clusdo de conjuntos, a ordem de & ¢
a do diagrama ao lado.

{a, b} {a, ¢}

{b}/ \{a}/ \{c}

19. Seja 4 =1{2,3,4,...} =N\ {1}, ordenado segundo o critério
“x divide y”. (i) Determine os elementos minimais de 4. (ii) De-
termine os elementos maximais de 4.

Solucdo:

(i) Se p é primo, entdo s6 p divide p (pois 1 & 4); logo, todos os niimeros primos
sio elementos minimais. Além disso, se ¢ € 4 ndo é primo, entio existe
b € A tal que b divide g, i. e., b < g; logo, a nio é minimal. Em outras pa-
lavras, os elementos minimais s3o, precisamente, os nimeros primos.

(i) Nzo hi elementos maximais, pois, para cada a € 4, a divide 2a, por exem-
plo.

20. Seja B = {2,3,4,5,6,8,9, 10} ordenado pelo critério ‘“x e multiplo
de y”’. (i) Determine todos os elementos maximais de B. (ii) De-
termine todos os elementos minimais de B.

Solugdo: Construa um diagrama da ordem de B, como segue:

VAN

1

o

00 w5 e DND

(i) Os elementos maximais s3o 2, 3 e 5. (ii) Os elementos minimais sio 6, 8, 9
e 10.

21. Seja W = {1,2,...,7,8} ordenado como segue:

4 A\
/ \ / 5‘\
B 6 =
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Considere o subconjunto V = {4,5,6} de W. (i) Determine o con-
junto das cotas superiores de V. (ii) Determine o conjunto das cotas
inferiores de V. (iii) Existe sup (V)? (iv) Existe inf (V)?

Solucdo:

(i) Cada um dos elementos em {1, 2, 3}, e somente &stes, segue cada elemento de
V, logo, é cota superior.

(ii) Somente 6 e 8 precedem todo elemento de V; logo, {6, 8} é o conjunto de
cotas inferiores.

(iii) Como 3 é primeiro elemento do conjunto de cotas superiores, sup (V) = 3.
Note-se que 3 € V.

(iv) Como 6 ¢ wltimo elemento do conjunto de cotas inferiores, inf (V) = 6.
Note-se que 6 & V.

Seja &/ uma colegdo de conjuntos parcialmente ordenados pela in-

clusdo, e seja # uma subcolecio de &. (i) Prove que se 4 € &

é cota superior de &, entaio U {B|B € £} C 4. (i) U {B|B € %}

é cota superior de & ?

Solu¢do:

i) Seja +cU {B|B € #}; entio 3By < Z|x € Bo. Mas A é cota superior
de #; entdo B C A e x € A. Logo, U {B|BE @} C 4.
(i) Mesmo que Z seja uma subcolecdo de &/, ndo é necessariamente verdadeiro

que a unido de membros de £, i.e., U {B|B € #} seja membro de &/. Em
outras palavras, U {B|B € Z} & cota superior de # se e s6 se pertence a 7.

APLICACOES DO LEMA DE ZORN

23.

Prove que, se X é um conjunto parcialmente ordenado, entdo existe

um subconjunto totalmente ordenado de X que nio é subconjunto
préprio de nenhum outro subconjunto totalmente ordenado de X.

Solucdio: Seja o7 a classe de todos os subconjuntos totalmente ordenados de X, par-
cialmente ordenada pela inclusio de conjuntos. Devemos mostrar, pelo Lema de
Zorn, que o/ possui um elemento maximal. Suponhamos, entdo, que & ={B;:1 € I}
¢ nma subclasse totalmente ordenada de 7. Seja A = U {B;::€ I}

Observe que
B, C X para todo Bi £ @=—>A4 C X

Mostremos, a seguir, que 4 ¢é totalmente ordenado. Seja a, b € 4; entdo 3 By,
By € % tais que a € Bj, b & By, Mas Z é totalmente ordenada pela inclusio de
conjuntos; logo, um déles, digamos Bj;, é subconjunto do outro. Conseqiiente-
mente, a, b € Br. Recordemos que By € # é um subconjunto totalmente orde-

nado de X; portanto, ou a StoubSa Entdo, 4 é um subconjunto totalmente
ordenado de X, logo 4 € 7.

Mas B; C A para todo B; € #; logo, 4 ¢ cota superior de &. Como todo subcon-
junto totalmente ordenado de ./ tem uma cota superior em &, pelo Lema de Zorn,
&/ tem um elemento maximal, i. e., um subconjunto totalmente ordenado de X,
que nio € subconjunto préprio de nenhum outro subconjunto totalmente ordenado
de X.
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24. Seja R uma relagio de /1 para B, i. e, R C 4 X B, e suponhamos

que o dominio de R é . DProve que, entdo, existe um subconjun-
to f* de R tal que f* ¢ uma fun¢do de A4 em B.

Soluciio: Seja o7 a classe de subconjuntos de R tais que cada f € & é uma fun-
¢io de um subconjunto de 4 em B. Ordenemos parcialmente &/ pela inclusio de
conjuntos. Notemos que, se f: A3—> B é um subconjunto de g: Az —> B, entdo
5 £l c As. '

Suponhamos, agora, que # = {f;|4; —> Blier seja um subconjunto totalmente or-
denado de /. Entdo, (v. problema 44), f = U;f; é uma fungdo de U; 4; em B.
Além disso, f © R. Logo, f € cota superior de #. Pelo Lema de Zorn, &/ possui
um elemento maximal f*: 4% — B. Se mostrarmos que 4* = 4, entdo teremos
provado o teorema.

Seja A* # A. Entdo, 3a € 4]a € A*. Por hipbtese, o dominio de R ¢ A4; logo,
existe um par ordenado (a, b) £ R. Entdo, f* U{(a, b) é uma fungio de 4* U
{a} em B. Mas isto contradiz o fato de que f* é elemento maximal de &/. Logo,
A* = A e o teorema estd demonstrado.

Problemas Propostos

CONJUNTOS EQUIVALENTES, CARDINALIDADE

25.

26.
27.

28.

29.

30.

Prove que todo conjunto infinito é equivalente a um subconjunto préprio de si
mesmo. )

Prove que, se 4 e B sio enumeraveis, entdo 4 X B também € enumcravel.
q t]

v 2 . . .
Prove que o conjunto de pontos do plano R*® com coordenadas racionais é enu-
meravel.

Um namero real é chamado franscendente se nao é algébrico, i. e., se ndo € raiz
de uma equagio polindmia

plx) =a+ax+ ... Fana™ =0
com coeficientes inteiros (v. probl. 5). P. ex., = e ¢ sdo nimeros transcendentes.
@) Prove que o conjunto 7" dos ntimeros transcendentes nio é enumeravel.

(ii) Prov: que T tem a poténcia do continuo, i. e., tem cardinalidade e,

Define-se como segue a multiplicacio de cardinais:

£(4)2(B) =% X B)
(i)  Mostre que a operagio é bem definida, i. e.,

A =%UNesB)=5B)=>4D# B =%A)%(B)
ou, equivalentemente 4~ A’ ¢ B~ B => (4 X B)~ (4' X B")
(i) Prove: (@) N, N, =N, ®) N,e =c¢, (c) ecc =ec.
Define-se como se segue a adi¢io de cardinais:
#4) +43B) = 4 X {1} UB X {2})

(i) Mostre que, se A N B = &, entdo #(4) + #B) = #(4 U B).
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31.

32.

33.
34.
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(ii) Mostre que a operagdo ¢ bem definida, isto &,

#(4) = (4N e#(B) = #(B)' => #(4) + #(B) = #(4') + #B")
Define-se como se segue a operagio de potenciagdo para cardinais:

$A* B =3({f:f: B—A4))
(i) Mostre que, se #(4) = m e £(B) = n sio cardinais finitos, entdo
4B = m"
i. e., a potenciagio de cardinais corresponde, no caso de cardinais finitos, & poten-
ciagdo de inteiros positivos.
(ii) Mostre que a operagdo é bem definida, 1. e., _
B(A4) = 4(4") e £(B) = §(B) => #A)*®) = (4")¥®

(iii) Prove: Para qualquer conjunto 4, £ (#(4)) = 2# ),
Seja ~ a relagdo de equivaléncia em R definida por x ~ y se e s6 se x — y € racio-
nal. Determine a cardinalidade do conjunto quociente R/~.

Prove: O ntimero cardinal da classe de tddas as fungdes de [0, 1] em R & 2°

Prove que se equivalem as duas formas seguintes do teorema de Schroeder-
-Bernstein 3.8:

() Se A= BeBX A4, entio A~ B.
(i) SeXDYVDXieX~Xjentio X ~ 7.

Prove o teorema 3.9: Dados dois conjuntos 4 e B,ou d < B, A~ B ou B=< 4.
(Sug.: Use o Lema de Zorn.)

CONJUNTOS ORDENADOS E SUBCONJUNTOS

36.

37.

38.

39.

40.

Seja 4 = (N, <) o conjunto dos inteiros positivos com a ordem natural; e seja
B = (N, =) o mesmo conjunto com a ordem inversa. Além disso, seja 4 X B a
ordenagio lexicografica de N X N de acérdo com a ordem de 4 e, a seguir, de B.
Insira o simbolo correto, < ou >, entre os elementos de cada par de N X N.

@ G,8)___(1,1), (), 1)__(2,8), ()3, 3)___G,1), v) @&, 9)__(,15)

Seja o conjunto X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ordenado conforme 1
diagrama ao lado. Considere o subconjunto 4 = {2, 3, 4} t
de X. (i) Determine os elementos maximais de X. 2

(ii) Determine os elementos minimais de X. (iii) Tem X / \
4

um primeiro elemento ? (iv) Tem X um Gltimo elemento? 8

(v) Determine o conjunto de cotas superiores de 4. w
(vi) Determine o conjunto de cotas inferiores de A. "5 6
(vii) Existe sup (4)? (viii) Existe inf. (4)?

Considere o conjunto Q dos racionais, com a ordem natural, e seu subconjunto
A=1{x|x€Q x> <3}. (i) 4 ¢é cotado superiormente? (ii) inferiormente?
(iii) existe sup (4)? (iv) inf. (4)?

Seja N arconjunto dos inteiros positivos, ordenado pelo critério “‘x divide 3", e seja
A C N. (i) Existe sup. (4)? (i) inf. (4)?

Prove que todo conjunto finito parcialmente ordenado tem um elemento maximal.
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41,

42,

Dé exemplo de um conjunto ordenado que tenha exatamente um elemento maximal
mas nio tenha tltimo elemento.

Prove que, se R é uma ordem parcial em 4, entio R™! também ¢ uma ordem parcial
em 4.

LEMA DE ZORN

43,

44,

45,

46.

32.
36.
37.
38.
39.
41.

Considere a “prova’’ da seguinte afirmagdo: Existe um conjunto finito de inteiros

positivos que n3o é subconjunto préprio de nenhum outro conjunto finito de intei-
ros positivos.

Prova: Seja & a classe de todos os conjuntos finitos de inteiros. Ordene-se &/ par-~
cialmente, pela inclusio de conjuntos. Seja # = {B:|: £ I} uma subclasse total-
mente ordenada de 7. Considere-se o conjunto 4 = U;Bi. Observe-se que B;: C 4
para todo B; € #; logo, A é cota superior de #.

Como todo subconjunto totalmente ordenado de & tem uma cota superior, pelo
l.ema de Zorn, & tem um elemento maximal, um conjunto finito que nio é subcon-
junto préprio de nenhum outro conjunto finito.

Questdo: Como a afirmacio é manifestamente falsa, indique onde falha a demons-
tragdo.

Prove o seguinte fato, que foi admitido como verdadeiro na demonstragdo do
probl. 24: Seja {f:|A4:—> B} numa classe de funcdes totalmente ordenada pela in-
clusio de conjuntos. Entdo, U; fi é uma fungdo de U; 4; em B.

Prove que se equivalem as duas afirmagdes seguintes:

(i) (Axioma da Escolha). O produto II {4:]i € I} de uma classe ndo-vazia de
conjuntos nio-vazios é nio-vazio.

(ii) Se o é uma classe ndo-vazia de conjuntos disjuntos n3o-vazios, entdo existe
um subconjunto B C U4 |4 € o} tal que a interseccio de B com cada 4 € o
consiste em exatamente um elemento.

Prove que, se todo subconjunto totalmente ordenado de um conjunto ordenado X
tem uma cota inferior em X, entdo X tem um elemento minimal.

Respostas aos Problemas Propostos

¢

® > G > @) <, @<

@) {1}; @) {5, 6}; (iii) Nao; (iv) Sim, 1; (v) {1, 2}; (vi) {5,6} (vii) Sim, 2; (viii) Nio.
(i) Sim, (ii) N3o, (iii) Nao, (iv) Nio.

(i) Sim, (ii) sup. (4) existe se e s6 se 4 é finito.

a

f

122234 .,

Aqui a é maximal, mas a ndo ¢ ltimo elemento.



