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Capitulo 1

Funcoes analiticas

1.1 Funcoes complexas de variavel complexa

Consideremos uma funcao f : D — C, onde D é um subconjunto de C. A funcao f diz-se uma
fungao complexa de uma varidvel complexa. Trata-se de uma correspondéncia que associa a
cada elemento z € D um tnico elemento w no plano complexo (designado por imagem de z por

f ou valor de f em z):
w = f(2) = f(z +yi) = u(z,y) + v(z,y)i,

onde u(z,y) e v(x,y) sdo fungdes reais de duas varidveis reais x e y, designadas por parte real e
parte imagindria de f(z), respectivamente. O conjunto D C C é designado por dominio de f

e o conjunto das imagens w € designado por contradominio de f.

Exemplo 1 Consideremos a funcio f(z) = z*> + 3. Temos

flz + yi) (x+yi)? +3=2a?+2zyi —y> +3

= (az2 — %+ 3) + 22y1,
e logo u(x,y) = 22 —y? + 3 e v(x,y) = 22y. O dominio de f é todo o conjunto C.
Exemplo 2 A func¢io f(z) = z/ (22 + 1) tem por dominio o conjunto

D={2€C:2°+1#0}.

Dado que

PHl=0=-12=iVz=—i,

podemos concluir que D = C\ {—i,i}.
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Exemplo 3 Seja f a funcdo definida por f(z) = 2> — 4z + Re(z). Entdo,
fl@+yi) = (z+yi)* — 4 (z +yi) + @ = (2* — y* - 32) + (2zy — 4y)i,
e logo u(x,y) = x? —y* — 3z e v(x,y) = 22y — 4y. O dominio de f é todo o conjunto C.

Nota 1 Verificamos que a cada fungdo f(z) corresponde um par de fungdes reais de duas var-
idveis reais, u(xz,y) e v(x,y), e que o reciproco também se verifica, isto é, f(z) fica completamente

determinada pelas respectivas fungoes u(x,y) e v(z,y).

Exemplo 1 Seja f a fun¢io complexa de varidvel complexa tal que u(z,y) = zy e v(x,y) =
322 — y3. Sem determinar a expressao f(z) de f na varidvel z é possivel determinar a imagem w
de qualquer objecto z. Por exemplo, a imagem de z =1 — 2i é o numero complexo w = —2 4 113,
visto que

FL=2i) = u(l,—2) +iv(l,-2) =1 (=2) +i(3 — (—8)) = —2 + 11i.

Consideremos o nimero complexo zg = xg + yYoti. Se z = x + yi, a expressao

|z — 20| = \/(35 —20)” + (¥ — v0)*

representa a distancia entre os afixos Z e Zj de z e zg, respectivamente. Como tal, os pontos do
plano complexo que satisfazem a equacdo |z — z9| = €, € > 0, s@o os pontos da circunferéncia de

centro zp e raio €.

Eixo A
imaginario |Z-Z0|= e

»
>

Eixo real

Exemplo 4
1 A condigio |z] =1 é a equagdo da circunferéncia de centro zg =0 e raio € = 1.
2 A condigdo |z — 1+ 3i| =6 é a equagdo da circunferéncia de centro zo =1 — 3i e raio € = 6.

3 A condigio |z| < 1 caracteriza o circulo de centro zg = 0 e raio € = 1, designado por circulo

unitdrio na origem.
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Exemplo 5 1 Seja A o conjunto definido pela condicio Re(z) > 2. FEsta condi¢do define um
semiplano direito no plano complexo. O conjunto A é constituido pelos nimeros complexos

z=x+yi comx > 2. Trata-se de um conjunto aberto.

Eixo A
imaginario

Re(z)>2

2 Eixo real

2 O conjunto A definido pela condicao 1 < |z — 2 — 3i| < 2 é um conjunto aberto.

Eixo A
imaginario
5i

4i;

2i |5

»

1 3 4 Eixo reaT

Trata-se do conjunto dos pontos z do plano complexo cuja distdncia ao ponto zg =2+ 3 é
superior a 1 mas inferior a 2. Um conjunto deste tipo designa-se por coroa circular aberta.

A fronteira de A é
{zeC:|z—2-3i|=1V]|z—2-3i| =2},

o conjunto dos pontos que pertencem & circunferéncia de centro zg = 2 + 3i e raio € = 2 ou

a circunferéncia de centro zg = 24 3i e raio e = 1. O conjunto fechado
B={zeC:1<|z—-2-3i| <2},

designado por coroa circular fechada, tem a mesma fronteira que A. O conjunto comple-

mentar de A é definido pela condigio |z —2 —3i| <1V |z —2—3i| > 2.

Exercicios resolvidos

1. Indique o dominio das seguintes fungoes complexas de varidvel complexa:
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z 1
—m; (b) f(z):m;

z :%W—&—ixy; (d) f(z) =Inz+ (x — 2y) .
2. Determine as fungoes parte real e parte imagindria das seguintes funcoes complexas de varidvel

complexa:
(a) f(z) = 2iz + 6%; (b) g(z) = |2*; (c) h(z) =z/z.
Calcule f(1+ 3i), g(—3i) e h(2 — 2i).
3. Determine o conjunto dos nimeros complexos que satisfazem as seguintes condicoes:
(a) Re(z+1) =4; (b) z+1f=]z=1]=4
4. Averigie se os conjuntos de nimeros complexos, caracterizados pelas seguintes condigoes,

sao abertos ou fechados, conexos ou nao conexos:

(a) |z| < 2; (b) Re(z+1) >4 (¢) |Imz| > 1Az <5.
Propostas de resolucao

1.

(a) D={2€C:243i#0} ={2€C:z# —-3i} =C\{-3i}.
(b) O dominio desta fun¢do ¢ D = {z € C: 22 + 2 # 0}.
Dado que
22+2=0% 22 =-2=2cis(—m)
& z—\/m—ﬁcis<_7w+k7r), k=0,1
& zozﬂcis <_T7T):—\/§i\/21:\/§cis(g>:\/§i7

temos D = C\ {—v/2i,/2i}.

(¢) O dominio desta fungdo ¢ D = {z =z +iy € C: a? +y* # 0}.

Mas
P+ =0r=0Ay=0s2=0.
Logo, D = C\ {0}.

(d) Recordemos que o dominio da fungao real de varigvel real logaritmo neperiano, lnz, é
o conjunto R*. Logo, o conjunto dos pontos para os quais faz sentido calcular Inz +
(x—2y)ie

D={z=xz+iyeC:x2>0},

ou seja, é o conjunto dos pontos do semiplano direito aberto do plano complexo.
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2. Seja z = x + iy.
(a) Temos f(z) = 2i(x +yi)+6 (z — yi) = —2y+ 6z + (2 — 6y)i. Logo, u(z,y) = —2y+6x
e v(z,y) = 2z — 6y. Como
u(1,3)=—64+6=0 e v(z,y)=2-18=—16,
temos f(1+3i) =0 — 166 = —16i. Alternativamente, podemos calcular directamente
FL+30) =2 (1+30) + 6(1 — 3i) = —6 + 6 + (2 — 18)i = —16:.
(b) g(z) = |z +iyl* = a* + 2.
Entao, u(z,y) =22 +y? e v(z,y) =0 e
9(=3i) = u(0, —3) + (0, —3) = 0> 4 (—=3)> +i0 = 9.

. . . 2_ 2 2
© h(z):x—kz.y:(x—kz.y)(x—m.y)::E2 y2+ Qnyi.
r—iy (z—iy)(z+iy) 22+y* 22 +y
Logo, u(x,y) = (22 —y?) / (2* + ), v(z,y) = 2xy/ (¢* +y?) e

22 — (—=2)° L2202,
22 4 (—=2)? 224 (—2)?

h(2—2i) = wu(2,-2)+iv(2,-2)=

0+ (—1)i = —i.
3. Seja z = x + yi.
(a) Dado que
Re(Z+1) =4 Re(zr—yi+1l)=4der+1=4<1=3,

a condigdo Re(Z 4 1) = 4 representa o conjunto dos pontos do plano complexo na recta

vertical de equagao = = 3.
(b) Temos
lz+1—|z—1=4e|z+1+yi|—|z—1+yi|=4
VE+1)2+y2—/(z—1)2+y2 =4
JETIIT 44 JETET R
(+1)2 492 =16+ (z—1)> +32+8/(z - 1)2 + 42
2420 +1=16+22 20 +1+8/(x —1)2 + 42
x—4=2(x—1)%2+y>
(z-4)° =4[z -12+y*] Az —-4>0
22 -8z +16 =422 -8z +4+ 4y’ Nz >4
3x2+4y2=12/\$24
22 2

—+==1 > 4.
4+3 Nx >

t s OO O
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Atendendo a que a elipse 22/4 + 32/3 = 1 ndo intersecta o semiplano direito x > 4,
podemos concluir que o conjunto dos mimeros complexos que satisfazem a condigao

|z 4 1| — |z — 1| = 4 & vazio.

(a) A condigdo |z| < 2 representa o interior do circulo de centro em z = 0 e raio r = 2.

Trata-se de um conjunto aberto e conexo.

(b) Do exercicio 3(a) concluimos que

Re(Zz+1) >4 <z >3.

O conjunto de pontos que verifica esta condi¢ao ¢ um semiplano fechado e conexo.
(¢) Se z=x +1iy entdo
Mmzl >1A[z| <5 <y >1Az <5

Sy<—-1vy>1)Alz| <5

Trata-se da interseccao de cada semiplano, y < —1 ouy > 1, com o interior do circulo de
centro em z = 0 e raio 7 = 5. Logo, o conjunto dos pontos caracterizados pela condicao

Im z| > 1 A |z| <5 é um conjunto aberto e ndo conexo.

1.2 Limites e continuidade

As defini¢oes de limite e continuidade de uma fungdo complexa de varidvel complexa num ponto
sao andlogas as conhecidas no célculo real.
Consideremos uma fungao f: D — C definida em D C C. Seja zy € C tal que f estd definida

numa certa vizinhanga de zp (ndo necessariamente no ponto zp).

Defini¢do 1 Diz-se que [ tem limite L no ponto z = zy (ou que o nimero complexo L é o

limite de f quando z se aproxrima do ponto z), e denota-se

lim f(z) =L,

z2—20

se para qualquer 6 > 0 existe € > 0 tal que |f(2) — L| < § sempre que 0 < |z — 29| < . Se existe o

limite de f no ponto zy entdo este limite é unico.

Proposicao 1 Propriedades operacionais do limite Sejam f e g funcdes complexas de var-

idvel complera. Se existem os limites de f e g no ponto zy, sao vdlidas as sequintes igualdades:
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() lim (f(z) £ g() = lim f(z) % lim g(2);

z—20 Z—20 Z—20
(b) lim (f(2)-g(2)) = lim f(z)- lim g(2);
(¢) lim f(2)/9(2) = lim f(z)/ lim g(z), desde que lim g(z) # 0.

Proposigao 1 Sejam f: D — C uma fungdo complexa de varidvel complexa e zg = xg + yoi tal
que f estd definida numa certa vizinhanga de zo. Sendo u(x,y) e v(x,y) as partes real e imagindria

de f demonstra-se (exercicio 1) que, para z = x + yi,

(1.1) lim f(z) = lim u(x,y) +1 lim v(z,y),

Z— 20 (z,y)—(z0,y0) (z,y)—(x0,y0)

onde os dois ultimos limites sao de funcoes reais de duas varidveis reais.

Definigao 2 Sejam f : D — C wma fungdo complexa de varidvel complexa e zy € D tal que f

estd definida numa certa vizinhanga de zg. A funcdo [ diz-se continua em zj se

lim f(z) = f(z0).

zZ—20

A fungdo f diz-se continua se for continua em todos os pontos do seu dominio D.

Nota 2 Resulta da proposicao anterior que a soma f + g, a diferenca f — g e o produto fg de
fungdes continuas em zg é ainda uma fungao continua em zy. Se g(zo) # 0 o mesmo se verifica

para o quociente f/g.

Além disso, podemos ainda concluir que f é continua em zy = zg + yoi se e s6 se as fungoes
reais de varidveis reais u e v sdo continuas em (g, yo). Deste modo, o estudo da continuidade de

fungoes complexas reduz-se ao estudo da continuidade de fungoes reais de varidveis reais.

Exercicios resolvidos

1. Seja f: D — C uma fung@o complexa de varidvel complexa,

f@+yi) = u(@,y) + v(z, )i,
e seja zg um ponto interior a D. Mostre que, para z =z + yi e 29 = o + Yoi, se tem

lim f(z) = lim  w(z,y)+4 lim v(x,y).

#7720 (z,y)—(z0,y0) (z,y)—(x0,y0)
2. Calcule os seguintes limites:

(a) lim _(3zy+i(z—y?)); (b) lim — . (¢) lim

z——1+4+21 z—1+1 12 z—1 zZ—1
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3. Mostre, recorrendo a definigao, que lim, ,_; 1/z = 1.
4. Verifique que a fungdo f(z) =% é continua em C.

5. Mostre que a funcao f : C — C definida por

2
&= 77 se z#0

z
0 se z=10

N

nao é continua em z = 0.
Propostas de resolugao

1. Assumamos, em primeiro lugar, que existem os limites

lim u(z,y) =up e lim v(x,y) = vg.
o T gy VA& Y) = 0 o) T gy VDY) = 0

Para cada 6 > 0 existem, entao, niimeros positivos €1 e g5 tais que

é
(1.2) lu(z,y) — uo| < 5 sempre que 0< \/(:E —20)’ + (y—w0)’ <e1
e

5 2 2
(1.3) lv(z,y) — vo| < 5 sempre que 0<\/(z—20)" + (y—wo)” <ea.

Seja e = min {e1,e2}. Atendendo a que

|u(m,y)+v(m,y)z— (U0—|—U0’L'>‘ = |u($ay) —U0+(’U($,y) —1}0>i|

S |U(I,y)*uO|+|U($,y)*U0|

\/(9«" —20)” + (W —w)” = (@ — 20) + (y — 90) i| = (& + i) — (z0 + yoi)]
segue de (1.2) e (1.3) que

5 6
fu(w,y) + v(w,y)i — (w0 +ooi)| < 5 +5 =10

sempre que 0 < |[(z 4+ yi) — (zo + yoi)| < . Concluimos, entdo, que existe o limite lim,_, ,, f(z) =

ug + i’Uo.

Reciprocamente, suponhamos que existe o limite lim,_, ., f(z) = wo com wy = up+ivy. Para

cada d > 0 sabemos, entao, que existe € > 0 tal que

(1.4) [u(, y) + vz, y)i — (ug + voi)| <
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sempre que 0 < |(z + yi) — (zo + yoi)| < €. Dado que
u(z,y) —uol < u(a,y) —uo + (v(z,y) —vo) il

= |u(z,y) +v(@,y)i — (uo + voi)|,

[o(z,y) vl < fule,y) —uo + (v(2,y) —vo) i

= ulz,y) +v(@,y)i — (uo + voi)|

[(z+yi) — (w0 +yoi)| = |(z—=z0)+ (y—yo)il

= V-2’ + (y -,

segue de (1.4) que

lu(z,y) —uo| <3 e |v(z,y)—wvo| <9,

sempre que 0 < \/(ac —20)° + (y — yo)? < &. Isto mostra que existem os limites im0y (20,y0) U(T, Y) =

ug € i g ) (z0,y0) V(Z,Y) = vo.

(a) Comecemos por observar que u(z,y) = 3zy e v(z,y) = v — y*. Atendendo ao exercicio

1,
. o9 _ . A .2
ZJH?HZ' (3zy + i(z — y*)) zlgr_; 3xy +1 xl—l>n—;1($ y-)
y— y—

= (3(-1D2+i(-1-2%)=—6—5i.

(b) Recorrendo as propriedades operacionais dos limites,

o 22-5 . (14i°-5 —542 T 3.
lim - = lim — — = — = — + —1q.
2514 iz z—1+i i (1+1) -14+7 2 2

(c) Substituindo z por ¢, obtemos uma indeterminagéo do tipo 0/0. No entanto, se obser-

varmos que z2 + 1 = (z — i) (z + 1), podemos calcular facilmente o limite:

2 . .
z(2*+1 —
1im,<—.) - an(ZJ”—M = lim 2 (2 +14) = —2.
z—1 zZ—1 z—1 zZ—1 z—1
3. E preciso que mostrar que dado § > 0 existe um € > 0 tal que

1
'——i <4 sempre que |z — (—i)|=|z+1i] <e.
z
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Escrevendo |1/z — i| em fungao de |z + i, e usando as propriedades do médulo, obtemos

L '1‘” :'—“Z“’) :'(z—i—i)j
z z z z
L1 L1
= |Z—|—Z| —‘:|Z+Z|_.
: B

Dado que z — —i, podemos supor que |z| > 1/2. Como tal,

1

<2|z+1|.
K

= [z +1|

’1 .
==
z

Mas para que |z| > 1/2 é necessério que |z +i| < e = 1/2. De facto,

2l = lz+i—il=[(=)+ (z+9)] =[] = |z +1]
= 1—|z+i|>1-1/2=1/2.

Escolhendo € = min {§/2,1/2}, sempre que |z + i| < €, garantimos que

< 2|z 41 <.

‘1 .
- —1
z

. A fungdo complexa de varidvel complexa f(z) =Z = x — yi tem por dominio o conjunto C.

Dado zg € C,

lim Z= lim (x —yi) = z¢g — Yot = Zp.
vt xﬁxo( yi) 0~ Yo 0
Y=o

Logo, f é continua.

. Analisemos se lim,_,o f(z) = f(0). Temos f(0) =0e

2 2 2 :

z e — 2xyt

lim f(z) = lim % = lim Ty Aoy
z—0 z—0 |Z2| x—0 LL’2 —+ y2

y—0
a2 —y2 . 2xy
= IIH%) ﬁ 1 hn%) ﬁ

et R A KR

Relativamente ao 1° dos limites, calculemos os respectivos limites sucessivos (ou iterados):

2 _ 2 9
lim (lim —2) = lim — = lim(~1) = —1
y—0 \z—0 ¢ + y2 y—0 y2 y—0

2_ .2 2
lim (lim S—2) = lim = = lim 1 =1.
z—0 \y—0 ¢ + y2 z—0 12 y—0

A obtengao de dois limites diferentes permite concluir que nao existe o lim, g,y —0 (mQ - y2) / (m2 + y2).

Como tal, ndo existe o lim,_g f(z) e, logo, a func¢do f ndo é continua no ponto z = 0.
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1.3 Derivacao e analiticidade

Definigao 3 Seja f uma fungdo complexa de varidvel complexa definida num conjunto aberto D
e seja z9 € D. Define-se a derivada de f em z, e denota-se por f'(zy) (ou df /dz ou dw/dz)

como sendo o limite

z=z20 2 — 20
(caso exista). Se f tem derivada em zy (i.e., se este limite existe) entio f diz-se diferencidvel
em zg. Escrevendo Az = z — zg, a defini¢do é equivalente & expressdo

f/ (ZO) _ Alggo f (ZO + AAZ; — f (ZO)

Exemplo 6 Seja f(z) = 2x + 3yi de dominio C. Vejamos que f nao é diferencidvel em nenhum
ponto zg = g + tyo. Calculemos o limite respectivo, considerando Az = Ax + iAy, onde

Ar=x—x9 e Ay=9y —yo:

. 2(wo + Aw) + 3(yo + Ay)i — (2z0 + 3yoi)

/ — 1

1 (z0) Azto Az + 1Ay
2Az + 3iAy

im ———=.
Az—0 Ax + ZAy
Suponhamos que Az — 0 ao longo de uma recta horizontal (caminho I). Entao Ay =0 e o
valor do limite (direccional) é

I 2Ax + 3ilAy . 2Ax 9
im — = = lim — =2.
Az—0 Az + 1Ay Az—0 Az
Por outro lado, se escolhermos outra direc¢ao, por exemplo que Az — 0 ao longo de uma
recta vertical (caminho II), temos Ax =0 e o valor do limite (direccional) é
2Az + 3iAy . 3iAy 3
1m ————— = Jlllm =
Az—0 Az +iAy Ay—0 Ay

Ay A

A obtencao de dois limites direccionais diferentes permite concluir que ndao existe o limite

pretendido.
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Proposigao 2 Se a funcao f : D — C é diferencidvel em zy entdo f é continua em zy. Note-
mos que, tal como no cdilculo real, o reciproco nao é verdadeiro: existem funcdes continuas num

determinado ponto do seu dominio que nao tém derivada nesse ponto.

A andlise complexa estuda essencialmente as fungoes complexas de varidvel complexa que sao

diferencidveis nalguma regiao do seu dominio.

Definigao 4 Seja f uma fungdo complexa de varidvel complexa definida num conjunto aberto D e
seja zg € D. A fungdo f diz-se analitica em zy se é diferencidvel em zy e numa certa vizinhanga
de zy. Se f é analitica em todos os pontos de D entdo diz-se analitica (regular ou holomorfa)

em D.

Proposigao 3 Seja D C C um conjunto aberto e sejam f e g fung¢des analiticas em D. Sdo vdlidas

as sequintes propriedades:
(a) af(z) +bg(z) é analitica em D e
[af(2) +bg(2)] = af'(2) +bg'(2),
para quaisquer nimeros complexos a e b (linearidade da derivada);
(b) f(2)g(z) é analitica em D e
[f(2)g(2)]" = f'(2)g(2) + f(2)g'(2);

(c) Se g(z) # 0 entio f(z)/g9(z) é analitica em D e

(f(z))/ _ F'(2)9(2) — f(2)g'(2) .
9(2) 9%(2) ’

(d) Sen €N entio f*(z) é analitica em D e

[f ()] = nf "7 (=) f (2).

e Sabemos, por (d), que as poténcias inteiras ndo negativas 1, z, 22, 23,... sao analiticas em C.
Podemos entdo concluir, por (a), que toda a fungdo polinomial f(2) = ¢,2" +c,_12" " +

o+ 222 + c12+ co € inteira e a sua derivada é
() =ncaz" 4 (n—1)en12" 2+ .+ 2c02 + 1.

Quanto ao quociente de duas fungoes polinomiais

£(2) 2" + ... + a9z’ + a1z + ao
Z) =
by z™ + ...+ boz2 +biz+ by’

designado por fungao racional, é analitica em todo o seu dominio, ou seja, no conjunto

aberto {z €EC:bp2™ + ... + bz +byz+ by # 0} .
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Proposicdo 4 Regra da derivacdo da funcdo composta (ou regra da cadeia) Sejam f :
A — C eg: B — C fungoes analiticas nos abertos A e B, respectivamente, tais que f(A) C B.
Entao a fungdo go f: A — C definida por (go f)(z) = g(f(2)) € analitica em A e

(g0 /) (2) =g (F(N ' (2).
Exercicios resolvidos

1. Calcule as derivadas das seguintes fungoes:
(a) f(z) =22% — 2% + 10iz; (b) g(z) = (22 +3)*;
1+(2—-14)z .
h(z) = —————; d = 1/z.
© o) =52 @ e =ty
2. Determine o conjunto dos pontos do plano complexo onde a fungéo f(z) =1/ [(z3 — 1) (22 + 2)}

¢ analitica.

3. Averiguie se a funcao f : C — C definida por

é diferencidvel na origem.

Propostas de resolugao

1. As fungbes f e g sdo polinomiais e logo, o seu dominio ¢ C. A funcdo h é uma func¢éo racional,
cujo dominio ¢ o conjunto dos pontos tais que 2z + 9 # 0, ou seja, C\ {—9/2}. Da mesma
forma, a fungdo j (designada usualmente por funcao de Joukowski) é também racional e
tem por dominio o conjunto C\ {0}. Mais, estas fungoes sdo diferencidveis nos seus dominios.

Para obter a expressao da derivada podemos simplesmente usar as regras de derivagao:

(a) f'(z) =2 (%) = (%) +10i (2)) =82% — 322 + 10i, Vz € C;
0) 9(2) = [ +3)] =422 48°2=8(2: 43, v2eC:

@ K(z) = (1+(2—1)2) (22+9)—(12+ (2—1)2) (22 +9)

(2z249)
2-9)@2:49)-(1+2-9)2)-2_ 16-9% B _
(22 + 9)* (22497 vz € C\{=9/2};

d) j'()=[z+2] =1+ (-1)22=1- =, V2eC\{0}.

;7
2. A funcdo f(z) =1/ [(2* — 1) (2* +2)] ¢ racional e tem por dominio o conjunto aberto

D:{zeC:zg—l#O/\z2+27§0}.
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Conforme visto no exemplo 22.1 da seccio 1.2, a equacdo z3 = 1 tem por raizes os pontos
=1, 21 =—1/2+3/2 e z =—1/2—+/3/2i. Quanto & equacio 2> = —2 = 2cis(—n),

as suas rafzes sao dadas pela expressao

2k
z = 2cis <—g + Tﬂ) , parak=0,1,

ou seja,
z0 = V2cis (—g) = V2V 21 = V2cis (—g + 7r> =/2i.
Concluimos, assim, que

D=C\ {1, “1/2+V/3/2i,—1/2 — /3/2i, —V/2i, \/iz} .

A fungdo f é analitica em D e, para obter a expressdo da derivada podemos simplesmente

usar as regras de derivagao,

o) = [@-)7 )
(1) (22 =1) 77322 (22 +2) (P - 1) T (-1 (2 +2) "2z
322 2z

(B -1%(2+2) (B8-1)(22+2)%

3. Calculando a derivada no ponto zgp = 0 com Az = p(cos + isin ), obtemos

p?cos® 0 (1 +1i) — psin® 0 (1 — 1)

-0
- 2 cos2 2 gin2
lim f(Az) — f(0) ~ lim p2cos?l+p sin 0
Az0 Az p—0 p (cosf + isin )
. pPleos® O (14 1) —sin® 0 (1 — 1))
= lim —
p—0 p3 (cos @ +isin6)

cos3 0 —sin 6 + i (cos® 0 + sin® 9)

cosf +isinf

que depende do angulo 6 tomado. Concluimos entao que f nao é diferencidvel na origem.

1.4 Equacoes de Cauchy-Riemann

Teorema 1 Cauchy-Riemann Seja f: D — C uma funcao complexa de varidvel complexa

definida por f(z) = u(z,y) + v(z,y)i num conjunto aberto D e zy = xg + yoi € D. A derivada

f'(z0) existe (ou seja, f € diferenciduel em zp) se e s6 se as fungdes u e v sGo continuas e tém

derivadas de 1% ordem continuas numa vizinhanga de (xg,yo) e, no ponto (o, yo), satisfazem as

equagoes de Cauchy-Riemann

ou ov ou ov
%(Zo,yo) = 8—y($o,y0) € 8—y($0,y0) = —%(xo,yo)
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Assim, se as derivadas parciais de 1* ordem das funcdes u e v existem, sdo continuas e satisfazem

as equagoes de Cauchy-Riemann em D entdo f é analitica em D.

Exemplo 7 Consideremos a funcdo f(z) = 2x + 3yi. Vimos no exemplo 13.1, que f nao é
diferencidvel em nenhum ponto do seu dominio C. De facto, as equagoes de Cauchy-Riemann nao
sdo vdlidas em nenhum ponto (x,y):

ou Ov ou v
%—Q#S—a—y embora a—y—()—f%.

Exemplo 8 Consideremos a funcio f(z) = 222 +y + (y? — x)i definida em C. Temos u(z,y) =
222 +y e v(x,y) = y*> — z, donde

ou v ou v
41’, 2y € a—y —1—*%

ox dy
Verificamos que as funcoes u e v sdo continuas e tém derivadas continuas em todos os pontos.
Pelo teorema de Cauchy-Riemann, f é diferencidvel em todos os pontos em que as equagoes de

Cauchy-Riemann sdo satisfeitas, ou seja, em pontos (x,y) tais que
dr =2y y=>2x

Logo f é diferencidvel nos pontos da recta y = 2x. No entanto, dado que nenhum ponto desta recta
tem uma vizinhanc¢a na qual as equacgoes de Cauchy-Riemann sejam vdlidas, f ndo é analitica em

nenhum ponto do seu dominio C.

Exemplo 9 Consideremos a funcio f(z) = Z/|z|° definida no conjunto aberto D = C\ {0}.

Temos

o T . Yy .
f(z)_$2+y2 :EQ—I—yQZ’

logo,
ou y? — 2?2 v ou 2xy v

— = =—  —=——— =
Or (224427 Oy dy  (a2+y2)? O
Portanto, as equagdes de Cauchy-Riemann sdao satisfeitas em C\ {0}. Pelo teorema de Cauchy-

Riemann, f é analitica em C\ {0}.

Exercicios resolvidos
1. Verifique as equagoes de Cauchy-Riemann para a fungao f(z) = 22 + 3z + 2.

2. Considere a fungdo f(z) = 22 — y%i. Determine os pontos onde f ¢ diferencidvel e mostre
que f nao é analitica em nenhum ponto do seu dominio. Determine ainda a expressao da

derivada nos pontos em que ela existe.
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3. Determine os subconjuntos do plano complexo onde as seguintes fungbes s@o analiticas e

calcule as suas derivadas:

(a) f(z) =2 —i(l—y)*% (b) f(z) =2-7%;
(c) f(2) =eY(cosx +isinz); (d) f(z) = 2% + y?i.
4. Prove que as fungdes f(z) = |z| e g(z) = Z ndo sdo analiticas em nenhum ponto do seu
dominio.

5. Mostre que as equagdes de Cauchy-Riemann, escritas em coordenadas polares, sdo dadas por

Ou 10v ov 10u

worw S wsran
Propostas de resolugao
1. A fungao f(z) = 22 + 32 + 2 tem parte real u(z,y) = 22 — y? + 3x + 2 e parte imagindria
v(z,y) = 2zy + 3y. Como

ou
LA
Ox z+ s,

v ou v
8—y—2x+3, 8_y__2y e %—Qy,

as equagoes de Cauchy-Riemann sao védlidas em todos os pontos do dominio C.

2

2. Temos u(z,y) = 22 e v(z,y) = —y*. Logo,

%—2:5 %——2 e % —@
or 77 oy 4 Oy oz’

Verificamos que as equagoes de Cauchy-Riemann sdo vdlidas em pontos (z,y) tais que 2x =
—2y, ou seja, na recta de equagdo y = —x. Como as fungodes u, v, du/dx, du/dy, Ov/Ox e
Ov /9y sao continuas em todos os pontos, concluimos, pelo teorema de Cauchy-Riemann, que

f ¢é diferencidvel nos pontos da recta y = —x e a derivada é dada por
f(z) =2z +0i =2z = —2y.

No entanto, dado qualquer ponto desta recta, nao existe uma vizinhanga desse ponto na qual
as equagbes de Cauchy-Riemann sejam validas. Logo, f nao é analitica em nenhum ponto

do seu dominio C.

(a) Pretendemos determinar os pontos em que f é diferencidavel. Para esta func¢do temos
u(z,y) = 2° e v(z,y) = —(1 - y)*. Logo,
Ou 5 Ov a(1 ou ov

R— — = — 2—: —_— =
e 3x,ay ( y),ay Oeﬁx 0.
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(d)

As funcgoes u e v e as suas derivadas parciais de 1 ordem sdo continuas em todos os
pontos do plano. Entao, pelo teorema de Cauchy-Riemann, f é diferencidvel em todos

os pontos em que as equagoes de Cauchy-Riemann sejam satisfeitas, isto é, quando
322 =3(1—y er=1-yvVae=—1+y,

ja que Ou/dy = 0 = —0v/Ox é verificado para qualquer (z,y). As condigoes x =1 —y
e x = —1 + y definem analiticamente rectas. A funcdo f é diferencidvel em pontos
z = x + Yyt que pertencem a uma das rectas x = 1 —y ou x = —1 + y. No entanto,
dado qualquer ponto destas rectas, nao existe uma vizinhanca desse ponto na qual as
equagoes de Cauchy-Riemann sejam vilidas. Concluimos entao que f nao é analitica
em nenhum ponto do seu dominio C. A derivada de f nos pontos das rectas z =1 —y

ouxz = —1+4y é dada por
f'(2) = 322 +0i = 32% = 3(1 — y)%.

A funcao f(z) = z — Z corresponde u(z,y) = 0 e v(z,y) = 2y. Temos

ou ov ou _Ov

or T or
Verificamos que as equagoes de Cauchy-Riemann nao sao vélidas qualquer que seja o
ponto (z,y). Pelo teorema de Cauchy-Riemann concluimos que f néo é analitica (nem

diferencidvel) em nenhum ponto do seu dominio C.

A funcio f corresponde u(zx,y) = e¥ cosz e v(x,y) = eV sinz. Temos

ou v o v Y o

— = —éYsinz, — =éYsinx

ox dy

ou Y ov v

— = éeYcosz e — =eYcosa.

dy x
Verificamos que as equagdes de Cauchy-Riemann séo vilidas em pontos (z,y) tais que
—eYsinx = e¥sinx e e¥ cosz = —e¥ cos z, ou seja, tais que sinz = 0 e cos z = 0 (notemos
que ey #+ 0,Vy € R). Nao e

xiste qualquer valor real x tal que sinx = cos x = 0, como tal nenhum ponto do dominio
C de f verifica as equacoes de Cauchy-Riemann. Pelo teorema de Cauchy-Riemann, f

nao é analitica (nem diferencidvel) em nenhum ponto do seu dominio.
A funcao f(z) = 22 + y%i corresponde u(zx,y) = z2 e v(z,y) = y>. Temos

@:2% @:234 e @20:@
Ox
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Verificamos que as equagdes de Cauchy-Riemann sao vélidas em pontos (z,y) tais que
2x = 2y, ou seja, na recta de equagdo y = xz. Como as fungdes u, v, du/dx, du/dy,
Ov/0x e Ov/Oy sdo continuas em todos os pontos, pelo teorema de Cauchy-Riemann, f
é diferencidvel nos pontos da recta y = x. A derivada de f nos pontos da recta y = x é
dada por
['(2) =2z + 0i = 2z = 2y.

No entanto, dado qualquer ponto desta recta, nao existe uma vi-zinhanga desse ponto
na qual as equagoes de Cauchy-Riemann sejam vdlidas. Concluimos entdo que f néo é

analitica em nenhum ponto do seu dominio C.

4. A fungdo f(2) = || corresponde u(x,y) = /22 + 2 e v(z,y) = 0. Temos

%:7$ @:0 @:711 e @:0.

dr  \Ja2+y? Oy 0y Jatyy? Ox
Verificamos que as equagdes de Cauchy-Riemann sdo validas em pontos (z,y) tais que
x/\/m =0e y/\/m = 0, ou seja, no ponto (0,0). Como as fungdes u e v e
as suas derivadas parciais de 1% ordem sao continuas em todos os pontos, concluimos pelo

teorema de Cauchy-Riemann que f é diferencidvel no ponto z = 0. A derivada de f neste

ponto é dada por

f/(O) - <7> - <Z7> - O,
Va2 ] ) Vit + 12 ) )

No entanto, ndo existe uma vizinhanga de z = 0 na qual as equagoes de Cauchy-Riemann

sejam vilidas. Logo, f ndo é analitica em nenhum ponto do seu dominio C.

A funcao g(z) = Z corresponde u(z,y) = = e v(z,y) = —y. Temos
ou v ou v
_— = 1 _— = —]_ —_— = — = U.
Ox T 9y T Oy ¢ oz 0

Verificamos que as equacoes de Cauchy-Riemann nao sao vilidas, qualquer que seja o ponto
(z,y). Pelo teorema de Cauchy-Riemann, concluimos que f ndo ¢ analitica (nem diferen-

cidvel) em nenhum ponto do seu dominio C.

. Temos a seguinte relacao entre as coordenadas rectangulares e polares:

xr=rcosf e y=rsinf.

Como tal, num ponto zg = xg + yoi = 1 cos Oy + irg sin g = rocisty, temos

ou ou ou .
o (ro,00) = %(xo,yo) cos 0y + a—y(fﬂo,yo) sin 0,
ov ov

. ov
%(Toﬂo) = %(xo,yo) (—TOSID90)+a—y(wo,yo)rocos%-
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Atendendo as equagbes de Cauchy-Riemann em coordenadas rectangulares,

% (ro,60) = Z—Z(iﬂo,yo) cos g — %(mo,yo) sin Ay
= % <g_z(l“07 Yo)ro cos g — %(mo, Y0)To Sin 60>
= % % (ro,060) .
De modo anélogo, temos
% (ro,00) = %(wo, yo) (—rpsinfy) + g—Z(xo, Yo)To cos B,
% (ro,00) = %($07y0) cos ty + Z—Z(ﬂﬁmyo) sin 6
donde, atendendo novamente as equagoes de Cauchy-Riemann em coordenadas rectangulares,
% (r0,00) = —g—Z(xo, Yo) cos B + %(wovyo) sin o
= _Tio (—g—Z(aHo, yo) (—ro) cos By + %(wo, Yo) (—7o) sin 00>
= _%% (r0,00) -

1.5 Funcoes harmonicas

Definicao 5 Dada uma funcdo u : D — R, definida num subconjunto aberto D de R%, com
derivadas parciais de 2* ordem continuas, designa-se por Laplaciano de u a expressio

0%u 0%u

5.2 () + a_y2<x7y)
e denota-se por 7%u(z,y). A funcio u diz-se harmdnica se satisfaz a equacio 7*u (z,y) = 0,

para todo o (x,y) € D, designada por equagao de Laplace.
Temos entao o seguinte resultado:

Proposicao 5 Seja f(z) = u(z,y) + v(z,y)i uma fungao complexa de varidvel compleza. Se f é

analitica num conjunto aberto D entao u e v sdo fungdes harmdnicas em D.

e Verificamos entao que as partes real e imaginaria de uma fungao analitica verificam a equagao
de Laplace. Esta ligagao entre fungoes analiticas e a equagao de Laplace reforca a importancia

das funcoes de varidvel complexa e abre caminho para numerosas aplicagoes da matematica.

Definigao 6 Se f = u + iv é uma funcdo analitica definida num conjunto aberto D, entdo as

funcdes u e v sao designadas por harmonicas conjugadas em D.
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Exemplo 2 Consideremos a funcdo polinomial f(z) = 2. Trata-se de uma fun¢do analitica em

C a que corresponde u(z,y) = 2% — y? e v(x,y) = 2zy. Temos

ou ou Ov v
=2, =2, =2 ——2
Ox “ Oy Y oz goe Oy “
pelo que

%u  O%u

S+ = 24(-2)=

92 + 92 +(-2)=0

v 0%

2 + 8—y2 = 04+0=0

Isto mostra que u e v sdo fungdes harmdnicas em C. Além disso, sdo conjugadas harmdnicas por

constituirem as partes real e imagindria, respectivamente, da fun¢ao analitica f(z) = 22,

Proposicao 6 Se u é uma fungio harmonica num conjunto aberto D e zg € D, entdo existe uma
vizinhanga de zo na qual u = Re(f). Por outras palavras, existe uma fungdo harmdnica v definida

em D tal que a funcgdao definida por f(z) = u(z,y) +v(x,y)i é analitica em D.

Exemplo 3 Seja u(z,y) = 2® — 3xy?. Trata-se de uma funcio harmoénica em todos os pontos do

plano
0%u 0
o~ aLCr W) =0
0%u 0

Pela proposicao 29, existe uma funcdo f analitica em C (trata-se de uma fungdo inteira) tal que
u = Re(f). Determinemos entdo a fungio f. Sabemos que f é tal que f(z) = (2* — 3ay?)+v(z, y)i,
onde a fungio v(x,y) estd por determinar. Pelas equagoes de Cauchy-Riemann, temos

ov ou

_— = —— = 6
ox Jy vy
o que implica v(z,y) = 3x%y + c(y). Por outro lado,
v Ou
- - _ 3 2 _ 3 2
oy oz 0

ou seja, & (3z2y + c(y)) /Oy = 32* — 3y*. Entao,

322+ (y) =322 - 3y? = (y) = —3y*
= c(y) = —y* + K, para qualquer K € R.

Obtemos v(x,y) = 322y — y> + K e, como tal, para z = = + yi,
f(2) = 2% = 3zy* + (32%y — v* + K)i.

O exemplo apresentado mostra que a funcao harménica conjugada de uma dada funcao har-

moénica v estd univocamente determinada a menos de uma constante aditiva real.
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Exercicios resolvidos
1. Considere a funcio u(z,y) = 2* — 3wy?. Encontre uma fungao conjugada harménica v que
verifique v(0,0) = 2.
2. Determine os conjuntos nos quais as seguintes func¢oes sao harmonicas:
(a) ulz,y) =Re(z+1/2); (b) ulz,y) = —L—

2+ (y+1)°

3. Encontre, se possivel, uma fungao f inteira tal que Re(f) = 2% — 3z — ¢

Propostas de resolugao

1. Podemos mostramos que v(z,y) = 3x%y — 3> + K para qualquer constante K € R. Para que

v verifique v(0,0) = 2 a constante real K nao pode ser arbitraria. De facto,
v(0,0)=23-0-0+K=2< K=2.

A fungao v pedida é v(z,y) = 32y — y> + 2.

(a) Notemos que u é parte real da funcdo f(z) = z + 1/z, analitica no conjunto aberto
C\ {0}. Entao, pela proposicao 27, a fungdo u ¢ harmoénica em C\ {0}.

(b) A func@o u néo estd definida nos pontos para os quais o denominador se anula. Como
2>+ (y+1)°=0seesésex=0ey=—1,0dominio de u é D = C\ {—i}. Efectuando

os calculos necessérios para z # —i, obtemos

@ - 2(y+1) (x2+(y+1)2)78x2(y+1)
o (224 (y+ 1)2)3 7
Pu 2w FY (x2+(y+1)2)—4(y—|-1) ((y+1)2—x2)
0y? ($2+(y+1)2)3 '
Entao, , ,

0w 0%u

@-‘ra—ﬁzo
& 4@+ (P +E+107) 4@+ (P + @+ 1) =0
< 0=0.

Logo, u é harménica no seu dominio, isto é, em D = C\ {—i}.
Alternativamente, se observarmos que u(x, y) é parte imagindria da funcao analitica em

C\{—i}, f(z) =1/ (2 +1), conclufmos de imediato que u é harménica neste conjunto.
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3. A fungado u é harménica,

0%y )
PR A
0% 0
o = M=

e estd definida em todo o conjunto C. Pela proposigao 29 existe v(z, y) tal que u(x, y)+v(z, y)i

é analitica em C. Pelas equagoes de Cauchy-Riemann, temos

ov ou

LY
Ox dy s
que implica v(z,y) = 2zy + ¢(y). Por outro lado,

ov  Ou
9 —
oy xS

ou seja, 0 (2zy + c(y)) /0y = 2 — 3. Entao,

20+ d(y)=2r—-3<d(y) =-3
= ¢(y) = -3y + K, para qualquer constante real K.

Obtemos v(z,y) = 2zy — 3y + K e, escolhendo K = 0, vem v(z,y) = 22y — 3y e f(z) =
22 — 3z — y? + (2zy — 3y) i.

Exercicios propostos

. Mostre que as fungoes f(z) =Rez, g(z) =y+aieh(z) =%

1. Determine as func¢oes parte real e parte imagindria de cada uma das seguintes funcoes com-

plexas de varidvel complexa:

(a) f(z)=22+32-2i;  (b) f(z):%i;
(c) f(z)=3iZ+4(i+2); (d) f(z)= ;:;_

. Caracterize geometricamente os conjuntos definidos pelas seguintes condicoes e indique quais

0s que Sao regioes:

(a) |z+4|>2; (b) (Imz)® < 4
(¢) 1< |Rez| <2 (d) 3r/4 <argz <.
. Estude as seguintes fungoes definidas em C quanto a continuidade na origem:
Imz Rez
—_— se z#0 se z#0
(a) f(z) =4 I ;o (b) flz) =4 1+]z]
0 se z=0 0 se z=0

. Mostre que a fungdo f(z) = — (2zy + 5z) + (2 — 5y — y?) i é inteira e calcule f'(z).

2 ndo sdo analiticas em nenhum

ponto do plano complexo.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Determine em que pontos as seguintes fungoes sao diferencidveis. Mostre que nao sao analiti-

cas em nenhum ponto do plano complexo.

(a) f(z) =3a%y? —62%y%;;  (b) f(2)=2a"—z+y+ (v -5y —x)i.
Determine o valor da derivada de f no ponto indicado

(a) f(z)=(2—19)/(z+1) emi; (b) f(z)=(z*+1)/z"em —1—i.

Determine a imagem das fungoes
(a) f(z) =2?—y+ (y* — z) i, para z na recta = = 1;
(b) f(z) = 23, para 2 no 1° quadrante (Rez > 0 e Imz > 0);

1
(c) f(2) ==, para |2z[ = 1.
z
Determine os valores reais de a e b para os quais a fungao f(z) =3z —y+5+ (az + by — 3) ¢
é inteira.
Mostre que a fungao u(x,y) = x® — 3zy? — 5y é harmoénica em R? e determine uma fungao

conjugada harmoénica v.

Determine a funcao analitica f(z) = u(z,y) + v(z,y)i tal que
(a) u(z,y) =a2*—y* b) v(z,y) = 2y(x - 1);

(b) v(z,y
(c) u(x,y) =23 — 3zy?; (d) u(z,y)=1In (w2 + y2) )

Determine os valores reais de a e b para os quais as seguintes funcdes sdo harménicas em R?

e determine as fungoes conjugadas harmoénicas.

(a) u(z,y) = az® + by’; (b) u(z,y) = € cos 5y.
Determine, caso existam, os seguintes limites

(a) lim._; (42® — 522 + 42+ 1 — 5i) ;
(b) lim,_; (2* = 1) /(2 —);

(c) lim, 0 2/Z.

Mostre que, dada uma funcao analitica f, sdo validas as seguintes expressoes para calculo da

derivada

fI*@—@ e f/

_Ov 0
- Oz Z@y

Para = > 0 considere a fungao

1
flz)= 3 In(z? + y?) + i arctan %
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(a) Use as equagoes de Cauchy-Riemann para mostrar que f é diferencidvel em todo o seu
dominio;
(b) Mostre que f/(z) =1/z;
(c) Mostre que a fungdo conjugada f nio é diferencidavel em nenhum ponto do seu dominio.
Solugoes
2?4y’ +r—2
L (a) u(z,y) =2 —y® + 3z =5, v(z,y) = 20y + 3y; (b) ulx,y) = ————F——, v(z,y) =
(z—1)"+y
3y T
——= (¢) u(z,y) =4+ 3y, v(z,y) =3z +4y+4; (d) u(z,y) = ——,
R (¢) u(z,y) Y, v(@,y) y (d) u(z,y) 1)
(r,9) = 52—
v(x,y) = ——— .
2+ (y—1)

2. (a) Todo o plano complexo excepto o circulo de centro (—4,0) e raio v/2; (b) unido de dois
semiplanos fechados: y > 2 e y < —2; (c) unifo de duas faixas ilimitadas verticais, definidas
pelas condigoes —2 <z < —1l e 1 < z < 2; (d) porgao do plano complexo no 2° quadrante
delimitada pelas rectas y = —x e z = 0, excluindo-as. Sao regioes os conjuntos definidos em
(a) e (d).

3. (a) E continua; (b)

4. f'(z) = —2y — 5+ 2ui.

5. Usar teorema de Cauchy-Riemann.

6. (a) E diferencidvel ao longo dos eixos coordenados; (b) é diferencidvel ao longo da recta de
equagao y = x + 2.

7. (a) —i/2; (b) 15(1 —14) /2.

8. (a) A parabola de equagdo v = u?—2u; (b) os trés primeiros quadrantes, incluindo a semirecta
y=0ex >0, easemirectax =0ey < 0; (c) o circulo de centro em z = 0 e raio 1, excluindo
o ponto z = 0.

9.a=1,b=3.

10. v(x,y) = 322y — y3 + bz + 3.

1. (a) f(z) =22 —1* + ey + K)i=22+ Ki, K€ R; (b) f(2) =22-2:2+1+ K, K € R;
(c) f(2) =2+ K, K €R; (d) f(z) =In(2? +y?) + (2arctan (y/z) + K)i, K € R.

12. (a) a=b=0,v(x,y) =K, K €R; (b) a=+5, v(z,y) = e sin5y + K, K € R.
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13. (a) 6 — 57; (b) —44; (c) nao existe.
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Capitulo 2

Funcoes elementares

2.1 A funcgao exponencial

Definigao 7 Para qualquer z = x + yi € C, define-se a fun¢do exponencial de z por

z _ eac—i—yz

e =e"eY" = e”(cosy + isiny),

que pode também ser denotada por exp z.

Nota 3 Quando tomamos z como nimero real, z = x + 0i, a definicio de e* coincide com a

definicdo ja conhecida em R:
e* = "0 = ¢ (cos 0 + isin 0) = e*(1 + 0i) = e”.

Deste modo, a fun¢ao exponencial de varidvel complexa é um prolongamento da fun¢do exponencial

de varidvel real.

Proposigao 7 Propriedades da exponencial Sejam z,w € C. Sdo vdlidas as seguintes pro-

priedades:

(a) e*Tv =¢* - e¥;

(b) e* nunca se anula;

(c) [em+]| =e";

(d) e* é uma fungdo periddica, com periodo 2mi;
(e) e* =1 < z =2nmi, para algum n € 7Z;

(f) (e*)" =e™*, comn € Z.

27
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Proposigao 8 A funcao exponencial

f(z) =€ =¢€"(cosy+isiny)

é analitica em C e a sua derivada é

flz) = ¢
(6z>/ _ z

|
o

Exercicios resolvidos

1. Escreva na forma algébrica os niimeros complexos 3"
2. Mostre, usando a definigdo de derivada, que f(z) = e*

3. Resolva a equagao e* = —1.

S .
17 e~ il e e?:l:d'm.

¢ uma fungao inteira (analitica).

4. Determine o dominio de analiticidade da funcio g(z) = 22/ (e* — 1).

Propostas de resolugao

1. Relembramos que

z = z+iye z=r(cosf+isinf) =re

01

onde r = |z| =+/22+y? e = arctan (ﬂ)
x

Entao temos:
e3T" =% (cos1+isinl) = e>cos1+ (e3sinl) i;

o 2 2
e~ it =¢l (cos (—%) —+¢sin (—%)) = —% - gl
e?E37m = €2 (cos (£37) + isin (£37)) = €2 (=14 0i) =

2. Dado um complexo arbitrdrio zy procedamos ao calcul

—e2 +0i = —€>.

0, pela definicao, da derivada de f em

AR
/ _ / BT f(ZO =+ AZ) — f(ZO) L eZo+Az e%0
_ . ezo(eAz — ]_) e s Az _q .
T AT A T TA

visto que lima,_.o (eAZ — 1) /Az =1, logo a derivada

¢é analitica.

existe para qualquer zg, logo a funcao
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3. Temos
e =—1<e*(cosy +isiny) = —1
< ePcosy+ (e®siny)i = —1
& efcosy=—1Asiny=0
& efcosy=—1ANy=km, keZ

Se k é par entdo cosy = 1 e logo,

e“cosy=—-1=¢e"=-1,
o que sabemos ser impossivel. Se k é impar, dado que cosy = —1, temos
e“cosy=—-1=e"=1=2=0.
Entao,
e=-1er=0Ay=2n+1)r,
com n € Z. O conjunto S das solugoes da equagdo e* = —1 é dado por

S={@n+1)mi:neZ}.

4. A fungdo g(z) = 22/ (¢* — 1) tem por domfnio o conjunto

D={zeC:e*—-1+#0}.

Tratando-se do quociente de duas fungoes inteiras, a fun¢do g(z) é analitica em todos os

pontos tais que e* — 1 # 0, ou seja, em todos os pontos do dominio D. Mas, pela alinea (e)

da proposicao 3,
e —1#40 e #1 & 2#2nwi, neZ.

Logo, o dominio de analiticidade da fungao dada é

D=C\{zeC:z=2nmi,n€Z}.

2.2 As funcgoes trigonométricas

Definigao 8 Para qualquer z € C, definem-se as fungoes seno e coseno de z por

_ e_Zi ezi + e—zi
sin z = e — (& COSZ2 = ——m—
24 2

Nota 4 Vejamos que se mantém as propriedades ji conhecidas em R.

Proposi¢ao 9 Propriedades do seno e do coseno Sejam z,w € C. Sao vdlidas as sequintes

propriedades:
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(a) sin(—z) = —sin z;

(b) cos(—z) = cos z;

(c) sin®z + cos? z = 1;

(d) sin(z +w) = sin z cos w = cos z sin w;

(e) cos(z +w) = cos z cosw F sin z sin w;

(f) sinz e cosz sao fungdes periddicas, com periodo 2.

Proposicao 10 As funcées sinz e cosz sao analiticas em C e tem lugar as sequintes regras de
derivagao:

(sinz) =cosz e (cosz) =—sinz

Nota 5 Outras fungoes trigonométricas de varidvel complexa e as suas derivadas

sin z ,
tanz = , onde (tanz) = ———, cosz #0
cos z cos? z
CoSs z , 1 .
cotz = ——, onde (cotz) =————, sinz#0
sin z sin” z
1 /
secz = , onde (secz) =secztanz, cosz #0
cos z
1 , .
cscz = ——, onde (cscz) = —csczcotz, sinz#0
sin z

Exercicios resolvidos

1. Mostre que cosZz nao ¢é analitica em nenhum ponto do seu domfnio.
2. Determine as partes real e imaginaria das fungoes seno e coseno.

3. Mostre que |sin z| > [sinz].

4. Resolva a equacao cos z = 2.

5. Mostre que sin(2z) = 2sinzcosz e cos(2z) = cos? z — sin’ 2.

6. Mostre que ainda é vélida em C a férmula de Euler

e”” = cosz+isinz.
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Propostas de resolugao

1. Dado z =z + y1,

eEi +e—Ei e(x—yi)i _|_6—(a:—yi)i ey-l—wi _|_e—y—;m'

cosz = 5 = 5 = 5
e¥(cosz +isinx) + e Y(cosx — isinx)
B 2
(e +eY)cosz+i(e’ —eY)sinw
2

A esta funcao correspondem as partes real e imagindria

u(z,y) = (e +e7Y) cosg e v(z,y) = (e —e Y)sin g,

respectivamente. As fungoes u e v nao verificam as equagoes de Cauchy-Riemann. Por

exemplo,
Oou Ov N eY+e ¥ =z (¥ + e¥)si z
— = — ————sin— = (e¥ + e Y)sin -
oxr Oy 2 2 2
Y4 ey
@—%:ey+e—y@ey+e—yzo,

trata-se de uma equagao impossivel.

2. Atendendo as expressoes de seno e coseno hiperbdélicos conhecidas em R, podemos escrever
) ezi _ e—zi e—y-‘rzi _ ey—wi
e 2i 2i
e Y(cosz +isinz) — e¥(cosz — isinx)
2i
(e7¥ —eY)cosz+i(e ¥ +e¥)sinz
2i
e~V 4 e Y — eV

= ————sinz +i————cosz
2 2

= sinxcoshy + i cosxsinhy.

Logo, u(z,y) = sinx coshy e v(z,y) = cosx sinhy. Analogamente,

ezi +e—zi e—y-l—wi + ey—zi
2 B 2
e Y(cosz +isinz) + e¥(cosx — isinx)
2
(e7¥ 4 eV)cosx +i(e”V —eY)sinz
2
e~Y 4 e¥ eV —e Y
= Tcosx—szmx
= coszcoshy —isinxsinhy,

donde u(x,y) = cosz coshy e v(z,y) = sinx sinh y.
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3. Notemos que, dado y € R, temos

2 2
e Y +eY eV —e Y
h?y —sinh?y = [——— ) —(—_
cosh”y — sinh” y ( 5 ) ( 5 )
B e~ 4+ 2e VeV + e — (629 —2eYe Y + 6*2?”)
B 4
4e=YTY
= Ve

Atendendo ao exercicio 2, podemos escrever

lsinz|®> = |sinzcoshy + icoszsinhy|?

= (sinzcoshy)® + (cosx sinhy)?

= sin?z(1 + sinh? y) + cos? 2 sinh? y

= sin’z + (sin® 2 + cos® z) sinh® y

= sin®z +sinh?y = ’sin2 x’ + sinh? y.
Logo,

lsin z|* > |sin |
e, dado que [sinz| e [sinx| representam nimeros reais positivos, concluimos que [sinz| >
|sinz|. De modo andlogo prova-se que
|cos z|* = cos® x + sinh? y,

o que permite concluir que |cos z| > |cos z|, para z = x + yi.

4. Temos
21 —2z1
coszzQ@% =2& e e P =4,

Multiplicando por e?** # 0, obtemos a equacdo quadratica

cosz=2 & (e“')2 —4e**+1=0

42&7 "21674:21\/5_

& el =

Entao,

TVl — oY+ — o =Y(cosz 4 isinz) = 24+ V3,
0 que permite concluir que

e Yeoszr=2+V3Ae Ysinz = 0.
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De e Ysinz = 0 concluimos que sinz = 0, ou seja, que x = nm, para n € Z. Se n fmpar

entao cosx = —1 e logo

—eV=2+V3o eV =—-243,

0 que sabemos ser impossivel, visto que —2 + /3 < 0. Se n par, cosz = 1 e logo,
e_y:2i\/§<:>—y:1n(2i\/§) @y:—ln(2i\/§).

Atendendo a que In (2 — \/3) =—In (2 + \/3), podemos concluir que as solugoes da equagao
sao z = 2km £ ¢In (2 + \/5) Notemos que esta equagao é impossivel em R.

5. sin(2z) = sin(z 4 z) = sin z cos z 4 cos z sin z = 2sin z cos z;

cos(22) = cos(z + z) = cos z cos z — sin zsin z = cos? z — sin? .

o 627,' 4 efzi ‘627" _ efzi 2ezi
6. cosz+1isinz = +1 - = =e
2 21 2

2%

2.3 As funcoes hiperbdlicas

Recordemos que para x € R, as fungoes hiperbdlicas seno e coseno sao definidas através da fungao
exponencial de varidvel real por

xT —T xT —x
. e’ —e e’ +e
(2.1) sinhz = — ¢ coshx = —

As respectivas fungoes de varidvel complexa definem-se de modo andlogo.

Definigao 9 Para qualquer z € C, definem-se as fun¢des seno hiperbdlico e coseno hiperbélico

de z por
e —e % e +e %
sinhz = —— ¢ coshz= ———
2 2

Proposigao 11 As funcoes seno e coseno hiperbélico sao analiticas em C e sdo vdlidas as sequintes

formulas de derivagao:
(sinhz)’ = % =coshz e (coshz) = % = sinh z.

e Também se podem definir as func¢ées tangente e cotangente hiperbdlicas de varidvel complexa,

a saber

tanh sinh z th cosh z 1
anh z = , cothz = — =
cosh z sinhz  tanhz’

assim como a fungao secante hiperbélica, 1/ cosh z, e a fungéo cosecante hiperbdlica, 1/ sinh z.

Proposigao 12 As fungdes hiperbilicas tem asa sequintes propriedades
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1. As funcges seno e coseno hiperbdlico sao periédicas de periodo 2mi
2. sinh (iz) = isin (z), cosh (iz) = cosz
3. sin (iz) = isinh (2), cos (iz) = cosh (z)
4. sinh (z) = sinh (z) cos (y) + @ cosh (z) sin (y)
5. cosh (z) = cosh (z) cos (y) + i sinh (z) sin (y)
6. sinh(2) =0 2= —nmi, n €N
7.cosh(z) =0&2=—-(2n+1)%i, neN
Exercicios resolvidos

1. Determine, as relagoes entre as fungdes trigonométricas e as fungoes hiperbdlicas, as partes

real e imagindria das fungoes seno e coseno.
2. Mostre que cos z = cosh(iz).
3. Mostre que cosh? z — sinh? z = 1.
4. Mostre que 273 é o periodo das fungoes seno e coseno hiperbdlicos.
Propostas de resolugao
1. sin z = sin(z 4 yi) = sinx cos(yi) + cosx sin(yi) = sinz cosh y + 4 cos z sinh y
cos z = cos(z + yi) = cosx cos(yi) — sinz sin(yi) = cosx coshy — isin x sinh y.

e(iz)i + e—(iz)i e 7 4 e*

2. cos(iz) = 5 = 5 = cosh z.
z —Z 2 z 4 2
3 coshQ,z—sinhQZ:(6 +e) _(e —e)
' 4 4
€2Z + 2077 + 6—22 _ €2z + 207~ % — e—2z
_ =1.
4
4. Temos
sinh(z 4+ 2mi) = sinh(z + (27 + y)i)

= sinhx cos(2m + y) + i cosh z sin(27 + y)

= sinhx cosy + ¢ cosh x siny = sinh z,
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assim como
cosh(z + 2mi) = cosh(z + (27 + y)i)
= coshxcos(2m + y) + isinh z sin(27 4 y)
= coshzcosy + isinhxsiny = cosh z.

Nao seria de esperar outro valor para o periodo, dado que estas fungoes sdo definidas através

da fungao exponencial.

2.4 A funcgao logaritmo

No caso das fungoes reais, a fungao logaritmo neperiano é simplesmente a fungao inversa da fungao
exponencial neperiana. Dados x,y € R temos £ = Iny se e s6 se ¥ = y.
O caso complexo ¢ mais delicado. A fungao exponencial é periédica de periodo 27i e, como tal,

nao é invertivel em todo o seu dominio C. No entanto, pretende-se que a relacao
(2.2) logz=w seesése z=e¢e"

se mantenha vélida em C. Se (2.2) se verificar para w = u + vi entéo

et =2 & e“(cosv +isinv) =z

& zl=e"Nargz =

< u=lIn|z| Av=argz.
Deste modo, para z # 0 (visto que ¥ # 0 para todo o w € C), é natural definir
(2.3) logz =1n|z| + iarg z.

Existem, no entanto, infinitos valores para log z, um para cada argumento de z. A diferenca
entre quaisquer dois destes valores é um muiltiplo inteiro de 27mi. Assim, a expressdo (2.3) nao

define uma funcao.

1arg z

Observemos que, se z = |z| e =z + yi,
elogz — eln|z|+z’argz — eln\z|eiargz — ‘Z| eiargz = 2.
Mas,
log(e®) = Inle®|+iarge® =1Ine” +i(y + 2kn)

= x4 (y+2kn)i = (z+yi) + 2kmi = z + 2k,

para k € Z. No entanto, se considerarmos para argumento de z o seu argumento principal, caso

em que tomamos k = 0, é possivel definir a fungao logaritmo.
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Definigao 10 Para qualquer z = x+yi € C, com z # 0, define-se a func¢do logaritmo principal
de z por

logz =1In|z| +iarg z,
com arg z € [—m, 7.

Podemos agora afirmar que a funcao logaritmo principal, log z, é a funcao inversa da re-
stri¢ao da fungéo exponencial de varidvel complexa a regido fundamental {x +yi: —7 <y < 7}.

Ou seja, verifica-se (2.2).

Nota 6 Podemos definir a fungao logaritmo mais geralmente da sequinte forma: a func¢ao loga-

ritmo relativa ao intervalo [0y, 00 + 27] é a fungdo
logz=1In|z| +iargz, argz € [0o,00+ 2.

FEsta fungao designa-se muitas vezes por ramo do logaritmo correspondente ao intervalo [0y, 0o + 27[;
quando 0y = —m, obtém-se o ramo principal do logaritmo. A func¢do logaritmo relativa ao inter-
valo [0g, 00 + 27| é a fungdo inversa da restri¢io da fungdo exponencial & regido fundamental

{x+yi: 0y <y<6by+2n}.

Nota 7 Quando z é um nimero real positivo, z = x + 0i com = > 0, a definicao de log z coincide

com a defini¢cdo ja conhecida em R
logz =logz =Inlz| +iargz = Inz.

Salvo indicagao em contririo, em tudo o que se segue, quando nos referimos a

funcao log z referimo-nos a fungao logaritmo principal.

Nota 8 No cdlculo real, nao estd definido o logaritmo de nimeros negativos. Em C tal nao é

verdade. Por exemplo,
log(—1) =In|-1|+iarg(—1) =Inl+i(—7) = —mi.

Este é um dos motivos que nos leva a considerar notagées diferentes para o logaritmo de um nimero

complexo e para o logaritmo neperiano de um nimero real.

A parte real da funcdo logaritmo, u(x,y) = In|z| = In /22 + y2, é continua em C\ {0}. Con-
tudo, a parte imagindria v(z,y) = arg(x +yi) é descontinua nos pontos de coordenadas (z,0), com
x < 0 (exercicio 5). Como tal, a funcao logaritmo nao é continua no eixo real negativo, ou
seja, em complexos z da forma z = z 4 0i, com z < 0.

As propriedades do logaritmo que se verificam no célculo real continuam véalidas em C, desde

que correctamente interpretadas. Vejamos os seguintes exemplos.
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Exemplo 4 Consideremos os nimeros compleros z = —1 e w = i e escolham-se os argumentos

no intervalo [0,2w[. Temos |z| =1, argz =, |[w| =1 e argw = 7/2. Como tal,

logz+logw = (Inl+im) + (1n1+ig) = 3—7rz

Por outro lado,

. ( +7r> .3
w=cis|(m+ =) = cis—
2 2’

pelo que

(3w 3
log (zw) =Ilnl+1 (7) =5t

Logo, neste caso, verifica-se a igualdade log z + log w = log (zw).

FEscolha-se agora o intervalo [—2m, 0] para os argumentos de z e w. Entdo, argz = —m, argw =
—31/2 e arg (zw) = —7/2, donde
3 5
logz+logw = (Inl—im)+ (lnl - z%) = ——ﬂi,

T
1 ~ Il ‘(——):f—‘.
og (zw) nl+i 5 5
Neste caso, verificamos que a diferen¢a (log z + logw) — log (zw) é de —2mi.

Proposicao 13 Propriedades do logaritmo Sejam z,w € C\{0}. Sao vdlidas as segquintes

propriedades:
(a) log(zw) = logz + logw (mod 27i);
(b) log(z/w) =log z —logw (mod 27i).
(c) log(z) é analitica no conjunto C\{z +iy:x <0 ey =0} e a sua derivada é dada por
1
(log2) =
Exercicios resolvidos
1. Determine os valores de log(—2), logi, log(—1 — ) e log (\/§ +1i).
2. Resolva a equagao e* = V3 +i.
3. Calcule o valor principal de log(—3).

4. Considere os nimeros complexos z = —i e w = —1 4+ i. Mostre que log (z/w) = log z — logw

(mod 27ri).
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Mostre que a funcao v(z,y) = arg(z + yi) é descontinua nos pontos de coordenadas (x,0),

com z < 0.

Mostre que a fungao f(z) = log z verifica as condi¢oes de Cauchy-Riemann para z = = + yi,

comz#0ez#x<0.

Derive a fungao
f(z) =log(e” + 1),

indicando a regiao em que é analitica.

Propostas de resolucao

1. log(—2) =In2+iarg(—2) =In2 +i(7w + 2kn),
logi=Inl+targ:s =1 (g +2k7r> ,
3
log (=1 —i) =Inv2 +iarg(—1 —4) =Inv2+i <_Z7T + 21{:77) ,
log (V3 +i) =In2+iarg (V3+i) =In2+i (g +2kr), ke
2. Temos
& =V3+ioz=log (\/§+z)
Pelo exercicio 1, o conjunto solugao da equagao é
T
§={m2+i(%+2km):kezf.
3. Dado que —3 = 3cis (—m), o valor principal do logaritmo de —3 é
log(=3) =In3+i(—7) =1In3 — mi.
4. Consideremos os nimeros complexos z = —i e w = —1 + i e escolham-se os argumentos no
intervalo [—, w[. Temos |z| = 1, argz = —7/2, |w| = V2 e argw = 37/4. Como tal,

logz —logw = (lnl—&-i(—g))—(ln\/i—&-i%r)

[
=
5
_|_
=~
/T\
=
I
Ky
~——
Il
5
I
<
g

Por outro lado,

pelo que
3
logi :ln\/i—f—i—ﬂ.
w 4

Verificamos entao que a diferenca (log z — logw) — log (z/w) é de —2mi.
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5. Seja (z0,0) € R? tal que zg < 0. Entdo,

lim arg(z + yi) =,
(z,y)—(z0,0) B vi)
y>0

enquanto que
lim arg(x 4+ yi) = —m.
(%,y)— (0,0) g( Y )
y<0

Podemos assim concluir que, para zo < 0, nao existe lim ) (z0,0) v(2, y)-

6. Para z = z + yi = e’ temos u(r,0) = Inr e v(r,0) = 0. Assim,

ou _ 1 ou _
o r 80
ov ov

o~ 0 et

o que mostra serem vdlidas as equagoes de Cauchy-Riemann estabelecidas para coordenadas

polares,
Ou 10v v 10u

—=—-—= e —=-——
or radl ar r 00

7. A fungdo e* + 1 é analitica em C. Logo, log(e? 4+ 1) é analitica em todos os pontos tais

que e* 4+ 1 pertence ao dominio de analiticidade da fungéo logaritmo, ou seja, ¢ analitica no

conjunto

C\{z€C:Im(e*+1)=0ARe(e* +1) <0}.
Escrevendo z = x + yi,
Im(e*+1)=0<e"siny=0<siny =0« y =nm, paran € Z.

Por outro lado,

Re(e? +1) <0< e”cosy+1 <0< ecosy < —1.

Como y = nm, n € Z, temos cosy = 1, se n é par, e cosy = —1, se n é impar. Se n for par
entao e* < —1, o que é impossivel. Se n for impar entao e > 1, ou seja, x > 0. Concluimos

que f & analitica no conjunto
C\{z=z+vyi:z>0ANy=2(k+ 1), keZ}.

Utilizando o teorema da fungao composta,
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Exercicios propostos

1. Calcule todos os valores de e, log(—2i), e3!°8(1=%),

2. Resolva, em C, as seguintes equagoes:

(a) cosz = 10; (b) cosz =sinz; (¢) sinz=2;
(d) sinhz=—i; () € =-3; (d) € +6e % =5.

3. Apresente as seguintes fungdes na forma f(z) = u + vi:

(a) f(z)=e"; (b) f(z)=¢".

4. Determine as regices onde as seguintes fungoes sao analiticas e calcule f/(z):

() f(z) = e, (b) f(2) = cos (1/2) + 77T

f =
(¢) f(z) =sin (log2?); (d) f(z) =+v2%2-2.

5. Determine para que valores de z é vilida a igualdade log 22 = 2log z, quando se considera o
ramo principal do logaritmo.
6. Mostre que a fungao f(z) = €* nao é analitica em nenhum ponto do seu domfnio.
7. Mostre que €*™ =1, ™2 =4, ™ =—1, e /¥ =—j ¢ ¢ ™ =—1.
8. Mostre que ’eiy’ =1, para todo o y € R.
9. Mostre que u(zx,y) = Re (622) ¢ uma fungao harmoénica.
10. Mostre que tan z = u~+wvi onde u(z,y) = sin 2z/ (cos 2z + cosh 2y) e v(z,y) = sinh 22/ (cos 2z + cosh 2y) .

11. Prove que a funcao tan z é periédica de periodo .

12. Mostre que, para quaisquer z,w € C, sao vilidas as seguintes igualdades

(a) cosh (z + w) = cosh z cosh w + sinh z sinh w;
(b) sinh (z 4+ w) = sinh z cosh w + cosh z sinh w;

(¢) cosh? z + sinh® z = 1.

13. Mostre que cosz = oS 2.
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Solugoes
1. cosl+isinl; In2+i(—7w+2kn), k€ Z; —2— 2i.

2. (a) z = 2nm £iln (10 +3V11); (b) z = w/4 +nm; (¢) 2 = /24 2n7 —iln (2+/3); (d)
z=(—7/242nm)i; (e) (=7 + 2n7) — (In3)4; (f) z=In3 + 2n7wi V z = In 2 + 2nmi.

3. (a) ¥ cosz — ie¥sina; (b) e ¥ cos (2wy) + ie® ~Y sin (2ay).

4. (a) f'(z) = 3122¢™ 71, V2 € C; (b) f'(2) = 1 sin (1)—%6#“, Vz € C\ {—4,0,i};(c)

22 z 22 4+1)
2
f’(z):;cos(logZQ), VzeC\{z=yi:y cR}; (d)\/%, VzeC\{z=yiVz=2—V2<2<V2}

5 z= rew, comr>0efe [—77/2a7r/2['
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Capitulo 3

Integracao no plano complexo

O estudo da integragao no plano complexo é importante por duas razoes essenciais. Por um
lado, podem ocorrer integrais de varidvel real cujo cdlculo nao é imediato pelos métodos usuais de

integracdo real mas que a integragao complexa permite resolver facilmente. Por exemplo, o cdlculo

 gin? x
5 dx.
0 X

Por outro lado, algumas propriedades basicas das fungoes analiticas podem ser estabelecidas com

do integral

base na integragdo complexa ndo sendo as abordagens alternativas imediatas. O teorema de
Cauchy-Goursat, por exemplo, permite concluir que as fungoes analiticas possuem derivadas de

todas as ordens.

3.1 Integrais curvilineos

Os integrais curvilineos, integrais de uma fungido f(z) ao longo de uma certa curva no plano
complexo, sao definidos de forma andloga & usada para definir integrais curvilineos no plano bidi-

mensional R2.

Definigao 11 Sejam a,b € R, com a < b. Uma curva em C é o contradominio de uma fun¢ao
continua v : [a,b] — C. A fungdo v é designada por parametrizacdo da curva (de pardametro

real t) e
v(t) = z(t) +iy(t), te€la,b]

por equacdo paramétrica da curva.'

1Podemos pensar numa curva como a trajectéria de um ponto material (z(t),y(t)) = x(t) + iy(t) € C, em cada
instante ¢, com ¢ a variar num intervalo de tempo [a, b].

43
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Dada uma curva parametrizada por vy(t) = z(t) + y(¢)i, t € [a, ], e to € [a,b], 0 vector
7 (o) = 2'(to) + it/ (o)

designa-se por vector tangente 4 curva no ponto t = t;.2
Sempre que ndao haja ambiguidade, referimo-nos & curva - para mencionar a curva parame-

trizada por 7.

Defini¢ao 12 Uma curva vy diz-se suave (ou regular) quando as fungdes x(t) e y(t) tém derivadas
continuas no intervalo [a,b] e o vector v'(t) = «'(t) + iy’ (t) ndo se anula em [a,b].

Se ezistir uma parti¢ao do intervalo [a, b], ou seja, um nimero finito de valores reais ag, a1, . .. , Gy,
comag =a < a; <---<ap,=>b, tal que as restrigoes v; = Vaj_1,a;0 j=12,...,n, sao curvas

suaves entdo a curva -y diz-se seccionalmente suave (ou seccionalmente regular). Neste caso,

v diz-se a soma (ou uni@o) das curvas Vs J=1,2,...,n, e denota-se por Y1 +vyot -+ Yy
v(b)
) T
—>
| | Ly (@)
[ J
' P >

X

A suavidade de uma curva significa geometricamente que ela tem vector tangente v'(t) = 2/(¢) +

13/ (t) tnico em cada ponto e que este varia continuamente em ¢.

Exemplo 10 A func¢do v(t) = z(t) + iy(t) tal que

x(t) =1
{ y((lf))Zt2 , teR

define a pardbola dada, em coordenadas rectangulares, pela equacdo y = z°. Consideremos a
fungdo v : [—1,2] — C definida por v(t) =t +it?. Dado que x(t) e y(t) sdo funcées continuas com

derivadas continuas no intervalo [—1,2], v é uma curva suave que corresponde ao arco da pardbola

2Note-se que 7 é uma aplicacao de varidvel real. Como tal, a existéncia da derivada +/(t) implica que existam as
derivadas z/(t) e y'(t) enquanto derivadas de fungdes reais de varidvel real.

Em cada instante ¢, o vector tangente (z’(¢),y'(t)) = «'(t) +iy’(t) pode ser interpretado como o vector velocidade
de um ponto material, com posigao (z(¢),y(t)).
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y = x2 compreendido entre os pontos z; = y(—1) = —1+1i e 20 = y(2) = 2 + 4i. Note-se que

Y (t) =14 2ti #0 para —1 <t < 2. Geometricamente,

Exemplo 11 A circunferéncia de centro na origem e de raio 1 pode ser parametrizada por y(t) =

cost +isint = e, t € [0,27]. De facto,
22(t) + y*(t) = cos® t +sin’t = 1.

Trata-se de uma curva suave visto que x(t) = cost e y(t) = sint sdo fungées continuas com
derivadas continuas no intervalo [0,27] e v'(¢t) = —sint + icost # 0 para 0 < ¢ < 27 (as fungdes

seno e coseno ndo tém zeros coincidentes).

Exemplo 12 A elipse de centro na origem e de semi-eixos horizontal e vertical com medidas a 7 0

e b # 0, respectivamente, tem parametrizagdo (t) = acost + ibsint, t € [0,2x]. Com efeito,

=cos’t +sin?t = 1.

Trata-se, tal como a circunferéncia, de uma curva suave.

Exemplo 13 A curva v parametrizada por

() = t+it? se —1<t<2

T t+4i se2<t<3
é seccionalmente suave. Dado que v,(2) = 75(2), v € a unido da curva 7y, (t) = y_1 9(t) = t +it*
com a curva Yo(t) = y)j,51(t) = t + 4i. Além disso, v, é uma curva suave dado que as fungdes
z(t) =t e y(t) = t? tém derivadas continuas e v} (t) = 1+ 2ti # 0. Analogamente, a restrigao 7,

é uma curva suave. Observamos que v nao é suave pois vy (2) =1+ 4i enquanto que 5 (2) = 1.

No que segue todas as curvas consideradas sao seccionalmente suaves, salvo indicagao em con-

trario.
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Definigao 13 A orientacdo ou sentido de uma curva v : [a,b] — C, a < b, é de y(a) para

~v(b). A curva —vy parametrizada por

(—@) =~v(a+b-1t), te€]a,b],

corresponde ao mesmo conjunto de pontos mas orientada no sentido inverso ao de 7.

Quando o ponto final coincide com o ponto inicial, y(a) = v(b), a curva v diz-se fechada. A
orienta¢io de uma curva fechada diz-se positiva (ou directa) se é contraria ¢ dos ponteiros do
reldgio e diz-se negativa (ou indirecta) no caso contrario.

Se y(t1) # v(t2) sempre que t; # ta, com t1,ts € la, b, entdo a curva diz-se simples. Uma

curva simples e fechada é designada por curva de Jordan®.

Exemplo 14 A curva y(t) = zg +re', com t € [o, 8] e B < a + 27, define um arco da circun-
feréncia de centro zg e de raio v, com extremidades inicial e final v («) e v(8), respectivamente.
Trata-se de uma curva suave dado que z(t) = xg + rcost e y(t) = yo + rsint tém derivadas con-
tinuas e v'(t) = ire’t #0 em todos os pontos. Quando B = a+ 2w, temos v (a) = v(B) e a curva é
fechada e descrita no sentido positivo. Atendendo a que se trata de uma circunferéncia, é imediato
que se trata de uma curva simples. A curva (=) (t) = zo +re” ", t € [, + 27|, representa a

mesma circunferéncia, mas orientada no sentido negativo.
Comecemos por definir o integral curvilineo de uma fungéo complexa de varidvel real.

Definicao 14 Seja h : [a,b] — C uma fung¢io compleza de varidvel real definida por h(t) =
u(t) + iv(t), para fungdes u e v continuas em [a,b]. Define-se o integral curvilineo da fungdo

h no intervalo [a,b] como sendo o nimero complezo

/ab h(t)dt = /abu(t)dt i /abv(t)dt,

onde o0s integrais de u e v sao integrais usuais de fungoes reais de wma varidvel real.

Exemplo 5 Pretendemos determinar o integral curvilineo da fungdo h(t) = t>41+t3i no intervalo
[0,1]. Dado que u(t) =t +1 e v(t) = t3 sdo as partes real e imagindria de h, respectivamente,

temos
! ! 1 4 1
/ (t2—|—1+it3)dt:/(t2—|—1)dt+i/ Bdt = = + =4,
0 0 0 3 4

Segue-se a defini¢do de integrais curvilineos para fungdes complexas de varidvel complexa.

3Em referéncia a Camille Jordan (1838-1922).
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Definigdo 15 Sejam f uma funcdo continua definida num aberto A C C e~ : [a,b] — C uma curva
seccionalmente suave tal que 7 ([a,b]) C A. Define-se o integral curvilineo (ou simplesmente
integral) ao longo de ~, que se denota por f,y f(z)dz (ou simplesmente por f,y f), como sendo o

numero complexo

[ree=% [ 16,0) 0

j—1
onde ag = a < a1 < -+ < ap, = b é uma parti¢io do intervalo [a,b] tal que as restri¢ées v =
Vay_1,a;» Para j = 1,...,n, parametrizam curvas suaves. A funcao [ é designada por funcao

integranda. Quando a curva é fechada é usual a notagao f,y f.

A continuidade da fun¢do f em todos os pontos da curva e a continuidade das restrigdes ’y;-,
para j = 1,...,n, garantem a existéncia do integral. O valor do integral corresponde, assim, a
soma (finita) dos n integrais curvilineos das fungdes complexas de varidvel real f (v, (t)) -5(t) em
cada um dos intervalos [aj_1,a;], conforme a defini¢do 6. No caso particular de f ser uma funcao

continua em todos os pontos de uma curva suave v : [a,b] — C, temos o caso mais simples em que

Lf @i= [ ) (e

Exemplo 15 Consideremos a circunferéncia de centro na origem e de raio 2. Uma parametriza¢do

para esta curva suave pode ser definida por
Y(t) = 2cost + i2sint = 2™, t € [0,27].

Pretendemos calcular o valor do integral de f(z) = 1/z ao longo da curva v. A funcio f estd

definida e é continua em todos os pontos da curva vy (f tem por dominio C\ {0} mas a origem ndo

pertence & curva). Entdo, dado que ~'(t) = —2sint + i2 cost,
o
%f(z)dz = f(2cost +i2sint) (—2sint 4 2 cost) dt
vy 027r ,
= /0 Jeost T iZont (—2sint +1i2cost)dt

21 . .
2cost —i2sint
= / oSt — 12 (—2sint 4 i2cost) dt
0

N 4dcos?t + 4sin?t
/27r —4costsint + 4icos?t + idsin® ¢t + 4sint cost
4
0

27 4. 2m
= / ﬂdt:i/ dt = 2.
0 4 0

Em alternativa, podemos usar a forma y(t) = 2¢%. Temos entdo +'(t) = 2ie' e o integral é dado

dt
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por
27
j{f(z)dz = / f(Qeit) 2ie™dt
0% 0

27 1 ) 27 27
= / —2ie’dt = / idt =i / dt = 2mi.
0o 2e 0 0

Exzemplo 6 Consideremos a curva representada na figura e a fung¢io f(z) = z definida em todo o

plano complezo.

A

Y 2+2i

Trata-se de uma curva seccionalmente suave, unido de duas curvas suaves: o segmento de recta
que une z =0 a z = 2 parametrizado por v,(t) =t, t € [0,2], e o segmento de recta que une z = 2
a z = 24 2i parametrizado por vy5(t) = 2+ (t — 2)4, t € [2,4]. Dado que a fungio f(z) = z é
continua em C (em particular, na curva) e ¥i(t) = 1 e v4(t) = 4, o integral curvilineo é obtido

como soma de dots integrais na varidvel real t,
2 4
/f(;;)d;; _ / f(t)dt—i—/ FO+(t—2)i)idt
% 0 2
2 4
/ tdt—i—/ (24 (t—2)i)i dt
0 2

2 4 4
/tdt+i/ Zdtf/ (t —2)dt = 4i.
0 2 2

Exemplo 16 Consideremos a func¢io f(z) =z, de dominio C, e o arco da circunferéncia de centro

na origem e de raio 1 situado no 1° quadrante, parametrizado por v(t) = cost+isint, t € [0,7/2].
Temos v'(t) = —sint + icost e, sendo f(z) = x — yi uma fungao continua em todos os pontos da

curva, obtemos

w/2
/f(z)dz = / f (cost +isint) (—sint + i cost)dt
v 0

w/2
= / (cost —isint) (—sint + icost)dt
0

w/2 /2 -
/ 7 (cos2 t + sin? t) dt = z/ dt = —1.
0 0 2
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Exemplo 17 Dada a fungdo f(z) = 22

continua em todo o plano complexo, pretendemos calcular
o valor do seu integral ao longo do segmento de recta definido, em coordenadas rectangulares, pela
equacao y = dx, entre os pontos z1 = 0 e zo = 24 10i. Podemos considerar a propria varidvel x
como pardmetro e usar a parametrizagao y(x) = x + dxi, com x € [0,2]. Temos v (x) =1+5i e o

integral é entao dado por

[yf(z)dz

/2 f (x + 5ai) (1 + 5i)de = /2 (z + 5ai)* (1 + 5i)da

2 2
/ (10z% — 242?) (1 4 5i)dz :/ (—742® — 1102%) da
0 0

2 2
592 880
= / —T4x?dx —i/ 1102%de = - == — —i.
0 0 3 3

Nota 9 Seja f(z) = u(z,y) + v(z,y)i ey (t) = z(t) + iy(t) a parametrizagao de uma curva. Sem

perda de generalidade, podemos supor que v é suave'. Temos

ReAf(z)dzzA[U(w,y)dx—v(w,y)dy],

Im[yf(z)dz:L[u(a?,y)dy—&—v(ac,y)dx].

O integral curvilineo f7 f(2)dz pode assim ser escrito em termos de dois integrais de linha no plano

bidimensional.
Algumas propriedades dos integrais curvilineos s@o enunciadas a seguir.

Proposigao 14 Seja v uma curva em C seccionalmente suave. Sejam f e g funcées definidas e

continuas na curva y. Sao vdlidas as sequintes propriedades:

(@) [ [C1f(z) + Cog(2)]dz = C1 [, f(2)d2+C2 [ g(2)dz para constantes C1, Cz € C (linearidade

do integral curvilineo);
(b) [, f(z)dz=— [ f(z)dz (integral curvilineo na orientagéo inversa);

(c) Se v = v, + -+ +,° entao f'yl+~~+'yn f(2)dz = fvl f(z)dz + - + f% f(2)dz (integral

curvilineo ao longo da uniao de curvas).

4No caso em que 7 é uma curva seccionalmente suave basta, atendendo a definicio 8, usar o mesmo raciocinio
em cada subintervalo [a;j_1,a;] da parti¢do do intervalo [a,b].

SEscrevemos v = v;+75 para denotar que v ¢ a unido ou soma das curvas seccionalmente suaves y; € Yo:
dadas curvas vy : [a,b] — C e 74 : [b,c] — C com v;(b) = v45(b), define-se v; + 5 : [a,¢] — C por

m+ww={ 28 wpss!

A soma geral v = ~y;+ - +y,, define-se de forma anéloga.
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Exemplo 7 Considerando a curva apresentada na figura,

Eixo
imaginario
1+2i
1+i
Eixo real
pretendemos calcular o valor do integral curvilineo da funcio f(z) = x® + y*i ao longo desta

curva seccionalmente suave. Esta curva é a unido de duas curvas suaves, uma parametrizada por
v1(t) = t+ti com t € [0,1] e outra parametrizada por v4(t) = 1+ ti, com t € [1,2]. Entao
Y =171+ e logo

/7 f(2)dz = / f(2)dz + / f()dz

/fvl 7t dt+/ F(ra(t)) - va(t)dt
/(t2+t2i)(1—|—i)dt+/ (L4 t%) i dt

0 1

(1+’)/1t2(1+i)dt+/2(i—t2)dt
0

(1+1) /tdt—H/ dt — /tht

S S
- Y3 3_33Z

A mesma curva pode ser parametrizada por diferentes funcées. Poe-se a questao de saber se o

valor do integral curvilineo fv f(2)dz é independente da parametrizacao usada. Para responder a

esta questao necessitamos da seguinte definigao.

Definicao 16 Dada uma curva seccionalmente suave parametrizada por v : [a,b] — C, uma nova
fungdo v : [5,5} — C diz-se uma reparametrizacdo de v se existe uma fung¢ao « : [a,b] — {'d, 5}

tal que o/ (t) > 0, ala) =a, a(b) =b ey (t) =7 (a (t)).

As condigdes impostas a a, o (t) > 0, a(a) = @ e a(b) = b, garantem que a curva parametrizada

por ¥ tem a mesma orientacdo que a curva parametrizada por 7.

Proposigao 15 Se v : [5,3] — C ¢é uma reparametrizac¢ao de 7y : [a,b] — C entdo

/Wf(z)dz:/:yf(z)dz
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Exemplo 8 Pretendemos calcular f7 Re(z)dz ao longo do segmento de recta que une z; = 0 a
29 = 1+ 4. Escolha-se a parametrizagio v : [0,1] — C dada por v(t) =t + it. A funcdo integranda

é continua nos pontos da curva. Dado que ~'(t) = 1+ 1, temos

1 1
/Re(z)dz = /ORe('y(t))~'y’(t)dt:/0 Re (¢t +it) (1 4 14)dt

! 1 11
/ t(1+i>dt:(1+z’)/ pt= 24 L
0 0 2 2

Para a mesma curva podemos considerar outras parametrizagdes, por exemplo, ¥ : [1,2] — C

definida por ¥(t) = (t — 1) + ¢ (t — 1). Verificamos que o integral é dado pelo mesmo valor,

/Re(z)dz - /1Re(7y(t))-7(t)dt:/1 Reft—1+4i(t—1)] (1 +1i)dt

- /12(t—1)(1+i)dt=(1+i)/12(t—1)dt:%+%i,

Frequentemente, é ttil obter uma estimativa superior do médulo de um integral. Dada uma
curva parametrizada por v(t) = z(t)+y(t)i, com ¢ € [a,b], o comprimento da curva -y é definido

por
b b
1) = [ VIR ORd = [ o)
a a
Nota-se que, o comprimento de uma curva ¢é independente da parametrizagao considerada.
Proposigao 16 Seja f uma fun¢ao complexa de varidvel complexa definida e continua num aberto

A CC e seja:[a,b — A uma curva seccionalmente suave em A. Se f for limitada sobre a

curva, isto €, se existir M > 0 tal que |f(2)| < M, para todo o z € v ([a,b]), entdo

/Yf(z)dz

Exemplo 9 Consideremos a fung¢io complera f(z) = €*/(z+1) de dominio C\{—1}. Pre-

< M- 1(y).

tendemos obter uma estimativa superior do mddulo do integral de f ao longo da circunferén-
cia de centro na origem e de raio 4, definida por |z| = 4. Considerando a parametriza¢ao

~v(t) = 4cost +4sint, 0 <t < 2m, o comprimento desta curva é dado pelo integral

27 2w
I(y) = / \/(—leint)2 + (4cost)® dt = / 4 dt =8n
0 0

(como seria de esperar pela formula do perimetro de uma circunferéncia). Quanto & limitacao da

funcao f ao longo desta circunferéncia, podemos escrever

=

e’ e
:—<—’
3 7 3

e | el _ lefl _ Il _Ief]
z+1 lz+1] — 2] -1 4-1

w
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ja que o valor mdzimo que x = Re(z) pode tomar ao longo da circunferéncia é 4. Entdo, pela

proposi¢ao 16, obtemos a estimativa pedida,

ez
d
j{z+1 *

Exercicios resolvidos

1. Dada a fungdo complexa f(z) = Z calcule o valor do integral curvilineo fv f(2)dz onde v & a

curva definida por z(t) = 3t e y(t) = t?, com t € [1,4].
2. Calcule o valor do integral curvilineo f7 f(2)dz para
(a) f(2) =y — x — 322 sobre a curva que ¢ a unido do segmento de recta que une z = 0 a

z =1 com o segmento de recta que une z =7t a z =1+ 14;

(b) f(2) = (2 +2)/z sobre a semicircunferéncia parametrizada por v(f) = 2¢¥, com 0 <

0 < —m;

(¢) f(z) = 1/z sobre os pontos da semicircunferéncia de centro 2 e de raio 1 com parte real

superior a 2 e percorrida no sentido negativo.

3. Considere o caminho (t) = €', para t € [0,27]. Prove que sdo nulos os integrais curvilfneos

1 1
¥ 12l 5 12%]
4. Calcule o valor do integral curvilineo f7 f(2)dz onde ~ ¢é a curva de equacao dada, em coor-

denadas rectangulares, por y = x entre os pontos z = —1 —i e 2 = 1+, e onde f é a funcdo

definida por
1 sey <0

f(z)_{zly sey >0

5. Considere a curva y(t) = e'*, com t € [0, w]. Mostre que
ez

/ —dz
y 2

6. Escrevendo o integral curvilineo em termos de integrais reais, prove que

/dz:BfA
y

quando a integracao é feita ao longo de uma curva seccionalmente suave que una o ponto A

<erm.

ao ponto B.
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Propostas de resolugao

1. Dada a curva y(t) = 3t + it?, com t € [—1,4], temos +/(t) = 3 + 2ti. Sendo z(t) = 3t e
y(t) = t? fungdes continuas com derivadas continuas no intervalo [—1,4], a curva vy é suave.
Corresponde ao arco da pardbola definida, em coordenadas rectangulares, pela equacao y =
22/9 entre os pontos z = y(—1) = =3 +i e 2 = y(4) = 12 + 16i. Sendo a fungdo f(z) ==

continua em todos os pontos da curva 7y, o integral curvilineo é dado por

4 4
/Edz = / 3t +it2(3 + 2ti)dt = / (3t — t%1) (3 + 2ti)dt
¥ -1 -1

4 4 4
= / (9t + 2t° + 3t%) dt = / (9t + 2t%) dt + 31/ t* dt
-1 -1 -1

9 1 1 .
= 515 + 5255 + 3%§63 =195 + 63.

2. (a) O segmento de recta que une z =0 a z = i pode ser parametrizado por v, (t) = ti, com
0 <t <1, eosegmento de recta que une z = 4 a z = 1 + 4 por v5(t) = t + i, com

0<t< 1.

Eixo
imaginario

1+i

W Eixo real

Dado que a funcio f(z) = y — x — 32%i estd definida e é continua ao longo de cada uma

das curvas suaves consideradas, temos

1 1 1 1
Af( )d /0 f(ti)i dt+/0 ft+1i)1 dt /O ti dt+/0 (1—t—3t%)dt

! ! L, 1 .1 1
i [ tdt 1—t)dt—3i | dt=i+=—3ic=-=.
Z/o +/O( ) Z/o z+2 iz=3

(b) A semicircunferéncia parametrizado por v(f) = 2¢?, com —7 < § < 0, centrada na

origem e com raio 2 situada nos 3° e 4° quadrantes, é uma curva suave com 7' (#) = 2ie'.

A funcéo f(z) = (z+2)/z estd definida (o seu dominio é C\ {0} e a origem néo pertence
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a 7y) e é continua na semicircunferéncia . Temos, entéo

0 0 0
/f(z)dz = / f (Qeie) 2ie’ df = / 2¢ + 22iei‘9 do
.

16
—7 —7 2¢?

0 0
= z/ (2€i9+2)d9:i/ (2 (cosf +isiné) + 2)db

—T —T

0 0
z[/ (2c059+2)d6+2i/ sin9d9]

—T —T

= Qi[2m+2i (=1 —1)] =i(2r — 4i) = 4+ 2ri.

(¢) Os pontos da semicircunferéncia de centro 2 e de raio 1 com parte real superior a 2,
percorrida no sentido negativo,.podem ser parametrizados por v(t) = 2 + cost — isint

s s
com—§ <t<—.

2
Eixo
imaginario
TS
7/ \
/ \
1
1 ‘\ 4 }3 Eixo real
S s
N L

Trata-se de uma curva suave onde a funcdo f(z) = 1/z estd definida (o seu dominio é

C\ {0}) e & continua. O integral curvilineo é dado por

/2

j{f(z)dz = / f(2+cost —isint)(—sint — i cost)dt
gl

—7/2

/2 1
= / ——(—sint —icost)dt
_x/2 2+ cost —isint
™2 (24 cost + isint) (—sint — icost)
x/2 (2+cost —isint) (2 + cost +isint)

B /”/2 —2sint — 2icost —i

; —n/2 (24 cost)? 4 sin®t

B /”/2 —2sint —i(2cost — 1)
—x/2 44 4cost

B 1/”/2 —sint it i/”/z QCOSt_ldt
2 _n/2 1+ cost 4 ) 72 1+cost

Efectuando a mudanga de varidvel no 2° integral simples tant/2 = s, temos cost =

dt
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(1-5%) /(14 s?) et’' =2/ (14 s?). Obtemos, entéo,

, 21—32 1

1 [™? —sint [N T2 2

]{f(z)dz = —/ ﬁdt—i/ l+s 5 5ds

~ 2 ) _rs2 1+ cost 4 ) 4 1+1_8 1+s
1+ 82

S 2 2

2—2s*—1—3s 1
Inll St /2 _l d
[In |1+ cos |]_7,/2 2 T 2 -2 152 S

. 1 2

) 1—3s 1
Inl—1Inl) — ~ d
(Inl—Inl) 2/,1 2 1482

S S|
) 35 —1 ) 4
= O+Z/171—|—82ds_2/1<31—1—82>d8

— %[35 —4arctan8]1,1 = i (3 _4£ +3+4 (_%)>
3T,
2

[NCRIE OY e

= 1(6—27{):

3. Dada a curva y(t) = €', para t € [0,2n] temos +/(t) = ie’. Trata-se da circunferéncia de

centro na origem e de raio 1, onde as fungdes f(z) = 1/|z| e g(z) = 1/|2%|, de dominio

C\ {0}, est@o definidas e sdo continuas. Para esta curva suave os integrais curvilineos sao

1 27\' 1 .‘t 27\'.At ‘t o 2‘
%—dz:/ —,t-ze’ dt:/ e dt:[e’]o =e™—-1=0
5 121 o e 0

1 2 1 ) 27 1 ) 1 27 )
j{—de:/ 5 - e dt:/ —2~ie’t dt:—Q/ et dt = 0.
- 122 o le*®| 0o ¢€ e“ Jo

4. A curva pode ser parametrizada por v(t) =t + t%i, com —1 <t < 1. Trata-se de uma curva

dados por

suave com v'(t) = 1+ 3t%i. A fungdo f, de domfnio C, é continua em todos os ponto da

curva. Temos

1 1
/f(z)dz = /ﬂf(’y(t)) A (t)dt = /71f(t+t3i) (1+ 3t%) dt

0 1
/ (1+3t2i)dt+/ 4%+ (1+ 3t%) dt
0

-1

0 0 1 1
= /dt+3i/ t2dt+4/ t3dt+12i/t5dt
—1 —1 0 0
3 4 12
= 1—-Z 44+ =92+
3+4+ 6 +1

5. A curva y(t) = €%, para t € [0,7], é a semicircunferéncia de centro na origem e de raio 1
situada nos 1° e 2° quadrantes. Trata-se de uma curva suave onde a funcdo f(z) = e*/z,

de dominio C\ {0}, estd definida e é continua. Pretendemos obter uma estimativa superior



56 CAPITULO 3. INTEGRACAO NO PLANO COMPLEXO

do médulo do integral curvilineo de f ao longo da semicircunferéncia. O comprimento da

semicircunferéncia é 7,

I(y) = /077\/(_ sint)® + (cost)? dt = /Oﬂdt =m,

e todos os seus pontos verificam |z| = ]e“‘ = 1. Quanto a limita¢do da fungdo f ao longo

desta semicircunferéncia, podemos escrever

62

z

z
_ el <e,
2l = 1

ja que o valor méximo que x pode tomar ao longo da circunferéncia é 1. Entao, por (5.2),

jl{e—dz
y 2

6. Consideremos a parametrizagao v(t) com t € [a, b] para uma curva seccionalmente suave que

temos a estimativa pedida

<erm.

una o ponto A ao ponto B. Temos a fungdo f(z) = 1 que é continua ao longo de qualquer

curva seccionalmente suave. Como tal,
b b
[az= [ )y = [ vode =) =@ =B a
o a a

3.2 Primitivagcao complexa

O teorema fundamental do cédlculo integral para fungoes reais de varidvel real afirma que o integral
da derivada de uma funcao é a diferenca dos valores da func@o nos extremos do intervalo de
integragao e que o integral indefinido de uma fungao é uma primitiva para a funcgao. Vejamos um

resultado andlogo para integrais curvilineos complexos.

Definigao 17 Dada uma func¢do complexa f definida e continua numa regigo A C C, a fun¢io F

tal que F' (z) = f (2), para todo z € A, diz-se uma primitiva de f (ou uma antiderivada de f).

Notemos que esta definigdo implica que F' é analitica em A (e, portanto, também continua em

A) por ter derivada em todos os pontos do aberto A.

Exemplo 10 A fungio F(z) = — cos z é uma primitiva de f(z) = sin z visto que (— cos z)’ = sin z.
Dado que (—cosz + C’)/ = sin z, qualquer que seja C € C, —cosz + C é a expressio geral das

primitivas de f(z) = sin z.

Sejam f uma funcdo complexa definida e continua numa regiao A C C e F = u + ‘v uma

primitiva de f em A. Se 7 : [a,b] — C é uma curva contida em A parametrizada por (t) =
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x(t) + y(t)i entdo

b
[ #G1dz= [ o)yt = [ LFG@E = POE) - Fo)
Estd assim provado o seguinte resultado.

Teorema 2 Teorema fundamental do cdlculo integral Sejam v : [a,b] — C uma curva e f
uma funcdo continua numa regiao A C C contendo a curva . Se F é uma primitiva de f em A

entao
/ﬂﬂM=FWWD—H%®)

Em particular, se y(a) = v(b),

ﬁf(z)dz =0.

Se v(a) = z1 e v(b) = 22 & usual escrever
/ﬂdM:W@E:F%%%Vﬂ

Notemos ainda que, nas condigoes do teorema anterior, o valor do integral f,y f(2)dz depende
apenas dos extremos da curva «. Assim, se « for outra curva com as mesmas extremidades, o valor
do integral é o mesmo. Diz-se que o integral é independente da curva considerada e pode

denotar-se simplesmente por [* f(z)dz.

Teorema 3 Seja f uma fung¢ao continua numa regigdo A C C. Entdo sao equivalentes as sequintes

afirmagaes:
(1) f tem uma primitiva em A;

(ii) o walor do integral curvilineo de f é o mesmo ao longo de qualquer curva contida em A ligando

pontos z1 e 2o fixos;
(iii) o wvalor do integral curvilineo de f é zero ao longo de qualquer curva fechada contida em A.
Exercicios resolvidos
1. Mostre que néo existe uma fungao analitica f definida em C\ {0} tal que f'(z) =1/z.
2. Calcule [ 2? dz, para a curva (t) = e sin® ¢, com t € [0, 7/2].
3. Calcule fy e* dz sobre o contorno do tridngulo de vértices z =0, z =1 e z = 1.

4. Calcule o valor de cada um dos seguintes integrais curvilineos:
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(a) Oﬂ+2i cos (2/2) dz;

(b) f.i/Q €™ dz;

K2

(©) [ (z—2)® dz.

5. Seja v a parametrizagdo de uma curva contida no conjunto C\ {z € C : Rez < 0} que una o

ponto z = —i ao ponto z = 4. Calcule o valor do integral curvilineo fv 1/z dz.

6. Calcule fv log z dz, onde «y é o arco da circunferéncia de centro na origem e de raio r situado

no 1° quadrante.
7. Demonstre as implicagoes (i) = (i) e (i7) = (i4i) do teorema 2.

Propostas de resolucao

1. Suponhamos, por absurdo, que existe uma funcdo f analitica definida em C\ {0} tal que
f'(2) = 1/z. Vimos que a funcio logaritmo principal log z verificava (log z)’ = 1/z. Contudo,

a fungao logaritmo, embora definida em C\ {0}, ndo é analitica no eixo real negativo.

2. A fungdo f(z) = 2% ¢ continua em C e F(z) = 2%/3 é uma primitiva de f. A curva y(t) =

et sin®t, para t € [0,7/2], une o ponto z = v(0) = 0 ao ponto z = e™/? = i. Entdo, pelo

/Wf(z)dz— [;]0_;’0_5

3. O contorno do tridngulo de vértices 0,1 e 7i é seccionalmente suave.

teorema 1,

Eixo
imaginario

Ui ¢

Y

~ e

Eixo real

Consideremos as parametrizages v, (t) = ¢t + 07, com 0 < ¢t < 1, y,(¢t) = 1 — t/7 + ti. com

0<t<men~s(t) =0—ti,com —7 <t < 0. A fungdo f(z) = e* é continua no contorno do
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tridngulo . Temos entao

Af(z)dz _ /Olf(t) dt+/07r f(k%ﬂi) (%m) dt+/0 F(—ti)(—i)dt

—T

1 ™ 0
= / et dt+/ elmwtt <%+z> dt+/ e " (—i)dt
0 0 -7

- [et};—l—[el*%“i];r—i—[e*“]o =ete—ete—e" =e.

4. (a) A fungdo f(z) = cos(z/2) & continua em todos os pontos do seu dominio C e F(z) =

2sin (z/2) é uma primitiva de f. Entéo, pelo teorema 1,

21m+21 T e(7r/2+i)i o ef(w/2+i)i
dz = {2“ —} — 25i (— ')—0: ,
Lf(z) z sing | sin ( 3 +1 5
_ e 1Hm/2 _ glom/2 _ e 1 (0+4) —el (0—1) B e l—e B 1—e2
N 2i - 2i T2 T 2

(b) A funcdo f(z) = €™ ¢é continua em todos os pontos do seu dominio C e F(z) = 1/me™

¢ uma primitiva de f. Entao, pelo teorema 1,

[yf(z)dz = {%e”]:m = % (677/21‘ — e”) = % (i—1).

(c) A fungdo f(z) = (2 — 2)3 é contfnua em todos os pontos do seu dominio C e F(z) =

(z — 2)*/4 ¢ uma primitiva de f. Entdo, pelo teorema 1,
3
(z —2)* 1
dz = —Z(1-1)=o0.
[ s = (B2 ~Fa-n -0

5. A funcao f(z) = 1/z é continua em todos os pontos do seu dominio C\ {0}, ao qual pertencem

todos os pontos da curva, e F(z) = log z é uma primitiva de f. Entdo, pelo teorema 1, temos
/ f(2)dz = [log z]il =log(—i) —logi=In1+14 (—g) - (lnl + zg) = —Ti.
¥

6. A funcdo f(z) =log z ¢ analitica em todos os pontos do conjunto C\ {z € C: Rez < 0}, ao
qual pertencem todos os pontos da curva, e F(z) = zlog z — z é uma primitiva de f. A funcdo
F’ tem derivada continua em todos os pontos do conjunto C\ {Z cC:Rez< 0} ao qual pertencem todos

os pontos da curva. Entao, pelo teorema 1, temos

/ f(z)dz = [zlogz — 2]" = rilog(ri) — ri — (ilogi — 7)
.

(nr+il) —ri—i (142 ) +i
re|\inr 12 T 7 (In 22 (3

= 77“127 ) +7r(lnr —1)4.
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3.3 Teorema de Cauchy-Goursat

Em 1825, o matematico francés Louis-Augustin Cauchy provou um dos mais importantes teoremas
da andlise complexa: se 7 parametriza uma curva simples e fechada (i.e., uma curva de Jordan)

no plano complexo e f é uma funcao analitica em todos os pontos da curva e do seu interior entao

?i F(2)dz = 0.

Se f nao for analitica em toda a regiao do interior da curva entao o valor do integral poderd ou

nao ser nulo. Consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 11 A func¢do f(z) = 1/z analitica em C\ {0}. Se a curva de Jordan considerada for a

circunferéncia de centro na origem e de raio r,

2m 2
%f(z)dz = / f (reie) re?df = / 1e*wirewale
o 0 0

r

2
= z/ do =i [0);" = 2mi.
0

Nao era esperado um resultado nulo dado que a func¢do f nao é analitica no circulo de centro na

origem e de raio r. No entanto, para a fungdo f(z) = 1/2% temos

27 2m
) . 1 . .
]{f(z)dz = / f(re) rewdﬁz/ —QG_ZQGiTEZGdH
~ 0 o T
L _pp2m 1, _ion 0
= 7]y == (e =) =0,
mas tal ndo ocorre por consequéncia do teorema de Cauchy. De facto, f é analitica em C\ {0},

nao sendo, portanto, analitica na curva e no seu interior.

Definigcao 18 Um conjunto D diz-se simplesmente conexo se toda a curva de Jordan em D pode
ser deformada num ponto de D, sem sair do conjunto D. Dito de outro modo, num conjunto
simplesmente conexo D, cada curva simples fechada inteiramente contida em D delimita apenas
pontos do conjunto D. Num conjunto simplesmente conexo nao é admitida a existéncia de ”"bura-
cos”. Todo o plano complexo é um exemplo de conjunto simplesmente conexo. O interior de uma
curva de Jordan é uma regiao simplesmente conexa. No entanto, o exterior de uma curva

fechada nado o é, assim como também nao o é a regigo entre duas circunferéncias. Uma regigo que
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nao é simplesmente conexa designa-se por regiao multiplamente conexa.

Regido multiplamente conexa

Teorema 4 Sejam f uma func¢do analitica e com derivada continua em todos os pontos de uma

regiao simplesmente conexa D e 7y a parametrizagdo de uma curva de Jordan contida em D. Entao

fé F(2)dz = 0.

Uma versao mais precisa do teorema de Cauchy foi desenvolvida pelo matemadtico francés
Edouard Goursat em 1883. Ele provou que a hipétese de continuidade de f/ pode ser omitida. A

reformulagao do teorema ¢é a seguinte.

Teorema 5 Teorema de Cauchy-Goursat Sejam f é uma func¢do analitica numa regido sim-

plesmente conexa D e~y a parametriza¢ao de uma curva de Jordan contida em D. Entao

ﬁf(z)dz =0.

Visto que o interior de uma curva de Jordan é uma regiao simplesmente conexa, o teorema de

Cauchy-Goursat pode ter a seguinte reformulagao mais simples.

Teorema 6 Se f é uma fung¢do analitica numa regido simplesmente conexa D entdo, para cada

curva de Jordan ~y contida em D, é vdlido que

fé F(2)dz = 0.

Exemplo 18 Consideremos a fun¢do inteira f(z) = sin(e®). Em particular, é analitica nos pontos
da circunferéncia de centro na origem e raio 1 bem como no seu interior. Sendo vy wma parame-

trizacao desta curva de Jordan temos, pelo teorema 4,

% sin(e®)dz = 0.
gl
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Exemplo 19 Pretendemos determinar o valor do integral curvilineo de f(z) = e* ao longo de
qualquer curva de Jordan . Trata-se de uma fungdo inteira que, em particular, é analitica em

todos os pontos da curva e do seu interior. Temos entdo, pelo teorema 4,

j{ e“dz = 0.
¥

Exemplo 20 Consideremos a fungdo racional f(z) = 1/2% e a elipse definida, em coordenadas
rectangulares, por (z — 2)> + (y — 5)2/4 = 1. A fungio é analitica em C\ {0} mas a origem nio é

ponto da elipse nem do seu interior. Podemos entdo, pelo teorema 4, concluir que

]{—dz—o

Exemplo 12 Pretendemos calcular o valor do integral curvilineo fv 1/ (2'2 + 1) dz = 0 ao longo

da circunferéncia v definida por |z| = 3. A fungdo f(z) =1/ (2% +1) é analitica em C\ {—i,i}

visto que 22 +1 = (z — i) (z +1). Ambos os complexos z = —i e z = i estdo no interior da curva
~. Atendendo a que
1 1
1 2 _2i

z2+1:z—i z41

1 1 1 1
]{ 5 dz = — < - — ,)dz
Y2 +1 21 S \z2—t z+i

Consideremos as curvas de Jordan v, e v, definidas por |z —i| =1/2 e |z 4+ i| = 1/2, respectiva-

temos

mente. Temos, entao, pelo teorema 8,

1 1 1 1 1 1 1
%Q—dz —7{ ( T ‘)dZ'F—‘?{ ( T ‘)dZ
5 2 +1 21 v \Z—1  z+1 21 vy \Z— 1z

1 1 1 1 1 1 1 1
= — -dz — — .d2+fj{ -dz — — -dz.
21 by 20 21 ,le—i—z 21 vy 20 21 ,Yzz—i—z

Visto que a fungao 1/ (z + 1) é analitica na circunferéncia -y, e no seu interior, assim como a fungdo
1/ (z — @) é analitica na circunferéncia vy, e no sew interior temos, pelo teorema 4, fvl 1/(z+14)dz =
f% 1/(z —i)dz = 0. Quanto aos restantes integrais curvilineos, consideremos as parametrizagoes
1. 1 .

v1(0) =1+ 5619 e vy(0) =—i+ 5619

com 0 <0 < 2xw. Temos, entdio,

1 27 1 27 1
f 7, ")
v, # T 0 0 71(9) 0
1 27 1 27 1 1 i 27
f _dz:/ :/ 5 5ie” d(‘):i/ df = 2mi.
by 2T o 72(0)+i 0o €2 0

27
e dG:i/ do = 2mi
0

l\?l»—t
l\DI —
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Como tal,

1 1 1
——dz==—2m1—-0—0— =27 =0.
?{zQ—i—lZ % m—0—0 % T =0

Exercicios resolvidos

1. Determine o dominio de analiticidade das seguintes funcoes e aplique o teorema 4 para
mostrar que 3@7 f(z)dz = 0, onde v é uma parametrizagdo da circunferéncia definida por

|z] = 1.

~—
=
=
P
I

1/ (2> +22+2);

(c) f(z) =log(z+2).

2. Calcule 3% e3*/ (z —im) dz, onde v ¢ a elipse de equacdo |z — 2| + |z +2| = 6 descrita no

sentido positivo.

3. Sejam f(z) = u+ v uma fungéo analitica numa regiao D e y(t) = z(t) + y(¢)i, com ¢ € [a, b],

uma curva de Jordan contida e D.

ou ov ou ov
—dz = ]{ —dy e ?{—dy = —j{ —dx.
7,{ ox ~ ox . ox ’y ox
it

4. Sejam v e 7 parametrizagoes de curvas que unam z = —i a z = 4 definidas por (t) = e*,

para t € [-7/2,7/2], e n(t) = (=1 + 2t) i, para t € [0,1].

=2 =2
/ <Z—+|z|2> dz e / <Z—+|22> dz
v\ 2 n \ 2

e determine os seus valores. Justifique que nao é possivel utilizar o teorema, 4.

Mostre que

5. Sejam z1, 29 € C\ {0}, 21 # 22. Se v € um caminho de z; para z; no interior de uma regiao

simplesmente conexa que nao contenha a origem, mostre que

6. Use um integral indefinido para calcular o valor do integral curvilineo

21
1
/ —dz
_9; %

ao longo de qualquer curva que une z = —2¢ a z = 24, contida no semiplano direito.
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Propostas de resolugao

1. A circunferéncia definida por |z| = 1 é uma curva de Jordan.

(a) A funcdo f(z) = ze * tem dominio C e é continua em todo o seu dominio. Podemos

entao, pelo teorema 4, concluir que

j{ ze *dz = 0.
-

(b) A fungdoracional f(z) =1/ (22 + 2z + 2) tem por dominio o conjunto {z € C: 22 4+ 2z + 2 # 0}.

A equacdo 2% + 2z + 2 = 0 ¢ equivalente a
z=(-24+V-4)/2=-14i V z=(-2-V-4)/2=-1-4

Como tal, temos Dy = C\ {—1+14,—1—1¢}. A fungdo f é continua em todo o seu
dominio. Nenhum dos pontos —1 + i e —1 — i pertence a circunferéncia definida por
|z| = 1 ou ao seu interior. De facto, |—1 +i| = v/2 > 1 e também |1 —i| = v/2 > 1.

Podemos entao, pelo teorema 4, concluir que

1
———dz = 0.
ﬁ22+22+2 &

(¢) A fungdo f(z) = log(z + 2) estd definida para nimeros complexos tais que z # —2.
Temos entdo Dy = C\ {—2}. A func@o f ¢ analitica em complexos z tais que z + 2 néo

seja um nimero real negativo, ou seja, f é analitica em
C\{z+yi:xc <-2A y=0}.

Nenhum dos pontos do conjunto {z + yi : & < —2 A y = 0} pertence a circunferéncia
definida por |z| = 1 ou ao seu interior. De facto, os pontos deste conjunto tém maédulo

superior ou igual a 2. Podemos entao, pelo teorema, concluir que
]{log(z +2)dz = 0.
~

2. A elipse de equagdo |z — 2| + |z + 2| = 6 tem centro em (0, 0) e semieixos maior e menor de

valor 3 e v/5, respectivamente. De facto,

z+yi—2|+lz+yi+2 =6 (z—2)2+12+/(z+2)2+y2 =6,

o que implica

(ac—2)2—|—y2+2\/(36—2)2+y2\/($+2)2+y2+($+2)2+y2:36‘
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Temos, entao, —z% + 14 — y? = \/(z — 2)2 + y?/(x + 2)? + y? que implica

(-2 +14-12)" = (@-2"+9*) (@+27+0*) &
& (—x2+14—y2)2:(m2+y2+4—4x)(x2+y2+4+4x)
o 2t =282 + 2072 + 196 — 28y + ¢t = (27 +¢® +4)° — 162
& 2022 + 36y = 180
& 5r? 4+ 9y* =45

A funcdo f(2) = €%/ (2 — i) tem por dominio C\ {mi} e é analitica em todo o seu domfnio.
O ponto 7% ndo pertence a elipse definida por |z — 2| 4+ |z + 2| = 6 ou ao seu interior. De

facto, |mi — 2| + |mi + 2| = 2¢/4 + 72 > 6. Podemos entéo, pelo teorema 4, concluir que

3z
% < —dz = 0.
N 2w

3. Sendo f(z) = u + 4w uma fungdo analitica numa regido D e vy uma curva de Jordan contida

em D, sabemos ser nulo o valor do integral f,y f(2)dz. Temos entao,

‘74 (udx — vdy) + 174 (udy + vdzx) =0,
.

h

0 que permite concluir que

% (udx —vdy) =0 e % (udy + vdx) =0,
8! gl

equivalente a

Isto permite concluir que

@da? = @dy e f%dy = —7{ @dx.
- Ox Ox . .

4. Consideremos a funcio f(z) = z2/2 + |2|°. Trata-se de uma fun¢do definida e continua em

todo o plano complexo. Podemos escrever a expressao de f como segue:
zZ-Z z
f(z) = +z-§=§<§+z>.

Cada uma das parametrizagoes 7y e n define uma curva suave e f estd definida ao longo de cada

uma dessas curvas. Isto garante a existéncia de cada um dos integrais curvilineos presentes
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no exercicio. Para o calculo de cada um desses integrais, consideremos que +/(t) = e’ e

7'(t) = 2i. Temos entdo

=2 = /2 __ (it ) .
/ (z_ + |22> dz = /E (E + z) dz = / et (e_ + e”) ie'dt.
’Y 2 v 2 —7/2 2

it — cos?¢ +sin® ¢t = 1, temos entdo

/2 E )
z/ — 4t ) dt
/2 2

(™% [cost—isint o
= 3 —————————— 4 cost —isint | dt
—m/2 2

Atendendo a que eite

=2
/ <Z— + |z|2> dz
2

N W

3 7|'/2
i—/ (cost —isint)dt =i= (-2 —1i-0) = —3i.

2 ) s
/Tli(ngz)dz
= /Olm<(_l+%)i+(—l+2t)i>~2idt
= 21'/01(1—275)@'(%H—Mﬂm)dt

! 1 L7
= —2/ (1—2t) <———|—t> idt:—2i/ <——+2t—2t2> dt
0 2 0 2

A
A 3) 3"

Nao é possivel utilizar o teorema 4 porque nenhuma das curvas é fechada.

De modo anélogo, temos

=2
/ (Z— + z|2) dz
n \ 2

. Basta atender a que F(z) = —1/z ¢ uma primitiva de f(z) = 1/2% e que o integral curvilineo

/ 1/2%dz é independente do caminho considerado, podendo denotar-se simplesmente por

7
22 2 ~ o 2 - ~ .
le 1/2%dz. Notemos que as fungoes f(z) = 1/2* e F(z) = —1/z estao definidas em C\ {0}
mas, atendendo a que v é um caminho de z; para 25 no interior de uma regiao simplesmente
conexa que nao contém a origem, estd garantido que F' é uma fungao com derivada continua
num aberto G contendo a curva. Obviamente, estamos a considerar que 7y parametriza uma

curva seccionalmente suave.

. Um integral indefinido (ou primitiva) de f(z) =1/z é F(z) = logz. Como tal, temos
21 2i T (T .

/72igdz = [logz]Z,, =1In2 +z§ - (1112 414 (—§>) = i,

considerando qualquer curva seccionalmente suave que una z = —2¢ a z = 2¢ orientada no

sentido positivo.
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3.4 Aplicacoes do teorema de Cauchy-Goursat
3.4.1 Foérmulas integrais de Cauchy

Apresentado o teorema de Cauchy-Goursat, podemos agora estabelecer algumas consequéncias

importantes deste teorema.

Teorema 7 Férmula integral de Cauchy Seja f uma fungio analitica no interior e sobre

uma curva de Jordan 7y orientada no sentido positivo. Se zg é um ponto qualquer no interior de 7y,

f(z0) = L /Mdz

21 zZ— 2

entao

Esta férmula mostra que os valores de f sobre v determinam completamente os valores de f
no interior de . Dito de outro modo, o valor de uma fung¢ao analitica no interior de uma curva de

Jordan é determinado pelos seus valores sobre essa curva.

Exemplo 13 Pretendemos calcular o valor do integral curvilineo / cos z/zdz, onde vy é uma curva

.
de Jordan contendo a origem no seu interior. A fung¢ao f(z) = cos z é inteira. Pela formula integral

de Cauchy, tomando zy = 0, temos

/Coszdz = 2 - £(0) = 2ni,
~ z
ja que f(0) = 1.

Recorrendo a férmula integral de Cauchy podemos, ainda, obter uma férmula para a derivada

f'(20).

Teorema 8 Foérmula integral de Cauchy para a primeira derivada Seja f uma func¢do
analitica no interior e sobre uma curva de Jordan -y orientada no sentido positivo. Se zy é um

ponto qualquer no interior de v, entao

f(z0) = L/Lz)dz

= 5
21 (Z —_ ZO)
Podemos agora enunciar o resultado que afirma que uma fun¢ao analitica € infinitamente difer-

enciavel, possui derivadas de todas as ordens. Este resultado fornece ainda uma férmula para as

derivadas de todas as ordens. A sua demonstragao usa o método de indugao matemadtica.



68 CAPITULO 3. INTEGRACAO NO PLANO COMPLEXO

Teorema 9 Foérmaula integral de Cauchy para derivadas de qualquer ordem Seja f uma
fung¢do analitica no interior e sobre uma curva de Jordan 7y orientada no sentido positivo. Se zy é

um ponto qualquer no interior de vy, entao

£ (z0) = L'/( f(zinﬂdz'

271 Z— 20

Exemplo 14 Pretendemos calcular o valor do integral curvilineo / e/ (z — 1)4 dz. Para tal,
|z|=2
consideremos a funcdo inteira f(z) = e* que verifica f(™(z) = e*. O ponto zy = 1 estd no interior

da circinferéncia definida por |z| = 2. E entio possivel aplicar a férmula integral de Cauchy para

a derivada de ordem n = 3, obtendo-se

e? 271 e
—  de="" B = —1,
/|z|_2 (Z — 1)4 3! f ( ) 3

ja que fO(1) = e.

Exercicios resolvidos

1. Calcule o valor do integral curvilineo 3% (e* 4+ 2) /(2 —2)dz, onde

(a) ~ é uma parametrizagao da circunferéncia de centro na origem e de raio 1;

(b) v é uma parametrizacdo da circunferéncia de centro na origem e de raio 3.

2. Calcule o valor dos seguintes integrais curvilineos

(a) fﬁz\:s [sin (32)] / (z + m/2) dz;
(b) ﬁz7i|:2 1/ (2% + 4)2 dz;
(€) §.j=o log (z+3)]/ [z (22 +9)] d=.
3. Seja f(z+iy) = (y* — 23 + 3ay? — 32%y)+i (23 + y* — 3zy? — 32?y). Calcule f(2)/2%dz.
|z|=1
4. Seja f uma fungdo analitica sobre e no interior de uma curva de Jordan parametrizada por

~. Se zg ¢ um ponto que ndo estd sobre a curva, mostre que

ﬂdz = ldz.
y% TR0 v (2 = 20)?
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Propostas de resolugao

1. Consideremos a fungéo f(z) = e* 4+ z que é analitica em todo o plano complexo.

(a) Embora f seja analitica no interior e sobre a circunferéncia com centro na origem e raio
1, nao é possivel aplicar a férmula integral de Cauchy visto que zp = 2 nao é um ponto
interior a esta circunferéncia. Consideremos entéo a funcdo g(z) = (¢* + 2) / (z — 2) que
é continua em C\ {2}. Atendendo a que é possivel considerar uma regido simplesmente

conexa que contenha esta circunferéncia (que é uma curva de Jordan) e onde g seja

‘746 +Zdz:O.
5 z—2

(b) A funcdo f é analitica no interior e sobre a circunferéncia com centro na origem e raio

continua temos, pelo teorema 4,

3 (que consideramos orientada no sentido positivo). Tomando zg = 2 que é um ponto

no interior de 7 temos, pela férmula integral de Cauchy,

z
7{6 20z = omi- £(2) = 27 (2 +2) 4,
v 22
jé que f(2) = e? + 2.

2. Qualquer das curvas |z| = 5, |z —i| = 2 e |z] = 2 s8o curvas de Jordan. Para o que segue

vamos considerar estas circunferéncias orientadas no sentido positivo.

(a) Consideremos a funcao f(z) = sin(3z) que é analitica no interior e sobre a circunferéncia
com centro na origem e raio 5. Tomando zy = 7/2 que é um ponto no interior desta

circunferéncia temos, pela férmula integral de Cauchy,
in (3 3
% sin ( f)dz = 2mi - f(—g) = 2risin (%) = —2mi.
|z

(b) Temos (2?2 + 4)2 = [(z42i) (z— 20)]* = (2 +2i)* (z — 2i)>. Consideremos a funcdo

f(2) =1/ (2 +2i)*, de domfnio C\_{—2i}, que ¢ analitica no interior e sobre a circun-
feréncia de centro 7 e de raio 2. Tomando zy = 2¢ que é um ponto no interior desta

circunferéncia temos, pela férmula integral de Cauchy para a primeira derivada,

1

1 2
% —dz = j{ %dz = 2mi - f'(2i) = 167,
lz—i|=2 (22 +4) lz—il=2 (2 — 29)

jd que f'(21) = (—2) (2i + 21) = —8&i.
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(¢) Consideremos a funcéo f(z) = [log (z +3)] / (2* +9), de dominio C\ {—34, 3¢, 3}, que ¢
analitica no interior e sobre a circunferéncia de centro na origem e de raio 2. Tomando

zo = 0 que é um ponto no interior desta circunferéncia temos, pela férmula integral de

Cauchy,
log (2 + 3)
1 1
j{ wdz — 7{ _2+9 4o £(0) = 2n Og?’i,
loj=2 (2% +9) |2]=2 z 9

ja que f(0) = [log 3] /9.

3. A fungao f(2) = u(z,y) + iv(z,y) com u(x,y) = y> — 23 + 3zy? — 32%y e v(x,y) = 2° +

y? — 3xy? — 322y é analitica em todo o plano complexo visto que se verificam as condicoes

de Cauchy-Riemann,

ou B 9 9 _Ov
&U(x,y)— 327 + 3y Gzy—ay(x,y)

Ou a2 a2 (a2 a2 _ O
8y(9c,y)—3y + 6ay — 32% = — (32° — 3y® — 6xy) = 8x(x,y).

Em particular, f é analitica no interior e sobre a circunferéncia de centro na origem e de raio

1. Tomando zy = 0 que é um ponto no interior desta circunferéncia temos, pela férmula

integral de Cauchy para a primeira derivada,

/ 1) g, —omi f0) =0
|

2
zl=1 %

. ou .0V
ja que f/(0) = %(0,0) +z%(0,0) =0.

4. Suponhamos que zg é um ponto que estd no interior da curva de Jordan 7. Se f uma fungdo
analitica sobre e no interior da curva de Jordan parametrizada por v temos
f(z) :
/—de =27i - f'(20)
v (2 = 20)
e, f € infinitamente diferencidvel. Sendo f’ analitica sobre e no interior da curva de Jordan

parametrizada por v, também

LMdZ =2mif'(20),

Z— 20
conforme o pretendido. Se zg é um ponto que estd no exterior da curva de Jordan ~(t) =

z(t) +iy(y), com a < t < b, entdo
O R O (C10) MY L (¢
[&= = Lro—a = [ Gotar

WHCIO) S [ F(2)
/a Y(t) — 20 () — Zodz =7 = /Wz - zodz
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Teorema 10 Teorema de Morera Seja f uma fungdo continua numa regido simplesmente
conexa D tal que f7 f =0, para qualquer curva de Jordan v contida em D. Entao f é analitica

em D.
Notemos que o teorema de Morera é o reciproco do teorema de Cauchy-Goursat.

Exercicios propostos

1. Calcule f,y f(2)dz onde 7 é a curva definida por |z] =1 e f cada uma das seguintes fungoes:

(2) f() = [sinz] / [(+* = 25) (* +9)];
(b) f() = tam

(©) f(z)=¢/(z+3) 3%

(d) f(z)=22+1/(z—4).

2 1
2. Calcule fy f(2)dz onde f(z) = ji e v é cada uma das seguintes curvas:
22+ 2

(a) ~y definida por |z| = 1/2;
(b) ~ definida por |z — 3i| = 1;

(¢) v definida por |z| = 2.
3. Determine o valor do integral curvilineo f,y (z=1)/[z(z—1) (2 — 3i)] dz.
4. Determine o valor de cada um dos seguintes integrais:

(a) f:;” cosh z dz;

(b) [¥.1/22 dz;

(o) J1in (224 1)% dz.

5. Calcule §, 2z dz onde y(t) = 2t + (t* — 4> +2) 4, -1 <t < L.

6. Mostre que fv 1/z dz = 27i onde +y é o contorno do paralelogramo de vértices z = 2i, z = —2,
z=—2iez=2.
7. Mostre que 397 2z dz = —1 — 27 onde 7y é uma curva com ponto inicial z = —1 e ponto final

z = 2.
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Solugoes

o

1. (a
(b

o

)
)

(c) —6mi
)

(d) 0

(b) i/2
(c) —7/16 — 22/3i

5. 48 + 244

3.5 Integracao
3.5.1 Exercicios resolvidos

1. Considere a circunferéncia -y de centro na origem e raio 2. Calcule o valor do integral fv f(z)dz

para f(z) =1/z.
- . z+2 ) .
2. Calcule, pela definigao, o valor do integral f7 ——dz, onde v é parametrizada por:
z
(a) z=2¢"% 0<0<m
(b) z=2¢"? 7 <0< 2m

(c) z=2¢" 0<0<2nm.

3. Seja v a circunferéncia de raio 1 centrada na origem e percorrida uma vez no sentifo positivo.
Usando o teorema de Cauchy e as férmulas integrais de Cauchy, calcule o valor de cada um

dos seguintes integrais:

(a) [,1dz;
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3.5.2 Propostas de resolucao

73

1. Uma parametrizacdo para a circunferéncia v de centro na origem e raio 2 pode ser definida

por ¥(t) = 2cost+i2sint = 2¢% para t € [0,27]. Para vector tangente em cada ponto temos

v'(t) =

—2sint 412 cost. Trata-se de uma curva suave, pois z(t) = 2cost e y(t) = 2sint sdo

fungoes continuas com derivadas continuas para todo o 0 <t < 27 e a fungao f estd definida

e & continua em todos os pontos da curva (f tem por dominio C\ {0} mas a origem nao

pertence & curva). Nao é necessdrio considerar uma partigao e temos, entao,

ff(z)dz

0

27
/0

J
J
J

Em alternativa, pode-se usar

dado por

]gf(z)dz

27

f(2cost +i2sint) (—2sint 4 i2cost) dt

1
2cost +i2sint

2™ 9cost —i2sint

4dcos?t+4sin®t

(—2sint 4 i2cost) dt

(—2sint 4 i2cost) dt

2™ _fcostsint + 4icos?t + idsin®t + 4sint cost

27 4. 2
1
it = z/ dt = 2i.
4 0

7(t) = 2¢" tendo-se entdo +/(t) = 2ie

4

27
/ f(2€™) 2ie™dt
0

27
~/0

dt

. O integral pedido é

1 ) 2m 2m
—2iedt = / idt = i / dt = 2ri.
2e 0 0

2. (a) Para a parametrizacio z () = 2¢% da semicircunferéncia tem-se 2’ (f) = 2ie’’. Por-

tanto, pela definigdo de integral, temos

/

[ D)= o

2
L+ 20

) 2ie’’ d

/ (2ie™® + 2i) df = 2" + 2mi = —4 + 2ri.
0
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(b)
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CAPITULO 3. INTEGRACAO NO PLANO COMPLEXO

Analogamente

2 2 2 2 ,
S y z . 2e?

2m
/ (2ie® + 2i) dO = 2|7 + 2mi = 4 + 2.

Pela aditividade do integral em relagao ao caminho de integracao, este integral de linha

¢é a soma dos integrais das alineas anteriores,

2
/ 2 2 e = (—4 4 2mi) + (4 + 2md) = dri.
z
.

A funcdo constante f(z) = 1 ¢ analitica em C, que é uma regido simplesmente conexa.

Portanto, pelo teorema de Cauchy, o integral de f(z) ao longo de qualquer caminho

/1dz:0.
~

A funcdo f(z) = e* é analitica em C e 7 é um caminho fechado simples contendo a

fechado em C é 0. Em particular,

origem e orientado no sentido positivo. Portanto, pela férmula de Cauchy,

A B L C) I PSS
L?dZ—LZ_OdZ—QWZf(O)—2ﬂz.

A funcao
cos z

(z —2i)"
¢ analitica em C \ {2i}. Como 2i néo pertence ao interior do contorno v, a funcio é

analftica numa regiao que contem o interior do contorno . Portanto, pelo teorema de

/y%dz:[yf(z)dzzo.

Pode-se escrever o integral na forma

sin z 1 sin z
7dz:—/%dz.
/mz—z‘f %) (= 1)

2

Cauchy,

Aplicando a férmula integral de Cauchy para a derivada de ordem 5 de uma funcao
analitica a fungdo f(z) = sinz que é analitica em C (e, portanto, numa regido que

contém o interior do caminho 7), tem-se

sin z 1 27 7 T 1
T dy = =B (2) = -
L(?z—i)ﬁ : x5 \2) = P10\ 3

T e 24er  (l+e)mi

2815 2 - 2915,/e




Capitulo 4

Representacao em série de funcoes
analiticas

Consideremos o desenvolvimento em série de Taylor para uma fungao real de varidvel real f em

torno de um ponto a € Dy,

2 (n) (g
Z / n'( ) (x—a)" = f(a)+ f'(a)(z — a) + %f”(a)(x—a)2+-~
n=0 ’

Estabelecer este desenvolvimento pode conduzir a algumas dificuldades. Por um lado, podem nao

existir as derivadas de todas as ordens. E o caso da fungao

f(x)z{ 22 sex>0

—22 sex<0
em que temos f'(r) = 2|x| e, como tal, ndo existe f”(0). Por outro lado, as derivadas de todas as
ordens podem existir mas a série de Taylor ndo convergir para a fungao f. Por exemplo, é possivel

mostrar por indu¢do matemdtica que a funcao

(@) = { exp (—1/2?) sex #0

0 sex =0
tem derivadas de qualquer ordem na origem e que f*) (0) = 0, para todo k € N. Como tal, a série
de Taylor em torno da origem é a série nula, enquanto que a fung@o nao vale zero em nenhuma
vizinhanga de a = 0.

No caso de fungoes complexas de varidvel complexa, a situagao é um pouco mais simples
quando falamos de fungoes f analiticas. Se uma fungao f é analitica num ponto zp, a férmula
integral de Cauchy para derivadas garante que f tem derivadas de todas as ordens nesse ponto.
Como consequéncia, veremos que uma série de poténcias de (z — z) designada por série de Taylor
converge para f. Por outro lado, mesmo no caso de f nao ser analitica num ponto zy, hd situagoes
em que é possivel obter um outro tipo de desenvolvimento em série através das chamadas séries de

Laurent.

75
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4.1 Séries de Taylor e de Laurent

Teorema 11 Teorema de Taylor Se f é uma func¢ao analitica no disco D(zp, R) = {z : |z — 20| < R},
com 0 < R < o0, entao f pode ser representada por uma série de poténcias que converge para f(z),

a saber,

f(z) = io: f(n) (20) (z—n—'zo)"} para todo o z € D(z, R).

n=0

A série definida no teorema anterior designa-se por série de Taylor de f em torno de
zo (ou série de Taylor de f com centro zj) e os coeficientes a,, = 1/n!f("™ (z) designam-
se por coeficientes de Taylor de f no ponto z,. Este desenvolvimento é tunico, isto é, se
i by (2 — 20)" = i £ (20) (2 — 20)" /n!, tem-se necessariamente b, = 1/n!f" (). Quando
Z; O: 0, a série é deyls;g()nada por série de MacLaurin' da funcao f. O resto de ordem n da
série de Taylor de f em torno do z; é dado pela expressao

Ra(z) = & _;fi)nﬂ 7{ 7 dC.
v ((—=20)" " ((—2)

Para além de sabermos que uma fungdo analitica tem derivadas de todas as ordens, verificamos

agora que elas podem sempre ser representadas por uma série de poténcias. Esta propriedade nao
é, em geral, verdadeira no calculo real. Existem funcées reais de varidvel real que tém derivadas
de todas as ordens mas que nao podem ser representadas por uma série de poténcias. E o caso da

funcéo definida por f(z) = exp (—1/2?) para z # 0 e f(0) = 0.

Exemplo 21 Seja f(z) = expz. A fungio f ¢é inteira e f™ (2) = expz, para todo o n € N,

Temos entio f™ (0) = 1, para todo o n € N, logo a série de Taylor de f em torno de zg = 0 é

dada por
22 2 2"
expz:1+z+—+~-~zg —, para todo o z € C.
2! On!
n—

Notemos que esta série é a obtida do desenvolvimento em série da funcao real €* substituindo x

por z.

Exemplo 22 Seja f(z) =1/(1 — 2). A fungao f é analitica e

n n!
f™(z) = m,
logo £ (0) =n!. Como tal, obtemos a série de Taylor
1 2 — _n
:zl—l—z—l—z —l—---:ZOz )

I'Em homenagem ao matemdtico escocés Colin MacLaurin (1698 — 1746).
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para |z| < 1.
As séries de Taylor sao obviamente séries de poténcias. O reciproco também é verdadeiro

(demonstrado no exercicio 1).

Proposigao 17 Uma série de poténcias com raio de convergéncia nao-nulo é a série de Taylor da

sua fungdo soma.

Para fungoes como 1/z ou e*/2% o teorema de Taylor ndo se aplica em z = 0, tratando-se
de fungoes nao analiticas na origem. Para estas fungoes existe uma outra expansao, a chamada
expansao de Laurent, que recorre a poténcias inversas de z — zp em vez de poténcias de z — zg.
Esta expans@o é de grande importancia no estudo dos pontos onde uma fungdo nao é analitica
(designados por singularidades ou pontos singulares) e para obter o teorema dos residuos, um

outro resultado fundamental da andlise complexa que serd apresentado no préximo capitulo.

Teorema 12 Teorema de Laurent Seja f uma funcdo analitica na coroa circular C (29,7, R) =

{z€eC:0<r<|z—2)]| <R}, comr>0eR>r Entio

f6) = Y an(z=20)" + Y 2,
n=0 n=1 z <0

onde o0s coeficientes sio dados por

1 f(©) _
an_Qm’f{y( z)n+1d§,n—0,172,...

= 1 n—1 o
b= 5 OG0 dem = 1

1
Exemplo 15 Consideremos a fungio f(z) = ﬁ A fungdo é analitica em C(0,0,1). Pre-
z(z —
tendemos determinar a série de Laurent de f nesta regigo. Temos
1 1 1

f(z) = z(z—1) __;—’_z—l

e sabemos que 1/(1 — z) = > 2™ para |z| < 1. Podemos entdo concluir que
n=0
1 1 1
=__ _ S [ : B
f(2) Pl . z2—2"— 2z

em C(0,0,1). Relativamente a regidgo C(0,1,00), podemos colocar a mesma questdo. Temos
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e, dado que |1/z] < 1,

n=0 n=1
Como tal,
1 1 1 /1" & /1\"
JE) =3 z_l—f;(;) —Z(‘)
para |z| > 1.

Exercicios resolvidos

1. Mostre que uma série de poténcias com raio de convergéncia nao-nulo é a série de Taylor da

sua funcao soma.

2. Desenvolva a fungao f(z) = 1/ [(z — 1)*(z — 3)] em série de Laurent para 0 < [z — 1] <2 e
para 0 < |z —2| <3

Propostas de resolugao

1. Consideremos a série de poténcias

o0

f(z)ZZan(z—zo)n=ao+a1(z—zo)+a2(z—zo)2+...,

n=0

Temos f(z9) = ap. Pela proposigio 68 temos
f(2) :a1+2a2(z—zo)+3a3(z—z0)2+... 7

donde f'(z) = ay,
fﬂ(z):2a2—|—3-2a3(z—z0)+...7

donde f”(z) = 2lag, e em geral, f(")(z9) = nla,. Deste modo, os coeficientes a,, sdo os que

definem a série de Taylor de f em torno de zy,
1
an = Ef(n) (20) .

2. Necessitamos exprimir z — 3 em termos de z — 1. Se pretendermos atender a que 1/(1 —z) =

> 2™ para |z| < 1, escrevemos
n=0
1 1
1z = (z—1)2(2-3) (z—122-3
1 1 -1 1

G-12-2+(z-1) 20z-12, z-1
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Temos, para |(z — 1)/2] < 1,

-1 1 -1 = [z—1\"
f(z):2(zf1)2 2—1:2(21)2n_0< 2 ) :

ou seja,

para 0 < |z — 1| < 2. Para obter poténcias de z — 3, escrevemos z — 1 = 2 + (z — 3) e, com

vista & série binomial, temos

1 1 1
1z = (z—12(z-3) [2+(z-3)*2-3
1 _ 1 z—3]7?
= ——BR+(@E-3) 2—4(%3) [1+ > ]

Para |(z — 3)/2| < 1,

£) :11(%_3) [H_T!Q (z;?)) . (—2)2!(—3) (z;3)2+ (—2) (;!3) (—4) <Z;3>3+

ou seja,

para 0 < |z — 3| < 2.
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Capitulo 5

Residuos e polos

Este capitulo tem como resultado principal o teorema dos residuos que afirma que o valor do
integral de uma funcao analitica f ao longo de uma curva fechada e simples é igual a 277 vezes o
somatoério dos residuos de f no interior dessa curva. Este teorema é muito 1til para o cédlculo de

integrais.

5.1 Residuos

Definigao 19 Seja f uma fun¢do complexa de wvaridvel complexa. Diz-se que zy é um ponto
stngular de f (ou que f tem no ponto zy uma singularidade) se f nio é analitica em zy (podendo
existir em qualquer vizinhanga de zy pontos onde a fungdo é analitica). Se existe uma vizinhanga
de zg onde f é analitica, excepto no ponto zy, entao o ponto singular zy diz-se um ponto singular

isolado (ou uma singularidade isolada).

Exemplo 23 A funcio f(z) =1/ [2(22 —|—4)] tem pontos singulares isolados em z =0, z = 2i e
z = —2i.
Exemplo 24 Se f(z) = log z, todos os pontos do eixo real negativo, incluindo a origem, sdo pontos

singulares mas nao existem pontos singulares isolados.

Seja zp um ponto singular isolado de uma fungdo f. Entdo, existe uma série de Laurent que

representa f,

+oo +oo +oo
C_k
16 = Y ak-wt =Y at-w) Y oo
k=—o00 k=0 k=1 0
c_ c_
= -4 2 _ 4 L bcoter(z—20) +ea(z—20)2 4,

(z—20)%> 2z—20
vdlida para uma vizinhanga definida por 0 < |z — 29| < R. Os termos da série que envolvem
poténcias de z — zy de expoente negativo , 7% ¢ /(2 — 20)F = 32455 ¢ (2 — 20) ¥, constituem

81
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a parte principal de f em zy. O coeficiente c_; da poténcia (z — zp) ™! designa-se por residuo

de f em z; e denota-se por Res(f, zo).

Exemplo 25 Dado que

temos Res(1/ (1 —z),0) = —1.

Exemplo 26 Dado que

1 R , o
(3—1)2(2—3)__2(271)2_4(271)_§—1—6<z_ )_ﬁ

temos Res(1/ [(z — 1)*(z — 3)] ,1) = —1/4. Atendendo a que

1 1 1 3 1
BT i T RS TICb It Lk A

Res(1/ [(z = 1)%(z= = 3)] ,3) = 1/4.

Podemos questionar o porqué de atribuir um nome especifico ao coeficiente c_17? Note-se que,
dada uma curva de Jordan v orientada positivamente no disco 0 < |z — 29| < R e que contenha o
ponto zg no seu interior, temos
(5.1) c_1 = L/f(z)alz

27,

Este facto facilita o célculo de muitos integrais em varidvel complexa.

Exemplo 16 Pretendemos calcular o valor do integral fv exp (1/z)dz, onde v € a circunferéncia
definida por |z| = 1 com orientagdo positiva. A fun¢do integranda tem um ponto isolado em z = 0.
Sabemos que o valor deste integral é 2wi vezes o residuo de exp (1/z) em z = 0. Recordando que a

série de Laurent de exp z em torno do ponto z =0 é dada por

(o)
=07
para todo o z, temos
I <1 1 11
g — 0= 4
expz—jgzoj!z —1+Z+2!22—|—....

Como tal, o residuo de f em z =0 tem o valor 1, ou seja, Res(f,0) =1. Temos entdo

1
=— [ exp—dz
27 J, z

donde se conclui que fy exp(1/z)dz = 2mi.
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Suponhamos agora que f é uma fungdo analitica em todos os pontos, excepto num nimero
finito de pontos singulares isolados 21, 22, ..., z,, € que v é uma curva simples e fechada (orientada
positivamente) contendo no interior os pontos zx, k = 1,...n. Para cada k = 1,...n, consideremos
uma circunferéncia v, centrada em z;, contida em v e ndo contendo outros pontos singulares para

além de z;. Entao, aplicando o teorema de Cauchy-Goursat para regioes multiplamente conexas e

]{f(z)dz

(7), obtemos

f% f(z)der?i F(2)dz + . +7§ F(2)dz

n

= 2miRes(f, z1) + 2miRes(f, z2) + ... + 2miRes(f, z)

271 ZRes(f, 2k )-
k=1

Podemos entao enunciar o seguinte teorema.

Teorema 13 Teorema dos residuos Seja D uma regido simplesmente conexa e vy uma curva
de Jordan orientada positivamente contida em D. Se f é uma func¢do analitica em v e no seu
interior excepto num ndmero finito de pontos singulares isolados z1, z2, ..., z, do seu interior de vy,

entdo

]{ f(z)dz = 2mi 2": Res(f, zi).
v k=1

Exemplo 17 Pretendemos determinar o valor do integral

R e

onde v é o contorno do rectdngulo definido port =0, x =4, y=—1 ey =1. Temos

L ; J 1 1
j{mdz = 2mi[Res(f,1) + Res(f,3)] = 2mi [_Z + Z] =0.

De facto, os pontos singulares isolados z1 = 1 e zo = 3 estao contidos no interior de y. No entanto,

para vy a circunferéncia definida por |z| = 2, temos

. : (1 -
ﬁmdz = 2miRes(f,1) = 2mi (_Z) = —5i,

ja que o ponto singular isolado zo = 3 nao estd contido no interior da circunferéncia de centro 0

e rato \/5

Exercicios

1. Calcule o valor dos seguintes integrais, onde 7y é a circunferéncia orientada positivamente

definida por |z] = 2:
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5.2 Polos e outras singularidades

Seja zg ponto singular isolado de uma fun¢éo complexa f. Se a série de Laurent de f em torno de zg
inclui um nimero finito de termos envolvendo poténcias negativas de z — zp, 0 ponto zg é designado
por polo. Significa que a parte principal de f em 2y é constituida por um mimero finito de termos
nao nulos. Neste caso, existe um niumero inteiro n tal que c¢_, é o primeiro coeficiente nao-nulo
da parte principal de f em zg. O nidmero n € N diz-se a ordem do polo. Um polo de ordem
1 também se designa por polo simples. Se nao existem na série de Laurent termos envolvendo
poténcias negativas de z — zy, o ponto singular isolado zy diz-se uma singularidade removivel.
Trata-se do caso em que a parte principal de f em zy é nula, ou seja, todos os coeficientes c¢_,,
(n € N) séo nulos. Se a série de Laurent de f em torno de 2 inclui um nimero infinito de termos
envolvendo poténcias negativas de z — zp, o ponto zg é designado por singularidade essencial.
Uma singularidade essencial é portanto um ponto singular isolado que nao é polo nem singularidade
removivel. Verificamos assim que os pontos singulares isolados sao classificados conforme a sua
parte principal contenha um numero finito de termos, um nimero infinito de termos ou nenhum

termo.

Exemplo 27 Consideremos a fun¢ao

cuja série de Laurent é dada por

1 1 1
Ty T L CE VA T

para 0 < |z — 1] < 2. Dado que c_o = —1/2 # 0 (sendo c_, =0 paran = 3,4,5,...), zo =1 é um

polo de ordem 2.

Exemplo 28 Dado que
sinz 1 z 23

=== 5ts-

para z # 0, concluimos que zg = 0 é um polo simples de f.
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Exemplo 29 Se f(z) = (sinz) /z entdo z = 0 é uma singularidade removivel. De facto, temos

1 . 1 22 5 T
1) Z;WMZQG—§+5‘H“)
_ 1 2’2 24 Zb
R

Exemplo 30 Dado que expz =Y .- 2" /n! para z # 0, a série de Laurent de f(z) = exp3/z em
zo = 0 é dada por

3oL (3\'_, . 3, 3 3 3
D D e e T AT B

para z # 0. Como tal, zg = 0 é uma singularidade essencial.

Verificdmos na secgao 7.1 que o teorema dos residuos é uma boa ferramenta para o cédlculo
de integrais. Dado que escrever a série de Laurent em cada ponto singular pode ser trabalhoso, é
conveniente encontrar técnicas que facilitem o cdlculo de residuos. Vejamos que, em casos especiais
mas muito frequentes, os residuos sao de facil determinacao. De facto, para zp um polo de qualquer

ordem, é ficil determinar Res(f, 2o).

CASO 1

Suponhamos que zy é um polo de f em zy de ordem n. Temos

(5.2) f) = e e

7 +cotei(z—20)+ -
(z — 20) (z — 20) 2=z t{ )

para 0 < |z — 29| < R. Multiplicando ambos os membros de (8) por (z — 2g)", obtemos

n+1

(z—20)"f(2) =c_pn+tcpni1(z—20)+ - +c_y (zfzo)"71+co (2 —20)" +c1(2— 20) 4+

a série de Taylor de ¢(z) = (2 — 20)™ f(2). Pretendemos o coeficiente c_1 de (z — z)" " que, dada
a definicdo de série de Taylor, sabemos ser dado por ¢~ (z)/(n — 1)!. Temos entio

¢(n71) (ZO)

c—1 =Res(f, z0) = e

Em alternativa, podemos ainda considerar sucessivas derivagdes (até 4 ordem 1 — 1),
[(z = 20)" f(2)] "™ = (n = D)le_y +nleg (2 — 20) + (n+ Dley (2 — 20)2 + -+ -,

donde se conclui que

lim [(z — 20)"f(2)] ") = (n—1)le_4

zZ—2z0
ou seja,

ey = lim [(z — 20)"f(z)] "7 Y.

(TL — 1)! zZ—20
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Designando (z - zo)”f(z) por ¢(z) podemos entao escrever

(n—1)
lim ¢ (2) = gD () = L)

1
Res(f, 20) = e (n—1)! (n—1)!

Exemplo 18 Calculemos os restduos de f(z) = (expz) /2? (22 +1). A fungio tem pontos singu-
lares em z =0, z =1 e z = —i. Para o cdlculo do residuo de f em zg = 0 consideremos que é um

polo de ordem 2 e, como tal, seja

O residuo ¢é dado pela expressao

Res(f,0) = =

(22 +1)°

(22+1) e? —2262] _q
z=0

Para o célculo do residuo de f em zy = i consideremos que é um polo simples e, como tal, seja

eZ z

) =) ey = EeT

O residuo ¢é dado pela expressao

Res(f,i) = 0] = [e—z] = —;—Z.

. ‘ e :
De forma andloga, verificamos que Res(f, —i) = 57 Se pretendermos determinar o valor do
i

integral

eZ
/7 ZET )"

onde 7 é uma curva de Jordan contendo z = i e z = —i (mas nao contendo z = 0), podemos

utilizar o teorema dos residuos,

e® et et
————dz = 2mi | = = —2misin 1.
/WZQ CE) z ) (22, + % ) 1 SIN

CASO 2

Suponhamos que a fungdo f(z) se pode escrver como um quociente de fungoes



5.2. POLOS E OUTRAS SINGULARIDADES 87

onde p e ¢ sdo fungdes analiticas em z = zp, com p(zp) # 0, ¢(z0) = 0 e ¢'(20) # 0. O ponto

singular zy € um polo simples de f e podemos escrever

p(z) _ p(Z()) +p’(20)(z — ZO) + ..

f(z) = = 1z
M) )z — ) + T2

(=) 4

Considerando ¢(z) = (z — 20) f(2), temos

¢(Z) = H(ZO
q' (20) 5 (z—20) + ...
Mas entao,
p(20)
Res(f,z0) = ¢ (20) = .
(f 0) ¢ ( 0) ql(ZO)
Exemplo 19 Consideremos v o contorno do rectdngulo de lados definido por © = +1, y = —7 e

y=37m e [ a funcao definida por
cos z

f(z) =

expz— 1

Pretendemos calcular o valor do integral /f(z)dz Os pontos singulares da fung¢io integranda f
¥
sao as solugdes da equacdo exp z = 1, ou seja, 0s pontos z = 2kmi, para k € Z. Os pontos singulares

isolados no interior de v sao z =0 e z = 2mi. Entao, pelo teorema dos residuos,

/ OF 4z = 2mi [Res(f,0) + Res(f,2xi)].
ve”—1

3

Notemos que f(z) = m = -1 onde p e q sdo fungdes analiticas em ambos os pontos 0
e 2mi. Temos ainda p(0) = 1 # 0,p(2mi) # 0, q(0) = q(27i) = 0 e ¢'(0) = e = 1 # 0,

¢ (2mi) = 2™ =1 #0. Como tal,

(2) COS 2
z

~ p(0)  cosO o p(2mi)  cos2mi e 2" 427
Res(f,0) = 70" o =1 e Res(f 2mi)= (@mi) e 5

—27 27
/ P dr =2mi <1—|—¥) .
,Yez—l 2

Portanto,

Exercicios resolvidos
1. Mostre que f(z) = (sinz) /2% tem um polo de ordem 2 em zy = 0.
2. Determine os residuos da funcdo f(z) =1/ (z* +1).

3. Determine o valor do integral ﬁy tan z dz, onde v é a circunferéncia definida por |z| = 2 com

orientacao positiva.



88 CAPITULO 5. RESIDUOS E POLOS

4. Determine o valor do integral fv (224 6)/ (22 + 4) dz, onde vy é a circunferéncia orientada

positivamente definida por |z — i| = 2.

5. Determine o valor do integral fv expz/ (z4 + 523) dz, onde 7y é a circunferéncia definida por

|z| = 2 com orientagao positiva.

6. Determine o valor do integral f,y exp (3/z) dz, onde v é a circunferéncia orientada positiva-

mente definida por |z| = 1.

Propostas de resolucao

1. Temos

30 5T T2 3T

sin z 1 sinz 1 22 2t S 1 1 22 A
3 ) = 1 +-- ) =
z 2%z z

2. Sejam z1, 29, 23 € 24 as raizes da equagao 2%+ 1 =0. Temos

m 3 oL 7
Z] = exp — =exp— =exp— € =exp —.
1 P 4 y *2 P 4 y <3 p 4 Z4 p 4
Condiderando f como quociente de fungdes analiticas p(z) = 1 e ¢(z) = 2* + 1, obtemos
(1] 1 1 3 1 1
Res(f,z = — =—=—exp|——|=-—= - ——13,
o) = os] | TopTaee ( 1 ) NG
(1] 1 1 97 1 1
Res y & = —_— = —— = —eX - :_7_7:,
(f, 22) 42, T 1P\ ) 2

= 131 NRNoR

Rea (£, 2 (1] 11 2ri L,
€S z. = — = —5 = — X E—— —=1.
o 48], T Ao 2 42

Res(fizg) = |L] = =1exp(—15m>:41 L

3. Dado que f(z) =tanz =sinz/cosz e
2n+1)7

(5.3) cosz=0&2z= 5

para n € Z,

temos

[ Res (1. T (£ IV = 27i =1 — 1] = — 4
itanzdzz?m[Res(f, 2>+Res(f,2>]—2m[ 1—-1] = —4mi

atendendo a que z; = —7/2 e zo = 7/2 s@o os tnicos complexos de (9) que pertencem ao
interior de . Dado que (cos z)’ = — sin 2, temos
. ( 7T) . T
sin [ —— sin —
Res (f,—%) - — 277 =—-1 e Res (f,g) =— 27r — 1,
— S (—5) *Slng

donde concluimos que

%tanz dz =2mi[-1 — 1] = —4mi.
-
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5.2.1 Exercicios resolvidos
1. Seja f(z) = zFe'/#, com k inteiro positivo.

(a) Calcule a série de Laurent de f(z) para z préximo de 0. Qual é a maior regidao de

validade desse desenvolvimento em série?
(b) Calcule o residuo Res f(z) |.—o -

(c) Calcule os possiveis valores de }{ f(2)dz ao longo de curvas de Jordan seccionalmente

regulares nao intersectando a origem.

e,
]{z—l—% (z-1*

com a curva orientada no sentido directo.

(d) Calcule

2. Seja g(z) uma funcao analitica em C tal que g(0) # 0. Seja f(z) = 2™g(z), com m inteiro

positivo. Mostre que
1 ['(2)
2711 J121=1 f(2)

se a curva for percorrida no sentido directo.

dz =m,

3. Considere a fungdo real de varidvel real f(z) =5+ 4 cosz.

(a) Calcule, utilizando o teorema dos residuos, o valor dos integrais
T _inx

e

IO

(b) Deduza, da alinea anterior, o valor dos integrais

anzl/ cos(nx)dm . bn:l/ Sln(mv)d$7 n=01,2,...
mJ . f(x) ) flz)

I, de, n=0,1,2 ...

a
(c) Diga, justificando, qual o valor da soma da série ?0 + >0 | ap cos (nx) + by, sin (nz)

para x € [—m,7].
4. Sejar>1ley={z€C||z| =7}
(a) Calcule, usando o teorema dos residuos, o valor do integral

[

(b) Obtenha o resultado da alinea anterior usando o teorema de Cauchy e majorando o

médulo do integral para r grande.
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Prove que f(z) =1/ (2 — 1) néo é a derivada de uma fungéo analitica em C\ {1}.

Prove que
1

9(z) = z(z——l)

é a derivada de uma fungéo analitica em C\ [0, 1].

5. Seja f uma funcao inteira tal que

[f(Z)] <e(l+r%)

se |z| = r, onde ¢ e a pertencem a RT. O que pode afirmar quanto a f7 Sugestdo: prove

uma generalizagao do teorema de Liouville.

5.2.2 Propostas de resolugao

1. (a)

—n

- N Z" 1 z
Da série de poténcias e* =Y > —7» obtem-se > = > — Logo,
X _k—n 0 —J k—2 1 > —J
kL o z ko k-1, % <
=Y =Y e o Y
“e ; nl j_zk CE 91 k! ; k+)!

usando uma reindexagao n — j com j = n — k. Quanto & maior regiao de validade

2 . [ee] n 4 .
recorde-se que, para uma série de Laurent do tipo > an (z — zp)", € a maior coroa

n=—o00
circular, r < |z — 29| < R, que ndo contém singularidades e que contém pontos onde a
série é convergente. A funcdo dada apenas possui uma singularidade, z = 0. Portanto,
a maior regiao de validade desta série de Laurent é a regiao definida por |z| > 0, ou

seja, C\ {0}.

Por defini¢do, Res f(z)|.—0 = a—1, onde a_1 é o coeficiente correspondente & poténcia

271 da série anterior. Como tal,

1
Res f(2) |;=0 = a1 = —=.
f( )|z 0 1 (k’ T 1)!
Note-se que z=0 é uma singularidade essencial da fungao Zhet e, como tal, nao é um
poélo. Assim, ndo é vilida a aplicagdo da expressao para calculo de residuos de pélos de

ordem n.

Seja v a curva de Joprdan ao longo da qual o integral é calculado. Se 0 pertence ao

interior da curva -, pelo teorema dos residuos tem-se

ﬁf(z)dz = +271iRes f(2)].—0 = i%,
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em que o sinal + ou — é usado se <y percorrida, respectivamente, no sentido positivo ou

negativo. Se 0 nao pertence ao interior da curva =, pelo teorema de Cauchy, tem-se

ﬁf(z)dz — 0.

(d) Como o disco |z — 1| < 1/2 estd contido numa regido onde a funcéo f(z) é analitica,

pode aplicar-se a férmula integral de Cauchy para a primeira derivada,

1 f(2)

2miJ)s =4 (2~ 1)°

dz = f'(1).

Dado que f'(z) = (k2F~! — z#=2) e%, obtem-se

7{ /(z) Sdz = 2mif'(1) = 2mi (k — 1) e.
l=—11=4 (2 = 1)
2. Seja f(z) = 2™g(z) com g(z) analitica, entdo f'(z) = mz™"1g(z)+2"g'(2) e, portanto, para

0<|z| <1 tem-se
f'lz) _ma™tg(2) +27g'(z) _m  g'(2)

ON 2"g(2) Tz g()

Como g(z) # 0, se |z] <1, a fungao ¢'(z)/g(z) é analitica para |z| < 1. Portanto, 2 =0 ¢ a

unica singularidade de f/(z)/f(z) no disco |z| < 1 e € um pd6lo simples cujo residuo facilmente

se calcula,
! /
Res [f (z)} zlimz(m—i-g(z)) =m.
f@) .o =0 \z  g(2)
Pelo teorema dos residuos, tem-se
!/ !/
L. f(z)dz:ReS [f (Z)} =m.
2mi J =1 f(2) f(2) |.—o
3. (a) Seja v a curva |z| = 1 parametrizada por z(z) = €'®, para = € [—,7|. Entao,
T eine ™ eine ™ (eix)n
- dz = —  dx= . —(
_x fx) v /,,T5+4cosx v /W5+2(e”3—|—e—””) v
_ %#% - _ _%Ld
T P5r2+e iz S22t52+27
2 ¥

I
|
| .
)
)
.
=
@D
[}

paran =0,1,2,....
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(b) Uma vez que cos (nz) = Re (¢**) e sin (nz) = Im (e**), imediatamente se conclui que

Oy = lRe (I,) (=D

1

(c) Os coeficientes a,, paran =0,1,2,... e b, paran = 1,2, ... sdo os coeficientes de Fourier

da funcao periddica de periodo 27,

(@) = =
r)=———.
g 5+ 4cosx

Como esta funcdo é de classe C' em R, pelo teorema de Fourier conclui-se que a soma

1
da série ¢ ———  para cada = € R.
5+ 4coszx p

4. (a) Tem-se

Como tal

ﬁﬁdz — 2ri (Res {ﬁ] _ HRes {ﬁ] 2_1) o

(b) O teorema de Cauchy afirma que os integrais de fungoes analiticas num dominio 2, ao
longo de caminhos homotépicos em 2, sdo iguais. Como tal, o valor do integral nao

depende de r. Tem-se, atendendo a que |z — 1| > |z| — 1 para |z| > 1,

1 1 1 2rr
— dz §7{7|dz\:j{7|dz\:
ﬁz(z—l) L1zl (]2 = 1) 77‘(7‘—1) rZ—r

]{ﬁdz !

— 0 quando r — 4o00. Logo, f—dz =0.
(c¢) Seja © um dominio em C e f: Q — C uma fungdo continua. Sabe-se que f é a derivada

e

L 2(z—1)

de uma funcgao analitica se e s6 se o integral de f ao longo de qualquer contorno fechado

em {2 for nulo. Ora,

1
% 1dz:27ri7é0.
|

z—1|=1% —

Conclui-se que f(z) = 1 nao é a derivada de uma funcdo analitica em C\ {1}.

2 —
(d) Se C & um contorno de Jordan fechado em C\ [0, 1], descrito no sentido positivo, entao C
¢ homotépica a curva v do enunciado (supondo 7y também descrita no sentido positivo)

ou C' é homotdpica a um ponto, pelo que

%Jﬁdz:éﬁdz:o.
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Conclui-se que os integrais de g(z) = ao longo de contornos fechados em

1
z(z—1)
C\ [0, 1] s@o nulos. Como tal, g ¢ a derivada de uma func¢do analitica em C\ [0, 1].
5. Designe-se por n a parte inteira de «, ou seja, o nimero natural tal que a — 1 < n < a.

Provemos que a derivada de ordem n+1 de f é identicamente nula. Sejaa € C e r > 0. Pela

férmula integral de Cauchy,

(nt+1) () — (n+1)! f(2) .
) (a) __*‘%;aﬂf____‘

271 z — a)n+2
Entao
(n+1)! |f(2)]
[ < T — i lde]
| T TR e
' «
< (n+1)./ c(1+|i|+2) dz|
20 Jiz—a=r |2 —aq]
< (n+1)!/ c[l+ (r+la)? d]
- 27T |z—a\:7‘ Tn+2
(D[l +(r+a])?]
= oy T 2mr
,ra—l—l
~ c(n+ 1)!Tn+2 —0

quando 7 — 400. Assim, f(**1)(a) = 0. Como a ¢ arbitrério, f(**1) = 0. Integrando n + 1

vezes, conclui-se que f € um polinémio de grau menor ou igual a n.



