Exemplo 5.7. Qual a fungio derivada de f(x) = x2?
Temos

—im SO+ AX) - f(x)
AL _Alxu—n~o Ax ’

2 _ 3
&)= lim et Ay lim 2XAX+@Ax* _ 0 (2x + Ax) = 2x.
Ax— 0 Ax Ax— 0 Ax Ax—0

Assim, por exemplo, se quisermos a derivada no ponto Xo = 5, basta calcularmos f'(5)
que é igual a 10.
E importante ainda observar que:

fx) = Af

Ay’ Para Ax pequeno.

Dessa forma, se x =5 e Ax = 0,1 teremos

f(5)=10,
Af=f(5,1) - f(5) = (5,1)*- 52 = 1,01

Ax )1
=&
Portanto, f'(5) = Ax
|___Exercicios |
|

1. Para cada fungéo f(x), determine a derivada f'(xp) no ponto xq indicado:
a) f(x) =2 xo=4 e) f)=x*-4 x=0
b) f)=2x+3 iy il f f(x)=—)lc- Xo=2
o f()=-3x x=1 o) f =+ x=5
d) f(x)=x%-3x Xo=2 h) fx)=x*-3x+4 X=6

2. Determine a fungéo derivada para cada fungdo do exercicio anterior.

3. Dada a fungéo:

x,sex=1
fo) = {2, se x> 1.

Mostre que n&o existe f(1).

4. Considere a fungao f(x) = 2| x|. Mostre que ndo existe f'(0).



W

5.3 Derivada das Principais Funcdes Elementares

Vimos no item anterior que a fungio derivada de f(x) = x? era f'(x) = 2x. Se conseguirmos
achar a fungo derivada das principais fungdes elementares e se além disso soubermos achar
as fungdes derivadas de somas, diferengas, produtos € quocientes dessas fungdes elementares,
poderemos achar as derivadas de muitas fungdes sem termos que recorrer 2 definigio (que
muitas vezes pode dar muito trabalho). Vejamos entfio como que isso pode ser realizado.

5.3.1 Derivada da Fun¢do Constante

Se f(x) = ¢ (fungdo constante), entdo f'(x) = 0, paratodox.

Demonstracao

- lim JO+AD-fx) _ . c—c _
f’(x)_Al:TO Ax = lim Ax = 0 para todo x.

Ax—0

Exemplo 5.8
JfX)=5=fx=0,
fo)=e=f(x=0.

5.3.2 Derivada da Fun¢do Poténcia

Sef(x)=x" entdo f(X)=n-x""!

Demonstracao

Provemos essa relagdo no caso de n ser inteiro e positivo, embora a propriedade scja
vélida para todo n real (desde que x > 0).
Temos:

Af=(x + Ax)" — x",

¢ usando a férmula do Bindmio de Newton,

ar=xne (Pt @0+ (D)an2 AR e s (") @omis axy -

%2 =(’ll)xn—l + (g)xn—2 A + .+ (n'z 1) 1, (Ax)"-2 + (Ax)"-1,

Para Ax tendendo a zero, todos os termos do 2° membro tendem a zero, exceto o 12
Portanto: ’

- i éﬁ=(n) n—l=L n-1_, . yn-1
= s k) -1 "% -
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- Exemplo 5.9

f) =28 = f(x) =322
f(x) =x8 = f(x) = 8«7,

f(X)- 5 —x3=>f(x) =-3.x"

Fo) =Nz=x? =)=

3.3.3 Derivada da Fungdo Logaritmica

%‘lﬁx,en@f(x)=% (parax>0). -

| Demonstraciio
Af=In(x + Ax) — In x,
=lnLAx=ln<l+M)
x x /)
| logo
A Ly Ax)
Ax ~ Ax L+ x
ln(l + Ax)
x

Fazendo m = %, entdo quando Ax tende a 0, m também tende a 0.

Portanto,

1
tim &L = fim In(1 + m)™
ax—0 AX  m—o0

1 1
= lim [— In(1 + m) '"]
m—0|L X
1 1
=— lim In(1 + m)™
X m—0
_1 1
In 11m (l +m)™,
T x
Mas

1
lirr{, l+mm=e,



entao

im M =lpe=1
x—0 AX X X

ou seja,

1
o=t

f'x) =

5.3.4 Fungdo Seno e Fun¢ao Cosseno

Demonstracio

Provemos o item (a).
Temos, usando as férmulas de transformag@o em produto, que

Af =sen (x + Ax) — sen x
Ax (2x+7i.x)

=2sen—2—cos —

~

Segue-se entdo que

2 sen —= cos
2

= i 2
Ax—0 7Lx

Ax

sen —=
. 2
= lim
Ax—0  AX

2

Ax (2x+7£x)

- cOo8 (Zx "2' Kx)-
sen X 2x + Ax

Quando A x tende a 0, e tendeal e cos (T) tende a cos x,

2
logo
fx)=1"-cos x=cos x.

O item (b) tem demonstragdo andloga.




- 5.4 Propriedades Operatérias

As propriedades operatérias permitem achar as derivadas de somas, diferencas, produ-

| tos e quocientes de fungdes elementares. Sdo as seguintes:

= u(x) — v(x) entdo f'(x) = w'(x) - v (x). :
) Se f(x) = u(x) - v(x) entdo £(x) = u(x) - V(x) + u'(x)

- ux) o Y®) W) - V() -
Seflx) = 255 entho fix) = X2 R

Demonstracao

Provemos a (P1).
s Af
f®= Al,"}}o Ax

= lim J& + Ax) - f(x)
Ax—0 Ax

= lim k-gx+Ax)—k-g(x)
Ax—0 Ax

=k lim 8(x + Ax) — g(x)
Ax—0 Ax

ou seja,
f®)=k-gx).
Provemos a (P2). Temos que:
Af=fx+ Ax) - f(x)
= [ulx + Ax) + v(x + Ax)] - [u(x) + v(x)]
= [u(x + Ax) — u(x)] + [v(x + Ax) — v(x)],
do que segue

Af _Au, Av
Ax  Ax  Ax’
Passando ao limite para Ax tendendo a 0,
lim & _ jim A4, Av

ax—0 AX  Ax—0 AX  Ar—0 Ax’
isto é,

LX) =u(x)+V(x).




A propriedade (P2) pode ser estendida a uma soma de n fungdes, isto é:
Se

J&x) =fi(0) + () + ... + fu(x)
entao
F ) =fix) + () + /LX) + ... + f(x).
A demonstracao da (P3) € totalmente andloga a da (P2).
Provemos a (P4). Temos:
Af =f(x + Ax) - f(x)
= [u(x + Ax) - v(x + Ax)] = [u(x) - v(x)].

Como
Au = u(x + Ax) — u(x),
Av =v(x + Ax) — v(x)
vem que
Af =[u(x) + Au] [v(x) + Av] — u(x) v(x)
=u(x) - v(x) + u(x) - Av + v(x) - Au+ Au - Av — u(x) v(x)
=u(x)~ Av+ v(x) - Au+ Au - Av.
Portanto,
o= lim 2L = o). lim AY Clim 2% 4 tim Aw- AV
Fx= AIXITO Ax e Alxlgloo Ax V) Alxlgl»o Ax * Alxn—I.loAu Ax’

Mas

Au=Ax- 2—: e quando Ax tende a 0, Au também tende a 0.

Logo
S @) =u@) - vVE)+v) - ux).
A (P5) tem demonstragdo andloga a (P4).

Exemplo 5.10

f(x)=51nx=>f’(x)=5.%;

f(x) =x? + sen x = f'(x) = 2x + COS X;

f(x) =x3—cos x = f(x) = 3x2 + sen x;

fx)=x%-senx = f'(x) =x%- cos x + 2x - sen x;
(In x) - cosx—(%) -sen x

(In x)?

f@ =0 =)=
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. 5. Obtenha a derivada de cada funcéo a segquir:
a) fx)=10 m) f(x)=x-senx
b) fx)=x° n) fx)=x*>-Inx
¢ () =10x5 0) f(x)= (22 —3x + 5)(2x— 1)
d) 1) =52 p) fix)= 25X
sen x

e) f=x2+1 q) f(x):tgx:m
D ) =105+ 52 0 f) = i:;

2 5
g9) f)=2x+1 s) f(x)=?+?
h) f(6)=32—6t—10 ) f@=x:
i) f)=5P-2u®+6u+7 u) fx)=x3+x*
j) fW=3Inx+5 v) f)=3x+53x+10
kK f0)=10Inx-3x+6 w) f(x)=Vx-senx
) fx)=5senx+2cosx—4 x) f(x):i?_—xx

3.5 Fun¢do Composta — Regra da Cadeia

_ Consideremos a fung@o f(x) = (x2 — 1)3. Poderiamos achar a derivada de f(x), desenvol-
 vendo a expressdo cubo de uma diferenga. Todavia poderiamos fazer u = x> — 1 e nossa
'. fungdo ficaria sob a forma u>. Assim, para calcularmos uma imagem dessa funcao, procede-
¢ mos em duas etapas:

- * Para um dado valor de x, uma 12 fungio calcula a imagem u = x> — 1.
| * Para o valor de u assim encontrado, uma 22 fungdo calcula a imagem v = 1.

Dizemos que a fungio f(x) é uma composicdo dessas duas funcdes.

 Paraocdlculo da derivada de f(x), podemos usar o seguinte raciocinio intuitivo (a demons-
b tragio formal encontra-se no apéndice):

Af _Av Au

Ax  Au Ax’

Sob condig¢des bastante gerais (e mencionadas no apéndice), quando Ax tende a zero, o
i mesmo ocorre com Au, de forma que:

FO=vV@- €@,

f(x) = (derivada de v emr:la;ie a u}(dﬂmtaﬁﬂﬁ ax),




A férmula acima € conhecida como regra da cadeia
Assim, no exemplo dado, teremos:

) =3u-u
=32 - 1) (%)
= 6x(x?-1)%

Exemplo 5.11. Qual a derivada de f(x) = In(3x + 6)?
Fazendo-se u = 3x + 6, teremos v = In u. Assim:

1 o1 5, 3
f@=w=are 3376

~

5.6 Derivada da Fung¢éo Exponencial

Sef(x) = a*, entfio f’(x):a‘ -In g, paratodo x real (coma >0Oea # 1).

Demonstracio
Consideremos a fung¢io:

Ix)=Inf(x)=Ina*=xIna.

Aplicando-se a regra da cadeia, teremos:

1
'(xx)=——. .
=Ty T
Mas, por outro lado:
l' (x) = ln a.
Conseqiientemente:
% =lna=>f(X)=f(x).1na=ax.lna.

Exemplo 5.12
@) =3 =f(x)=3"1In3;

fW=e"=f(x)=e*-Ine=¢*poislne=1.

Exemplo 5.13. Se quisermos calcular a derivada de f(x) = e* * 3 -5, poderemos fazer
u=x?+3x -5 e aplicar a regra da cadeia, isto é,

fx)=e"-Ine-u,
F@) =e"+3-5. (2x + 3).




Exemplo 5.14. Vimos anteriormente que se f(x) = x" entiio f(x)=n-x"""!e fizemos a
demonstragdo para n inteiro e positivo. Mostremos que tal relagdo € vélida para qualquer n
real (desde que x > 0).

De fato, tomando-se o logaritmo natural de ambos os membros de f(x) = x*, teremos:

Inf(x)=Inx"=n-Inx.
Derivando ambos os membros em relagio a x, obteremos:
1

S
7o f®=n =

¢ portanto
=P =T yno g -t
f® L @ L X =nex

6. Obtenha a derivada das seguintes funcdes:

a) fx)=(2x-1)} m) flx) =37 -4
b) f(x)=(@2x-1)* n) fx)=ex+1
¢) f(x)=(5x2-3x+5)8 o) fy=e"+e*

1 1 ? eF+e”*
9 sw=( v p 1) - p) f =532

1

e) f(x)=m q) f=V2x+1
) f)=In(3x2-2x) 0 fe)=V2x+1 ,
9) f()=In(x?-3x+6) s) f)=(6x2+2x+1)?
h) f(x) = sen(x2 - 3x) ) fO=Vx+1+¥2_3x+1
i) f)=2* u) fO=Vx+Vx+1
) fo=5 v) f) = ‘:f

x be _ x+1
kl fx)=e*+3 w) f(x) = o
) flx)=ex-2+1 X fG) =32+ 1

Fungéo exponencial geral — Quando temos uma funcao do tipo f(x) = u(x)*®, podemos
calevlar a derivada tomando o logaritmo de ambos os membros e aplicando a regra da
cadeia. Por exemplo, se f(x) = x* teremos:

Inf(x) =In x*

Inf(x)=x-Inx;
derivando ambos os membros,

L-f(x):l-ln“x.%,

J(x)
@ =fx)[Inx+1],
fx)=x*-[lnx+1].
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7. Calcule a derivada das seguintes fungées:
a) fe) =@~
b) f(x) =+ 1)*
¢) flx)=(x)n*

5.7 Fungao Inversa

Se R for uma relagdo de A em B, entdo
R'={(b,a) €E Bx Al(a, b) €E A x B}

é chamada relagdo inversa de R. Segue-se que R~! C B x A, enquanto R C A x B.
Se R for dado pelo diagrama da Figura 5.4, a relag@o inversa serd

R'={(2,1),(3,1),(4,1),(3,2),(4,2),(4,3)}.

Figura 5.4: Relagdo de A em B.

Vemos que nem R nem R~} sdo fungdes.
Consideremos agora os diagramas da Figura 5.5.

Figura 5.5: Relagdes de A em B.
A B

f e g agora sdo fungdes. Considere f-! e g7, isto &, as relagdes inversas. Vemos que f*
ndo é fungdo, pois ao elemento y, correspondem dois elementos x; € x,. Mas g~! é fungfo.

Entio, se f é uma fungéo de A em B, considere a relagdo inversa f~! . Se f~! for também
uma fungdo, ela € dita fungéo inversa de f.

Pelo visto, acima, a fungo f admitird inversa f~! se, e somente se, f for bijetora de A emB.

Observemos que, se f for uma fungdo em que y = f(x) e f~! for a inversa de f; entio
x = f1(y) se, e somente se, y = f(x). Além disso:

fY(f(x)) = x para todo x € A, e f(f~!(y)) = y paratodo y € B.




Graficamente, se (x, y) é um ponto do gréfico de f, entdo (y, x) € um ponto do gréfico de
f; logo, os grificos de f e f! sdo simétricos em relagdo a reta y = x (Figura 5.6).

Figura 5.6: Graficos de uma funcéo e sua inversa.

Y

Exemplo 5.15. Seja y = f(x) = 3x + 5. Entdio como a fung@o € bijetora de R em R, existe a
fungdo inversa f-1, e ela é obtida isolando-se x na relacdo dada, isto é:

y=3x+5=>x=y3_—5.
y-5
3

Se f(x) € uma fungio real definida no intervalo [a, b] e crescente (ou decrescente) nesse
intervalo, entdo existir4 a inversa f71, pois £é bijetora (Figura 5.7).

Portanto, f~!(y) = x =

Figura 5.7: Fungdo crescente em [a, b].
Yé

a———-———-———
xV

/

“--4C

Além disso, se f(a)=c e f(b) = d, entdo f~! serd definida no intervalo [c, d].

Consideremos, agora, o problema da derivagdo da fungdo inversa. O seguinte resultado,
cuja demonstragdo se encontra no Apéndice, nos d4 uma maneira de determinar a derivada
de /!, conhecendo-se a derivada de f



i a no intervalo [a, b}, derivével e crescente (ou decres- |
tfo, se f(x) > 0 (ou f(x) < 0) para todo x € Ta, b[, temos:|

Exemplo 5.16. Seja y = f(x) = x%, para todo x € [0, oo[. Assim:

e x="y, pois x = 0;
*f)=2x

* Dfl(y) =

Q|-
I
ST

Exemplo 5.17.Se y = f(x) = sen x, ndo existe a inversa de f, pois existem infinitos valores de
n

E

2
a funcio serd crescente nesse intervalo e conseqiientemente existird a fungdo inversa
(Figura 5.8).

x que correspondem a um mesmo y. Mas se nos restringirmos ao intervalo —% sx<

Figura 5.8: Funcdo seno no intervalo [— %; 52—]

4

R —
xy

Como sen % =1lesen (— g) =—1, a fun¢@o inversa serd definida no intervalo [-1, 1]¢

recebe o nome de fungio arco seno; isto &, se y = f(x) = sen x, entdo x = f~!(y) = arcsen y, em
que -1 <y < 1 (Figura 5.9).
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Figura 5.9: Fungdo arco seno.

Fiy) s
2 B
2 i
-1 1 y
A -E
2
A derivada de f~! é dada por:
1 1
Df\(y)= = .
O fx CoS x
Como cos x =V 1 —sen® x (raiz quadrada positiva pois cos x > 0 para — % sSX = g)

teremos:

Df Y (y)=D arcsen y = 1 =l
/o) Y sz V1-—y2*

Exemplo 5.18. Para acharmos a derivada da fungdo y = arcsen (3x2), podemos fazer u = 3x2.
Assim, temos que derivar y = arcsen(u). Tendo em conta o resultado do exemplo anterior e
aregra da cadeia, teremos:

_ 6x

o1
Y2 T 1o

8. Se y = f(x) = cos x, ache a derivada de x = f-!(y) = arccos y, para 0 < x < .

9. Se y = f(x) =tg x, ache a derivada de x = f~'(y) = arctg y, para —% <x< %

10. Obtenha a derivada das funcées:

a) f(x) =arcsen (3x - 5) b) f(x) = arccos (%) ¢) f(x)=arctg (x*-5)

1. Considere a fungao exponencial y=f(x) = e* como inversa da funcdo logaritmica x=In y.
Obtenha a derivada de f(x) usando a derivada da funcéo inversa.



3.8 Interpretacio Geométrica da Derivada

Consideremos a fungdo f e os pontos P(x, f(x)) e O(xp + Ax, f(xo+ Ax)) da Figura 5.1
A reta que paséa por PQ ¢ secante ao grifico e seu coeficiente angular é %

Figura 5.10: Reta secante.

A

POV | S,

~ F‘xo) ---------

A medida que Ax se aproxima de zero, a reta secante vai mudando seu coeficient
angular.

Consideremos a reta que passa por P e cujo coeficiente angular € dado por:

m= lim Af = f'(xp).

Ax—0 Ax

Essa reta (Figura 5.11) ¢ chamada de reta tangente ao grafico de fno ponto P (desde que
Jfseja derivdvel em x).

Figura 5.11: Reta tangente ao gréfico de uma funcéo.

fixo)

Exemplo 5.19. Obtenha a reta tangente ao grafico da fungdo f(x) = x% no ponto P d
abscissa 2.

Temos que, para x = 2, f(2) = 4. Logo, o ponto P tem coordenadas P2,4).

Também f'(x) = 2x e portanto f'(2) = 4. Assim, a reta tangente ¢ tem coeficiente angular
igual a 4. Logo sua equagio é

y—-4=4(x-2),0ouseja, y=4x—4. (Figura 5.12)
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Figura 5.12:Refa tangente ao grafico da
fung@o f(x) = 22 no ponto (2, 4).

4

[ ) T

5.9 Diferencial de uma Fun¢do

Consideremos uma fungio f derivédvel em x,. A variagio sofrida por f, quando se passa
do ponto x, ao ponto xy + Ax, é:

Af=f(xo + Ax) - f(xo).

Consideremos ainda a reta PR, tangente ao grafico de f no ponto P(xo, f(xo)) € cujo
coeficiente angular € m = f" (xp).
No tridngulo PRS da Figura 5.13, temos

3zl
Il
[l

m=tgo=

- ¢como m =f"(xp)

o) =5 ou RS=fix)-Ax.
Ax

Figura 5.13: Definicdo de diferencial.

A

fixo+ Ax)

fixo)




Ao valor RS (que depende de Ax) denominamos diferencial de f no ponto de abscissay
e o indicamos por df. Assim,

df=f"(xg) - Ax.

Observemos que df depende de Ax e é ficil perceber que quanto menor for Ax, mais
proximo df estard de Af. Assim, podemos dizer que

df = Af para pequenos valores de Ax.
Dessa forma, a diferencial de uma fungdo pode ser usada para calcular aproximads
mente variagdes de f, para pequenos valores de Ax.

Exemplo 5.20. Consideremos a fungo f(x) = 3x? e os pontos de abscissa 1 e 1,01. A variz
¢do de f entre os pontos dados é

Af =f(1,01) - f(1) =3 - (1,01)* - 3 - 12 = 0,0603.
A diferencial de f no ponto de abscissa 1, para Ax = 0,01 é
df =f(1) - 0,01. .
Como f'(x) = 6x, f'(1) = 6 e temos df = 6 - (0,01) = 0,06. Assim, df = Af.

__Exercicios |

12. Obtenha a equagéo da reta tangente ao gréfico de f nos pontos de abscissas indicadas:
a) flx)=x2 xp=35
b) f(x)=x%-5x, x=1
c) f(x)=2x+3, x=3
d) fx)=x2-5x+6, xXo=2
e) fx)=Inx, Xp=e

x—1

{) f(x)-x+3y x0_3
g) f(x)=senx, Xp= %
h) f(x)=e>, xp=1

13. Calcule a diferencial das fungdes dadas nas seguintes situacaes:
a) f(x)=x2 xp=2eAx=0,1
b) fx)=Vx Xo=1eAx=0,02
c) f(x)=l—fx' xp=2eAx=0,1
d fW=xlnx-x xpo=aelAx=d
e) fx)=e* xp=0e Ax=0,01
f) f(x)=cosx x0=£eAx=L

3 2
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+ 14. Dada a fungdo f(x) = ax + b, mostre que df = Af qualquer que seja x e qualquer que
seja Ax.

15. Usando o fato de que Af = df, calcule, aproximadamente:
a) ebl,
b) O acréscimo sofrido pela drea de um quadrado de lado x, quando x varia de 3
para 3,01.

16. O custo de fabricagéo de x unidades de um produto é C(x) = 22 + 5x + 8. Atualmente
o nivel de produgdo é de 25 unidades. Calcule, aproximadamente, usando diferencial
de fungao, quanto varia o custo se forem produzidas 25,5 unidades.

17. O custo de fabricagdo de x unidades de um produto é C(x) = 0,1x3 — 0,5x2 + 300x + 100.
Atualmente o nivel de produgéo ¢ de 10 unidades e o produtor deseja aumentd-la para
10,2 unidades. Calcule, aproximadamente, usando diferencial de funcdo, de quanto
varia o custo.

18. A fungdo receita de uma empresa é R(x) = 200x — 2x2, em que x é o nimero de unida-
des produzidas. Atualmente o nivel de producdo & de 40 unidades, e a empresa preten-
de reduzir a produg@o em 0,6 unidade. Usando diferencial de funcéo, dé aproximada-
mente a variagdo correspondente da receita.

19. Uma empresa produz mensalmente uma quantidade de um produto dada pela fungao

1
de produgdo P(x) = 2.000x2, em que x é a quantidade de trabalho envolvida (medida
em homens-hora). Atualmente sdo utilizados 900 homens-hora por més. Calcule, apro-
ximadamente, usando diferencial de fungdo, qual o acréscimo na quantidade produzi-
da quando se passa a utilizar 950 homens-hora.

20. O custo de fabricacdo de x unidades de um produto é C(x) = 0,1x3 — 0,5x2 + 300x + 100.
Calcule, usando diferencial de fungdo, qual o custo aproximado de fabricacdo da 212
unidade.

 5.10 Fungdes Marginais

. EmEconomia e Administragéo, dada uma fungio f(x), costuma-se utilizar o conceito de
- fungfo marginal para avaliar o efeito causado em f(x) por uma pequena variagio de x. Cha-
| ma-se funcdo marginal de f(x) a fungdo derivada de f(x). Assim, a funcdo custo marginal é
aderivada da fungdo custo, a fungdo receita marginal é a derivada da fungdo receita, e assim
§ pordiante. Veremos a seguir algumas funges marginais e a sua interpretagio.

| Custo Marginal

Seja C(x) a fungio custo de produgio de x unidades de um produto. Chamamos de custo
 marginal & derivada de C(x). Indicamos o custo marginal por Cong(2).

E Exemplo 5.21. Consideremos a fungao custo C(x) = 0,01x3 — 0,5x% + 300x + 100.
O custo marginal € dado por C,,,(x) = C'(x) = 0,03x2 — x + 300.
Se quisermos o custo marginal para x = 10, teremos

C,(10) = 0,03 - (10)? ~ 10 + 300 = 293.
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Esse resultado pode ser interpretado da seguinte forma: sendo

_im AC
Cing(%) —AIXIEIO Ax’

tem-se que

AC

Ax

Freqiientemente esse Ax pequeno € suposto como igual a 1. Assim,
Crg(x) =AC=C(x+ 1) - C(x).

Portanto, o custo marginal € aproximadamente igual a variagdo do custo, decorrente ¢
produc@o de uma unidade adicional a partir de x unidades.
No exemplo dado, C,,,(10) = 293 representa, aproximadamente, C(11) — C(10), ou sej,
o custo de produgdo da 112 unidade.

Cg(x) = (para Ax pequeno).

Receita Marginal

Seja R(x) a fungdo receita de vendas de x unidades de um produto. Chamamos d

receita marginal a derivada de R(x) em relagdo a x. Indicamos a receita marginal por
R,5(x). Assim,

Ry =R ().

fxemplo 5.22. Dada a fung@o receita R(x) = —2x? + 1.000x, a receita marginal é
R, o(x) = —4x + 1.000.
Se quisermos a receita marginal no ponto x = 50, teremos
R,,,(50) = —4 - (50) + 1.000 = 800.

Esse resultado pode ser interpretado da seguinte forma: sendo

. AR
Ring(x) = Alxlr—n»o Ax’
tem-se que
R, o(x) = % (para Ax pequeno).

Supondo Ax = 1, vem:
R,0(x) = AR = R(x + 1) — R(x).

Portanto, a receita marginal € aproximadamente igual a variagio da receita decorrent
da venda de uma unidade adicional, a partir de x unidades.

No exemplo dado, R,,,(50) = 800 representa aproximadamente R(51) — R(50), ou seja,0
aumento da receita decorrente da venda da 512 unidade.
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8 ___Exercicios |

21. Dada a funggio custo C(x) = 50x + 10.000, obtenha o custo ma rginal e interprete o resultado.

22. Dada a fungdo custo C(x) = 0,3x3 = 2,5x2 + 20x + 200, obtenha:
o) o custo marginal C,,;
b) C,e(5) e a interpretacdo do resultado;
c) Cue(10) e a interpretacdo do resultado.

23. Repita o exercicio anterior para a seguinte fungdo custo: C(x) = 0,1x% + 5x + 200.
24. Dada a fungao receita R(x) = 100x, obtenha a receita marginal e interprete o resultado.

25. Dada a funcdo receita R(x) = —4x2 + 500x, obtenha:
o) areceita marginal R,,,;
b) R,,(10) e a interpretacGo do resultado;
¢} R,,4(20) e a interpretacéo do resultado.

26. Se a fungdo de demanda for p = 20 — 2x, obtenha a receita marginal.

500

-10.
x+ 30

27. Repita o exercicio anterior com a seguinte fungdo de demanda: p =

28. Se p = a - bx for a fungdo de demanda, obtenha a receita e a receita marginal.

29. Em cada caso, obtenha o custo marginal e esboce os respectivos gréficos:

a) Cx)=2x+ 100 c) C(x)=2x3-10x+ 30x + 100
b) C(x)=x+ 200 d) C(x) =3x3-5x2 + 20x + 100
30. Em cada caso, obtenha a receita marginal e a receita média e esboce os respectivos
gréficos:
a) R(x)=10x c) R(x)=-2x%+ 600x
b) R(x)=6x d) R(x) =-10x2 + 1.000x

Observagdo: a receita média R, é dada por R,,,(x) = @

Propensdo Marginal a Consumir e a Poupar

Chamando de y a renda disponivel e, C o consumo, vimos que C ¢ fungdo de y, ea
. fungdo C(y) é chamada de fungio consumo. Denomina-se propensio marginal a consumir
- (eindica-se por pﬁg) a derivada de C em relagio a y. Isto é:

p gg =C o).
Analogamente, vimos que a poupanga S é também funcdo de y, e que a fungio S(y) é

chamada de fung¢do poupanga. Denomina-se propensdo marginal a poupar (e indica-se por
pfng) aderivada de S em relagdo a y, ou seja:

P ) =50).
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kxemplo 5.23. Supondo que a fung¢do consumo de uma familia seja C(y) = 20 + 0,4y¥
teremos

Phg ) =03 y0%,
Se quisermos o valor dessa propensdo para y = 16, teremos

P5(16) = 0,3 - (16)0% = 0,3 . (24025 = (,15.

A interpretagdo € andloga a feita para o custo e a receita marginal, ou seja, aumentan
se em uma unidade a renda disponivel (de 16 para 17), o aumento do consumo ser4 aprox
madamente igual a 0,15.

Como vimos, a fungio poupanga é dada por S = y — C, ou seja,

S(y) =y —20-0,4y%7,
Assim, a propensdo marginal a poupar é:
Prg) =1-03-y02,
Se quisermos o valor dessa propensao para y = 16, teremos:
Pye(16)=1-03-(16)"» =1-0,15=0,85.
Portanto, se a renda passar de 16 para 17, o aumento da poupanga sera aproxim

mente 0,85.

Produtividade Marginal

Consideremos uma fungio de produgio P que dependa da quantidade x de um f:
varidvel. Chama-se produtividade marginal do fator a derivada de P em relagio a x.

fixemplo 5.24. Consideremos a fungdo de produgdo P(x) = 50x%3, em que P ¢ a quantid
(em toneladas) produzida por més de um produto, e x, o trabalho mensal envolvido (medi
em homens-hora).

A produtividade marginal do trabalho é
P'(x)=25-x9.
Se x = 10.000, entdo
P'(10.000) = 25 - (10.000)~%% = 25 - (10%)705 = 25 - (1072) = 0,25.

Assim, se o nimero de homens-hora passar de 10.000 para 10.001, 0 aumento na prodi
¢do mensal serd, aproximadamente, 0,25 tonelada.



