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1 Exercicios de Aplicacoes da Derivada

1.1 Exercicios de Fixacao

Fix 1.1:Suponha que f(0) =0, f’ é continua e que f’(0) = 5. Calcule lim f(@) .
2—0 sen(x)
12
Fix 1.2: Vamos calcular o limite lim1 ~——— aplicando L’Hospital duas vezes. Assim,
z—1 e —e
—1)2 2(z — 1 2 2
lim (z = lim (z ) =lim — = —
z—=1 e¥ —e z—1 e z—1 e” e?

Na realidade o limite é zero. Qual o erro?

Fix 1.3:Determine lim f(@) sabendo que lim f(x) = lim g(x) = 400 e que os gréificos de f' e ¢

z—o0 g(x) T—00 T—300
sao dados na figura abaixo.

Fix 1.4:Sabe-se que f/(2) =4 e que f(2) = 5. Aproxime: (a) f(2.1); (b) f(1.95).

Fix 1.5:Sabe-se que p(x) é o polinémio do segundo grau que melhor aproxima f(x) = cos(x) perto
do ponto x = 7. Determine:  (a) p(w); (b) p'(7); (c) p”(m).

Fix 1.6: Determine se zp = 0 é (ou nao é) maximo ou minimo local das seguintes fungoes:

B z2, x#0 )1z, 2 #0, )L x <0,
@) f(x)_{l/lo, z = 0. (b) f(x)_{loo, z = 0. © f(x)_{—L x> 0.

sen(l/xz), = #0, .
(d) f(z) = { 1< /) 7 0 (ver gréfico utilizando algum software).
) r =,
Fix 1.7: Esboce o grafico de uma fung¢do continua para cada item abaixo que:
(a) tenha um méximo local em = —2 e um minimo local em z = 1;
(b) seja sempre crescente, mas até x = —2 com concavidade para cima e depois deste ponto com
concavidade para baixo.
Fix 1.8: Considere uma f : [—3,3] :— R cujo quadro de sinais da fungao e das derivadas seja:
= T R N
f — — + + — —
f! - + + - - +
f" + + - - + +

Esboce o gréfico de y = f(x).

Fix 1.9: Determine se é Verdadeiro ou Falso. Se for falso dé um contraexemplo ou corrija.



(a) se f”(x) > 0 para todo z € [1,2] entdo f’ & crescente em [1,2].

(b) se f(x) > 0 para todo x € [1,2] entdao f é possui concavidade para cima em [1, 2]

(c) se h(z) = C para todo = € [1,2] entdo h nao possui nenhum ponto do méximo nem minimo
local.

Fix 1.10: Estude o TVE (Teorema do Valor Extremo de Weierstrass). Determine se é Verdadeiro ou
Falso. Se for falso dé um contraexemplo ou corrija.

(a) Pelo TVE toda fungao continua em I = (—7,100) possui um méaximo em I.

(b) Pelo TVE toda funcado continua em I = [0, 00) possui um minimo em 1.

(c) Pelo TVE toda fungao em I = [2, 3] possui um minimo em .

(d) Pelo TVE toda funco descontinua em I = [2,4] nao possui maximo neste intervalo.

(e) Pelo TVE toda funcao continua em intervalo ilimitado I nao possui méaximo em 1.
Fix 1.11:Suponha que f é derivavel em R e que f’ se anula somente em 3 e 7.

(a) E verdade que existe a € [1,10] tal que f(a) > f(x) para todo x € [1,10]? Porque?

(b) Explique como podemos determinar a.

(¢) E verdade que existe ¢ € R tal que f(c) < f(z) para todo € R? Porque?

Fix 1.12:Sabendo f é continua em R e que f'(z) > 0 para z < 0 e f'(x) <0, para z > 0, determine
(se for possivel) a, b, c,d € R tais que

(a) min f(z) = f(a);  (b) max f(zx)= f(b);

1’6[—.5,—1] x€[—2,3]
() i, [(x) = (o) (d) max f(@) = f(d)

Fix 1.13:Considere f(z) = % Determine, caso existam, para cada intervalo I abaixo, I;léi;(f(w),
1’;161? f(x) e 0s pontos Tmax € Tmin onde sdo atingidos o méximo e o minimo.
() T=123; () I=01] () I=[-1,—4; (@)I=[100) ()I=(-00,0).
Fix 1.14: Determine se é Verdadeiro ou Falso. Se for falso dé um contraexemplo ou corrija. Suponha
que todas as funcoes possuem derivadas em todos os pontos.
(a) Se x =4 & minimo local de h entdo h/(4) = 0.
(b) Se x =2 é o maximo de f no intervalo [1,4] entao f'(2) = 0.
(c) Se z =1 é o minimo de f no intervalo [1,4] entdo f/(1) = 0.
(d) Se ¢’(3) = 0 entdo x = 3 & 0 minimo ou méximo local de g.
Fix 1.15: Determine se é Verdadeiro ou Falso. Se for falso dé um contraexemplo ou corrija.
Sabendo que f e f’ é derivivel em I e a,b,c € I:
(a) f'(b) =0e f"(b) = —1 entdo b & ponto de maximo local.
(b) f'(¢c) =0e f"(c) =0 entdo ¢ é ndo é ponto de maximo nem minimo de f em I.
(c) se a € maximo local de f entdo a é méaximo de f em I.
Fix 1.16: Considere a funcao f esbogada na figura abaixo.
(a) Determine os pontos de maximo e minimo local de f.
Determine os pontos de méximo e minimo de f em:
)24 (@ [-3,1; (@) [-14]
Determine o sinal de f” em:
(e)x=-18, (f)x=0; (g z=4.
(h) Dentre os inteiros —3,—2,...,4, determine os que estdo proximos de pontos de inflexdao (troca
de concavidade) de f.
Considere ¢'(z) = f(x). Determine os pontos de:
(i) maximo e minimo local de g;  (j) inflexao de g.



Fix 1.17: Considere f(z) = 2* — 23. Determine todos os pontos de méximo/minimo:
(a) locais de f.  (b) de f no intervalo [—1,2].  (c¢) de f no intervalo [—1,0].
(d) de f em R. (e) de f em (—oo, —1].
Fix 1.18: Considere a funcdo y = g(z) cujo grafico esta representado na figura abaixo.
)

| 9()
— —+— % -
- 2 456 8
Coloque em ordem crescente os seguintes niimeros:
(a) 9'(0), 9'(2), g'(4), e g'(5). (b) 9"(2), g"(5), e g"(8).
1.2 Problemas
Prob 1.1: Calc(ule) os limites abaixo: . .
. sen(8x . . 1/z .eT—e : a/n _
(a) i}i% ErEEE (b) xlg&(e + 3x) /. (c) ilgtl) Sen(a) (d) nh_}ngo n(e 1).

Prob 1.2: Estime, através de uma aproximacao linear local:

(a) V65; (b) log(e? — 0.1); (c) arctan(1.2).
Prob 1.3: Considere a fun¢io f(z) = az® + bx? + cx + d onde a > 0.

(a) Mostre que f admite nenhum ou dois extremos locais. Sob que condi¢oes cada um desses casos
ocorre?

(b) No caso em que f nao admite extremos locais, quantas raizes reais f pode ter?

(c) No caso em que f admite dois extremos locais, quantas raizes reais f pode ter?

(d) Baseado nos itens anteriores, descreva um procedimento para determinar o ntumero de raizes
reais de f.
Prob 1.4: (graficos triviais) Esboce o grafico de f e de uma fungao g tal que:

(a) f(z) = 2% — 322 + 3z + 1; (b) ¢'(z) = 23 — 4a.
Prob 1.5: Esboce o grafico de uma funcéo y = f(z) tal que f(0) =2 e f’ é dado pelo grafico abaixo.

AN

Prob 1.6: Esboce o grafico de uma funcao continua f nos maiores intervalos possiveis que verifique
todas as condicoes indicadas simultaneamente.

(a)




e lim f(CL‘) = —00, hI(I)l+ f(‘r) = 11 f(O) = *17

20~ .
o lim f(z)=2,  lim f(z)=-1,

e f'(z) >0 para z < —1, f(x) <0 para —1 <z <0, f'(=1)=0, f'(x) < 0 para z > 0.

(b)
cfO)=2 F(-2)=1 ¢ f(0)=0.
o lim f(x)=—-1 e lim f(x)=0.

T—00 T——00
e lim f(z)=00 e lim f(z)= —oc.
—2+ T2~

o fl(x) >0sex<0 e f(r)<0sex>D0.
o f'(x) <0se |z <2 e f'(x)>0se|z|>2.
Prob 1.7:

Para as questoes de esbogo de grafico, antes do esbogo devera ser determinado:

a) todos os pontos de interse¢ao com os eixos = e y;
b) os limites de no infinito e todas as assintotas;
c) os intervalos de crescimento e decrescimento;
d) todos os pontos de maximo e minimo locais;
e) os intervalos com concavidade para cima e para baixo;

(
(
(
(
(

Esboce o grafico de cada uma das funcoes abaixo:

) fla) = 207 — 2 ons Py = A (1—22)
@) ()= LD D I = R
noon 24 (xt—ar+1
T = o ey
1+ 22 ) , T " 1+322
(b) g(z) = T2 Dica: ¢'(z) = 4(1—7372)2 J"(x) = 4m.
- T ica: ’m——x+1 e ”.I:M
(c)h(a:)—(x_l)Q. Dica: h'(z) = 17 h" (x) @ Dt
Prob 1.8: Esboce o grafico da funcao: ,
@ fe) = <. Diews fla) = EDE o gy - 22D
x x?
(b) f(x) =log(l —2?)+1. Dica: f'(x) = % e f'(z)= —H,

V1—e1a0.79.
(¢) flz) =eP=®=D 11 Dica: f/(z) = (3 —2x) e )@= ¢

f'(z) = (422 =120 +7) e@=0=D 3/9_\/2/2x0.79 e 3/2+2/2~ 2.20.
(d) f(z) =2®e”. Dica: f'(z) = (2* +32%) e* e [f'(z)=(23+62"+6z) €,

—3—V3r~—-47 e —-3+3x~1.26.

Prob 1.9:Para cada funcao f e cada intervalo I abaixo, determine max f(z) e mi
TEe e

possivel, 08 pontos Tmax € Tmin onde 0 maximo/minimo ¢ atingidos.
sen(x) = cos(z)

(a) f(x) = 1 =(0,7/2).
sen® z — cos® x

Dica: f'(x) = 5 5
COS“ X sen<x
(b) flx) =2+, I=(0, 00), I=(0,3], =34

Dica: f'(x)=1-— %
(c) f(x) = 32* —da® + 1222, I=[-1,1]e][L,2].
Dica: f'(z) = 12z(2? — x + 2).

() f(z) = le em I = (—1,1], I = [0, 1].

?f(a:) e, se for



b
(x+1)%

Prob 1.10: Determine todos K € R tais que a equagao % = K tenha pelo menos uma solugdo.
x

Dica: f'(z) =

Prob 1.11: Encontre dois ntumeros cuja diferenca seja 100 e cujo produto seja um minimo.

Prob 1.12: Uma chapa de metal de largura L deve ter duas bandas, de igual largura, dobradas ao
longo do comprimento de maneira a formar uma calha retangular.
Como devem ser feitas as dobras de tal forma que a calha comporte o maior volume possivel?

"

L

Prob 1.13: Dispde-se de 40m de fio de arame para cercar um canteiro em um jardim cuja forma é a de
um setor circular (“fatia de pizza”). Qual deve ser o raio do circulo para que o canteiro tenha a maior
area possivel 7

Obs: A area de um setor circular é #72/2, onde r ¢ o raio do circulo e § ¢ o angulo do setor circular.

r

>

Prob 1.14: A tela do cinema CABRALPLEX estd a uma distancia K do chao e possui altura L.
Um espectador vai se sentar nesta sala, que é plana (nao possui inclina¢do), de modo que sentado
em qualquer assento a distancia entre seus olhos e o solo é h. A que distancia d da tela ele deve
ficar sentado para que perceba a maior imagem possivel da tela? Note que a imagem é proporcional
ao angulo subentendido por seu olho e os extremos da tela. Assumimos que a altura K > h, caso
contrario o melhor seria d = 0.

K I

d

Prob 1.15: A pagina de um cartaz deve ser retangular e ter uma area de A cm? com margens laterais
iguais a M cm, e margens superior e inferior de N cm. Determine as dimensoes do cartaz que permitirdo
a malor area impressa.



I

Prob 1.16: Um tanque cilindrico tem a forma de um cilindro com duas semiesferas em cada extremi-
dade. Determine a forma do cilindro que:

(a) maximizard o seu volume, sabendo que sua éarea de superficie é A,

(b) minimizaréa o seu custo de fabricagao sabendo que seu volume é V.

Prob 1.17:
(a) Sejam f(x) =2+ 6z — 222 ¢ P = (2,2). Determine a maior e a menor distancia de P aos
pontos do grafico de f.
1
(b) Qual a menor distancia vertical entre as curvas y = 2% e y = ——7
x
Prob 1.18: Determine as dimensdes do retangulo inscrito num circulo de raio R que possui o menor
e 0 maior perimetro;

\

\?

Prob 1.19: Encontre as dimensdes do retangulo de maior area que tem sua base sobre o eixo = e seus

dois outros vértices acima do eixo z e sobre a parabola y = 27 — 2.

Prob 1.20: Maximize o volume do:
(a) cone reto inscrito numa esfera de raio R;
(b) cilindro circular reto inscrito num cone circular reto de raio R e altura H.

YN



Respostas dos Exercicios

1 Aplicacoes da Derivada

1.1
Fix 1.1: O limite é 5 por L’Hospital.

Fix 1.2:Nao podemos aplicar L’Hospital duas vezes,

Exer. de Fixacao p.1

20 — 1 2(1 -1
somente uma vez obtendo lim (2 ) = ( ) =
z—1 e’ e
0.
Fix 1.3: Aplicando L’Hospital,
!
lim M = f/($) Pela figura,
v=o0 g(x)  wmoo g'(x)
lim f'(z) =3e lim ¢'(z) = 2, assim
Tr—r00 Tr—ro0
im L) _ 3/2.
T—00 1:)

Fix 1.4:(a) f(2.1) = f(2) + f'(2)(21 —-2) = 5 +
4(0.1) = 5.4.

(b) £(1.95) =~ f(2)+f"(2)(1.95-2) = 5+4(—0.05) =
4.8.
Fix 1.5:p(w) = f(7r) = =1, p'(7) = f'(7) = — sen(n)
0, p"(w) = f"(7) = —cos(m) = 1.
Fix 1.6:(a) ¢ maximo local; (b) ndo é maximo nem
minimo local; (¢) é minimo local; (d) é minimo local;

Fix 1.7:(a)

Y
A
o ——
-3 -2 -1 1 2
(b)
Y
} > T
—2
Fix 1.8:
Y
A
f 7 Ly Pz
-3 -1 1 3

Fix 1.9:(a) e (b) Ambas verdadeiras. (c) Falso. To-
dos os pontos em [1,2] sdo de méaximo e de minimo
simultaneamente pela definicao.

Fix 1.10: (a) Falso. I tem que ser um intervalo fechado
como I = [—6,99]. (b) Falso. I tem que ser limitado e
fechado. (c) Falso. A funcdo tem que ser continua. (d)
Falso. Mesmo descontinua pode ter méximo. (e) Falso.

Considere I = R e a fungao continua f(r) = —; 1
x

O maximo é em z = 0.

Fix 1.11:(a) Como f é continua em um intervalo fe-

chado e limitado, podemos aplicar o TVE (Teorema do

Valor Extremo de Weierstrass), que garante que existe

a.

(b) Devemos comparar o valor da funcdo nos ex-
tremos do intervalo com o valor da funcao nos pontos
criticos. Assim comparando f(1), f(10), f(3), f(7),
determinaremos o maximo. Ou seja, o maximo sera
um dos pontos: 1, 3, 7 ou 10.

(c) Nao necessariamente. Note que nao podemos
aplicar o TVE pois o intervalo nao é limitado. Um
exemplo é tomar uma f que vai para —oo quando = —
—00.

Fix 1.12:(a) a = —=5. (b) b = 0.

c=—-louc=2. (d)d=2.

Fix 1.13:(a) max f(z) = 1/2, Zmax = 2, min f(x) =
xzel xel

1/3, Tmin = 3.
(b) max f(z) = oo, ndo existe Tyax,
re

(c) pode ser em

min f(z) =1, Tmin = 1.

xzel
(C) ma}if(x) = _47 Tmax = _1/47
e
i =-1 min — —1.
min f(z) , T

(d) rna;(f(x) =1, Tmax = 1,
fAS
mi?f(x) = 0, ndo existe Tmijn.
EAS

(e) max f(z) = 0, min f(z) = —oo,
nao existem Zpax N€M Tyin -

Fix 1.14: (a) Verdadeiro, pois se é minimo local entdo
a derivada é zero. (b) Verdadeiro, pois se ¢ méximo no
interior do intervalo, entdo ¢ maximo local. (c) Falso,
pois estd no extremo do intervalo. Pode ser zero mas
nao necessariamente. (d) Falso. Um ponto com deri-
vada zero pode nao ser maximo nem minimo, como por
exemplo g(z) = (z — 3)3, que possui derivada nula em
z = 3 mas nao é maximo nem minimo.

Fix 1.15:(a) Verdadeiro. (b) Falso, pode ser e pode
nao ser. Exemplo é f(x) = 3, onde todo ponto é de
méximo local (e de minimo local) embora [/ = [’ =
0. (c) Falso, nem todo méaximo local ¢ méximo em
um intervalo. O maximo pode ocorrer no extremo do
intervalo e a derivada nao precisa ser zero neste ponto.

Fix 1.16: (a) méaximos locais: * = —2 e = 3. mini-
mos locais: z = 0.

(b) Minimo em z = 4, méximo em x = 3.
(¢) Minimo em x = —3, méximo em z = 1.
(d) Minimo em z = 0, méximo em x = 3.
e) f"(—-1.8) < 0. (f) f"(0) > 0. (g) f"(4) < 0.
(hyz=-1lex=1.



(i) minimo local em 2 = 1. méximo local em = = 4.
Olhe o sinal de ¢’ antes e depois destes pontos.

(j) onde g”(x) = f'(x) = 07 pontos de inflexdo de
g r=—-2ex=3.
Fix 1.17: (a) Como f’(z) = 42 — 322 = 2%(42 —3), os
pontos criticos sdo x = 0,2 = 3/4. Note que o sinal da
derivada é: f'(z) < 0 para z < 3/4 e f'(x) > 0 para
x> 3/4. Assim = = 0 nao é extremos local. Somente
x = 3/4 é minimo local.

figura). Se ambos forem menor que zero ou ambos mai-
ores que zero, f admite somente uma raiz real. Se o
maximo local é maior que zero e o minimo local menor
que zero, f admite exatamente 3 raizes reais.

(d) Determine (caso existam) os dois pontos cri-
ticos distintos xy < x1 de f, isto é, pontos tais que
f'(xo) = f'(x1) = 0. Caso néo existam ou exista so-
mente um, a funcdo possui somente uma raiz real.

Como a > 0 necessariamente zg é maximo e x; é

(b) Devemos comparar f(—1) = 2, f(2) = 8, f(3/4) =minimo (basta olhar sinal de f’, que vem positivo até

—27/256. Assim o maximo em [ é em 2 = 2 e 0 minimo
em x = 3/4.

(¢) Aqui basta comparar f(—1) =2 com f(0) = 0.
Assim o méximo é em x = —1 e 0 minimo em z = 0.

(d) No extremo do intervalo z — £oo a fungao
f(z) = oco. Assim ela ndo tem maximo. O minimo é
no ponto critico x = 3/4.

(e) No extremo z — —oc a funcgdo f(z) — co. No
extremo x = 1, f(—1) = 2. Nenhum ponto critico
pertence ao intervalo. Assim ela ndo tem méximo e o
minimo é em z = —1.

Fix 1.18:(a) ¢'(5) < ¢'(4) < ¢'(0) < ¢'(2).
9"(8) < g"(5) < g"(2).

(b)

1.2 Problemas p.3

Prob 1.1:(a) 4. (b) Tomando o log obtemos que se
1 T
y = (e* 4 32)Y/*, logy = log(e” + 3z) x+ 337).
L.H. log( lim y) = 4. Logo lim y = e*. (c) 2/5. (d)
z—0t z—0+

a/n _

Aplicando

obtemos lim ae®™ = a.
n— 00

Aplicando LH em S
1/n

1
Prob 1.2:(a) V65 ~ V64 + (65_64):8+T6'

102 (c)

. Assim, arctan’(1) =

1
21/64
(b) log(e? — 0.1) ~ log(e?) + 6—12(—0.1) =2-

Recordand tan'(z) =
ecordando, arctan’(z) P

1. Assim arctan(1.2) ~ tan(1) + (1.2 — 1) = % +0.1.

Prob 1.3: (a) Como f'(x) = 3az®+2bx+-c, os extremos
locais vao ocorrer (possivelmente) somente nos pontos
onde f'(x) = 0. Se a equagdo possuir duas raizes reais
distintas, o sinal de f’ passara de positivo para negativo
ou vice-versa em cada raiz: assim um ponto serd de
méximo e o outro de minimo local. Se possuir uma
raiz dupla, como a > 0, f'(z) > 0 para todo = € R.
Assim o ponto onde f’ se anula nao serd de méximo
nem minimo. Finalmente se f’ ndo possuir raiz real,
como a > 0, f'(x) > 0 para todo z € R. Assim a
funcao serd sempre crescente, sem extremos locais.

(b) Se f nao possui extremos locais entdo f'(z) > 0
para todo z € R. Assim f poderd possuir no maximo
1 raiz. Como é polindémio de grau impar, pelo TVI
(porque?) possui no minimo uma raiz. Concluimos
que f possui exatamente 1 raiz.

(c) Se f possui 2 extremos locais, temos que ve-
rificar se o minimo local é menor que zero ou nao e
se o maximo local é menor que zero ou nao (faca uma

Zo, fica negativa em (zo,21) e volta a ser positivo em
x1. Se f(zg) > 0 > f(x1) possui 3 raizes reais, caso
contrario somente uma raiz real.
Prob 1.4:(a) f'(z) = 322 — 62 + 3 = 3(z — 1)?, cuja
Unica raiz ¢ = 1. Assim f’(x) > 0 para todo z € R.
Logo esta fungdo é sempre crescente. Como f”(z) =
6z — 6, ela troca de concavidade em z = 1. Quando
x — 00, f(x) = oo e quando x — —o0, f(x) = —oc.
Nao possui assintota vertical nem horizontal.

Embora f/(1) = 0, como f' > 0 perto de z = 1,
este ponto nao é de maximo nem minimo.

Y

(b) Como ¢'(z) = z(2® — 4), a derivada se anula
em 0,+2. Analisando sinal de ¢’ (quadro de sinais)
concluimos que g decresce até —2, cresce em (—2,0),
decresce em (0,2), e cresce de 2 em diante. Com isso
vemos que os pontos r = £2 sdo de minimo local e
r = 0 é de maximo local. Como ¢”(z) = 322 — 4, a
concavidade muda em :I:%7 sendo para cima antes de
—Z edepois de 7 e para baixo em (— 2, ). Assim
um esbogo para grafico (néo é tnico pois pode-se somar
constante a g) é:

Y

A

| |
T T

-2 _2
V3

\
8

Il
T
2
V3
Prob 1.5:0 esbogo deverd ter uma f(x) = 2 para
x € [0,1] pois f'(z) = 0 neste intervalo. Ela devera
decrescer para x > 1 com concavidade para baixo pois
f” < 0. Entre —2 e 0 ela devera crescer pois f/ > 0
neste intervalo. No entanto a concavidade deve ser



para cima até —1 e para baixo depois. Até o —2 ela
deve deve decrescer com concavidade para cima e um
minimo local em x = —2 pois a derivada se anula em
—2. Assim obtemos:

Y

A

| |
T T

-2 -1 1 2

.

Prob 1.6: (a) Possui duas assintotas horizontais: y = 2

e y = —1. Possui assintota vertical em z = 0. Possui
um méaximo local em x = —1.
Y
A
y=2

RN
y=-1 - er

(b) Possui duas assintotas horizontais: y = 0 e
y = —1. Possui assintota vertical em x = 2. Possui um
méximo local em z = 0.

=2

Prob 1.7: (a) Intersepta os eixos em (0,0) e (1,0). As-
sintotas verticais em x = 2 e x = —1. Assintota hori-
zontal: y = 2. Sinal de f’ & igual ao sinal de 1 — 2z:
a fungdo cresce até x = 1/2 e decresce depois. Em
x =1/2 a funcio tem um maximo local.

O sinal de ¢” é igual ao sinal de (z — 2)(z + 1)
(note que 2 —x +1 > 0 pois as raizes sao complexas):
concavidade para cima até x = —1 e depois de x = 2.
Concavidade para baixo em (—1,2).

(.
[ NI 49

e

[\D —

(b) Intersepta os eixos em (0,1). Assintotas verti-
cais em x = +1. Assintota horizontal: y = —1. Sinal
de ¢’ é igual ao sinal de x: a funcdo decresce até z =0
e cresce depois. Em z = 0 a fun¢do tem um minimo
local.

O sinal de ¢” éigual ao sinal de 1—2?: concavidade
para baixo até x = —1 e depois de x = 1. Concavidade
para cima em (—1,1).

2

Y

A

(c) Intersepta os eixos em (0, 0). Assintota vertical
em x = 1. Assintota horizontal: y = 0. Sinal de 4': a
funcao decresce até x = —1, cresce em (—1,1), decresce
depois de z = 1. Em z = —1 a fun¢do tem um minimo
local.

O sinal de " & igual ao sinal de z+2: concavidade
para baixo até x = —2, Concavidade para cima depois.

Y

A

Prob 1.8: (a) Ndo intersepta os eixos (nunca vale zero
e nao estd definida em = = 0). Assintota vertical em
x = 0. Assintota horizontal: y = 0.

Sinal de f’ & igual ao sinal de x — 1 pois €® e x* sdo
sempre positivas: a funcao decresce até z = 1 e cresce
depois de z = 1. Em # =1 a fungdo tem um minimo
local.

O sinal de f" é igual ao sinal de 3 pois o polinémio
22 —2x+2 possui raizes complexas e como coeficiente de
x? é positivo, 22—2z2+2 > 0 para todo x € R. Assim f”
é negativa para z < 0 e positiva para x > 0. Portanto
concavidade para baixo para z < 0, Concavidade para

2



cima para x > 0.

(b) Note que a fungédo esta definida somente onde
1—22 >0, isto é, para x € (—1,1). Intersepta os eixos
em (0,1) e quando log(1 — x?) = —1, isto &, quando
1—z? 1. Portanto quando 22 = 1 — e~ !, isto

=e .
é, x = £v/1—e~t & +0.79 (pelo software Maxima).
Logo intercepta o eixo x em (40.79, 0). Assintota ver-
tical em z = £1 (onde temos log0 = —oo!). Assintota
horizontal nao existe (fungdo nem esta definida para
z>1nem x < —1).

Sinal de f’ é igual a de —2z para = € (—1,1) pois
22 — 1 < 0 neste intervalo. Assim a funcdo cresce para
x < 0 e decresce para x > 0. Em z = 0 a funcao tem
um maéaximo local.

O sinal de f”. Note que o numerador 22242 ¢é sem-
pre positivo e como o denominador é igual a (2% — 1)2,
que é sempre positivo, por ter sinal de menos na frente
serd sempre negativa. Assim f” < 0 e a concavidade é
sempre para baixo.
Yy

A

/ T
Y VI—e T
r=-—1 r=1

(¢) Intersepta os eixos em (0, 1+e~2). Nao possui
Assintota vertical. Assintota horizontal: y = 1.

Sinal de f’ é igual ao sinal de 3 — 2z pois expo-
nencial de qualquer coisa é sempre positiva. Portanto
a funcdo cresce até z 3/2 e decresce depois. Em
x = 3/2 a funcdo tem um méaximo local.

O sinal de f” é igual ao sinal de 422 — 12z + 7.
As raizes sdo: 3/2 4 1/2/2. A concavidade para baixo
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em 3/2 —/2/2, 3/2 + /2/2), ou, aproximadamente,
em (0.79, 2.20). Concavidade para cima fora deste

intervalo.
Y
A
. —_/k
—+— -z
0.79 2 2.20
(d) Intersepta os eixos em (0,0). N&o tem As-

sintota vertical. Assintota horizontal: y = 0 quando
T — —00.

Sinal de f’ é igual ao sinal de z + 3, pois colocando
em evidéncia 22, que é sempre positivo, obtemos isto.
Note que a derivada serd zero em x = —3 e em = =
0. Note que em zero a derivada nao troca de sinal,
continuando positiva. Assim a funcdo decresce até x =
—3 e cresce depois. Em x = —3 a funcao tem um
minimo local. O ponto x = 0 possui derivada zero (&
ponto critico) mas ndo é méaximo nem minimo local
pois a fung¢io cresce em torno de z = 0 (f'(x) > 0 para
x proximo mas diferente de zero).

O sinal de f” ¢ igual ao sinal de x(2? +6x +6). As
raizes sdo 0, —3 + /3.

—3—V3~—47e -3+V3~ —1.26.

Fazendo quadro de sinais vamos obter que: conca-
vidade para baixo até r = —3 — V3~ —4.7 e também
no intervalo (—3++/3, 0) ~ (—1.26, 0). A Concavidade
serd para cima em (—3—+/3, —3+/3) =~ (—4.7, —1.26)
e também para = > 0.

Y

A

| | |
] ] ]

—4.7 -3 -1.26

Prob 1.9: (a) O ponto critico é a solugao de sen®(z) =
cos®(z), e portanto se tan®(z) = 1, ou seja, quando
tanz = 1, o que ocorre se z = 7/4. Quando x — 0T
ouz — w27, f(z) — oo. Assim o minimo é em
x = /4 com f(r/4) = 21/2 e ndo existe maximo em 1.
Portanto max f(x) = oo, ndo existe Tmax, I;lellll flx) =

T
2\/57 Tmin = Z
(b) O tnico ponto critico é em z = 2 (f'(2) =
0). Quando x — 07 ou x — oo, f(x) — co. Assim
em I = (0, co) o minimo ¢ em z = 2 e 0 maximo
nao existe. Portanto max f(z) = o0, nao existe Tmax,
TE
Izneullf(x) = 5; Tmin = 2.
Em I = (0,3], como 2 € I, o minimo é em z = 2
e 0 méaximo ndo existe pois proximo de 0 f(z) — oo.




Portanto max f(z) = oo, nao existe Tmax, min f(x) =
el zel
§a Tmin = 2.

Em I = [3,4] ndo tem ponto critico. Logo o ma-
ximo e o minimo estdo nos extremos: f(3) =3+1/3 e
f(4) =4+1/4. Logo o minimo é em = = 3 e 0 maximo
em z = 4. Portanto max fx) =4+ 1/3, Tmax = 4,

mel?f(x) =3+4+1/3, Tmin = 3.

(¢) Note que o termo da derivada x? — z + 2 possui
raizes complexas. Como o termo de maior grau é x2,
z”x + 2 > 0 para todo x € R. Logo a unica raiz é
x = 0, com sinal de f’ igual ao sinal de x. Como f
decresce até © = 0 e cresce depois, x = 0 é minimo
local.

Assim em [—1, 1] comparamos f(—1) =19, f(1) =
11, f(0) = 0. Portanto rgrﬁlg;{f(m) =19, Tpax = —1,

Iwnenllf(x) = 07 Lmin = 0.

Em [1,2], ndo tem ponto critico, basta comparar
f(2)=64e f(1) =11. Logo ma;{f(as) = 64, Tmax = 2,
re

' =11, 2y, = 1.
glelglf(x) ; Tmin

(d) Note que f’ é sempre positiva. Logo f é sempre
crescente. Note que lim f(z) = oo
r——1—

Em I = (—1,1] temos que lim f(z) = —o00. As-
r——1

O méximo serd em z = 1

1

sim nao possui minimo.

1 1
com f(1) = 7 Portanto I;lg;{f(x) = 5 Tmax =

min f(x) = —o0, ndo existe Tmin.
xel
1
Em I = [0,1], como f(0) = 0, ma;cf(:r) =5
Te
Tmax — 17 Izneujlf(l') = 07 Tmin — 0.
Prob 1.10: Determine o méximo e o minimo de f(z) =

o em R. Conclua que K € [-1/4, 1/4].

Prob 1.11: Modelagem: Se z,y sdo os ntimeros, y —
x = 100, p = zy minimo. Como y = z + 100, p(x) =
(x 4 100)x. Queremos minimizar p(z) para x € R.
Resolugao: Como p(x) — oo quando z — oo,
o minimo é no ponto de derivada zero. Como p'(z)
2z 4+ 100, z = —50 é o ponto de derivada zero, com
y = —50 4+ 100 = 50. Logo os niimeros sao 50 e —50.

_r
+3

Prob 1.12: Modelagem: Suponha que a dobra tenha
comprimento z. A calha tera a forma de um retangulo
com lado z e L — 2x (o que sobrou para base. Como o
volume é proporcional a area deste retangulo, queremos
o maximo de f(z) = (L — 2x) para z € [0, L/2].

Resolugao: Como é equagdo do segundo grau com
concavidade para baixo, o maximo é no ponto de de-
rivada zero. Como f'(z) = L — 2z — 2x = L — 4z,
xg = L/4. Assim a calha devera ter a forma de um
retangulo com dimensées L/4 e L/2.

Prob 1.13: Modelagem: Seja r o raio do circulo e
0 o angulo do setor circular. Queremos maximizar a
area a = Or?/2. O perimetro deste setor ¢ 2r mais
Or. Assim, 40 = 2r + 6r. Logo, 6 = 40/r — 2. Logo
queremos o méximo de a(r) = 20r — r2. Note que ¢
varia entre 0 e 27. Como 40 = 2r + 6r, para 6 = 0,
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r = 20 e para 0 = 27, r = 20/(1 + 7). Assim r €
[20/(1 + =), 20].

Resolugao: Trata-se de uma equacao do segundo
grau. a/(r) = 20 — 2r. Logo a derivada é zero em
ro = 10. Como 20/(1+7) <20/4=5<10 (7 > 3), 0
maximo é em rg = 10.

Prob 1.14: Modelagem: Vamos modelar introduzindo
0 para o angulo e B = K — h para a diferenca entre
a distancia da tela ao chao e a altura dos olhos do es-

pectador. Note que se h — 0 ou h — o0 o angulo
0 — 0.
. . B
Por trigonometria, tanyp = - tan(6 + p) =
L+ B

— Assim, ¢ = arctan(B/d) e 0+ ¢ = arctan((L+
B)/d). Logo, o angulo 6(d) = arctan((L + B)/d) —
arctan(B/d).
Queremos maximizar 6(d) para d € (0,00).
Resolugao: Derivando obtemos

L(BL + B% — d?)
B>+ d@)((L+ B2+ d)

0'(d) =

Queremos determinar dy tal que 6’'(dp) = 0. Como o
denominador é sempre positivo e L > 0, a tinica raiz da
derivada ¢ d tal que BL+ B2 —d3? = 0, isto é (solugao
positiva) dg = v B? + BL.

Prob 1.15: Modelagem: Sejam z e y as dimensoes do
cartaz. Sua area A = xy. A area impressa serd igual
a (x — 2M)(y — 2N). Eliminando y = A/x obtemos
que queremos maximizar a area impressa f(z) = (z —
2M)(A/x —2N) com x € [2M, A/(2N)].

Resolugao: Dica: Resolva o problema com A =
50,M = 2, N = 4. Vou dar a solucao geral. Como
fl(x) = AJx—2N—(x—2M)A/x?, os zeros da derivada
sdo £1/AM/N. Queremos somente a solugio positiva
zo = \/AM/N. Note que nos extremos a area impressa
f & zero. Assim o0 maximo é em xq se nos certificarmos
que g € [2M, A/(2N)].

Vamos provar que zg € [2M, A/(2N)]. Para que o
problema faca sentido a area A deve ser maior que a
area das margens (2M)(2N) = 4MN. Assim, 4MN <
A. Logo, 4M? < AM/N, e portanto 2M < /AM/N =
xo. Por outro lado, AM/N < A%/(4N?). Logo,
xo < A/(2N).

Prob 1.16: Modelagem (comum aos dois itens): Seja
h a altura e r o raio das semiesferas. O volume é V =
4/3nr3+mr?h e a drea de superficie ¢ A = 47wr? +27rh.

(a) Modelagem: Se fixarmos a area em A, tiramos
que mrh = (A—4nr?)/2. Assim, V(r) = 4/3nr34+r(A—
47r?) /2. Queremos maximar V(r) em [0,/ A/(47)]
(chegamos neste valor tomando h = 0 na relacdo A =
4r? + 27rh ).

Resolucao: ;/amos calcular o ponto critico. Como
V'(r) = A#, V'(rg) = 0 se A = 4nrd. Assim a
derivada é zero no extremo do intervalo ro = \/A/(4m).
Note que V(0) = 0 e V'(0) = A/2 > 0. Alem disso
V'(x) > 0 para todo x € [[0,/A/(47)]. Logo V cresce
neste intervalo e portanto r = \/A/(4w) é o ponto onde
V(r) assume 0 méximo.

AM/N =



(b) Modelagem: O custo de fabricagao é propor-
cional a area de superficie A. Como o volume V' é fixo,
tiramos que 7rh = (V — 4/37r3)/r. Assim,

6V + dmr?
Alr) = dmr® +2(V = 4/3mr%) fr = 2T

53V
Queremos minimizar A(r) para r € (0, 13/4—) (che-
v

gamos neste valor tomando A = 0 na relagio V =
4/37r3 + 7r2h).
Resolugao: Note que A(r) — oo quando 7 — 0T
ou r — 00. Assim o minimo ocorrerd em um ponto
83 — 6V
N 3r2
5/ 3V

47
que o minimo é em r = 7y pois o sinal da derivada é

sempre negativa.

critico. Como A’(r) . Assim a derivada

se anula somente em g = . Pode-se confirmar

Prob 1.17:(a) Modelagem: Queremos minimizar o
quadrado da distancia g(x) = (x —2)? + (f(z) — 2)?
(r —2)? + |6z — 222|. Note que o dominio de f é onde
6z — 222 > 0, isto é em [0, 3].

Resolugao: Aplicando a defini¢do de modulo ob-
servamos que |6z — 22| = 6z — 222 se x € [0,3]. As-
sim g(x) = —2% +2x +4 se x € [0,3]. Em [0,3],
g (x) = —2¢+2 e ¢'(1) = 0. Temos que comparar
g(0) =4, g(1) =5 e g(3) = 1. Observamos que o mi-
nimo é em z = 3 com ¢g(3) =1 e o maximo é em z = 1
com g(1) = 5.

(b) Modelagem: A distancia vertical f(x) é igual
a diferenca entre os y’s. Assim, queremos o minimo de

1
f(x):z:ZJr? para z € R.

Resolugao: Note que f(xz) — oo para © — +oo.
Logo o minimo sera no ponto de derivada zero. Como

f(z) =2z — —5, 0s pontos criticos sao 1 e —1. Como
f(1)=f(-1)=2,0ominimo é em z =1 ou z = —1.
Prob 1.18: Modelagem: Sejam z,y os lados do re-
tangulo. O perimetro P = 2x+2y. Note que ligando-se
o centro do circulo a um vértice do retangulo obtemos
um tridngulo retangulo com lados z/2,y/2, R. Assim,
por Pitigoras, 22 + y? = 4R2. Logo, y = V4R2 — z2
para x € [0,2R]. Assim queremos o maximo e minimo
de P(z) = 2z + 2v4R? — x2 para z € [0, 2R)].
2z

VARZ — 22’
que P’(x) = 0 se, e somente se, 2/4R? — z2 = 2x. A
raiz positiva sera zo = Rv/2. Como 22 + y2 = 4R?,
yo = Rv2. Comparando P(0) = 4R = P(2R) e
P(R\/ﬁ) = R3v2. Assim, como 4 < 3v/2, o maior
perimetro serd R3v/2 para o quadrado de lado Rv/2.
O menor serd para o retangulo degenerado de lados 0
e 2R, com perimetro 4R.

Resolugao: Como P'(z) =2 — Note

Prob 1.19: Modelagem: Vamos fixar  como sendo
o ponto do eixo x que é um dos vértices do retangulo.
Automaticamente os outros vértices vao ser (z,y(z)),
(—z,y(x)) e (—x,0). Assim a drea A = (2z)y(z)
2(27z — 23). Note que como as raizes da parabola sdo
+1/27, x € [~V/27,1/27] e queremos maximizar A(z) =
2(27x — x3).

12

Resolugao: Como A’(z) = 2(27 — 322), os pontos
criticos sao z = +3, que pertencem ao intervalo. Note
que A(+v/27) = 0. Assim o méaximo serd em z = 3
onde A(3) 108. Note que y(x) = 18. Assim as
dimensoes sao 2x = 6 por y = 18

Prob 1.20: (a) Modelagem: Seja r o raio e h a altura
do cone inscrito na esfeia. O volume do cone é V =

§7r7"2h. Note que como 37 ¢ um constante, maximizar

a funcio f = r?h é um problema equivalente. Como &
funcao de duas varidveis, devemos eliminar uma delas.
Ligando-se o centro da esfera até um dos pontos do
circulo da base do cone observamos o triangulo retan-
gulo com hipotenusa R e catetos r e h — R. Logo, por
Pit4goras, (h — R)? +r? = R%, Assim, r? = 2hR — h2.
Logo f(h) = h(2hR—h?). Note que h € [0, 2R]. Assim
queremos o méaximo de f(h) para h € [0, 2R].

Resolugao: Note que f(0) = f(2R) = 0. Como
f'(h) = 4hR — 3h* = h(4R — 3h), os pontos criticos
sd8o h =0 e h = 4R/3. Como o ponto zero nio é de
maximo, o maximo é quando h = 4R/3.

(b) Modelagem: Seja r o raio e h a altura do ci-
lindro inscrito no cone. O volume do cilindro é V =
mr2h. Como é funcdo de duas varidveis, devemos eli-
minar uma delas. Note que cortando o cone temos
uma semelhanca de tridngulos: a altura H do cone

estd para R assim como H — h estd para r. Assim,
H H-h R(H —h)
— . Logo _—

R

Logo quere-

)
r

R(H —h)

i <H

h € [0, H]. Assim queremos o maximo de V(h) para
h €0, H].

Resolugao: Note que V(0) = V(H) = 0. Como

2

V'(h) = mR(H ;}g)(H ") (vai obter-se equagdo

do segundo grau com raizes H e H/3). Como V(H) =

0, o méximo é para h = H/3 (ndo precisa calcular

ArHR?
v/ =L

mos maximizar V(h)

2
) . Note que

, que obtive com o Maxima).



