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Rotacido em eixo arbitrario

1. Gimbal Lock

Quando se usa angulos de Euler para fazer rotacdes, pode ocorrer que, apds algumas operagdes, dois eixos
podem ficar alinhados, como mostrado na seguinte figura. Este problema também ¢é muito comum com
programas de modelagem 3D como Maya, 3Dstudio, dentre outros. Quando isso acontece, perde-se um grau de
liberdade. Detalhes da origem do termo “Gimbal lock” podem ser vistos em [19, 21].

http://es.youtube.com/watch?v=rrUCBOI1Jdt4

http://en.wikipedia.org/wiki/Yaw. pitch, and roll

Sabendo-se que a concatenagdo de transformacdes ao se usar angulos de Euler ocorre na ordem R.R,R,, se a
primeira rotacdo for em y, apenas o eixo x ¢ alterado (que passa a ser igual ao z, o que resulta no gimbal lock).
Uma rotacdo inicial em x ndo muda os eixos de rotagdo y e z. A rotagdo em z muda os eixos x € y, ou seja,
rotacionar em x equivale a rotacionar em y e vice-versa. Ao se usar quatérnio, qualquer rotagdo sempre ocorre
no eixo que foi especificado, independente das transformagdes que a precederam, o que evita o surgimento do
gimbal lock. Entretanto, para modelagem 3D, torna mais complexo a visualizag@o das rotagdes necessarias.

Uma situagdo clara deste problema pode ser visualizada caso realize-se uma rotagéo de 6, = 90°. Aplicando-se
ap6s uma rotagéo de 0, = -90° ou 0, = 90° obtém o mesmo resultado, ou seja, perdeu-se um grau de liberdade,
pois rotagdes em z ou x tém o mesmo efeito. Pode verificar isso calculando-se as matrizes de transformagao.

glRotatef (camera roll, 0.0f, 0.0f, 1.0f); // Rotate X, Y, Z
glRotatef (camera yaw, 0.0£, 1.0f£, 0.0f);
glRotatef (camera pitch, 1.0£, 0.0£f, 0.0f);
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2. Uso de matrizes de transformagao

Para se fazer a rotagdo em um eixo 4 = (x,y,z) unitario deve-se inicialmente decompor o vetor P em suas
componentes paralela (proj,P) ¢ perpendicular (perp,P) ao eixo 4, conforme mostrado na seguinte figura.
Deve-se observar que a componente paralela se mantém constante durante a rotagdo em relacdo ao eixo 4.
Desta forma, para se fazer a rotacdo, deve-se somente calcular a rotacdo do vetor perp,P em relagdo a 4. Para
isso, deve-se ter uma base no plano perpendicular ao eixo 4. Esta base pode ser definida pelos vetores (proj.P)
e AxP.

i(A ‘P)A
proj ,P=(4-P)4 |
»/P — (A-P)A]cosO + (A% P)sin

perp P=P—(4-P)4 P-{(AP)4

P-A=|P||A|cosa |P|cosa =

Sabe-se que , ou seja, a norma do vetor projetado é dada por | A| . Para se

obter um vetor na direcdo do vetor A, deve-se multiplicar pelo vetor unitario A, ou seja,
p p )
P P-A4A4 P-A
proj o= _| A| M - | A|2 , para o caso do vetor A ndo ser unitario.

A rotagdo de perp,P no plano definido pelos vetores P — (4-P)A e AP por um angulo § ¢ dado por
[P—(4-P)4]cos& +(Ax P)sin

Sabe-se que a norma do vetor resultante do produto vetorial de dois vetores A e P ¢ dada por
|A><P| =|A||P|Sina. Como |A| =1, temos que |A><P| =|P|Sina. Como |perpAP| = |P|Sina, a base do

sistema de rotacdo tem dois vetores com a mesma norma, ndo sendo necessario normaliza-los.

Expandindo-se o termo [P - (A : P)A]cos 0 obtém-se
Pcos@—(A4-P)Acosd

Adicionando-se proj,P obtém-se P’ como



P'=Pcosf—(A4-P)Acos+(Ax P)sin@+(4-P)4
P'= Pcos@+(Ax P)sin@+(4- P)A(1-cosH)

Em notagdo matricial temos

P,
0 -4 4 [P
AxP=| 4, 0 -4 |P
-4, A (N
A2 44, AAP
A(A-P)zpmjApzp'fAz A4, A AA|P,
4 A, A4, A |P
Ou seja, P'= Pcos@+(Ax P)sin@+(A4- P)A(1 - cos &) pode ser expresso como
1 00 0 -4 4, A A4, AA
P=(0 1 O[Pcos@+| 4, 0 —A, |Psin@+| 44, A  AA |[P(1-cosd)
00 1 -4, A4 0 A4, A4 A

Combinando os termos e considerando ¢ = cos(8) e s = sin(6), obtém a matriz de rotagdo R,(6)
c 00 0 -—As As A (1-c) A4,4/(1-c) 4,4.(1-c)
P=[|0 ¢ Of+| A4s 0 —As|+|4,4,(1-c) A(-c) 4,4.(-c)|P
00 c| |-4s A4s 0 4,4, (1-c) 4,4.(-c) A(1-c)

P'=R,(6)P
A-c)+c  AA(1-c)+As AA(l-c)-As
R,(0)=|4,4,(1-c)-4s A(l-c)+c  AA(1-c)+As
AA(-c)+4;s AA(-c)-As  A(-c)+c

z

3. Quatérnios
Nimeros complexos
Sabemos que uma rotagdo no plano euclidiano pode ser expressa por uma matriz de transformacio
cos@ —sind
R(O)=| .
sind cosd
espaco de rotagdes no plano pode ser representado pelo circulo unitario, qualquer ponto z deste circulo pode ser
representado por um niimero complexo z=a+bi da seguinte forma

z=¢e" =cos 6. +isinf, (formula de Euler [13])

j. Como as fungdes sin e cos tém periodo de 27, R(6)= R(0+2kx). Como o



ou seja, a parte real @ = Re(z) = cosd, representa o eixo X, e a parte imaginaria b = Im(z) =siné, o eixo y.

. . s . [ — 2 2 = -
Neste caso z ¢ considerado um complexo unitario, pois |Z| =Vzz=~a +b" =1,onde z=a—-bi éo
conjugado de z = a + bi .

De forma mais genérica um ponto arbitrario p = (x,)) do plano, em sua forma polar, pode ser expresso como
i0
p=re”’

onde

r=yx’+y*, 0, = arctg(lj
x

Im
A
z
|2
» Re
O inverso de um nimero complexo ¢ dado por
o5 1 1 c—di z z

Quatérnios

Expandindo-se para uma situagio no R’, pode-se definir uma base candnica representada por {1, i, j, k}, onde 1
= (1,0,0,0), i = (0,1,0,0), j = (0,0,1,0), k = (0,0,0,1). Neste caso, i,j,k sdo componentes complexas, e esta
estrutura algébrica é conhecida como quatérnio, uma extensdo dos numeros complexos. Historicamente, os
quatérnios foram criados por William Rowan Hamilton em 1843 e somente em 1985, Shoemake os introduziu
na Computagdo Grafica. Atualmente sdo largamente utilizados em aplicagdes graficas que fazem uso de
rotagdes, como forma de evitar o gimbal lock e para facilitar interpolacdo entre rotagdes.

Um quatérnio pode ser visto como um vetor 4D que possui a seguinte forma:

q =<W,x,y,z>= w4+ Xxi+ yj +zk

Em representagdo vetorial pode-se escrever ¢ = s + v, onde s representa a parte escalar (componente w de q) e
v representa a parte vetorial (componentes x, y e z de q).

Valem as seguintes regras para multiplicacdo de componentes imaginarias:

i2=j2=k2=—]
j=i=k
jk=-kj =i
ki = -ik =j

Propriedades de Quatérnios

A soma de dois quatérnios q; e q, ¢ associativa e ¢ dada por (s;+s,, vi+Vvs).



A multiplicag@o por um escalar ¢ por um quatérnio q ¢ dada por aq = (aw, av).

O conjugado de um quatérnio q = (s, v), representado por q* ou é , ¢ dado por
g =q=w-xi—yj—zk
q4q =4=S5S—V

O produto interno (escalar) de dois quatérnios é dado por
49 =WW, £ XX, + Y, + 2,2,
A norma de um quatérnio é dada por
) -
|q| =qq=qq=(v)(s,~V)=s"+v-v=wl+x*+y> +27’

ou

lg| =W + x> 437 +2°
Um quatérnio q € unitario quando |¢| = 1. Para normalizar um quatérnio deve-se dividir cada componente pela

norma

., s+v _[w x y z

q=—"7"=\ 17T 7°T 1°7 1
lal - \lal"lal la|"ld
O inverso de quatérnio ndo zero (|g| # 0) € dada por
_ 4
ql=—;
q

yos . -1
Se o quatérnio for unitario, temos ¢ =g

void Quaternion::normalise ()
{
// Don't normalize if we don't have to
float mag2 = w * w + x * x + y * y + z * z;
if (fabs(mag2 - 1.0f) > TOLERANCE) {
float mag = sqrt(mag2);
w /= mag;
X /= mag;

y /= mag;
z /= mag;
}
}
Quaternion Quaternion::getConjugate() //somente para quaternio unitéario

{

return Quaternion(-x, -y, -z, WwW);

}

A multiplicagdo de quatérnios ndo € comutativa, ou seja, q;q, ¢ diferente de q,q;. Dados dois quatérnios q; =
wytxityjtzik e qu = watx,ity,+zk, a multiplicagdo é dada por

192 = (WWo — XX — y1V2 — 2/22)
+(wixy +xwy + Yz —zo)i
(W2 - Xz Fywr T zx0)f
+ (Wizz + X1y2 - yixs —zwo)k

Em representagao vetorial, q; = s; + v| € q;=s; + V;, temos



Qg2 = 8182 — Vi.V2 T $1Va T 85V + v X V)
ou
q1qz = (8152 — V1.Va, S1Vp +85v) + Vi X V,) (partes escalar e vetorial)

Quaternion Quaternion::operator* (const Quaternion &rg) const
{
// the constructor takes its arguments as (x, y, Z, W)
return Quaternion (w*rg.x + x*rg.w + y*rg.z - z*rq.y,
w*rq.y + y*rg.w + z*rg.x - x*rq.z,
w*rgq.z + z*rg.w + x*rq.y - y*rq.x,
w¥rq.w - x*rg.x - y*rq.y - z*rqg.z);

Rotacio com Quaternions

Para se poder usar quatérnios para representar rotagdo de um ponto P em eixo arbitrario, deve-se encontrar uma

fungdo (p(P), que preserve angulos, comprimentos e direcio (handedness), ou seja |¢(P l =|P|,
o(R)-¢(P)=P P, c o(R)xo(P,)=0(PxP,).

A classe de fungdes do tipo @, (P )= qPq 71, onde q € um quatérnio nao nulo, satisfaz os requisitos para

definigdo de rotagdes. A demonstragdo pode ser vista em [1].

O seguinte quatérnio q faz com que P’ = gPg "' seja um ponto rotacionado de um angulo 6 em relagio a um eixo
arbitrario A. A demonstragdo pode ser vista em [1].

0 . 0
q =cos—+ Asin—
2 2
Deve-se observar que se o vetor A for normalizado, o quatérnio sera unitario
2 - . .
|q| =qq =(cosd, Asin B)(cosd,—Asin )
=cos’ @ +sin’ O(4- A)
=cos” @ +sin’ 6
=1
Para aplicar a equagdo P’ = gPg" deve-se ter um ponto P qualquer do espago R’, representado por meio de um
quatérnio com parte real nula, ou seja, P = (0,P). A parte real deste produto é nula e a parte imaginaria

corresponde ao ponto rotacionado, ou seja, o ponto P’ ¢ dado por P* = (0,P’). O quatérnio que corresponde a
rotagdo nula é q = (1, 0A) = (1,0) = (1,0,0,0).

Como exemplo, suponha a rotagdo do ponto P = (2,0,1) em um angulo de 90° em torno do eixo z. Neste caso,

deve-se usar o quatérnio q:(cos45°,sin 450(O’O’l)):((\15]’(\16}(0’0’1)]:[(\éJ’(O’O’\é]J e o ponto P =

(0,(2,0,1)) expresso na forma de quatérnio. Observe que o quatérnio P ndo precisa ser unitario.

P= qPq’l

([ Hooz)) o) oo-5)
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Como resultado, obteve-se o quatérnio q = (0,(0,2,1)). Tomando-se apenas a parte imaginaria, tem-se o ponto P’
=(0,2,1), como esperado.

l\)l»-l

Como o produto de dois quatérnios também representa uma rotacdo, pode-se concatenar varias rotagdes em um
unico quatérnio. O produto q;q, representa uma rotagio primeiro por q, seguido por q;. Uma vez que

-1
q, (q .Pq,
-1 -1
~(¢.9,)Pla;',")
-1
=(9,9,)P(a,9)
-1
=q,.Pq,
pode-se concatenar quantos quatérnios se desejar para gerar um Unico quatérnio representando toda série de

rotagdes. Isso mostra que qualquer conjunto de rotagdes pode ser reduzida a uma Unica rotagdo em um unico
eixo.

O seguinte exemplo ilustra este processo para concatenagdo de uma rotagdo 6, = -60° seguida de uma rotagao 6,
=90°. Estas rotacdes sdo representadas pelos quatérnios

qx:&ms—3dﬂﬁn—30%LQO»:(%§,—;(LQOU

q,= (cos45°,sin450(0,1,0)) [\f T(O 1 0)}

11 31 (Ve N10f 1 431
" (f 7o “’)Jﬂ z“’“”’H«JV%’@B

ou seja, estas duas rotagdes equivalem a rotagdo de 6 = 104.5° em torno do eixo 4 :[_

Calculando q, = qyqyx obtem-se

L’ﬁ, L |, pois
V575

4

(104.5}" J6
0S T =

Uma vantagem menor do uso de quatérnio se refere ao numero de operagdes necessarias para concatenagao de
transformacdes. A seguinte tabela ilustra um comparativo com matrizes de rotagao.

Método Armazenamento | # multiplicagdes | # adigoes # total operagoes
Matriz rotagao 9 27 18 45
Quatérnio 4 16 12 28

Para aplicar uma rotagdo a um ponto, o uso de matriz de rotagdo necessita menor custo computacional.

Método # multiplicagdes # adigOes # total operagdes
Matriz rota¢ao 9 6 15
Quatérnio 21 18 39




Como multiplicar um quatérnio por outro gasta 16 multiplicagdes, € como sdo necessarias duas multiplicagdes
para rotacionar um ponto, deve-se fazer otimizagles para reduzir este processamento para apenas 21
multiplicagdes. O seguinte codigo ilustra esta otimizacao [8].

Vector3 Quaternion::operator* (const Vector3 &vec) const (revisar)

{

float t2 = a*b

float t3 = a*c

float t4 = a*d

float t5 = -b*b

float t6 = b*c

float t7 = b*d

float t8 = -c*c

float t9 = c*d

float t10 = -d*d

return Vector3( 2*( (t8 + tl0)*vl + (t6 - t4d)*v2 + (t3 + t7)*v3 ) + vec.x,
2% ( (t4 + t6)*vl + (t5 + tl0)*v2 + (t9 - t2)*v3 ) + vec.y,
2% ( (t7 = t3)*vl + (t2 + t9)*v2 + (t5 + t8)*v3 ) + vec.z);

Vector3 Quaternion::operator* (const Vector3 &vec) const

{
Vector3 vn (vec);
vn.normalise () ;

Quaternion vecQuat, resQuat;

vecQuat.x = vn.x;
vecQuat.y = vn.y;
vecQuat.z = vn.z;
vecQuat.w 0.0f;

resQuat = vecQuat * getConjugate();
resQuat *this * resQuat;

return (Vector3(resQuat.x, resQuat.y, resQuat.z));

Muitas vezes pode ser necessario representar um quatérnio unitario por uma matriz de rotagdo, especialmente
quando se esta utilizando alguma API grafica, como no caso do OpenGL. A transformagdo envolve o uso de
algebra de matrizes. A demonstragdo pode ser encontrada em [1].

1-2y* -2z2° 2xy — 2wz 2xz + 2wy
2xy+ 2wz 1-2x° -2z° 2yz = 2wx
2xz = 2wy 2yz+2wx  1-2x7 —2y7
0 0 0
Caso o quatérnio ndo for unitario (w” + x> + y* + z° # 1), deve-se utilizar a seguinte matriz de conversao:

- o O O

wr+x+yt+z° 2xy — 2wz 2xz + 2wy 0
v - 2xy + 2wz w—x*+y’ -2’ 2yz — 2wx 0
! 2xz — 2wy 2yz — 2wx w—x*=y*+z> 0

0 0 0 1

Deve-se observar que esta matriz esta no formato adotado pela API OpenGL (column-major format ), ou seja, a
matriz aparece no lado direito da multiplicagdo. Deve-se lembrar que a multiplicagdo de matrizes RP equivale a

TpT . ’ T . . .
P'R". Deve-se calcular a matriz M, = M, caso seja adotado matrizes em formato row-major.

Matrix4 Quaternion::toMatrix () const

{

float x2 X * x;
float y2 =y * y;




float z2 =
float xy =
float xz =
float yz =
float wx =
float wy =
float wz = w
return Matrix

Zy

Vi

Zy

Zy

Xy

Vi

Zy

(1.0f - 2.0f * (y2 + z2), 2.0f * (xy - wz), 2.0f * (xz + wy), 0.0f,
2.0f * (xy + wz), 1.0f - 2.0f * (x2 + z2), 2.0f * (yz - wx), 0.0f,
2.0f * (xz - wy), 2.0f * (yz + wx), 1.0f - 2.0f * (x2 + y2), 0.0f,
0.0£, 0.0f£, 0.0f, 1.0f);

T I X XN
A

Para se obter um quatérnio a partir de uma matriz de rotagdo deve-se realizar os seguintes calculos. Deve-se
verificar se a expressao 1+ m,, +m,, +m,,, que representa a soma da diagonal principal, também chamada de

traco da matriz, é maior que zero. Caso contrario, deve-se fazer um tratamento especial. Para isso, consulte [4,
16].

B \/1+m00 +my +m,y,
- 2
x:(mZI_m12) yz(moz_mzo) Z:(mlo_mm)

(4w) (4w) (4w)

w

Outra transformacdo importante ¢ a conversdo de angulos de Euler para quatérnios. O processo ¢ muito simples.
Basta transformar cada angulo de Euler (6, no eixo x - piftch, 0, no eixo y — yaw e 0. no eixo z - roll) em um
quatérnio e apos multiplicar estes quatérnios para obter um quatérnio resultante. Assumindo a ordem de
multiplicagdo de matrizes do OpenGL, temos que a transformagdo R.R,R. ¢ dada por

q, = (cos (Hx / 2), (sin(@x / 2),0,0))
q,= (cos (Gy /2), (O, sin(ey /2),0))
q. = (cos (6. /2),(0,0,sin(6. /2)))
9=4.49,9.

Para realizar o processo inverso, ou seja, obter os dngulos de Euler e eixo a partir do quatérnio utiliza-se o
seguinte algoritmo.

void Quaternion::toAxisAngle (Vector3 *axis, float *angle)

{

float scale sgqrt(x * x +y * y + z * z);

axis->x = x / scale;
axis->y = vy / scale;
axis->z = z / scale;
*angle = acos(w) * 2.0f;

Deve-se observar que fazendo-se uso de rotagdo e eixo arbitrario, pode-se obter o mesmo resultado que com o
uso de quatérnion.




4. Interpolagao Linear Esférica - SLERP

A interpolagdo entre vetores ¢ uma estratégia muito usada para se fazer animagdes de modelos, considerando-se
que cada keyframe esteja associada a um vetor dire¢do. A forma mais simples de se fazer a interpolaggo de dois
vetores (ou quatérnios) é por meio da interpolagdo linear (no plano), como mostrado na seguinte equagao.

q(t)=(1-1)g, +1q,

O problema desta solug@o é que o vetor resultante g(¢) ndo mantém a mesma norma durante essa interpolacao,
da mesma forma como ocorre a animagdo via o formato MD2. Uma solugdo € fazer a normalizagdo do vetor
resultante, com a seguinte equagao.

qi
(1-t)g, +1q,

£ =
10 (1-1)q, +1q,]

q() q)
T |a@)

q2

Mesmo essa solucdo ainda ndo é adequada. Pode-se observar que a taxa de variacdo (velocidade angular) do
vetor q(t) ndo é constante. Como mostrado no seguinte grafico, a variagdo ¢ maior no ponto médio entre os

vetores g; € ¢». \

cos (q(t)q,)

>t
Deste modo, deseja-se achar uma fungdo ¢(?) que interpole os vetores com uma taxa constante ¢ que mantenha
norma unitaria do vetor resultante.

q(t) = a(t)q, +b(1)q,
Se os vetores ¢; € ¢, forem ortogonais, a solugdo torna-se bem simples, ¢ é dada por
q(t) =cos(t6)q, +sin¢b)q,

sendo 0 o angulo entre os vetores q; € g,. Porém, se os vetores ndo forem ortogonais, deve-se utilizar a seguinte
equacdo. A demonstragdo pode ser vista em [1,27,28,29,30]. a1

0= sin[t?(l—t)]q .\ sin[ez]q o) sind\ o)
S1

n@ " sing 7’
i Tsz‘n(ea-w
0000 0,

desta equacdo geram valores entre [1, \/5 ] com ¢ variando no intervalo [0,1],

sinf(1-1) N sinft

sind sind
como mostrado na seguinte figura. Cada termo isolado tem variacdo ndo linear entre [0, 1], justamente para
garantir a variagdo constante na velocidade angular do vetor resultante g(?).

Os termos
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5. Programa Demo

Este programa foi desenvolvido para comprar as diferentes formas de aplicar rotagdo em eixos. Ele ilustra o uso
de angulos de Euler, quaternions extraidos de angulos de Euler, rotagdo via quatérnion, rotagdo em eixo
arbitrario e eixo arbitrario extraido de quatérnion. Por ele, pode-se nitidamente notar que as duas primeiras
solucdes ndo tratam o problema de gimbal lock. Esse demo pode ser baixado no site da disciplina.

&3 Euler x Quaternions - setas, pgup, pgdown, +, -
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