18 Numeros Reals Cap. 2

Demonstragio: As inclusdes I, D I, significam que
alSQQS"'SanS"‘SbnS‘“szsbl-

O conjunto A = {ay,as,... ,an, ...} é portanto, limitado superiormente. Seja
c = sup A. Evidentemente, a,, < ¢ para todo n € N. Além disso, como cada bn,
€ cota superior de A, temos ¢ < by, para todo n € N. Portanto ¢ € I, qualquer
que sejan € N. O

Teorema 5. O conjunto dos niimeros reais nao é enumergvel.

Demonstra¢do: Mostraremos que nenhuma fung¢@o f:N — R pode ser sobreje-

tiva. Para isto, supondo f dada, construiremos uma seqiiéncia
decrescente I; D Iy D --- D I, D --- de intervalos limitados e fechados tais
que f(n) ¢ In. Entdo, se ¢ é um nimero real pertencente a todos os Iy, ne-
nhum dos valores f(n) pode ser igual a ¢, logo f nfo € sobrejetiva. Para obter
os intervalos, comegamos tomando /; = [ay,b:] tal que f(1) < a; e, supondo
obtidos Iy > I O -+ D I tais que f(j) ¢ I;, olhamos para I, = [an,bn).
Se f(n+1) ¢ I, podemos simplesmente tomar Ini1 = In. Se, porém,
f(n+1) € I, pelo menos um dos extremos, digamos a.,, é diferente de fn+1),
isto €, ap, < f(n+1). Neste caso, tomamos F 11 = [any1,bny1], comans: = an
€bpi1 = (an + f(n+1))/2. O

Um niimero real chama-se irracional quando nio é racional. Como o
conjunto Q dos nimeros racionais é enumerével, resulta do teorema acima que
existem niimeros irracionais e, mais ainda, sendo R = QU (R—Q), os irracionais
constituem um conjunto ndo-enumerédvel (portanto formam a maioria dos reais)
porque a reunido de dois conjuntos enumeriveis seria enumeravel. Evidente-
mente, nimeros irracionais podem ser exibidos explicitamente. No Capitulo 3,
Exemplo 15, veremos que a fungdo f:R — R*, dada por f(z) = x2, é sobre-
jetiva. Logo existe um nimero real positivo, indicado por /2, cujo quadrado
€ igual a 2. Pitdgoras e seus discipulos mostraram que o quadrado de nenhum
numero racional pode ser 2. (Com efeito, de (p/q)? = 2 resulta 2¢® = p2, com
p, g inteiros, um absurdo porque o fator primo 2 aparece um niimero par de vezes
na decomposigio de p® em fatores primos e um niimero impar de vezes em 2¢2.)

Corolario. Todo intervalo nao-degenerado é nao-enumeravel.

Com efeito, todo intervalo ndo degenerado contém um intervalo aberto
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¢ uma bijegdo, basta mostrar que o intervalo aberto (—1,1) é ndo-enumerédvel.
Ora, a fungdo p: R — (—1,1), dada por ¢(z) = z/(1 + |z|), € uma bijecdo cuja
Inversa é ¢: (—1,1) — R, definida por 1)(y) = y/(1 — |y|), pois (¥ (y)) = y
@ Y(p(r)) = x para quaisquer y € (—1,1) e x € R, como se pode verificar
facilmente. 0

Todo intervalo nao-degenerado I contém niimeros racio-
nais e irracionais.

Teorema 6.

Demonstracao: Certamente I contém nimeros irracionais pois do contrario se-
ria enumerdvel. Para provar que / contém nimeros racionais,
lomamos [a, b] C I, onde a < b podem ser supostos irracionais. Fixemos n € N
tal que 1/n < b — a. Os intervalos Iy, = [m/n,(m + 1)/n],m € Z, cobrem
il reta, isto € R = Umezlm. Portanto existe m € Z tal que a € I,;,. Como
@ € irracional, temos m/n < a < (m + 1)/n. Sendo o comprimento 1/n do
intervalo I, menor do que b — a, segue-se que (m + 1)/n < b. Logo o nimero
ricional (m + 1)/n pertence ao intervalo [a, b] e portanto ao intervalo . O
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8egéo 1: R é um corpo
|. Prove as seguintes unicidades:
(a) Se z + 0 = x para algum x € R entdo 6 = 0;
(b) Se z.u = z paratodo x € R entdo u = 1;
(¢c) Sez+y=0entdoy = —x;
(@uSe z.y = lentdoy =z .

2. Dados a, b,c,d e R,se b # 0 e d # 0 prove que a/b + ¢/d = (ad + bc) /bd
e (a/b)(c/d) = ac/bd

. Sea # 0eb+#0emR, prove que (ab)~! = a~*b~! e conclua que (a/b) ! =
b/a.

4. Proveque (1 —z"*Y)/(1-z)=1+z+ -+ 2™ paratodo = # 1.

oo

Sec¢do 2: R é um corpo ordenado
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I |
2. Prove que || z | — | y ||<| z — y | para quaisquer z,y € R. 8, Prove que o conjunto dos polindmios com coeficientes inteiros € enu-
3. Dad R - 0 merdvel. Um ndmero real chama-se algébrico quando € raiz de um po-
‘ ; = 0 pro L=y = 3 ige . p
: ados z,y € R, se z° + y proveque r =y linbmio com coeficientes inteiros. Prove que o conjunto dos nimeros
4. Prove por indugdo que (1+2)" > 1+ nz + [n(n — 1)/2)2% se z > 0. ulgébricos é enumeravel. Um nimero real chama-se transcendente quando
5. Paratodo x # 0 em R, prove que (1 + )%™ > 1+ 2nzx. nilo ¢ algébrico. Prove que existem nimeros transcendentes.
6. Proveque |a—bl<e=|al|<|b|+e. . 6, Prove que um conjunto I C R é um intervalo se, e somente se, a < = < b,
indmi : fioe (= xcl.
7. Use o fato de que o trindmio do segundo grau f(\) = S5 | (x; + Ay;)? é ’

> 0 para todo A € R para provar a desigualdade de Cauchy-Schwarz

n n n
O )’ < OO v2)
i=1 1=1 1=1
Prove ainda que vale a igualdade se, e somente se, existe \ tal que z; = \y;
paratodoi=1,... ,n,0uy; = =y =0

; 8. Se ai/by,... ,an/by pertencem ao intervalo (o, B) e by, ... ; by, s8o positi-
vos, prove que (ay +---+ap)/(by +- - - +by) pertence a (o, 3). Nas mesmas
condigoes, se i1, ... ,tn € RT, prove que (t1a1 + - - - + tpan)/(t1by + - +
‘ tnbp) também pertence ao intervalo (c, 3).

Segdo 3: R é um corpo ordenado completo

1. Diz-se que uma fun¢do f: X — R é limitada superiormente quando sua
imagem f(X) = {f(x);x € X} € um conjunto limitado superiormente.
Entéo pde-se sup f = sup{f(z);z € X}. Prove que se f,¢g: X — R sdo
limitadas supériormente 0 mesmo ocorre comasoma f+g: X — R e tem-se
sup(f+g) < sup f+sup g. D& um exemplo com sup(f +g) < sup f +supg.
Enuncie e prove um resultado anilogo para inf.

2. Dadas as fungdes f,g: X — R* limitadas superiormente, prove que o pro-
duto f.g: X — R* é uma fung@o limitada (superior e inferiormente) com
sup(f.g) < sup f.sup g e inf(f. g) > inf f.inf g. D€ exemplos onde se tenha
< endo=

3. Nas condi¢des do exercicio anterior mostre que sup(f?) = (sup f)?
e inf(f?) = (inf f)2.

4. Dados a,b € Rt com a® < 2 < ¥?, tome z,y € R* tais que':c < 1,
r < (2-a’)/(2a+1)ey < (b*-2)/2b. Proveque (a+z)? <2 < (b—y)2e
b—y > 0. Em seguida, considere o conjunto limitado X = {a € R*; a2 < 2}
e conclua que o niimero real ¢ = sup X cumpre ¢2 = 2.




3

Seqgliéncias
de numeros reais

Neste capitulo serd apresentada a no¢ao de limite sob sua forma mais simples,
o limite de uma seqiiéncia. A partir daqui, todos os conceitos importantes da
Andlise, de uma forma ou de outra, reduzir-se-3o a algum tipo de limite.

1. Limite de uma seqiiéncia.

Uma segiiéncia de nimeros reais é uma fungdo z : N — R, que associa
a cada niimero natural n um ndmero real Zn, chamado o n-ésimo termo da
seqiiéncia.

Escreve-se (z;, zs,... yZny...) OU (Zn)nen, OU simplesmente (zn), para
indicar a seqiiéncia cujo n-ésimo termo é z,.

Nio se confunda a seqiiéncia (z;,) com o conjunto {zy, xs, ... ,Ty,... } dos
seus termos. Por exemplo, a seqiiéncia (1,1,... ,1,.. .) ndo € o mesmo que o
conjunto {1}. Ou entdo: as seqiiéncias (0,1,0,1,...) e (0,0,1,0,0,1,...) sdo
diferentes mas o conjunto dos seus termos & o mesmo, igual a {0, 1}.

Uma seqiiéncia (zy,) diz-se limitada superiormente (respectivamente infe-
riormente ) quando existe ¢ € R tal'que z, < c (respectivamente z,, > ¢) para
todo n € N. Diz-se que a seqiiéncia (zn) € limitada quando ela é limitada

superior e inferiormente. Isto equivale a dizer que existe k > 0 tal que | zp, |< k
para todo n € N.

Exemplo 1. Se a > 1 entdo a seqiiéncia (a, a2, ... ,a™,...) é limitada in-
feriormente porém ndo superiormente. Com efeito, multipli-
cando ambos os membros da desigualdade 1 < a por a™ obtemos a™ < g"t1,
Segue-se que a < a” para todo n € N, logo (a™) € limitada inferiormente por

a. Por outro lado, temos a = 1+ d, com d > 0. Pela desigualdade de Bernoulli,
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pirn todo n € N vale a™ > 1 + nd. Portanto, dado qualquer ¢ € R podemos
abter o > ¢ desde que tomemos 1+ nd > c, isto é,n > (c—1)/d.

Dada uma seqiiéncia x = (Tn)nen, uma subsegiiéncia de x € a restri¢do
(i fung@io = a um subconjunto infinito N’ = {n; <nz <--- <mp <-- } dc? N.
Hiereve-se ' = (Tn)new OU (Tnys Trgs- -« Ty, - - - )s OU (Tny )pey PAra l_I,lthE.]I
i subseqiiénciaz’ = z | N'. Anotagio (Zp, )y MOStra como Pma s'ubsequ,e1}c1a}
pode ser considerada como uma seqiiéncia, isto é, uma fun¢do cujo dominio &

N,

Lembremos que N’ C N é infinito se, e somente se, € ilimitado, isto €, para
todo ng € N existe n, € N’ com ny > ng.

——
Dado ontimeroreal a < —1, formemos a seqiiéncia (a" )nen. Se
N’ C N é o conjunto dos nimeros pares e N’ C N € o conjunto
tlos niimeros fmpares entdo a subseqiiéncia (a™)new € limitada apenas inferior-

mente enquanto a subseqiiéncia (a™)nen € limitada apenas superiormente.

Kxemplo 2.

' Diz-se que o nimero real a é limite da seqiiéncia () quapdo, para todo
nimero real e > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter ny € N tal que todos os
{@rmos xp, com indice n > ny cumprem a condi¢do | zn — a |< €. Escreve-se
entho a = lim z,.

Esta importante definic@o significa que, para valores muito grand'es de m,
ON lermos x,, tornam-se € se mantém tao proximos de a quaflto se d(j,sej.e. Mais
precisamente, estipulando-se uma margem de erro € >.O, existe um 1r~1dlce Nng €
N tal que todos os termos zy da seqiiéncia com indice n > ng sdo valores
aproximados de a com erro menor do que €.

Simbolicamente, escreve-se:

a=limz, .=. Ve>03IngeN;n>ny = |rn—al<e.

Acima, o simbolo . = . significa que o que vem depois € a defini¢do do que
' oI = : (13 S 99
yem antes. V significa “para todo”ou “qualquer que seja”. 3 significa “existe”.
> 2 3 (154 e "
() ponto-e-virgula quer dizer “tal que” e a seta = significa “implica”.
Convém lembrar que | z, —a |[< € éomesmo que a — & < Tn < a+¢€, 15t0
¢, wy, pertence ao intervalo aberto (a — €,a + ¢€).

Assim, dizer que a = lim z, significa afirmar que qualquer intervalo aberto
de centro a contém todos os termos z,, da seqii€ncia, salvo para um nimero

o NS
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finito de indices n (a saber, os indices n < ng, onde ng € escolhido em fungio
do raio ¢ do intervalo dado).

Em vez de a = lim z,,, escreve-se também g — limpen Zn, a = limp_, o T,
Ou zp, — a. Esta dltima expressdo 1&-se “z;, tende para a” ou “converge para

a”. Uma seqiiéncia que possui limite diz-se convergente . Caso contrério, ela se
chama divergente .

Teorema 1. (Unicidade do limite.) Uma seqiiéncia ndo pode convergir
para dois limites distintos.

Demonstragiio: Seja limx;, = a. Dado b # a podemos tomar ¢ > 0 tal que 0s

intervalos abertos I = (a —€,a+¢c)e J = (b—g,b+¢) sejam
disjuntos. Existe ng € N tal que n > n, implica =, € I. Entdo, para todo
n > ng, temos xr, ¢ J. Logo ndo é lim x,, = b. O
Teorema 2. Se limzy, = a entao toda subseqiiéncia de (zn) converge
para o limite a.

Demonstracio: Seja (xy,, ... y &y, 3. - . ) asubseqii€ncia. Dado qualquer inter-

valo aberto I de centro a, existe ny € N tal que todos os termos
Zp, COM N > ng, pertencem a /. Em particular, todos os termos Ty, , cOm
ny > no também pertencem a 1. Logo lim Tn, = Q. t

Teorema 3. Toda seqiiéncia convergente é limitada.

Demonstracio: Seja ¢ = lim x,,. Tomando & — 1, vemos que existe ny € N tal

quen > ng = Tp € (a—1,a+1). Sejam b o menor e ¢ 0 maior
elemento do conjunto finito {z1,... ,2p,,a — 1,a + 1}. Todos os termos Tn da
seqiiéncia estdo contidos no intervalo [b, c], logo ela é limitada. O

Exemplo 3. A seqiiéncia (2,0,2,0,...), cujo n-ésimo termo é x, = 1 +
(=1)™*1, é limitada mas ndo é convergente porque possui duas
subsequenc1as constantes, Ton_1 = 2 € xay, = 0, com limites distintos.

Exemplo 4. A seqiiéncia (1,2,3,.
nao € limitada.

.), com Ty = n, ndo converge porque

Uma seqiiéncia (xy,) chama—se mondtona quando se tem Tn < Tn+1 para -

Frm e mn: rmt RAT i e AP - I o

mondotona ndo-decrescente e, no segundo, que () € mondtona ndo-crescente.
Se, mais precisamente, tivermos z, < Tpn41 (respect. Tp > Tpii) para todo
n € N, diremos que a seqiiéncia é crescente (respectivamente, decrescente ).

Toda seqiiéncia monétona ndo-decrescente (respect. ndo-crescente) € limi-
{udn inferiormente (respect. superiormente) pelo seu primeiro termo. A fim de
(Jue elur‘seja limitada é suficiente que possua uma subseqiiéncia limitada. Cpm
#leito, seja (zn )nen uma subseqiiéncia limitada da seqii€éncia mondtona (diga-
mos, nio-decrescente) (zrn). Temos xn, < ¢ para todo n’ € N'. Dado qualquer
n e N, existe n’ € N' talque n < n'. Entdo zn, < zpny < c.

O teorema seguinte di uma condigio suficiente para que uma seqiiér.lcia
gonvirja. Foi tentando demonstra-lo ao preparar suas aulas, na metade do século
19, que R. Dedekind percebeu a necessidade de uma conceituagdo precisa de
fnimero real.

‘Teorema 4. Toda seqiiéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstracio: Seja (zp,) mondtona, digamos ndo decrescente, limitada. Es-

crevamos X = {Z1,... ,Zn,...}ea =sup X. Afirmamos que
@t = lim z,,. Com efeito, dado € > 0, o ndmero a — € ndo € cota superior de X.
Logo existe np € Ntal que a — € < Zp, < a. Assim, n > ng = a — € < Tp, <
My < a+ceedallimz, =a.- [

Semelhantemente, se (xy,) € ndo-crescente, limitada entéo lim x, € 0 infimo
o conjunto dos valores zy,.

(Teorema de Bolzano-Weierstrass.) Toda seqiiéncia limitada
de niimeros reais possui uma subseqiiéncia convergente.

Coroldrio.

Com efeito, basta mostrar que toda seqiiéncia (x5 ) possui uma subseqiiéncia
monétona. Digamos que um termo =, da seqii€ncia dada é destacado quandc,)
ity > p paratodo p > n. Seja D C N o conjunto dos {ndices n tais que =, €
um termo destacado. Se D for um conjunto infinito, D = {n; < ny < --- <
Iy < -}, entdo a subseqiiéncia (Tn),p serd monotona nﬁo—crescent:e. Se,
entretanto, D for finito seja n; € N maior do que todos os n € D. Entdo xn,
niio é destacado, logo existe ny > ny cOmM Zp, < Tn,. Por sua vez, Tn, ndo é
destacado, logo existe ng > mp com Zp, < Tn, < Tn,. Prosseguindo, obtemos

im mm L |
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Tn/yn > c.Aj/c= A e dai lim(zp /ypn) = +oo.

(4) Existe ¢ > 0 tal que | z,, |< ¢ para todo n € N. Dado arbitrariamente £ > 0,
existe ng € N tal que n. > ng = yn > ¢/e. Entdo n > ng =| zp/yn |< c.e/c =
&, logo lim(zy, /yn) = 0. 0

As hipéteses feitas nas diversas partes do teorema anterior tém por objetivo
evitar algumas das chamadas “expressdes indeterminadas”. No item (1) procura-
se evitar a expressdo +oo—oo. De fato, se lim x,, = +oo e lim Yn = —oo nenhuma
afirmacdo geral pode ser feita sobre lim(xy, + yp). Este limite pode ndo existir

(como no caso em que zp = n + (—1)® e y, = —n), pode ser igual a +oo
(se Tn = 2n e yp = —n), pode ser —oco (tome T, = n € Yy, = —2n) ou pode
assumir um valor arbitrario ¢ € R (por exemplo, se T, = n+ce y, = —n).

Por causa desse comportamento erratico, diz-se que +o0o — co é uma expressdo
indeterminada. Nos itens (2), (3) e (4), as hipéteses feitas excluem os limites
do tipo 0 x co (também evitado no Teorema 7), 0/0 e oo/ oo, respectivamente,
0s quais constituem expressdes indeterminadas no sentido que acabamos de
explicar. Outras expressoes fregiientemente encontradas sdo oo?, 1°° e (°.

Os limites mais importantes da Andlise quase sempre se apresentam sob
forma de uma expressao indeterminada. Por exemplo, o nimero e = lim,,_., (1+
1/n)" é da forma 1%°. E, como veremos mais adiante, a derivada é um limite do
tipo 0/0.

Agora, uma observagio sobre ordem de grandeza. Se k € Ne a é um ndmero

real > 1 entdo limy_,oo n* = limy_o a” = limp, oo 1! = limy_, o, n". Todas

estas seqiiéncias tém limite infinito. Mas o Exemplo 9 nos diz que, para valores
muito grandes de n temos n* < a” < n! < n™, onde o simbolo < quer dizer “é
uma fragdo muito pequena de” ou “é insignificante diante de”. Porisso diz-se que
o crescimento exponencial supera o polinomial, o crescimento fatorial supera o
exponencial com base constante mas é superado pelo crescimento exponencial
com base crescente. Por outro lado, o crescimento de n* (mesmo quando k = 1)
supera o crescimento logaritmico, como mostraremos agora.

No Capitulo 11 provaremos a existéncia de uma fungéo crescente log : RT —
R, tal que log(zy) = logz + logy e logz < x para quaisquer z,y € R*. Dai
resulta que logz = log(v/Z.4/z) = 2log+/z, donde log /z = (logz)/2. Além
disso, logz = log(1.z) = log 1 + log z, donde log 1 = 0. Como log & crescente,
tem-se logz > 0 para todo z > 1. Vale também log(2") = n.log 2, portanto
limp,,o0 log(2™) = +00. Como log € crescente, segue-se limy,_,, log 7 = +00.

I logn 0
ar m —— = U
Provaremos agora que | -

Para todo n € N, temos log v < /7. Como log+/n = £ logn, segue-se

(ue logn < 2y/n. Dividindo por n resulta que 0 < logn/n < 2/y/n. Fazendo
logn
=0.

1+ 00, vem lim

MnN—00 mn
B, Exercicios

Limite de uma sequéncia

fagho 1:

1, Uma seqiiéncia (zn,) diz-se periddica quando existe p € N tal que Zn4p =
@y, para todo n € N. Prove que toda seqiiéncia peridica convergente &
constante.

2. Dadas as seqiiéncias (zn) € (yn), defina (2,) pondo zon_1 = Tn € 22n = Yn.
Se lim z, = limy, = a, prove que lim 2, = a.

. Se lim zy, = a, prove que lim |zy| = |a.

4, Se uma seqiiéncia monétona tem uma subseqii€ncia convergente, prove que
Qi seqiiéncia €, ela propria, convergente..

8, Um nimero a chama-se valor de aderéncia da seqiiéncia () quando €
limite de uma subseqiiéncia de (). Para cada um dos conjuntos A, B e C
abaixo ache uma seqiiéncia que o tenha como conjunto dos seus valores de
aderéncia. A ={1,2,3}, B=N,C =[0,1].

6, A fim de que o niimero real a seja valor de aderéncia de (zp) € necessério
¢ suficiente que, para todo € > 0 e todo k € N dados, exista n > k tal que
l@p —al < €.

7, A fim de que o niimero real b ndo seja valor de aderéncia da seqii€nci-
a (xn) é necessdrio e suficiente que existam no € N e € > 0 tais que
n>ng=|rtn—bl>ec.

fleglio 2: Limites e desigualdades

I, Se limzy, = a, limy, = be |zn —yn| > € para todo n € N, prove que
la—b| > €.

i, Sejam lim zy, = a e limyy, = b. Se a < b, prove que existe 7€ N tal que
n=mng=Tn < Yn-
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Secao 3:

1. Prove que, para todo p € N, tem-se limy,_,o, ™+

Cap. 3
- Se o nimero real a ndo € o limite da seqiiéncia limitada (x,,), prove que
alguma subseqiiéncia de (z5,) converge para um limite b + a.

. Prove que uma seqiiéncia limitada converge se, e somente se, possui um
tnico valor de aderéncia.

. Quais sdo os valores de aderéncia da seqiiéncia (zy) tal que Top_1 =N €
ZTonp = 1/n? Esta seqiiéncia converge?

- Dados a,b € R*, defina indutivamente as seqiiéncias (z) e (y,) pondo

T, = f 1= (a+b)/2ezpni1 = /TnUn, Yni1 = (n + yn)/2. Prove
que (zn) € (yn) convergem para 0 mesmo limite.

. Diz-se que (xn) é uma segiiéncia de Cauchy quando, para todo £ > 0 dado,
existe ng € N tal que m,n > ng = |zm — x| < €.

(a) Prove que toda seqiiéncia de Cauchy € limitada.

(b) Prove que uma seqiiéncia de Cauchy nio pode ter dois valores de
aderéncia distintos.

(c) Prove que uma seqiiéncia (z,) é convergente se, e somente se, é de
Cauchy.

Operagdes com limites

n=1.

. Seexisteme > 0e k € N tais que € < z, < nk para todo n suficien-
temente grande, prove que lim /=, = 1. Use este fato para calcular
limp oo V1 4k, lim ¥/n+ /1, lim ¥logn e lim ¢/nlogn.

. Dado a > 0, defina indutivamente a seqiiéncia (z,,) pondo z; =
= +/a + zn. Prove que (xn) é convergente e calcule seu limite

L:\/a+\/a+\/m

- Seja en = (zn — +/a)/+/a o erro relativo na n-ésima etapa do célculo de
va. Prove que eni; = e, /2(1 + en). Conclua que e, < 0,01 = epyq <
0,00005 = en+2 < 0,00000000125 € observe a rapidez de convergéncia do
método.

vae

Tn+1

. Dado a > 0, defina indutivamente a seqiiéncia (x,) pondo z; = 1 Jae
Tns1 = 1/(a + x). Considere o nimero c, raiz positiva da equagdo z? +

Hagho b Exercicios
ax — 1 = 0, Gnico niimero positivo tal que ¢ = 1/(a + ¢). Prove que
Lo <Ly < - < Togp < << - < Top1 << T3 < Ty,

¢ que lim z,, = ¢. O nimero c pode ser considerado como a soma da fracdo

continua i

a+
a+
a-+

1
a..|.

6, Dado a > 0, defina indutivamente a seqiiéncia (yn), pondo 1 = a € Ynt+1 =
a + 1/yn. Mostre que limyp, = a + ¢, onde ¢ é como no exercicio anterior.

7, Defina a seqiiéncia (a,) indutivamente, pondo a; = a2 = 1 € apy2 =
Un+1 1+ an paratodon € N. Escreva zn, = ap / an+1 € prove que lim z,, = c,
onde c é tnico nimero positivo tal que 1/(c+1) = c. O termo ar chama-se
0 n-ésimo niimero de Fibonacci € ¢ = (—1+/5)/2 é o niimero de ouro da
Geometria Cléssica.

fleghio 4:  Limites infinitos

Prove que lim ¥/n! =
Se lim xp, = +00 € a € R, prove: limy,_,oo[v/10g(Zn + a)

, Dados k£ € N e a > 0, determine o limite

-

— log In| = =0.

W —

Supondo @ > 0 e a # e calcule

a.n! . nk.atn
€ lim —
n—o0 n

lim
n—ooco N

(Para o caso a = e, ver exercicio 9, se¢do 1, capitulo 11.)

4. Mostre que limy,_, 4o, log(n +1)/logn = 1.

o

Sejam (z,,) uma seqiiéncia arbitraria e (y,) uma seqiiéncia crescente, com
limyn, = +0o. Supondo que lim(Zn+1 — Zn)/(Ynt+1 — Yn) = a, prove que
lim zr, /yn, = a. Conclua que se lim(Tn41 — Tn) = a entdo limzn, /n = a.
Em particular, de limlog(1 + 1/n) = 0, conclua que lim(logn)/n = 0.



6. Selimz, = ae (t,) é uma seqii€éncia de niimeros positivos com

lim(#; + - + tp) = +o0,

prove que
lim iz + -+ thzp i

Em particular, se v, = ", tem-se ainda lim y, = a.

vap. 9

4
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ﬁm §érie 6 uma soma s = a; + as + - - - + ap + - -- com um ndmero infinito de
ﬁﬁﬂélﬂs. Para que isto faca sentido, poremos s = limp_.oc (a1 +- - - +apn). Como
tielo limite, este pode existir ou ndo. Por isso ha séries convergentes e séries
éiﬁél‘gen tes. Aprender a distinguir umas das outras € a principal finalidade deste
eapltulo.

1, Séries convergentes

~ Dada uma seqiiéncia (an) de nimeros reais, a partir dela formamos uma
NOvi seqiiéncia (sp) onde

8, =a;, S2=GL+0a2, ..., Sp=01+ a2+ -+an, eC.

()8 ndmeros sy, chamam-se as reduzidas ousomas parciais dasérie »_ an.
A purcela ay, é o n-ésimo termo  ou termo geral da série.

Se existir o limite s = limy,—. Spn, diremos que a série Y ay € convergente
@i Sap=> 0 an=0a1+0a+ -+ ap + - serd chamado a soma da
- Wérle, Se lim sy, ndo existir, diremos que 3 ap, € uma série divergente.

As vezes é conveniente considerar séries do tipo 300 an, que come¢am
40m ay em vez de a;.

Jixemplo 1. Como ja vimos (Exemplos 11 e 12, Capitulo 3), quando |a| < 1

a série geoméirica 1+ a+a*+---+a™ +--- € convergente,
¢om soma igual a 1/(1 —a), easérie 1 +1+1/21+--- +1/n! +--- também
gonverge, com soma igual a e.

lixemplo 2. Asériel—1+1—1+---,determo geral (—1)"*1, é divergente
pois a soma parcial sy, é igual a zero quando n é par, e igual a
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1 quando n € impar. Portanto néo existe lim sy,.

Exemplo 3. A série 371/n(n + 1), cujo termo geral é ap, = 1/n(n + 1) =

1/n —1/(n + 1), tem n-ésima soma parcial

e (e S Yl e S g it N
S 2 2 3/ n n+l n+1"

Portanto lim sy, = 1,ist0 é, Y- 1/n(n+1) = 1.

Se ap > 0 para todo n € N, as reduzidas da série > an formam uma

seqiiéncia ndo-decrescente. Portanto uma série 3 ay,, de termos nao-negativos,
converge se, € somente se, existe uma constante k tal que a; + - - - +ay, < k para
todo n € N. Por isso usaremos a notagdo Y ayn < -+oo para significar que a
série > an, com ayp > 0, é convergente.

Se an > 0 para todo n € N e (ay,) é uma subseqiiéncia de (a,) entdo
>_an < +oo implica " af, < +o0.
Exemplo 4. (A série harmonica.) A série Y 1/n é divergente. De fato, se
> 1/n = s fosse convergente entdo Y"1/2n =t e $°1/(2n —
1) = u também seriam convergentes. Além disso, como soy, = ty, + Uy, fazendo
n — oo terfamos s =t 4+ u. Mast = 3 1/2n = (1/2) 3 1/n = s/2, portanto
u =t = s/2. Por outro lado

1 1Sl 1 1
—t= 1l = = i s S e Sogy i
W LR ) nL“éo[(l o ()
= lim —1~+i+i+ -+ : >0
- n5oo 3.4 Y56 (2n —1)2n d

logo u > t. Contradigdo.

Teorema 1. (Critério de comparaciio.) Sejam Y ay, e 3. by, séries de ter-
mos nao-negativos. Se existem ¢ > 0 e ng € N tais que
an < cbp para todo n > ng entdo a convergéncia de > bp implica a de

>_ an enquanto a divergéncia de Y ap, implica a de ¥ by,.

Demonstracdo: Sem perda de generalidade, podemos supor a, < cb, para

todo n € N. Entdo as reduzidas s, e ty, de Ylane: Dby
respectivamente, formam seqiiéncias ndo-decrescentes tais que s, < cty, para
todo n € N. Como ¢ > 0, (tp) limitada implica (sy,) limitada e (s;,) ilimitada
implica () ilimitada, pois ¢, > sp,/c. O

Séries absolutamente convergentes

Se r > 1, a série 5. 1/n" converge. Com efeito, seja ¢ a soma
i da série geométrica > > (2/2")™. Mostraremos que toda re-
iﬂglda 8m da série S 1/n" é < c. Sejan tal que m < 2" — 1. Entéo

1 1 1
o

il 1
+"'+<Z2n—_1)F+'“+aﬁ_—1)T_‘)’
1 1
9 4 on-1 —” 9
37"’<1+2_r+4—r++——2(n—1)7"_2; 2—,,_ <G
1=

- Como a série harmdnica diverge, resulta do critério de comparagao que
1/n" diverge quando 7 < 1 pois, neste caso, 1/n" > 1/n.

ffj()'rema 2.

,Qjmonstragﬁo: Se a série ) ap, € convergente entao, pondo sp = ql +---+an,
7 existe s = limy_00 Sn. Consideremos a seqiiéncia (t5), com
fy = 0 ety = sp—1 quando n > 1. Evidentemente, limt, = s € sp — tn = an.
Portanto lim ap, — Lim(sy, — tr) = lim sy, — limty, = s — 5= 0. O

O termo geral de uma série convergente tem limite zero.

O critério contido no Teorema 2 constitui a primeira coisa a verificar quando
§6 quer saber se uma série € ou ndo convergente. Se o termo geral nio tende~a
2010, a série diverge. A séri¢ harmonica mostra que a condi¢do lim anp = 0 nao
@ suficiente para a convergéncia de ) an. O

2. Séries absolutamente convergentes

Uma série Y ar, diz-se absolutamente convergente quando ) |an| con-

o verge.
- Exemplo 6. Uma série convergente cujos termos ndo mudam de smzil 'e
absolutamente convergente. Quando -1 < a < 1, a série
2ot 7 . n| _ n <
- geométrica Y a™ € absolutamente convergente, pois |a™| =.|al”, comD <
la| < 1.

O exemplo cldssico de uma série convergente Y an, tal que - |an| = +00 €
dado por Y (-1)"*'/n=1-1/2+1/3 - 1/4+---. Quando tomamos a soma
dos valores absolutos, obtemos a série harmonica, que diverge. A convergéncia
da série dada segue-se do
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grande e dai resulta que o termo geral ay, ndo tende para zero. Se L =1, o teste ¢
inconclusivo. A série pode convergir (como no caso 3" 1/n?) ou divergir (como
no caso Y. 1/n).

Exemplo 8. Seja an, = 1/(n? — 3n + 1). Considerando a série convergente

>-(1/n?), como lim[n?/(n? — 3n + 1)] = lim[1/(1 — 3/n +

1/n?)] = 1, concluimos que 3" a,, é convergente.

Seglie—se do Exemplo 9 do Capitulo 3 e do teste de d’ Alembert
que as séries 3 (a™/nl), S (n!/n") e 2(nF/aM), esta dltima
com a > 1, sdo convergentes.

Exemplo 9.

Teorema 6. (Teste de Cauchy.) Quando existe um niimero real c tal que
Vlan| < ¢ < 1 para todo n € N suficientemente grande
(em particular, quando lim ¥/|an| < 1), a série 3 ay é absolutamente

convergente.

Demonstracio: Se W < ¢ < lentdo |ay| < c™ para todo n suficientemente

grande. Como a série geométrica ) ™ é convergente, segue-se
do critério de comparagao que ) a,, converge absolutamente. No caso particular
de existir lim ¥/an| = L < 1, escolhemos ¢ tal que L < ¢ < 1 e teremos
V/|an| < cparatodon suficientemente grande (Teorema 5, Capitulo 3), recaindo
assim no caso anterior. O

Observacio. Também no teste de Cauchy, tenta-se calcular lim W = L.
Se L > 1, asérie ) an, diverge. Com efeito, neste caso, tem-se
]an| > 1 para todo n suficientemente grande, donde |a,| > 1, logo a série
>_ an diverge pois seu termo geral ndo tende a zero. Quando L = 1, a série pode

divergir (como no caso ) (1/n)) ou convergir (como 3" (1/n?)).

Seja an = (logn/n)". Como ¥a, = log n/n'tende a zero, a
série ) an, € convergente.

Exemplo 10.

O teorema seguinte relaciona os testes de d’ Alembert e Cauchy.

Teorema 7. Seja (an) uma seqiiéncia cujos termos sdo diferentes de

zero. Se lim|apn1|/|an| = L entdo lim ¥/]ay| = L.

Demonstragdo: Para simplificar a notagdo, suporemos que an > 0 para todo
n € N. Dado € > 0, fixemos K, M taisque L — € < K <

m] ] Comutatividade
L% M < L+e ExistepeNtalquen >p = K < apyi/an < M.
Multiplicando membro a membro as n — p desigualdades K < ap,;/ap,i_; <
Ml = 1,...,n — p, obtemos K" P < ap/ap < M" P para todo n > p.
phamos o = ap/KP e B = ap/MP. Entdo K" < an < M™B. Extraindo
tileen, vem K Vo < an, < M Y/J para todo n > p. Levando em conta
el e < K,M < L+¢lim¥Ya =1elm /B = 1, concluimos que
ﬁiﬁé'no >ptalquen >ng = L—-¢< Kv¥aeM?%B < L+e¢. Entdo
%m e+ L — e < Yay < L+ ¢, oque prova o teorema quando L > 0. Se
[ = 0, busta considerar M em vez de K e M. O

Resulta do Teorema 7 que limn/ ¥/n! = e. Com efeito, pondo
ap =n"/n! vemn/ Vn! = Ya,. Ora
ng _

(n+1)"*t n! (n+1)(n+1)n_l!_ (n+1>"
g (n+1)! n® T (n+1)-n! oA n :

100 i (.41 /an) = e, e dai lim an =e

iplo 10.

A, Comutatividade

Uma série 3" ay, diz-se comutativamente convergente quando, para qual-
@Qr bijegio  : N — N, pondo bp = ay(n), a série ) by € convergente. (Em
pirticular, tomando @(n) = n, vemos que Y- an € convergente.) Resulta c~10
3{[9 Mmostraremos a seguir que se Y an € comutativamente convergente entao
E by = 5" an, qualquer que seja a bijegdo . Esta é a maneira precisa de afirmar
(e 0 soma 5" an néo depende da ordem das parcelas. Mas isto nem sempre

neorre,
lxemplo 11. A série
? i B

S=1—§+§-‘Z+"‘

gonverge, mas nao comutativamente. Com efeito, temos
g 1.1 1 .1
272 176 8"
Podemos entiio escrever
1 s k 1 + L l _]1 1 M
e Bl ATE gy R

s 1 1 1 1
e A C 40—
5 0+2+0 4+0+6+ 3

_|_
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Somando termo a termo vem
38 yydd 31 S
2 3 2°'8°'%F 493 1%. &
A série acima, cuja soma é 3s/2, tem 0s mesmos termos da série inicial,
cuja soma € s, apenas com uma mudancga na sua ordem.

Teorema 8. Se Y" an, é absolutamente convergente entdo para toda bi-

Jjec@o p:N — N, pondo by, = aymy, tem-se Y by = 3 ap.

Demonstracdo: Supomos inicialmente a,, > 0 para todo n. Escrevamos s;, =
a1+---+apetp =b;+---+by. Paracadan € N, os nimeros

©(1),...,p(n) pertencem todos ao conjunto {1,2,... ,m}, onde m é o maior
dos (7). Entdo

n m
tn =2 ape < Y a; = sm.

=1 j=1
Assim, para cada n ¢ N existe m € N tal que tp < sm. Reciprocamente,
(considerando-se ¢! em vez de ) para cada m € N existe n € N tal que
Sm < tn. Segue-se que limty, = lim sy, isto &, > bn = > ay. No caso geral,
emos > an = 3" pn — Y. Gn, onde py, é a parte positiva e gn a parte negativa de
an. Toda reordenagio (by,) dos termos a,, determina uma reordenacio (un) para
08 pp, € uma reordenagio (vy) dos gy, de modo que u., é a parte positiva e vy, a
parte negativa de by,. Pelo que acabamos de ver, 3 uy, = Y Pned up =Y gn.

Logo Y an =Y up— Y vy = > bn. 0

O teorema seguinte implica que somente as séries absolutamente conver-
gentes sdo comutativamente convergentes.

Teorema 9. (Riemann.) - Alterando-se convenientemente a ordem dos

termos de uma série condicionalmente convergente, pode-
se fazer com que sua soma fique igual a qualquer niimero real pré-fixado.

Demonstragdo: Seja 3" ay, a série dada. Fixado o nimero ¢, comegamos a So-

mar os termos positivos de " ay,, na sua ordem natural, um a
um, parando quando, a0 somar an,, , a soma pela primeira vez ultrapasse c. (Isto é
possivel porque a soma dos termos positivos de > an é +00.) A estasoma acres-
centamos os termos negativos, também na sua ordem natural, um a um, parando
logo que, ao somar ay,, (< 0), o total resulte inferior a ¢ (0 que é possivel porque

- asoma dos termos negativos € —oo). Prosseguindo analogamente, obtemos uma

Aegho b Exercicios 45

ggvn série, cujos termos sdo os mesmos de 3 ap, numa ordem diferente. A_s
Ietluzidas desta nova série oscilam em torno do valor c de tal modo que (a partir
&'ardem ny) a diferenca entre cada uma delas e c é inferior, em valor absoluto,
@ fermo Ay, onde houve a udltima mudanca de sinal. Ora,‘ limg ,  an, =0
Iijue a série Y- ay, converge. Logo as reduzidas da nova série convergem para

" Exercicios

Hegilo 1: Séries convergentes
|\ Dadas as séries Y- an € 3 by, comap = vVn+1—neby =log(1+ 1),

3 Inostre que lim a,, = lim b, = 0. Calcule explicitamente as n-ésimas reduzi-
dus 8, € tp, destas séries e mostre que lim sy, = lim ¢, = +o0, logo as séries

tladas sdo divergentes.
2, Use o critério de comparag@o para provar que 3 1/n? é convergente, a partir
da convergéncia de Y 2/n(n + 1).
Y, Seja sy, a n-ésima reduzida da série harménica. Prove que para n = 2
lem-se sp > 1+ Zt e conclua dai que a série harménica é divergente.
), Mostre que a série Y57, i diverge.
8, Mostre que se 7 > 1 a série Y207, oty converge .

logn
n2

0, Prove que a série 3 converge.

7. Prove:sea; >--->ap>---¢e > an converge entio limy,_, o, nan = 0.

Heglio 2:  Séries absolutamente convergentes

I, Se > an € convergente e an > 0 para todo n € N entdo a série Y apa™ é
absolutamente convergente para todo = € [—1,1] e
Z an sen(nx), Z an cos(nx)
sd0 absolutamente convergentes para todo x € R.

i 132 1.2 1,2 . .1.28 1. .. 1t Al
® Asériel -2 +2—s+2-2+2 -2+ + --- tem termos altern -
mente positivos e negativos e seu termo geral tende para zero. Entretanto é

divergente. Por que isto ndo contradiz o Teorema de Leibniz?

3. D€ exemplo de uma série convergente > ay, € de uma seqiiéncia limitada
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- Prove que é convergente a série obtida alterando-se os sinais dos termos

. Se Z,szo an, é absolutamente convergente € lim b, = 0, ponha Cn = agby, 4

. Se Y~ ap, é absolutamente convergente, prove que 3" a2 converge.
- Se)azeY b2 convergem, prove que Y a, by, converge absolutamente.

- Prove: uma série 3" q,, é absolutamente convergente se, e somente se, é

Segdo 3: Testes de convergéncia

1. Prove que se existir uma infinidade de fndices 7, tais que ¥/|a,| > 1 entio
q q

- Se0<a<b<1,asérie a+b+a?+b2+a31p3 ... € convergente. Mostre
g

. Dada uma seqiiéncia de nimeros positivos z,, com lim Zn = a, prove que

Exercicios

| o - I "1 'l‘ 1 5 Sy de odao (0) gua a 0.

(zn,) tais que a série > anZy seja divergente. Examine o que ocorre se umg
das hip6teses seguintes for verificada: (a) () é convergente; (b) > ay, ¢ A y fvel, com soma s, quando, para
absolutamente convergente. 1l Dizse que a seqiiéncia (an) € sy 7 I,\I tal que, para
" {odo € > 0 dado, existe um subconjunto finito Jo C L%

- - lodo J finito com Jo C J C N, tem-se |s — ), . ;an| < €. Prove:
da série harménica, de modo que fiquem p termos positivos (p € N fixado) o -

A i : (a) Se a seqiiéncia (ay, ) é somével entao, para toda: bljegafo ;,417: S);Né
a seqiiéncia (bn), definida por b, = ay,(,), € somdvel,
mesma soma. : N

v (h) Se a seqiiéncia (an) é somdvel, com soma s, entdo a série
| Y an=s ¢é absolutamente convergente.

(e) Reciprocamente, se > a, é uma série absolutamente conver

gente, entdo a seqiiéncia (a,) € somavel.

atbp_1 + -+ apby e prove que lim ¢,, = 0.

limitado o conjunto de todas as somas finitas formadas com os termos a,,.

a série 3 ay, diverge. Se a, # 0 para todo n e lant1/ an| > 1 para todo
n > ng entdo - ay, diverge. Por outro lado, a série 1 /2+1/241 /22 ¢
1/22 4 1/28 11/28 4is. converge mas se tem ay,11/a, = 1 para todo n
impar.

que o teste de Cauchy conduz a este resultado mas o teste de d’ Alembert &
inconclusivo.

. Determine se a série > (logn/n)n é convergente usando ambos os testes,

de d’Alembert e Cauchy.

lithy, s WX g, . Tn = a.

. Determine para quais valores de cada uma das séries abaixo & convergente:

anx”, Zn"m", Zm”/n”, Zn!x”, Zm"/n?

Segdo 4: Comutatividade

1. Se uma série é condicionalmente convergente, prove que existem alteragdes

da ordem dos seus termos de modo a tornar sua soma igual a 400 e a —oo0.

47
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Algumas Nogées
Topoldgicas

A Topologia € um ramo da Matemitica no qual sdo estudadas, com grande gene-
ralidade, as nogoes de limite, de continuidade e as idéias com elas relacionadas,
Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos to
tes a subconjuntos de R, visando estabelecer a ba
capitulos seguintes. Adotaremos uma lin
em vez de “nlimero real”, «

poldgicos elementares referen-
se adequada para desenvolver os
guagem geométrica, dizendo “ponto”
areta” em vez de “o conjunto R”.

1. Conjuntos abertos

Diz-se que o ponto a é interior ao conjunto X' C R quando existe um niimero
€ > 0tal que o intervalo aberto (a—€,a+¢)estd contido em X. O conjunto dos
pontos interiores a X chama-se o interior do conjunto X e representa-se pela
notagao int X. Quando ¢ € int X diz-se que o conjunto X é uma vizinhanca
do ponto @. Um conjunto A ¢ R chama-se aberto quando A

= int A, isto é,
quando todos os pontos de A sio interiores aA.

Exemplo 1. Todo ponto ¢ do intervalo aberto (a, b) é um ponto interjor a

(@, b). Os pontos a e b, extremos do intervalo fechado [a, b] ndo
sao interiores a [a, b]. O interior do conjunto Q dos niimeros racionais
Por outro lado, int/a, b] = (a,b). O intervalo fechado [a, b] ndo é uma vizinhanga
de a nem de b. Um intervalo aberto € um conjunto aberto. O conjunto vazio é
aberto. Todo intervalo aberto (limitado ou n#0) é um conjunto aberto.

é vazio.

O limite de uma seqiiéncia pode ser reformulado em termos

abertos: tem-se g = lim Zn S€, € somente se, para todo aberto
existe ny € N tal quen >ny = x, € A.

de conjuntos
A contendo o

Teorema 1.

SR G

) Se A, e Ay sao conjuntos abertos entao a intersecao Ay N Ay é
S ; o
um conjunto aberto.

b) Se (A))cr € uma familia qualquer de conjuntos abertos, a reunido
A = Uy Ay € um conjunto aberto.

Eimonstragﬁo: a)Sexe A NnAyentiox € Ay e a: € Ay. Como A; e Ay sj:o
abertos, existem e, > 0e ey > Otaisque (z — €1, +¢€1) C A
@ (0~ 2,2 +¢e3) C Ay Seja € o menor dos dois nimeros 51,22. f;lst;(i
(énﬂ',m%-e) cAie(x—e,z+e)C A‘Q logo (:c‘—s,x+.5) le ﬂA Qéaberto
{uelo ponto @ € A; N A, é um ponto interior, ou seja, o conjunto A; N A .

b) Se z € A entdo existe A € L tal que z € Ay. Como A /\’é. abe'rto, .ex1st/e
£ Otal que (x — e,z +¢) c Ay C A, logo todo ponto = € A ¢ interior, 1st0€5
A & aberto.

lixemplo 2. Resulta imediatamente de a) no Teorema 1 que a intersecio

A;n---N Ay, de um nimero finito de f:onjl.mtos abertos. é ltm;
#tnjunto aberto. Mas, embora por b) a reunido (?e uma.mﬁmdaccllc dte) i:_)::ulz) ((1)6
abertos seja ainda aberta, a interse¢ao de um nimero infinito de abe j ;
ﬁﬁ@ ser aberta. Por exemplo, se A; = (—1,1), A4, = (—1/2,1;2.);..8.6,3:7; .
(“1/n,1/n),... entdo A;NAsN---NApN--- = {0} ComAe eito,
#htflo existe n € N tal que |z| > 1/nlogo = ¢ Ay, donde z ¢ A.

Conjuntos fechados

Diz-se que um ponto a € aderente ao conjunto X C R quando a é hn)l{ltz
ile ilguma seqiiéncia de pontos z, € X. Evidentemente, todo ponto a €
atlerente a X: basta tomar todos os z, = a.

Chama-se fecho de um conjunto X ao conjunto ? formado por todf)s 08

s aderentes a X. Tem-se X ¢ X. Se X C Y entdo X C Y. Um conjunto

t;":::"* uc fechado quando X = X, isto é, quando todo ponto aderent_e g X

perlénl{;:: a X. Seja X c Y. Diz-se que X € denso em/ Y quando]lig C X, isto
é, (uando todo b € Y € aderente a X . Por exemplo, Q € denso em R.

Um ponto a é aderente ao conjunto X se, e somente se,
toda vizinhanca de a contém algum ponto de X .

Teorema 2.

Seja a aderente a X. Entdo ¢ = limzy, onde z, € X para
todo n € N. Dada uma vizinhanga qualquer V' > a temos

Demonstracio:



