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Capitulo 13

Matrizes e Determinantes

13.1 Matrizes

Em muitas situagdes, particularmente em Economia, as idéias envolvidas costumam ser
expressas por uma ou mais equagdes. Quando tais equagdes s30 numerosas, a representacio
com matrizes constitui uma forma adequada e simples de representi-las e de resolvé-las.
A teoria de matrizes foi introduzida em meados do século XIX, sendo o matematico inglés
Arthur Cayley (1821-1895) um dos pioneiros neste estudo.

Chamamos de matriz toda tabela de nimeros dispostos em filas horizontais (ou linhas)
e verticais (ou colunas). Se a tabela tiver m linhas e n colunas, dizemos que a matriz é
retangular do tipo (ou de ordem) m x n (1&-se m por n). As linhas sdo numeradas de cima
para baixo e as colunas, da esquerda para a direita. Os elementos de uma matriz sio geral-
mente representados entre colchetes, e a indicagdo de uma matriz é feita por uma letra
maidscula do alfabeto.

Exemiplo 13,1

(2 1 0

A= 1 € matriz do tipo 2 x 3,
3 — 4
2
[1 -1

B=|0 -4 ¢ matriz do tipo 3 x 2,
|6 -6

C'= (2) g:lématriz do tipo 2 x 2.

Os elementos de uma matriz costumam ser representados por meio de uma letra minds-
cula do alfabeto afetada de dois indices: o primeiro indicando a linha, e o segundo, a coluna
aqual pertence o elemento.
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. 12 7 <
Assim, na matriz temos:
[6 4 O:I
an =2, a12=7, a13=—1,
dry = 6, ay = 4, ary = 0.

Observacao

No lugar dos colchetes para a representagdo de uma matriz, podemos utilizar os parén-
teses ou duas barras verticais de cada lado da tabela. Assim, sdo validas as representagdes:

) A
. 7 6 7 6

Matriz Quadrada

1 4

Chamamos de matriz quadrada toda matriz em que o nimero de linhas & igual ao
nimero de colunas. Ao nimero de linhas (ou de colunas) damos o nome de ordem da
matriz.

Por exemplo, uma matriz de ordem 3 pode ser indicada por

ap ap ap
azp Ay axy|.
azy a4z as

Em uma matriz quadrada, os elementos g;; tais que i = j sdo chamados elementos da
diagonal principal. No exemplo citado, tais elementos sdo a;,, ay, e as;.

Os elementos a;; tais que i + j = n + 1 (em que n € a ordem da matriz) sio chamados
elementos da diagonal secundéria. No exemplo estudado, tais elementos sdo: a3, a,, € as.
(Figura 13.1.)

Figura 13.1: Diagonal principal e secundé-
ria de uma matriz.

diagonal secundéria diagonal principal

Matriz Nula

E aquela em que os elementos sdo todos nulos. Assim,

0 0 0], : .
I:O 0 0:' € matriz nula tipo 2 x 3, e

[8 8:' € matriz nula de ordem 2.
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Igualdade de Matrizes

Duas matrizes A e B do mesmo tipo sdo iguais quando seus elementos correspondentes
(aqueles com o0 mesmo par ordenado de indices) s@o iguais. Isto &, se A e B sdo do tipo
mx n, entdo

A=Bse,esése, a,,=b, Vr, Vs,

em que a,; € um elemento genérico de A, e b, é um elemento genérico de B.

30 317 [1 37
32 33|79 27

Matriz Simétrica e Anti-Siméirica

Exemplo 13.2

Chamamos de matriz simétrica aquela na qual os elementos dispostos simetricamente
em relagdo a diagonal principal sdo iguais. Isto é, A é uma matriz simétrica se aij=a;; Vi, Vj.

Exemplo 13.3

6 2 10
Amatriz| 2 4 -7 |é simétrica.
10 -7 9

Chamamos de matriz anti-simétrica aquela na qual sio nulos os elementos da diagonal
principal, e opostos os elementos dispostos simetricamente em relacio a ela.

Exemplo 13.4

0 -5 6
A matriz| 5 0 10 | € anti-simétrica.
-6 -10 0

Matriz Diagonal

Chamamos de matriz diagonal toda matriz quadrada cujos elementos que ndo perten-
cem a diagonal principal valem zero. Isto €, uma matriz A é diagonal se a;j=0parai#j.

Exemplo 13.5. S@o diagonais as matrizes

2 0 0 2 0
0O 1 0]e 0o ol
0 0 3
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Matriz Identidade

Chamamos de matriz identidade toda matriz quadrada cujos elementos da diagonal prin-
cipal valem 1 e os elementos restantes valem 0. Uma matriz identidade de ordem 7 é indicada
por I,

bxemplo 13.6. As matrizes identidade de ordem 2 e 3 sdo dadas por:

1 0 0
12=[(1) (1):|313= 01 0]
0 0 1

Transposta de uma Matriz

Seja A uma matriz do tipo m x n. Chamamos de transposta de A, e indicamos por A’, a
matriz cujas colunas sao ordenadamente iguais as linhas de A, isto &, se a;; € um elemento
genérico de A, e b;; ¢ um elemento genérico de B, entdo b;; = a; Vi, Vj.

Exemplo 137

2 3 4 2
A matriz transposta de A = éamatrizA'=|3 7
5709
4 9
Observemos que, se uma matriz A € simétrica, entio A = A’.

1. Escreva em forma de tabela a matriz do tipo 3 x 2 tal que a;=1i+j.

2. Escreva em forma de tabela a matriz A de ordem 4 tal que

a--={1’ se i=j
Y0, se i#j

3. Escreva em forma de tabela a matriz A de ordem 4 tal que

1, se i>j
;=5 0, se i=j
-1, se i<j

4. Obtenha a, b, x e y de modo que
a+?2b a 1 6 10
x+y 2x-y ]| |12 18
5. Obtenha os reais x e y de modo que
#?-yl_|oO
yi-x|"|0

6. Qual é a matriz 1,2 e I52
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7. Obtenha as transpostas das seguintes matrizes:

[ 31
o)A=[§ ﬂ o A=|-1 3
0 6
. 1 <& 3
b)A:l:g : ‘6] d A={0 1 0
3 4 2

13.2 Operacées com Matrizes
Adicgo
Dadas duas matrizes A e B, de mesmo tipo m x n, chamamos de soma de A com B

(¢ indicamos por A + B) a matriz C do tipom x n cujos elementos sdo as somas dos elemen-
tos correspondentes de A e B. Isto é:

se a,; € um elemento genérico de A,
b,; € um elemento genérico de B e
¢,y € um elemento genérico de C,

entdao

Cs =0y + b, Vr, Vs.
-6 1 5 +3 1 2|3 27
-6 0 4 0 6 2] |-6 6 6/

Dada a matriz A do tipo m x n e elemento genérico a;j, chamamos de matriz oposta de A
(¢ indicamos por —A) a matriz B do tipo m x n e elemento genérico b;; tal que:

Vi, Vj.

Exemplo 13.8

Matriz Oposta

byj=~ay,
3

p _;} A matriz opostade A é —A = l:_3 > :l

Exemplo 13.9. Seja a matriz A = l: 6 o

Propriedades da Adigdo de Matrizes

Sejam A, B e C matrizes quaisquer de mesmo tipo m x n. Sdo vélidas as seguintes
propriedades:

Ay) Comutativa: A+ B=B + A.

Ay) Associativa: A+ B)+ C=A + (B + O).

A3) Existéncia do elemento neutro: A + 0 = A (0 é a matriz nula do tipo m x n).
Ay) Existéncia do elemento oposto: A + (-4) = 0 (0 € a matriz nula do tipo m x n).
As5) A+ BY=A'+ B,
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Subtragao de Matrizes

Dadas duas matrizes A e B do mesmo tipo, chamamos de diferenca entre A e B (e indi-
camos por A — B) a soma da matriz A com a oposta de B. Isto €:

A-B=A+(B).

Exemplo 13.10
2 1 | 3 =2]_j2 1 - -3 2
5 6] |-1 6] |5 -6 1 -6

Multiplicagdo de Numero por Matriz

)

Dada a matriz A e o nimero ¢, o produto de o por A é a matriz que se obtém multipli-
cando-se todos os elementos de A por a. Indicamos tal produto por « - A.

s[3 1 2] [-15 5 10
-5 0 6] |25 0 30

MultiplicagcGo de Matrizes

Exemplo 13,11

Sejam A e B matrizes do tipo m x p e p x n, respectivamente, com elementos genéricos
a;i € by;. Chama-se produto de A por B (e indica-se por AB) a matriz do tipo m x n cujo
elemento genérico ¢;; € dado por:
Cij= a - b1j+ apy - b2j+ ap - b3j+ R a,-p £ bpj
Isto é, o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna de AB € obtido multiplicando-se a

linha i de A pela coluna j de B ordenadamente, elemento por elemento, somando-se os
produtos em seguida (Figura 13.2).

Figura 13.2: Multiplicacgo da matriz A pela matriz B.

---------- by

\
v
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Exemplo 13.12. Sejam as matrizes A = [i ;] eB= [% g] e calculemos o produto AB.

3]
L]

O elemento ¢, da matriz AB é obtido multiplicando-se a 12 linha de A pela 12 coluna de
B, como se segue (Figura 13.3), e somando-se o0s produtos obtidos.

Primeiro, usamos a disposi¢io

Figura 13.3: Multiplicagio da matriz A por B do Exemplo 13.12.

o

e e e |

Procedendo de forma anédloga com os outros elementos, obtemos:
2 7
1 6
1 3 5 25
4 2 10 40 {.

| 5 25
Portanto,AB_l:IO 40].

Observacoes

a) Notamos que, de acordo com a definigdo, exigia-se que A fosse do tipo m x p e B do tipo
p x n, ou seja, o produto AB s6 € definido se o mimero de colunas de A for igual ao
nimero de linhas de B. Além disso, a matriz AB é do tipo m x n (Figura 13.4).
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Figura 13.4: Relogdio entre nimero de linhas e colunas de A e B
para AB ser definido.

A Be ———— AB
n

Ixemplo 13,13, Produto AB para matrizes A e B de diversos tipos:

x mxn

P e f

A B AB

) 2x5 5x3 2x3
1x7 7x2 1x2
3x3 3x3 3x3
3x4 3x4 Nao existe

b) A multiplicagdo de matrizes ndo goza da propriedade comutativa, isto &, nem sempre
AB = BA. Isso pode ser comprovado pelo exemplo abaixo.

Exemplo 13.14.Se A = {2 1:' eB= [1 0:|, teremos:

g 2 2 3
|14 3
AB—[7 6:|

Te1
BA_[B S:I

* portanto, AB # BA.

Propriedades da Multiplicagdo de Matrizes

Sejam A, B e C matrizes de tipos convenientes de modo que existam os produtos ¢ as
somas indicados. Sdo vilidas as seguintes propriedades:
M,) Associativa: (AB) - C=A - (BC).
M,) Distributiva pela esquerda: A - (B + C) = AB + AC.
M) Distributiva pela direita: (B + C) - A = BA + CA.
M,) Se k € um niimero, entdo: (kA) - B=A - (kB) =k - (AB).
Ms) Se A e B sdo do tipo m x n, entdo: A - I, =A eI, - B =B em que I, e I,, s3o matrizes
identidade de ordem m e n.
(A demonstragdo dessa propriedade encontra-se nos exercicios a seguir.)

Mg) (AB) =B' - A




8.

14.

.Dodc:scsmc‘rrizesA:[:1 O:IeB=|:1 2:'

Dadas as matrizes

2 4 2 1
A=(1 2|,B=|1 3leCc=|1
30 1 1
calcule
a) A+B d A+B+C
b) B-C e) 24 + 3B
c) 24 )l A-B-C

2 3 0 1
a) Obtenha: A% B, A + B; (A + B)'; A' + B,
b) Verifique que (A + B)Y = A" + B".

3 1 0 2 1
A‘[4 5}’3'[0 Jec‘[l

obtenha a matriz X tal que:
o) X—A=B

b) X—-A+C=0

c) 2X=B+C

. Dadas as matrizes

. Efetue as multiplicagées

o [2 11[4] [y 9

0

Q.

[2 0
o (3 ) 3] |12

. Obtenha a matriz X =[a  b] tal que

0 -1
[0 4]0 o

. Obtenha a matriz X tal que

Obtenha o nimero k tal que

1 -1]-[_(2’ ﬂ:k-[l _1]

g) 4A + 2B +3C
h) 44— C
C-

2B-3A
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15. Calcule a e b sabendo-se que AB = 0 (matriz nula), sendo

a=3 3]en{}]

16. Sejam as matrizes

verifique que:

a) A-L=A ' c LL-A=A
b) I,-B=B d) B-L,=B

. . 2 1 0 2

17. Sejam as matrizes A = |:3 4] eB _[6 6]

a) Calcule AY, B!, AB, (AB) e B'A".
b) Verifique que (AB)Y = B'A".

18. Mostre que, se A é uma matriz do tipo m x p, entGo A - I, = A.

f-?f{;>~,~ !

genérico de A - I,. Temos:

Cij = a,-lblj + a,-zsz F o FE aub” o B a,-pbpj
b;=1 se i=j
i
como {b,-,-:o se i
segue-se que ¢;; = a;;. Como o raciocinio vale para todo i e todo j, concluimos que
A-l=A
: . 2 -
19. Seja a matrizA = 3 o Calcule

a) A? b) A3 o) AY d) A%

20. Um investidor em um certo pais aplica seu dinheiro em 3 tipos de aplicacdo: a juros,
em iméveis e em agdes. Haverd uma eleicdo. Se ganhar o partido |, o dinheiro a juros
renderd 8% ao ano, os iméveis renderdo 20% ao ano, e as acdes cairdo 15% ao ano.
Se ganhar o partido Il, o dinheiro a juros renderd 8% ao ano, os iméveis cairdo 10% ao
ano, e as acodes subirdo 12% ao ano. Seja A a matriz

1,20 0,90
A=]|108 1,08
0,85 1,12

em que cada elemento da 12 coluna representa o montante de $ 1,00 aplicado em
iméveis, a juros e em agdes respectivamente se ganhar o partido |, e a 22 coluna
representa o montante de $ 1,00 aplicado em iméveis, a juros e em agdes respectiva-
mente se ganhar o partido Il.
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a) Se o investidor aplicar $ 5.000,00 em iméveis, $ 8.000,00 a juros e $ 15.000,00 em
acdes, qual seu montante caso ganhe o partido 12 E se ganhar o partido 112 Resolva
usando multiplicacdo de matrizes.

b) Se ele investir de acordo com a matriz [0 28.000 0], em que o 12 elemento repre-
senta o valor aplicado em iméveis, o 22, o valor aplicado a juros, e o 32, em acdes,
mostre que o montante independe de quem ganhar a eleicdo. v

c) Se ele tomar emprestado a juros (a taxa de 8% ao ano) uma quantia X e aplicar
metade em iméveis e metade em agdes, ele conseguird ter um ganho posifivo caso
ganhe o partido 12 E se for o 112

21. Resolva o exercicio anterior supondo que haja 3 partidos |, Il e Il e a matriz A seja dada

por:
1,05 1,3 1,1
A=111 1,1 1,
0,8 1,15 1,1
22. Escreva na forma matricial o sistema de equacdes: { 2x+3y=6
4x+ 5y=2
Resolucao
Fazendo

SHEEENENEH

o sistema pode ser escrito na forma AX = B, ou seja, |:‘21 ;] . [;] = [g]

23. Escreva na forma matricial os sistemas:

x+2y=8 X+2y-z=6
el {x—3y=5 z [x—y+5z=0

x+y=1 x+y-z=1
b) {2x-y=6 d) 42x+y=0

3x+y=0 xX—-y+z=-3

13.3 Determinantes

Os primeiros estudos sobre os determinantes tiveram origem na China e posteriormente
no Japao, com os trabalhos do matematico japonés Seki Kowa (1642—1708). Tais estudos
visavam elaborar processos de resolugdo de sistemas de equagdes lineares; a teoria se con-
solidou por volta do século XVIII quando Cramer (Gabriel Cramer, matematico suico,
1704-1752) publicou um processo de resolugdo de sistemas de equagdes com o uso de
determinantes, conhecido como Regra de Cramer. Hoje em dia, os determinantes sio usa-
dos em outras aplicagdes além da resolugdo de sistemas de equagdes (vimos algumas nos
capitulos anteriores). Todavia, a Regra de Cramer s6 € aplicada na pratica em sistemas com
poucas equagdes e incognitas, jd que para sistemas com grande niimero de equagdes e de
incognitas sdo usados métodos mais simples e rapidos.
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ATRIZES DI

Definigdo de Determinante — Casos Particulares

Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Chamamos de determinante de M (e indica-
mos por det M) um nimero que podemos obter operando com os elementos da matriz M.
Veremos inicialmente como obter tal nimero em matrizes de ordem 1, 2 e 3, e em seguida
daremos a defini¢do geral.

a) Determinante de matriz de ordem 1;
Seja M = [ay]. Definimos determinante de M como sendo o proprio nimero a,, isto é,
det M = apy.

Uma outra forma de indicarmos o determinante de uma matriz é escrevendo os elemen-
tos de M entre duas barras verticais, uma de cada lado. Assim:

detM=|a”j=a”.

b) Determinante de matriz de ordem 2:

. a;, a . . .

Seja M = [ 1 ‘2:| uma matriz de ordem 2. Definimos o determinante de M da se-
az an

guinte forma:

apy ap

det M = ‘
az an

‘ =dapay — apdyy-
Isto €, o determinante de uma matriz de ordem 2 ¢ a diferenga entre o produto dos
elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundaria.

Exemplo 1315

2 1y 0 e
2) ’7 6‘_12 7=5;
3 4

A E

=15~ (-8)=-7.

c) Determinante de matriz de ordem 3:

Nesse caso, a definigéo € extensa e dificil de ser memorizada; contudo, ela pode ser
facilitada por meio de uma regra pratica conhecida como Regra de Sarrus (devida ao mate-
mitico francés J. P. Sarrus, 1789-1861), que passaremos a descrever.

i) Escrevemos a matriz e repetimos 2 direita as duas primeiras colunas (Figura 13.5):

Figura 13.5: A Regra de Sarrus.

Ao O Trap ay 2
P Tap T 3. | "9 02
Ay Q3 A Tdgy o Tag,
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Seguindo as setas da Figura 13.5, obtemos os termos precedidos do sinal +:
anandss + d|paxds) + d;3axasz;.

i) Seguindo as setas da Figura 13.6, obtemos os termos precedidos do sinal —:
—a1302203] — A)14303) — A1202,033.

Figura 13.6: A Regra de Sarrus.

an Gz O3 TlLan /__,,012"
9n Oy //,023 e ay
PR /l,"az"’l,aaa i a3 a3,
©
Somando os termos precedidos do sinal + com os precedidos do sinal — obtemos o
determinante de ordem 3.
Exemplo 13.16
31 1
Calculemos o determinante | 2 4 -2
1 2 1
Temos:
T3 Tl Tl |37
2 wal 2l w2l o4
LT 2T e “\2,\
-4 +12 -2 12 -2 +4
31 1
Logo,|2 4 2|=-4+12-2+12-2+4=20.
1 2 1
24. Calcule os determinantes:
3 1 2 2 2 4 6
0)43' c 12 1 1 el |-1 2 =3
1 1 3 3 5 2
2 10
b)‘éj' d |0 -4 1
3 25




25. Resolva as equacdes

2 01

a) 21x :’; =6 ¢ |x 2 1[=0
3 9 6
1 1

b) x- % 2‘:16 d) x x*|=0
1 4 9

Co-fator ou Complemento Algébrico

Até agora, vimos qual a defini¢do de determinante para matrizes de ordem 1,2 ¢ 3. Para
podermos dar uma defini¢do geral valida para matrizes de ordem n, vamos introduzir o
conceito de co-fator ou complemento algébrico.

Seja M uma matriz quadrada de ordem n (n = 2) e a;; um elemento dela. Chamamos de
co-fator de a;;, € indicamos por A;; o produto de (-1)'*/ pelo determinante da matriz que se
obtém suprimindo-se a linha i e a coluna j de M.

2 4
5 3

determinante da matriz M ?J;%_,..,_...g,]:_mISto é:

Exemplo 13.17. Seja a matriz M = l: :l O co-fator de 5 (ay;) é igual a (~1)>* ! vezeso

Ay =17+ ]4] =4,
Exemplo 13.18

2 1 4
SejaamatrizM=| 3 2 7 [.Oco-fatorde 4 (as,) é igual a (—1)3*2 vezes o determinante
0 4 6

da matriz M =

=-1-(14-12)=-2.

Observemos que o co-fator de um elemento de uma matriz de ordem n € um determinante
de ordem (n — 1), multiplicado por 1 ou —1 dependendo da soma dos indices do elemento ser
par ou impar.

Definicdo de Determinante por Recorréncia

Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Definimos determinante de M (det M) da
seguinte forma:

a) Se M for de ordem 1, ou seja, M = [a,;], entdo det M = a,.

b) Se M for de ordem n (n = 2), o determinante de M (det M) é a soma dos produtos dos
elementos da 1% coluna pelos respectivos co-fatores.
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a b
c d
Tal resultado coincide com a defini¢do particular dada anteriormente.

Exemplo 13.19. =a-A+c-Ay=a-(=1)2-|d| +c-(=1)* |b| =ad - be.

| Exemplo 13.20

a x m
b y n =a-A11+b-A21+c-A31
c zZ p
=a- y n -b- X m +c- X m
Z p z p y n

= ayp — azn — bxp + bzm + cxn — cmy
= ayp + cxn + bzm — cmy — azn — bxp.

Tal resultado coincide com o obtido pela Regra de Sarrus.

Exemplo 13.21

3 4 7 6
O b g 4 40 Ay +0-Ay +0-Ay=3-A
0 1 2 3 11 21 31 41 11-
01 4 9
Como
I 1 1
A”— 1 2 3 =2,
4 9
segue-se que
3 4 7 6
O 1 1 1|_, 5_
01 2 3 =3-2=0
01 4 9
Exemplo 13.22
1 2 1 1
21 4 3
3 0 0 2 =1‘A“+2'A21+3'A31+4'A41
4 3 2 -5
1 4 3 2 1 1 2 1 1 2 1 1
=0 0 2{-2-10 0 2|+3-|1 4 3|-4-11 4 3
3 2 -5 3 2 -5 3 2 -5 0 0 2
=20-2-(-2)+3-(-48)-4 - (14) =-176.
Observacoes

a) A defini¢do dada chama-se por recorréncia, pois ela define precisamente o que é
determinante de matriz de ordem 1 e, em seguida, por meio de co-fatores, define deter-
minante de matriz de ordem rn, em funcéo de determinantes de matrizes de ordem (n — 1).
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Assim, sabendo-se calcular determinantes de matrizes de ordem 1, podem-se calcular
determinantes de matrizes de ordem 2; sabendo-se calcular determinantes de matrizes
de ordem 2, podem-se calcular determinantes de matrizes de ordem 3, e assim por diante.

b) Notemos que, no determinante do Exemplo 13.22, o célculo foi trabalhoso em virtude de
ndo existirem zeros na 12 coluna da matriz. Tal trabalho pode ser atenuado com o impor-
tante teorema que veremos a seguir.

Teorema 13.1 (Laplace, Pierre-Simon, matematico francés, 1749-1827)

O determinante de uma matriz de ordem n (n = 2) é igual a soma dos produtos dos
elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos respectivos co-fatores. |

lixemplo 13.23, Para calcularmos o determinante

b

1
0
0
7

DN B~ =

2
6
0
6

— N I

podemos escolher a 32 linha para o desenvolvimento (€ a que tem mais zeros). De acordo
com o Teorema de Laplace, o valor do determinante é

2 1 1
2:A3 =216 4 0|=2-(26)=52.
6 6 7

Portanto, s6 tivemos de calcular um co-fator em vez de quatro se uséssemos a definigéo.

L _Exercicios |
3 6 3
26. Calcule os co-fatores Ay; e Ay, damatriz | 4 2 1
1 6 9
2 1. 0
27. Calcule os co-fatores de todos os elementos damatriz | 6 5 6
7 -2 5
28. Colcule os determinantes:
2 1 2 1 2 0 00 30 3 "1
a) 1 0 0 O ‘o 51 00 . 1 0 1 2
3 30 4 3 4 2 0 4 2 1 2
4 -1 2 -4 21 6 6 31 1 -1
31 3 2 2 1 0 2
0 4 0 1 0 2 3 0
b) 0 2 1 2 d) 3 1 -1 1
01 3 1 0 3 4 -1




Capitulo 14

Sistemas de
Equagdes Lineares

14.1 Definicdo e Resolu¢do

Consideremos um produto cuja equagiio de demanda em certo mercado sejap + 2x=110;
suponhamos que a equagio de oferta seja p — x = 20. Cada uma dessas equagles € represen-
tada por uma reta. O ponto de equilibrio de mercado é o ponto de intersec¢do dessas retas e
¢ dado pela solugdo do sistema formado pelas duas equagoes, isto €é;

p+2x=110
p—x=20.

Observemos que cada uma dessas equagdes é caracterizada por ter cada termo uma
inica incognita elevada a expoente um, e o segundo membro é um termo numérico. Equa-
¢des com essas caracteristicas costumam aparecer em diversas aplicagdes na drea de
Economia e Administragdo. Dessa forma, passaremos a estudar, neste item, os sistemas de
equagOes com as referidas caracteristicas.

Equacdo Linear
Chamamos de equagdo linear nas incognitas x,, x,, ..., x, toda equagao do tipo
apx)+ ayx, + ...+ ax, = b,

em que a,, ay, ..., a, sdo nimeros quaisquer chamados coeficientes e b é um nimero cha-
mado termo independente.

Sistema Linear
E um conjunto de equagdes lineares nas mesmas incégnitas.
Exemple 14.1

x-2y+z=1

{x+2y+3z=14
3x+4y—z=17

¢ um sistema linear de trés equacdes com trés incgnitas.



342 PARTE 4 — MATRIZES DETERMINANTES E SISTEMAS LINEARES n
Exemplo 14.2
x+2y+2z=0
3x-y+2z=0

¢ um sistema linear de duas equagdes com trés incégnitas.
Exemplo 14.3

x+2y=3
x-y=0
Sx+6y=11

€ um sistema linear de trés equagdes com duas incognitas.

Chamamos de sistema linear homogéneo aquele cujos termos independentes sdo todos
nulos. E o caso do sistema do Exemplo 14.2.

Solucdo de um Sistema Linear

Chamamos de solug¢@o de um sistema linear toda seqiiéncia de nimeros (¢, o, ..., &)
que, colocados respectivamente nos lugares de xy, x, ..., x,, fazem com que todas as equa-
coes fiquem sentencgas verdadeiras (isto €, igualdades numéricas).

Exenmplo (4.4

No sistema

o par ordenado (5, 2) € solugdo, pois

5 + 2 =7 é sentenca verdadeira

g
5 -2 =3 ¢ sentenga verdadeira.
Porém o par ordenado (3, 4) ndo € solugéo, pois
3 + 4 =7 é sentenca verdadeira
e

3 — 4 =3 é sentenga falsa.

Classificacdo de um Sistema Linear

Dado um sistema linear, se ele tiver pelo menos uma solugdo, diremos que é possivel;
caso contrério, diremos que é impossivel (ou que suas equacdes sdo incompativeis).
Se o sistema for possivel e tiver uma s6 solug¢do, chamaremos o sistema de determinado,

Se o sistema for possivel e tiver mais de uma solugdo, chamaremos o sistema de
indeterminado
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Em resumo:
Determinado
Possivel <
Sistema < Indeterminado
Impossivel
Exemplo 14.5. O sistema
x+y=10
2y=6

¢ possivel e determinado, pois s6 admite a solucdo (7, 3).
Exemplo 14.6. O sistema
x-y=0
ZX — 2y = O
€ possivel e indeterminado, pois admite as solucdes (0, 0), (6, 6), (-10,-10), (% %) - (a, ),

em que o € um nimero qualquer.

Exemplo 14.7. O sistema
x+y=1
x+y=2
¢ claramente impossivel, pois ndo € possivel encontrarmos dois nimeros cuja soma seja 1 e

2 a0 mesmo tempo.

Exemplo 14.8. O sistema

X+2y=6
O-x+0-y=1

¢ impossivel, pois a dltima equacdo nunca é satisfeita.

Observacao

Todo sistema linear homogéneo ¢ possivel, pois admite sempre a solucdo nula
0,0,...,0).
Exemplo 14.9. O sistema homogéneo

2x+3y+5z=0
x+6y-z=0

admite a solugdo (0, 0, 0).
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Regra de Cramer

Consideremos o sistema linear de duas equagdes e duas incégnitas x e y:

ax+by=m
cx+dy=n.

Vamos resolver esse sistema pelo método da adi¢do; multiplicamos a 12 equagio porde
a 22 por (—b). Obteremos:

adx + bdy = md
—bcx — bdy = —bn.

Somando membro a membro essas equagdes, temos:

: x(ad - bc) = md — bn.

Supondo ad — bc # 0, teremos x = ——rgj — bb: . Levando esse valor de x na 12 equago,
bt lor y = &L=1MC¢
obteremos para y o valor y wd —be
Lembrando a defini¢do de determinante de ordem 2, podemos escrever que
m b ’ a m
= 1n d e _lc n
a b Y*Ta b |
c d c d

Assim, observamos que:

* o denominador das fragdes € o determinante da matriz dos coeficientes , simbo-

licamente indicado por D;

* o numerador da fra¢do do valor de x é o determinante da matriz dos coeficientes substi-
tuindo-se a coluna dos coeficientes de x pela coluna dos termos independentes. Esse
determinante € indicado por D,. Assim:

m b D,

e x==* emaque D # 0;

n d . D d

* o numerador da fragio do valor de y é o determinante da matriz dos coeficientes substi-
tuindo-se a coluna dos coeficientes de y pela coluna dos termos independentes. Esse
determinante € indicado por D,. Assim:

D, =

a m
cC n

y= %,emqueD#O.
O resultado que vimos €, na verdade, uma propriedade geral, € é conhecida como Regra
de Cramer (em homenagem ao matemdtico sui¢o Gabriel Cramer, 1704—1752 ). Tal regra

estd estabelecida no seguinte teorema:

D, =

y
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Teorema 4.1 (Cramer)

Consideremos um sistema linear de n equagdes com n incégnitas e seja D o
determinante da matriz dos coeficientes. Se D # 0, entfio o sistema serd determinado,
e o valor de cada inc6gnita é dado por uma fragio que tem D no denominador e, no
numerador, o determinante da matriz dos coeficientes, substituindo-se a coluna dos
coeficientes dessa incégnita pela coluna dos termos independentes do sistema.

Seja o sistema

X+y+2z=9
{x+2y+z=8
2x+y+z="T.
Temos
1 1 2
D=|1 2 1|=-4# 0. Portanto o sistema é determinado. Além disso:
2 1 1
9 1 2
D.={8 2 1|=-4,
7 1 1
1 9 2
D,=11 8 1|=-8,
1
2 7 1
1 1 9
D,=|1 2 8|=-12.
1 7
Portanto:
=D _ -4 _
D -4 ’
D, -8
=—':—=2
YED T TY
e
_D, _-12 _
Z= D=4 = 3.

Conseqlientemente, a solugdo (dnica) do sistema € (1, 2, 3).




DETERMINANTES E SISTEMAS LINEARE

1. Resolva os sistemas a seguir pela Regra de Cramer:

%+ 25 X+y+2=06
a) 3x—y=2 c) {x-y-z=4
2x-y+z=1
» B X+y+2z=6
b) dr=Ty=11 d) 4x+2y+3z=10
2x+ 8y=0
x+4y+9z=8
2. Para que valores de m o sistema abaixo é determinado?
X+y+2z=6
. {x+my+z=0
2x+y+z=3

Sistemas Escalonados

A Regra de Cramer, embora simples na resolucdo de sistemas de duas equagdes com
duas incégnitas ou trés equagdes com trés incognitas, ndo é recomendavel a sistemas maio-
res, dada a complexidade dos cdlculos envolvidos (por exemplo, um sistema de quatro equa-
¢Oes com quatro incdgnitas demandaria o cdlculo de cinco determinantes de ordem quatro).
O método do escalonamento, que veremos a seguir, € operacionalmente mais simples e é
mais facil de ser programado em computadores.

O método do escalonamento foi desenvolvido pelo matematico alemao Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) e posteriormente foi aperfei¢oado por Wilhem Jordan (1842-1899).

Consideremos um sistema linear em que, em cada equagio, ha pelo menos um coefi-
ciente ndo nulo. Diremos que o sistema estd na forma escalonada (ou é escalonado) se o
numero de coeficientes nulos antes do primeiro coeficiente ndo nulo aumenta de equagio
para equacao.

Exemplo 14.10. O sistema linear

X+3y+z=6
2z=5

esta na forma escalonada.

Exemplo 14.11. O sistema linear

z2+2t-w=0

{4x—y+z—t+w=6
t+w=1

esta na forma escalonada.



