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Os Trés Problemas Famosos da Geometria Grega
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INa Grécia Classica, apareceram trés
famosos problemas de enunciados muito simples: a duplicacdo do cubo, a
trisseccdo do dngulo e a quadratura do circulo que cairam como uma verdadeira
bomba em sua cultura, e que mais tarde se transformariam para todos os gregos
numa grande frustagdo, devido a impossibilidade de prova-los exclusivamente com
o emprego de dois instrumentos: a régua ndao-graduada e o compasso. O estudo
destes trés problemas geométricos que desafiaram o poder inventivo de iniUmeros
matematicos e intelectuais durante mais de dois mil anos deu-se inicio no periodo
helénico (periodo compreendido entre o século VI a.C. e o século V d.C.). Os trés
problemas sao:

A - Construcdo da aresta de um cubo cujo volume seja o dobro do volume de outro
(duplicacdo do cubo);

B - Divisdo de um &ngulo qualquer em trés partes iguais (trisseccdo do dngulo);

C - Construgdo de um quadrado cuja area seja igual a de um circulo (quadratura do
circulo).

Para abordar as questdes da duplicacdo do cubo e da trisseccdo do angulo, e por
um fim em uma discussdo que havia durado mais de 20 séculos, o matematico

francés Pierre Laurent Wantzel {1814_1848:‘ que era linguistica e engenheiro da
prestigiosa Ecole Polytechnique, foi quem apresentou a impossibilidade destas
construgdes com os instrumentos inicialmente impostos. E com o desenvolvimento
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da Aritmética, da Algebra e da Andlise durante o século XIX , ele utilizou
o teorema 2 (auxiliar) a seguir. Assim, para abordar tais problemas, utilizaremos
0s seguintes teoremas aludidos abaixo e, convido o leitor a pesquisar as
demonstragdoes desses teoremas, consultando as referéncias bibliograficas [3] e

[6].

Teorema 1: Se um numero racional ’1‘/ b, comaeb primos entre si, é raiz da

equacao ,ciolinomial . de coeficientes inteiros
] n— —

G, —|—Cn_1$‘ +.. .—I—rzgst: —|—CI$+CD 0

um divisor de “n.

ent&o a serd um divisor de “0 e b

Demonstragdo: Ver referéncia [6].

Teorema 2 (auxiliar): A condicdo necesséria e suficiente para que trés raizes de
uma equacdo de grau 3, de coeficientes racionais sejam construtiveis por régua e
compasso é que uma delas seja racional.

Demonstracgao: Ver referéncia [3].

Usaremos estes dois teoremas para estudar os problemas da duplicacao do cubo e
da trissecgao do angulo.

A - A Duplicacao do Cubo:

B S
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Se o cubo dado tiver uma aresta de
comprimento unitario, seu volume sera a unidade cubica; exige-se que
encontraremos a aresta & de um cubo com o dobro deste volume. A aresta &
exigida, portanto satisfara a seguinte equagao cubica.

£3=21 = £3-2=0 (I}

Suponhamos que a aresta & procurada seja um numero racional, isto &, a raiz da

equacao () seja um numero da forma a/b, onde S0 & uma fracdo irredutivel.
Pelo teorema 1, & serd um divisor de —2 e b serd um divisor de 1. Os possiveis
valores de a sdo: &1 e &2 e os b sdo 1. Logo temos as possibilidades:
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Suponhamos que com @=680", x=cos2( seja um numero racional da

forma “/b, isto €, que # seja uma raiz racional da equacgdo {III:', onde ’1‘/&' €é uma
fragdo irredutivel. Assim, peloteorema 1, @ serd um divisor de —1 e & serd um
divisor de .

Os possiveis valores de a sdo: &1 e os de b sdo: +1,+2,+4 ¢ 43, Logo, temos
as possibilidades:

ou seja,

1 11 11 1
‘{+1=—1@’—§’rf—a’é’—é}

Mas nenhum destes numeros sao raizes da equacgao ':III:'.

Portanto 8z3—fz—1=0nd0 tem raizes racionais e assim, pelo teorema
] ~ 7 7
2, z=c0320" ndo pode ser construido com régua e compasso.

A Quadratura do Circulo:
{ I "II :
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O problema de fazer a quadratura
do circulo requer a utilizacdo de técnicas de analise matematica avangada. Uma vez

, . . — - -
que um circulo de raio  tem &rea Ag=ar , 0 problema de construcdo de um

__ 4
guadrado com area A'@_E igual @ de um circulo dado cujo raio seja o
comprimento unitario 1 equivale a equagdo

P=rl? = P=x = I=m

Em outras palavras, equivale a construcdo de um segmento de comprimento 7T
como lado do quadrado procurado. Este segmento sera construido se e somente se
o numero T for construtivel. Para isto, vamos considerar as seguintes definigdes:
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Definicao 1: Um numero real é chamado de numero algébricoquando satisfaz
alguma equacgao algébrica da
forma Cﬂ$ﬂ+cn—1£ﬂ_l+' : '+C2$2+CI$+CD = D, na qual 0s
coeficientes “™Sn—1r - "“B 150 s5o ndmeros inteiros. Quando um numero real
ndo satisfaz nenhuma equacdo deste tipo, dizemos que ele é um numero
transcendente.

Exemplo: 7 é um numero transcendente.

A transcendéncia de 1 foi provada em 1381, pelo matematico alem&o Ferdinand
Von Lindemann {1852_1939:'. Esta demonstragdo esta em [6].

Proposicdao 1: Todos os segmentos possiveis de serem construidos com régua e
compasso tém comprimento igual a um numero algébrico.

Conforme citamos acima sé possivel quadrar o circulo, se conseguirmos construir,
com régua e compasso um segmento de comprimento igual a «7 . Se isso fosse
possivel, pela definicdo 2, +7T seria algébrico e, portanto 7 também sera
algébrico. O que é uma contradicdo, em virtude do fato que 7 é transcendente.
Como isso, é impossivel quadrar o circulo empregando apenas régua e compasso.
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