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A demonstra~ao desse teorema e simples e fica a cargo do leit~r. Basta 
substituir 0 contorno C por contornos envolvendo cada zero e cada p610 
isoladamente (Exerc. 2 adiante). 

Observe que f'( z )I J(z) = (logJ(z))' , onde tomamos qualquer ramo do 
logaritmo. (Lembramos que diferentes ramos tern a mesma derivada, ja 
que eles diferem entre si por valores constantes.) Em vista disso, podemos 
escrever: 

1 1 f'(z) 1 
27ri Ie J(z) dz = 27ri [log J(z)]c, 

ou seja, a integral e igual it variagao de log J(z) ao longo do contorno C. 
Acontece que essa variagao s6 afeta a parte imaginaria do logaritmo, pois 
a parte real log IJ (z)1 volta ao valor inicial uma vez completado 0 percurso 
C. Em conseqiiencia, denotando com t;.e arg J(z) a varia~ao sofrida pelo 
argumento de J(z) ao longo do contorno C , obtemos 0 chamado principia 
do argumento: 

1 
Z-P= 27rt;.e argJ(z) . 

o principio do argumento tern uma interessante interpretagao 
geometrica. Suponhamos que C s6 contenha em seu interior urn zero Zo 
de ordem r e nenhum p610. Entao, quando z percorre 0 contorno C no 
sentido positiv~, 0 ponto w = J (z) percorrera urn contorno C' envolvendo 
r vezes a origem no plano w (Fig. 5.7). Ese Zo for urn p610 de ardem s em 
vez de zero, w = J(z) percorrera 0 contorno C' envolvendo r vezes a origem 
do plano w no sentido negativo. 

c z 

Fig. 5.7 

o teorema seguinte e uma aplica~ao interessante do principio do argu-
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mento. 

5.13. Teorema (de Rouche.) Sejam J e 9 Jun90es analiticas numa 
regiao simplesmente conexa R. Seja C c R um contomo Jechado simples, 
orientado positivamente e tal que IJ(z)1 > Ig(z)1 nos pontos de C. Entao 
J(z) e J(z) + g(z) tem 0 mesmo numero de zeros no interior de C. 

Demonstra9ao. Por causa da hipotese IJ(z)1 > Ig(z)1, J(z) nao se anula 
sobre C. Em conseqiiemcia, podemos escrever: 

llc arg[J(z) + g(z)) = llc arg [J(z) (1+ ~i:D 1 

llc arg J(z) + llc arg (1+ ~i:D . 
Observe agora que 0 ponto w = 1 + J(z)/g(z) nao pode circundar a origem 
no plano w, pois Iw - 11 = IJ(z )/g(z)1 < 1. Portanto, 

( 
g(z)) 

llc arg 1 + J(z) = 0, 

donde segue-se que, 

llc arg[J(z) + g(z)) = llc arg J(z). 

Daqui e do principio do argumento segue 0 resultado desejado. 

o teorema de Rouche permite fazer uma demonstragao muito elegante 
do Teorema Fundamental da Algebra, do qual consider amos uma versao na 
p. 107. 

5.14. Teorema Fundamental da Algebra. Todo polinomio de grau 
n > 0 tem exatamente n raizes, contadas as multiplicidades. 

Demonstra9ao. Seja 

P(z ) = anzn + an_1Zn- 1 + ... + alZ + ao 

urn polin6mio qualquer de grau n > 0, de sorte que an i- O. Pondo 

J(z) = anzn , g(z) = an_lzn- 1 + ... + alZ + ao 
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e Izl = R , teremos: 

\. IJ(Z)I> \. lanl Rn 
1m - - 1m - 00 

R~oo g(z) - R~oo lan -11R" 1 + ... + lallR+ laol - , 

donde se ve que existe R tal que IJ(z)1 > Ig(z)1 para Izl = R. Daqui e do 
teorema de Rouche conclufmos que J(z) e J(z) + g(z) = P(z) tern 0 mesmo 
numero de zeros, isto e, exatamente n, que e 0 numero de zeros de J(z), 
como querfamos demonstrar. 

EXERCicIOS 

L Prove que 0 residue iogaritmic() de uma func;ao f num ponto que seja polo de ordem 
r da fun<;ao e igual a ordem s desse polo. 

2. Demonstre 0 Tcorema 5.12. 



Capitulo 6 

CONTINUAQAO ANALITICA 

Sabemos que a serie 
DO 

J (z) = ~ zn 
n=O 

tern raio de convergencia 1, e, portanto , define uma nm~ao analitica no 
disco Izl < 1. Sabemos tambem que essa serie tern por soma a fun~ao 
g(z ) = l / (l- z), a qual , pDf sua vez, esta definida em todo 0 plano complexo, 
exceto em z = 1. Entao, a fun~ao 9 e uma extensao da fun~ao J; mais do 
que isso, e uma "extensao analitica" . lsto e importante, pois, embora uma 
fun~ao possa ter muitas extensiies diferentes, essa extensao e unica quando 
preserva a analiticidade, como nos garante 0 teorema seguinte. 

6.1. Teorema (de unicidade da extensao analitica) . Sejam J e 9 
fun,i5es analiticas numa mesma regiiio R, que coincidem numa vizinhan,a 
de um ponto Zo E R, ou apenas num conjunto de pontos tendo ponto de 
acumular;ao Zo E R. Entiio J e 9 sao identicas, isto e, coincidem em toda a 
regiao R. 

Para a demonstra~iio deste teorema, n ecessitamos do seguinte lema de 
topologia metrica. 

6.2. Lema. A distancia entre dais conjuntos Jechados e disjuntos, um 
dos quais limitado, e positiva. 

Demonstmr;ao. Sejam X e Y conjuntos fechados e disjuntos, sendo X 
limitado. A distancia entre eles, d(X , Y ), e definida como sendo 0 infimo 
das distancias d(x, y) = Ix- YI, x variando em X e Y variando em Y. E claro 
que d(X , Y) 2: o. Vamos provar que d(X , Y ) > o. Se fosse d(X , Y) = 0, 



180 Capitulo 6: Continua,iio anaiitica 

haveria duas seqiiencias , Xn E X e Yn E Y, tais que IXn ~ Ynl -> O. Pelo teo­
rema de Bolzano-Weierstrass , Xn possuiria uma subseqiiencia convergindo 
para um ponto xo EX, a qual continuamos a indicar com a mesma nota~iio 
Xn' Em correspondencia a Xn, haveria tambem uma subseqiiencia de Yn 
(que continuamos a denotar por Yn), a qual, por ser equivalente a Xn , seria 
convergente para urn certo YO , que pertenceria a Y , jil. qllP. Y Ii fechado. Em 
conseqiiencia, Ixo ~ yol = 0, donde xo = Yo· Mas isto contradiz a hipotese 
de que X e Y sao disjuntos e completa a demonstr~ao. 

Demonstra9iio do teorema. Seja Z urn ponto qualquer da regiiio R. 
Vamos provar que f e 9 coincidem em z . Pela hipotese, f e 9 possuem a 
mesma serie de Taylor numa vizinhan~a de Zo (veja 0 Teorema 4.15 na p. 
136). Se z pertence a essa vizinhan~a, 0 teorema esta demonstrado . 

Se Z estiver fora da referida vizinhan~a, conectamos Zo a Z por meio de 
um arco C todo contido em R e denotamos com 8 a distancia de C it fron­
teira de R. Como essa fronteira e C sao conjuntos fechados , e C e limitado, 
8> O. Tomamos, sobre C , a partir de Zo, os pontos Zl , Z2 , ... , Zn = z, tais 
que Izo - zll < 8, IZI - z21 < 8, ... , IZn- l - zi < 8. Entao, Zj E v.5(Zj- l), 
j = 1, ... , n (Fig. 6.1). Como f e 9 coincidem em V, (zo) , e Zl E V, (zo) , as 
series de Taylor de f e 9 coincidem em V,(zd. Como Z2 E v.5(ZI) , as series 
de Taylor de f e 9 coincidem em V,(Z2 ); e assim por diante, ate concluirmos 
que as series de Taylor de f e 9 coincidem em v.5(zn), portanto f e 9 coin­
cidem em Zn = Z, como queriamos provar. 

Fig. 6.1 

o teorema de unicidade que acabamos de demonstrar leva naturalmente 
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it defini~ao de "continua~ao analitica" que darnos a seguir. 

6.3. Defini<;ao. Sejam R uma regiiio e E um subconjunto de R com um 
ponto de acumula,iio em R. Seja f uma fun,iio definida em E , possuindo 
uma extensiio analitica 9 na regiiio R. Diz-se, entiio, que 9 e continua,iio 
analitica de f em R; au ainda, prolongamento analitico. 

o requisito de que E tenha urn ponto de acurnula<;ao ern R e feito jus­
tarnente para garantir a unicidade da extensao g, de acordo corn 0 Teorerna 
6.1. Corn efeito, pode acontecer que duas fun~oes analiticas distintas coinci­
dam nurna infinidade de pontos que se acumulam num ponto Zo ric R. (Veja 
o Exerc. 1 adiante.) 

Prirneiras conseqiiencias. 
Perrnanencia das rela<;oes funcionais 

o teorema de unicidade garante que se uma fun~ao ja e analitica numa 
regiao, e tern continua<;ao anaHtica uuma regiao maior) entaD essa con­
tinua~ao analitica e linica; e garante tambem que uma fun~ao analitica 
numa certa regiao R fica completamente determinada pelo conhecimento 
da fun~ao apenas numa vizinhan~a de urn ponto de R, num pequeno arco 
ou mesmo apenas num conjunto de pontos que tenha ponto de acumula~ao 
pertencente a R. 

Consideremos concretamente 0 caso da fun~ao exponencial, inicialmente 
definida no eixo real. No Capitulo 2 estendemos essa fun~ao a to do 0 plano 
complexo, utilizando a formula 

eZ = ex +i y = eX (cos y + isen y) j 

e dessa maneira obtivemos uma fun~ao analitica. Poderiamos ter utilizado 
outros meios; por exemplo, a serie de potencias 

00 n 

z '" z e =61' 
n =O n . 

tambem define uma fun~ao analitica ern todo 0 plano, extensao da expo­
nencial real. Em vista do teorema de unicidade, as duas extensoes aqui 
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consideradas sao identicas. Essa mesma observa~ao e valida para todas as 
fun~oes reais que estendemos ao plano complexo, como 0 logaritmo e as 
fun~oes trigonometricas. 

o teorema de unicidade permite estender ao plano complexo, ou a 
regioes do plano complexo, varias identidades que ja tenham sido estabele­
cidas no eixo-real, ou em subconjuntos do eixo reaL Tomemos urn exemplo 
simples, a identidade 

cos2 
X + sen2 x = 1, 

que e valida para x reaL Podemos afirmar que, para todo Z complexo, 

Com efeito, F{z) = cos2 Z + sen2 z e continua~ao analitica a todo 0 plano 
complexo da fun~ao real f{x) = cos2 

X + sen2 x. Mas acontece que f{x) e 
constantemente igual a 1; portanto, sua continua~ao analitica tambem tern 
de ser a constante l. 

o mesmo raciocinio aqui utilizado permite demonstrar a permanencia 
de certas rela~oes funcionais. 0 mais simples e 0 caso polinomiaL Assim, 
suponhamos que as jun90es reais h, ... , fn estejam definidas num intervalo 
do eixo real, at satisfazendo uma identidade do tipo 

P{h{x ), ... ,fn{x)) = 0, 

onde P e um polinomio em n variaveis_ Supondo ainda que essas jun90es 
tenham continua90es analiticas a uma mesma regiiio R do plano complexo, 
podemos afirmar que 

P {h{z), ... , fn{z)) = 0 

nessa regiiio. 
E exatamente esse 0 caso exemplificado anteriormente, da identidade 

trigonometrica cos2 z + sen2 z = 1, onde h{z) = cosz, h{z) = senz e 
P{h , h) = fl + Ii - l. 

o mesmo raciocinio pode ser aplicado a situa~oes mais gerais que 
polinomios. A titulo de ilustra~ao , vamos provar que 

sen{zj + Z2) = senZj COSZ2 + COSZj sen Z2. 

Para isso, lembramos que essa identidade e verdadeira quando Zj e Z2 sao 
nnmeros reais, isto e, sabemos que, sendo x e b nnmeros reais quaisquer, 



Capitulo 6: Continuat,:iio analftica 183 

ent.io 
sen (x + b) = senx cosb + cosxsen b. 

POl' continua~ao analitica, 

sen(z + b) = sen z cosb + cos zsen b 

quaisquer que sejam b real e z complexo. Com efeito, 0 primeiro mem­
bra desta ultima igualdade e continua~ao analitica do primeira membra da 
identidade anterior, 0 mesmo acontecendo com os segundos membras. Em 
seguida faz-se z = Z" b = x , e nova continua~ao analitica leva x a Z2, 

completando a demonstra~ao. 
Esse mesmo raciocinio pode ser aplicado a todas as identidades estabe­

lecidas no Capitulo 2, pp. 64. e seguintes. 

Continua~ao analitica por refiexao 

As fun~oes que assumem valores reais para valores reais da variavel inde­
pendente, como 

Z2 - 3z, cos Z, eZ etc. , 

sao tals que seus valores se refletem no eixo real quando z e assirn refletido, 
isto e: I( z) = I (z) . Isto ja nao e verdade no caso de fungoes que nao sao 
reais para valores reais de z , como 

Z2 - 3iz, i cos 2, eiz etc. 

Essa propriedade e a versao mais simples do chamado principia de refiexiia, 
que vamos considerar agora. 

6.4. Teorema (principio de reflexao). Seja J uma Jun,iia analitica 
numa regiiio R que intersecta 0 eixo real e tal que z E R ¢} z E R. Supo­
nhamas ainda que 1 (z) seja real pam z real. Entiia J (z) = J ("'2) pam todo 
z E R. 

Demonstra,iio. Seja Xo urn ponto qualquer de R que seja real. Entao, 

00 

J(z) = 2'>n(Z - xo)n, 
n =O 
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para todo z numa vizinhan~a conveniente de Xo, digamos, V, (xo). Os coe­
ficientes an silo todos reais, pois 

f 1 (2) (xo) I(n ) (xo) 
ao = I(xo), al = 1 (xo), a2 = 2' ... , an = " . . . , . n. 

e todas as derivadas I (n) (xo) que ai aparecem podem ser calculadas con­
siderando z real. Em conseqiiiincia, I(z) = I(z), ou seja, a fun~iio 

F(z) = I(z) - I(z) 

que e analitica em R (veja 0 Exerc. 9 adiante), se anula em V,(xo); por­
tanto, se anula identicamente em R por continua~iio analitica. Isto completa 
a demonstra~iio do teorema. 

o teorema anterior permite continuar analiticamente uma fun~iio I , 
dada inicialmente numa regiiio R contida no semi plano superior Im z > 0 
ou no semi plano inferior Irn z < 0, desde que R contenha urn conjunto I do 
eixo real, que seja aberto como subconjunto da reta, e 1 seja continua e real 
em R U I. Para isso, sendo R' 0 refletido de R no eixo real, basta definir 
1 para z E R' mediante 1 (z) = 1 (z) (observe que z E R) para que 1 se 
estenda analiticamente a R'. 

o procedimento que acabamos de descrever e conhecido como 0 principio 
de reftexiio de Riemann-Schwarz. Para demonstrar sua validade, vamos 
sup or que R esteja contido no semiplano superior Irnz > O. (0 raciocinio 
e. inteiramente anaIogo caso R esteja no semi plano inferior Irn z < 0.) Seja 
C urn disco (aberto) centrado em algum ponto de I, e tal que, juntamente 
com sua fronteira r , esteja todo contido em R U R' U I . Pelo Teorema 3.17 
(p. 105), a fun~iio 

g(z) = J..., r I(() d( 
211"> Jr (- z 

e analitica no interior de C. Vamos mostrar que ela coincide com I(z) nesse 
disco. Isto implicara 0 resultado desejado, como se vii facilmente . 

Sejam 'Y a interse~iio de C com I (Fig. 6.2a), r+ a parte de r no 
semi plano superior e r - a parte de r no semi plano inferior. Entiio, para 
z ~ I, podemos escrever: 
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·z 

~-
(a) (b) 

Fig. 6.2 

Notamos, em seguida, pela formula integral de Cauchy, que, se z estiver 
no semiplano superior, a primeira integral sera igual a J(z) (veja tambem 
o paragrafo seguinte), enquanto a segunda sera nula; e se z estiver no semi­
plano inferior, a primeira integral sera nula, enquanto a segunda sera igual 
a J(z) . E , por continuidade, g(z) coincide com J(z) tambem em I. 

Na verdade, estamos usando a formula integral de Cauchy nas inte­
gra~6es em r+ U, e em r - u (- ,), 0 que, a rigor, exigiria saber, de an­
temiio, que J e analitica em f. Mas isto pode ser facilmente contornado, 
assim: seja r£ a parte de r no semiplano 1m z 2' c, onde c > 0 e tornado su­
ficientemente pequeno. Em seguida fechamos 0 contorno r, com 0 segmento 
horizontal 'E = , + ic (Fig. 6.2b). No contorno r E U ,£ podemos apJicar 
a formula integral de Cauchy, apos 0 que passamos ao limite com c ---> 0; 
isto e possivel pela continuidade do integrando num conjunto compacto. 0 
mesmo racioclcio pode ser feito na integra<;iio sobre r U (- ,). 

EXERCicIOS 

1. Construa urn exemplo com duas fUDI;6es analiticas distintas , f e g, definidas na mesma 
regiao R , e coincidindo numa seqiiencia infinita de pontos distintos z" que converge 
para urn ponto fora de R. 

2. Mostre que uma fun<;ao anaHtica numa regiao R DaD pode assumir 0 mesma valor 
num conjunto de pontos com ponto de acumulac;ao em R, sob pena de ser constante. 

3. Seja f uma func;ao anaJftica e nao-constante numa regiao R, e seja F urn subconjunto 
fechado e limitado de R. Prove que so pode haver urn numero finita de pontos de 
F onde f assume 0 mesma valor. Prove, ern particular, que se f e uma fun<;ao nao­
constante e regular num ponto ZOl entao existe b > 0 tal que J(z) -=J=. J(zo) para todo 
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z E VI(zo). (Observe que esta propriedade segue tambem do Caralafio 3.23 da p. 
114.) 

4. De exemplo de uma fun~iio analitica e nao..constante numa regiao R , que assum e urn 
mesrna valor uma infinidade de vezes em urn subconjunto fechado de R. 

5. Use continua-;ao analitica para provar que, para todo z complexo, 

00 

COS(ZI + Z2) = COSZl COSZ2 - senzi senz2; 

sen z=cos(~ -z) e cosz=sen(~-z); 
senh (zl + Z2) = senh ZI cosh Z2 + cosh zlsenh Z2; 

cosh( z\ + Z2) = cosh z\ cosh 22 + senh Zl senh Z2. 

6. A serie J(z) = L (_z)3n define uma funt;a.o analitica no disco Izi < 1. Obtenha sua 
n=O 

continuac;a.o analitica a todo 0 plano e mostre que ela e regular e nula no infinito, que 
ela passui apenas tres singularidades do tipo polo, e localize esses polos. 

7. Fa9a 0 mesmo para J(z) = L: z'·. 
n = O 

8. Determine a continuac;ao analitica a todo 0 plano da func;ao 

Mostre que ela e regular no infinito e localize sua unica singularidade. 

9. Corn a mesrna notac;ao usada na demonstrac;ao do Teorema 6.4 1 prove que a func;ao 
F(z) = J(z) e aoalitica em R. 

10. Prove a redproca do Teorema 6.4, isto e, que, se fez) = f(z) para todD z E R, entao 
J(z) e real para z real em R. 

11. Considere a func;ao w = ..;z = rei9
/

2
, com as restric;Oes r > 0 e 0 < () < 1r. Explique 

como continua-la analiticamente ao 42 quadrante atraves do semi-eixo positiv~ Ox; 
e ao 32 quadrante atraves do semi-eixo negativD Ox. 

12. Repita 0 exerclcio anterior com a fum;ao w = logz 0 < arg z < 1[, 

RESPOSTAS E SUGESTOES 

1. fez) = sen ( l /z) e g{z ) identicamente nula coincidem numa seqiiencia infinita de 
pontos tendendo a zero. I S50 e passivel porque zero nao pertence ao dominio de 
analiticidade da primeira fum;ao. 
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9. Escreva J (z) ~ u(x, y) + iv(x, y), donde 

F (z) ~ u(x , - y ) - iv(x, -y) ~ U(x, y) + iV(x , y), 

e use as equae;6es de Cauchy-Riemann. 

CONTINUAQAO ANALITICA 
E SINGULARlDADES 

Quando temos uma fun~ao analitica I numa regiao R, dizemos que 0 par 
(1, R ) constitui urn elemento luncional ou germe de lun,iio analitica. Isso 
porque e concebivel que se possa estender I analiticamente a uma regiao 
maior, englobando R; e, de acordo com 0 teorema da unicidade da con­
tinua~ao analitica, 0 elemento funcional (1, R) determinani completamente 
essa continuru;ao analitica, constituindo-se, pois, num "germell da func;ao 
analitica estendida. Alias, basta a serie de Taylor de I relativa a urn ponto 
Zo de R para que a continua~ao analitica de I fique completamente deter­
minada. 

Comecemos com urn exemplo concreto , retomando as fun~iies conside­
radas no inicio do capitulo , 

00 

I (z) = L zn 
n=O 

1 
e g(z) = ~-. 

1 - z 
(6.1 ) 

A primeira, embora definida apenas no disco Izl < 1, t ern soma facilmente 
identificavel, que e a fun~ao g(z). Em conseqiiencia, 9 e a continua~ao 
analitica de I a todo 0 plano, excetuado 0 ponto z = 0, que e polo simples. 

Mas em geral nao e assim, pois a fun~ao pode ser dada inicialmente por 
uma serie cuja soma nao seja conhecida, por uma integral ou Dutro recurso 
qualquer; e 0 problema que se apresenta e 0 de saber se ela tern continua~ao 
analitica e como obter essa continua~ao. Por exemplo, nao sabemos como 
obter a soma da serie 

L
OO n fo n - - - z 

3n + 1 n =O 

em forma simples, como em (6.1 ) , Oli ) como se diz, em "forma fechada". 
Mas sabemos que seu raio de convergencia e 3, de forma que ela define uma 
fun~ao analitica no disco Izl < 3. Como, entao, continua-Ia analiticamente? 
Se e que ela tern continua~ao analitica. 
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Para descrever urn procedimento de carater geral, e conveniente primeiro 
introduzir a no~ao de continua~ao analitica de elementos funcionais. 

6.5. Definic;iio. Sejam (f" R , ) e (f2, R2 ) dais elementos funcionais 
tais que R, n R2 '" <p e j, (z) = h(z) para z E Rl n R2. Diz-se entiio 
que cada um dos elementos funcionais (j" R 1 ) e (h, R2 ) e a continua,iio 
anal{tica direta do outro. 

Quando (j" R 1) e (f2, R 2) sao a continua~ao analitica direta urn do 
outr~, a fun~ao I, definida por 

I(z) = j,(z) em Rl e I(z) = h(z) em R2 , 

e a continua~ao analitica, tanto de j, como de h, it regiao R l U R2. 

Em geral, os elementos funcionais de que falamos aqui sao series de 
potencias associadas a seus discos de convergencia. Assim, para cont inuar 
analiticamente uma fungiio I, consideremos urn certo caminho L , que se 
origine num ponto da regiao R, onde I e dada inicialmente. Observe que 
(f , R) e 0 elemento funcional de onde partimos. Desenvolvemos I em serie 
de potencias j, relativamente a outro ponto ZI E L , que esteja tambem em 
R , na expectativa de que 0 disco de convergencia Rl desta serie tenha uma 
parte fora de R. (j" RJ) e urn novo elemento funcional, a partir do qual 
construimos outro elemento (f2, R2 ), centrado num ponto Z2 E Rl nL; e as­
sim par diante. Dizemos que estamos continuando analiticamente a fun~ao 
I ao lange do caminho L, ou que se trata de uma continua,iio analitica ao 
longo do caminho L. Vejamos urn exemplo concreto. 

6 .6. Exemplo. Retomemos a func;ao I dada pel a serie em (6 .1). Seja 
Z, urn ponto qualquer de seu disco de convergencia Izl < 1, denotado por 
R, e seja j, a func;iio dada pela serie de Taylor de I relativa ao ponto ZI: 

) Loo 11(n) (Zl) ()n (n») n! 
j, (z = I Z - Zl , onde 11 (ZI = ( ) +1 

n . l -Z1n n=O 

o raio de convergencia desta serie, como se calcula prontamente, e 11 - zll. 
Seja Rl 0 disco de convergencia Iz - zll < II - zll. Assim, os elementos 
funcionais (f, R) e (j" RJ) sao continuac;ao analitica direta urn do outro. 
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Caso 0 :S Zl < 1, 11 - zl l = 1 - Zl e Rl C R (Fig. 6.3a); neste caso, 
h e uma restri~ao de f e em nada ajuda para continuar f analiticamente. 
Mas, em qualquer outra situa~ao (Fig. 6.3b), 11 - zl l > 1 - I zl l, e 0 disco de 
convergencia R l contera" pontos fora de R ; portanto , neste caso, h efetua 
uma continua~ao analitica de f fora do disco original R . Observe que , em 
ambos os casos, a fronteira de Rl passa pelo ponto Z = 1, que e, como ja 
sabemos, urn polo simples da continua~ao analitica de f a todo 0 plano. 

z 
R I • 

R 

o 

(a) (b) 

Fig. 6.3 

Singularidades 

Consideremos uma func;:ao f , definida por uma serie de potencias relativa a 
urn ponto zo, centro de seu disco de convergencia R. Sejam r 0 raio desse 
disco (que supomos finito e naa-nulo), ( urn ponto da fronteira de R e Z l 

urn ponto qualquer do segmento aberto zoe (Fig. 6.4) . Consideremos a serie 
de Taylor da fun~ao f relativa ao centro Z l. Com isso estamos procurando 
continuar f analiticamente ao longo do raio zoe· 

Esta ult ima serie tent raio de convergencia pelo menos igual it distancia 
I( - zl l de Zl a ((Fig. 6.4a). Mas 0 raio pode superar esse valor, caso 
em que a serie realmente continua f analiticamente alem de seu dominio 
original de defini~iio (Fig. 6.4b). 

Se 0 raio da serie for exatamente Ie - z l l, como ilustra a Fig. 6.4a, entao 
a serie nao nos proporcionara continuac;:ao alguma. Neste caso, dizemos que 
( e uma singularidade da fun~ao f. Urn caso como este ocorreu no Exern-
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plo 6.6. onde n fun~ao considerada nao tinha continua~iio analitica ao longo 
do ra io que vai da origem ao ponto 1. Este ponto era uma singularidade 
da fun~ao, fato este ja sabido anteriormente pelo conhecimento da soma da 
serie. 

, 
, 

" 

"' " 
"0 

R R 

(") (h) 

Fig. 6.< 

Um fcnoOlcno interessante e que toda fum;5.o definidl\ par uma serie de 
potEmcias de raio finito tem pelo menos lima singularidnde na fronteira de 
~ell disco de convergencia. It 0 que "eremos a seguir. 

6 .1. Teore ma. Seja f uma fun~ao definida por uma serie de potencia3 
I~lativa a urn ponto ZO, centro de seu disco de coIH'ef"gencio C, de mio R, 
pe supornos finito e naO-flUlo. Entao f tern pelo fneTlOS llma sillgularidade 
1;0 jamteiro F de C. 

Demonstra~ao. Suponhamos que f possa ser continuadn analiticamente 
1'.0 longo de qualquer raio ':0(, ( \"8rinndo un. frontei ra F de C. Ent.Ro f 
pode ser desenvolvida em series de Taylor em discos C( (abertos) cent ra­
rios em C;. Assim, f prolonga-se analiticamentc, de forma que seu dominio 
o:iginnl C fica aumentado da uniao U de todas esses discos C(. (Observe 
Que os ,"alares das diferentes continuac;6es de / nos discos C( coincidem nas 
bterse~Oes desses discos.) Seja G a fronteira de U. Ora, F e G sao disjun­
tOS, pais FeU e U e aberto, de sorte que Un G = ¢. Entao, a distancia 
t de F a U e posit iva (d. Lema 6.2). Assim , f estars. seodo continuada 
analiticamente a todo urn conjunto C U U que contem um disco centrado 
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em zo , de raio R + 8. Em conseqiiencia, 0 raio de convergencia da serie de 
potencias de J relativamente a Zo deveria ser R + 8 e nao R. lsto contradiz 
a hipotese do teorema e completa a demonstra~ao. 

Vamos dar exemplo de uma fun<;ao em que todos os pontos da fronteira 
de seu disco de convergencia sao singularidades. A fun<;ao nao e continwlvel 
alem dessa fronteira, a qual e chamada fronteim natuml da Jun,iio. 

6.8. Exemplo. Considere a fun<;ao definida pela serie 

00 

J (z ) = L zn! = 1 + z + z2 + z6 + z24 + ... , 
n=O 

cujo raio de convergencia e 1, como se ve facilmente . Consideremos valores 
de z da forma z = re2n (Pjq)i, onde 0 < r < 1 e p e q sao inteiros, com q > O. 
Entao, 

o que implica zn! = r n! a partir de n = q, visto que, entao, pn! j q e inteiro. 
Em conseqiiencia, 

q- l 00 

J(z) = L zn! + L r n!, 
n=O n=q 

donde obtemos, sendo N > 2q um numero inteiro qualquer: 

00 q-l N 

IJ(z)1 2: L r n! - L r n! > L r n! - q > (N - q + l ) r N ! - q. 
n= q n=O n=q 

Ora, esta ultima expressao tende a N + 1- 2q com r --> 1. Como N pode ser 
tornado arbitrariamente grande, isso prova que IJ(z)1 tende a infinito com 
z tendendo it fronteira ao longo do raio z = re2n (p j q)i . Em vista disso, e 
impossivel que J tenha uma continua<;ao analitica 9 a uma regiiio contendo 
qualquer ponto zo da fronteira, pois 9 teria de ser analitica em todos os 
pontos de urn arco da fronteira contendo zo, mas tal arco contem infinitos 
pontos da forma e2n (P/q)i . 
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Continua~iio analftica por cadeias 

Para melhor compreender a relevancia do conceito que vamos introduzir 
agora, comecemos corn urn exemplo. 

6 .9. Exemplo. A fun~ao log z, como sabemos, s6 fica bern definida 
quando restringimos 0 argumento de z convenientemente. Consideremos as 
regioes Rk como semi pianos dados pelas seguintes restri~oes ao argumento 
de z: 

br k7r 
- < argz < -2 +7r. 2 . 

Denotemos corn !k 0 ramo do logaritmo definido nesses semi pianos, isto 
e, A(z) = logz, corn z restrito aRk· Entiio, (A, Rk) e urn elemento 
funcional ou germe do logaritmo. Observe que os elementos (fk, R k ) e 
(fk+l, Rk+d sao a continua~ao analitica direta um do outro. Os valores 
k = -1 , k = 0, k = 1 e k = 2 nos diio ° logaritmo nos semiplanos Re z > 0, 
1m z > 0, Re z < ° e 1m z < 0, respectivamente. Cada urn e a continua~ao 
analitica direta de seu antecessor ou sucessor imediato, mas nao de outro 
elemento qualquer. Por exemplo, (11, R d nao e continua~ao analitica direta 
de (f-l, R-d· 

Observe que R2 e R-l tern uma interse~ao nao-vazia, mas 12 e f-l nao 
coincidem nessa interse~ao. No entanto, e claro que sendo cada elemento 
funcional da sequencia 

continua~ao analitica direta de seu antecessor imediato, entao (12, R2) deve 
ser considerado continua~iio analitica de (f- I, R- d ern algum novo sentido. 
Isso nos leva a no~ao de continua~iio analitica por cadeias, como definimos 
a seguir. 

6.10. Defini<.oes. Um conjunto de elementos funcionais 

tal que cada um Ii a continua,iio analitica direta de seu antecessor ou 
sucessor imediato, Ii chamada uma cadeia de elementos funcionais ligando 
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(h, Rd a (fn, Rn). Cada elemento (fk , Rk) da cadeia e chamado uma con­
tinua9iio analitica de qualquer outro (fj , R j ) (podendo eventualmente, mas 
nao necessariamente, seT' continuar;iio analitica direta). 

Diz-se que uma jam,1ia de elementos juncionais (que pode ser finita ou 
infinita) e conexa se quaisquer dois de seus elementos podem ser ligados por 
uma cadeia de elementos periencentes a jamz1ia. 

Esses conceitos permitem estender uma fun~ao analitica a partir de qual­
quer de seus elementos funcionais , de forma a se chegar a uma "extensao 
maximal" , isto e, 0 conjunto de todas as continua~oes analiticas da fun<;ao. 
E, ao fazer isso, como ja tivemos oportunidade de ver , no caso do logaritmo, 
podemos voltar, com valores diferentes, a uma regiao ja considerada. Para 
remediar essa situa<;ao, somos levados a introduzir urn conceito novo, 0 de 
superjicie de Riemann. Nao vamos nos alongar nessa dire<;ao, mas apenas 
apresentar alguns exemplos concretos. 

Superficies de Riemann 

Vejamos como essas ideias se aplicam no caso concreto do logaritmo, que 
come<;amos a analisar no Exemplo 6.8. Os varios elementos ali considerados, 
(A, Rk), com k variando no conjunto dos inteiros, sao uma familia conexa 
que faz a maxima extensao possivel do logaritmo. Mas surge aqui urn novo 
fenomeno: partindo de urn determinado elemento funcional (f- I, R _ I ), que 
nos da 0 logaritmo no semi plano Re z > 0, voltamos a este mesmo se­
miplano com 0 elernento funcional (/3 , R3 ), 0 qual, todavia, nao coincide 
com 0 elemento inicial (f- 1, R-1 ): 0 logaritmo volta acrescido de 21fi . 

Por causa desse fen6meno , dizemos que z = 0 e urn ponto de rami­
fica9iio; e que 0 logaritmo e uma jun9iio multivalente. Para faze-Ia "univa­
lente" , somos levados a distinguir varias replicas dos semiplanos, como R _I 
e R3 . Para isso, vamos juntando os varios elementos funcionais (A, Rk) em 
sequencia, "colando" os semiplanos Rk uns aos outros convenientemente. 
Assim, R _I e colado a Ro no lQ quadrante, que e comum a esses semi­
pIanos; Ro e colado a RI no 2Q quadrante, que e comum eles dois, RI colado 
a R2 no 3Q quadrante, R2 colado a R3 no 4Q quadrante etc. Mas observe que 
o 4Q quadrante que comparece em R2 deve ser distinguido do 4Q quadrante 
que comparece em R_I , bern assim todo 0 semiplano R3 deve ser distinguido 
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do semiplano R- l . 
Esse procedirnento de colagem sucessiva dos varios elementos funcionais 

equivale it constru~ao que descrevemos a seguir. Consideramos varias 
replicas Fk do plano complexo (k variando no conjunto dos numeros in­
teiros), correspondendo aos numeros complexos z tais que 

2k7r ~ argz < 2(k + 1)1T. 

Fk e cortada ao longo do semi-eixo positiv~, de sorte que possui duas 
arestas, uma delas em que arg z = 2k1T, chamada 1~ aresta, a outra em 
que arg z = 2(k + 1)1T , chamada 2~ aresta. Agora colamos a 2~ aresta de Fk 
na 1 ~ aresta de Fk+l, k variando no conjunto dos inteiros. 0 resultado e 
o que se chama a superjicie de Riemann do logaritmo, uma superficie "es­
piralada" , ilustrada na Fig. 6.5. Assim, partindo de urn ponto z = reiB e 
aumentando continuarnente seu argumento ate 0 valor IJ + 21T, atingirnos 0 

ponto z' = reiB+2
r.. Mas observe que z' nao coincide com z, pois encontra­

se ern nova folha da superficie de Riemann, 0 que torna 0 logaritmo uma 
fun~ao multivalente. 

Observe tambem que a superficie de Riemann nao apenas torna a fun~ao 
univalente; ela faz a extensao maxima da fun~ao. De fato , quando conside­
ramos urn ramo do logaritmo, como 

logz = logr + iargz, 2k7r ~ argz < 2(k + 1)1T, 

por que preferir este a outro ramo qualquer? E evidente que urn ramo nao 
passa de urn elemento funcional ou germe, nao a fun~ao em sua totalidade . 

... 

Fig. 6.5 

6.11. Exemplo . Outra fun~ao rnultivalente e a raiz quadrada. Sendo 
z = reiB, j(z) = rl / leiB/2 Mas 0 argumento IJ tern varias deterrnina~6es; 
como sabemos, sendo lJo uma delas, as demais sao dadas por lJo + 2k1T , 
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k variando no conjunto dos inteiros. Assim, f(z ) = rl / leiBo/2ehi . Ora, 
e h i = ±1 , conforme k seja par ou impar, respectivamente. Entao, sendo 
fo 0 valor de f(z) com k = 0, vemos que, partindo de z com argumento 110 , 

apos uma volta em torno da origem no sentido positivo (k = 1), 0 valor de 
f passa a ser - fo; uma volta mais (k = 2) e 0 valor de f volta a ser fo. 
Assim, apos 0 ponto z percorrer duas voltas em torno da origem, ele deve 
voltar it posi~ao inicial (Fig. 6.6a). 

(a) (b) 

Fig. 6.6 

Essas observa~6es mostram que z = 0 e urn ponto de ramifica~ao da 
fun~ao raiz quadrada; e para formar sua superficie de Riemann bastam ape­
nas duas replicas do plano complexo, Fa e Fl na nota~ao usada ha pouco. 
Colamos a 2"- aresta de Fo com a 1"- aresta de Fl e a 2;; aresta de Ft com a 
1"- aresta de Ft. A Fig. 6.6b ilustra urn caminho fechado simples em volta 
da origem nessa superficie de Riemann. 

6.12. Exemplo. Vamos estudar a fun<;ao 

f (z ) = Jz 2 -1 = JZ+1vZ=1. 

Para faze-Ia univalente, cortamos 0 plano ao longo dos semi-eixos (-00, - lJ 
e [1 , +00), atraves das restri<;6es 

-11" < arg(z + 1) < 11" e 0 < arg(z - 1) < 211". 

Obtemos assim uma regiao (Fig. 6.7a) onde ambas as fun<;6es JZ+1 e 
vZ=1 sao univalentes, portanto, onde e tambem univalente a fun<;ao orig­
inal Jz2 - l. 

Outra possibilidade consiste em cortar 0 plano complexo ao longo do 
segmento [-1 , 1], de modo que, se urn contorno fechado simples C envolver 
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o ponto 1, ele teni necessariamente de envolver 0 ponto - 1 (Fig. 6.7b). 
Dessa forma, se urn ponto z se desloca ao longo de C , no sentido antihonirio , 
voltando a posi~ao inicial, os argumentos de z + 1 e z - 1 ficam aumentados 
de 211" e J(z) volta ao valor inicial. Novamente aqui, J e univalente na 
regiao consider ada, mas possui dois ramos, dependendo do valor escolhido 
num ponto qualquer. Por exemplo, seja Zo = 3. Como sabemos, ha dois 
valores possiveis para y'zo - 1, que sao \1'2 e -\1'2, conforme arg(zo -1) seja 
urn multiplo par ou impar de 211" , respectivamente. Analogamente, y' Zo + 1 
pode assumir os valores +2 e -2. Entao, os possiveis valores de J(zo) sao 
2\1'2 e -2\1'2; uma vez escolhido urn desses valores, J fica determinada em 
toda a regiao que estamos considerando. 

c 
.z 

z + 1 

- 1 o + I 

a 

- I 

(0) (b) 

Fig. 6.7 

Temos de iuntar esses dois ramos convenientemente para construir a 
superficie de Riemann de J. Para isso , tomemos duas replicas FI e F2 do 
plano complexo cortado ao longo do segmento [-1, 1], correspondendo aos 
dois ramos de J. Cada replica possui duas arestas, ao to do quatro arestas , 
duas inferiores A_ e B _ e duas superiores A+ e B+ (Fig. 6.8a). Obtemos 
a superficie de Riemann colando A_ com B+ e A+ com B _. Assim, urn 
ponto que part a de z = 2 em FI e se desloque no sentido positivo no con­
tomo circular de centro z = 1 e raio r = 1/2, ao atingir a aresta A+ passa 
para F2 ; e, depois de mais meia volta, retoma ao ponto z = 2, mas agora 
em F2. Continuando por mais meia volta, retornamos a F I , onde mais meia 
volta nos leva ao ponto inicial z = 2 em FI (Fig. 6.8b). 
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Fig. 6.8 

-1----~2 
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h F~ 

-l~ ---~ 2-

(b) 

Os exemplos de fun~6es multivalentes aqui considerados sao relativa­
mente simples, e suas superficies de Riemann podem ser facilmente visua­
lizadas . Em geral isso nao e assim, mas em muitas aplica~6es basta 0 co­
nhecimento de ramos particulares, que obtemos freqiientemente sem muita 
dificuldade. 

EXERCicIOS 

Nos Exercs. 1 a 7, construa a superficie de Riemann da fUD{:ao dada. 

1. J(z) = ZI/3 . 2. J (z) = (z _ 1)2/3 . 

3. fez) = zm /n , on de men sao nllmeI'OS naturais, com n > 1. 

4. fez) = zo) fr irracionaL 5. J(z) = (Z2 _ 1)1 / 3. 6. J(z) = v'Z'+J. 

7. fCz) = JZ(Z2 - 1). Sugestiio: Considere dUM replicas do plano complexo, ambas 
cortadas de - 1 a zero c de 1 a 00. 
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FUNQOES ANALITICAS 
DEFINIDAS POR INTEGRAlS 

Urn exemplo interessante de continua~ao analitica e fornecido pela 
chamada "fun~ao gama", uma importante fun~ao especial que aparece 
freqiientemente, tanto na matematica pura como nas aplica~6es. Para estu­
dar esse exemplo, devemos primeiro considerar, de urn modo geral , fun~6es 
definidas por certas integrais. 

6.13. Teorema. Seja f(z, () uma fun,iio continua das variaveis z e 
(, onde z varia numa regiiio R e ( esta restrita a um contorno limitado 
C. Suponhamos que f seja analitica em z E R para todo ( E C. Entiio , a 
fun,iio 

F(z) = fc f (z, ()d( 

e analitica na regiiio R, e F'(z) = fc 8f~; () de· 

Demonstra,iio. Faremos a demonstra~iio no pressuposto de que C seja 
urn arco regular, ao qual se reduz facilmente 0 caso geral em que C seja 
composto de uma sucessiio finita de arcos regulares , bastando para isso 
substituir a integral sobre C por uma soma finita de integrais sobre arcos 
regulares. Assirn , supomos que C seja dado por uma parametriza~iio ( = 
((t) = ~(t) + i'T}(t), t variando num intervalo (a, b). 

Seja A urn contorno fechado simples, envolvendo 0 ponto z, e to do con­
tido na regiiio R, juntamente com seu interior. Pela formula de Cauchy, 

F (z) = J..., r d( r f().. , () d)". 
2n:dc JA )..-z 

Utilizando as parametriza~6es dos contornos C e A, essa integral repetida 
pode ser escrita como soma de integrals reais repetidas, envolvendo inte­
grandos continuos. Em tals integrais podemos inverter a ardem das inte­
gra~6es; apos recomposi~iio das integrals complexas, chegamos a conclusao 
de que podemos inverter a ordem das integra~6es na Ultima expressiio acima 
e escrever: 

1 1 d)" 1 F(z) = -2' -, - f().., ()d(, 
n:t AA - Z C 
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F(z) = ~ ( F(,A) d,A. 
2mJA,A-z 

Provamos, assim, que F satisfaz a formula integral de Cauchy, 0 que 
permite provar que F tern derivada (ou seja, e analitica), como fizemos na 
demonstra~iio do Teorema 3.16 (p. 103). 

Falta provar que a derivada de F pode ser calculada por deriva~iio sob 
o sinal de integra~iio na defini~iio original de F. Para isso, utilizamos nova­
mente a mudan<;a da ordem de integra~iio , assim: 

1 (F(,A) 1 { d,A ( 
F'(z) = 27ri JA (,A _ z)2d,A = 27ri JA (,A _ z )2 Je f(,A, ()d( 

{ d,A { f(,A, ( ) d,A = { 8f(\ () 
Je JA (,A - z)2 Jc 8,A 

Isto completa a demonstra~iio. 

6.14. Teorema. Seja C um contoroo nao-limitado, indo para infinito 
ao longo do eixo Ox ou em qualquer outra dire9ao. Suponhamos que as 
condi9iies do teorema anterior estejam satisfeitas em qualquer parte limitada 
de C e que a integral 

F(z) = fa f (z , ()d( 

seja uniformemente convergente. Entao as conclusiies do teorema anterior 
permanecem validas. 

Demonstra9ao. Seja Cn a parte de C no circulo de centro na origem e 
raio n. Pelo teorema anterior, 

Fn(z) = { f(z, ()d( Je, 

e analitica, e F~ (z) = { 8f~, () de. Aplicando 0 Teorema 4.6 (p. 123) Jen Z 

como se a seqiiencia F n fosse a reduzida Sn de uma serie uniformemente 
convergente, teremos: 

F'(z) = limF~(z) = lim { 8f~ , () d( = { 8f~, () de 
Jell z Jc z 
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e isto conclui Ii Jemonstra~ao. 

Um teorema analogo a este ultimo pode ser formulado, com a hipotese 
de que a integral se estenda sobre um contorno limitado C, mas 0 integrando 
f(z, () tenda a infinito em um ou em ambos os extremos de C. (Veja 0 Ex­
erc. 1 adiante) . Veremos a aplica~ao de urn tal teorema no estudo da fun~iio 
garna, consider ada logo a seguir . 

A fun"ao gama 

A chamada funfiio gama aparece em varios dominios da Matematica, sejam 
de natureza puramente teorica, sejam nas aplica~oes. Ela foi introduzida por 
Euler como extensiio do fatorial de urn numero inteiro positivo. Come9amos 
observando que repetidas integra90es por partes nos conduzem a 

10
00 

e-'tndt = n! 

para todo inteiro n 2: O. Ora, esta ultima integral faz sentido mesmo quando 
substituimos n por x real maior do que - l. Isso resulta na fun9iio 

definida para to do x > - l. Generalizando, pois, 0 fatorial , podemos escre-
ver: 

x! = 10
00 

e-'tXdt, x>-l. 

Para evitar esse x > - 1, basta escrever x-I em lugar de x, 0 que nos 
conduz a fun9iio gama com argumento real , denotada por r(x) : 

r (x) = 1000 

e- ' tX-1 dt , x> O. 

Assim, r(n + 1) = n! para todo inteiro n 2: O. 
A nota~iio z! ate que e a mais logica e natural para indicar a fun~iio 

r (z + 1), e alguns autores chegaram a insistir nela, mas sem sucesso; rea 
nota~iio consagrada e niio ha mais como mudar essa situa9iio. 

A ultima integral acima faz sentido mesmo quando substituimos a 
variavel real x pela variavel complexa z, desde que fa~arnos a restri9iio 
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Re z > O. Paxa vermos isso , primeiro separemos as duas integrais impr6prias 
que aparecem na expressao 

(6 .2) 

da seguinte maneira: 

(6 .3) 

A segunda destas integrais converge qualquer que seja z, por causa do fator 
e- t , que decai fortemente no infinito e domina 0 fator t z - 1 . AlE~m disso, 
a converg€mcia e uniforme, desde que z fique restrito a qualquer regiiio 
limitada (Exerc. 2 adiante). Portanto, pelo Teorema 6.14, essa segunda 
integral define uma fungao inteira, ou seja, analftica em to do 0 plano. 

Ja a primeira integral s6 converge se Re z > 0, em vista do fator r 1 , que 
tende a infinito quando t se aproxima de zero. Para provax que ela define 
uma fungao analitica em todo 0 semi plano Re z > 0, basta notar que, dado 
urn tal z, existe a > 0 tal que Re z > a; e, como a integral e uniformemente 
convergente nesse dominio (Exerc. 3 adiante), conclufmos que ela define 
uma fungao analitica de z em todo 0 semi plano Re z > 0 (conforme 0 Exerc. 
1 adiante). Em conseqiiencia, a fungao gama, dada pela expressao (6.2), e 
uma fungao analftica no semi plano indicado, Re z > O. 

Continuac;ao analitica a to do 0 plano 

Observe que 

e uma serie que, it excegao do primeiro termo, converge com Re z > 0; por­
tanto, pode ser integrada termo a termo de t = 0 a t = 1: 

!o
l 00 (-l)n!ol 00 (- l )n/n' 

e- ttZ- 1dt = L - -,- tn+z- 1dt = L '. 
o n = O n. 0 n = O Z + n 
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Substituindo em (6 .3) obtemos: 

100 00 (- l )nlnl 
r(z) = e-ttZ-1dt + L '. 

1 n~O Z + n 
(6.4) 

A serie que ai aparece converge uniformemente em qualquer regiao cuja 
fronteira esteja a uma distiincia positiva do conjunto formado pela origem 
e os inteiros negativos (Exerc. 4 adiante). Exemplo de tal regiao eo plano 
todo do qual se eliminam discos de raios /j > 0, centrados nos referidos 
pontos. Portanto, a expressao (6.4) e a continua~ao analitica da fun~ao 
gama a todo 0 plano complexo, exce~ao feita do zero e dos inteiros negati­
vos. Como essa mesma expressao nos mostra, esses pontos sao polos simples 
com residuos (_l)n In! 

EXERCicIOS 

1. Seja f(z, () uma fun~ao continua das variaveis z e (, onde z varia UlIma regiao R e 
( esta restrita a urn contarno limitado C, excluidos urn ou ambos de sells extremos. 
Suponhamos que f seja allalitica em z E R para todD ( E C , tcndendo a infinite 
quando ( aproxima urn dos extremos de C; e que a integral que define a func;ao 

F {z) ~ 1 fez, ()d( 

seja uniformemente convergente. Prove que F (z) e analftica na regiao R, e 

F{z) = r af(z , () d( 
ie 8z 

2. Prove que a integral 100 

, - 't' - Idt converge uniformemente, desde que a variavcl z 

fique restrita a qualquer regiao limitada. 

3. Prove que a integral/" ,-'to-I dt converge uniformemente em qualquer semiplano 

Re z 2: a> O. 

4. Prove que a serie em (6.4) converge uuiformemente em qualquer regiao cuja frOl1~ 
teira esteja a uma distancia positiva do conjunto formado pela origem e os inteiros 
negativos. 

5. Prove que r{z) = (z - 1)r {z - \ ). Mais geralmente, prove que 

r{z + n) = (z + n - 1)(z + n - 2) ... (z + 1)zr(z), 
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clande 
f (z) _ f (z + n) 

- z(z + 1)(z + 2) ... (z + n - 1)" 

Observe que esta expressao permite fazer a continua~ao analitica de r (z) ao semiplano 
Re z > -n, pais 0 segundo membra esta definido nesse semiplano, excec;ao feita dos 
polos 0, - 1, -2 ... - (n - 1). 

6. Caleule f (1/ 2) = ,fii, r(5 / 2), r(- 9/ 2); de urn modo geral , calcule f (n + 1/ 2), 
senda n inteiro qualquer, positivo ou negativo. Sugestiio: Primeiro rnostre que 

1,00 e- " dx = ,fii/2; fa,a isso elevando a integral ao quadrado e transformando a 

integral repetida numa integral dupla. (Veja [A3], Se,. 5.5. ) 

7. Mostre que 1,00 e-'" dt define uma fun,ao analitica no semiplano Rez > O. Mostr. 

ainda que essa fun~ao tern COJiDua9ao analitica a todo 0 plano cortado ao longo do 
semi-eixo (-00, 0], dada por 1r/4z. 



Capitulo 7 

APLICACOES A DINAMICA 
DOS FL UIDOS 

os MOVIMENTOS FLUIDOS A CONSIDERAR 

Veremos, no presente capitulo, algumas aplica~6es simples das fun~6es anali­
ticas it Dinamica dos Fluidos e, em particular, it Aerodinamica. Nossas con­
sidera~6es se restringiriio a fluidos perfeitos, homogeneos e incompressiveis. 
Num fluido perfeito a for~a que uma parte do fluido exerce sobre a parte 
adjacente e devida apenas it pressao , sempre perpendicular it superficie de 
separatjao entre as partes. N a verdade, isto nunca ocorre na Natureza, sendo 
apenas uma idealiza~ao simplificadora, confirmada, com boa aproxima~ao. 
em varias situa~6es fisicas importantes . 

Faremos a hipotese de que 0 fluido permane~a homogeneo e incom­
pressivel durante 0 movimento, de sorte que a densidade de massa p e cons­
tante em todos os pontos e durante todo 0 tempol. Suporemos tambem que 
o movirnento seja bidimensional e estacionaxio. Bidimensional significa que 
existe urn plano, que tomaremos como 0 plano xy, tal que a velocidade se 
mantenha paralela a este plano, independente da terceira coordenada espa­
cial z, de forma que 0 movimento e 0 mesmo em todos os pianos paralelos 3D 

plano xy, bastando, pois, estudar 0 movimento neste plano. Estaciontirio e 
o movimento cuja velocidade em cada ponto mantem-se constante no tempo. 

1 Homog e.neo significa que p se mantem constante nos diferentes pontos, podendo varia: 
com 0 tempo; incompressivel significa que p se mautem constante para cada particuia, p4>­

dendo variar de uma particula para Dutra. As duas condi<;oes juntas implicam p constante 
em todas as variaveis , espaciais e temporal. 
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Conservac;ao da massa 

Denotemos com q = q (x, y) 0 vetor velocidade no ponto (x , y), de com­
ponentes u = u(x, y) e v = v(x, y). Suporemos sempre que essas fum;6es 
sejam de classe Cl , isto e, elas tern derivadas parciais de primeira ordem 
continuas ern seus dominios de defini~iio. Entao u e v satisfazem a seguinte 
equa~ao, chamada equa<;iio de continuidade ou equa<;iio de conserva<;iio da 
m assa: 

. 8u 8v 
dlvq= 8x + 8y = 0. (7.1) 

Na verdade, esta equa~ao e caso particular da equa~ao geral de con­
t inuidade, da qual fazemos uma dedu~ao em [A3], p. 232, Eq. 7.11). 

Vamos deduzir (7.1) diretamente, considerando 0 fluxo do vetor q 
at raves de uma curva C. Se ds designa 0 elemento de area ao longo de 
C en = (nx , n y) 0 vetor unitario normal a eurva (Fig. 7.1a), 0 fiuxo..p de 
q atraves de C , no sentido de n , e definido pela expressao 

(7.2) 

ds 

c 
n 

(a) (b) 

Fig. 7.1 

A importancia deste conceito deeorre do significado fisico de p..p , que 
passamos a explicar. Seja S a superficie cilindriea formada pelos segmentos 
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unitaxios levantados a partir dos pontos de C, perpendieularmente ao plano 
xy (Fig. 7.1b). Entao, ao elemento de areo ds eorresponde urn elemento 
de superfieie dS = 1 . ds , de sorte que q . nds e numerieamente igual ao 
volume q. nds de urn pequeno cilindro de base dS e altura q. n. Ora, q e 0 

desloeamento das partieulas de fluido por unidade de tempo, de forma que 
q . nds e 0 volume de fluido que atravessa 0 elemento de Mea dS por unidade 
de tempo. Em eonseqiieneia, pq. ndS e a massa de fluido que atravessa dS 
por unidade de tempo no sentido do vetor q . Quando integramos sobre 
C em (7.2) e multiplieamos por p, vemos que p"lj; e a massa de fluido que 
atravessa a superficie S na unidade de tempo, no sentido indicado por n. 

Notemos que a integra~ao em (7.2) sera negativa naqueles trechos da 
curva onde q·n < 0, ou seja, onde 0 fluxo de massa atraves de S efetivamente 
se processa no sentido oposto ao de n. Assim, p"lj; representa, na verdade, a 
soma algebrica de toda a massa que atravessa S no sentido de n; ou ainda, 
p"lj; e a diferen~a entre a massa que atravessa S no sentido de n e a que 
atravessa S no sentido oposto ao de n. 

Suponhamos agora que C seja uma curva fechada simples, que esteja 
eontida, juntamente com seu interior, no dominio onde u e V sejam de 
classe C1 . Seja n a normal externa de C. p"lj; sera a massa total que sai 
do interior de S na unidade de tempo, ou ainda, a diferen~a entre a que 
sai (nos trechos de Conde q. n > 0) e a que entra (nos trechos de Conde 
q. n < 0) (Fig. 7.2). Como 0 fluido e incompressivel, p"lj; e zero, pois a 
massa que efetivamente sai e compensada pela que efetivamente entra para 
o interior de C. Assim, 

fa q. nds = 0 (7.3) 

e, pelo teorema da divergencia (p. 90), 

J k divq dxdy = 0, 

onde Reo interior da curva C. Como div q e fun~iio continua eRe urn 
dominio arbitnirio, 0 teorema da media para integrais nos permite concluir 
que div q = O. Isto eompleta a demonstra~iio de (7.1). 
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n 

)L---q 

k----q 

n 

Fig. 7.2 

o campo de velocidades e, como se ve, solenoidal, designagao esta que 
e dada aos campos vetoriais com divergente nulo. Como e facil ver, urn 
campo vetorial q e solenoidal se e somente se seu fluxo e zero para todo 
contorno fechado simples que esteja contido, juntamente com seu interior, 
no dominio onde div q seja continuo. 

A lei de conservagao da massa na forma (7.3) tern como conseqiiencia 
que 0 fiuxo de q atraves de uma curva com origem num ponto Po e extre­
midade num ponto P nao depende da curva, mas somente dos pontos Po e 
P. De fato , se C e C' sao duas curvas com a mesma origem Po e a mesma 
extremidade P , entao C - c' e uma curva fechada (Fig. 7.3); logo, 

donde obtemos 

1 q.n ds=O, 
lc-c1 

r q. nds = r q. nds , 
Je l e' 

que e 0 resultado desejado. (Nesse raciocinio estamos supondo, tacitamente, 
que 0 interior do circuito C - C' esteja todo contido no dominio de q ; ou 
ainda, que a curva C se deforma na curva C' sem sair do dominio de q. ) 
Segue-se entao que, fixado 0 ponto inicial Po = (xo, Yo), 0 fluxo 1/J dado em 
(7.2) passa a ser uma fungao do ponto final P = (x, y), ja que pode ser 
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escrito na forma 

7/J = 7/J(P) = {p q. nds 
)Po 

P 

c 

c 

P, 

Fig. 7.3 

(7.4) 

Esta fun~iio 7/J permanece constante ao longo das trajet6rias das 
parl'culas. Para vermos isso, notamos que se Q e urn ponto qualquer sobre 
a trajet6ria que passa por P (Fig. 7.4) , podemos escrever: 

7/J (Q) = {p q. nds + (Q q. nds = 7/J (P) + (Q q. nds 
)Po ) p )p 

Ora, esta ultima integral se anula, pois e feita ao longo da trajet6ria por 
P, e q e tangente, enquanto n e normal a essa trajet6ria, de forma que 
q. n = O. 

n 

P Q 

Fig. 7.4 
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Escoarnentos irrotacionais 

Obteremos agora uma 1l0va equa~ao do movimento, ou escoamento fluido . 
Come~amos com a seguinte integral de !inha: 

r = fa q . t ds , (7.5 ) 

onde C e urn caminho fechado, que supomos seja simples e em cujo interior 
as fun~6es u e v sejam de classe C 1 e t eo vetor unitario tangente a C. 
Essa integral r e chamada a circular;ao do campo de velocidades q ao longo 
da curva C. Observe que 0 produto q. t eo valor escalar da velocidade 
tangencial, de forma que a circula~ao r e, de fato, uma medida de quanta 
as particulas fluidas tendem a circular ao longo do circuito C. Por exemplo, 
vamos supor que 0 movimento seja uma rota~ao pura, a velocidade sendo 
sempre perpendicular ao raio vetor r = (x , y), como ilustra a Fig. 7.5a. It 
claro entao que a circula~ao de q sera positiva ao longo de cfrculos centrados 
na origem e percorridos no mesmo sentido de q. POl' outro lado, se a veloci­
dade for constante, a circula~ao sera zero ao longo de qualquer circuito C , 
e e facil entender por que: a contribui~ao it integral em (7.5) sera positiva 
na parte de Conde q. t > 0 e negativa onde q . t < 0 (Fig. 7.Sb). 

q 

I---~q 

+\-----~ + 

+ ----:+~--

(a) (b) 

Fig. 7.5 

A circula~iio e uma fun~ao do circuito C. Considerando este circuito 
como constituido das mesmas particulas do fluido , ele se deforma com 0 

passar do tempo. Urn teorema fundamental, devido a Lord Kelvin (e que 
nao vamos demonstrar aqui)2, afirma que a circula~ao permanece constante 

20 lei tor pode encontrar a demonstra<;ao desse teorema nas referencias [elJ e [MIl. 
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com 0 passar do tempo. Ora, na hipotese de que 0 movimento se origina do 
repouso, a circula~ao e inicialmente zero; logo, sera zero por to do 0 tempo. 

Esta e a hipotese de que 0 movimento seja irrotacional. Vejarnos a que 
equa~ao diferencial ela nos leva. Para tanto, basta notar que 

o = fc q . t ds = fc u dx + v dy. 

Aplicando 0 teorema de Green (p. 90), esta equa~ao passa a ser 

f'r (av _ au) dxdy = 0, 
JR ax ay 

onde Rea regiao interior ao circuito C. Finalmente, como 0 integrando 
e uma fun~ao continua eRe uma regiao arbitraria, obtemos a seguinte 
equa~ao diferencial: 

(7.6) 

Como e facil ver, as equa.<;6es (7.1) e (7.6) sao as equa~6es de Cauchy­
Riemann para as fun~6es u e -v, de sorte que a fun~ao u-iv e analitica. Isto 
estabelece uma liga~ao muito importante e uti] entre a teoria das fun~6es 
analiticas e os movimentos bidimensionais de fluidos que sejam homogeneos, 
incompresslveis, estacionarios e irrotacionais. De fato, uma das maneiras 
de encontrar esses movimentos consiste em determinar solu~6es de (7.1) e 
(7.6), satisfazendo certas condi~6es adicionais, chamadas condi<;i5es de con­
tomo. Mas, por causa da mencionada liga~ao com as fun~6es analiticas, a 
determina~ao dos fluidos pode ser feita mais facilmente partindo de fun~6es 
analiticas concretas, como veremos adiante. 

As func:;6es potenciais 

A Eq. 7.6 nos diz que a diferencial 

udx + vdy 

Alias, estes livros apreseutam 05 fundamentos matematicos da Dinamica dos Fluidos de 
maneira precisa, clara e sucinta. 
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e exata, ja que sua integral ao longo de qualquer curva fechada C e zero 
([A3], p. 208). Logo, existe uma fun~ao ¢ = ¢(x , V) , chamada potencial de 
velocidade, tal que 

8¢ 8¢ 
u = 8x' v = 8y; ou q = grad ¢ (7.7) 

Substituindo (7.7) em (7.1) , verificamos que ¢ satisfaz a equa~ao de Laplace: 

(7.8) 

Vemos assim que a fun~ao ¢ e harmonica, possuindo, pois, derivadas parciais 
de todas as ordens. 

Seja !/J = !/J(x, y ) a conjugada harmonica de ¢ . Pelo que vimos na p. 
Ill, !/J e determinada a menos de uma constante aditiva. Suas curvas de 
nivel, 

!/J(x , y ) = const ., 

cruzam as curvas de nivel da fun~ao ¢ em angulo reto em todD ponto onde 
grad!/J oF 0 (ou grad ¢ oF 0). Ora, como q = grad ¢, vemos que, onde 
ocampo vetorial q for diferente de zero, ele e perpendicular as curuas 
eqiiipotenciais 

¢(x , y) = const. 

e tangente as curvas !/J = const. Estas curvas sao, pois, as trajet6rias das 
particulas, ou linhas de correnttil. 

De acordo com a formula (3 .20) da p. 113, a fun~ao !/J, chanlada fun9iio 
de corrente, e dada por 

l

(X'Y) l (X,Y) 
!/J(x , y ) = !/Jo + ¢ xdy - ¢ ydx = !/Jo + udy - vdx, 

(XO,Yo) (XO,Yo) 

onde !/Jo e uma constante arbitraria e a integra~iio se processa ao longo de 
qualquer caminho C ligando (xo, YO) a (x, V). Se ds designa 0 elemento de 

3eOrn a hip6tese que fazemos de que 0 escoamento seja estaciomirio , esses dois conceitos 
coincidem. Fora dessa hipotese, as t rajet6rias sao diferentes das linhas de corrente. Estas 
sao definidas como as curvas em cada um de cujos pontos as dire~6es da tangente e da 
velocidade coincidem. Ora, se a velocidade variaI' com 0 tempo em cada ponto , as linbas 
de corrente. em geral, llao coincidirao com as trajetorias . 
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areo ao longo de C e n = (nxI' n y1 ) 0 vetor normal unitario , entao ([2], p. 
201) 

dx = -nyds e dy = nxds , 

de sorte que 

l
(X'Y) 

,p(x, y) = ,po + q. nds 
(XO,yo) 

lsto mostra que, a menos da eonstante ,po, ,p e 0 fiuxo do campo de veloci­
dades q atraves de qualquer curva ligando (xo, Yo) a (x, y), isto e, a mesma 
grandeza dada em (7.4). 

Com a nota~iio z = x + iy , a fun~ao analitica 

F(z) = 1>(x, y) + i,p(x, y) 

e ehamada 0 potencial complexo do movimento. Observe que 

F'(z) = 1>x + i,px = 1>x - i1>y = u - iv, 

de sorte que a expressao w(z) = F'(z), e chamada, apropriadamente, de 
velocidade complexa. 0 modulo da velocidade, por sua vez, resulta ser 

Iql = vu2 + v2 = 1F'(z)l· 

Os pontos z onde F'(z) = 0 - e, conseqilentemente, q = 0 - sao ehamados 
pontos de estagnaqiio. 

Como mencionamos atras, um modo pratieo de eneontrar possiveis es­
eoamentos bidimensionais de fluidos eonsiste em partir de exemplos eonere­
tos de fun~6es analiticas F (z), 0 que e muito mais faeil do que resolver as 
equa~6es diferenciais parciais (7.1) e (7.6) - ou sua equivalente (7.8). A 
partir de agora, e nas se~6es seguintes, desereveremos varios exemplos de 
escoamentos fluidos eorrespondentes a potenciais eomplexos dados. 

Exemplos basicos 

7.1. Exemplo. Consideremos a fun~ao 

F(z) = oz, 
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onde c> = a + ib e uma constante. Temos: 

F'(z) = c> = a+ib 

e 
F (z) = (ax - by ) + i(bx + ay), 

de sorte que 
<p = ax - by e 1/J = bx + ay, 

u = a e v = - b. 

o escoamento fluido ocorre em todD 0 plano complexo, as linhas de 
corrente sendo dadas pela famnia de retas paralelas, 

bx + ay = const. 

e as linhas eqiiipotenciais pela familia de retas ortogonais, 

ax - by = const. 

Como se ve, e como j a sabemos, as retas de cada familia cruzam as retas da 
outra familia ortogonalmente (Fig. 7.6). 0 escoamento e uniforme ao longo 
de retas paralelas, com velocidade complexa F'(z) = c> = a + ib = u - iv , 
por isto mesmo chamado escoamento paralelo. 0 escoamento e paralelo ao 
eixo Ox, da esquerda para a direita, quando c> = V > 0, V sendo entao a 
velocidade do escoamento. 

bx + ay = COllst. 

Fig. 7.6 

7.2. Exemplo. Vamos considerar 0 potencial complexo 

F (z)=z2, 
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restrito ao primeiro quadrante x > 0, y > O. Como 

F (z) = (x + iy? = x2 - y2 + 2ixy , 

vemos que 

de sorte que as linhas de corrente sao as hiperboles 

xy = const. 

e as linhas eqiiipotenciais as hiperboles 

Novamente observamos que as linhas de corrente cruzam as linhas eqiiipo­
tenciais ortogonalmente, como ilustra a Fig. 7.7. (Veja tambem 0 Exerc. 
13 da p. 62.) A velocidade complexa e dada por 

F'(z) = 2z = 2x + 2iy = u - iv , 

de sorte que u = 2x e v = -2y. 
Como se ve, 0 presente potencial complexo descreve um escoamento 

fiuido no 12 quadrante, as particulas se deslocando ao longo das linhas de 
corrente no sentido indicado na Fig. 7.7a, a velocidade no ponto (x , y) 
sendo dada por q = 2(x , -y) . Os semi-eixos Qx e Qy Sao como paredes 
fixas que se encontram na origem, onde formam um lingulo de 90°. Esses 
semi-eixos podem ser consider ados como linhas de corrente particulares; 
mas entao, uma particula descendo para a origem ao longo do eixo dos y 
tem velocidade decrescente, que atinge 0 valor zero na origem. Por outro 
lado, a partir da origem, a velocidade cresce de zero a infinito ao longo do 
eixo dos x. 

E claro que 0 potencial que acabamos de analisar representa um escoa­
mento fiuido em cada urn dos quatro quadrantes, nos semi pianos, ou no 
plano todo (Fig. 7.7b). Em qualquer desses casos , a origem e um ponto de 
estagna~ao. 
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I/J ::::. const. 

(a) (b) 

Fig. 7.7 

EXERcicIOS 

1. No Exemplo 2 atnis , prove que uma particula que se desloca ao longo do eixo Oy 
tende para a origem sem Dunea alcan<;a-la em tempo finito. 

2. Fac;a urn estudo completo do escoamento fluido associado ao potencial F(z} = iaz2
, 

ande a > 0, indicando as linhas de corrente, linhas eqiiipotenciais, eventuais pontos 
de estagnac;ao e velocidadc. Fac;a urn grafico. Considere tambem 0 case a < O. 

3. Mostre que 0 campo de velocidades dado por q = a(x, 0) e irrotacionaI, mas nao 
solenoidal. Explique por que ele nao corresponde, fisicamente , ao escoamento de urn 
fluido incompressfveL Fac;a urn gnifico. 

4. Mostre que 0 campo de velocidades dado por q = w(-y, x) e solenoidal , mas DaD ir­
rotacional. Mostre que elc corresponcie a urn movimento rigido, como a de urn solido 
em rotac;ao, com velocidade angular w em volta da origem. Fac;a urn graJico. 

FONTES, SUMIDOUROS E VORTICES 

Como vimos atras, os escoamentos Buidos que estamos considerando sao 
solenoidais. Para estes campos vale a Eq. 7.3, que expl'ime 0 fato de que 0 

Buxo do campo de velocidades atraves de qualquer curva fechada C e zero. 
Mas isto deve sel' entendido no pressuposto de que a curva C e seu interior 
estejam contidos no dominio de analiticidade do potencial complexo F(z) . 
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Esta fun~ao po de ter singularidades e a integral (7.3) pode nao ser zero para 
uma curva C envolvendo singularidades. 

Vma singularidade Zo de F (z ) chama-se Jonte ou sumidouro, conforme a 
integral em (7.3) seja positiva ou negativa, respectivamente, onde C e uma 
curva fechada simples envolvendo Zo uma vez no sentido positivo. 

Os nomes Jonte e sumidouro correspondem as duas possiveis situa~6es 
fisicas: sendo positivo 0 fluxo (7.3) , isto indica que existe massa saindo efe­
tivamente atraves de C , 0 que revela ser Zo uma "fonte" , onde a massa esta 
sendo criada. Ao contrario, 0 fluxo sendo negativo, isto indica que a massa 
esta sendo consumida em zo , e este ponto age como urn "sumidouro" de 
massa. 0 valor absoluto desse fluxo e tomado como medida da intensidade 
da fonte ou sumidouro. 

V m pouco atras fizemos a hip6tese de escoamentos irrotacionais, para 
os quais a circula~ao definida em (7.5), fosse zero. Mas nisto esta implicito 
que a curva fechada C e seu interior estao no dominio de regularidade do 
movimento. Pode acontecer que parte do interior de C nem seja ocupado 
pelo fluido , como veremos adiante; ou 0 interior de C contenha uma ou mais 
singularidades do potencial complexo. (Veja 0 Exemplo 7.3 adiante.) Nesses 
casos a circula~iio r, definida em (7.5) pode nao ser zero; ela representa 
entiio uma medida do que 0 escoamento tem de componente "circulat6ria". 
Por isso mesmo uma singularidade Zo em tome da qual r # 0 e chamada 
vanice de intensidade r. 

o fluxo e a circula~ao podem ser calculados, separadamente, efetuando­
se as integra~6es em (7.3) e (7.5) , respectivamente. Mas ha urn jeito mais 
facil de se fazer isso, calculando uma unica integral complexa. Basta notar 
que 

fa F'(z)dz = fa (u - iv)(dx + idyl 

= fa udx + vdy + i fa udy - vdx . 

Mas, pelo que vimos atras, estas duas ultimas integrais sao, respectivamente, 
a circula~iio reo fluxo Q do campo de velocidades relativos a curva C: 

r = fa q. tds e Q = fa q. nds. (7.9) 

Portanto, 

fa F'(z)dz = r + iQ 
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Observe que esta ultima integral e a propria varia~ao de F (z) em volta 
de C de forma que podemos escrever: 

r + iQ = fa F'(z)dz = [F (z)lc· 

7.3. Exemplo. 0 potencial cornplexo 

I< 
F (z) = -2 .logz 

7r' 

(7.10) 

tern uma singularidade em z = 0, mais precisamente urn ponto de rami­
fica,ao . Sendo C qualquer curva fechada simples com z = 0 em seu interior, 
sabemos que [log zlc = 27ri. Daqui e de (7.10) segue-se que z = 0 e urn 
vortice de intensidade r = I< e Q = 0). 

Para visualizarmos 0 escoamento, introduzimos coordenadas polares, 
pando z = reiB : 

de sorte que 

I< . 
F(z) = -. (logr + ,e), 

2n 

q:, = I<e e ..p = -I< logr. 
27r 27r 

Vemos assim que as linhas de corrente ..p = canst. sao as circulos centrados 
na origem, r = canst.; e as linhas eqiiipotenciais q:, = canst. sao as raios pela 
origem, e = const. (Fig. 7.8). 

Fig. 7.8 

A velocidade complexa e dada par 

F'(z) = -il< = -il<-Z = -I« y+ix). 
27r z 27rr2 27rr2 ' 
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logo, 
-I<Y 

U=--
2m·2 

I<X 
e v= --2' 

27rr 

A velocidade num ponto Zo = reiO e tangente ao circulo T = const . e tern 
m6dulo Iql = I</27rT; ela esta dirigida no sentido anti·horario se I< > 0 e no 
sentido horario se I< < O. Observe que a intensidade da velocidade, 

Iql = IF'(z)1 = 2:r' 
cal como l /r com 0 crescer de T. (Compare este fato com 0 analogo do 
movimento rigido do Exerc. 4 atras. ) Este e 0 chamado escoamento de 
rotaqiio pura. 

7.4. Exemplo. Vamos estudar 0 escoamento fluido associado ao po· 
tencial complexo 

I< 
F( z)= V z + -

2 
.logz, 

7rt 
(7.11) 

onde V > 0 e I< < O. Como se ve, este potencial e a superposi<;ao dos 
potenciais correspondentes a urn escoamento paralelo e a uma rota~ao pura. 

o escoamento tern urn ponto de estagna~ao em Zo = il</27rV, pois 

F (z) = V - - = V 1 - -, il< (zo) 
27rz Z 

(7.12) 

Analisemos 0 comportamento desta fun~ao nas proximidades de z = zoo 
Como 

Zo Zo 1 00 (zo-z)n -;= (z-zo)+zo = l- (zo - z)/zo =]; ~ , 
segue·se que 

, V (z - zo) 2 27rv2 2 
F (z) = + O[(z - zo) ] = -. - (z - zo) + O[(z - zo) ]. 

Zo tl< 

Vemos assim que, nas proximidades do ponto de estagna~ao z = Zo, 0 es­
coamento aproxima-se daquele correspondente ao potencial complexo 

i7rV2 
Fo (z) = --(z - zO) 2 

-K. 
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Ora, este e do tipo estudado no Exerc. 2 atnis, onde a constante a deve 
ser tomada igual a ~7rV2 /1< > 0 e substituir z por z ~ zoo Isto nos permite 
construir 0 gnifico das linhas de corrente do potencial (7. 11) localmente nas 
proximidades do ponto z = Zo (Fig. 7.9). 

z, -=--------­
Fig. 7.9 

Voltando it Eq. 7.12, vemos que 0 escoamento apresenta um vortice na 
origem, em cujas proximidades ele se aproxima de uma rota~ao pura, no 
sentido anti-horario, pois I< < O. Dai 0 aspecto das linhas de corrente nas 
proximidades da origem, como ilustra a Fig. 7.9. 

Observemos agora que 

F'(z ) --+ V com z --+ 00, 

como vemos por (7.12). Isto significa que 0 escoamento se aproxima de urn 
escoamento paralelo no infinito, com velocidade V, ao longo do eixo dos x. 
Finalmente notamos que 

de sorte que 

F (z) = (vx + ;:) + i (Vy ~ 2: 10gr) , 

I< 1/J = Vy ~ ~ logr. 
27r 

Ora, esta fun~ao e par na variavel x: . 

1/J( ~x, y) = 1/J(x, y). 

Isto significa que as linhas de corrente sao curvas simetricas em rela~ao ao 
eixo Oy, como ilustra a Fig. 7.9. 
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EXERcicIOS 

1. No Exemplo 7.3 atras, calcule r e Q diretamente de (7.9), cnde C e uma curva fechada 
simples, positivamente orientada e que: i) nan envolve a origem; ii) envolve a origem. 

2. Estude 0 escoamento correspondente ao potencial complexo 

F (z) = .!L log z, q real. 
21r 

Mostre que a origem e uma fonte de intensidade q (fonte genuina se q > 0, sumidouro 
se q < 0) ; que 0 escoamento nao tern v6rtices; que a velocidade e radial e comporta-se 
como l IT. De uma interpretac;ao fisica a este fata, explicando por que, fisicamente, a 
velocidade nao poderia variar como logr au l Ira com ll' =j:. l. 

3. Estude 0 escoamcnto resultante da superposic;ao de uma rotac;ao pura [F(z) 
(q/27ri ) logz) com 0 escoamento radial do exercicio anterior , ista €i, com potencial 

F (z) = 2
q 

log z+ -2
q 

.logz. 
1r 1r' 

Mostre que agora a origem e fonte c vortice ao mesmo tempo, ambos com a mesma 
intensidade q. Mostre que as linhas de corrente sao espirais logadtmicas centradas 
na origem (0 que justifica a designa~ao de vorlice espiralado que se da a tal tipo de 
singularidade) . 

4. Em continua~ao ao exercicio anterior , estude 0 escoamento resultante do potencial 

F(z) = 2
q 

logz+ 2".logz, 
1r 1r' 

sob as varias hipoteses de q e K. serem positivos ou negativos. 

5. Estude 0 escoamento correspondente ao potencial F(z) = a/z , a> O. Mostr~ que 
ele nao possui fontes ou v6rtices. Fa<;a urn grafico das linhas de corrente e das linhas 
eqiiipotenciais. Estude a varia<;ao da velocidade ao lango de uma linha de corrente. 
Considere tambcm 0 caso a < 0 e 0 caso a = ib com b real. 

6. Estude 0 escoamento resultante do potencial 

F(z) = ....'L log z + 0 = q log(z + 0) -log(z - 0) 
47ft" Z - e 27f 2e ' 

onde q e c sao positivos. Mastre que este escoamento possui uma fonte ern z = -e e 
urn sumidouro em z = c, ambos de mesma intensidade q. Observe que, quando e ---+ 0 , 
o potencial aqui considerado tende ao potencial do exercicio anterior com a = q/ 2rr. 
Par causa disto 0 escoamenta do exercicio anterior e chamado de "doublet". 

7. Esboce as linhas de corrente e lin has eqiiipotenciais do escoamento associado ao pa­
tencial 

F(z) = ~logZ-ZI. 
2rr~ z - Z2 

Mostre que Zt e Z2 sao v6rtices de intcnsidades K, e -K., respectivamente. 
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8. Estude os casos DaO considerados no Exemplo 7.4: V > 0 e '" > 0, V < 0 e K, < 0, 
V < 0 e K, > O. 

9. Estude 0 escoamento associado ao potencial F (z) = V z + a log z, com V > 0 e a > 0, 
descrcvendo 0 gnifico das linhas de corrente, velocidade, pontos de estagn~ao, etc. 

ESCOAMENTO EM VOLTA 
DE UM CILINDRO CmCULAR 

o problema que vamos resolver agora e 0 de achar 0 potencial complexo de 
urn escoamento fluido em volta de urn cilindro circular de raio R, colocado 
perpendicularmente ao plano xy. Fisicamente, a situa~iio corresponde a 
perturbar urn escoamento paralelo, com a introdu~iio do cilindro. 0 resul­
tado sera urn escoamento com linhas de corrente que se aproximam de retas 
paralelas, tanto mais quanta mais nos afastarmos do cilindro. A veloci­
dade do fluido tambem sera tanto mais proxima da velocidade da corrente 
niio-perturbada quanta mais longe do cilindro estiver 0 ponto considerado. 

Suponhamos 0 cilindro centrado na origem, de forma que 0 movimento 
se passa no dominio Izl > R. Seja Woo = Uoo ~ ivoo 0 valor da velocidade 
complexa do escoamento niio-perturbado. Com a insen.iio do cilindro vamos 
obter urn escoamento regido por urn potencial complexo F (z) tal que a 
velocidade F'(z) devera ser uma fun~iio regular no dominio Izl > R, apro­
ximando 0 valor V > 0 com Izl ---> 00. Entiio 0 desenvolvimento de Laurent 
de F' (z) referente a origem devera assumir a forma 

, Cl C2 
F (z) = V + - + 2" + ... , Izl > R. 

z z 

Portanto, a menos de uma constante aditiva (irrelevante na obten~iio da 
velocidade, das lin has de corrente e das linhas eqiiipotenciais), devemos ter: 

C2 C3 
F(z) = Vz + c1log z ~ - ~ -2 ~ ... 

z 2z 

Introduzindo coordenadas polares, pondo tambem 

teremos: 

(7.13) 

iO . . a2 + ib2 - iO a3 + ib3 -20 
F(z)=Vre +(al+2bd(logr+211)~ e ~ 22 e ~ .. . 

r r 
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As fun~6es cp e ,p podem agora ser obtidas facilmente. Esta ultima, em 
particular, sendo a parte imaginaria de F(z), e dada POI': 

VrsenB + alB + bllogr 

+ 
a2senB - b2cosB a3sen2B - b3cos2B 
--=._----"-- + ? + " . ; 

r 2r-

au ainda, 

a2 + Vr2 
alB + b,logr + senB 

r 
b2 a3 b3 
-cosB+ -, sen2B - -2 '2 cosB+". 
r 2r- P' 

Observamos agora que 0 contorno do cilindro r = R deve ser uma linha 
de corrente, logo ,p = const. se r = R. Isto ocorreni se tomarmos 

Com isto 0 potencial complexo passa a ser 

onde bl e uma constante real. 
A presen~a do logaritmo em F(z) indica que 0 escoamento correspon­

dente a esse potencial pode tel' circula~iio. Sendo C uma curva orientada 
que envolva 0 cilindro Izl = R uma vez no sentido anti-hodrio, teremos: 

1 F'(z)dz = [F(z)Jc = ibl[log zJc = -21l'bl . Jc . 
Daqui e de (7.10) concluimos que 0 fluxo Q e zero e que a circula~iio tem 
intensidade K. = 21l'b l . E mais apropriado escrever F(z) em termos deste 
parametro K., da velocidade V no infinito e do raio R do cilindro: 

K. R2V 
F(z) = Vz + -.logz+ --. 

21l" z 
(7.14) 

o caso em que K. = 0, isto e, sem circula~iio, e mais simples e fica para ser 
analisado pelo lei tor como exercicio. Vamos tratar 0 caso K. < 0, procurando 
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os possiveis pontos de estagna~ao. Para isso devemos achar os valores z que 
anulam a velocidade complexa F'(z) . Como 

a equa~ao F' (z) = 0 se escreve: 

2 iK 2 z ---z - R =0 
27fV ' 

cujas raizes sao: 

(7.15) 

o caso mais simples e aquele em que nao ha circula~ao: '" = 0 e os 
pontos de estagna~ao estao em z = ±R (Exerc. 1 adiante). Se '" < 0, temos 
tres casos a considerar: 

1Q caso: '" < -41rVR. Entao as duas raizes em (7.15) sao distintas 
e imagmanas. Como seu produto e - R2 , somente uma delas estara no 
dominio do fluido, Izl > R. Neste caso 0 escoamento tern 0 aspecto indicado 
na Fig. 7.10. 

2Q caso: '" = -47fV R. Agora as raizes em (7.15) sao coincidentes e seu 
valor comum e Zo = iR. 0 escoamento esta ilustrado na Fig. 7.11. 

3Q caso: -47fV R < '" < O. Neste caso as duas rafzes estao simetrica­
mente dispostas em rela~ao ao eixo Oy , portanto seus m6dulos sao iguais 
a R. Temos assim dois pontos de estagna~ao sobre 0 cilindro Izl = R eo 
escoamento apresenta 0 aspecto ilustrado na Fig. 7.12. 
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Fig. 7.10 

Fig. 7.11 

Fig. 7.12 
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EXERCICIOS 

1. Discuta 0 escoarnento resultante do potencial (7.14) com K. = O. Analise a situac;ao 
DaD somente no dominio exterior aD cilindro, mas tambem em Izi < R. Observe que 
nas proximidades de z = 0 0 escoamento se aproxima daquele corresponciente a urn 
doublet (Exerc. 5 atras). A Fig. 7.13 ilustra as linhas de corrente externamente ao 
cilindro. 

2. Discuta 0 Exemplo (7.14) no caso V > 0 e K, > O. 

3. Considere 0 escoamento em volta de urn cilindro circular de raio R, cuja velocidade 
complexa no infinito scja agora W oo = Ve- ia e DaO V. Ista signifiea que a velocidade 
vetorial no infinito sera 0 vetar q= = V(cas o i + sen oj ), de modulo V , fazendo urn 
angulo a com 0 eixa Ox. Mostre que esse escoamento e dado peto potencial complexo 

K, R2w 
F (z ) = w= z + - . log z + --=-. 

21ft z 
(7.16) 

===~n :.f --~:::===:::-------
Fig. 7.13 

ESCOAMENTO EM VOLTA 
DE UM CILINDRO QUALQUER 

Na se~ao anterior a hipotese de que 0 cilindro fosse circular levou a deter­
mina<;ao dos coeficientes em (7. 13) e aobten<;8.0 do potencial (7. 14). No caso 
de urn cilindro qualquer, esse metodo jll. nao e aplicll.vel, e a determina~ao 
do potencial complexo tern de ser feita de outra maneira. 

Todavia, mesmo com a forma gen<irica (7.13), podemos calcular a cir­
cula~ao e provar que a coeficiente Cl deve ser urn numero imaginll.rio. De 
fato, sendo C uma curva fechada simples envolvendo 0 perfil do cilindro no 
sentido positivo, de (7.13) obtemos: 

[F (z))c = 27ric1' 
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Daqui e de (7.10), concluimos que 

r = -2:dm cl e Q = 27TRecl. 

Estas rela~iies nos mostram que 0 numero CI deve ser imaginario para que 0 

fluxo Q seja nulo. Portanto, se rc e 0 valor da circula~ao , entao CI = rc/ 27Ti 
e 0 potencial tern a seguinte forma: 

rc 00 en 
F (z) =Vz+-. log z- " ( ) I ' 27r'Z L n - l z1t 

n=2 

(7.17) 

esta ultima serie sendo convergente para Izl > R , onde Izl :-::: R e qualquer 
disco que contenha 0 perfil do cilindro. 

Resta esclarecer por que 0 fluxo Q e zero. Para isto basta lembrar que 0 

perfil do cilindro e uma linha de corrente; logo, atraves dela, Q = O. Como 
a integral de F' (z) ao longo dessa curva tern 0 mesmo valor imaginario 
se efetuada ao longo de qualquer outra curva que 0 envolva, segue-se que 
Q = a atraves de qualquer dessas curvas. 

A DIN.AMICA DO MOVIMENTO 

Ate agora temos discutido escoamentos fluidos somente do ponto de vista 
cinematico, sem qualquer preocupa~ao com as for~as envolvidas . Vamos 
cuidar disto agora, analisando a for~a que se origina da pressao p. 

s 

n 

Fig. 7.14 

Dada uma superficie fechada S, seja n 0 vetor normal unitario externo, 
isto e, dirigido para fora de S (Fig. 7.14). Entao, num elemento de superficie 
dS, a for~a de pressao que 0 fluido no interior de S exerce sobre 0 exterior 
e (pds) n , enquanto que -(pds)n e a for~a, de fora para dentl·o, no mesmo 
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elemento de superficie dS. Em conseqiiencia, a for~a de pressao resultallte, 
que 0 fluido exterior a S exerce sobre esta superficie, e dada por 

-J hpndS. 

No caso bidimensional a que estamos restritos, S e uma superficie cilin­
drica de altura unitaria, levantada sobre uma curva fechada C, como na p. 
205 (veja a Fig. 7.1). Entao, dS = 1 . ds, onde ds e 0 elemento de arco ao 
longo de C, e a integral anterior passa a ser 

- ic pnds = - J p(nx, ny)ds. 

n e agora a normal externa referente ao contorno C. 
Vamos transformar esta ultima integral numa integral dupla sobre a 

regiao R, interior a C. Para isto basta notar que ([2], Se~. 6.5) 

icpnxds = Ji ~: dxdy e icpnydS = Ji ~~ dxdy; 

portanto, a for~a sobre C, devida it pressao externa, e dada por: 

- ic pnds = - Jk \lpdxdy. 

Como se ve, a expressao - \lp tern 0 significado de jor9a por unidade de 
volume, pois produz a for~a resultante sobre R quando integrada sobre esta 
regiiio (ou melhor, sobre uma regiao cilindrica, correspondente it superficie 
cilindrica S referida acima). 

Vamos, em seguida, obter a equa9iio de conserva9iio db momento linear, 
correspondente it seguuda lei de Newton (for~a = massa x acelera~ao). Uma 
dedugao dessa equagao, numa situagao geral , esta feita em [A3], Se~. 7.2.2, 
Exemplo 3. Faremos aqui uma dedu~iio apropriada as hipoteses em que 
estamos trabalhando. 

Come~amos por observar que pea massa por uuidade de volume e - \lp 
a for~a de pressiio, tambem par unidade de volume. Entao, desprezando 
quaisquer outras forgas, a equa~ao 

dq 
p- = -\lp 

dt 
(7.18) 
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exprime a segunda lei de Newton, pois dq/ dt e a acelera~ao. Notando que 

q = q(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) , 

e usando tam bern a Eq. 7.6, obtemos: 

dq 
dt 

= 

Com isto, a Eq. 7.18 se desdobra nas seguintes equa~oes escalares: 

(7.19) 

Destas equa~oes obtemos facilmente uma importante equa~ao, devida a 
Daniel Bernoulli. Para obte-la, basta notar que as equa~oes (7.19) significam 
que 

Concluimos, pois, que 

(7.20) 

onde q2 = u2 + v2 e A e uma constante. E esta a anunciada equa,iio de 
Bernoulli. 

Na se~iio seguinte usaremos a Eq. 7.20 para deduzir a celebre formula de 
Kutta e Joukovski , que permite calcular a for~a que urn fluido em movimento 
exerce sobre urn corpo nele imerso. Urn caso tipico dessa for<;a e a chamada 
jor9a de levantamenta, responsivel pela sustenta~ao do vao de urn aviao. 

Mesmo sem fazer qualquer calculo, mas apenas com urn simples exame 
da Eq. 7.20, podemos compreender 0 surgimento dessa for~a. Como pre­
!iminar a esse exame, notemos que 0 movimento uniforme de urn aviao na 
atmosfera e dinamicamente equivalente ao movimento contririo da atmos­
fera, com 0 aviao parado. Isto resulta da observa~ao do fenameno de urn 
referencial fixado no aviao. (Alias, e essa equivalencia - conseqiiencia do 
principio da relatividade da Meciinica Classica - que perrnite 0 estudo do 
voo em tuneis de vento, ou tuneis aerodinamicos .) 

Consideremos, pois, uma asa de aviao representada pelo seu perfil no 
plano xy (Fig. 7.15) e imaginemos urn escoamento fluido com pontos de 
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estagnagao em P e Q no referido perfil. 0 eseoamento come<;a com veloei­
dade V no infinito it esquerda, bifurea-se em P , voltando a reunificar-se em 
Q, para, finalmente, reassumir a veloeidade V no infinito it direita. lnvo­
quemos agora a Eq. 7.20. Ela nos diz que a velocidade aumenta quando 
a pressao diminui e diminui se a pressao aumenta. Portanto, se os pontos 
de estagnagao forem tais que 0 areo superior P AQ seja mais longo que 0 

areo inferior P EQ, a veloeidade do fluido ao longo do primeiro desses ar­
cos tera de ser maior que a velocidade ao longo do segundo areo, pois as 
particulas que se bifuream simultaneamente em P devem ehegar no mesmo 
instante em Q. Assim, a pressao sera maior na parte de baixo da asa do 
que na parte de eima, e, eonseqiientemente, as forgas de pressao terao uma 
resultante dirigida de baixo para eima, que e a forga de levantamento ou 
sustenta<;ao. 

Evidentemente, para se eonseguir esse resultado e neeessario produzir 0 

eseoamento deserito aeima, com os pontos de estagnac;ao P e Q convenien­
temente posicionados. Como eonseguir isto e uma questao it parte, sobre a 
qual voltaremos a comentar mais adiante. 

Fig. 7.15 

Faro;;a sabre um cilindra e formula de Blasius 

Calcularemos agora a resultante das forc;as de pressao sobre urn eilindro 
de segao transversal arbitniria, imerso num fluido de escoamento dado por 
(7.17) . Seja C 0 perfil do cilindro no plano xy, n = (nx, ny) sua normal 
externa e ds 0 elemento de areo sobre C. Entao, pelo que vimos na sec;ao 
anterior, essa resultante de forc;as sera dada por 

f=Xi+Yj= - kpnds . 
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Introduzindo a forma complexa f = X - iY, e levando em conta que 

nxds = dy e nyds = -dx, 

a expressiio anterior e equivalente a 

f X - iY = k -p(nx - iny)ds = - kP(dY + idx) 

-i k p(dx - idyl = -i kPaz 

Em seguida utilizamos a Eq. 7.20 para e!iminar p. Notando que q2 = 
ww, onde w = w(z) = F' (z) e a velocidade complexa, obtemos: 

. ip r ( 2A) f = X - ,y = 2 J
e 

ww + p az. 

Ora, 2A/ P e constante e a integral de az e zero, como se verifica facilmente; 
logo, 

f X -,y = - wwaz . iPJ -
2 e 

ip r ? 2 Je [w-dz + w(waz - wdz)]. 

Como w = u - iv, temos: 

waz-wdz 2ilm(waz) 

2ilm[(u + iv)(dx - idyll 

= -2i(-udy+vdx) 

= -2i(unx + vny)ds = -2i(q· n )ds . 

Notamos agora que q . n = 0 sobre 0 contorno C, pois este e uma !inha 
de corrente. Em conseqiiencia, a for~a complexa assume a seguinte forma 
simples, conhecida como formula de Blasius: 

. ip J 2 f = X - ,y = - w(z) dz. 
2 e 

(7.21 ) 
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Formula de Kutta-Joukovski 

Em seguida usaremos esta formula para obter f em termos de V, '" e p. 
Notamos primeiramente, que, sendo w(z) regular e univalente no exterior de 
C , este contorno pode ser substitufdo par urn clrculo JzJ = R que contenha 
C em seu interior, sem que isto modifique a valor da integral em (7.21). 
Esta substitui~ao nos permite utilizar 0 desenvolvimento (7.17) para obter 
w(z) = F'(z). Com esse procedimento a expressao da for~a em (7.21) 
assume a forma 

ip 1 ( '" C2 C3 ) 2 -2 V + -
2

· +2"+3"+ ... dz 
I'I~R 1nz z z 

f = X - iY 

i
2
P 1 (V2 + v", + ... ) dz, 

Izl ~R 7rZ Z 

onde os pontos substituem termos em z-2 , z-3, . .. Ora, as integrais destes 
term os sao todas nulas , bern assim a integral de V2 Entao, fica apenas 0 

termo em 1/ z a ser integrado, 0 que nos da: 

f = X - iY = V "'pi. 

Esta expressao nos diz que a for~a so tern componente vertical, 

e estara dirigida para cima se a circula~ao '" for negativa, e para baixo 
se '" > O. Na verdade, pelo que dissemos na p. 227, estamos lidando 
apenas com a for~a por ; uperncie cilindrica de comprimento unitario na 
dire~ao perpendicular ao plano xy. A for~a numa superficie cilindrica de 

comprimento L e dada por 

Y = -V",pL. 

Mais geralmente, suponhamos que a velocidade co~ple,xa, no infinito 
. _ V -it> e nao- V. Entao como no Exerc. 3 atras, e facJl venficar 

seJa W oo - e , d (7 17) 
que a potencial complexo adequado a este caso e 0 mesmo e . , com 

Woo em lugar de V , isto e, 
K, 00 en ) 

F (z ) = woo z + -2 . log z - L (n _ l )zn 1· (7.22 
7r'l. n=2 
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A expressiio da fon,a, por sua vez , passa a ser 

f = X - iY = Ve- ia",pLi = ie-ia (V",pL). 

Portanto, 
1 = X + iY = -ieia(V",pL), (7.23) 

o que significa que a for~a f = Xi + Yj e perpendicular it velocidade qoo 
no infinito (Fig. 7.16). Alem disso, a dire~iio de f e obtida por rota~iio da 
velocidade de urn iingulo de 900

, no sentido positivo se '" < 0 e no sentido 

negativo se '" > O. 
A expressiio (7.23) da for~a e conhecida como formula de Kutta­

Joukovski, obtida independentemente por W. Kutta em 1902 e por N. 
Joukovski em 1906. 0 lingulo c> , que supomos estar compreendido entre 
zero e 900

, e chamado ilngulo de ataque. 
A analise feita ate aqui deixa em aberto varias questoes, dentre elas a 

determina~iio do potencial complexo (7.22) e do perfil da asa que sofre a~iio 
da for9a (7.23). Estas questoes seriio resolvidas adiante, para 0 que temos 
de estudar algumas transforma~oes especiais nas se90es seguintes. 

f 

-----------------------
Fig. 7.16 

A transformao;;iio de Mobius 

o objetivo desta se9iio e provar que toda fun9iio do tipo · 

az +b w---
- cz +d ' 

q~ 

cham ada transformar;iio de M iibius, tern a propriedade de levar qualquer 
reta numa reta ou circulo e tambem qualquer circulo numa reta ou circulo. 
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Posto de maneira mais sucinta, ela transforma retas e circulos em retas e/ ou 
circulos. 

A transformagao de Mobius e tambem chamada transformafiio fra­
cionaTia linear, por ser 0 quociente de dois polin6mios do primeiro grau. 

Comecemos com 0 caso particular em que a = d = 0 e b = c = 1, isto e, 
com a transformagao w = l/z. 

A equagao de uma reta ou circulo e 

(7.24) 

Trata-se de uma reta se a = 0 e pelo menos urn dos numeros b ou c e 
diferente de zero; trata-se de urn circulo se a oF 0 e b2 + c2 - 4ad > O. 

Com a notagao usual z = x + iy , W = u + iv , e lembrando que w = 1/ z , 
portanto, z = l /w, a Eq. 7.24 se escreve, sucessivamente: 

(Z+Z) (Z-Z) azz + b - 2- + c 2i + d = 0; 

~ + ~ (2. + 1) + ..': (2. _ 1) + d = 0; 
ww2ww 2t ww 

b c 
<11- 2 (w + w) - 2i (w - w) +dwv) = D,: 

d(u2 + v2) +bu -cv+a = O. (7.25) 

Ora, se (7.24) representa uma reta, teremos a = 0, b oF 0 ou c oF 0; e 
(7.25) representara uma ret a (pela origem) se d = 0, e urn circulo (tambem 
pel a origem) se d oF 0, Se (7.24) representa urn circulo, entao a oF 0 e 
b2 + c2 

- 4ad > 0; portanto, (7.25) representara uma reta se d = 0 e urn 
circulo se d oF O. lsto completa a demonstragao da propriedade ja men­
cionada e aqui enunciada em destaque: 

A funfiio w = 1/ z transforma qualquer reta e qualquer circulo numa 
reia au num circulo. 

Vamos estabelecer esta mesma propriedade para a transformagao geml 

az + b 
W= - --. 

cz +d 
(7,26) 
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Se e = 0, teremos w = ~z + b, e esta transforma~ao leva retas em retas e 

circulos em circulos (Exercs . 1 a 3 adiante). Se colO, podemos escrever: 

a(ez + d) + be - ad a be - ad 1 
w = --'---,--'---~o-- = - + . --

e(ez+d) e e ez+d 

Escrita nesta forma, visivel que a transforma~ao (7.26) e a composi~ao de 
tres transforma~5es, L\ , L 2 , L3: 

onde 

L\ : Z c--> z \ = ez + d; 

L2: z\ c--> Z2 = l /z\; 

L3: Z2 c--> w = aZ2 + (3, 

sendo a = (be - ad)/c e (3 = a/ c. Ora, como jli vimos, cada uma das 
transforma~5es LJ, L2, L3, tern a propriedade de levar retas e cireulos em 
retas eJo u circulos. Em conseqiiencia, 0 mesmo e verdade da transforma~iio 
L3L2L\ , ou seja, da transforma~iio (7.26). 

EXERCicIOS 

1. Prove que a transforma.;;3.o w = z + b leva circulos em dreulos. 

2. Prove que a transformac;ao w = az leva circulos em dreulos. 

3. Prove que a transformac;ao w = az + b leva retas em retas e circulos em dreulos. 

4. Verifique que a transformac;iio w = 1/ z leva: a) reta peia origem em reta pela origemj 
b) reta que n8..0 passa pela origem em clrculo pela origemj c) circulo peia origem em 
[eta que nao passa pela origem j e) circulo que nao passa peia origem ern circulo que 
nao passa peia origem. . 

5. Prove que a composta de duas transformac;oes de Mobius e novamente uma trans~ 
formac;ao de Mobius. 

6. Prove que a composic;ao de transforrnac;6es de Mobius e associativa, isto e, A(BC) = 
(AB)C , quaisquer que sejam as transformac;6es de Mobius A, Be C. 

7. Mostre que a transformac;ao w = Z2 leva qualquer reta pela origem num raio com 
infcio na origemj e que w = Z3 leva retas pela origem em retas pela origem. Genera­
lize para w = zn, n int eiro positivo. 
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