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A demonstragio desse teorema € simples e fica a cargo do leitor. Basta
substituir o contorno C' por contornos envolvendo cada zero e cada pdlo
isoladamente (Exerc. 2 adiante).

Observe que f'(z)/f(z) = (log f(z))’, onde tomamos qualquer ramo do
logaritmo. (Lembramos que diferentes ramos tém a mesma derivada, ja
que eles diferem entre si por valores constantes.) Em vista disso, podemos
escrever:

L p ik <%
%i‘f(z)dz—%[bgf(z)]@

ou seja, a integral é igual & variagdo de log f(z) ao longo do contorno C.
Acontece que essa variagdo so afeta a parte imagindaria do logaritmo, pois
a parte real log |f(z)| volta ao valor inicial uma vez completado o percurso
C. Em conseqiiéncia, denotando com A¢ arg f(z) a variacao sofrida pelo
argumento de f(z) ao longo do contorno C, obtemos o chamado principio
do argumento: 3

Z—P= %Ac arg f(z).

O principio do argumento tem uma interessante interpretagio
geométrica. Suponhamos que C s6 contenha em seu interior um zero z
de ordem r e nenhum pdlo. Entdo, quando z percorre o contorno C' no
sentido positivo, o ponto w = f(z) percorrera um contorno C’ envolvendo
r vezes a origem no plano w (Fig. 5.7). E se zy for um pdélo de ordem s em
vez de zero, w = f(z) percorrerd o contorno C’ envolvendo r vezes a origem
do plano w no sentido negativo.

: \ 7@‘ w=£(2)

"‘ :

O teorema seguinte é uma aplicagao interessante do principio do argu-

Fig. 5.7
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mento.

5.13. Teorema (de Rouché.) Sejam f e g fungoes analiticas numa
regido simplesmente conexa R. Seja C C R wm contorno fechado simples,
orientado positivamente e tal que |f(z)| > |g(z)| nos pontos de C. Entao
f(z) e f(2) + g(z) tém o mesmo nimero de zeros no interior de C.

Demonstracao. Por causa da hipétese |f(2)]| > |g(z)|, f(2) ndo se anula
sobre C. Em conseqiiéncia, podemos escrever:

Acarg[f(z) +g(2)] = Acarg {f( )(1+%)]
= Acarg f(z) + Ac arg (1+ ft«;)

Observe agora que o ponto w = 1+ f(z)/g(z) ndo pode circundar a origem
no plano w, pois |w — 1| = |f(z)/g(z)| < 1. Portanto,

Aca.rg(l—i-%):o,

donde segue-se que,
Ac arg[f(z) + g(2)] = Ac arg f(2).

Daqui e do principio do argumento segue o resultado desejado.

O teorema de Rouché permite fazer uma demonstragao muito elegante
do Teorema Fundamental da Algebra, do qual consideramos uma versao na

p. 107.

5.14. Teorema Fundamental da Algebra. Todo polinémio de grau
n > 0 tem ezatamente n raizes, contadas as multiplicidades.

Demonstragdo. Seja
P(z) =an2" + TRINE et BT WL TG
um polinémio qualquer de grau n > 0, de sorte que a, # 0. Pondo

f(z):a,nz”, g(z)=a-n—lzn—1+...+a.12:+ao



178 Capitulo 5: Singularidades e residuos

e |z| = R, teremos:

IS i lanIR"
R—»oo Ian 1|Rﬂ Lo, | ot |a1]R+ |a0|

¥

R—uoo

(2)

donde se vé que existe R tal que |f(z)| > |g(z)| para |z|] = R. Daqui e do
teorema de Rouché concluimos que f(z) e f(z) 4+ g(z) = P(z) tém o mesmo
niimero de zeros, isto é, exatamente n, que é o nimero de zeros de f(z),
como queriamos demonstrar.

EXERCICIOS

1. Prove que o residuo logaritmico de uma fun¢io f num ponto que seja pélo de ordem
7 da fungédo é igual a ordem s desse polo.

2. Demonstre o Teorema 5.12.



Capitulo 6

CONTINUACAO ANALITICA

Sabemos que a série

tem raio de convergéncia 1, e, portanto, define uma funcio analitica no
disco |z| < 1. Sabemos também que essa série tem por soma a fungao
g(z) = 1/(1—2z), a qual, por sua vez, est4 definida em todo o plano complexo,
exceto em z = 1. Entdo, a funcio g é uma extensdo da funcdo f; mais do
que isso, é uma “extensdo analitica”. Isto é importante, pois, embora uma
funcéo possa ter muitas extensoes diferentes, essa extensio é 1inica quando
preserva a analiticidade, como nos garante o teorema seguinte.

6.1. Teorema (de unicidade da extensao analitica). Sejam f e g
fungées analiticas numa mesma regigo R, que coincidem numa vizinhanca
de um ponto zy € R, ou apenas num conjunto de pontos tendo ponto de
acumulacdo zy € R. Entdo [ e g sdo idénticas, isto €, coincidem em toda a
regiao R.

Para a demonstragdo deste teorema, necessitamos do seguinte lema de
topologia métrica.

6.2. Lema. A distancia entre dois conjuntos fechados e disjuntos, um
dos quais limitado, € positiva.

Demonstracao. Sejam X e Y conjuntos fechados e disjuntos, sendo X
limitado. A distancia entre eles, d(X, Y), é definida como sendo o infimo
das distdncias d(z, y) = |z —y|, = variando em X e y variandoem Y. E claro
que d(X, Y) > 0. Vamos provar que d(X, ¥Y) > 0. Se fosse d(X,Y) =0,
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haveria duas seqiiéncias, z, € X e y, € Y, tais que |z, —y,| — 0. Pelo teo-
rema de Bolzano-Weierstrass, =, possuiria uma subseqiiéncia convergindo
para um ponto zg € X, a qual continuamos a indicar com a mesma notagao
Zn. Em correspondéncia a z,, haveria também uma subseqiiéncia de y,
(que continuamos a denotar por y,), a qual, por ser equivalente a z,, seria
convergente para um certo g, que pertenceria a YV, ji que Y é fechado. Em
conseqiiéncia, [zg — yo| = 0, donde zy = yo. Mas isto contradiz a hipdtese
de que X e Y sao disjuntos e completa a demonstragao.

Demonstragdo do teorema. Seja z um ponto qualquer da regiao R.
Vamos provar que f e g coincidem em z. Pela hipdtese, f e g possuem a
mesma série de Taylor numa vizinhanga de zp (veja o Teorema 4.15 na p.
136). Se z pertence a essa vizinhanga, o teorema estd demonstrado.

Se z estiver fora da referida vizinhanca, conectamos zp a z por meio de
um arco C' todo contido em R e denotamos com ¢ a distancia de C a fron-
teira de R. Como essa fronteira e C' sao conjuntos fechados, e C' é limitado,
6 > 0. Tomamos, sobre C, a partir de zg, os pontos z1, 23, ..., 2, = 2, tais
que |20 — 21| < &, |21 — 29| < 6,..., |zn—1 — 2| < 6. Entdo, z; € Vs(zj_1),
j=1,...,n (Fig. 6.1). Como f e g coincidem em Vj(zg), e z1 € Vs(20), as
séries de Taylor de f e g coincidem em Vi(z;). Como 29 € Vj(21), as séries
de Taylor de f e g coincidem em Vj(z9); e assim por diante, até concluirmos
que as séries de Taylor de f e g coincidem em Vj(z,), portanto f e g coin-
cidem em z, = z, como queriamos provar.

Fig. 6.1

O teorema de unicidade que acabamos de demonstrar leva naturalmente
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a definicdo de “continuagéo analitica” que damos a seguir.

6.3. Definicao. Sejam R uma regido e E um subconjunto de R com um
ponto de acumulagdo em R. Seja f uma funcdo definida em E, possuindo
uma extensao analitica g na regigo K. Diz-se, entdo, que g € continuacdo
analitica de f em R; ou ainda, prolongamento analitico.

O requisito de que E tenha um ponto de acumulagdo em R é feito jus-
tamente para garantir a unicidade da extensao g, de acordo com o Teorema
6.1. Com efeito, pode acontecer que duas fungoes analiticas distintas coinci-
dam numa infinidade de pontos que se acumulam num ponto zy ¢ R. (Veja
o Exerc. 1 adiante.)

Primeiras conseqiiéncias.
Permanéncia das relagoes funcionais

O teorema de unicidade garante que se uma funcdo ji é analitica numa,
regiao, e tem continuacdo analitica numa regido maior, entdo essa con-
tinuacao analitica é tnica; e garante também que uma funcao analitica
numa certa regidgo R fica completamente determinada pelo conhecimento
da funcdo apenas numa vizinhanca de um ponto de R, num pequeno arco
ou mesmo apenas num conjunto de pontos que tenha ponto de acumulagao
pertencente a R.

Consideremos concretamente o caso da fungio exponencial, inicialmente
definida no eixo real. No Capitulo 2 estendemos essa funcao a todo o plano
complexo, utilizando a férmula

e’ =" = e"(cosy + iseny);

e dessa maneira obtivemos uma funcéo analitica. Poderiamos ter utilizado
outros meios; por exemplo, a série de poténcias

o0
= Z
n=0

também define uma fungéo analitica em todo o plano, extensdo da expo-
nencial real. Em vista do teorema de unicidade, as duas extensoes aqui

T

| ™

' 2

3
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consideradas sdo idénticas. Essa mesma observacdo é vilida para todas as
funcoes reais que estendemos ao plano complexo, como o logaritmo e as
fungdes trigonométricas.

O teorema de unicidade permite estender ao plano complexo, ou a
regides do plano complexo, varias identidades que ja tenham sido estabele-
cidas no eixo real, ou em subconjuntos do eixo real. Tomemos um exemplo
simples, a identidade

cos’z +sen’z = 1%

que é valida para = real. Podemos afirmar que, para todo z complexo,

2

92
cos“z+sen“z=1.

Com efeito, F(z) = cos® z + sen® z é continuagio analitica a todo o plano

complexo da funcio real f(x) = cos®z + sen® z. Mas acontece que f(z) é
constantemente igual a 1; portanto, sua continuacao analitica também tem
de ser a constante 1.

O mesmo raciocinio aqui utilizado permite demonstrar a permanéncia
de certas relagdes funcionais. O mais simples é o caso polinomial. Assim,
suponhamos que as funcoes reais fi, ..., fn estejam definidas num intervalo
do eizo real, ai satisfazendo uma identidade do tipo

P(fl(x)r . :fn(:r)) =0,

onde P ¢ um polinémio em n varidveis. Supondo ainda que essas funcoes
tenham continuacoes analiticas a uma mesma regiao R do plano complezo,
podemos afirmar que

Pl R(E), -5 Tnl2)) =0

nessa regiao.

E exatamente esse o caso exemplificado anteriormente, da identidade
trigonométrica cos?z + sen’z = 1, onde fi(z) = cosz, fo(2) = senz e
P(fi, fo)= A+ fi—1.

O mesmo raciocinio pode ser aplicado a situagbes mais gerais que
polinémios. A titulo de ilustracio, vamos provar que

sen(z; + z2) = sen z) cos za + COS 21 sen 23.

Para isso, lembramos que essa identidade é verdadeira quando z; e z sao
nimeros reais, isto é, sabemos que, sendo = e b nimeros reais quaisquer,
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entao
sen(x + b) = sen x cos b + cos x sen b.

Por continuagao analitica,
sen(z + b) = senzcosb + coszsenb

quaisquer que sejam b real e z complexo. Com efeito, o primeiro mem-
bro desta tltima igualdade é continuagdo analitica do primeiro membro da
identidade anterior, o mesmo acontecendo com os segundos membros. Em
seguida faz-se z = 23, b = z, e nova continuagdo analitica leva z a 29,
completando a demonstracgao.

Esse mesmo raciocinio pode ser aplicado a todas as identidades estabe-
lecidas no Capitulo 2, pp. 64 e seguintes.

Continuacgao analitica por reflexao

As fungoes que assumem valores reais para valores reais da varidvel inde-
pendente, como

2

223z dicosz, | € [ etes

sdo tais que seus valores se refletem no eixo real quando z é assim refletido,

isto é: f(z) = f(Z). Isto jd nao é verdade no caso de funcoes que nao sao
reais para valores reais de z, como
2% —3iz, icosz, €¥ etc.

Essa propriedade € a versao mais simples do chamado principio de reflexdo,
que vamos considerar agora.

6.4. Teorema (principio de reflexdo). Seja f uma fungdo analitica
numa regiao R que intersecta o eixo real e tal que z € R & Z € R. Supo-

nhamos ainda que f(z) seja real para z real. Entdo f(z) = f(Z) para todo
gEH.

Demonstracdo. Seja zp um ponto qualquer de R que seja real. Entao,

f(2) =) an(z —zo)",
n=0
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para todo z numa vizinhanga conveniente de zg, digamos, Vs(zp). Os coe-
ficientes a, sao todos reais, pois

7 (o) Al )

aU:f(a:U)v alzf,($0)1 a’2:T"'1aﬂ nl yeey
e todas as derivadas f(™ (zg) que ai aparecem podem ser calculadas con-
siderando z real. Em conseqiiéncia, f(z) = f(Z), ou seja, a funcéo

F(z) = f(2) - f(2)

que é analitica em R (veja o Exerc. 9 adiante), se anula em Vj(zg); por-
tanto, se anula identicamente em R por continuagao analitica. Isto completa
a demonstragao do teorema.

O teorema anterior permite continuar analiticamente uma funcao f,
dada inicialmente numa regiao R contida no semiplano superior Imz > 0
ou no semiplano inferior Im z < 0, desde que R contenha um conjunto I do
eixo real, que seja aberto como subconjunto da reta, e f seja continua e real
em RU I. Para isso, sendo R* o refletido de R no eixo real, basta definir
f para z € R* mediante f(z) = f(%) (observe que Z € R) para que [ se
estenda analiticamente a R*.

O procedimento que acabamos de descrever é conhecido como o principio
de reflexdo de Riemann-Schwarz. Para demonstrar sua validade, vamos
supor que R esteja contido no semiplano superior Imz > 0. (O raciocinio
é inteiramente analogo caso R esteja no semiplano inferior Im z < 0.) Seja
C' um disco (aberto) centrado em algum ponto de I, e tal que, juntamente
com sua fronteira I', esteja todo contido em RU R* U I. Pelo Teorema 3.17
(p. 105), a funcao

o) = 5 | g%dc

é analitica no interior de C. Vamos mostrar que ela coincide com f(z) nesse
disco. Isto implicard o resultado desejado, como se vé facilmente.

Sejam v a interse¢io de C com I (Fig. 6.2a), I'" a parte de I' no
semiplano superior e I'~ a parte de I' no semiplano inferior. Entao, para
z ¢ I, podemos escrever:

Sl FQ geyp L £O
9(z) = i /rﬂ_w Coss ch_i_ 2mi /I“—U(u'r) ¢ _de-
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Fig. 6.2

Notamos, em seguida, pela férmula integral de Cauchy, que, se z estiver
no semiplano superior, a primeira integral serd igual a f(z) (veja também
o pardgrafo seguinte), enquanto a segunda sera nula; e se z estiver no semi-
plano inferior, a primeira integral serd nula, enquanto a segunda sera igual
a f(z). E, por continuidade, g(z) coincide com f(z) também em I.

Na verdade, estamos usando a férmula integral de Cauchy nas inte-
gracoes em I'" Uy e em '™ U (—7), o que, a rigor, exigiria saber, de an-
teméo, que f é analitica em -y. Mas isto pode ser facilmente contornado,
assim: seja I'; a parte de I" no semiplano Im z > ¢, onde £ > (0 é tomado su-
ficientemente pequeno. Em seguida fechamos o contorno I'. com o segmento
horizontal . = v + i (Fig. 6.2b). No contorno I's U . podemos aplicar
a férmula integral de Cauchy, apds o que passamos ao limite com £ — 0;
isto é possivel pela continuidade do integrando num conjunto compacto. O
mesmo raciocicio pode ser feito na integragao sobre T' U (—7).

EXERCICIOS

1. Construa um exemplo com duas fun¢des analiticas distintas, f e g, definidas na mesma
regido R, e coincidindo numa seqgiiéncia infinita de pontos distintos z, que converge
para um ponto fora de R.

2. Mostre que uma funcio analitica numa regido R ndo pode assumir o mesmo valor
num conjunto de pontos com ponto de acumulagdo em R, sob pena de ser constante.

3. Seja f uma fungéo analitica e ndo-constante numa regido R, e seja F' um subconjunto
fechado e limitado de R. Prove que s6 pode haver um niimero finito de pontos de
F onde f assume o mesmo valor. Prove, em particular, que se f é uma funcio nao-
constante e regular num ponto z, entdo existe § > 0 tal que f(z) # f(z) para todo
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10.

11.

12.

z € V{(z0). (Observe que esta propriedade segue também do Coroldrio 3.23 da p.
114.)

Dé exemplo de uma funcao analitica e nao-constante numa regido R, que assume um

mesmo valor uma infinidade de vezes em um subconjunto fechado de R.

Use continuagao analitica para provar que, para todo z complexo,

cos(z1 + 22) = cos z1 cOS 2o — sen 2] sen 2»;

z—cos(i—z) e cosz—sen(z—z)-
senz = ) = 5 s
senh(z + z2) = senh 2, cosh z3 + cosh z;senh z;

cosh(z; + z2) = cosh z; cosh z; + senh z; senh z3.

o
A série f(z) = E(—z)a" define uma funcio analitica no disco |z| < 1. Obtenha sua

n=0
continuagao analitica a todo o plano e mostre que ela é regular e nula no infinito, que

ela possui apenas trés singularidades do tipo pdlo, e localize esses pélos.
Faca o mesmo para f(z) = Z z

n=0

5n

Determine a continuacdo analitica a todo o plano da funcao

f{z):/ te “dt, #>0.
0

Mostre que ela é regular no infinito e localize sua tnica singularidade.

Com a mesma notacao usada na demonstragao do Teorema 6.4, prove que a fungao

F(z) = f(Z) é analitica em R.

Prove a reciproca do Teorema 6.4, isto é, que, se f(z) = f(Z) para todo z € R, entao
f(z) é real para z real em R.

Considere a fungio w = /z = re?/?, com as restrigdes r > 0 e 0 < 6 < 7. Explique

como continud-la analiticamente ao 42 quadrante através do semi-eixo positivo Oz;
e ao 32 quadrante através do semi-eixo negativo Oz.

Repita o exercicio anterior com a funcdo w = logz 0 < argz < 7.

RESPOSTAS E SUGESTOES

i

f(2) = sen(1/z) e g(z) identicamente nula coincidem numa seqiiéncia infinita de
pontos tendendo a zero. Isso é possivel porque zero ndo pertence ao dominio de
analiticidade da primeira funcao.
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9. Escreva f(z) = u(z, y) + w(z, y), donde
F(z) = u(z, —y) — (e, —y) =Ulz, y) +iV(z, y),

e use as equagoes de Cauchy-Riemann.

CONTINUACAO ANALITICA
E SINGULARIDADES

Quando temos uma funcio analitica f numa regido R, dizemos que o par
(f, R) constitui um elemento funcional ou germe de fungdo analitica. Isso
porque é concebivel que se possa estender f analiticamente a uma regiao
maior, englobando R; e, de acordo com o teorema da unicidade da con-
tinuagdo analitica, o elemento funcional (f, R) determinard completamente
essa continuacdo analitica, constituindo-se, pois, num “germe” da funcao
analitica estendida. Alids, basta a série de Taylor de f relativa a um ponto
zg de R para que a continuacao analitica de f fique completamente deter-
minada.

Comecemos com um exemplo concreto, retomando as fungoes conside-
radas no inicio do capitulo,

fER =3 e gla)=1—. (6.1)

A primeira, embora definida apenas no disco |z| < 1, tem soma facilmente
identificdvel, que é a fungao g(z). Em conseqiiéncia, g é a continuacéo
analitica de f a todo o plano, excetuado o ponto z = 0, que é pélo simples.
Mas em geral néo é assim, pois a fungéao pode ser dada inicialmente por

uma série cuja soma nao seja conhecida, por uma integral ou outro recurso
qualquer; e o problema que se apresenta € o de saber se ela tem continuacao
analitica e como obter essa continuagido. Por exemplo, ndo sabemos como
obter a soma da série

S,

i i |
em forma simples, como em (6.1), ou, como se diz, em “forma fechada”.
Mas sabemos que seu raio de convergéncia é 3, de forma que ela define uma
funcdo analitica no disco |z| < 3. Como, entdo, continud-la analiticamente?
Se é que ela tem continuacgdo analitica.
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Para descrever um procedimento de cardter geral, é conveniente primeiro
introduzir a no¢ao de continuacdo analitica de elementos funcionais.

6.5. Definicao. Sejam (f1, R1) e (f2, R2) dois elementos funcionais
tais que Ri N Ry # ¢ e fi(z) = fa(z) para z € Ry N Ry. Diz-se entdo
que cada um dos elementos funcionais (f1, Ri) e (f2, R2) € a continuagdo
analitica direta do outro.

Quando (f1, R;) e (f2, R2) sdo a continuagao analitica direta um do
outro, a funcéo f, definida por

f(z) = fi(z) em Ry e [(2) = fo(z) em Ry,

¢ a continuacdo analitica, tanto de f; como de f, a regido Ry U Rs.

Em geral, os elementos funcionais de que falamos aqui sio séries de
poténcias associadas a seus discos de convergencia. Assim, para continuar
analiticamente uma funcdo f, consideremos um certo caminho L, que se
origine num ponto da regido R, onde f é dada inicialmente. Observe que
(f, R) € o elemento funcional de onde partimos. Desenvolvemos f em série
de poténcias f; relativamente a outro ponto z; € L, que esteja também em
R, na expectativa de que o disco de convergéncia R; desta série tenha uma
parte fora de R. (f1, R1) é um novo elemento funcional, a partir do qual
construimos outro elemento (fa, Rs), centrado num ponto z2 € B1NL; e as-
sim por diante. Dizemos que estamos continuando analiticamente a funcao
f ao longo do caminho L, ou que se trata de uma continuacao analitica ao
longo do caminho L. Vejamos um exemplo concreto.

6.6. Exemplo. Retomemos a fungao f dada pela série em (6.1). Seja
21 um ponto qualquer de seu disco de convergéncia |z| < 1, denotado por
R, e seja fi1 a funcao dada pela série de Taylor de f relativa ao ponto z;:

oo p(n)
Filz) = Z fl_(,ZI)(Z —2z1)", onde f{n)(zl) = u__yzi)nﬁ

n=0 Wt

O raio de convergéncia desta série, como se calcula prontamente, é |1 — z|.
Seja Ry o disco de convergéncia |z — 21| < |1 — z;]|. Assim, os elementos
funcionais (f, R) e (f1, R1) sao continua¢ao analitica direta um do outro.
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Caso 0 < z1 <1, |[1—2z1|=1—2 e Ry C R (Fig. 6.3a); neste caso,
f1 é uma restricdo de f e em nada ajuda para continuar f analiticamente.
Mas, em qualquer outra situagao (Fig. 6.3b), |1 —z1| > 1 —|z1], e o disco de
convergéncia R; conterd pontos fora de R; portanto, neste caso, fi efetua
uma continuagdo analitica de f fora do disco original R. Observe que, em
ambos os casos, a fronteira de Ry passa pelo ponto z = 1, que é, como ja
sabemos, um pdlo simples da continuagao analitica de f a todo o plano.

@ ®)
Fig. 6.3

Singularidades

Consideremos uma funcao f, definida por uma série de poténcias relativa a
um ponto zy, centro de seu disco de convergéncia R. Sejam r o raio desse
disco (que supomos finito e nao-nulo), ¢ um ponto da fronteira de R e 2
um ponto qualquer do segmento aberto z;¢ (Fig. 6.4). Consideremos a série
de Taylor da funcao f relativa ao centro z;. Com isso estamos procurando
continuar f analiticamente ao longo do raio zp(.

Esta tltima série terd raio de convergéncia pelo menos igual & distancia
| — 21| de z; a ¢ (Fig. 6.4a). Mas o raio pode superar esse valor, caso
em que a série realmente continua f analiticamente além de seu dominio
original de definicao (Fig. 6.4b).

Se o raio da série for exatamente | — z1|, como ilustra a Fig. 6.4a, entao
a série ndo nos proporcionard continuacdo alguma. Neste caso, dizemos que
¢ é uma singularidade da funcdo f. Um caso como este ocorreu no Exem-
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plo 6.6, onde a funcao considerada nao tinha continuagao analitica ao longo
do raio que vai da origem ao ponto 1. Este ponto era uma singularidade
da funcao, fato este ja sabido anteriormente pelo conhecimento da soma da
série.

(a) (h)
Fig. 6.4

Um fenémeno interessante é que toda fungao definida por uma série de
poténcias de raio finito tem pelo menos uma singularidade na fronteira de
seu disco de convergéncia. E 0 que veremos a seguir.

6.7. Teorema. Seja f uma fungao definida por uma série de poténcias
r=lativa a um ponto 2z, centro de seu disco de convergéncia C, de raio R,
gue supomos finito e nao-nulo. Entdo f tem pelo menos uma singularidade
ra fronteira F de C.

Demonstragao. Suponhamos que f possa ser continuada analiticamente
ao longo de qualquer raio z9(, ¢ variando na fronteira F de C. Entao f
pode ser desenvolvida em séries de Taylor em discos C¢ (abertos) centra-
dos em (. Assim, f prolonga-se analiticamente, de forma que seu dominio
original C fica aumentado da unido U de todos esses discos C¢. (Observe
que os valores das diferentes continuagdes de f nos discos C; coincidem nas
intersegoes desses discos.) Seja G a fronteira de /. Ora, F e G sao disjun-
tos, pois F C U e U é aberto, de sorte que U N G = ¢. Entdo, a distancia
éde F a U é positiva (cf. Lema 6.2). Assim, f estard sendo continuada
analiticamente a todo um conjunto C'U U que contém um disco centrado
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em 29, de raio R + §. Em conseqiiéncia, o raio de convergéncia da série de
poténcias de f relativamente a zp deveria ser R+ 6 e ndo R. Isto contradiz
a hipdtese do teorema e completa a demonstragio.

Vamos dar exemplo de uma funcéo em que todos os pontos da fronteira
de seu disco de convergéncia sdo singularidades. A funcéo nao é continudvel
além dessa fronteira, a qual é chamada fronteira natural da funcdo.

6.8. Exemplo. Considere a funcdo definida pela série

20
_f(z):Zz”f=1—i—z+zz+zﬁ+224+...,
n=0

cujo raio de convergéncia é 1, como se vé facilmente. Consideremos valores
de z da forma z = re?™(®/2i onde 0 < r < 1 e p e g sdo inteiros, com g > 0.
Entao,
! VSl a)E
P L ?"71"627‘(‘0”'/‘})1,

. . ] . . ~ s o .
o que implica z™ = 7™ a partir de n = g, visto que, entdo, pn!/q é inteiro.
Em conseqiiéncia,

q—1 o]
f(Z) i Z zn! i Z ,rn!,
=0 n=q

donde obtemos, sendo N > 2¢ um niimero inteiro qualquer:
(s¢] !1—1 N |
| ! Y
B o . B i T e s R RS i
n=q n=0 n=q

Ora, esta tltima expressao tende a N +1—2g com r — 1. Como N pode ser
tomado arbitrariamente grande, isso prova que |f(z)| tende a infinito com
z tendendo & fronteira ao longo do raio z = re?™(?/9i, Em vista disso, é
impossivel que f tenha uma continuacao analitica g a uma regiao contendo
qualquer ponto zp da fronteira, pois g teria de ser analitica em todos os
pontos de um arco da fronteira contendo zp, mas tal arco contém infinitos
pontos da forma e27(P/9)i,
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Continuacao analitica por cadeias

Para melhor compreender a relevincia do conceito que vamos introduzir
agora, comecemos com um exemplo.

6.9. Exemplo. A funcio logz, como sabemos, s6 fica bem definida
quando restringimos o argumento de z convenientemente. Consideremos as
regides R como semiplanos dados pelas seguintes restricoes ao argumento
de z:

km km

> <argz < "2— + .
Denotemos com f; o ramo do logaritmo definido nesses semiplanos, isto
é, fr(z) = logz, com z restrito a Ri. Entdo, (fi, Rx) é um elemento
funcional ou germe do logaritmo. Observe que os elementos (fx, Ry) e
(fe+1, Rry1) s@o a continuagdo analitica direta um do outro. Os valores
k=-1,k=0,k=1ek =2 nos dao o logaritmo nos semiplanos Rez > 0,
Imz >0, Rez < 0 e Imz < 0, respectivamente. Cada um é a continuacao
analitica direta de seu antecessor ou sucessor imediato, mas nao de outro
elemento qualquer. Por exemplo, (fi, R1) ndo é continuagao analitica direta
de (f_l, R_l).

Observe que Rs e R_; tém uma interse¢do ndo-vazia, mas fs e f 1 néo
coincidem nessa intersecdo. No entanto, é claro que sendo cada elemento
funcional da seqiiéncia

(fo1, R=1), (for Bo)s (fi, B1); (fa; Rs)

continuacao analitica direta de seu antecessor imediato, entao (f2, Rp) deve
ser considerado continuagao analitica de (f-1, R_1) em algum novo sentido.
Isso nos leva & nogdo de continuagdo analitica por cadeias, como definimos
a seguir.

6.10. Definigoes. Um conjunto de elementos funcionais

(fl’ R1)1 (f2: RZ):-": (.fn: Rn),

tal que cada um € a continuacdo analitica direta de seu antecessor ou
sucessor imediato, € chamada wma cadeia de elementos funcionais ligando
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(f1, R1) a (fn, Rn). Cada elemento (fy., Ri) da cadeia é chamado uma con-
tinuagdo analitica de qualquer outro (f;, R;) (podendo eventualmente, mas
ndo necessariamente, ser continuacao analitica direta).

Diz-se que wma familia de elementos funcionais (que pode ser finita ou
infinita) € conexa se quaisquer dois de seus elementos podem ser ligados por
uma cadeia de elementos pertencentes a familia.

Esses conceitos permitem estender uma funcio analitica a partir de qual-
quer de seus elementos funcionais, de forma a se chegar a uma “extensao
maximal”, isto é, o conjunto de todas as continuagdes analiticas da fungao.
E, ao fazer isso, como ja tivemos oportunidade de ver, no caso do logaritmo,
podemos voltar, com valores diferentes, a uma regiao ja considerada. Para
remediar essa situacdo, somos levados a introduzir um conceito novo, o de
superficie de Riemann. Nao vamos nos alongar nessa direcdo, mas apenas
apresentar alguns exemplos concretos.

Superficies de Riemann

Vejamos como essas idéias se aplicam no caso concreto do logaritmo, que
comegamos a analisar no Exemplo 6.8. Os varios elementos ali considerados,
(f, Ri), com k variando no conjunto dos inteiros, sio uma familia conexa
que faz a maxima extensdo possivel do logaritmo. Mas surge aqui um novo
fenémeno: partindo de um determinado elemento funcional (f_1, R-1), que
nos da o logaritmo no semiplano Rez > 0, voltamos a este mesmo se-
miplano com o elemento funcional (f3, R3), o qual, todavia, nao coincide
com o elemento inicial (f_1, R_1): o logaritmo volta acrescido de 2mi.

Por causa desse fen6meno, dizemos que z = 0 é um ponto de rami-
ficacdo; e que o logaritmo é uma funcao multivalente. Para fazé-la “univa-
lente”, somos levados a distinguir vérias réplicas dos semiplanos, como R_;
e Rs. Para isso, vamos juntando os vérios elementos funcionais (fx, Ri) em
seqliéncia, “colando” os semiplanos K uns aos outros convenientemente.
Assim, R_; é colado a Ry no 12 quadrante, que é comum a esses semi-
planos; Ry é colado a R; no 22 quadrante, que é comum eles dois, R colado
a Ry no 32 quadrante, Ry colado a R3 no 42 quadrante etc. Mas observe que
0 42 quadrante que comparece em Rs deve ser distinguido do 42 quadrante
que comparece em R_1, bem assim todo o semiplano Rs deve ser distinguido
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do semiplano R_;.

Esse procedimento de colagem sucessiva dos varios elementos funcionais
equivale & construgdo que descrevemos a seguir. Consideramos varias
réplicas Fj. do plano complexo (k variando no conjunto dos nimeros in-
teiros), correspondendo aos niimeros complexos z tais que

2km < argz < 2(k +1)m.

F}. é cortada ao longo do semi-eixo positivo, de sorte que possui duas
arestas, uma delas em que argz = 2km, chamada 12 aresta, a outra em
que arg z = 2(k+ 1), chamada 22 aresta. Agora colamos a 22 aresta de F}
na 12 aresta de Fj.,, k variando no conjunto dos inteiros. O resultado é
o que se chama a superficie de Riemann do logaritmo, uma superficie “es-
piralada”, ilustrada na Fig. 6.5. Assim, partindo de um ponto z = rei e
aumentando continuamente seu argumento até o valor 6 + 27, atingimos o
ponto 2z’ = re?®*?7, Mas observe que 2’ n@o coincide com z, pois encontra-
se em nova folha da superficie de Riemann, o que torna o logaritmo uma
fungdo multivalente.

Observe também que a superficie de Riemann néo apenas torna a funcéo
univalente; ela faz a extensao méaxima da func¢ao. De fato, quando conside-
ramos um ramo do logaritmo, como

logz =logr+iargz, 2km<argz<2(k+ 1),

por que preferir este a outro ramo qualquer? E evidente que um ramo nao
passa de um elemento funcional ou germe, ndo a funcdo em sua totalidade.

Fig. 6.5

6.11. Exemplo. Outra fungao multivalente ¢ a raiz quadrada. Sendo
z = re, f(z) = r'/'e"¥/2, Mas o argumento f tem vérias determinacoes;
como sabemos, sendo fy uma delas, as demais sao dadas por 6y + 2k,
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k variando no conjunto dos inteiros. Assim, f(z) = r'/1e/2eF™  Qra,
ek = 41, conforme k seja par ou impar, respectivamente. Entdo, sendo
fo o valor de f(z) com k = 0, vemos que, partindo de z com argumento 6y,
apds uma volta em torno da origem no sentido positivo (k = 1), o valor de
f passa a ser —f; uma volta mais (k = 2) e o valor de f volta a ser fj.
Assim, apds o ponto z percorrer duas voltas em torno da origem, ele deve

voltar & posigéo inicial (Fig. 6.6a).

et
(a) ()

Fig. 6.6

FEssas observagbes mostram que z = 0 é um ponto de ramificacio da
fungao raiz quadrada; e para formar sua superficie de Riemann bastam ape-
nas duas réplicas do plano complexo, Fy e F| na notagao usada ha pouco.
Colamos a 22 aresta de Fjy com a 12 aresta de F] e a 22 aresta de F] com a
12 aresta de F;. A Fig. 6.6b ilustra um caminho fechado simples em volta
da origem nessa superficie de Riemann.

6.12. Exemplo. Vamos estudar a funcgédo
flz)=v22—-1=+vz+1vz—1

Para fazé-la univalente, cortamos o plano ao longo dos semi-eixos (—oo, —1]
e [1, +00), através das restrigoes

—r<arg(z+1)<m e O<arg(z—1)<2m.

Obtemos assim uma regiao (Fig. 6.7a) onde ambas as funges vz +1 e
\/z — 1 sdo univalentes, portanto, onde é também univalente a funcao orig-
inal /2% — 1.

Qutra possibilidade consiste em cortar o plano complexo ao longo do
segmento [—1, 1], de modo que, se um contorno fechado simples C' envolver
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o ponto 1, ele terd necessariamente de envolver o ponto —1 (Fig. 6.7b).
Dessa forma, se um ponto z se desloca ao longo de C, no sentido antihorario,
voltando & posicéo inicial, os argumentos de z+ 1 e z— 1 ficam aumentados
de 27 e f(z) volta ao valor inicial. Novamente aqui, f é univalente na
regido considerada, mas possui dois ramos, dependendo do valor escolhido
num ponto qualquer. Por exemplo, seja zp = 3. Como sabemos, ha dois
valores possiveis para /zg — 1, que sao v/2 e —/2, conforme arg(zg — 1) seja
um multiplo par ou impar de 27, respectivamente. Analogamente, v/zp + 1
pode assumir os valores +2 e —2. Entdo, os possiveis valores de f(z) séo
2v/2 e —24/2; uma vez escolhido um desses valores, f fica determinada em
toda a regiao que estamos considerando.

(@) (b)
Fig. 6.7

Temos de juntar esses dois ramos convenientemente para construir a
superficie de Riemann de f. Para isso, tomemos duas réplicas F] e Fy do
plano complexo cortado ao longo do segmento [—1, 1], correspondendo aos
dois ramos de f. Cada réplica possui duas arestas, ao todo quatro arestas,
duas inferiores A_ e B_ e duas superiores A, e B, (Fig. 6.8a). Obtemos
a superficie de Riemann colando A_ com B. e A. com B_. Assim, um
ponto que parta de z = 2 em F} e se desloque no sentido positivo no con-
torno circular de centro z = 1 e raio v = 1/2, ao atingir a aresta A. passa
para Fy; e, depois de mais meia volta, retorna ao ponto z = 2, mas agora
em Fy. Continuando por mais meia volta, retornamos a F, onde mais meia
volta nos leva ao ponto inicial z = 2 em F; (Fig. 6.8b).
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E F

(a) (b)
Fig. 6.8

Os exemplos de funcbes multivalentes aqui considerados sao relativa-
mente simples, e suas superficies de Riemann podem ser facilmente visua-
lizadas. Em geral isso nao é assim, mas em muitas aplicagoes basta o co-
nhecimento de ramos particulares, que obtemos freqiientemente sem muita
dificuldade.

EXERCICIOS

Nos Exercs. 1 a 7, construa a superficie de Riemann da fungﬁb dada.

Jafeifibz) = L3 2. f(z)=(z- 1)2/3.

3. f(z)=2z"/", onde m e n sio mimeros naturais, com n > 1.

4. f(z) = 2", airracional. b3 () N - b 6. f(z)= V22 +1.
7. f(z) = \/z(22 —1). Sugestao: Considere duas réplicas do plano complexo, ambas

cortadas de —1 a zero e _cle 1a oo.
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FUNCOES ANALITICAS

DEFINIDAS POR INTEGRAIS

Um exemplo interessante de continuagdo analitica é fornecido pela
chamada “funcdo gama”, uma importante funcdo especial que aparece
freqiilentemente, tanto na matematica pura como nas aplicagoes. Para estu-
dar esse exemplo, devemos primeiro considerar, de um modo geral, fungées
definidas por certas integrais.

6.13. Teorema. Seja f(z, () uma funcdo continua das varidveis z e
¢, onde z varia numa regido R e ( estd restrita a um contorno limitado
C. Suponhamos que f seja analitica em z € R para todeo ¢ € C. Entdo, a
fungao

ﬂﬂ=Lﬂa0£

9f(z Q)

0z ki

é analitica na regidgo R, e F'(z) = /C

Demonstragdo. Faremos a demonstragao no pressuposto de que C seja
um arco regular, ao qual se reduz facilmente o caso geral em que C' seja
composto de uma sucessao finita de arcos regulares, bastando para isso
substituir a integral sobre C' por uma soma finita de integrais sobre arcos
regulares. Assim, supomos que C seja dado por uma parametrizagio ¢ =
¢(t) = &(t) +in(t), t variando num intervalo (a, b).

Seja A um contorno fechado simples, envolvendo o ponto z, e todo con-
tido na regido R, juntamente com seu interior. Pela férmula de Cauchy,

= 2m/ C./f

Utilizando as parametrizacoes dos contornos C' e A, essa integral repetida
pode ser escrita como soma de integrais reais repetidas, envolvendo inte-
grandos continuos. Em tais integrais podemos inverter a ordem das inte-
gragoes; ap6s recomposicdo das integrais complexas, chegamos a conclusao
de que podemos inverter a ordem das integragoes na ultima expressao acima

€ escrever: 1 O
F&) =55 [ 5=5 L1 0k,
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ou seja,

_ 1 F®)
F(z)f%//;)‘_zd)\

Provamos, assim, que F' satisfaz a férmula integral de Cauchy, o que
permite provar que F tem derivada (ou seja, é analitica), como fizemos na
demonstragao do Teorema 3.16 (p. 103).

Falta provar que a derivada de F' pode ser calculada por derivacao sob
o sinal de integracao na definicdo original de F. Para isso, utilizamos nova-
mente a mudanca da ordem de integracdo, assim:

F&) = o (AF_(";)dez o /. L)Z LT
[0 4G 00

Isto completa a demonstragao.

6.14. Teorema. Seja C' um contorno ndao-limitado, indo para infinito
ao longo do eizo Ox ou em qualgquer outra direcdo. Suponhamos que as
condigdes do teorema anterior estejam satisfeitas em qualquer parte limitada

de C e que a integral
= [ fGe
C

seja uniformemente convergente. Entdo as conclusées do teorema anterior
permanecem vdlidas.

Demonstracao. Seja C, a parte de C' no circulo de centro na origem e
raio n. Pelo teorema anterior,
— [ 0
Chn

& analitica, & FLl2) = f of ( 072 6L g . ApTdsnidoro-Reorarbia 48 (p.123)
Ca

como se a seqiiéncia Fj, fosse a redumda s, de uma série uniformemente
convergente, teremos:

F'(z) =lim F)(z) = lim dC / Bf d(,

Cl!
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e isto conclui a demonstragao.

Um teorema andlogo a este iltimo pode ser formulado, com a hipétese
de que a integral se estenda sobre um contorno limitado C', mas o integrando
f(z, ¢) tenda a infinito em um ou em ambos os extremos de C. (Veja o Ex-
erc. 1 adiante). Veremos a aplicagao de um tal teorema no estudo da fungao
gama, considerada logo a seguir.

A funcao gama

A chamada fungdo gama aparece em varios dominios da Matematica, sejam
de natureza puramente tedrica, sejam nas aplicacées. Ela foi introduzida por
Euler como extensao do fatorial de um niimero inteiro positivo. Comegamos
observando que repetidas integracoes por partes nos conduzem a

oo
f e t"dt = n!
0

para todo inteiro n > 0. Ora, esta ultima integral faz sentido mesmo quando
substituimos n por x real maior do que —1. Isso resulta na fungao

=)= / > et
0

definida para todo z > —1. Generalizando, pois, o fatorial, podemos escre-
ver:
m -
z! =/ R A
0

Para evitar esse x > —1, basta escrever z — 1 em lugar de z, o que nos
conduz & funcdo gama com argumento real, denotada por I'(z):

oo
I'(x) :L e E . T,
Assim, I'(n + 1) = n! para todo inteiro n > 0.

A notagio z! até que é a mais l6gica e natural para indicar a funcao
I'(z + 1), e alguns autores chegaram a insistir nela, mas sem sucesso; I" é a
notagao consagrada e nao ha mais como mudar essa situagao.

A dltima integral acima faz sentido mesmo quando substituimos a
varidvel real z pela varidvel complexa z, desde que fagamos a restri¢do
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Re z > 0. Para vermos isso, primeiro separemos as duas integrais impréprias
que aparecem na expressao

Llz)= /Om e it 1dt (6.2)

da seguinte maneira:

1 00
I(z) = / et + f et 14t, (6.3)
0 1

A segunda destas integrais converge qualquer que seja z, por causa do fator
e, que decai fortemente no infinito e domina o fator t*~!. Além disso,
a convergéncia é uniforme, desde que z fique restrito a qualquer regido
limitada (Exerc. 2 adiante). Portanto, pelo Teorema 6.14, essa segunda
integral define uma func¢ao inteira, ou seja, analitica em todo o plano.

J4 a primeira integral sé converge se Re z > 0, em vista do fator 1, que
tende a infinito quando ¢ se aproxima de zero. Para provar que ela define
uma fungfo analitica em todo o semiplano Re z > 0, basta notar que, dado
um tal z, existe @ > 0 tal que Rez > a; e, como a integral é uniformemente
convergente nesse dominio (Exerc. 3 adiante), concluimos que ela define
uma funcao analitica de z em todo o semiplano Re z > 0 (conforme o Exerc.
1 adiante). Em conseqiiéncia, a funcao gama, dada pela expressao (6.2), é
uma funcdo analitica no semiplano indicado, Re z > 0.

Continuacao analitica a todo o plano

Observe que

71

t 1 1 -
e R e Z n, Z

n=0 n=0

é uma série que, a excegdo do primeiro termo, converge com Re z > 0; por-
tanto, pode ser integrada termo a termodet=0at = 1:

1 e 1\n n 1
—~tyz—1 35 ( 1) / n+z-—1 ( 1) /n
/(; B = E =3 i Vi e— E S

n=0 0
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Substituindo em (6.3) obtemos:

1“(,z)=/1 ettt TR, (6.4)

n=0 z+mn

A série que ai aparece converge uniformemente em qualquer regiao cuja
fronteira esteja a uma distancia positiva do conjunto formado pela origem
e os inteiros negativos (Exerc. 4 adiante). Exemplo de tal regido é o plano
todo do qual se eliminam discos de raios ¢ > 0, centrados nos referidos
pontos. Portanto, a expressdo (6.4) é a continuacdo analitica da funcédo
gama a todo o plano complexo, excegao feita do zero e dos inteiros negati-
vos. Como essa mesma expressao nos mostra, esses pontos sao polos simples
com residuos (—1)"/n!

EXERCICIOS

1. Seja f(z, ¢) uma fung¢do continua das varidveis z e ¢, onde z varia numa regiao R e
C estd restrita a um contorno limitado C', excluidos um ou ambos de seus extremos.
Suponhamos que f seja analitica em z € R para todo { € C, tendendo a infinito
quando ¢ aproxima um dos extremos de C; e que a integral que define a funcéo

1 / fz, O
&

seja uniformemente convergente. Prove que £ (z) é analitica na regiao R, e

" ==, af(zv C)

oo

2. Prove que a integral / e 't"~'dt converge uniformemente, desde que a varidvel z

1
fique restrita a qualquer regiao limitada.

1
3. Prove que a integral f & converge uniformemente em qualquer semiplano

0
Rez>a>0.

4. Prove que a série em (6.4) converge uniformemente em qualquer regiio cuja fron-
teira esteja a uma distancia positiva do conjunto formado pela origem e os inteiros
negativos.

5. Prove que I'(z) = (z — 1)I'(z — 1). Mais geralmente, prove que

I(z+n)=(z+n=1)(z+nrn—2)...(z2+ 1)2I'(2),
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donde
T(z+n)

I'(=z)= :
() z(z+1)(z2+2)...(z+n—-1)
Observe que esta expressao permite fazer a continuacao analitica de T'(z) ao semiplano
Rez > —n, pois o segundo membro estd definido nesse semiplano, excegao feita dos
pélos 0, -1, —=2...— (n —1).
Calcule I'(1/2) = /@, I'(5/2), I'(—9/2); de um modo geral, calcule I'(n + 1/2),
sendo n inteiro qualquer, positivo ou negativo. Sugestdo: Primeiro mostre que

oo
2
/ e dz = \/7/2; faca isso elevando a integral ao quadrado e transformando a
0

integral repetida numa integral dupla. (Veja [A3], Seg. 5.5.)

o0
z 2 -~ sy -
Mostre que e *" dt define uma funcgdo analitica no semiplano Re z > 0. Mostre

0
ainda que essa func¢do tem continuacgao analitica a todo o plano cortado ao longo do
semi-eixo (—oo, 0], dada por +/7/4z.



Capitulo 7

APLICACOES A DINAMICA
DOS FLUIDOS

0S MOVIMENTOS FLUIDOS A CONSIDERAR

Veremos, no presente capitulo, algumas aplicagbes simples das fungoes anali-
ticas & Dinamica dos Fluidos e, em particular, & Aerodindmica. Nossas con-
sideragoes se restringirao a fluidos perfeitos, homogéneos e incompressiveis.
Num fluido perfeito a forga que uma parte do fluido exerce sobre a parte
adjacente é devida apenas a pressao, sempre perpendicular & superficie de
separacao entre as partes. Na verdade, isto nunca ocorre na Natureza, sendo
apenas uma idealizacao simplificadora, confirmada, com boa aproximacao.
em varias situagoes fisicas importantes.

Faremos a hipdtese de que o fluido permanega homogéneo e incom-
pressivel durante o movimento, de sorte que a densidade de massa p é cons-
tante em todos os pontos e durante todo o tempo!. Suporemos também que
o movimento seja bidimensional e estacionario. Bidimensional significa que
existe um plano, que tomaremos como o plano zy, tal que a velocidade s
mantenha paralela a este plano, independente da terceira coordenada espa—
cial z, de forma que o movimento é o mesmo em todos os planos paralelos as
plano zy, bastando, pois, estudar o movimento neste plano. Estaciondrio &
o movimento cuja velocidade em cada ponto mantém-se constante no tempo.

|

! Homogéneo significa que p se mantém constante nos diferentes pontos, podendo varias
com o tempo; incompressivel significa que p se mantém constante para cada particula, po-
dendo variar de uma particula para outra. As duas condigoes juntas implicam p constante
em todas as variaveis, espaciais e temporal.
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Conservacdao da massa

Denotemos com q = q(z, y) o vetor velocidade no ponto (z, y), de com-
ponentes u = u(z, y) e v = v(z, y). Suporemos sempre que essas fungdes
sejam de classe C, isto é, elas tém derivadas parciais de primeira ordem
continuas em seus dominios de definigao. Entao u e v satisfazem a seguinte
equagao, chamada equagdo de continuidade ou equacdo de conservagdo da

massa:

Ou  Ov

; i

Na verdade, esta equagio é caso particular da equagdo geral de con-
tinuidade, da qual fazemos uma dedugéo em [A3], p. 232, Eq. 7.11).

divg = 0. (7.1)

Vamos deduzir (7.1) diretamente, considerando o fluxo do vetor q
através de uma curva C. Se ds designa o elemento de arco ao longo de
C e n = (n,, ny) o vetor unitdrio normal & curva (Fig. 7.1a), o fluzo 1) de
q através de C, no sentido de n, é definido pela expressao

?j)z/cq-nds (7.2)

ds

(a) (b)
Fig. 7.1

A importéncia deste conceito decorre do significado fisico de p¢, que
passamos a explicar. Seja S a superficie cilindrica formada pelos segmentos
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unitérios levantados a partir dos pontos de C', perpendicularmente ao plano
zy (Fig. 7.1b). Entao, ao elemento de arco ds corresponde um elemento
de superficie dS = 1 - ds, de sorte que q - nds é numericamente igual ao
volume q-nds de um pequeno cilindro de base dS e altura g-n. Ora, q é o
deslocamento das particulas de fluido por unidade de tempo, de forma que
q-nds é o volume de fluido que atravessa o elemento de area dS por unidade
de tempo. Em conseqiiéncia, pq - ndS é a massa de fluido que atravessa dS
por unidade de tempo no sentido do vetor gq. Quando integramos sobre
C' em (7.2) e multiplicamos por p, vemos que py é a massa de fluido que
atravessa a superficie S na unidade de tempo, no sentido indicado por n.

Notemos que a integracao em (7.2) serd negativa naqueles trechos da
curva onde g-n < 0, ou seja, onde o fluxo de massa através de S efetivamente
se processa no sentido oposto ao de n. Assim, pi representa, na verdade, a
soma algébrica de toda a massa que atravessa S no sentido de n; ou ainda,
p é a diferenca entre a massa que atravessa S no sentido de n e a que
atravessa S no sentido oposto ao de n.

Suponhamos agora que C seja uma curva fechada simples, que esteja
contida, juntamente com seu interior, no dominio onde u e v sejam de
classe C!. Seja n a normal externa de C. p» serd a massa total que sai
do interior de S na unidade de tempo, ou ainda, a diferenca entre a que
sai (nos trechos de C onde q-n > 0) e a que entra (nos trechos de C' onde
q-n < 0) (Fig. 7.2). Como o fluido é incompressivel, pi) é zero, pois a
massa que efetivamente sai é compensada pela que efetivamente entra para
o interior de C'. Assim,

f q-nds=0 (7.3)
@

e, pelo teorema da divergéncia (p. 90),

/ / oo
R

onde R é o interior da curva C'. Como divq é funcao continua e R é um
dominio arbitrario, o teorema da média para integrais nos permite concluir
que divg = 0. Isto completa a demonstracao de (7.1).
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o

Fig. 7.2

O campo de velocidades é, como se vé, solenoidal, designacao esta que
é dada aos campos vetoriais com divergente nulo. Como é fécil ver, um
campo vetorial q é solenoidal se e somente se seu fluxo é zero para todo
contorno fechado simples que esteja contido, juntamente com seu interior,
no dominio onde div q seja continuo.

A lei de conservagao da massa na forma (7.3) tem como conseqiiéncia
que o fluzo de q através de uma curva com origem num ponto Py e extre-
midade num ponto P nao depende da curva, mas somente dos pontos Py e
P. De fato, se C e C' sdao duas curvas com a mesma origem P e a mesma
extremidade P, entao C' — C’ é uma curva fechada (Fig. 7.3); logo,

j{ q-nds=0,
c-C’
donde obtemos

/ q-nds:f q-nds,
C o

que é o resultado desejado. (Nesse raciocinio estamos supondo, tacitamente,
que o interior do circuito C' — C’ esteja todo contido no dominio de g; ou
ainda, que a curva C se deforma na curva C’ sem sair do dominio de q.)
Segue-se entao que, fixado o ponto inicial Py = (zo. yo), o fluxo ©¥» dado em
(7.2) passa a ser uma funcdo do ponto final P = (z,y), ja4 que pode ser
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escrito na forma

P
W =(P) =f q-nds (7.4)
Py
P
&
Pﬂ
Fig. 7.3

Esta fungdo v permanece constante ao longo das trajetorias das
particulas. Para vermos isso, notamos que se ) é um ponto qualquer sobre
a trajetéria que passa por P (Fig. 7.4), podemos escrever:

P Q Q
w(Q)=/PD q-nds—f—fp q-nds=¢:(P)+/P q-nds

Ora, esta tultima integral se anula, pois é feita ao longo da trajetoria por
P, e q ¢é tangente, enquanto n é normal a essa trajetéria, de forma que

=m0
s L Q

Fig. 7.4
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Escoamentos irrotacionais

Obteremos agora uma nova equagdo do movimento, ou escoamento fluido.
Comegamos com a seguinte integral de linha:

I‘=/q-tds, (7.5)
C

onde C' é um caminho fechado, que supomos seja simples e em cujo interior
as fungdes u e v sejam de classe C! e t é o vetor unitdrio tangente a C.
Essa integral I' é chamada a circulagdo do campo de velocidades q ao longo
da curva C. Observe que o produto q -t é o valor escalar da velocidade
tangencial, de forma que a circulagdo I' é, de fato, uma medida de quanto
as particulas fluidas tendem a circular ao longo do circuito C. Por exemplo,
vamos supor que o0 movimento seja uma rotagao pura, a velocidade sendo
sempre perpendicular ao raio vetor r = (z,y), como ilustra a Fig. 7.5a. E
claro entao que a circulagao de q sera positiva ao longo de circulos centrados
na origem e percorridos no mesmo sentido de q. Por outro lado, se a veloci-
dade for constante, a circulagéo serd zero ao longo de qualquer circuito C,
e é facil entender por que: a contribuicéo & integral em (7.5) serd positiva
na parte de C onde q -t > 0 e negativa onde q -t < 0 (Fig. 7.5b).

(@
Fig. 7.5

A circulagdo é uma funcao do circuito C. Considerando este circuito
como constituido das mesmas particulas do fluido, ele se deforma com o
passar do tempo. Um teorema fundamental, devido a Lord Kelvin (e que
ndo vamos demonstrar aqui)?, afirma que a circulagio permanece constante

%0 leitor pode encontrar a demonstracio desse teorema mnas referéncias [C1] e [MI].
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com o passar do tempo. Ora, na hipdtese de que o movimento se origina do
repouso, a circulagao é inicialmente zero; logo, serd zero por todo o tempo.

Esta é a hipdtese de que o movimento seja #rrotacional. Vejamos a que
equagao diferencial ela nos leva. Para tanto, basta notar que

0=/q-tds=fuda:+vdy.
c c

Aplicando o teorema de Green (p. 90), esta equagao passa a ser

dv  ou
e @) 0

onde R é a regiao interior ao circuito €. Finalmente, como o integrando
é uma fungao continua e R é uma regido arbitraria, obtemos a seguinte
equagao diferencial:

ov Ou

Fen (7.6)

Como ¢ facil ver, as equagoes (7.1) e (7.6) sdo as equagoes de Cauchy-
Riemann para as fungées u e —v, de sorte que a funcdo u—iv é analitica. Isto
estabelece uma ligagdo muito importante e 1itil entre a teoria das fungoes
analiticas e os movimentos bidimensionais de fluidos que sejam homogéneos,
incompressiveis, estaciondrios e irrotacionais. De fato, uma das maneiras
de encontrar esses movimentos consiste em determinar solucoes de (7.1) e
(7.6), satisfazendo certas condigoes adicionais, chamadas condi¢ées de con-
torno. Mas, por causa da mencionada ligacdo com as fungdes analiticas, a
determinacao dos fluidos pode ser feita mais facilmente partindo de fungoes
analiticas concretas, como veremos adiante.

As funcoes potenciais
A Eq. 7.6 nos diz que a diferencial

udz + vdy

Alids, estes livros apresentam os fundamentos mateméticos da Dindmica dos Fluidos de
maneira precisa, clara e sucinta.
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¢é exata, j4 que sua integral ao longo de qualquer curva fechada C é zero
([A3], p. 208). Logo, existe uma fungdo ¢ = ¢(x,y), chamada potencial de
velocidade, tal que

_ 99 9¢

= o a—y; ou q=grad¢ ()

Substituindo (7.7) em (7.1), verificamos que ¢ satisfaz a equacao de Laplace:

2 2
Y i sl el (7.8)
dz2  Oy?
Vemos assim que a fung@o ¢ ¢ harmonica, possuindo, pois, derivadas parciais
de todas as ordens.

Seja ¥ = ¢(z,y) a conjugada harmonica de ¢. Pelo que vimos na p.
111, ¢ é determinada a menos de uma constante aditiva. Suas curvas de
nivel,

¥(z,y) = const.,

cruzam as curvas de nivel da func¢édo ¢ em angulo reto em todo ponto onde
grady # 0 (ou grad¢ # 0). Ora, como q = grad ¢, vemos que, onde
o campo vetorial q for diferente de zero, ele é perpendicular as curvas
equipotenciais

¢(z,y) = const.

e tangente as curvas 19 = const. Estas curvas sao, pois, as trajetorias das
particulas, ou linhas de corrente’.

De acordo com a férmula (3.20) da p. 113, a fungéo 1, chamada func¢do
de corrente, é dada por

(z,y) (z,9)
w(xs y) = d)ﬂ i ¢‘~’l’-‘dy = ¢5yd37 ==, 1.90 o Udy 1 'Udl',
(z0,%0) (z0.0)
onde ¥y é uma constante arbitraria e a integracio se processa ao longo de
qualquer caminho C' ligando (zg, yo) a (x, y). Se ds designa o elemento de

3Com a hipétese que fazemos de que o escoamento seja estaciondrio, esses dois conceitos
coincidem. Fora dessa hipdtese, as trajetdrias sdo diferentes das linhas de corrente. Estas
520 definidas como as curvas em cada um de cujos pontos as direcbes da tangente e da
velocidade coincidem. Ora, se a velocidade variar com o tempo em cada ponto, as linhas
de corrente, em geral, ndo coincidirio com as trajetorias.
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arco ao longo de C e n = (ny,, ny, ) o vetor normal unitério, entao ([2], p.
201)
dz = —nyds e dy=n.ds,

de sorte que
(z.9)

wa):¢o+/‘ q-nds
(o, 0)
Isto mostra que, a menos da constante g, ¥ € o fluzo do campo de veloci-
dades q através de qualquer curva ligando (xo, w) a (z, y), isto é, a mesma
grandeza dada em (7.4).

Com a notagao z = z + iy, a funcéo analitica

F(z) = ¢(z, y) + iY(z,y)
é chamada o potencial complero do movimento. Observe que
F’(Z) =¢I+1’l,b¢ =¢1_?‘¢y:ﬂ.—ﬁv,

de sorte que a expressao w(z) = F'(z), é chamada, apropriadamente, de
velocidade complera. O médulo da velocidade, por sua vez, resulta ser

la] = vu +42 = |F'(2)|.

Os pontos z onde F'(z) = 0 — e, consegiientemente, q = (0 — s@o chamados
pontos de estagnagao.

Como mencionamos atras, um modo pratico de encontrar possiveis es-
coamentos bidimensionais de fluidos consiste em partir de exemplos concre-
tos de funcgdes analiticas F'(z), o que é muito mais facil do que resolver as
equagoes diferenciais parciais (7.1) e (7.6) — ou sua equivalente (7.8). A
partir de agora, e nas segbes seguintes, descreveremos vérios exemplos de
escoamentos fluidos correspondentes a potenciais complexos dados.

Exemplos basicos

7.1. Exemplo. Consideremos a fungao

Fiz)— oz,
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onde & = a + ib é uma constante. Temos:

Fl(z)=a=a+1ib

F(z) = (az — by) + i(bz + ay),
de sorte que

p=ar—>by e 1=bx+ ay,

Y= e = —h.
O escoamento fluido ocorre em todo o plano complexo, as linhas de
corrente sendo dadas pela familia de retas paralelas,
bz 4+ ay = const.

e as linhas eqiiipotenciais pela familia de retas ortogonais,

ax — by = const.

Como se vé, e como ja sabemos, as retas de cada familia cruzam as retas da
outra familia ortogonalmente (Fig. 7.6). O escoamento é uniforme ao longo
de retas paralelas, com velocidade complexa F'(z) = a = a + tb = u — v,
por isto mesmo chamado escoamento paralelo. O escoamento é paralelo ao
eixo Oz, da esquerda para a direita, quando &« = V > 0,V sendo entao a
velocidade do escoamento.

ax - by = const.

bx + ay = const.

Fig. 7.6

7.2. Exemplo. Vamos considerar o potencial complexo

F(z) =22,
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restrito ao primeiro quadrante z > 0, y > 0. Como
F(2) = (z + iy)? = 2 — 9 + 2ixy,

Vemaos qlle
p=2"—9" e ¢=2ay,

de sorte que as linhas de corrente sdo as hipérboles
2y = const.
e as linhas equiipotenciais as hipérboles
z? - y2 = const.

Novamente observamos que as linhas de corrente cruzam as linhas eqiiipo-
tenciais ortogonalmente, como ilustra a Fig. 7.7. (Veja também o Exerc.
13 da p. 62.) A velocidade complexa é dada por

F'(2) = 22 = 22+ 2iy = u — iv,

de sorte que u = 2r e v = —2y.

Como se ve, o presente potencial complexo descreve um escoamento
fluido no 12 quadrante, as particulas se deslocando ao longo das linhas de
corrente no sentido indicado na Fig. 7.7a, a velocidade no ponto (z, y)
sendo dada por q = 2(z, —y). Os semi-eixos Qz e Qy sdo como paredes
fixas que se encontram na origem, onde formam um angulo de 90°. Esses
semi-eixos podem ser considerados como linhas de corrente particulares;
mas entao, uma particula descendo para a origem ao longo do eixo dos y
tem velocidade decrescente, que atinge o valor zero na origem. Por outro
lado, a partir da origem, a velocidade cresce de zero a infinito ao longo do
eixo dos z.

E claro que o potencial que acabamos de analisar representa um escoa-
mento fluido em cada um dos guatro quadrantes, nos semiplanos, ou no
plano todo (Fig. 7.7b). Em qualquer desses casos, a origem é um ponto de
estagnacao.
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b = const.

¢ = const.

(a) (&)
Fig. 7.7

EXERCICIOS

1. No Exemplo 2 atrds, prove que uma particula que se desloca ao longo do eixo Oy
tende para a origem sem nunca alcancéd-la em tempo finito.

2. Faga um estudo completo do escoamento fluido associado ao potencial F(z) = iaz’,
onde a > 0, indicando as linhas de corrente, linhas egiiipotenciais, eventuais pontos
de estagnacao e velocidade. Faga um grafico. Considere também o caso a < 0.

3. Mostre que o campo de velocidades dado por q = «(z, 0) é irrotacional, mas nao
solenoidal. Explique por que ele ndo corresponde, fisicamente, ao escoamento de um
fluido incompressivel. Faga um gréfico.

4. Mostre que o campo de velocidades dado por q = w(—y, ) é solenoidal, mas nao ir-
rotacional. Mostre que ele corresponde a um movimento rigido, como o de um sélido
em rotagdo, com velocidade angular w em volta da origem. Faga um gréfico.

FONTES, SUMIDOURQOS E VORTICES

Como vimos atras, os escoamentos fluidos que estamos considerando sao
solenoidais. Para estes campos vale a Eq. 7.3, que exprime o fato de que o
fluxo do campo de velocidades através de qualquer curva fechada C é zero.
Mas isto deve ser entendido no pressuposto de que a curva C' e seu interior
estejam contidos no dominio de analiticidade do potencial complexo F(z).
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Esta funcao pode ter singularidades e a integral (7.3) pode néo ser zero para
uma, curva C' envolvendo singularidades.

Uma singularidade z; de F'(z) chama-se fonte ou sumidouro, conforme a
integral em (7.3) seja positiva ou negativa, respectivamente, onde C' é uma
curva fechada simples envolvendo zp uma vez no sentido positivo.

Os nomes fonte e sumidouro correspondem as duas possiveis situagoes
fisicas: sendo positivo o fluxo (7.3), isto indica que existe massa saindo efe-
tivamente através de C, o que revela ser z; uma “fonte”, onde a massa esta
sendo criada. Ao contrario, o fluxo sendo negativo, isto indica que a massa
estd sendo consumida em zp, e este ponto age como um “sumidouro” de
massa. O valor absoluto desse fluxo é tomado como medida da intensidade
da fonte ou sumidouro.

Um pouco atras fizemos a hipétese de escoamentos irrotacionais, para
os quais a circulacao definida em (7.5), fosse zero. Mas nisto estd implicito
que a curva fechada C e seu interior estdo no dominio de regularidade do
movimento. Pode acontecer que parte do interior de C' nem seja ocupado
pelo fluido, como veremos adiante; ou o interior de C' contenha uma ou mais
singularidades do potencial complexo. (Veja o Exemplo 7.3 adiante.) Nesses
casos a circulacao I', definida em (7.5) pode ndo ser zero; ela representa
entdo uma medida do que o escoamento tem de componente “circulatéria”.
Por isso mesmo uma singularidade zp em torno da qual I' # 0 é chamada
vortice de intensidade T'.

O fluxo e a circulagdo podem ser calculados, separadamente, efetuando-
se as integracoes em (7.3) e (7.5), respectivamente. Mas ha um jeito mais
facil de se fazer isso, calculando uma unica integral complexa. Basta notar
que

ﬁ:’ F'(2)dz = f;(u — w)(dz + idy)

=jt§ udm+vdy+i}{ udy — vdx.
C c

Mas, pelo que vimos atras, estas duas ultimas integrais sao, respectivamente,
a circulagdo I' e o fluxo @ do campo de velocidades relativos & curva C:

in)q-tds ¢ Q=£zq-nds. (7.9)

Portanto,

f F'(2)dz =T +iQ
C
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Observe que esta tltima integral é a prépria variagao de F(z) em volta
de C' de forma que podemos escrever:

T +iQ= f F'(2)dz = [F(2)]c. (7.10)
(94
7.3. Exemplo. O potencial complexo
K
T(z) =
(2) = log z

tem uma singularidade em z = 0, mais precisamente um ponto de rami-
ficagdo. Sendo C' qualquer curva fechada simples com z = 0 em seu interior,
sabemos que [log z]c = 2wi. Daqui e de (7.10) segue-se que z = 0 é um
vortice de intensidade I' =k e @ = 0).
Para visualizarmos o escoamento, introduzimos coordenadas polares,
pondo z = ret?: 2
Flz)= 2—m,(10gr + i6),

de sorte que

e _ —klogr

S g o 27, ..
Vemos assim que as linhas de corrente 1/ = const. sao os circulos centrados
na origem, r = const.; e as linhas eqiiipotenciais ¢ = const. sao os raios pela

origem, # = const. (Fig. 7.8).

Fig. 7.8

A velocidade complexa é dada por
—is =B —slyie)
21z  2mr? 2mr2

Fiz) =



218 Capitulo 7: Aplicagdes a dinamica dos fluidos

b —KY KT

b= e v= s
27r2 272
A velocidade num ponto zy = re’ é tangente ao circulo r = const. e tem
moédulo |g| = x/27r; ela estd dirigida no sentido anti-horério se x > 0 e no
sentido horario se k < 0. Observe que a intensidade da velocidade,

K
=P =—

ol = F'@)| = 5,

cai como 1/r com o crescer de r. (Compare este fato com o andlogo do
movimento rigido do Exerc. 4 atrds.) Este é o chamado escoamento de

rotacao pura.

7.4. Exemplo. Vamos estudar o escoamento fluido associado ao po-
tencial complexo
F(z)=Vz+ Lol log z (7.11)
2mi ; 3

onde V > 0e k < 0. Como se vé, este potencial é a superposicdo dos
potenciais correspondentes a um escoamento paralelo e a uma rotagdo pura.
O escoamento tem um ponto de estagnagdo em zy = ix/27V, pois

Fl(z) =V — % =V(1—Z;D) (7.12)

Analisemos o comportamento desta fungéo nas proximidades de z = z.
Como

20 20 ¥ 1 - i (zo - z)"
z _(Z—ZQ)+Z(]—1—(20—2!)/20_'171 20 ;
segue-se que
I 2712
F(2) = 22 1 Of(e - 20)%) = 22— 20) +Ol(z — ).

Vemos assim que, nas proximidades do ponto de estagnagio z = zy, o es-
coamento aproxima-se daquele correspondente ao potencial complexo
.
iV
Fg(z) = (z—Zg)g.
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Ora, este é do tipo estudado no Exerc. 2 atras, onde a constante a deve
ser tomada igual a —7V?2/k > 0 e substituir z por z — zg. Isto nos permite
construir o gréfico das linhas de corrente do potencial (7.11) localmente nas
proximidades do ponto z = z (Fig. 7.9).

TS

Fig. 7.9

Voltando a Eq. 7.12, vemos que o escoamento apresenta um vortice na
origem, em cujas proximidades ele se aproxima de uma rotacao pura, no
sentido anti-horério, pois k < 0. Dai o aspecto das linhas de corrente nas
proximidades da origem, como ilustra a Fig. 7.9.

Observemos agora que

F'(z) >V com z— o0,

como vemos por (7.12). Isto significa que o escoamento se aproxima de um
escoamento paralelo no infinito, com velocidade V', ao longo do eixo dos z.
Finalmente notamos que

) 5
=V = i it
F(z) ( $+2F)+1(Vy e logr),
de sorte que
P =Vy— Rt log 7.
2
Ora, esta fungdo é par na varidvel z:
Y(—z, y) =¥(z, y).

Isto significa que as linhas de corrente sao curvas simétricas em relacdo ao
eixo Oy, como ilustra a Fig. 7.9.
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EXERCICIOS

1. No Exemplo 7.3 atras, calcule I' e Q diretamente de (7.9), onde C' é uma curva fechada
simples, positivamente orientada e que: i) ndo envolve a origem; ii) envolve a origem.

2. Estude o escoamento correspondente ao potencial complexo
q
F(z) = —logz, real.
(2) = 5-logz, ¢

Mostre que a origem é uma fonte de intensidade ¢ (fonte genuina se g > 0, sumidouro
se ¢ < 0); que o escoamento nao tem vortices; que a velocidade é radial e comporta-se
como 1/r. Dé uma interpretagao fisica a este fato, explicando por que, fisicamente, a
velocidade nao poderia variar como logr ou 1/7* com o # 1.

3. BEstude o escoamento resultante da superposicio de uma rotagio pura [F(z) =
(g/2mi) log z] com o escoamento radial do exercicio anterior, isto é, com potencial

2

log 2.
om 8

q
F(z)= ——logz+
(2) = 5 -log
Mostre que agora a origem é fonte e vortice ao mesmo tempo, ambos com a mesma
intensidade g. Mostre que as linhas de corrente sdo espirais logaritmicas centradas
na origem (o que justifica a designacao de vdrtice espiralado que se dd a tal tipo de
singularidade).

4. Em continuagao ao exercicio anterior, estude o escoamento resultante do potencial
K

Piz)y= % log z + o

log z,

sob as varias hipoteses de ¢ e k serem positivos ou negativos.

5. Estude o escoamento correspondente ao potencial F(z) = a/z, a > 0. Mostre que
ele ndo possui fontes ou vértices. Faca um gréfico das linhas de corrente e das linhas
eqiiipotenciais. Estude a variacdo da velocidade ao longo de uma linha de corrente.
Considere também o caso a < 0 e o caso a = ib com b real.

6. Estude o escoamento resultante do potencial

z+¢ log(z + ) —log(z — &
F(z}=4im10 zﬁs_% g( )26 g( ),

onde g e £ sdo positivos. Mostre que este escoamento possui uma fonte em z = —¢c e
um sumidouro em z = £, ambos de mesma intensidade g. Observe que, quando € — 0,
o potencial aqui considerado tende ao potencial do exercicio anterior com a = ¢/27.
Por causa disto o escoamento do exercicio anterior é chamado de “doublet”.

7. Esboce as linhas de corrente e linhas eqiiipotenciais do escoamento associado ao po-
tencial

K
F(z)= —1
() = o log

Mostre que z; e z2 sdo vértices de intensidades k e —x, respectivamente.



Capitulo 7: Aplicagdes a dindmica dos fluidos 221

8. Estude os casos nao considerados no Exemplo 74: V >0e x>0,V <0e x <0,
V<0er>0.

9. Estude o escoamento associado ao potencial F'(z) = Vz+alogz,com V > 0ea > 0,
descrevendo o gréfico das linhas de corrente, velocidade, pontos de estagnacio, etc.

ESCOAMENTO EM VOLTA
DE UM CILINDRO CIRCULAR

O problema que vamos resolver agora é o de achar o potencial complexo de
um escoamento fluido em volta de um cilindro circular de raio R, colocado
perpendicularmente ao plano zy. Fisicamente, a situagdo corresponde a
perturbar um escoamento paralelo, com a introdugao do cilindro. O resul-
tado serd um escoamento com linhas de corrente que se aproximam de retas
paralelas, tanto mais quanto mais nos afastarmos do cilindro. A veloci-
dade do fluido também serd tanto mais préxima da velocidade da corrente
nao-perturbada quanto mais longe do cilindro estiver o ponto considerado.

Suponhamos o cilindro centrado na origem, de forma que o movimento
se passa no dominio |z| > R. Seja wx = Uy — iU 0 valor da velocidade
complexa do escoamento nao-perturbado. Com a insergao do cilindro vamos
obter um escoamento regido por um potencial complexo F(z) tal que a
velocidade F'(z) deverd ser uma fungao regular no dominio |z| > R, apro-
ximando o valor V > 0 com |z| — co. Entdo o desenvolvimento de Laurent
de F’'(z) referente a origem deverd assumir a forma

F'(z)=V+c—1+c—2+..., |z| > R.
AR

Portanto, a menos de uma constante aditiva (irrelevante na obtencao da
velocidade, das linhas de corrente e das linhas eqiiipotenciais), devemos ter:

F(z)sz#-Cﬂogz—%———... (7.13)
Introduzindo coordenadas polares, pondo também
c;=a;+ib;, j=1,2,...,

teremos:

as + 'lbg Eiiﬂ as + Zbg 6_29 43

F(z) = Vre® + (ay + iby ) (logr + i) — 58
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As funcgoes ¢ e ¥ podem agora ser obtidas facilmente. Esta tltima, em
particular, sendo a parte imaginéria de F(z), é dada por:

"t = Vrsen@+aif+bylogr
assenfl —bacosf  agsen 26 — bz cos 20
L 3
T 2

ou ainda,

2
Y = a0+ blogr+ @senﬂ

— b—c sB+ 5 sen n 260 — bs cosB-l—
r 2 2p

Observamos agora que o contorno do cilindro » = R deve ser uma linha
de corrente, logo ¢ = const. se r = R. Isto ocorrera se tomarmos

aq=0, ag=—VR2, br=t0ssenier—op=—uis=0s

Com isto o potencial complexo passa a ser

2

F(z)=Vz+iblogz+

onde b; é uma constante real.

A presenca do logaritmo em F(z) indica que o escoamento correspon-
dente a esse potencial pode ter circulagdo. Sendo C' uma curva orientada
que envolva o cilindro |z| = R uma vez no sentido anti-horario, teremos:

}( F'(2)dz = [F(2)|c = ibi[log Zlc = —2mb.

Daqui e de (7.10) concluimos que o fluxo @ é zero e que a circulagdo tem
intensidade x = 27b;. E mais apropriado escrever F(z) em termos deste
parametro k, da velocidade V' no infinito e do raio R do cilindro:

2

K
F(z)= —1
(2)=Vz+ el +

(7.14)

O caso em que k = 0, isto é, sem circulagao, é mais simples e fica para ser
analisado pelo leitor como exercicio. Vamos tratar o caso k& < 0, procurando
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0s possiveis pontos de estagnacdo. Para isso devemos achar os valores z que
anulam a velocidade complexa F'(z). Como

2
PlLymin 227,
2miz 22
a equacdo F'(z) = 0 se escreve:
g O T A
z 2?TVZ R 0,

cujas raizes sao:

= ik = 2
2=y +/R? — (k/4nV)2. (7.15)

O caso mais simples é aquele em que nao hd circulacio: k = 0 e os
pontos de estagnagao estao em z = +R (Exerc. 1 adiante). Se k < 0, temos
trés casos a considerar:

12 caso: kK < —47V R. Entdo as duas raizes em (7.15) sdo distintas
e imagindrias. Como seu produto é —R?, somente uma delas estarad no
dominio do fluido, |z| > R. Neste caso o escoamento tem o aspecto indicado
na Fig. 7.10.

29 caso: k = —47V R. Agora as raizes em (7.15) s@o coincidentes e seu
valor comum é 2y = iR. O escoamento estd ilustrado na Fig. 7.11.

32 caso: —4nV R < k < 0. Neste caso as duas raizes estdo simetrica-
mente dispostas em relagiao ao eixo Oy, portanto seus médulos sao iguais
a R. Temos assim dois pontos de estagnagdo sobre o cilindro |z = Re o
escoamento apresenta o aspecto ilustrado na Fig. 7.12.
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Fig. 7.10

Fig. 7.12
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EXERCICIOS

Discuta o escoamento resultante do potencial (7.14) com & = 0. Analise a situacao
ndo somente no dominio exterior ao cilindro, mas também em |z| < R. Observe que
nas proximidades de z = 0 o escoamento se aproxima daquele correspondente a um
doublet (Exerc. 5 atrds). A Fig. 7.13 ilustra as linhas de corrente externamente ao
cilindro.

Discuta o Exemplo (7.14) no caso V > 0 e & > 0.

Considere o escoamento em volta de um cilindro circular de raio R, cuja velocidade
complexa no infinito seja agora w. = Ve '® e ndo V. Isto significa que a velocidade
vetorial no infinito serd o vetor g = V(cosai + senaj), de mddulo V, fazendo um
angulo a com o eixo Qz. Mostre que esse escoamento é dado pelo potencial complexo

Rwy

F(2) = Wz + ——logz + (7.16)
27

._____——/'_-__\_.___-.
__/—_\___—

T oo e T

Fig. 7.13

ESCOAMENTO EM VOLTA
DE UM CILINDRO QUALQUER

Na segao anterior a hipdtese de que o cilindro fosse circular levou & deter-
minacao dos coeficientes em (7.13) e & obtencao do potencial (7.14). No caso

de um cilindro qualquer, esse método ja nao é aplicavel, e a determinagao
do potencial complexo tem de ser feita de outra maneira.

Todavia, mesmo com a forma genérica (7.13), podemos calcular a cir-

culagédo e provar que o coeficiente ¢; deve ser um niimero imaginério. De
fato, sendo C' uma curva fechada simples envolvendo o perfil do cilindro no
sentido positivo, de (7.13) obtemos:

[F(2)]c = 2mic.
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Daqui e de (7.10), concluimos que
I'=—27lmec; e @ =2nRec.

Estas relacdes nos mostram que o nimero ¢; deve ser imaginario para que o
fluxo @ seja nulo. Portanto, se x é o valor da circulacio, entdo ¢; = K/2mi
e o potencial tem a seguinte forma:

oo

K
F(z)=Vz+%logz—Z

n=2

Cn
L (7.17)
esta 1ltima série sendo convergente para |z| > R, onde |z| < R é qualquer
disco que contenha o perfil do cilindro.

Resta esclarecer por que o fluxo @ é zero. Para isto basta lembrar que o
perfil do cilindro é uma linha de corrente; logo, através dela, @ = O. Como
a integral de F'(z) ao longo dessa curva tem o mesmo valor imaginario
se efetuada ao longo de qualquer outra curva que o envolva, segue-se que
Q@ = O através de qualquer dessas curvas.

A DINAMICA DO MOVIMENTO

Até agora temos discutido escoamentos fluidos somente do ponto de vista
cinemdtico, sem qualquer preocupagao com as forgas envolvidas. Vamos
cuidar disto agora, analisando a for¢a que se origina da pressao p.

Fig. 7.14

Dada uma superficie fechada S, seja n o vetor normal unitério externo,
isto é, dirigido para fora de S (Fig. 7.14). Entéo, num elemento de superficie
dS, a forga de pressao que o fluido no interior de S exerce sobre o exterior
é (pds)n, enquanto que —(pds)n é a forga, de fora para dentro, no mesmo
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elemento de superficie dS. Em conseqiiéncia, a for¢a de pressao resultante,
que o fluido exterior a S exerce sobre esta superficie, é dada por

—ffspnds.

No caso bidimensional a que estamos restritos, S é uma superficie cilin-
drica de altura unitaria, levantada sobre uma curva fechada C, como na p.
205 (veja a Fig. 7.1). Entdo, dS = 1 ds, onde ds é o elemento de arco ao
longo de C, e a integral anterior passa a ser

—f pnds = —]p(nl, ny )ds.
C

n é agora a normal externa referente ao contorno C.
Vamos transformar esta tultima integral numa integral dupla sobre a
regido R, interior a C. Para isto basta notar que ([2], Seg. 6.5)

dp dp
/Cpnhds /fR al_da:dy e fcpny s ,/Ray zdy

portanto, a forca sobre C, devida a pressdo externa, é dada por:

—fpndsz—/f Vpdzdy.
c JJR

Como se vé, a expressdo —Vp tem o significado de for¢a por unidade de
volume, pois produz a forga resultante sobre R quando integrada sobre esta
regiao (ou melhor, sobre uma regido cilindrica, correspondente a superficie
cilindrica S referida acima).

Vamos, em seguida, obter a equacdo de conservacao dé momento linear,
correspondente & segunda lei de Newton (for¢a=massa x aceleragao). Uma
dedugao dessa equagao, numa situagao geral, estd feita em [A3], Sec. 7.2.2,
Exemplo 3. Faremos aqui uma dedugio apropriada as hipdteses em que
estamos trabalhando.

Comecgamos por observar que p é a massa por unidade de volume e —Vp
a forca de pressdao, também por unidade de volume. Entdo, desprezando
quaisquer outras forgas, a equagao

dgq
i e 7.18
P p (7.18)
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exprime a segunda lei de Newton, pois dg/dt é a aceleragao. Notando que

q = q(z,y) = (u(z, y), v(z, ¥)),
e usando também a Eq. 7.6, obtemos:

dq dz dy dz dy)
dt (u"dt+”ydt’ i .

= (uty + vz, uuy +ovy).
Com isto, a Eq. 7.18 se desdobra nas seguintes equagoes escalares:
pluuy + vvy) = —pr e  p(uuy +vyy) = —py. (7.19)

Destas equagoes obtemos facilmente uma importante equacio, devida a
Daniel Bernoulli. Para obté-la, basta notar que as equagoes (7.19) significam

que
o [ p(u® +v?) 9 [ p(u? +?) 2
oz (—T” BEplEg 1| e
Concluimos, pois, que
g’
T +p=2A, (7.20)

onde ¢> = u? + v® e A é uma constante. E esta a anunciada equacdo de
Bernoulli.

Na se¢ao seguinte usaremos a Eq. 7.20 para deduzir a célebre formula de
Kutta e Joukovski, que permite calcular a for¢a que um fluido em movimento
exerce sobre um corpo nele imerso. Um caso tipico dessa forca é a chamada
for¢a de levantamento, responsavel pela sustentacio do voo de um avido.

Mesmo sem fazer qualquer cdlculo, mas apenas com um simples exame
da Eq. 7.20, podemos compreender o surgimento dessa forga. Como pre-
liminar a esse exame, notemos que o movimento uniforme de um aviao na
atmosfera ¢ dinamicamente equivalente ao movimento contrario da atmos-
fera, com o avido parado. Isto resulta da observacdo do fenomeno de um
referencial fixado no aviao. (Alids, é essa equivaléncia — conseqiiéncia do
principio da relatividade da Mecanica Cldssica — que permite o estudo do
voo em tineis de vento, ou tineis aerodinamicos.)

Consideremos, pois, uma asa de avidao representada pelo seu perfil no
plano zy (Fig. 7.15) e imaginemos um escoamento fluido com pontos de
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estagnacao em P e (Q no referido perfil. O escoamento comega com veloci-
dade V' no infinito a esquerda, bifurca-se em P, voltando a reunificar-se em
@, para, finalmente, reassumir a velocidade V' no infinito & direita. Invo-
quemos agora a Eq. 7.20. Ela nos diz que a velocidade aumenta quando
a pressao diminui e diminui se a pressao aumenta. Portanto, se os pontos
de estagnacio forem tais que o arco superior PAQ seja mais longo que o
arco inferior PB(Q, a velocidade do fluido ao longo do primeiro desses ar-
cos tera de ser maior que a velocidade ao longo do segundo arco, pois as
particulas que se bifurcam simultaneamente em P devem chegar no mesmo
instante em (). Assim, a pressio serd maior na parte de baixo da asa do
que na parte de cima, e, conseqiientemente, as forgas de pressao terdao uma
resultante dirigida de baixo para cima, que € a forga de levantamento ou
sustentacao.

Evidentemente, para se conseguir esse resultado é necessario produzir o
escoamento descrito acima, com os pontos de estagnagao P e () convenien-
temente posicionados. Como conseguir isto é uma questao a parte, sobre a
qual voltaremos a comentar mais adiante.

Fig. 7.15

Forga sobre um cilindro e férmula de Blasius

Calcularemos agora a resultante das forcas de pressao sobre um cilindro
de secao transversal arbitrdria, imerso num fluido de escoamento dado por
(7.17). Seja C o perfil do cilindro no plano zy, n = (n,, ny) sua normal
externa e ds o elemento de arco sobre C'. Entao, pelo que vimos na segao
anterior, essa resultante de forcas sera dada por

f=Xi+Yj:—/pnds.
C
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Introduzindo a forma complexa f = X — iY’, e levando em conta que
neds=dy e mnyds=—dz,

a expressdo anterior é equivalente a

Firtssoik =5) =/C—p(nx —iny)ds = -/Cp(dy+idm)

Em seguida utilizamos a Eq. 7.20 para eliminar p. Notando que ¢ =
ww, onde w = w(z) = F'(z) é a velocidade complexa, obtemos:

] 24
Ll E/ (wm+—) iz
2 Je p
Ora, 2A/p é constante e a integral de dz é zero, como se verifica facilmente;
logo,
£ 2= X-ﬂef[ widz
2 Je
_ ip 2 =
= -5/ [wdz + w(wdz — wdz)).
-

Como w = u — iv, temos:

wdz —wdz = 2ilm(wdz)
= 2iIm|(u + iv)(dz — idy)]
= —2i(—udy + vdz)
—2i(un, + vny)ds = —2i(q - n)ds.

Notamos agora que q - n = 0 sobre o contorno C, pois este é uma linha

de corrente. Em conseqiiéncia, a forga complexa assume a seguinte forma
simples, conhecida como férmula de Blasius:

f=x-iv =2 [ w(Pas (7.21)
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Foérmula de Kutta-Joukovski

Em seguida usaremos esta férmula para obter f em termos de V, & e p.
Notamos primeiramente, que, sendo w(z) regular e univalente no exterior de
C, este contorno pode ser substituido por um circulo |z| = R que contenha
C em seu interior, sem que isto modifique o valor da integral em (7.21).
Esta substituigdo nos permite utilizar o desenvolvimento (7.17) para obter
w(z) = F'(z). Com esse procedimento a expressao da forca em (7.21)

assume a forma

: 2
2 2 K C
f=x-iv = 2 (V+—_+C—§+—3+..‘) dz
2 Jis1=r A z
i Vi
s (V2+__+...)dz,
2 Jiz=R TiZ
onde os pontos substituem termos em 272, z73,... Ora, as integrais destes

termos s@o todas nulas, bem assim a integral de V2. Entéo, fica apenas o
termo em 1/z a ser integrado, o que nos da:

I =X =t =V
Esta expressdo nos diz que a forga sé tem componente vertical,
Y = —Vkp,

e estard dirigida para cima se a circulacdo x for negativa, e para baixo
se k > 0. Na verdade, pelo que dissemos na p. 227, estamos lidando
apenas com a forga por superficie cilindrica de comprimento u_m'ta’gio na
direcdo perpendicular ao plano zy. A forca numa superficie cilindrica de

comprimento L é dada por

Y = —VkpL.

suponhamos que a velocidade complexa no infinito

Mais geralmente, iplexa 1 :
como no Exerc. 3 atras, é facil verificar

seia We = Ve i@ e nao V. Entao, ,
qlie 0 c’Ijotencial complexo adequado a este caso € O mMeSMO de (7.17), com
Weo em lugar de V, isto €,

-ob osno (7.22)

(» ]
R ;
F(z) = ooz + g 7 lo8Z = 2 (n—1)z""1
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A expressao da forca, por sua vez, passa a ser
f=X—iY = Ve “kpLi = ie **(VkpL).

Portanto,

F=X +1iY = —ie'*(VkpL), (7.23)
o que significa que a forca f = Xi + Yj é perpendicular a velocidade gu
no infinito (Fig. 7.16). Além disso, a direcdo de f é obtida por rotagao da
velocidade de um angulo de 90°, no sentido positivo se x < 0 e no sentido
negativo se £ > 0.

A expressao (7.23) da forca é conhecida como férmula de Kutta-
Joukouski, obtida independentemente por W. Kutta em 1902 e por N.
Joukovski em 1906. O angulo @, que supomos estar compreendido entre
zero e 90°, é chamado dngulo de ataque.

A analise feita até aqui deixa em aberto virias questdes, dentre elas a
determinacao do potencial complexo (7.22) e do perfil da asa que sofre agao
da forga (7.23). Estas questdes serdo resolvidas adiante, para o que temos
de estudar algumas transformagoes especiais nas segoes seguintes.

Fig. 7.16

A transformacao de Mobius

O objetivo desta se¢do é provar que toda funcao do tipo
e 9B +b
- 2%

chamada transformacdo de Mébius, tem a propriedade de levar qualquer
reta numa reta ou circulo e também qualquer circulo numa reta ou circulo.
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Posto de maneira mais sucinta, ela transforma retas e circulos em retas e/ou
circulos.

A transformagdo de Mébius é também chamada transformacdo fra-
ciondria linear, por ser o quociente de dois polinémios do primeiro grau.

Comecemos com o caso particular em quea=d=0eb=c = 1, isto é,
com a transformacao w = 1/z.

A equacgao de uma reta ou circulo é

oz + ) +br+cy+d=0 (7.24)

Trata-se de uma reta se a = 0 e pelo menos um dos niimeros b ou ¢ é
diferente de zero; trata-se de um circulo se a # 0 e b2 + ¢ — 4ad > 0.

Com a notagao usual z = =+ iy, w = u + v, e lembrando quew=1/z,
portanto, z = 1/w, a Eq. 7.24 se escreve, sucessivamente:

az?+b(z+z)+c(z_z>+d:0;

2 23
bl ik 35 il
i£+ﬁ(—+:)+i(——:)+d=m
ww 2 \w W 22 \w W
P o S B SR e
v@ﬂ“i\w-#w, —2—1_\1;1—14), +duww =0,

du?+vY) +bu—cv+a=0. (7.25)

Ora, se (7.24) representa uma reta, teremos a = 0, b # O ou c # 0; e
(7.25) representara uma reta (pela origem) se d = 0, e um circulo (também
pela origem) se d # 0. Se (7.24) representa um circulo, entdo a # 0 e
b? + ¢ — 4ad > 0; portanto, (7.25) representars uma reta se d = 0 e um
circulo se d # 0. Isto completa a demonstracdo da propriedade ja men-
cionada e aqui enunciada em destaque:

A fungao w = 1/z transforma qualquer reta e qualquer circulo numa
reta ou num circulo.

Vamos estabelecer esta mesma propriedade para a transformacao geral

az+b
= ; 7.26
- cz+d ( )
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a %
Se ¢ = 0, teremos w = —z + b, e esta transformagao leva retas em retas e

circulos em circulos (Exercs. 1 a 3 adiante). Se ¢ # 0, podemos escrever:

_a(cz—l—d)+bc—ad_g+bc—ad_ 1
The c(cz + d) {8 c cz+d

Escrita nesta forma, visivel que a transformacio (7.26) é a composicao de
trés transformacdes, L1, La, La:

w = LngLl(Z),
onde
Li: z— 2 =cz+d;
Ly: zp— 20 = 1/2;
Ly: mp— w=0azn+0,
sendo o = (bc — ad)/c e B = a/c. Ora, como ja vimos, cada uma das
transformacoes L1, La, L3, tem a propriedade de levar retas e circulos em

retas e/ou circulos. Em conseqiiéncia, o mesmo é verdade da transformacao
L3Ly Ly, ou seja, da transformacdo (7.26).

EXERCICIOS

1. Prove que a transformacdo w = z + b leva eirculos em circulos.

2. Prove que a transformacdo w = az leva circulos em circulos.

3. Prove que a transformacio w = az + b leva retas em retas e circulos em circulos.

4. Verifique que a transformacio w = 1/z leva: a) reta pela origem em reta pela origem;

b) reta que ndo passa pela origem em circulo pela origen; ¢) circulo pela origem em
reta que ndo passa pela origem; e) circulo que nio passa pela origem em circulo que
ndo passa pela origem. '

5. Prove que a composta de duas transformacgoes de Mdébius é novamente uma trans-
formacao de Mobius.

6. Prove que a composicdo de transformacoes de Mébius é associativa, isto é, A(BC) =
(AB)C, quaisquer que sejam as transformagdes de Mobius 4, B e C.

7. Mostre que a transformacdo w = z° leva qualquer reta pela origem num raio com
inicio na origem; e que w = z° leva retas pela origem em retas pela origem. Genera-
lize para w = z", n inteiro positivo.
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