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Apresentacao

O mundo mergulhou profundamente na Era do Conhecimento, gracas a
inteligéncia, as idéias e a criatividade do ser humano. Utilizando-se dos mais
sofisticados processos permitidos pela cibernética, o homem, mercé da veloci-
dade com que obtém informagdes precisas e adequadas, conquista 0 espago
cosmico, planeja e controla o direcionamento de naves espaciais € 0 compor-
tamento dos astronautas.

Na area negocial, buscam-se modelos de atividades e comportamentos
necessarios ao fortalecimento da empresa, voltados a oferecer integral satisfa-
G40 a seus proprietarios, trabalhadores, fornecedores e consumidores.

A disputa pela conquista de maiores fatias do mercado consumidor, o
enfrentamento da concorréncia, o volume de investimentos e sua adequada
remuneragio, qualidade do servigo ou do produto, a melhoria do ambiente
social tornaram-se desafios constantes em todos os ramos da atividade huma-
na. Maximizar resultados e minimizar dispéndios, eis a tarefa dedicada aos
Professores, a quem compete demonstrar a melhor maneira de solucionar
aqueles eventos.

Identificados com essa realidade, os Autores deste livro, valendo-se de
longa experiéncia adquirida no magistério de disciplinas vistas pelos estudan-
tes como verdadeiros “fantasmas”, reuniram-se para desmistificar e mostrar a
enorme importancia de aplicabilidade da Matematica e da Estatistica nesta
quadra do conhecimento.

A elaboracdo de modelos matematicos, indispensaveis as atividades
empresariais, sempre foram tidos como de dificil e complicado entendimento.
Neste livro essa falacia é desmentida de forma simples e competente, ao
alcance da compreensdo e aplicagdo por parte de estudantes, empresarios,
consultores e professores. O modelo matematico € exposto e solucionado de
maneira leve e agradavel, facil e inteligivel, valendo-se do método estatistico
como poderoso auxiliar.

Trata-se de um livro para ser inteiramente lido, antes de que se consti-
tua em fonte permanente de consuita. Cada uma de suas partes, desde a
programacao linear até as situagbes simuladas, escritas pacientemente, seja
na definicao dos conceitos como no encaminhamento e na solucdo da grande
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quantidade de exercicios, assinalam a medida exata da capacidade e da expe-
riéncia dos Autores, colocadas, sob o titulo PESQUISA OPERACIONAL, a
disposicdo de todos quantos queiram fazer despertar o poder das idéias, da
inteligéncia e da criatividade, dotes com que o ser humano foi dotado com
exclusividade.

Convivendo h& varios anos com os mestres que assinam este livro,
cuja experiéncia no magistério e competéncia profissional atesto sem restri-
¢oes, resta-me agradecer a honra de apresenta-lo. Augurando merecido suces-
so no langamento desta obra, recomendo-a especialmente a juventude univer-
sitaria brasileira.

Prof. Luiz Licco Netto



Prefacio

Ao elaborar este texto, tivemos em mente alguns fatos. As escolas
como as de Administragdo de Empresas, Economia e Engenharia mantém um
curso de Pesquisa Operacional, geralmente nos ultimos anos. As pessoas que
se encaminham para a maioria desses cursos apresenta certa dificuldade
para assimilar conhecimentos na area quantitativa. Os cursos basicos de Ma-
tematica e Estatistica oferecidos nos primeiros anos sdo vencidos com grande
dificuldade e baixo aproveitamento. Desta forma, sabemos nao poder contar
com o conhecimento basico necessario ao desenvolvimento de um curso de
Pesquisa Operacional, preocupado apenas com 0s modelos e apresentagao
das técnicas resolutivas. Ao contrario, temos que nos preocupar com o desen-
volvimento dessas técnicas em detalhes, ou correr o risco de apresentar um
curso em que os estudantes adquirem conhecimento de tal modo superficial
que os habilitam apenas a responder automaticamente algumas questoes
exaustivamente trabalhadas. Isso os impede de desenvolver posteriormente
estudos mais conseqlentes nessa area.

Precisavamos entdo de um livio adaptado a essas condigdes, isto ¢,
que pudesse efetivamente servir de livro-texto, mas que auxiliasse o professor
no sentido de direcionar o estudo para um conjunto definido de conhecimen-
tos, e que tivesse o mérito de libera-lo de transcrever no quadro a matéria, a
ser copiada pelos alunos. Esse exercicio de transcrigao, além de fonte de
propagacéo de erros, € uma forma de acomodagao e pouco traz como retorno
em entendimento e fixacdo de conhecimentos.

Escolhemos dois tdpicos: Programacao Linear e Simulagdo Monte Car-
lo. A Programacéo Linear tem o mérito de envolver conhecimentos matemati-
cos relativamente simples, e ser de larga aplicagdo no campo da administra-
¢ao. Além disso, sua técnica resolutiva € programavel em computador, estando
disponivel no mercado alguns softwares especificos para isto.

A Simulacdo é o modelo mais geral em Pesquisa Operacional. Seu
estudo estimula o conhecimento do sistema envolvido e da metodologia da
Pesquisa Operacional. Sua técnica resolutiva envolve conhecimentos simples
de estatistica basica ao nivel apresentado, e é faciimente programavel em
computador. Algumas planilhas como Lotus e Excel sdo de grande auxilio, e
podem ser facilmente encontradas.
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Os exemplos sédo desenvolvidos no texto com todos os detalhes, exata-
mente para servir de guia quando estudados sem o acompanhamento do
professor.

Agradecemos aos colegas as sugestdes recebidas e o incentivo que
renova e reforga a vontade de prosseguir no trabalho. Esperamos devolver
essa ajuda, na forma de um livro que seja uma ferramenta util para aqueles
que se empenham no estudo da Pesquisa Operacional.

Os Autores



1 Apresentacao da
Pesquisa Operacional

1.1 Conceito

Pesquisa Operacional é um método cientifico de tomada de decisdes.
Em linhas gerais, consiste na descricdo de um sistema organizado com o
auxilio de um modelo, e através da experimentagdo com o modelo, na desco-
berta da melhor maneira de operar o sistema.

A Pesquisa Operacional como a conhecemos surgiu durante a Segun-
da Guerra Mundial, resultado de estudos realizados por equipes interdiscipli-
nares de cientistas contratados para resolver problemas militares de ordem
estratégica e tatica.

1.2 Fases de um Estudo em P.O.

Um estudo em Pesquisa Operacional costuma envolver seis fases:

formulagdo do problema;

construcao do modelo do sistema;
calculo da solugéo através do modelo;
teste do modelo e da solugao;
estabelecimento de controles da solucgéao;

m implantagdo e acompanhamento;

gue podem ser descritas como segue:

Formulagéo do Problema — Nesta fase, o administrador do sistema e
o responsavel pelo estudo em P.O. deverdo discutir, no sentido de colocar o
problema de maneira clara e coerente, definindo os objetivos a alcangar e
quais os possiveis caminhos alternativos para que isso ocorra.

Além disso, serdo levantadas as limitagdes técnicas do sistema e as
relagOes desse sistema com outros da empresa ou do ambiente externo, com
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a finalidade de criticar a validade de possiveis solugdes em face destes obsta-
culos.

Devera ainda ser acordada uma medida de eficiéncia para o sistema,
que permita ao administrador ordenar as solugdes encontradas, concluindo o
processo decisoério.

Construgédo do Modelo do Sistema — Os modelos que interessam
em Pesquisa Operacional sdo os modelos matematicos, isto é, modelos for-
mados por um conjunto de equagdes e inequagoes.

Uma das equagdes do conjunto serve para medir a eficiéncia do siste-
ma para cada solugéo proposta. E a fungédo objetivo ou fungao de eficiéncia.
As outras equagdes geralmente descrevem as limitagdes ou restricdes técni-
cas do sistema. As varidveis que compdem as equagodes sao de dois tipos:

— Variaveis controladas ou de decisdo — sao variaveis cujo valor
esta sob controle do administrador. Decidir, neste caso, é atribuir um particular
valor a cada uma dessas variaveis. Numa programagéo de produgéo, por
exemplo, a variavel de decisdo é a quantidade a ser produzida num periodo, o
que compete ao administrador controlar.

— Variaveis nao controladas - sio as variaveis cujos valores sao
arbitrados por sistemas fora do controle do administrador. Custos de produ-
- ¢ao, demanda de produtos, prego de mercado sao variaveis nio controladas.

Um bom modelo é aquele que tem desempenho suficientemente proxi-
mo do desempenho da realidade e é de facil experimentagdo. Essa proximida-
de desejada ¢ variavel, dependendo do objetivo proposto. Um bom modelo
para um objetivo pode ser péssimo para outro. A fidelidade de um modelo é
aumentada a medida que ele incorpora caracteristicas da realidade, com a
adicdo de novas variaveis. Isso aumenta sua complexidade, dificultando a
experimentagéo, o que nos leva a considerar o fator custo-beneficio quando
pensamos em melhorar o desempenho de um modelo.

Calculo da solugao através do modelo - E feito através de técnicas
matematicas especificas. A construcdo do modelo deve levar em consideragao
a disponibilidade de uma técnica para o calculo da solugao.

Teste do modelo e da solugdo ~ Esse teste ¢ realizado com dados
empiricos do sistema. Se houver dados histéricos, eles serdo aplicados no
modelo, gerando um desempenho que pode ser comparado ao desempenho
observado no sistema. Se o desvio verificado nio for aceitavel, a reformula-
¢ao ou mesmo o abandono do modelo sera inevitavel. Caso nio haja dados
histéricos, os dados empiricos serdo anotados com o sistema funcionando
sem interferéncia, até que o teste possa ser realizado.
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Estabelecimento de controles da solugdo — A construg@o e experi-
mentagdo com o modelo identificam parametros fundamentais para solugao
do problema. Qualquer mudanga nesses parametros devera ser controlada
para garantir a validade da solugao adotada. Caso alguns desses parametros
sofra desvio além do permitido, o célculo de nova solugdo ou mesmo a refor-
mulagdo do modelo podera ser necessaria.

implementagdo e acompanhamento — Nesta fase, a solucao sera
apresentada ao administrador, evitando-se o uso da linguagem técnica do
modelo. O uso da linguagem do sistema em estudo facilita a compreensao e
gera boa vontade para a implantagdo que esta sendo sugerida. Essa implan-
tacdo deve ser acompanhada para se observar 0 comportamento do sistema
com a solugéo adotada. Algum ajuste pode ser requerido.



2 Programacao Linear

2.1 Modelo em Programacéo Linear

Uma das técnicas mais utilizadas na abordagem de problemas em
Pesquisa Operacional é a programacao linear. A simplicidade do modelo en-
volvido e a disponibilidade de uma técnica de solugio programavel em compu-
tador facilitam sua aplicagdo. As aplicagdes mais conhecidas sdo feitas em

sistemas estruturados, como os de produgao, finangas, controles de estoques
etc.

O modelo matematico de programacao linear € composto de um fun-
¢ao objetiva linear; e de restrices técnicas representadas por um grupo de
inequagdes também lineares.

Exemplo: Fungao objetivo a ser maximizada: Lucro = 2xy + 33X,

_ 4x;+3x,<10
técnicas

6x; —x, 220
Restrigoes:

de nao negatividade {
Xy 2

As variaveis controladas ou varidveis de decisdo sdo X; € x,. A fungéo
objetivo ou fungdo e eficiéncia mede o desempenho do sistema, no caso a
capacidade de gerar lucro, para cada solugdo apresentada. O objetivo é maxi-
mizar o lucro. As restricbes garantem que essas solugdes estao de acordo
com as limitagbes técnicas impostas pelo sistema. As duas Ultimas restrices
exigem a ndo negatividade das variaveis de decisao, o que devera acontecer
sempre que a técnica de abordagem for a de programacao linear.

A construgdo do modelo matematico, no caso um modelo linear, é a
parte mais complicada de nosso estudo. Nao ha regra fixa para esse trabalho,
mas podemos sugerir um roteiro que ajuda a ordenar o raciocinio.
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Roteiro:
a. Quais as varidveis de decisao?

Aqui o trabalho consiste em explicitar as decisdes que devem ser
tomadas e representar as possiveis decisbes através de varidveis chamadas
variaveis de decisdo. Se o problema é de programagao de produgdo, as
variaveis de decisdo sdo as quantidades a produzir no periodo; se for um
problema de programacdo de investimento, as variaveis vao representar as
decisGes de investimento, isto &, quanto investir em cada oportunidade de
investimento, e em que periodo. Nas descricbes sumérias de sistemas, isso
fica claro quando lemos a questdo proposta, isto &, a pergunta do problema.

b. Qual o objetivo?

Aqui devemos identificar o objetivo da tomada de decisao. Eles apare-
cem geralmente na forma da maximizagéo de lucros ou receitas, minimizagao
de custos, perdas etc.

A fungédo objetivo é a expressao que calcula o valor do objetivo (lucro,
custo, receita, perda etc.), em fungdo das varidveis de decisao.

¢. Quais as restricoes?

Cada restricao imposta na descri¢do do sistema deve ser expressa
como uma relagéo linear (igualdade ou desigualdade), montadas com as va-
riaveis de decisio.

Exemplos de situagdes que podem ser descritas com o auxilio de um
modelo linear:

Exemplo 1:

Certa empresa fabrica dois produtos P1 e P2. O lucro unitario do
produto P1 é de 1.000 unidades monetarias e o lucro unitario de P2 é de
1.800 unidades monetarias. A empresa precisa de 20 horas para fabricar uma
unidade de P1 e de 30 horas para fabricar uma unidade de P2. O tempo anual
de produgdo disponivel para isso é de 1.200 horas. A demanda esperada para
cada produto é de 40 unidades anuais para P1 e 30 unidades anuais para P2.
Qual é o plano de produgdo para que a empresa maximize seu lucro nesses
itens? Construa o modelo de programacao linear para esse caso.

Solugao:
a. Quais as variaveis de decisdao?

3

O que deve ser decidido é o plano de produgao, isto &, quais as
quantidades anuais que devem ser produzidas de P1 e P2.

Portanto, as variaveis de decisdo serido Xy € X

X; — quantidade anual a produzir de P1
X, — quantidade anual a produzir de P2
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b. Qual o objetivo?
O objetivo é maximizar o lucro, que pode ser calculado:

Lucro devido a P1: 1.000 . x, (lucro por unidade de P1 x quantidade
produzida de P1)

Lucro devido a P2: 1.800 . x, (lucro por unidade de P2 x quantidade
produzida de P2)

Lucro total: L = 1.000x, + 1.800x,

Objetivo: maximizar L = 1.000x, + 1.800x,
c. Quais as restrigdes?

As restrigdes impostas pelo sistema sao:

— Disponibilidade de horas para a produgéo: 1.200 horas.

horas ocupadas com P1: 20x, (uso por unidade X quantidade pro-
duzida)

horas ocupadas com P2: 30x, (uso por unidade x quantidade pro-
duzida)

Total em horas ocupadas na produgéo: 20x; + 30x,
disponibilidade: 1.200 horas.
Restricdo descritiva da situagao: 20x; + 30x, < 1.200

— Disponibilidade de mercado para os produtos (demanda)

Disponibilidade para P1: 40 unidades
Quantidade a produzir de P1: x,
Restricdo descritiva da situagédo: x4 <40

Disponibilidade para P2: 30 unidades
Quantidade a produzir de P2: x,
Restricdo descritiva da situagéo: x, < 30

Resumo do modelo : max L = 1.000x, + 1.800x,
Sujeito a:
20x, +30x, < 1.200
restricdes técnicas X, <40
X, <30
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x;20

restricoes de nao negatividade
¢ 9 Xy 2 0

Exemplo 2:

Para uma boa alimentagao, o corpo necessita de vitaminas e protei-
nas. A necessidade minima de vitaminas é de 32 unidades por dia e a de
proteinas de 36 unidades por dia. Uma pessoa tem disponivel carne e ovos
para se alimentar. Cada unidade de carne contém 4 unidades de vitaminas e 6
unidades de proteinas. Cada unidade de ovo contém 8 unidades de vitaminas
e 6 unidades de proteinas.

Qual a quantidade diaria de carne e ovos que deve ser consumida
para suprir as necessidades de vitaminas e proteinas com o menor custo
possivel? Cada unidade de carne custa 3 unidades monetarias e cada unida-
de de ovo custa 2,5 unidades monetarias.

Solugao:
a. Quais as variaveis de decisio?

Devemos decidir quais as quantidades de carne e ovos a pessoa deve
consumir no dia. As variaveis de decisdo seréo, portanto:

x4 — quantidade de carne a consumir no dia
X, — quantidade de ovos a consumir no dia

b. Qual o objetivo?
O objetivo é minimizar o custo, que pode ser calculado:

Custo devido a carne: 3 . x; (custo por unidade x quantidade a
consumir de carne)

Custo devido aos ovos: 2,5 . x, (custo por unidade x quantidade a
consumir de ovos)

Custo total: C=3x, +2,5x,
Objetivo: minimizar C = 3x, + 2,5x,
c. Quais as restrigdes?
As restricdes impostas pelo sistema sao:

— necessidade minima de vitamina: 32 unidades

vitamina de carne: 4 . x; (quantidade por unidade x unidades de
carne a consumir)

vitamina de ovos: 8 . x, (quantidade por unidade x unidades de
OVOS a consumir)

Total de vitaminas: 4x, + 8x,
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Necessidade minima: 32
Restricdo descritiva da situagao: 4x; + 8x, 2 32

— necessidade minima de proteina: 36 unidades

proteina de carne: 6 . x; (quantidade por unidade x unidades de
carne a consumir)

proteina de ovos: 6 . x, (quantidade por unidade x unidades de
OVvVOS a consumir)

Total de proteinas: 6x; + 6x,
Necessidade minima: 36
Restricdo descritiva da situagao: 6x, + 6x, > 36

Resumo do modelo: min C = 3xy +2,5%,
Sujeito a:

4x1 + 8x2 > 32

restricoes técnicas:
osig s {6x1 +6X, > 36

x120

restricdes de nao negatividade: {
Xy 2

Exercicios (lista 1)

Construir o modelo matemadtico de programagéo linear dos sistemas descritos a se-
quir:

1. Um sapateiro faz 6 sapatos por hora, se fizer somente sapatos, e 5 cintos por
hora, se fizer somente cintos. Ele gasta 2 unidades de couro para fabricar 1
unidade de sapato e 1 unidade couro para fabricar uma unidade de cinto. Saben-
do-se que o total disponivel de couro é de 6 unidades e que o lucro unitario por
sapato é de 5 unidades monetdrias e o do cinto é de 2 unidades monelarias,
pede-se: 0 modelo do sistema de produgcéo do sapateiro, se o objetivo é maximizar
seu lucro por hora.

2. Certa empresa fabrica 2 produtos P1 e P2. O lucro por unidade de P1 é de 100
u.m. e o lucro unitario de P2 é de 150 u.m. A empresa necessita de 2 horas para
fabricar uma unidade de P1 e 3 horas para fabricar uma unidade de P2. O tempo
mensal disponivel para essas atividades € de 120 horas. As demandas esperadas
para os 2 produtos levaram a empresa a decidir que os montantes produzidos de
P1 e P2 ndo devem ultrapassar 40 unidades de P1 e 30 unidades de P2 por més.
Construa o modelo do sistema de produgao mensal com o objetivo de maximizar o
lucro da empresa.
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Um vendedor de frutas pode transportar 800 caixas de frutas para sua regido de
vendas. Ele necessita transportar 200 caixas de laranjas a 20 u.m. de lucro por
caixa, pelo menos 100 caixas de péssegos a 10 u.m. de lucro por caixa, e no
maximo 200 caixas de tangerinas a 30 u.m. de lucro por caixa. De que forma
devera ele carregar o caminhdo para obter o lucro maximo? Construa o modelo do
problema.

Uma rede de televis&o local tem o seguinte problema: foi descoberto que o progra-
ma "A" com 20 minutos de musica e 1 minuto de propaganda chama a atengdo de
30.000 telespectadores, enquanto o programa "B", com 10 minutos de musica e 1
minuto de propaganda chama a atengdo de 10.000 telespectadores. No decorrer
de uma semana, o patrocinador insiste no uso de no minimo, 5 minutos para sua
propaganda e que ndo ha verba para mais de 80 minutos de musica. Quantas
vezes por semana cada programa deve ser levado ao ar para obter o numero
maximo de telespectadores? Construa o modelo do sistema.

Um empresa fabrica 2 modelos de cintos de couro. O modelo M1, de melhor
qualidade, requer o dobro do tempo de fabricagdo em relagdo ao modelo M2. Se
todos os cintos fossem do modelo M2, a empresa poderia produzir 1.000 unidades
por dia. A disponibilidade de couro permite fabricar 800 cintos de ambos os mode-
los por dia. Os cintos empregam fivelas diferentes, cuja disponibilidade didria é de
400 para M1 e 700 para M2. Os lucros unitérios sdo de $ 4,00 para M1 e $ 3,00
para M2. Qual o programa dtimo de produgdo que maximiza o lucro total didrio da
empresa? Construa, o modelo do sistema descrito.

Uma empresa, apds um processo de racionalizagdo de produgao, ficou com dispo-
nibilidade de 3 recursos produtivos, R1, R2 e R3. Um estudo sobre o uso desses
recursos indicou a possibilidade de se fabricar 2 produtos P1 e P2. Levantando os
custos e consultando o departamento de vendas sobre o prego de colocagdo no
mercado, verificou-se que P1 daria um lucro de $ 120,00 por unidade e P2,
$ 150,00 por unidade. O departamento de produgdo forneceu a seguinte tabela de
uso de recursos.

Produto Recurso R1 por Recurso R2 por Recurso R3 por
unidade unidade unidade
P1 2 3 5
P2 4 2 3
Disponibilidade de
recursos por més 100 90 120

Que produgdo mensal de P1 e P2 traz o maior lucro para a empresa? Construa o
modelo do sistema.

Um fazendeiro estd estudando a divisdo de sua propriedade nas seguintes ativida-
des produtivas:

A (Arrendamento) — Destinar certa quantidade de alqueires para a plantagdo de
cana-de-agucar, a uma usina local, que se encarrega da atividade e paga pelo
aluguel da terra $ 300,00 por alqueire por ano.
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P (Pecudria) — Usar outra parte para a criagdo de gado de corte. A recuperagdo
das pastagens requer adubagdo (100 kg/Alq) e irrigacdo (100.000 | de agua/Alq)
por ano. O lucro estimado nessa atividade é de $ 400,00 por alqueire por ano.

S (Plantio de Soja) — Usar uma terceira parte para o plantio de soja. Essa cultura
requer 200 kg por alqueire de adubos e 200.000 | de dgua/Alg para irrigagdo por
ano. O lucro estimado nessa atividade é de $ 500,00/alqueire no ano.

Disponibilidade de recursos por ano:
12.750.000 | de agua

14.000 kg de adubo

100 alqueires de terra.

Quantos alqueires devera destinar a cada atividade para proporcionar o melhor
retorno? Construa o modelo de decisao.

O departamento de marketing de uma empresa estuda a forma mais econémica
de aumentar em 30% as vendas de seus dois produtos P1 e P2.

As alternativas sao:

a) Investir em um programa institucional com outras empresas do mesmo ramo.
Esse programa requer um investimento minimo de $ 3.000,00 e deve proporcionar
um aumento de 3% nas vendas de cada produto, para cada $ 1.000,00 investidos.

b) Investir diretamente na divulgagdo dos produtos. Cada $ 1.000,00 investidos em
P1 retornam um aumento de 4% nas vendas, enquanto que para P2 o retorno é de
10%.

A empresa dispe de $ 10.000,00 para esse empreendimento. Quanto devera
destinar a cada atividade? Construa o modelo do sistema descrito.

Uma liga especial constituida de ferro, carvao, silicio e niquel pode ser obtida
usando a mistura desses minerais puros além de 2 tipos de materiais recuperados:

Material Recuperado 1 — MR1 — Composigao:
ferro — 60%  Custo por kg: $ 0,20
carvdo — 20%
silicio — 20%

Material Recuperado 2 — MR2 — Composigao:
ferro — 70%  Custo por kg: $ 0,25
carvdo — 20%
silicio — 5%
niquel — 5%

A liga deve ter a seguinte composigao final:

Matéria-prima % minima % maxima
ferro 60 65
carvao 15 20
silicio 15 20

niquel 5 8
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O custo dos materiais puros sdo (por kg): ferro: $ 0,30; carvdo: $ 0,20: silicio:
$ 0,28; niquel: $ 0,50. Qual devera ser a composi¢do da mistura em termos dos
materiais disponiveis, com menor custo por kg? Construa o modelo de decisao.
Uma rede de deposn‘os de material de construt;ao tem 4 lojas que devem ser
abastecidas com 50 m® (loja 1), 80 m> (loja 2), 40 m> (loja 3) e 100 m’ (loja 4) de
areia grossa. Essa areia pode ser carregada em 3 portos P1, P2 e P3, cujas
distancias as lojas estao no quadro (em km):

L1 L2 L3 L4
P1 30 20 24 18
P2 12 36 30 24
P3 8 15 25 20

O caminhéo pode transportar 10 m® por viagem. Os portos tem areia para suprir
qualquer demanda. Estabelecer um plano de transporte que minimize a distancia
total percorrida entre os portos e as lojas e supra as necessidades das lojas.
Construa o modelo linear do problema.

Respostas (lista 1)

1.

X, — n?de sapatos/hora
X, - n® de cintos/hora
max. Lucro = 5x; + 2x,

10x, + 12x, < 60
s.a.{2x, + 1x,<6
X, 20, X%20

X, - quantidade a produzir de P1
X, — quantidade a produzir de P2
max. Lucro = 100x, + 150x,

2x, +3x, <120
X, <40

X, <30

Xz0, %20

s.a.

X, — quantidade de caixas de péssegos
X, — quantidade de caixas de tangerinas
max. Lucro = 10x; + 30x, + 4.000

X, + X, < 600
X, 2100
X, <200
x,20, x,20

s.a.

X, — frequéncia semanal do programa A
x, — freqiéncia semanal do programa B
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max. T = 30.000x, + 10.000x,

1, +1x%,25
s.a. {20x, + 10x, < 80
X 20, x, >0

X, —» quantidade a produzir de M1
X, — quantidade a produzir de M2
max. Lucro = 4x, + 3x,

(2x, + x,<1.000

1% + X, < 800
s.a. {x, <400

| x, < 700

(¥120, %20

X, — quantidade a produzir de P1
X, — quantidade a produzir de P2
max. Lucro = 120x, + 150x,

2x, +4x, < 100

3x, + 2x2 <90
s.a.

5x, +3x, < 120

X,20, %20

X, —» alqueires para arrendamento
x, — alqueires para pecuaria
X, — alqueires para soja
max. Lucro = 300x, + 400x, + 500x,
X, + X+ %, <100
100x, + 200x; < 14.000

100.000x, + 200.000x, < 12.750.000
X20, x,20, xazo

s.a.

x, — quantidade em $ 1.000 para programa institucional
X, — quantidade em $ 1.000 diretamente em P1

x, — quantidade em $ 1.000 diretamente em P2

min. Custo = 1.000x, + 1.000x, + 1.000x,

[x,23

I:-}x1 +4x2230
5.a.{3%, + 10x, 2 30

lx‘+x2+x3510

lx120, X,20, x320

x, — quantidade de MR1 na mistura

x, — quantidade de MR2 na mistura

X, — quantidade de ferro puro na mistura
x, — quantidade de carvdo na mistura
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X5 —> quantidade de silicio na mistura
X — quantidade de niquel na mistura
min. Custo = 0,20, + 0,25x, + 0,30%; + 0,20x, + 0,28x; + 0,50x

0,6x; +0,7x, + X, 2 0,60
0,6x, + 0,7x, + x, < 0,65
0.2x, + 0.2x, + x, < 0,20
0,2x, + 0,2x, + x, 20,15
0,2x, + 0,05x, + x5 < 0,20
0,2x, + 0,05x2 +X520,15
0,05x, + x5 2 0,05

0,05x, + x; < 0,08

Xy + Xy X+ Xy + X+ X =1

2 TA3T AT A
X,20, X,20,..,%20

s.a.

10.  x,, = numero de viagens do P1a L1
X,, = numero de viagens do P1a L2
X,5 —> numero de viagens do P1a L3
X,, — numero de viagens do P2 a L1 etc.
min K = 30X, + 20X, + 24X,5 + 18X, + 12Xy, + 36X,, + 30Xy + 24X, + 8X3y + 15X, + 25Xz + 20Xy,

(X, + X + X3y =5

| X31

| %12 ¥ %oz ot Xy =8
Ssai{X;y+ X+ X;;=4

#xm 1o =10

(

x//>0 /-123 j=123,4

2.2 Técnica de Solug¢ao para Modelos de Programacgao
Linear com Duas Variaveis de Decisao —
Método Grafico

221 CONCEITO

Essa técnica consiste em representar num sistema de eixos ortogonais
o conjunto das possiveis solugdes do problema, isto &, o conjunto de pontos
(x4,%,) que obedecem ao grupo de restricGes impostas pelo sistema em estu-
do. O desempenho do modelo é avaliado através da representacdo grafica da
funcdo objetivo. As solugdes sao classificadas de acordo com sua posigao no
grafico.
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222 GRAFICO DO CONJUNTO DE SOLUGOES

A representagao grafica de uma equacgao linear com duas variaveis é
uma reta. A representagao grafica de uma inequagao linear com duas varia-
veis é um dos semiplanos definidos pela reta correspondente a equagao.

Exemplo 1: Representar graficamente a inequagao: x; +2x, 2 10
a. Construir a reta correspondente a equagéo: x; + 2x, = 10 (acompanhe no
grafico)
Precisamos de dois pontos:

fazendo x; = 0 teremos: 2x, =10 = x, =5
fazendo x, = 0 teremos: x; = 10

b. Testar a inequagéo: x; +2x, > 10

Tomamos um ponto qualquer de uma das regides limitadas pela reta,
por exemplo o ponto (x; = 10, X, = 5).

Substituindo na inequagao:

10 + 2 .5 > 10 ou 20 =10, o que é verdadeiro, portanto a regidao das
solugdes da inequagao é aquela que contém o ponto testado.
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Exemplo 2:
Representar graficamente a solugdo do sistema:

Xy + 3%, <12
2Xy + X, 216
x;20
X, 20
Solugéao:
Vamos representar cada uma das retas correspondentes:

1. X;+3x,=12 se x,; =0, entdo 0+ 3. x, = 12. Portanto, x, = 12/3
ou x, =4
se x, =0, entdo x; + 3 . 0 = 12. Portanto, x; = 12

2. 2x,+Xx =16 sex;=0,entdo2.0+ x, = 16. Portanto, x, = 16
se x, = 0, entdo 2 . x; + 0 = 16. Portanto, x; = 16/2
oux,=8

As restricbes de nao negatividade x; > 0 e x, 2 O representam o

primeiro quadrante do grafico de solugdes.

Gréfico:

Vamos testar para cada reta qual a regido que corresponde a solugao
da inequag&o. Para isso escolhemos um ponto fora das retas, por exemplo o
ponto (8,16).
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1. X+ 3Xx, <12; substituindo X, =8, x, = 16, obtém-se:
8 +3.16 <12 ou 56 < 12; a desigualdade é falsa.
Soluggo: regiao oposta. (Vide flecha indicativa.)
2. 2x; + X5 2 16; substituindo Xy =8, x, = 16, obtém-se:
2.8 + 16 216, ou 32 2 16; a desigualdade é verdadeira. (Flecha
indicativa da solug&o na regido do ponto testado.)

A regido de solugbes aparece sombreada no grafico.

223  AVALIAGAO DO OBJETIVO

Avaliar o desempenho da fungdo objetivo: Maximizar L = 2x; + 5x,, na
regiao de solugdes do grafico abaixo.

Solugéo: Escolhemos um valor arbitrario para L, por exemplo, o valor
10.

A equagao: 10 = 2x, + 5x, fornece o conjunto de pontos (X4,%5) que
déo para L o valor 10. Vamos representar esses pontos:

2x, + SX, =10 se x; =0,entéo2 .0+ 5 - X, = 10. Portanto, Xy =
10/5 ou X, =2
se x, =0, entdao 2 . Xy + 5.0 = 10. Portanto, Xy =
10/2 ou x;=5

Escolhemos um segundo valor para L, por exemplo, o valor 15, entio:



2x1 +5x2 =15
15/5 ou X, =3

sex2=0,enté02.x1+5.0

152 0u x; =75
Graficamente, teremos:

3-
2-1

sex1=0,ent:§102.0+5.x2
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15. Portanto, x,

15. Portanto, x,

Verificamos do grafico que:

0 4\55 T 758>

L=10 L=15

1. A medida que atribuirmos valores a L, obtemos retas paralelas.
2. A medida que o valor de L aumenta, a reta se afasta da origem do

sistema de eixos.

Podemos concluir que pelo ponto P do grafico teremos a paralela de
maior valor que ainda apresenta um ponto na regidao de solugdes. Portanto, o
ponto P é a solugdo que maximiza L na regiéao de solugdes dadas.

Como P =(0,6) e L = 2x, + 5x,, substituindo x, = 0, x, = 6 teremos:

L=2.0+5.6 ou L 30.

maximo —
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2.2.4 METODO GRAFICO

Exemplo 1:
Resolver o problema de programagao linear:
minimizar Z= 2x; + 3X,

x1+x225
5x1+x2210

sujeito as restrigdes: {X; <8

x;20
X, 20
Solugao:
a. Construir a regiao de solugoes das restricdes:
1. Xy +X%=5 sex1=0,entéoO+x2=50ux2:5

se X, =0, entao x; +0=50ux; =5

2. 5x;+x=10 sex;=0,entdo5.0+ x,=100u x, =10
se X, =0,entdo 5. x; +0=10 ou x; =10/5 ou
Xy =2

3. x=8 A representacao grafica é uma reta paralela ao
eixo x, pelo ponto x; = 8.

No grafico:

-4

Zminimo = 10
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Tomando-se o ponto (5,5) para o teste da regido de solugdo de cada
uma das inequagdes, temos, substituindo os valores X;=5€eXx,=5:

1. X+ X,25,entdo 5 + 5 =5 ou 10 = 5. A desigualdade é verdadeira
—flecha em (1) para a regido do ponto testado.

2. 5x; + x, 210, entao 5.5 + 5 2 10 ou 30 = 10. A desigualdade é
verdadeira — flecha em @ para a regido do ponto testado.

3. X < 8 substituindo x, = 5, teremos 5 < 8. A desigualdade é verda-
deira — flecha em @ para a regiao do ponto (5,5).
A regiao resultante estd sombreada na figura.

b. Avaliar o desempenho da fungao objetivo.
Arbitramos dois valores para Z, por exemplo: Z=12e Z= 18.
Para Z= 12, teremos:

2x, + 3%, =12 sex1=O,enté02.0+3.x2=120ux2=4
sex2=0,ent502.x1+3.0=120ux1=6

Para Z= 18, teremos:

2x, +3x, =18 sex;=0,entd02.0+3.x,=180ux, =6
sex,=0,entd02.x,+3.0=180ux; =9
Conclusdo: (verifique no gréfico) A medida que diminuimos o valor de

Z, obtemos retas paralelas mais préximas da origem. Portanto, o ponto da
regiao de solugdes com o menor valor de Z ¢ o ponto (5,0).

Resposta: Ponto de minimo: Xy =5, X, =0. Valor minimo=2.5+3.0
=10.

Exemplo 2
Resolver o problema de programacao linear:

4x, +6x, <60
sujeito a:{ Xy + X, 212
X, 20, x,20

a. Construir a regidao de solugbes das restricoes.

1. 4x, +6x,=60 se x, =0,entéo6.x2=600ux2=10
se x, =0,entdo 4 . x;, =600u x, = 15
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2. Xy + X, =12 se x; =0, entao X, =12
se X, = 0, entao Xy =12

Teste de regi@o de solugbes usando o ponto (x; = 15, x, = 12).

1. 4Xx, + 6x, < 60 substituindo os valores de Xy =15, x, =12, obtemos
4.15+6.12<600u 132 < 60, 0 que é falso.

A solugao é a regiao oposta ao ponto testado.

2. Xy + X, 2 12 substituindo os valores de Xy =15, x, = 12, obtemos
15+ 12 2>12 0u 27 2 12, 0 que é verdadeiro.

A solugéo é a regiao do ponto testado.

b. Avaliar o objetivo na regido de solugdes:
Atribuimos dois valores para L:

L=24,entdo2x, +3x, =24 sex;=0,entdo x,=8
se x, = 0, entao x; = 12

L =45, entao 2x, +3x, =45 se x; =0, entdo x, = 15
se x, = 0, entéao x, = 22,5

Grafico:
x24r
L=45T5 R
> SNttt (1612)
101 :
10 :
L=24~ :
~
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Examinando o grafico, concluimos que L atinge o maior valor na regido
de solugbes sobre a reta @ Portanto, todos os pontos do segmento PQ séo
solugdes 6timas do modelo.

Por exemplo: O ponto Q: xy=15

L=2.15+3.0=30

€ uma das solugdes o6timas.

Exercicios (lista 2)

1. Resolver graficamente o modelo de programacgao linear:
1.1. Maximizar LUCRO = 2x, + 3x,

-X;+2x,<4

X, +2x,<6

X, +3x,<9

Xy 2 0; Xy 2 0

Sujeito a:

1.2. Maximizar RECEITA = 0, 3x, + 0,5x,

2x1 + X, < 2
Sujeito a:{X; +3x, <3
Xy 2 0; Xy 2 0

1.3. Maximizar LUCRO = 2x, + 3%,

x1+3x2£9
— <
x1+2x2_4

Sujeito a:

X +xzs6

1
x120;x220

1.4. Minimizar CUSTO = 10x, + 12x,
Xy + X, S 20
Xyt Xy 2 10

5x1+6x2254
x120;x220

Sujeito a:

1.5.Minimizar Z = 7Xy + 9X,
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—X;+ X2
Xy <5

X, <6
3x,+5x,215
5x, +4x,220
x;20;x,20

Sujeito a:

Resolva o problema 1 da lista 1. Qual a ociosidade de recursos na solugdo 6tima?
Resolva o problema 2 da lista 1. Qual a ociosidade de recursos na solugao 6tima?
Resolva o problema 3 da lista 1.
Resolva o problema 4 da lista 1.

Resolva o problema 5 da lista 1. Existe disponibilidade de recurscs ~a solugao
otima?

Duas fabricas produzem 3 diferentes tjpos de papel. A companhia Que canitia as.
fabricas tem um contrato para produzir 16 toneladas de papel fino, 6 toneladas de
papel médio e 28 toneladas de papel grosso. Existe uma demanda para cada tipo
de espessura. O custo de produgdo na primeira fdbrica € de 1.000 u.m. e o da
segunda fabrica é de 2.000 u.m., por dia. A primeira fabrica produz 8 toneladas de
papel fino, 1 tonelada de papel médio e 2 toneladas de papel grosso por dia,
enquanto a segunda fabrica produz 2 toneladas de papel fino, 1 tonelada de papel
médio e 7 toneladas de papel grosso. Quantos dias cada fabrica deverd operar
para suprir os pedidos mais economicamente?

Uma companhia de transporte tem dois tipos de caminhées: O tipo "A" tem 2 m’
de espago refrigerado e 3 m° de espago ndo refrigerado; o tipo "B" tem 2 m® de
espacgo refrigerado e 1 m® de ndo refrigerado. O cf;ente quer transportar um
produto que necessitard 16 m® de érea refrigerada e 12 m® de drea ndo refrigera-
da. A companhia calcula em 1.100 | o combustivel para uma viagem com o
caminhdo "A" e 750 | para o caminhdo "B". Quantos caminhbes de cada tipo
deverdo ser usados no transporte do produto, com o0 menor consumo de combustivel.

Uma companhia fabrica dois produtos P1 e P2 que utilizam os mesmos recursos
produtivos: matéria-prima, forja e polimento. Cada unidade de P1 exige 4 horas de
forjaria, 2 h de polimento e utiliza 100 u de matéria-prima. Cada unidade de P2
requer 2 horas de forjaria, 3 h de polimento e 200 u. de matéria-prima. O prego de
venda de P1 é 1.900 um. e de P2, 2.100 u.m. Toda produgdo tem mercado
garantido. As disponibilidades sdo de: 20 h de forja; 10 h de polimento e 500
unidades de matéria-prima, por dia.

a) Determinar as quantidades a produzir de P1 e P2 que otimizem a receita didria

dos produtos.

b) Suponha que os custos dos insumos sejam:
matéria-prima 1 u.m. por unidade
forjaria 150 u.m. por hora
polimento 100 u.m. por hora

Qual o plano de produgdo que maximiza o lucro didrio?
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10. Uma refinaria produz gasolina bruta e gasodleo a partir de petréleo. A obtengdo de
gasolina envolve 3 operacgdes: destilacdo atmosférica, dessulfuragdo e reforming
catalitico. Para o gasdleo as operagdes sdo: destilagdo atmosférica, dessulfuragdo
e craqueamento catalitico. Os reservatorios nos quais essas operagdes sdo pro-
cessadas tém capacidade limitada. Tem-se um reservatdrio especial para cada
operagdo acima citada, e suas capacidades anuais estao na tabela:

Reservatérios Gasolina Bruta (t/ano) Gasoleo (Yano)
Destilagao atmosférica 500.000 600.000
Dessulfuragao 700.000 500.000
Reforming catalitico 400.000 ———-
Craqueamento catalitico 450.000

Qual o plano anual de produgdo que maximiza o lucro da refinarja para esses
produtos, se o0s lucros por tonelada sao: gasolina: 7 u.m.; gasdleo: 5 u.m.?

Respostas (lista 2)

1.1. x, =6
X =0
Lucro =12
1.2. x, =0,60
X, = 0,80
Receita = 0,58
1.3. x,=4,5
X, =15
Lucro = 13,5
1.4. x, =108
X, =0
Custo = 108
1.5. x, =40/13
x, = 15/13
Z=415/13
2. sapalos: 3
cintos: 0
Lucro = 15 tempo: 30 min.
Recursos ociosos — tempo: 30 min.
3. P1: 15 unidades
P2: 30 unidades
Lucro = 6.000
Recursos ociosos — mercado de P1: 25 unidades
4. Laranjas: 200 caixas
Péssegos: 400 caixas
Tangerinas: 200 caixas
Lucro: 14.000
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Programa A: 3 vezes
Programa B: 2 vezes
Telespectadores: 110.000
Cinto de M1: 200 unidades
Cinto de M2: 600 unidades
Receita: 2.600
Recursos ociosos  fivela A: 200
fivela B: 100

Fabrica 1: 2,80 dias
Fabrica 2: 3.20 dias
Custo: 9.200
Caminhdo Tipo A: 2 viagens
Caminhao Tipo B: 6 viagens
Gasto combustivel = 6.700 |
a) P1 =5 unidades

P2 = 0 unidades

Receita = 9.500
b) P1:5 unidades

P2: 0 unidades

Lucro = 5.000
Gasolina: 400.000 t/ano
Gasdleo: 120.000 t/ano
Lucro: 3.400.000



3 Nocoes Sobre
Espago Vetorial

3.1 Introducao

Observe os seguintes conjuntos:

R — conjunto dos numeros reais.

- conjunto dos pares ordenados de numeros reais: (3,5), (6,-2),
(1,0) etc.

R>- conjunto das ternas ordenadas de numeros reais: (1,3,8), (2,4,0)
etc.

R"- conjunto das n-uplas (énuplas) ordenadas de numeros reais
(X1,X5,...,X,,) onde x; € um numero real qualquer.

Podemos definir nesses conjuntos duas operagdes:

— Adigao:

(X3 Xps-sXp) + (V1,00 Yp) = (Xq + Yy Xo + Yoo X + V)
Ex.:(3,4)+(2,5)=(83+2,4+5)=(5,9)

— Multiplicagao de uma n-upla por um namero real K:
K. (?(1,x2,...,xn) = (Kxq,Kx,,...,KX,)
Ex.:5.(1,4-3)=(5.1, 5.4, 5.(-3)) =(5,20,-15)

Cada um desses conjuntos, munido dessas duas operagdes, compde
um estrutura matematica chamada espago vetorial. Os elementos dos conjun-
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tos sdo chamados vetores, e podem ser escritos na forma de linhas ou colu-
nas.

(2,4) — vetor do R?
[gj —vetor do AP

(2,-1,0) — vetor do A°
3

-1 |- vetordo R® etc.
8

Dois vetores sdo iguais quando tém exatamente os mesmos elemen-
tos na mesma ordem:

Se (x4,%) = (3,8), entédo Xy=3ex,=8.

Combinagao linear de vetores

Dado um grupo de vetores de um espago, podemos multiplicar cada
um deles por um niimero qualquer e em seguida somar os resultados. O vetor
obtido nessa operagao é uma combinacéo linear dos vetores dados:

Ex.: Dados os vetores (3,2,1) e (6,4,9),

4.(321)+5.(64,9) = (12,84) + (30,20,45) = (42,28,49) é uma
combinagao linear dos vetores dados.

2.321)+1.(6,4,9) = (-6,-4,-2) + (6,4,9) = (0,0,7) é uma outra
combinacao linear desses vetores.
Exercicio 1:

Mostrar que o vetor (11,18) pode ser escrito como combinagao linear
dos vetores (3,4) e (1,2).

Solug&o: Vamos procurar os nimeros X; € X, para montar a combina-
¢ao linear que resulte o vetor (11,18).

3 1 11
3x 1x. 3x, + 1x.
1 21 _ (M 1 2| _ (11 =
ou (4X1J + (2x2] - (1 8) ou [4x1 + 2X2J - (18} entao
3x1 +1x2=11
4x1 +2x2=18
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Para resolver o sistema, vamos multiplicar a primeira equagao por -4, e
a segunda equagao por 3 (coeficientes de x, trocados).
-12x; — 4x, = —44
12x, + 6x, = 54
Soma 2x,

10
2
Substituindo o valor x, = 5 na primeira equagao obtém-se:

=5

10, portanto: x, =

3x1+5=11 ou3x1=60ux1 =g:2

Conclusdo: o vetor (11,18) pode ser escrito como combinagéo linear
dos vetores (3,4) e (1,2), com coeficientes x; =2 e X, = 5:

2.(3,4)+5.(1,2) = (11,18)

Exercicio 2:

Mostrar que o vetor (3,4) ndo pode ser escrito como combinagao linear
dos vetores (1,2) e (4,8).

Solugdo: Vamos procurar os nimeros X, e X, para montar a combina-
¢ao linear:

SRR
ofen) () () )

1x; +4x,=3

Isso resulta no sistema:
2x1 + 8x2 =4

Multiplicando a primeira equagao por -2 (coeficiente de x; na segunda
equagao, teremos:
-2x; — 8x, = -6
4
Soma Ox, = -2

:2x1 + 8x2

a equacao é inconsistente, portanto o sistema nao tem solugao.

Conclusdo: O vetor (3,4) ndo pode ser escrito como combinagao linear
dos vetores (1,2) e (4,8), pois ndo existem numeros xy € X, necessarios para
compor essa combinagéo linear.
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3.2 Base de um Espaco Vetorial

Se um vetor ndo pode ser escrito como combinagido linear de um
grupo de vetores, dizemos que ele é linearmente independente dos vetores do
grupo.

Quando dizemos que um conjunto de vetores é linearmente inde-
pendente, estamos afirmando que cada um dos vetores é linearmente inde-
pendente dos outros.

Base do espagco R’ é um conjunto de n vetores do
R", linearmente independentes.

Ex.: Base do Rz; conjunto de 2 vetores do R2, independentes
Base do R°; conjunto de 3 vetores do R, independentes
Base do R%; conjunto de 6 vetores do R, independentes

A base de um espago vetorial € um gerador do espaco, isto é, qualquer
vetor do espago pode ser obtido como combinacgéo linear dos vetores da
base.

A combinacgao linear para gerar um vetor a partir da base resulta num
sistema de equagdes que tem sempre solugao Unica.

3.3 Solugao Basica de um Sistema de Equagoes Lineares

Vamos partir de um exemplo. Observe o sistema linear:
Xy + 3%, + 4x3 — x4, = 10
2Xy+ X, — X5 + 2X4 = 5

que pode ser escrito na forma:

1 3 4 -1 _ (10
Os vetores que aparecerem nas colunas sao vetores do A?. Uma base
do AP é constituida de dois vetores linearmente independentes.
Uma solugéo basica do sistema pode ser obtida zerando-se 2 varia-

veis, por exemplo, X3 = 0 e x4 = 0, reduzindo o sistema a uma base de 2
vetores: (1,2) e (3,1).
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e (e (5]

Resolvendo o sistema obtido, teremos:

Xy + 3x, = 10
ou
2x1 + X, = 5
2X; + X, = 5 15
soma: -5x, = 15 ou X, = 5 ou x2=3

substituindo na primeira equagdo: x; + (3 .3) =10 0u x; =10 -9 ou
X1 = 1.
A solugdo basica sera, portanto:

x1=1,x2=3,x3=0,x4=0

Outra solug@o basica é obtida fazendo, por exemplo x; = 0 e x3 = 0,
reduzindo o sistema a base formada pelos vetores: (3,1) e (-1,2):

3 -1 10
1fe*| 2f4 |5
Resolvendo o sistema correspondente:

1x2 +2x4:5

-3x, — 6x4 = -15

— 5
soma: —7x4 =-5 OUX, = :‘;Ou Xy = 7

Substituindo na primeira equagao, teremos:

3x, — % = 10 ou, multiplicando por 7, 21x, — 5 =70 ou 21x, =75 0u
X2 — 75/21
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21 , € a solugao basica neste caso.

~N|o

O exemplo apresenta seis solugdes basicas, no total.

3.4 Problema Fundamental da Programacao Linear

Dado o modelo em Programacgéo Linear com duas variaveis de deci-

maximizar Z = 2x, + 3x,

L Xy + 9%, < 20
sujeito as restricoes técnicas

2x; + X, < 10
Xy 2
e as restrigdes de nao negatividade X >
2 =
a) Construir a regido de solugdes do modelo.

b) Transformar o sistema de inequagdes num sistema de equacdes
com varidveis nao negativas.

¢) Mostrar que as solugdes basicas do sistema de equacgdes obtido
sd0 os vértices da regido de solugbes do modelo.

Solugao:
a. Regido de solugdes do modelo:

Se X, =0 entao X =4
1) x; + 5%, = 20

Se X, =0 entdo x; =20
Se Xy =0 entdo X =10

2)2x; + Xp = 10 {Se X, =0 entdo x,=5

Representando graficamente cada uma das retas e testando um ponto,
por exemplo (20,10), para determinar a regido de solugdes de cada inequa-
cao, teremos:

Na primeira inequagdo: 20 + 5. 10 = 70 < 20, o que é falso (flecha
para regiao contraria a do ponto testado).

Na segunda inequagéo: 2 . 20 + 10 = 50 < 20, o que é falso (idem).
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10} - mmm e , (20,10)

[

A 5‘>@ 20~ x

Figura 3.1

b. Transformar o sistema de inequagdes num sistema de equagdes com va-
riaveis nao negativas.

Para isso, introduziremos em cada uma das duas primeiras inequa-
¢Oes as variaveis xF, e xF, , que representam as folgas das inequagbes 1 € 2,
isto &, a diferenga entre o segundo e o primeiro membro dessas inequagoes.

1) X, + 5x, < 20. Entdo: xF, =20 — (x; + 5X,), ou Xy + 5x, + xF; =20
2) 2x; + X, <10. Entéo: xF, = 10 - (2x; + X5), 0U 2%y + X, + XF,=10

As variaveis xF; e xF, ndo podem ser negativas, pois sao calculadas
por uma diferenga em que o primeiro termo nunca é menor que 0 segundo

termo da equagao.
Isto resulta o sistema de equagdes com varidveis nao negativas:

x1+5x2+xF1 = 20
2x1+x2+xF2 =10

Xy 2 0,x, 2 O,xF1 > O,xF2 >0

c. Mostrar que as solugbes basicas do sistema de equagdes com variaveis
ndo negativas, obtidas no item b, sdo vértices do poligono de solugoes,

obtido em a.

X+ 5x2 + xF1 20

O sistema: {2X1 + X, + xF, = 10
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x; 2 0,x 2 0,xF; 2 0,xF, 2 0

Pode ser escrito:

(e B8

Os vetores que compdem o sistema sdo do R?. Uma base do R tem 2
vetores linearmente independentes. Uma solugdo basica pode ser obtida ze-
rando 2 variaveis.

Vamos zerar as variaveis na ordem da esquerda para a direita:
cl. x,=0e x,=0.Base (1,0) e (0,1)
Resulta o sistema:

o} i)~ o)

xXF, + OxF, = 20
Ou{ | +OxF,

OXF,| + XF, = 10 de onde xF, =20 e xF, =10

Solugéo basica: x; =0 xF; =20
X, =0 xF,=10

Nessa solugéo x; = 0 e x, = 0, que corresponde ao vértice A do gréafico
de solugdes (vide Figura 3.1).

c2. x,=0e xF;=0.Base (5,1) e (0,1)

, (5 0 _ (20
Sistema: (1 }(2 + (1 }XFZ = [10)

20
0{12 1F2_10deonde 27 5
Xo+ IXPp = XFy=10-4=6

Solugao basica: x; =0 xF; =0
Xy = 4 xF2 =6

Nessa solugao x, = 0 e x, = 4, que corresponde ao vértice B do gréfico
de solugdes.
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3. x;,=0e xF,=0.Base (5,1) e (1,0)

: (5 1 _ (20
Sistema: [1 }rz + (OJXF1 = (1 Oj

5x2+1xF1:20d q ] £ - 20 -
ou 1x2+0xF1 10 eonde x,= OexFy= —500ux1_-30

i

A solugao basica: x; =0 xF; =-30

possui uma variavel negativa. Isso indica um ponto fora do poligono de solu-
¢6es do modelo. Ponto (0,10) (vide Figura 3.1).

c4. x,=0e xF; =0.Base (1 ,2) e (0,1)

, e 0 _ (20
Sistema: [2}(1 + (1 }sz - (1 0)

X, + 0xFy 20d d 20 e xF, = 10 — 40 = -30
(o] 2X1+XF2 10 eonex1_ e X 5 = — =-

A solugdo basica: x, =20 xF,; =0
X, = 0 xF2 =-30,
possui uma variavel negativa. O que indica um ponto fora do poligono de

solugdes do modelo. Ponto (20,0).
c5. x,=0exF,=0. Base (1,2) e (1,0)

, (1 1 _ (20
Sistema: [2}(1 + (0}(& = (10)

{x1 +xF, = 20
ou

10
2x, +0xFy = 10 de onde x; =5 X;=5€xF; =20-5=15

2

Solugao basica: x; =5 xF =15
X,=0 xF,=0
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O ponto x; = 5, x, = 0 corresponde ao vértice C do poligono de
solugdes do modelo.

c6. xF;=0e xF, =0.Base (1,2) e (5,1)

ssoma 3} + (e - 2

2x4 +x, = 10

X, +5x, = 20
o { 1 2
soma: -9x, = =30 ouXx, =

ou
2x1+x2 =10 30
9

substituindo na primeira equagéo x, = %Q obtém-se x; = 999
Solugdo basica: x, =3% xF, =0

Corresponde ao vértice D do poligono de solugdes.

3.5 Observacoes Sobre o Problema Fundamental da
Programacao Linear

Para transformar uma inequagao do tipo > devemos subtrair a folga xF,
para que seu valor fique nao negativo:

Ex.:2xy + 4x, 2 12. Ent&o:
XF=(2x; +4x5)—12 ou 2x; +4x,— xF=12

O exame da figura obtida na solugédo grafica indica que o valor 6timo
procurado s6 pode ocorrer nos vértices do poligono de solugdes do modelo.
Qualquer ponto interno ao poligono tem reta do objetivo que admite retas
paralelas nos dois semiplanos possiveis, ainda com pontos dentro do poligono
de solugbes, o que mostra pontos do poligono com valores maiores ou meno-
res do objetivo. (Veja figura a seguir.)

O ponto P interno da regido de solugdes ndo pode ser ponto maximo
ou minimo.

Essa conclusdo sugere uma nova técnica para resolver modelos em
programacao linear:
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Lo ovjetivoL L

— Calcular os vértices do poligono de solugdes através das solugdes
basicas do sistema de equagbes com varidveis ndo negativas.

— Testar o objetivo em cada uma das solugdes basicas e escolher o
ponto mais favoravel. Esse ponto serd, portanto, a solugéo 6tima do modelo.

Podemos estender o raciocinio para modelos com mais de duas varia-
veis, onde ndo é mais possivel a solugdo grafica. Os candidatos a pontos
6timos do modelo sdo dados pelas solugdes basicas do sistema de equagoes,
o que pode ser calculado qualquer que seja o numero de variaveis envolvidas.

Para um problema com muitas varidveis, o célculo de todas as solu-
¢bes basicas requer um grande esforgo computacional. Isso pode ser evitado
com o auxilio de um método que, a partir de uma solugéo basica inicial,
escolha as outras solugdes para teste, formando um caminho critico (caminho
mais curto) até a solugdo 6tima. O método, neste caso, é chamado simplex.
Ele reduz consideravelmente o numero de solugdes basicas a calcular.



4 O Meétodo Simplex

4.1 Apresentacao

Esse método € formado por um grupo de critérios para escolha de
solugbes basicas que melhorem o desempenho do modelo, e também de um
teste de otimalidade. Para isso, o problema deve apresentar uma solugao
basica inicial. As solugdes basicas subseqiientes sdo calculadas com a troca
de variaveis basicas por nao bésicas, gerando novas solugdes.

Os critérios para escolha de vetores e conseqiientemente das varia-
veis que entram e saem para a formagédo da nova base constituem o centro do
simplex.

Suponhamos inicialmente que o modelo apresente uma solugao basica
inicial. Os modelos com restricdes do tipo < e com termos da direita nao
negativos tém uma solugéo bésica formada pelas variaveis de folga.

Exempio:
No modelo:
maximizar z = 3x, + 5x,

2x1+4x2S10
6x1+x2s20
x1—x2330

x120, x220

sujeito a:

Acrescentando as varidveis de folga nas restricées:
2x; +4x, + xF, =10
6x, + X, + xF, =20
Xy — X5 + XF53 =30

X, 20, X, 20, xF120, xF220, xF320

Podemos visualizar uma solugio formada pelas varidveis de folga.
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Basta fazer x; = 0 e x, = 0 e teremos: xF; = 10, xF, = 20, xF5 = 30.
Ou escrevendo na forma de vetores:

1 0 0 10
0 xF1 + (1 xF2 + |0ixF, = 1|20
0 0 1 30

Os vetores do primeiro membro constituem uma base do F?B, e a
solugao neste caso € uma solugao basica inicial: x; =0, x, =0, xF; = 10,
xF, =20 e xF4 = 30, formada portanto pelas variaveis de folga.

4.2 Descricao do Método para Maximizacao

12 Parte: Teste de otimalidade para a solugéo.

Consiste em avaliar o efeito da permuta de uma variavel basica por
outra nao béasica, com a consequente formagao de nova solugdo. Se a entra-
da de uma varidvel ndo basica puder melhorar o desempenho do sistema, a
solugao testada néo é étima.

Essa avaliagao é possivel quando a fungao objetivo esta escrita so-
mente em termos das variaveis nao basicas.

Voltando ao exemplo anterior, a fungao objetivo esta escrita na forma:
MAX Z = 3x, + 5x,

e obtivemos, fazendo xX;=0, X = 0, uma solugéo basica inicial formada pelas
variaveis de folga xf, = 10, xF, = 20 e xF3 = 30.

No caso, as variaveis basicas séo xF,, xF, e xF5, € as nao basicas x,
e X,.

Portanto, a fungao objetivo esta escrita com as variaveis nao basicas.

Examinando a fungdo objetivo e a solug&o inicial x; =0, x,=0e z=0,
com Z = 3x + 5x,, temos:

Se x, entra na base com valor 1, o valor de z passa de z=0 para
z =3, aumentando 3 unidades, exatamente o valor do coeficiente de x;.

Se x, entra na base com valor 1, o valor de z passa de z=0 para
z=>5, aumentando 5 unidades, exatamente o valor do coeficiente de x,.

Por outro lado, se o coeficiente de x; ou x, fosse negativo, a entrada
dessa variavel diminuiria o valor de z, de acordo com seu coeficiente. Pode-
mos concluir que enquanto a fungao objetivo apresentar variaveis nao basicas
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com coeficientes positivos, ela podera ser aumentada, ndo sendo portanto a
solugdo o6tima.

Vamos reescrever, agora, a fungio objetivo com todas as variaveis a
esquerda:

Os coeficientes positivos a direita sdo negativos a esquerda, portanto,
coeficientes negativos a esquerda indicam que o valor de z pode ser aumenta-
do com a entrada da varidvel na base, e na proporgao de seu coeficiente.
Escrito dessa forma, a solucdo testada s6 sera 6tima quando as variaveis nao
basicas nao apresentarem coeficientes negativos.

22 Parte: Calculo da nova solugao basica
a) Varidvel que entra na base: entra na base a variavel com coefi-

ciente negativo de maior valor absoluto. A idéia é melhorar rapidamente o valor
de z

Examinando a fungao objetivo do exemplo anterior:
Z—-3x; —5x, =0 0u z=3x; + 5X,

entra a variavel x,, pois cada unidade a mais em x, aumenta zem 5 unidades.

b) Variavel que sai: sai a variavel que primeiro se anula com a entra-
da da variavel escolhida no item anterior, no caso x,, que entra com maior
valor possivel.

Ela pode ser descoberta dividindo-se os termos da direita das restri-
cbes pelos coeficientes positivos da varidvel que entra. O menor valor indica
que a variavel basica dessa linha é a que primeiro se anula e saira da base.

No exemplo:

2x, H4x,+ xF, =10 10 4=25 — Sai
6x,H Xyt xF,=20 20 1=20
Xy Xyt xFa=30 30 -1H=-30

|

entra

A Ultima divisdo (30 (-1)) ndo pode ser considerada, pois daria valor
negativo para a variavel na proxima base, o que n&o é possivel. Portanto, sai a
variavel da primeira linha, no caso xF;.
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c) Elemento pivo
A coluna da variavel que entra e a linha da variavel que sai identificam
um elemento comum chamado pivo.

A linha da variavel que sai é também linha pivd. No caso, a primeira
linha é a pivo e o coeficiente 4 de x, € o elemento pivo.

d) Calculando a nova solugao

d1. Vamos organizar a fungdo objetivo e restrigbes numa tabela com
colunas formadas pelos coeficientes de cada variavel e outra dos
termos independentes.

z X4 Xy xFy XF, XF3 b
1 -3 -5 0 0 0 0
0 2 4 1 0 0 10 — Sai (linha pivé)
0 6 1 0 1 0 20
0 1 -1 0 0 1 30
T
entra

d2. Dividimos a linha pivd pelo valor do elemento pivd, obtendo uma
nova linha com pivd unitario.

linhapivé: 0 2 @® 1 0 0 10
dividindo por 4: 0 05 ® 025 0 O 25 — novalinha pivd

d3. Vamos reescrever cada uma das outras linhas da seguinte manei-
ra:

12 Multiplicar os elementos da nova linha pivd pelo coeficiente da
variavel que entra da outra linha, com sinal trocado.

22 Somar termo a termo com os elementos da outra linha.

Exemplo: Coeficiente da variavel que entra (x,) na primeira linha é -5.
Entao:
nova linha pivé: 0 05 @ 0,25 25
x5: 0 25 5 125 12,5
+ primeira linha: i 3 5 0 0 0 O

soma = nova
primeira linha: 1 05 0 1,25 0 0 125

o O
o O
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O coeficiente da variavel que entra (x,) na terceira linha é 1. Entao:

nova linha pivé: 0 05 1 025 0 0 25
x(-1): 0 -05 -1 025 0 0 -25
+ terceira linha: 0 6 1 0 1 0 20

soma = nova
terceira linha: 0 55 0 -025 1 0 17,5

O coeficiente da varidvel que entra na quarta linha é -1. Entao:

nova linha pivé: 0 05 1 025 0 0O 25
x 1: 0O 05 1 025 0 O 25
+ quarta linha: o 1 1 0 O 1 30

soma = nova
quarta linha: 0 1,5 0 025 0 1 325

Reescrevendo a nova tabela com os resultados obtidos teremos:

z Xy X xF, xF, XF, b

1 -0,5 0 1,25 0 0 12,5
0 0,5 1 0,25 0 0 25
0 55 0 -0,25 1 0 17.5
0 1,5 0 0,25 0 1 32,5

De onde concluimos a nova solugao:

Variaveis nao basicas Variaveis basicas Valorde z

X;=0 X, =2,5 z=12,5
xF3=32,5

A fungao objetivo na nova solugao esta escrita em termos das variaveis
n&o basicas x; e xF,. As variaveis basicas tém coeficientes nulos.

A solugao obtida tem z = 12,5, contra z = 0 da solugao inicial. E melhor,
mas ainda n&o é 6tima, pois o coeficiente de x; na fungéo objetivo é negativo.

Calculo da nova solugao:

Variavel que entra: x, (coeficiente negativo de maior valor absoluto na
funcéo objetivo)
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Variavel que sai:

Vamos dividir os termos independentes pelos coeficientes positivos de

25+05=5

17,5 + 5,5 =3,18 — menor valor: sai a variavel dessa linha no caso xF,
32,5+1,5=21,67

Nova linha pivé = terceira linha

Elemento pivo: 5,5

nova linha pivd = linha pivd + 5,5
linha pivé: 0 5,5 0 -0,25 1 0 17,5
+5,5: 0 1 0 -0,045 0,18 0 3,18

O coeficiente da variavel que entra (x4) na primeira linha é -0,5. Entao:

nova linha pivo: 1 -0,045 0,18 0 3,18
x 0,5: 0 0,5 0 -0,022 0,09 0 1,59
+ primeira linha: 1 -0,5 0 1,25 0 0 12,5

soma = nova
primeira linha: 1 0 0 1,227 0,09 0 14,09

o
o

O coeficiente da varidvel que entra (x4) na segunda linha é 0,5. Entao:

nova linha pivé: 0 1 0 -0,045 0,18 0 3,18
x -0,5: 0 -0,5 0 0022 -009 O -1,59
+ segunda linha: 0] 0,5 1 0,25 0 0 2,5

soma = nova
segurida firrtia:; ¢ a f g.zre -4,09 g g,971

O coeficiente da variavel que entra na quarta linha é 1,5. Entao:

nova linha pivo: 1 -0,045 0,18 0 3,18
x -1,5: 0 -1,5 0 0,067 -0,27 0 -4,77
+ quarta linha: 0 1,5 0 0,25 0 1 32,5

o
o

soma = nova
guarta linha: 0 0 0 0,317 -0,27 1 27,73
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Reescrevendo a nova tabela com os resultados obtidos teremos:

z Xy Xy xFy xF, XFy b

1 0 0 1,227 0,09 0 14,09
0 0 1 0,272 -0,09 0 0,91
0 1 0 -0,045 0,18 0 3,18
0 0 0 0,317 -0,27 1 27,73

A nova solugao sera portanto:

Variaveis ndo basicas Varidveis basicas Valorde z

xF, = x;=3,18 Zz=14,09
xF, =0 X, = 0,91
xF3=27,73

A fungao objetivo esta escrita em termos das variaveis nao bésicas xF,
e xF,, pois os coeficientes das varidveis basicas sdo nulos. O valor de z
passou de z= 12,5 para z = 14,09. Essa solugao é 6tima, pois os coeficientes
das variaveis nao basicas na fungdo objetivo sdo positivos. Se xFy ou xF,
entrar na base, o valor de z diminui, contrariando o objetivo.

Exemplo:
Maximizar z= 2x, + 3x2 + X3

x1+x2+x3S40

2x, + X5 — X3 <20
3x1 +2x2—x3530
x, 20, X, 20, X320

Sujeito a:

a. Colocar as variaveis de folga e as varidveis da fungdo objetivo a esquerda:
Maximizar z—2x, - 3x, — X3 =0

x1+x2+x3+xF1=40

2x1+x2—x3+xF2:20

3x, +2x, —x3+xF3 =30

X120, X,20, x320, xF, 20, xF,20, xF;20

Sujeito a:



No quadro teremos:
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z X4 X X3 xF; xF, XxFy b
1 2 -3 -1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 40
0 2 1 -1 0 1 0 20
0 3 2 -1 0 0 1 30
T
entra
Solugao basica inicial:
Variaveis nao basicas Variaveis basicas  Valor de z
Xy =0 xF{ =40 z=0
X, =0 xF, =20

— Sai

Teste da solugdo: A solugédo nao é étima, pois tem coeficientes negativos

na fungao objetivo.
. Calculo da nova solugao

- Variavel que entra: x, (coeficiente negativo de maior valor absoluto)
- Variavel que sai (termos independentes divididos pelos coeficien-

tes de x5):

40 +1 =40
20+1=20
30+2=15

Menor valor: 15. Sai a variavel da quarta linha (xF3).
Linha pivd: quarta linha

Elemento pivo: 2

~ Dividindo a linha pivd por 2, temos:

Nova linha pivé: (0

1,5 1

-0,5

0]

0

0,5 15)

Calculo da nova primeira linha (coeficiente da variavel que entra = -3)

nova linha pivo: 60 15 1 05 0 0 05 15

x 3: 0 45 3 15 0 0 15 45

+ primeira linha: i 2 3 -1 0 0 0 O
soma = nova

primeira linha: 1 25 0 25 0 0 15 45
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Calculo da nova segunda linha (coeficiente da variavel que entra = 1)

nova linhapivé: 0 15 1 -05 0 O 05 15
x(-1): o 15 -1 05 0 O -05 -15
+ segunda linha: 0o 1 1 1 1 0 0 40

soma = nova
segunda linha: 0O 05 0 156 1 0 -05 25

Calculo da nova terceira linha (coeficiente da variavel que entra = 1)

nova linhapivé: 0 15 1 05 0 O 05 15
x (-1): 0O 1,5 -1 05 -0,5 -15
+ terceira linha: 0 2 1 -1 O 1 0 20

soma = nova
terceira linha: 0O 05 0 05 0 1 -05 5

o
(@)

Reescrevendo a nova tabela teremos:

4 X4 Xo X3 xFy xF, XxFy b
1 2,5 0 -2,5 0 0 1,5 45
0 -05 0 1,5 1 0 -0,5 25
0 0.5 0 -0,5 0 1 -0,5 5

0 1,5 1 -0,5 0 0 0,5 15

Nova solugao:

Variaveis basicas Variaveis ndo basicas Valorde z

X, =15 x;=0 z=45

Essa solugao nao é 6tima, pois o coeficiente de x5 na fungéo objetivo é
negativo (-2,5).

Calculo da nova solugao:

- Varidvel que entra: x5 (coeficiente negativo de maior valor absoluto)
~ Variavel que sai: 25+ 1,5=16,67
5+(-0,5)=-10
1,5+ (-0,5) =-30
desconsiderados, pois dariam valor negativo
para a variavel na préxima solugao.
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Sai portanto a variavel da segunda linha: XF,
— Linha pivé: segunda linha
— Elemento pivo: 1,5
— Nova linha pivo: linha pivd + 1,5
0 -033 0 1 0,67 0 -0,333 16,67

Calculo da nova primeira linha (coeficiente da variavel que entra = -2,5)

nova linha pivd: 0 -0,33 0 1 0,67 0 -0,33 16,67
x 2,5: 0 -083 0 251,67 0 -083 41,67
+ primeira linha: 0 25 0 25 0 0O 15 45

soma = nova
primeira linha: 0 167 0 O 1,67 0 0,67 86,67

Calculo da nova terceira linha (coeficiente da variavel que entra = -0,5)

nova linhapivé: 0 -033 0 1 0,67 0 -0,33 16,67
x 0,5: 0-0,165 0 0,50,335 0 -0,165 8,335
+ terceira linha: 0O 05 0 -05 0 1 -0,5 5

soma = nova
terceira linha: 0 0,335 0 0 0,335 1 -0,665 13,335

Calculo da nova quarta linha (coeficiente da variavel que entra = -0,5)

nova linhapivé: 0 -0,33 0 1 0,67 0 -0,33 16,67
x 0,5: 0 -0,165 0 0,50,335 0 -0,165 8,335
+ quarta linha: 0 15 1 -05 0 0 05 15

soma = nova
quarta linha: 0 1,335 1 0 0,335 0 0,335 23,335

Reescrevendo a nova tabela:

4 X, Xy X3 XxF, xF, xF;3 b

1 1,67 0 0 1,67 0 0,67 86,67
0 -0,33 0 1 0,67 0 -0,33 16,67
0 0,335 0 0 0,335 1 -0,665 13,335
0 1,335 1 0 0,335 0 0,335 23,335
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Nova solugao:

Variaveis basicas Varidveis ndo basicas  Objetivo

X, = 23,335 X, =0 z=86,67
X3 = 16,67 XFy =0
XF, = 13,335 XF3=0

A solugé@o € otima, pois todos os coeficientes na funcdo objetivo séo
positivos.

Exercicios

1. Resolver os modelos em programagao linear, usando o método Simplex.
1.1. Max. Receita = 10x, + 12x,

Xy + X, <100
Sujeito a: {2x; + 3x, <270
X, 20, Xy 2 0

1.2. Max. Lucro = 2x1 + 3x2 + 4x3

Xy +x2+x35100
2x1 +x2S210
X <80

Xy =20, x220, x320

Sujeito a:

1.3.Max. z= O,2x1 + 2)(2 + 4x3

X, + 2x2 <20
G}x1 + X3 < 50

Sujeito a:

x1+x2—x3£15

X >0, x220, x320

1.4. Max. z:5x1 —3x2+4x3—x4
Xy +x2+x3+x43600
Suiei 2x1+x3S280

ujeito a: X, + 3x, <150

Xy >0, x220, XSZO, x420



1.5.Max. z = 2x1 + 4x3

Xy +2X, + X3 < 8.000
2X1 < 6.000

Xy + Xg < 620

Xy >0, x220, X320

Sujeito a:

1.6. Max. z = 2x1 +4x, + 6x3

X, + X +x3S1OO

1 2
2x1— X+ 5x3 <50
3x1 + X3 <200

Xy >0, x220, x320

Sujeito a:

O Método Simplex

Resolva, usando o método Simplex, os problemas da Lista 1 de exercicios ‘
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Um fabricante de fantasias tem em estoque 32 m de brim, 22 m de seda e 30 m de

cetim e pretende fabricar dois modelos de fantasias. O primeiro modelo (M1)
consome 4 m de brim, 2 m de seda e 2 m de cetim. O segundo modelo (M2)
consome 2 m de brim, 4 m de seda e 6 m de cetim. Se M1 é vendido a 6.000 u.m.
e M2 a 10.000 u.m., quantas pegas de cada tipo o fabricante deve fazer para obter

2.
2.1 Problema 1 lista 1
2.2 Problema 2 lista 1
2.3 Problema 3 lista 1
3.
a receita maxima?
4,

O problema consiste em programar a produgdo de dois itens P1 e P2 a partir dos

recursos produtivos R1, R2 e R3. Os dados colhidos nos vdrios setores da empre-

sa sao os seguintes:
Uso dos recursos produtivos

Produtos R1 R2 R3
por unidade por unidade por unidade
P1 2 4 1
P2 3 2 5
Disponibilidades
mensais 3.000 4.000 4.500
Produtos Custo unitdrio Custo de venda | Prego de venda
P1 20 20% 50
P2 30 20% 70

Demanda conjunta dos produtos: 1.000 unidades/més. O objetivo é maximizar o

lucro.
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Respostas

1.1. x, =30, x, =70, xf; =0, xf, =0,z =1.140

1.2. X, =0, x, =0, x3 =100, xf; = 0, xf, = 210, xf; = 80, z = 400

1.3. x, =0, x,= 10, x;=50, xf, = 0, xf, = 0, xf3 = 55, z = 220

1.4. x, =0, x, =0, X3 =280, x, = 0, xf, = 320, xf,= 0, xf3= 150, z=1.120
1.5. x, =3.000, x, = 0, x5 = 620, xf, = 4.380, xf, = 0, xf;= 0, z = 8.480
1.6. x, =0, X, =75, X3 =25, xf; =175, xf; = 0, xf, = 0, =450

2.1. x, =3 sapalos, x, = 0 cintos, Lucro = 15

2.2. multiplas solugbes: x, = 15, x, = 30, z = 6.000

2.3. Laranjas: 200 caixas; péssegos: 400 caixas; tangerina: 200 caixas. Lucro: 14.000
3. Xx,=7 x,=2, sobram 4 m de cetim, z = 62.000

4. x,=125 x,=875 xF =125 xF,=1.750, L =25.250

4.3 Solucao de um Modelo Geral de
Programacao Linear pelo Método Simplex

Os modelos de programagédo linear apresentados até agora tém as
seguintes caracteristicas:

— a fungédo objetivo deve ser maximizada;

— todas as varaveis de decisdo sdo nao negativas;

— apresentam uma solugéo basica inicial.

A aplicagdo do Simplex, como foi apresentada, exige essas trés carac-

teristicas no modelo. Caso isso ndo ocorra, devemos procurar um modelo
equivalente que possua essas trés caracteristicas, para entdao usar o Simplex.

4.3.1 O PROBLEMA DA MINIMIZAGAO

Se a fungao objetivo for de minimizagédo, devemos multiplica-la por -1,
obtendo uma fungao equivalente para maximizagao.

Exemplo:
Minimizar z = 3x1 - 4x2 + Xy

x1+x2+x3£10
Sujeito a: {2x; + X, — X3 <20
X; 20, XQZO, x320
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O modelo equivalente é:

Maximizar (-2) = —3x; + 4X, — X3

x1+x2+x3S10
Sujeito a: 12Xy + X, — X3 <20
x120, x220, x320

Resolvido o modelo equivalente, teremos a solugao do modelo original
com a troca do sinal de z.

4.3.2 O PROBLEMA DA VARIAVEL LIVRE

Se alguma variavel do modelo nao possuir a condi¢gdo de nao negativi-
dade, podemos substitui-la pela diferenca de duas outras variaveis nao nega-
tivas, pois um numero qualquer sempre pode ser escrito como a diferenga de

dois numeros positivos.

Exemplo:
Max z= Xy +2x2 + Xg

Xy + Xy, + X3 <10
Sujeito a: {2x; + 3x, <20
Xy 20, X, = livre

Fazendo x, =X, — X5, com x,>0e x50 e substituindo no modelo
anterior, teremos 0 modelo equivalente:

Maxz=x1+2x4—2x5+x3
x1+x4—x5+x3310

Sujeito a: {2xq +3x, —3x5 <20
X >0, x4 20, x520, x320

Com todas as varidveis ndo negativas. A solucdo deste modelo resolve
o anterior.
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4.3.3 O PROBLEMA DA SOLUGCAO BASICA INICIAL

Nos modelos resolvidos até agora pelo Simplex, as restricbes sao
todas do tipo < com os termos da direita positivos. O acréscimo das variaveis
de folga fornece neste caso uma solugéo basica inicial.

O problema aparece quando:

12  a restrigdo € do tipo >: a variavel de folga é subtraida e seu valor €
negativo, quando se anulam as variaveis de decisao.

22 arestrigdo é do tipo =: ndo recebe a variavel de folga.

Neste caso, acrescentamos em cada uma das restrigbes do tipo > e =
varidveis auxiliares a;com a formag&o de um novo modelo. A solugéo basica
inicial do novo modelo é formada pelas varidveis de folga das restrigbes do
tipo < e pelas variaveis auxiliares a;

Exemplo:
Maximizar z= x; + X, + X3
o Xy + Xy +2%5 220
Sujeito a: o 3x. = 60
Xy + Xy +3Xg =
x;20, X%,20, X320

a) Acrescentando as variaveis de folga:

2x1+x2— x3+xF1 =10
x1+x2+2x3 - xF, =20
2x1 +x2+3x3 =60

Nao temos uma solugdo basica inicial devido a segunda e a tercei-
ra restricées.

b) Acrescentando na segunda e terceira restricdes as variaveis auxi-

liares a, € ag:

2X; + Xp — x3+xF1 =10
Xy +x2+2x3 - xF2+a2 =20
2x1 +x2+3x3 +a3=60

teremos agora uma solugéo basica inicial: xF; =10, a, =20, a; =60 com as
outras variaveis todas nulas.
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4.3.4 RETORNO AO MODELO ORIGINAL

O retorno ao modelo original deve ser feito com a eliminagdo das
variaveis auxiliares e a manutengao da solugéo basica. Isto pode ser feito de

duas maneiras:

4.3.4.1 Método do M grande

Escrevemos a fungao objetivo, acrescentando as variaveis auxiliares
com coeficientes -M, e -M,, sendo M, e M; nimeros grandes.

A medida que z é maximizada, as varidveis a, e ay deixam a base,
devido ao grande valor de M, e M,.
Do exemplo anterior teremos:

Modelo auxiliar: Max. z= Xy + Xy + X3 = M2a2 -~ M3a3

2x1+x2—x3+xF1=10
x1+x2+2x3—xF2+32=20

2x1+x2+3x3+a3=60

x; 20, x220, X320, xF120, xF220, a, =20, a320

Sujeito a:

O quadro inicial fica entao:

z X, Xy X3 XxFy xFy ay as b

1 1 -1 -1 0 0 M, M, 0

0 2 1 -1 1 o] 0 0 10

0 1 1 2 0 -1 1 0 20

0 2 1 3 0 0 0 1 60
Solugao:

Variaveis basicas  Varidveis nao basicas Valor de z original

xF; =10 x;=0 z=0
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Calculo da nova solugao:

~ Varidvel que entra: entra x5 (coeficiente -1). As trés variaveis x;, X, €
x5 tém coeficientes iguais. Escolnemos uma
delas.

-~ Variavel que sai: 10 + (-1) = -10 prejudicado
20 =+ 2 = 10 — sai variavel da terceira linha
60 +-3=20

Linha pivé: terceira linha
Elemento pivé: 2
Nova linha piv6 = linhapivd+2:0 05 05 1 0 -05 05 0 10

Calculo da nova primeira linha: (coeficiente da variavel que entra = -1)

nova linha pivo: O 0505 t 0 0505 0 10
x1: 0O 0505 1 O 0505 0 10
+primeiralinha: +1 -1 -1 -1 0 0 M, M; O

soma = nova
primeira linha: 1 -05-06 0 0 -05 M, My 10

Calculo da nova segunda linha: (coeficiente da varidvel que entra = -1)

o

nova linha pivé: 0 05 05 1 0505 0 10
x1: 0 05 05 1 -05 05 0 10
+ segunda linha: o 2 1 1 1 0 0 0 10

soma = nova
segunda linha: 0 2515 0 1 -0505 0 20

(@}

Calculo da nova quarta linha (coeficiente da varidvel que entra = 3)

nova linha pivo: 0O 05 05 1 0 0505 0 10
x -3: o -15-15 3 0 15 -15 0 -30
+ quarta linha: o 2 1 3 0O 0 1 60

soma = nova
quarta linha: 0O 05 05 0 O 15-15 1 30

o
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Novo quadro:

z X, Xy X3 xF; xF, a, as b

1 -0,5 -0,5 0 0 -0,5 M, M, 10

0 25 1,5 0 1 -0,5 0,5 0 20

0 0,5 0.5 1 0 -0,5 0,5 0 10

0 0,5 -0,5 0 0 1,5 -1,5 1 30
Solugédo:

Variaveis basicas  Variaveis nao basicas Valor de z original

x3=10 x1=0 z=10
xF; =20 X=0
as =30 xFy =

32=O

Célculo da nova solugao:

- Variavel que entra: entra xF, (coeficiente -0,5)

— Variavel que sai: 20 + (-0,5) = -40 — prejudicado
10 + (-0,5) = -20 — prejudicado

30 + 1,5 = 20 — sai variavel da quarta linha

Linha pivé: quarta linha

Elemento pivo: 1,5

Nova linha pivé (linha pivd + 1,5):

0 0333 -0,333 0 0 1 -1 0,667 20

Calculo da nova primeira linha: (coeficiente da varidvel que entra
=-0,5)

nova linha pivo: 0 0,333 -0,3330 O 1 -1 0,667 20
x 0,5: 0 0,167 -01670 O 05 -0,5 0,333 10
+ primeira linha: 1 -05 05 0 0 -05 M, My 10

soma = nova
primeira linha: 1-0333 -06670 0 0 M, M3 20
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Calculo da nova segunda linha (coeficiente da variavel que entra =
-0,5)

nova linha pivo: 0 0,333 -0,3330 O 1 -1 0,667 20
x 0,5: 0 0,167 -0,167 0 0O 05 -0,5 0,333 10
+ segunda linha: 0 25 15 0 1 -0505 0 20

soma = nova
segunda linha: 0 2,667 13380 1 0 0 033330

Calculo da nova terceira linha (coeficiente da variavel que entra = -0,5)

nova linha pivé: 00338 -033W80 O 1 -1 0,66720
x 0,5: 0 0,167 -0,1670 O 0,5 -0,5 0,33310
+ terceira linha: 0 05 05 1 0 -0,5 0,5 0 10

soma = nova
terceira linha: 0 0,667 0,333 1 0O O 0 0,333 20

Novo quadro:

z X4 Xy X3 XxFy xF, a a; b

1 -0,333  -0,667 0 0 0 M, M, 20

0 2,667 1,333 0 1 0 0 0,333 30

0 0,667 0,333 1 0 0 0 0,333 20

0 0,333 -0,333 0 0 1 -1 0,667 20
Solugéo:

Varidveis basicas Varidveis nao basicas Valor de z original

x3=20 x1=0 z=20
xF1=30 x2=0

A solugao basica é formada pelas variaveis originais. Podemos aban-
donar agora as variaveis auxiliares, todas nulas. O quadro fica entao:

z X4 O X3 xF, xF, b
1 -0,333 -0,667 0 0 0 20
0 2,667 1,333 0 1 0 30
0 0,667 0,333 1 0 0 20
0 0,333 -0,333 0 0 1 20
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Célculo da solugao 6tima:

— Varidvel que entra: x, (coeficiente -0,667)

— Variavel que sai: 30 + 1,333 = 22,5 — sai variavel da segunda
linha: xF,
20 + 0,333 =60
20 + (-0,333) = -60 — prejudicada

Linha pivd: segunda linha
Elemento pivd: 1,333
Nova linha pivé (linha pivd +1,333):0 2 1 0 0,75 0 225

Célculo da nova primeira linha (coeficiente da variavel que entra =

-0,667)

nova linha pivo: o 2 1 0 0,75 0 22,5
x 0,667: 0 1,333 0667 0 05 0 15
+ primeira linha: 1-0333 -06670 0 0 20

soma = nova
primeira linha: 1 1 0O O 05 0 35

Calculo da nova terceira linha (coeficiente da variavel que entra =

nova linha pivo: 0 2 1 0 0,75 0 22,5
x (-0,333): 0 -0,667 -0,3330 -0,25 0 -7,5
+ terceira linha: 0 0,667 0,333 1 0 O 20

soma = nova
terceira linha: 0 0 0 1 -025 0 125

Calculo da nova quarta linha (coeficiente da variavel que entra =

-0,333)

nova linha pivé: 0 2 1 0 0,75 0 22,5
x 0,333: 0 0,667 0,333 0 0,25 0 7,5
+ quarta linha: 0 0,333 -0,3330 O 1 20

soma = hova
quarta linha: 0 1 0 0 025 1 275
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Novo quadro:

z Xq X, X3 xFy xF, b

1 1 0 0 0,5 0 35

0 2 1 0 0,75 0 22,5

0 0 0 1 -0,25 0 12,5

0 1 0 0 0,25 1 27,5
Solugdo:

Variaveis basicas Variaveis nao basicas Valor de z original

Xy = 22,5 x;=0 z=135
X3=12,5 xFy=0
xF, =275

A solugiao é dtima.

OBSERVAGCAO: Na primeira parte do exercicio, que levou a eliminagao das
varidveis auxiliares a;, 0 que pretenderiamos néo era maxi-
mizar o objetivo, e sim eliminar as variaveis auxiliares, retor-
nando assim ao problema original. Podemos escolher para
entrar na base uma varidvel com qualquer coeficiente na
funcao objetivo, desde que a entrada dessa variavel provo-
que a saida de uma variavel auxiliar.

Para isto basta verificar se na divisao dos termos inde-
pendentes pelos coeficientes de uma variavel ndo basica, o
menor resultado positivo estd na linha da variavel auxiliar
basica. Se isso é verdade, a variavel auxiliar deixa a base,
independente do coeficiente na funcao objetivo da variavel
que entra.

Suponha, por exemplo, que estamos diante do quadro:

4 Xy X3 X3 xF, a a, b
1 4 5 0 0 0 6 100
0 1 2 1 0 0 12 20
0 0 1 0 1 0 -1 10
0 1 5 0 0 1 4 30

Embora os coeficientes na fungéo objetivo sejam todos néao
negativos, a solugdo ndo é étima, pois o problema original
estd alterado pela presenga da variavel auxiliar a;. Qual
varidvel devera entrar na base para a saida da variavel a,?
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Seentrax,: 20+1=20

10 + 0 = prejudicado

30 + 1 = 30, sai a varidvel da primeira linha: x,
Seentrax,: 20+2=10

10+1=10

30 + 5 = 6, sai a variavel da terceira linha,
exatamente a;.

Portanto, a entrada de x, resolve o problema.

Caso nenhuma das varidveis nao bdsicas possa fazer o
papel de expulsar a variavel auxiliar da base, o0 problema
n&ao tem solugao basica, e portanto nao tem solugao.

4.3.4.2 Método da fungdo objetivo auxiliar

Como no método anterior, nas equagdes e nas inequagdes do tipo 2,
acrescentamos as variaveis auxiliares, para compor com as folgas das inequa-
¢oes do tipo <, a solugdo basica necessaria a aplicagao do Simplex.

Construimos entao, uma fungdo objetivo auxiliar W, formada pela
soma das variaveis auxiliares.

W= a;+a,+,..,+a,

A funcédo W deve ser escrita em termos das variaveis originais e com-
pord o novo objetivo a ser minimizado.

Quando as variaveis auxiliares forem nao basicas, teremos:

As variaveis e fungdes auxiliares podem ser abandonadas. O novo
objetivo sera dado pela fungao objetivo original.

Teremos ai, 0 modelo original com a solug¢ao basica inicial procurada.

Exemplo:

Maxz:x1 + X5 + X5
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2x1+x2—x3s10
Xy + X, + 2%, 220
Sujeito a: e 3

2x1 + X5+ 3x3 =60

X120, x,20, X320

1. Acrescentando variaveis de folga e varidveis auxiliares, conforme
ja fizemos anteriormente, teremos:

2Xy + Xy — X3+ XFy =10

Xy + Xp +2X5 — XFy + 2, =20

2X; + X5 + 3X3 + a3 = 60
2. Funcao auxiliar W= a, + a5
Da segunda restricao: a, = —x; — X, — 2x3 + xF, + 20
Da terceira restrigdo: ay = —2x; — X, — 3x3 + 60

W= a, + ay=-3x; - 2x, —5x5 + xF, + 80
mini W= max (-W) = 3x, + 2x, + 5x3 — xF, — 80

O quadro com a func¢ao auxiliar W fica assim:

z X4 X X3 xF, XF, a, a, b
1 -1 -1 0 0 0 0 0
0 1 -1 1 0 0 0 10
0 1 1 2 0 -1 1 0 20
0 1 3 0 0 0 1 60
-1 -3 2 -5 0 1 0 0 -80
-w
Solugéo:
Varidveis basicas Variaveis nao bdasicas Valor de W
xF, =0

A fungéo objetivo a ser minimizada é W. Observando seus coeficientes,
verificamos que a resolugao do quadro nao é étima.
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Calculo da nova solugio:

— Variavel que entra: X5 (coeficiente -5)

- Variavel que sai: 10+ (-1)=-10 — prejudicada
20 + 2 = 10 — sai a variavel da terceira linha: a,
60 +3=20

Linha pivé: terceira linha
Elemento pivé: 2
NovaIinhapivc")(linhapivc‘>+2):0 05 05 1 0 -05 05 0 10

Calculo da nova primeira linha (coeficiente -1)

nova linha pivo: 0O 05 05 1 0 -0505 0 10
x1: 0 05 05 1 -0,5 0,5 10
+ primeira linha;: 1 -1 1 1 0 0 0 0 0

o
o

soma = nova
primeira linha: 1 -056-06 0 0 -0505 0 10

Calculo da nova segunda linha (coeficiente -1)

nova linha pivo: 0O 05 05 1 0O 0505 0 10
x1: 0 0505 1 0 -0505 0 10
+ segunda linha: 0O 2 1 1 0 0 0 0 10

soma = nova
segunda linha: 0 2515 0 0 -0505 0 20

Calculo da nova quarta linha (coeficiente 3)

nova linha pivo: 0 0505 1 0 -0505 0 10
x (-3): 0 1515 -3 0 15 -15 0 -30
+ quarta linha: 0O 2 1 3 0 0 0 1 60

soma = nova
quarta linha: 0 0505 0 0 15-15 1 30
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Calculo da nova quinta linha (coeficiente -5)

nova linha pivé: 0O 05 05 1 0505 0 10
x 5: 0 25 25 5 2525 0 50
+ quinta linha: -1 -8 2 5 0 1 0O 0 -80

soma = nova
quinta linha: -1 -05 05 0 0 -1525 0 -30

o O

Novo quadro:

z X, X X3 XFy xF, a, as b
1 -0,5 0,5 0 0 -0,5 05 0 10
0 2,5 1,5 0 1 -0,5 0,5 0 20
0 0,5 0,5 1 0 0,5 0,5 0 10
0 0,5 -0,5 0 0 15 1,5 1 30
-1 -0,5 0,5 0 0 15 2,5 0 -30
-w
Solugao:
Variaveis basicas Variaveis nao basicas Valor de W
az =30 xF2 =0

Célculo da nova solugéo:
— Varidvel que entra: xF, (coeficiente -1,5)
— Variavel que sai: 20 + (-0,5) = -40 — prejudicada
10 + (-0,5) = -20 — prejudicada
30 + 1,5 =20 — sai a variavel da quarta linha: a,

Linha pivd: quarta linha

Elemento pivd: 1,5

Nova linha piv6 = linha pivd + 1,5:

0 0333 -0,333 0 0 1 -1 0,667 20
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Calculo da nova primeira linha: (coeficiente -0,5)

nova linha pivo: 00333 -033880 0 1 -1 066720
x 0,5: 0 0,166 -0,166 0 O 05 -0,5 0,333 10
+ primeira linha: 1 -0,5 -05 0 0 -0505 0 10

soma = nova
primeira linha: 1-0333 -06670 O O O 033320

Calculo da nova segunda linha (coeficiente -0,5)

nova linha pivo: 0 0,333 -0,3330 O 1 -1 0,667 20
x 0,5: 00166 -0166 0 O 0,5 -0,5 0,33310
+ segunda linha: 0 25 15 0 1 -05 05 0 20

soma = nova
primeira linha: 1 2,666 1,333 0 1 0 O 0,333 30

Célculo da nova terceira linha (coeficiente -0,5)

nova linha pivo: 0 0,333 -0,3330 0,667 20
x 0,5: 0 0,166 -0,i166 0 O 05 -0,5 0,333 10
+ terceira linha: 1 05 05 1 0 -0,5 05 0 10

o
—
1
—

soma = nova
terceira linha: 1 0,666 0,333 1 0 0 0 0,333 20

Célculo da nova quinta linha (coeficiente -1,5)

nova linha pivé: 0 0,333 -0,3330 O 1 -1 0,667 20

x 1,5 0 05 -05 0 0 15 -15 1 30

+ quinta linha: -1 -0,5 05 0 0 -15 25 0 -30
soma = nova

quinta linha: -1 0 0O 0 o o 1 1 0
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Novo quadro:

r4 X1 X2 X3 XF1 sz 82 33 b
1 -0,333  -0,667 0 0 0 0 0,333 20
0 2,666 1,333 0 1 0 0 0,333 30
0 0,666 0,333 1 0 0 0 0,333 20
0 0,333  -0,333 0 0 1 -1 0,667 20
-1 0 ) 0 0 0 1 1 0
-w
Solugdo:
Variaveis bdsicas Variaveis nao basicas Valor de W
xF1 =30 X =0
xF, =20 a,=0

O problema apresenta agora uma solugo basica formada pelas varia-
veis originais. As varidveis auxiliares e a fungdo objetivo auxiliar sdo nulas.
Podemos abandona-las e continuar o problema com a fungao objetivo original.

O quadro sera portanto:

z Xy Xz X3 xF, XF, b
1 -0,333 -0,667 0 0 0 20
0 2,666 1,333 0 1 0 30
] 0666 . 0,333 1 0 0 20
0 0,333 -0,333 0 0 1 20

Esse quadro é o mesmo que o obtido no processo do M grande.
Calculando a partir dele a solugédo 6tima, como ja exposto (no exemplo ante-
rior), teremos:

X, =22,5 X; =0 z=135
xF, =275

OBSERVACAO: Caso a fungéo auxiliar W apresente solugdo 6tima e valor
nao nulo, as variaveis auxiliares ndao serdo todas nulas e o
modelo original ndo apresentara entdo uma solugéo basica.
Neste caso, o problema ndo tem solugao.
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44 O Problema da Degeneracao

No desenvolvimento do Simplex, a linha pivo é a restrigao que apresen-
ta 0 menor quociente nao negativo, na divisdo dos termos independentes pelos
coeficientes positivos da variavel que entra.

Pode ocorrer que haja mais de um resultado nessas condigoes. Deve-
mos escolher arbitrariamente um deles para calcular a solugéo. Entretanto,
essa solucao apresentard variaveis basicas com valor nulo. A saida de uma
variavel basica nula provoca o aparecimento de outra variavel basica nula na
solugdo seguinte, sem alteragao do valor do objetivo.

Neste caso, a solucdo é chamada degenerada. Se os coeficientes da
funcao objetivo retornam nao negativos em alguma iteragéo, o caso nao apre-
senta dificuldade. O problema aparece quando as iteragbes levam a circuitos,
sem caracterizar a solugao 6tima. Embora o caso seja muito raro, ha maneiras
de soluciona-lo. Entretanto, ao nivel desta exposicdo esse método nio tem
interesse.

4.5 O Problema da Solucao llimitada

Isto ocorre quando a variavel que entra na base nao possui em sua
coluna nenhum coeficiente positivo. Os programas de computador, neste caso,
apresentam a Gltima solugéo basica antes que a solugao se torne ilimitada.

4.6 Caso de Solucoes Multiplas

Se na solugao 6tima o coeficiente de uma variavel nao basica é zero,
ele podera entrar na base sem alterar o valor do objetivo, gerando outra solu-
¢do otima. Neste caso, qualquer combinagdo linear dessas duas solugoes
também sera solugéo 6tima.

Exercicios
1. Resolva pelo Simplex, usando o método do M grande para obter a solugdo basica
inicial.
Max z = 2x, + 3x,
X;+X%,210
Sujeito a: }2x, + X, <16
Xy 2 0, X, 2 0
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2. Resolva pelo Simplex, usando o método da fungdo objetiva artificial para obter a
solugao basica inicial.
Min z = 3x, + 2x,

2x1 +x2210

Sujeito a: { Xy +5x, 215
X, 20, x,20

3. Resolva usando Simplex
Max z = x, + Xy + 2Xg

Xy + 2x2 <10
Sujeito a: {3X; +4x, + X3 < 20
Xy 2 0, X3 2 0, Xy livre

4. Mostre que o problema tem vdrias solugdes.
Min z = 2x, + 4x, + 10X,

Xy + X5+ Xz < 120
Sujeito a: { Xy + 2X, + 5x3 2 30
Xy 20, x220, x320

5. Resolva usando Simplex
Min z =2x, + 4x, + 5x,

Xy +2x2+10x35600
&—&+@2w
2x1 —x3£100

X, 20, x220, x320

Sujeito a:

6. Verifique se a solugcdo do modelo abaixo é limitada. Qual a melhor solugdo bdsica
antes que a solugdo fique ilimitada?

Maxz:x1 +2x2+x3

2x1 + 3x2+ X3 2 10
Sujeito a: { 4x, + X, + 2x3 220
x; 20, x220, XSZO
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7. Minimizarz = 3x1 + 2x2 + X3

3x1+x2+3x326

3x1 +2x,=6
Sujeito a:
Xy~ Xy <1

x120, x220, X320

8. Um distribuidor de produtos para festas infantis compra dos produtores chapéus
de papel, linguas-de-sogra e bexigas, e prepara caixas com esses trés produtos
na forma de kits para festas. Observagbes anteriores mostram que:

a. A quantidade de chapéus e linguas-de-sogra deve ser pelo menos 50% do
total.
b. O pacote deve ter pelo menos 20 bexigas.
¢. Cada item deve concorrer com pelo menos 25% do total da caixa.
O custo dos componentes (em milhares de unidades) é:
Chapéu de papel: 50.000
Lingua-de-sogra: 20.000
Bexigas: 5.000
Qual a composigdo da caixa que tem o menor custo?

9. Uma empresa dispbe de recursos produtivos suficientes para produzir 3 diferentes
produtos P1, P2 e P3. A capacidade de armazenagem, se fosse fabricado apenas
um produto, seria de:

1.000 unidades para P1

900 unidades para P2

1.200 unidades para P3
Espera-se ter que armazenar no maximo a produgdo de 5 dias. A capacidade de
produgédo por hora para cada produto individualmente é de: 10 unidades para P1; 6
unidades para P2 e 15 unidades para P3. A disponibilidade é de 8h/dia.
A disponibilidade didria de matéria-prima, usada nos 3 produtos, é de 240 kg. O
uso por unidade de produto é de: 1,5 kg para P1, 2,4 kg para P2 e 2 kg para P3.
Se os lucros unitdrios sdo de 500 u.m. para P1, 800 u.m. para P2 e 400 u.m. para
P3, qual a produgdo didria otima?

Respostas

1. X,=0,x,=16,2=48

2 x,=389 x,=2222z=16,11

3. x,=0x,=0,x3=20, x,=0, x5 =0, 2=40 (x, = X5 - X,); solugdo ilimitada.

4. x,=0 x,=0 x3=6, xF, = 114, z = 60. A varidvel ndo basica x, tem coeficiente zero.

5. x,=50 x,=0, x3=0, XF, =550, xF,=0,xF3=0,z=100

6. Sol.ilimitada. x, = 0, X, = 20, X3 = 0, xF, = 50, 2 = 40
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7. X, = 1,60, X2=0,60, X3:0,20,z=6,20
8. X;=10,x,=10, x5 = 20, xF; = 10, C = 800
9. x,=80x,=48 x;=2,4,L,=79.360

4.7 Analise Econdmica

A andlise econdmica baseia-se nos coeficientes das variaveis, na fun-
¢ao objetivo final. Vamos lembrar que:

1.

O quadro final de um modelo de programacéo linear apresenta
variaveis basicas e nao basicas.

A fung&o objetivo estd escrita em termos das variaveis nao basicas.

O valor das varidveis basicas estao na coluna b. O valor das varia-
veis nao basicas é zero.

O coeficiente da varidvel ndo basica na fungdo objetivo mede a
tendéncia do objetivo com aquela variavel. E um valor marginal,
indica a variag@o proporcional no objetivo para pequenos aumentos
ou diminuigdes na varidvel. Para simplificar o raciocinio, vamos
supor sempre aumentos ou diminui¢gdes unitarias na variavel.

Posteriormente, em andlise de sensibilidade podemos verificar até
quantas unidades podemos aumentar ou diminuir da variavel, sem
alterar a informagao contida em seu coeficiente. Esses coeficientes
séo chamados pregos de oportunidade (pregos relativos ao progra-
ma desenvolvido).

No quadro final, a solugéo é étima. Um aumento de zero para 1 na
variavel ndo basica prejudica o objetivo. (lucros diminuem, custos
aumentam etc.).

Alteragdes no lucro podem significar alteragbes em duas outras
variaveis: receita e custo.

Exemplo 1:

No programa de produgéo para o préximo periodo, a empresa Beta
Ltda., escolheu trés produtos P1, P2 e P3. O quadro abaixo mostra os mon-
tantes solicitados por unidade na produgao.

Produto Contribuigao Horas de Horas de uso de Demanda
(lucro por unidade) trabalho maquinas maxima
P 2.100 6 12 800
P2 1.200 4 6 600
P3 600 6 2 600
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Os pregos de venda foram fixados por decisdo politica e as demandas
foram estimadas tendo em vista esses pregos. A firma pode obter um supri-
mento de 4.800 horas de trabalho durante o periodo de processamento e
pressupOe-se usar trés maquinas que podem prover 7.200 horas de trabalho.
Estabelecer um programa étimo de produgéo para o periodo.

Solucgo:
a) Modelo linear:
Variaveis de decisao: X; — quantidade a produzir de P1
X, — quantidade a produzir de P2
X5 — quantidade a produzir de P3

Objetivo maximizar o lucro = 2.100x, + 1.200x, + 600x5

6xy +4x, + 6x3 <4.800
12x; + 66X, +2x5 < 7.200
X, <800

Xy < 600

Xy < 600

Xy >0, x220, x320

Sujeito as restrigoes <

Sistema de equagdes correspondentes:
Max z = 2.100x; + 1.200x, + 600x5

6x; + 4x, + 6X;5 + XF| =4.800
12X, + 6Xx, + 2X5 + xF, =7.200
Xy + xF5 =800
X5 + xF, =600
X3 + xFg =600
Variaveis de folga: xF, — sobra de recurso horas de trabalho

xF, — sobra de recurso horas de maquina
xF3 — sobra de recurso mercado de P1
xF, — sobra de recurso mercado de P2
xF5 — sobra de recurso mercado de P3
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O quadro final pelo método Simplex é o seguinte:

z Xy X X3 xF; XxF, XFy xFy xFg b
1 0 0 0 50 150 0 100 0 1.380.000
0 0 0 1 0,2 -0,1 0 0,2 0 120
0 1 0 0 0,03 0,1 0 -0,47 0 280
0 0 0 0 0,03 -0, 1 0,47 0 520
0 0 1 0 0 0 ] 1 0 600
0 0 0 0 0,2 0,1 0 0,2 1 480
Solugao:
Produzir no periodo: 280 unidades de A1
600 unidades de P2
120 unidades de P3
Recursos disponiveis: 520 unidades do mercado de P1
Apds o programa: 480 unidades do mercado de P3

O prego de oportunidade do recurso "horas de trabalho" (coeficiente de
xF, no quadro = 50) indica que:

Se conseguirmos mais uma hora de trabalho aos custos correntes
poderemos aumentar nosso lucro em 50, isto é, poderemos obter
nova solugao étima com lucro de 13.080.050.

Se uma hora a mais de trabalho acarreta o pagamento de adicional
extra, o valor 50 indica o limite maximo desse adicional.

Por exemplo: se o adicional for de 20, a nova hora de trabalho
implicara uma nova solugdo com lucro de 30 a mais que o anterior,
portanto o lucro de 13.080.030.

Se houver falta de uma hora de trabalho, o lucro fica diminuido em
50, caso nao haja alteragéo no custo. Se essa falta for, por exem-
plo, pela auséncia de um funcionario que néo tera hora desconta-
da, acrescentar esse valor ao prejuizo causado pela auséncia do
funcionario.

O prego de oportunidade do recurso "horas de maquina" (coeficiente
de xF, no quadro = 150), indica que:

Uma hora a menos de maquina, o que equivale a fazer xFy = 1,
acarreta uma diminuigdo no lucro de 150. A nova solugao 6tima
nesse caso teria lucro de 13.079.850 desde que nao haja alteracio
nos custos correntes.
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— Contratar mais de uma hora de maquina aos custos correntes sig-
nifica um acréscimo de 150 no lucro. Se esse contrato implica
adicional extra, ele deve ser descontado. No caso de aluguel de
hora de maquina de terceiros para o programa, o prego de oportu-
nidade 150 indica o maximo que podemos pagar pelo aluguel além
de nosso custo corrente. Por exemplo, se nosso custo corrente for
500, alugar uma hora de maquina por menos de 650 aumenta o
nosso lucro. Esse aumento corresponde a diferenga entre 650 e o
valor do aluguel.

- Em termos de manutengéo e substituigdo de maquinas, o prego de
oportunidade oferece informagao para o célculo do prejuizo devido
a quebra e manutengdo de uma maquina operando no programa.
Se ha uma probabilidade de 80% de que uma maquina necessite
de uma hora para conserto durante o programa, entdo, ha uma
expectativa de: 150 x 0,8 = 120 de prejuizo com esse evento (que-
bra da maquina) no programa, além dos custos pela manutencgao.

O prego de oportunidade do recurso "mercado de P1" (coeficiente xF
no quadro = 0) indica que esse recurso ndo ¢ escasso. O mesmo ocorre com
0 prego de oportunidade do recurso "mercado de P3". Isto pode nos levar a
rever o investimento no mercado desses dois produtos. Uma diminuigédo des-
ses investimentos com conseqlente diminuigdo do mercado nao afetara nos-
sas vendas, causando um aumento no lucro. Outra maneira de aumentar o
lucro neste caso é aumentar o preco de venda dos produtos P1 e P3. Isto
diminui os mercados correspondentes sem afetar as vendas, desde que o
mercado ndo diminua aquém da produgao

O preco de oportunidade de uma unidade do recurso "mercado de P2"
(coeficiente xF, no quadro = 100) indica que:

— O aumento de uma unidade nesse mercado, aos custos correntes,
acarreta um aumento de 100 no lucro, isto é, a nova solugao teria
lucro de 1.380.100.

— Da mesma forma, o cancelamento de uma unidade na compra de
um cliente implica um prejuizo de 100, além do custo normal da
unidade desse recurso.

— Se o departamento de marketing da empresa estimar em 80 o
investimento adicional para aumentar em uma unidade o mercado
do produto P2, esse investimento nos traria um retorno liquido de
100 — 80 = 20, passando o lucro para 13.800.020. Por investimento
adicional entendemos o valor além do custo normal de vendas por
unidade nesse mercado.
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Exemplo 2:

Um investidor dispde das atividades rentaveis A e B no inicio de cada
um dos préximos cinco anos. Cada unidade monetaria investida em A no
inicio de um ano rende 1,40 (40% de juros) dois anos depois, em tempo para
um reinvestimento imediato. Cada u.m. investida em B no inicio de um ano
rende 1,90 (90% de juros) trés anos depois. Além disso, as atividades renta-
veis C e D estardo cada uma disponivel numa certa ocasido no futuro. Cada
u.m. investida em C no inicio do segundo ano rende 2,20 (120% de juros)
quatro anos depois. Cada u.m. investida em D no inicio do quinto ano a partir
de agora rende 1,30 um ano depois. O investidor comega com 10.000 u.m.
Ele deseja saber qual o plano de investimento que maximiza o dinheiro que
ele tera acumulado no inicio do sexto ano, a partir de agora.

Solugéo:

Variaveis de decisao: Xjj = investimento na atividade /, no inicio do ano
J.
i=A B C D
j=1,2,3,4,5

Variaveis de folga: ~ xF; — sobra de recurso para investimento no
inicio do ano /.
i=1,2,3,4,5

Fluxo de caixa do investimento:

1 2 3 4 5 6
I } { } | —
T T ) T 7 T
Investimentos XAy XAy XAg XAy xDs
possiveis xB, xB, XBj
xC,
! d { d

- - 1,40 xA; 1,40 xA, 1,40 xA; 1,40 XA,
- - 1,90xB; 1,90 xB, 1,90 xB,
2,20 xC,
1,30 xDg

Retornos

Objetivo: Max. Receita = 1,40xA, + 1,90xB; + 2,20xC2 + 1,30xD0s.

Restricdes: No inicio de cada ano, pode-se investir o que sobrar nao
investido no ano anterior mais os retornos dos investimentos passados.
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12.ano xA + xB1 < 10.000

2% ano x4 + xBo + xCp < 10.000 — (XAt + xB1)

32 ano x4z + xB3 < [ 10.000 - (XAy + XB1) ] — (XA2 + xBz + XCp) + 1,40xA1

42 ano xA4 < {[10.000 - (xA1 + xB1) ] - (xA + XBz + XC2) + 1,40XA1 ~ (xA3 + xBa)} +1,40xA2 + 1,90xB
52an0 xDs < {[ 10.000~ (xAy + XBy) ] - (xAe + XBb + XC2) + 1,40xAy — (xAs + XB) +1,40x4p + 1,90xB|

- xA4 + 1,40xA3 + 1,90xB2

Reduzindo os termos semelhantes:

Max Receita = 1,40xA4 + 1,90xB3 + 2,20xC2 + 1,3OxD5

Com:

XA + xB1 < 10.000

XAl + xBy + xAp + xBp + xCo < 10.000

-0,4xA1 + xB1 + xA2 + xBg + xC2 + XAz + xB3 < 10.000

-0,4xA1 — 0,9xB1 — 0,4xA2 + xB2 + xCo + XA3 + xB3 + xA4 < 10.000

-0,4xA1 ~ 0,9xB1 - 0,4xA2 — 0,9xB2 + xCp — 0,4XA3 + xB3 + xA4 + xDs < 10.000

O quadro final de solugdes fica assim:

R xA; xA, xA; xA, xBy xB, xB; xC, xDs xF;, xF, xF; xF; xF; b
1 /0 051 008 0 0 0 0 027 0 019 057 05 01 1,3 [26.600
ol1t o o o 1 0 o0 O O 1 0 0 O 0 |10000
olo 1 o o0 o 1 0 1 0 -1 1 0 o0 o0 0
colo o t+ o0 14 0 1 0 0 14 -1 1 0 0 |14.000
o|{0 14 0o 1 19 0 0 ©O0 ©0 0 O -1 1 0 0
0/0 17 14 0 O O O 19 1 -19 19 0 -1 1 0
Solug3o:
Investir: 10.000 em A no inicio do primeiro ano
14.000 em B no inicio do segundo ano

Retorno total: 26.600
Obs.: O problema tem mais de uma solugéo étima.

Nao ha sobra de recursos para investimento, em cada ano: xF;=0,
i=1,2,3,4,5.
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O prego de oportunidade do investimento em A no inicio do segundo
ano (coeficiente de xA, = 0,51) indica que se insistirmos em aplicar uma
unidade monetaria em A no inicio do segundo ano (fazer xA, = 1), a nova
solugdo otima teria a receita diminuida em 0,51, passando para 26.599,49.

O mesmo raciocinio vale para investimentos em A no inicio do terceiro
ano (coeficiente de xA; = 0,08 e para investimentos em C no inicio do segun-
do ano (coeficiente de xC, = 0,27). Uma u.m. investida nessas oportunidades
diminuiriam o retorno conforme o coeficiente da variavel na fungéo objetivo.

O prego de oportunidade da folga de investimento no inicio do primeiro
ano (coeficiente de xF; = 0,19) indica que se reservassemos uma u.m. no
inicio do primeiro ano, investindo apenas 9.999, e retornassemos com esse
capital no inicio do segundo ano, teriamos a receita diminuida em 0,19 na
nova solugdo 6tima. Isto significa que se tivéssemos outra oportunidade de
investimento para um ano com retorno maior que 19%, poderiamos usa-la
para esse capital, com conseqiente aumento do retorno no inicio do sexto
ano.

O prego de oportunidade da folga de investimento no inicio do segun-
do ano (coeficiente de xF, = 0,57) indica que a reserva de uma u.m. no inicio
do segundo ano com retorno no inicio do terceiro ano acarreta uma diminui-
cdo de 0,57 no retorno final. A nova solugdo 6tima teria um retorno de
26.599,43.

Se retirassemos do capital a ser investido no inicio do primeiro ano e
retornassemos com esse capital no inicio do terceiro ano (fazendo xF; =1 e
xFy = 1), teriamos uma diminuigcdo de receita de 0,19 + 0,57 = 0,76. Se
tivéssemos a oportunidade de investir uma u.m. no inicio do primeiro ano com
retorno dois anos depois, com taxa maior que 76%, deveriamos usa-la au-
mentando o retorno total no inicio do sexto ano.

Se pudéssemos captar dinheiro, por exemplo, no inicio do quarto ano,
cada u.m. acrescida a nosso investimento no inicio do quarto ano traria um
aumento de receita de 0,10 + 1,3 = 1,4, isto é, renderia 40% de juros. Se a
captacao tivesse custo menor que 40% para devolugéo no inicio do sexto ano,
deveriamos usa-la para aumentar nosso retorno.



5 Dualidade

5.1 Introducao

Em determinadas situagdes, a quantidade de célculos necessaria para
resolver um modelo linear pelo método Simplex pode ser reduzida. O modelo
inicial, chamado primal, pode ser substituido por outro modelo chamado dual,
cuja solugéao é mais rapida. Vamos mostrar que conhecida a solugdo do dual,
conheceremos em consequéncia a solugdo do primal, o que resolve nosso
problema.

Considere o modelo de programagéo linear em que:

a) a fungao objetivo é de maximizagao;
b) as restricdes sao todas do tipo <;
C) as varidveis sao nao negativas.

A este modelo chamado primal podemos associar um outro modelo
que chamaremos dual, construido da seguinte maneira:

12 varidveis de decisdo do dual: a cada restricido do primal faremos
corresponder uma variavel y;

22 objetivo: a fungao objetivo serd de minimizagado. Cada uma de suas
parcelas sera o produto da variavel y; pelo termo da direita da
restricdo correspondente;

32 restricbes: cada variavel de decisdo primal gera uma restrigio no
dual.

Termos da esquerda: cada termo é o produto da variavel dual y;
pelo coeficiente respectivo da variavel de
decisdo primal.

Sinal: sinal do tipo 2.
Termo da direita: é o coeficiente da variavel primal na fungao
objetivo.

42 As variaveis y; sdo todas n&o negativas.
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Exemplo:
Primai: Max. Z=2x, + 3X, + X3 variaveis duais

3x1+4x2+2x3310 - Y
sujeito a: {2x; + 6x;, + X3 <20 -V,

x120, xzzo, x320

Dual: Min. D =10y, + 20y, + 30y, (termos da direita)

3y +2y, +1y;22 coeficiente de x,
sujeito a: {4y, + 6y, — ¥32 3 coeficiente de x,
2y, + Yo — Y321 coeficiente de x,

¥;20, 520, y320
De modo analogo podemos definir o dual do modelo com as caracte-
risticas:

a. funcao objetivo de minimizagéo;

restricbes do tipo 2;

variaveis todas nao negativas.
O modelo dual tera entao:
a. fungdo objetivo de maximizagéo;

b. restrigdes do tipo <
c. variaveis todas nao negativas.

Exemplo:
O dual obtido no exemplo anterior sera agora nosso primal.
Primal: Min. Z= 10x, + 20x, + 30x; variaveis duais

3x;+2%,+ X322 -y,
sujeito a:{4x; +6x,— X323 SV,
2X; + X, — X3 2 1 — Y3

X, 20, X520, x320
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Dual: Max. D=2y, + 3y, + ¥, (termos da direita)
3yy + 4y, + 2y, <40 coeficientes de x,
sujeito a: 42y, + 6y, + y5 <20 coeficientesde x,
Yi—Yo—Y3<30 coeficientesde x,

¥120, ¥,20, 520

Observe que o dual, obtido a partir de um dual, retorna ao modelo

primal.
A partir dessa definigao, sdo verdadeiras as seguintes propriedades:
a. se uma restricao primal é do tipo =, a variavel dual correspondente
sera sem restricao de sinal;
b. se uma variavel primal for sem restricdo de sinal, a restricido do
dual correspondente sera do tipo =.
Exemplo:
Primal: Max. Z=2x, + 3x5 + X5
X +x%<10 - Y4
sujeito a: 4 _ 20
2X) +4X, — X5 = =7

Xq 20, x220, x320

Dual: Min. D = 10y, + 20y,

Yi+2y,22
sujeito a: < yy +4y, 23
Y21

Y120, y, livre

5.2 Analogia entre as Solu¢des Primal e Dual

a. A cada solugao viavel basica primal ndo 6tima corresponde uma
solucéo basica inviavel dual.
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b. A solugdo o6tima primal corresponde a solugdo otima dual com
Z=D.

c. O coeficiente da variavel de decisdo na fungdo objetivo primal é o
valor da variavel de folga correspondente na solugdo dual.

(coeficiente de x; = valor de yF))

d. O coeficiente da variavel de folga da fungéo objetivo primal é o
valor da variavel de decisdo correspondente na solugao dual.

(coeficiente de xF; = valor de y;)

Como o primal é dual do proprio dual, vale o raciocinio no sentido
dual — primal.

(coeficiente de y; = valor de xF))
(coeficiente de yF; = valor de x;).

Exemplo:
Max. Z = Xy + 2x2 + 3x3,

Xy + Xy + X310
sujeito a: {2x; + X, +4x3 <12
Xy +3X% — X3<9

X4 >0, x220, x320
O modelo dual correspondente e:

Min. D= 10y, + 12y, + 9y3 ,

Yy t+2¥+ Y321
sujeito a:{yy + Yo +3yg22
Yy +4y,—-y323

y120, y220, y320

Colocando as variaveis de folga no primal e no dual, teremos:
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Primal: Max. Z = Xy + 2x2 + 3x3
Xy +x2+x3+xF1 =10
sujeito a: {2X; + X, + 4X3 + XF, = 12
Xy +3x2—x3+xF3=9
No quadro:
V4 Xy X X3 xFy xF, xFj b
1 1 2 -3 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 10
0 2 1 4 0 1 0 12
0 1 3 -1 0 0 1 9
Solug&o basica viavel:
Varidveis basicas  Variaveis ndo basicas Valorde Z
xXFy=9 X3=0
Dual: Min. D = 10y, + 12y, + 9y,
ou
Max. (-D) = -10y, - 12y, - 9y,
Yi+2Yp+ya—yF =1
sujeito a:<yy + Yo + 3y~ yF, =2
12 +4y2—y3—yF =3
No quadro:
D 2] Y2 Ya yFy yF, yFs c
- 10 12 9 0 0 0 0
0 1 2 1 1 0 0 1
0 1 1 3 0 -1 0 2
0 1 4 - 0 0 -1 3
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sera:

Pesquisa Operacional
Solugéo inviavel:

Variaveis basicas

yF1 = '1

yF2 = '2

yFy=-3
Correspondéncia:

Variaveis nao basicas

coeficiente de xy=-1

coeficiente de Xy = -2

coeficiente de xF, =

N
N
coeficiente de x3 =-3 —
N
N

coeficiente de sz =
coeficiente de xFy =

0
0
0 -

¥1=0
Yo=0
Y3=0

valor de yF, = -1
valor de yF, =-2
valor de yF;=-3
valor de y, =0
valorde y, =0
valorde y; =0

valor de x; =0 — coeficiente de yf, =0

valor de x, =0 — coeficiente de yF, =0
valor de x; =0 — coeficiente de yF; =0
valor de xF, =10 — coeficiente de y, =10

valor de xF, = 12 — coeficiente de y, =12

valor de xF; =9 — coeficiente de y; =9
valorde Z=0 — valorde D=0.

Valor de D
D=0

A préxima solugao viavel basica do primal, com a entrada da variavel
x5 (coeficiente -3) e a saida da variavel xF, (12 + 4 = 3), apos a pivotamento,

V4 X4 X5 X3 xF, xF, XF, b
1 05 1,25 0 0 0,75 0 9 |
0 0,5 0,75 0 1 -0,25 0 7
0 0,5 0,25 1 0 0,25 0 3
0 1,5 3,25 0 0 0,25 1 12
Solugéo:
Variaveis basicas Variaveis nao basicas Valorde Z
xF3 =12 xF,=0
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Usando a correspondéncia descrita, vamos montar o quadro dual cor-

respondente:

coeficientes de x; — valoresde yF;

coeficientes de xf;, — valores de y;

valores de x; — coeficientes de yF;

valores de xf; — coeficiente de y;

No quadro:
D ¥s Y2 Ya yF yF, yF; c
-1 7 0 12 0 0 3 -9
0 1 0 0,5
0 0 1 1,25
1 0 0 0,75
Solugéo:
Variaveis basicas Varidveis nao basicas Valor de D
Y, =0,75 y;=0 D=9
O terceiro quadro primal fornece a solug¢ao 6tima.
Z X4 X X3 xF; XxF, XFj3 b
1 1,077 0 0 0 0,846 0,385 13,615
0 0,154 0 0 1 -0,308 -0,231 4,231
0 0,385 0 1 0 0,231 -0,077 2,077
0 0,461 1 0 0 0,077 0,308 3,692
Solugéo:
Varidveis basicas Variaveis nao basicas Valorde Z
Xy = 3,692 x;=0 Z=13,615
X3 = 2,077 xF,=0
xF; = 4,231 XFy=0

Usando a correspondéncia descrita, podemos montar o quadro dual:
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D Y1 Y2 Y3 yFy yF, yF; c
-1 4,321 0 0 0 3,692 2,077 -13,615
0 0 0 1 0 1,077
0 1 0 0 -1 0,846
0 0 1 0 0 0,385
Soluggo:
Variaveis basicas Varidveis nao basicas Valor de D

y, = 0,846 y1=0 D=13,615

y3= 0,385 yF,=0

yFy=1,077 yF3=0

A solugdo dual também é dtima.

Conclusdo: Dado um problema de programacéo linear, podemos es-
colher entre solucionar o modelo primal ou o modelo dual correspondente. A
escolha leva em consideragao o esforco computacional, que depende do nu-
mero de restricbes, variaveis artificiais etc.

5.3 Interpretacao Econdémica do Dual

Vamos considerar o exemplo de programacgao da produgédo de dois
itens P1 e P2, a partir dos recursos R1 e R2. O quadro abaixo resume 0s
dados.

Produtos Recurso R2 Recurso A2 Lucro por unidade
uso por unidade uso por unidade
P1 2 10 50
p2 3 5 90
Disponibilidade de 300 1.000
recursos

O modelo linear, onde X, e x, sé&o as decisdes de produgao no periodo
programado, é:

Max. Lucro = 50x1 + 90x2

2x1 + 3x2 < 300

Sujeito a: {1 0x, + 5x, < 1.000

x120, x220
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O quadro final de resolugdo pelo Simplex, onde XF, e xF, s&o as
sobras dos recursos R1 e R2, é:

V4 Xy Xy XF‘ sz b

1 10 0 30 0 9.000
0 0,67 1 0,33 0 100
0 6,65 0 -1,65 1 500

O modelo dual correspondente é:
Min. D = 300y, + 1.000y,

2y, + 10y, > 50

Sujeito a: {3y1 +5y,290

¥120, y,20

O quadro final de solugéo, derivado da solugéo primal, é:

Y1 23 yFy yF, c
500 100 -9.000

30
10

co|ilg

o= |0
- O |0

— O valor de y, (y; = 30), foi obtido do coeficiente de xF,, e repre-
senta, portanto, o valor de oportunidade do recurso R1, isto é, cada
unidade do recurso R1 tem capacidade de gerar um lucro de 30.

O valor de y, (¥» = 0), foi obtido do coeficiente de xF,, indicando o
valor de oportunidade do recurso A2. O resultado é coerente, ja
que o recurso R2 ndo € escasso (xF, = 500).

O valor de y, é, portanto, o valor de oportunidade por unidade do
recurso R1, isto €, a capacidade da unidade do recurso gerar lucro,
neste programa.

—~ Na fungdo objetivo dual, cada parcela mede, entdo, o valor de
oportunidade dos recursos envolvidos na produgéo (estoque x va-
lor de oportunidade unitario do recurso). A fungio objetivo dual
mede, portanto, a capacidade de o estoque de recursos gerar lu-
cro.

Na resolugdo étima, este valor coincide com o lucro atribuido aos
produtos pelo mercado, isto é, o valor de oportunidade dos produ-
tos no mercado.
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Cada uma das restricdes compara o valor de oportunidade atribui-
do aos produtos pelos recursos, com o valor de oportunidade atri-
buido aos produtos pelo mercado.

Na primeira restrigao, por exemplo, 2y, + 10y, esta indicando que o
produto P1, que usa duas unidades de R1 e 10 de R2, tem esse
valor de oportunidade calculado em termos desses produtos. O
lado esquerdo, 50, indica o valor de oportunidade atribuido pelo
mercado. Este valor é também chamado valor externo, em contra-
posigao ao valor atribuido pelos recursos, chamado valor inteiro.

Quando a remuneragdo do mercado (valor externo) cobre o valor
interno, o produto é fabricado (a diferenga yF; = 0, portanto x; &
basico). Se o valor de mercado for menor que o valor interno, o
produto n&o seré fabricado. Isto quer dizer que existe uso alternati-
VO para 0s recursos no programa, que é capaz de gerar lucro e
equivalente o seu valor de oportunidade.

Exercicios

1. Suponha que um problema de produgao tenha como modelo:

Max. L = X+ 0,3x2 + 3x3

x1+x2+x3S10

sujeito a:{2x, + X, + 4x; < 12

x1+3x2—x3s9

x120, x220, x320

e que o quadro final de solugdo pelo Simplex seja:

L X4 X5 X3 XxF; xF, XxF; b
1 0,5 0,45 0 0 0,75 0 9
0 0,5 0,75 0 1 -0,25 0 7
0 0.5 0,25 1 0 0,25 0 3
0 1,5 3,25 0 0 0,25 1 12

onde x; sdo as decisbes de fabricagdo dos produtos Pi e XF,; as sobras dos
recursos Ri no programa. O objetivo é maximizar o lucro devido a produgdo e
comercializagdo dos produtos.

Responder as perguntas:
a. Qual a solugdo mostrada no quadro?
b. Quais os recursos escassos?
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O que ocorreria com o objetivo se por um motivo de forca maior tivéssemos
que fabricar uma unidade de P1?

Se alguém quisesse adquirir uma unidade do recurso R1, vocé estaria dispos-
to a vender? Qual o prego que compensa a venda?

Se alguém insistir em comprar uma unidade do recurso R2, que prego de
venda compensaria o fato de ele ser escasso?

Construa o modelo dual do problema.

Construa o quadro final de solugdo do modelo dual, com os coeficientes que
realmente interessam. Qual a solugdo dual?

O que significa a variavel dual y,?
O que mede a fung¢do objetivo dual?
O que mede o lado esquerdo da segunda restricao dual? E o lado direito?

Em termos de valores interno e externo, como podemos justificar a nao fabri-
cagdo de P2 no programa?

Em termos de valores interno e externo, como podemos justificar a produgao
de P3?

Quanto vocé pagaria por uma unidade adicional do recurso R2? Por qué?
Quanto vocé pagaria por uma unidade adicional do recurso R3? Por qué?

Um pecuatrista prepara ragdo a partir de trés ingredientes, que contém trés nutrien-
tes indispensaveis na alimentagdo dos animais. O quadro mostra a composigéo,
exigéncias e custos dos elementos na mistura.

Ingredientes Nutrientes (% por kg de ingrediente) Custo ingredientes
Nutriente 1 Nutriente 2 Nutriente 3 em u.m. por kg

1 50 20 10 200

2 20 30 30 150

3 10 20 50 240
exigéncia minima 6 5 8
em kg por saco de

40 kg

O objetivo é atender as exigéncias com o menor custo. Pode-se:

a.

o

SQ ™0 q

Construir o modelo linear do problema, onde X; sdo as quantidades dos ingre-
dientes usados por kg de ragdo.

Construir o modelo dual correspondente.

Resolver o problema pelo método Simplex (sugestio: resolva o modelo dual,
que exige menos calculos). Construa o quadro final primal e dual.

O que representam as xF;?

O que representam, no caso, as varidveis y;?

O que representam, no problema, as varidveis yF;?

O que mede a fungdo objetivo dual?

O que mede o lado esquerdo da segunda restrigao dual? E o lado direito?
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i. O que mede o lado esquerdo da primeira restrigdo primal? E o lado direito?

j. O que significa para o plano étimo aumentar a exigéncia de seis para sete kg
na participagdo do nutriente 1 no saco de ragdo?

3. Um distribuidor dispée de uma armazém com 100.000 m° para estocar produtos
para venda futura. Ele dispée de 30.000.000 u.m. para a compra, e pretende
adquirir trés produtos cujos dados estdo na tabela seguinte:

Produtos Custo por unidade Pre¢o de venda por Espaco para
unidade estocagem em m
P1 240 300 10
P2 90 120 1
P3 300 420 5

Pede-se:

a. Construa o modelo linear do problema, em que, x; representam as decisoes de
compra dos produtos Pi, xF, folga do capital e xF, folga de espago para
estocagem.

b. Construa o modelo dual correspondente.

c. Resolva pelo Simplex o modelo primal. Construa o quadro da solugdo dtima
do modelo dual.

d. Qual a composigcdo de compra que melhor serve ao distribuidor?

e. O que significa a fungdo objetivo dual?

f. O que significam as varidveis de decisdo dual?

g. O que significam as varidveis de folga duais?

h. Considere a primeira restricdo primal: o que mede seu lado esquerdo? E o

bl

lado direito?
Considere a segunda restricao dual: o que mede seu lado esquerdo? E o Jado
direito?

Qual a consequéncia para o plano dtimo se tivéssemos mais 1m° de espago
de estocagem, a um custo de 20 u.m.? Por qué?

O que ocorre com a solugdo dtima, se dispuséssemos de mais 100 u.m. a um
custo de 10%7? Por qué?

Resposta a alguns itens

2.b. Modelo dual Max. D =600y, + 500y,+ 800y,

50y, + 20y, + 10y, < 200

Sujeito a: {20y, + 30y, + 30y, < 150

10y, + 20y, + 50y, < 240
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2.c. Solugdo dual:

D Y1 Y2 Y3 yF; yF, YFs ¢

1 0 315,38 ] 1,54 26,15 0 4.230,77
0 1 0,23 0 0,02 -0,01 0 3,46

0 0 0,85 1 -0,02 0,04 [¢] 2,69

0 0 -24,62 0 0,54 -1,85 1 70,77

3a Max. L = 60x, + 30x, + 120x4

10x; + x, + 5x;3 < 100.000

Sujeito a: 40x, + 90x, + 300x, < 30.000.000

3.b. Solugao:
L X4 Xo X3 XF, xF, b
1 240 0 30 30 0 3.000.000
0 10 1 5 1 0 100.000
0 -660 0 -150 -90 1 21.000.000




6 Problema do Transporte

6.1 Introducao

Vamos considerar a situagdo descrita a seguir: temos que transportar
produtos das varias origens onde estdo estocados para varios destinos onde
sao necessarios. Conhecemos os custos unitarios de transporte de cada ori-
gem para cada destino (C; — custo unitario de transporte da origem /i para o
destino j). Devemos decidir quanto transportar de cada origem para cada
destino (X,-j— quantidade a ser transportada da origem /i para o destino j).

O objetivo é completar a transferéncia dos produtos com o menor

custo possivel. Em principio, vamos supor que a quantidade disponivel nas
origens seja exatamente igual ao total das necessidades nos destinos.

Exemplo:
Origens Destinos
Disponibilidades Necessidades
50
100
100
170
120
Total = 270 Total = 270

Essa situagdo pode ser representada de maneira simples em uma
tabela:
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Destinos j D, D, Disponibili-
Origens | dades

2 10 12 50

0O, 20 8 100

O, 6 15 120
Necessida- 100 170 270

des 270

Onde se lé:

as disponibilidades nas origens;

as necessidades nos destinos;

0S custos unitarios de transporte de cada origem para cada destino.

6.1.1 O MODELO LINEAR DO TRANSPORTE

Variaveis de decisio: X,/- — Quantidade a ser transportada da origem j
para o destino j.

Objetivo: minimizar o custo do transporte.
min. C = 10X, + 12X, + 20X, + 8X,, + 6X5, + 15X5,

onde:
10X, = custo unitario de transporte da origem 1 para o destino 1

X
quantidade a ser transportada da origem 1 para o destino 1

custo do transporte da origem 1 para o destino 1
Restrigoes:
As quantidades retiradas das origens devem ser a disponibilidade em
cada uma:
Origem1 — retiradas X114+ X5 = 50 Disponibilidade 0,
Origem2 ~ retiradas Xo1 + Xop = 100 Disponibilidade 0,
Origem3 - retiradas X5 + X3 = 120 Disponibilidade O,

As quantidades transportadas para cada destino devem ser a necessi-
dade em cada um deles:
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Destino1 — Chegadas ~ Xj; + X,y + X3 = 100  necessidade D,

Destino2 —

Chegadas X, + X550 + X5, = 170 necessidade D,

O modelo fica entdo resumido a:

min. C = 1OX11 + 12X12 + 20X21 + 8X22 + 6X31 + 15X32

Sujeito a:

Xiq + X4 =50

X5q + X5, =100

X534 + X35=120

Xiq+ X1 + X34 =100
Xip+ Xop + X35 =170

X.;20 parai=1,2,3ej=1,2.

[/

6.1.2 O CASO DE SISTEMAS NAO EQUILIBRADOS

O modelo descrito anteriormente pode representar também sistemas
de transporte que nio obedegcam a condigdo de equilibrio entre oferta (dispo-
nibilidade nas origens) e demanda (necessidade de destinos).

O enquadramento no modelo se faz com a criagdo de origens ou
destinos auxiliares para receber a diferenca entre oferta e demanda. Os cus-
tos unitarios para origens ou destinos auxiliares € zero. Na solugdo do modelo,
as quantidades que eventualmente sejam transportadas de origens auxiliares
ficam faltando nos destinos. As quantidades que sao transportadas para desti-
nos auxiliares, na verdade ficam depositadas nas origens.

Exemplo: O modelo representado no quadro esta desequilibrado

D, D, D,
0, 10 12 9 20
0, 4 9 8 30
O, 6 12 10 10

25 36 5 | N

Criando-se uma origem auxiliar para receber a diferenga 66 — 60 = 6,
teremos o sistema equilibrado:



D, D, D,
0, 10 12 20 |
0, 4 9 30
0, 6 12 10 10
A 0 0 6
25 36 NG
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Uma solugéo possivel para o problema é mostrada no quadro, onde o
valor das células representa as quantidades transportadas de cada origem
para cada destino.

D, D, D,

o, | =20 20

0, 5 25 30

oy | 10 10

A 1 5 6
25 36 5

As quantidades X,, =1 e X A3 = O transportadas a partir da origem
auxiliar A, na verdade, ficam faltando nos destinos, isto &, o destino D,, recebe
apenas 35 unidades. O destino D5 néo recebe nenhuma mercadoria.

6.2 O Algoritmo dos Transportes

A solugdo do problema do transporte, como todo problema repre-
sentado por um modelo de programacao linear, pode ser obtida pelo método
Simplex. Entretanto, devido a suas caracteristicas especiais, podemos descre-
ver um método que, embora mantenha fazes e critérios do Simplex, tem os
célculos simplificados.

12 Parte - CALCULO DA SOLUCAO BASICA IN!CIAL

Uma solugdo basica para o problema é um conjuntc de valores a
transportar que obedecem a duas condigdes:



100  Pesquisa Operacional

— satisfazem as restricoes de origem e destino;

— nao apresentam circuitos entre as variaveis basicas. Por circuitos
devemos entender uma poligonal fechada construida no sentido
das linhas ou colunas, ligando variaveis basicas.

Exemplo de circuito:

20 10 30

6 6
12 9 28
32 25

Vamos apresentar dois métodos para a construgdo da solugao inicial:
a. método do canto noroeste

A partir da cela superior esquerda transportamos o0 maximo possivel da
origem ao destino correspondente. Esse procedimento zera a disponibilidade
da linha ou da coluna da cela. O préximo transporte sera feito na cela conti-
gua (a direita ou abaixo) que tenha disponibilidade de linha e coluna corres-
pondente.

Exemplo: Calcular a solugao inicial do quadro de transportes:

D1 D2 DG
o) 12 9 8 10
0, 13 12 6 20
Os 7 9 5 10
A 3 2 8 15

8 30 17 NG
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Solugao:
8 2 prg
20 20
8 2 pr. g
15 15"
870 30 b
5 7
0 0

12 transporte: X;; =8

(primeira linha mantém disponibilidade de 2)

2° transporte: X;, =2 (segunda coluna mantém disponibilidade de 28)
3¢ transporte: X,, = 20 (segunda coluna mantém disponibilidade de 8)
42 transporte: X,; =8 (terceira linha mantém disponibilidade de 2)

52 transporte: X33 =2 (terceira coluna mantém disponibilidade de 15)

62 transporte: X 5 =15

O método do canto noroeste garante a nao-formacao de circuitos entre
as variaveis basicas, além de satisfazer as condigbes de contorno (restricdes

de origem e destino).

b. Método de Vogel ou método das penalidades

Penalidade em uma linha ou coluna é a diferenga positiva entre os dois
custos de menor valor na linha ou coluna.

A idéia desse método é fazer o transporte com prioridade na linha ou
coluna que apresenta a maior penalidade. Como o transporte é feito na célula
de menor custo, tenta-se evitar com isso o transporte na célula de custo maior,
evitando-se assim incorrer num aumento de custo igual a penalidade calcula-

da.

Descrigao do método:

a. Calcular a penalidade para cada linha ou coluna. Escolher a linha
ou coluna para transporte, que tenha a maior penalidade. Caso
haja empate, escolha arbitrariamente uma delas.

b. Transportar o maximo possivel na linha ou coluna escolhida, ele-
gendo a célula de menor custo unitario de transporte. Esse proce-
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dimento zera a oferta ou demanda da célula correspondente. A

linha ou coluna que tenha sua disponibilidade zerada deve ser
eliminada.

c. Retornar ao item a, até que todos os transportes tenham sido
realizados.

Exemplo: Calcular pelo método de Vogel uma solugéo inicial para o
problema de transporte do quadro:

D, D, D,
o} 12 9 8 10
O, 13 12 6 20
O, 7 9 5 10
O, 2 15
8 30 17 5 55
Solugao: 12 Transporte

Primeiro grupo de penalidades

D1 D2 D3 Penalidade
0, 12 9 8 10 |9-8=1
O, 13 12 6 20 | 12-6=6
Os 7 9 5 10 | 7-5=2
0, 3 2 8 | 15 |[3-2=t
8 30 17

Penalidade 7-3=4 9-2=7 6-5=1

T

maior penalidade
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Primeiro transporte: na segunda coluna (maior penalidade), na célula de menor custo 2)

Alinha 4 tem agora disponibilidade zero e sera eliminada.

22 transporte

Penalidade

D, D, D,
10
20
10
15 5 0
8 30 15| 17

Segundo grupo de penalidades

D1 D2 D3 Penalidade
12 9 8 10 1
13 12 6 20 6
7 9 5 10 2
3 2 8 15

8 30 17

4 7 1

S 0 1

maior
penalidade

Segundo transporte: na segunda linha (maior penalidade), terceira coluna (menor custo)

D, D, D,
10
17 | 20 3
10
15 ¥ 0
8 |30 15| ¥ ¢

103
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A coluna 3 seré eliminada (disponibilidade zero).

Os outros transportes serdo feitos da mesma forma até que o quadro
se complete.

2° Parte — CRITERIO DE OTIMALIDADE

Obtida uma solugéo inicial para o quadro de transportes, o passo
seguinte é verificar se essa solugdo pode ou nio ser melhorada. Como no
meétodo Simplex, isso pode ser avaliado observando-se os coeficientes das
variaveis nao béasicas na fungao objetivo, que devera estar escrita em termos
dessas variaveis.

Descrigao:

a. Escrever a fungao objetivo em termos das varidveis nao basicas.

Para tanto, vamos multiplicar cada restrigdo de linha pelo nimero
-U,, e cada restricdo de coluna pelo nimero -V, e somar as novas
linhas e colunas na fungéo objetivo de tal maneira que os coeficien-
tes das variaveis basicas sejam todos nulos.

Teremos, entao:
se X,.je basico — C,-j— U,- Vj= 0

Essas igualdades compdem um sistema de m + n — 1 equagdes
com m + n incégnitas. A solugdo do sistema pode ser obtida atri-
buindo-se um valor arbitrario a uma das incognitas e calculando-se
o valor das outras.

Com esses valores, calculamos os coeficientes das variaveis nao
basicas:

X,-]- nao basico — coeficiente = C,-/-— U;- V/
Se todos esses valores forem positivos, a solugdo é 6tima. Se
houver coeficiente negativo, a varidvel correspondente entra na
base para melhorar o valor do objetivo.

b. Entrar com a varidvel cujo coeficiente negativo tenha o maior valor
absoluto.

¢. Montar um circuito de compensagao entre as varidveis basicas, a
partir da variavel que entra. Esse circuito é feito partindo-se da
variavel que entra e seguindo-se alternativamente na dire¢éo da
linha e da coluna, subtraindo e somando o valor da entrada até o
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retorno a variavel de entrada. Com isso as restricdes de linha e
coluna ficam satisfeitas.

d. Escolher para a variavel que entra o maior valor possivel, sem
tornar nenhuma variavel basica negativa. Esse valor corresponde
ao menor valor das células onde a variavel que entra estiver sendo
subtraida. Teremos, entdo, uma nova solugéo basica.

e. Voltar ao item a, até que a solugao seja 6tima, isto €, nao apresente
coeficiente negativo nas variaveis nao basicas.

Exemplo: Calcular o plano de transporte de menor custo para o proble-
ma representado no quadro:

o, |

0, T

o |

o, | 10
8

1. Solugéo inicial

Vamos calcular pelo método do canto noroeste:

Dy - D, D
0, 8 | 2 - 10
0, 20 20
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2. Critério de otimalidade

Coeficiente das variaveis basicas = 0

Variaveis Basicas Coeficiente Substituindo C,-,-
X5 Cor_Ui- V-0 09— U - V=0
Xy Coa— Uy~ V3=0 5 Uy - v3 0

O sistema resultante tem sete varidveis e seis equagoes. Para calcular

uma solugao devemos atribuir um valor a uma das variaveis.
Fazendo, por exemplo U, = 0, teremos:

Coeficiente das variaveis nao basicas

Variaveis nao basicas Coeficiente Valor
Xi3 C13—U1—V3 8-0-1=7
X54 Coy~ U, -V, 13-7-6=0
Xo3 C‘23—U2—V3 1-7-1=-7
X34 031—U3— | 7-4-6=-3
X4 041—U4—V1 10-3-6=1
Xy C‘&,—U4—V2 6-3-5=-2

A solucao nao € otima: Entra a variavel X,5, que possui o coeficiente

negativo de maior valor absoluto.

Circuito de compensacao

D, D, D, |
0, 8 . 2 10
0, 20-6 8 20
O, 10+6 | 2-9 12
0, | 13 13

8 32 15

0 entra com valor 2
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Nova solugao

D, D, D,

o) 8 2 10

0, 18 2 20

Os o2 12

o} 13 13 |
8 32 15 |

Verificar se a nova solugéo é étima — Critério de otimalidade

Coeficiente das variaveis basicas = 0

Variaveis Basicas Coeficiente Substituindo C;
Xi1 Ci1-U-V,=0 6-U;-V,=0
Xio Cio- U= V,=0 5-U,-V,=0
X50 Coo—U,-V,=0 12-U,-V,=0
X3p Cap—Uz-V,=0 9-U;-V,=0
Xo3 Cog—-U,-V3=0 1-U,-V3=0
X43 Cya—Uy—V3=0 4-U,-V3=0

O sistema resultante tem sete varidveis e seis equagoes. Fazendo
U, = 0, teremos:

V,=6 Vy=5 Uy=7 Uy=4 Va=-6 U,=10

Coeficiente das variaveis ndo basicas

Variaveis nao basicas Coeficiente Valor

A solugdo ndo ¢é o6tima: Entra a variavel X,, que possui o coeficiente
negativo de maior valor absoluto.
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Circuito de compensagéo

Nova solugao

D, D, D

8 2 10 }
‘7 18-0 | 2+80 20 }
12 12
L e 136 13
8 32 15 |
6 entra com valor 13
b b, Dy
8 | 2 10
B 5 | 15 20|

12 12

- a
8 | 3 15 j

Verificar se a nova solugéo é 6tima — Critério de otimalidade

Coeficiente das variaveis basicas = 0

Varidveis Basicas

X11
X12
X22

Xo3
X3p

X42

O sistema resultante tem sete varidveis e seis equacoes. Fazendo

U1 =0, teremos:

Coeficiente

Vi=6 V,=5 Uy=7 Uy=4 V=6 U =1

Substituindo Ci

6-U,-V,=0
5-U - Vy=0
12-Uy- V,=0
1-Uy—-V4=0
~Uy-V,=0
6-U,—V,=0
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Coeficiente das variaveis nao basicas

Variaveis nao basicas Coeficiente Valor
Xi3 C13—U1—V3 8-0+6=14
X54 Co1 - U, -V, 13-7-6=0
X34 Cqq = Uz -V, 7-4-6=-3
X33 Caz—Us— V3 5-4+6=7
Xy4 Cy1— Uy~ V, 10-1-6=3
X3 Caa—Uy— V3 4-1+6=9

Entra a variavel X5, que possui coeficiente negativo.
Circuito de compensacao

D, D, D B
0, 8-0 | 2+9 10
O, 5 5 | 20
O | 6 | 12-8 J.12
Op | 13 13

8 32 | 15

0 entra com valor 8

Nova solugao

D, D, D,
0, 10 10
o, | 5 15 20
05 8 | 4 12
o, | 13 13
8 32 15

109
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Verificar se a nova solugao é étima — Teste de otimalidade

Coeficiente das variaveis basicas = 0

Variaveis Basicas

Coeficiente

Substituindo Ci

Xiz Cip— Uy = V=0 5-U, - V,=0
Xop Cop— Uy~ V=0 12-U,- V,=0
Xog Cog— Uy — V3 =0 1- Uy~ Vy=0
Xa1 Cay— Ug— V; =0 7-Ug—V,=0
Xap Cap— Uz—V,=0 9- Uy~ V,=0
X4 Cho— U, - V,=0 6-U,~V,=0

O sistema resultante tem sete varidveis e seis equagdes. Fazendo
U, =0, teremos:

Coeficiente das variaveis nao basicas

Variaveis nao basicas Coeficiente Valor
X, Cy— U, -V, 6-0-3=3
X5y Co1 - U, -V, 13-7-3=3

A solucéo testada é 6tima, pois as variaveis ndo basicas ndo possuem
coeficientes negativos.

Portanto a solugéo 6tima é (acompanhe no quadro de solugao):

Transportar: 10 unidades da origem 1 ao destino 2
5 unidades da origem 2 ao destino 2
15 unidades da origem 2 ao destino 3
8 unidades da origem 3 ao destino 1
4 unidades da origem 3 ao destino 2
13 unidades da origem 4 ao destino 2

O custo do programa sera:

C=10x5+5x12+15x6+8x7+4x9+13x6 =370
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6.3 O Problema da Degenerescéncia

Vimos que igualando os coeficientes das varidveis basicas a zero, o
resultado é um sistema que apresenta uma variavel a mais que o numero de
equa-¢oes. Atribuimos um valor arbitrario para a variavel livre e obtivemos um
conjunto unico de valores para as incégnitas.

Pode ocorrer, entretanto, que haja menos variaveis basicas do que o
necessario na solugéo, o que resulta menos equacdes do gue as desejadas
(duas, trés ou mais equagdes a menos que o ndmero de variaveis).

Dizemos nesse caso que a solugdo é degenerada. Ao calcular os
valores de U e V do sistema para o critério de otimalidade, ndao conseguimos
um conjunto unico de valores para Ue V.

A solugdo para o caso é criar varidveis basicas auxiliares, quantas
forem necessarias para que o nimero de equagdes seja apenas um a menos
que o numero de varidveis. Essas variaveis basicas auxiliares devem ter um
valor tdo préximo de zero que nao alteram as condi¢des de contorno do
problema (restrigdes de origem e destino).

O cuidado que devemos tomar ao acrescentar varidveis basicas auxi-
liares € que elas ndo formem circuitos com as variaveis basicas originais.

Exemplo: calcular o plano 6timo de transporte para os dados do qua-

dro:
% b, Dy
0, 12 9 8 10
0, 13 12 6 20
O, 7 9 5 10
o, 3 2 8 15
8 30 17

A solugao inicial pelo canto noroeste é:

D, D, D,
0, 8 2 10
O, 20 20
(o} 8 2 10
o, 15 15
8 30 17
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Aplicando o teste de otimalidade na solugao inicial, chegamos a con-
clusdao de que ela ndo é 6tima, e que deve entrar a variavel X,; que tem

coeficiente -12 (verifique).

Circuito de compensacao

0, 8-0 2+96 10
0, 20 20
O, 8-0 2+0 10
O, 0 15-0 15
8 30 17
6 entra com valor 8
Nova solugao
D, D, D3
0, 10 10
0, 20 20
O, A 10 10
O4 8 7 15
8 30 17

Verificar se a nova solugao é 6tima — Teste de otimalidade

Coeficiente das variaveis basicas =0

Variaveis Basicas Coeficiente Substituindo C;

O sistema tem cinco equagdes e sete variaveis. Devemos entao acres-
centar uma variavel auxiliar A numa célula que nao forme circuito com as
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outras variaveis basicas. Por exemplo, colocamos A na célula de X3o, € com-
pletamos o sistema.

Fazendo U, = 0, teremos:
V,=9 U,=3 V3:5 U,=3 V,=0 Uy=0

Coeficiente das varidaveis ndo basicas

Variaveis nao basicas

Coeficiente Valor
Xi1 Cyy- Uy -V, 12-0-0=12
Xia C13~U1—V3 8-0-5=3
X51 Coy - U, -V, 13-3-0=10
Xo3 Cog—U,- Vg 6-3-5=-2
X31 Cyy-Uz-V, -0-0=7
Xy Cao—-Uy—V, 2-3-9=-10

A solugao nao é 6tima. Entra a varidvel X,,.

Circuito de compensacio

D D, D, B

0, 10 10

0, 20 20

0y | A-6 | 10+6 | 10

0, 8 | o 7-0 15
8 30 17

0 entra com valor A, que é um nimero
muito pequeno e ndo altera os outros valores
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Nova solugao

D, D, D,
o) 10 10
0, 20 20
Os 10 10
O, 8 A 7 15
8 30 17

Teste de otimalidade para nova solugao

Variaveis Basicas Coeficiente Substituindo C;;

X12

X33

Xa1
Xao

X43

O sistema tem sete variaveis e seis equagdes. Fazendo U, = 0, tere-

mos:

Cp— Uy — V=0
Cop— Uy — V=0
Cya— Us— V3=0
Cyy-Uy-V,=0
C42"U4—V2:0
Cyz— Uy - V=0

9-U;-V,=0
12 - Uy~ V=0
5—Us— V,=0
3-U,-V,=0
2-U,-V,=0
8-U,— V=0

Coeficiente das variaveis ndo basicas:

Variaveis nao basicas

X441
13

Coeficiente
Ch-Ui- VY4
Ciz—Up;-V;
Coy - U, -V,
Cos— Uy - Vs
Cy1— Uz - i
Cao— Uz - 12

Valor
12-0-10=2
8-0-15=-7
13-3-10=0
6-3-15=-12
7+10-10=7
9-(-10)-9=10

A solugdo testada no é dtima. Entra a variavel X55.
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Circuito de compensagao

D, D, D;
O, 10 10
O, 20-6 6 20
O, 10 10
0, 8 A+8 | 7-9 15

30 17

6=7
Nova solugéo

D, D, D;
O, 10 10
0, 13 7 20
O 10 10
O, 8 7 15

8 30 17

A variavel basica auxiliar foi eliminada. O problema continua até a
solucdo 6tima dada no quadro abaixo:

D, D, D,
0, 10 10
0, 3 17 20
Os 8 2 10
O, 15 15
8 30 17

6.4 O Caso de Maximizacao

Alguns modelos de programacéo linear, embora tenham objetivo de
maximizagdo, podem ser tratados como modelos de transportes. Como o
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modelo de transportes minimiza o objetivo, a solugdo consiste em transformar
o objetivo em minimizag&o. Isto pode ser feito de duas maneiras:

a. Multiplicar a fung@o objetivo por -1, o que equivale a trocar o sinal
dos custos unitarios de transporte.

b. Trabalhar com um novo quadro, onde os custos unitarios de trans-
porte sdo os complementos dos pregos originais para algum valor
fixo, geralmente o maior valor da tabela original.

Exemplo: O quadro representa os ganhos unitarios devido a venda de
mercadorias compradas nas origens e comercializadas nos destinos. O objeti-
vo, portanto, é maximizar o retorno, na distribuicdo das mercadorias das ori-
gens para os destinos.

D, D, Dy
0, 10 12 6 10
0O, 8 10 9 20
O3 14 16 13 30
15 15 30
Quadro de minimizagao (fungao objetivo x(-1))
D, D, Dy
0, -10 -12 -6 10
0O, -8 -10 -9 20
O4 -14 -16 -13 30
15 15 30
Quadro de minimizagao (complemento para 16)
O, 6 4 10 10
o, 8 20
O, 0 30
15 15 30
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6.5 O Caso dalmpossibilidade de Transporte

Pode ocorrer que determinado transporte de uma origem para um
destino nao possa ser realizado. Neste caso, colocamos como custo de trans-
porte, naquela célula da tabela de custos, um simbolo M, que representa um
numero muito grande. Desta forma:

Ao construir a solugao basica inicial, evitamos esta célula, onde nao é
possivel o transporte.

Como o numero M é muito grande, ao calcular os coeficientes das
variaveis nao basicas, o coeficiente desta célula nunca sera negativo, o que
impede o aparecimento, na célula, de uma variavel basica trazendo como
consequéncia a auséncia daquele transporte.

Exercicios

1. No quadro de transporte a seguir, a quarta linha mostra as necessidades nos
destinos e a quarta coluna as disponibilidades nas origens. Os outros dados
representam custos unitdrios de transporte das origens para os respectivos desti-

nos.
10 15 20 40
12 25 18 100
16 14 24 10
50 40 60

Determinar o plano de transporte que minimiza o custo total das transferéncias.
Use o método do canto noroeste para a solugao inicial.

2. Resolva o problema anterior, usando o método de Vogel para o calculo da solugao
inicial.

3. O quadro a seguir apresenta a mesma disposicao do problema 1. Resolva usando
0 método do canto noroeste para a solugdo inicial.

10 15 20 100
12 25 18 80
16 14 24 20
100 50 60

4. Resolva o problema 3 usando o método de Vogel para a solugao inicial.

O quadro a seguir usa a mesma disposi¢do do problema 1. As células marcadas
com X indicam a impossibilidade do transporte daquela origem para aquele desti-
no. Resolva usando o método do canto noroeste.
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10 15 X 50
X 25 18 70
16 14 24 30
80 50 40

6. Resolva o problema 5 usando o método de Vogel para a solugéo inicial.

7. Uma empresa distribuidora tem trés depdsitos que estocam respectivamente 160,
200 e 100 unidades de um produto, e deve abastecer quatro clientes cujos pedi-
dos sdo de 100, 80, 120 e 80 unidades, respectivamente. Os custos unitdrios de
transporte dos depdsitos para os clientes estdo na tabela:

c, c, C, c,
D, 2,1 18 18 18
D, 15 24 18 2,1
D, 24 15 24 1,8

Determinar uma solugdo inicial pelo método do canto noroeste.
Determinar uma solugao inicial pelo método de Vogel.
A partir da solugdo inicial de a encontrar a solugdo dtima.

Qa o T

A partir da solugéo inicial de b encontrar a solugdo otima.

8. No problema anterior foram calculadas as margens de lucro com o produto de
cada armazém para cada cliente. O resultado estd na tabela:

c, c, c, c,
D, 120 | 105 9,0 9,0
D, 75 105 | 120 | 105
D, 105 7.5 12,0 9,0

Qual o plano de distribuicdo que traz o maior lucro?

9. Um produto deve ser distribuido para quatro destinos, a partir de trés origens. Os
lucros unitdrios de distribuicdo e as disponibilidades e necessidades do produto
estdo no quadro:

Destinos D D, D, D, Disponibili-
dades
Origens
0, 160 210 200 130 360
o, 80 390 240 310 440
O, 400 250 90 190 200
Necessidades 240 200 340 180
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Qual o plano de distribuicdo que traz o melhor retorno?

Uma companhia tem trés instalagbes industriais que podem produzir, cada uma
delas, trés diferentes produtos P1, P2 e P3. Os custos em cada instalagdo variam
de acordo com a tabela:

Instalagdes Custos unitdrios Capacidade em
P1 P2 P3 unidades/semana
1 8 4 10 800
2 9 6 10 1.000
3 12 10 11 1.200
Demanda dos 1.000 900 800
produtos
unidades/semana

Se o prego de venda de cada produto é de 20, 25 e 30 respetivamente, qual o
plano de produgdo que maximiza o lucro?

O quadro de custos devido a distribuicdo de um produto das origens O para os
destinos D é o seguinte:

Destinos D, D, D, Disponibili-
dades
Origens
o, 10 12 X 12
0, 12 14 15 18
O, 6 8 10 30
Necessidades 10 20 30

Obs.: Nao é possivel abastecer D4 a partir de O,.

a. Determinar uma solugéo inicial pelo método do canto noroeste.

b. A partir da soluggo obtida em a, calcular o plano étimo de distribuicdo.

Trés armazéns abastecem cinco pontos de venda. O quadro abaixo mostra os
custos de distribui¢do, a capacidade dos armazéns e as necessidades nos pontos
de venda. A companhia responsavel pelos armazéns ndo quer abastecer o ponto
de venda P4 a partir do armazém A1, nem o ponto de venda P3 a partir do
armazém A3.

Pontos de P1 P2 P3 P4 P5 Disponibili-
venda dades
Armazéns
Al 16 14 12 12 16 170
A2 12 4 14 8 8 60
A3 8 6 4 14 10 90
Necessidades 15 69 36 18 42




120

13.

14.

Pesquisa Operacional

a. Calcule uma solugdo inicial pelo método de Vogel.
b. Calcule a solugdo dtima a partir da solugdo inicial de a.

Um comerciante compra ovos em trés granjas para revendé-los em trés cidades
distintas. Ele monta contratos de fornecimento com os granjeiros e compromete
essa mercadoria em contratos de fornecimento com supermercados das cidades,
de modo que a produgdo alocada nas granjas tem destino certo nas cidades. As
quantidades contratadas nas granjas (em cartelas de 30 ovos) e nas cidades e os
custos e retornos dessa operagdo estdo nas tabelas:

Produgao Prego de Demanda Prego de

contratada compra contratada venda
G, 170 400 C, 200 500
G, 150 380 C, 200 520
G, 200 360 C, 120 510

Os custos de distribuicao das granjas para as cidades por cartela de ovos estdo
na tabela:

C1 C2 CZ
G, 10 18 16
G, 12 20 14
G, 15 12 15

a. Estabelecer um plano de distribuicdo com o menor custo possivel;
b. Estabelecer um plano de distribuicdo com o maior lucro possivel;
c. Estabelecer um plano de distribuigdo com a maior receita possivel.

A prefeitura da cidade colocou coletores de lixo em alguns pontos da cidade, onde
os lixeiros devem esvaziar seus carrinhos, apds enché-los na limpeza das ruas.
Sao seis lixeiros com carrinhos e trés coletores.

A prefeitura calculou a distdncia média da drea de atuagdo de cada lixeiro para
cada coletor. Deseja estabelecer um plano que esclarega onde os lixeiros devem
esvaziar seus carrinhos, para que todos os coletores se encham de maneira
uniforme e os lixeiros percorram a menor distdncia total no dia. Os lixeiros esva-
ziam cinco vezes seus carrinhos por dia. A prefeitura, apos estabelecer quantas
vezes e em quais coletores isto deve ser feito, deixa a seu critério a escolha do
coletor em cada vez, desde que cumpra o programa didrio. A distancia média de
cada regido para cada coletor estd na tabela:

L, L, L L, L, Ly

C, 200 300 500 400 250 300
c, 100 150 200 300 150 180
e 120 200 50 180 220 100

Qual o plano da prefeitura?
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15. Uma firma distribuidora de alimentos programou para a proxima semana 100

viagens que deverdo ser realizadas por empresas contratadas. Sao seis locais
diferentes que receberdo as mercadorias, conforme exposto na Tabela 1. As em-
presas que prestam esse servico sd0 quatro, e tém pregos diferentes para as
viagens, devido & localizagéo, possibilidade de viagens de retorno etc. Os orga-
mentos e as disponibilidades das empresas prestadoras de servigo estdo na Tabe-
la 2. Estabelecer um plano de contratagdo dessas empresas, com o menor custo
total possivel.

Tabela 1
Locais de entrega
1 2 3 4 5 6
Quantidade 20 12 15 10 18 25
necessaria
Tabela 2
Transporta- Locais Disponibili-
dad
dora ] 5 3 4 5 6 ades
A 100 120 105 90 105 110 30
B 80 100 110 100 100 110 40
C 90 105 90 100 80 105 25
D 120 130 110 100 95 105 20
Respostas
1. Xy =10, X, =30, X,, =40, Xp5 = 60, X5, = 10, Z = 2.250
3 X,;=70, X,,=30, X,, =30, X3 =50, X3, =20, Z=2.690
5. X;; =50, X,5=30, X,5=40, X5, =10, x3,=20,Z2=2410
7. X,3=100,X,,=60, X,, =100, X3 =20, X3, = 80, X3, = 20, Z = 630
8. X, =100, X,,=60, X,, =20, X3 = 100, X,, = 80, X35 =20, Z=4.320
9. X,, =40 X, ;=280 X,, =200, X,4 =60, X,, = 180, X3, = 200, Z = 290.600
10. X,,=800,X,, =900, X,, = 100, X3, = 100, X5 = 800, Z = 44.600
11, X,,=12, X55=18, X5, =10, X, = 8, X35 = 12, Z = 658
12, Xy3=36, Xpp =42, Xp5 =18, X3, = 15, X3, =27, X35 =42, Z = 1.446
13. a) X, =170, X,, = 30, X,5 = 120, X;, = 200, i = granja, j = cidade, Custo = 203.140
b) X,, =50, X, = 150, X,, = 120, X5, = 200, Lucro = 76.880
¢) X,, =170, X5, = 30, X,, = 30, X3, = 170, X,; = 120, Receita = 265.200
14. X, =5, X;5=5, Xyp =5, Xps =5, X35 =5, X34=5, i = coletor, j = lixeiro, Z = 5.050
15. XA, =8 XA, =10, XB, =20, XB, = 12, XBg =5, XC, = 7, XC, = 18, XD = 20. Valor total = 9.260



7 O Problema da
Designacao

7.1 Introdugao

Um caso especial do modelo de transportes é aquele em que cada
origem tem uma unidade disponivel e cada destino necessita também de uma
unidade. E o caso de escalar vendedores para regides de vendas, maquinas
para diversos locais etc.

Essa caracteristica torna o algoritmo de solugbes bastante simples.
Antes de aplica-lo, devemos verificar se o modelo esté equilibrado. No modelo
de designagao, o numero de origens deve ser igual ao niumero de destinos
devido a sua caracteristica. Caso isso ndo ocorra, devemos construir origens
ou destinos auxiliares, com custo de transferéncia zero.

7.2 Descricao do Algoritmo

a. Subtrair de cada linha seu menor valor. Em seguida fazer o mes-
mo com as colunas. Cada linha e cada coluna devera entdao apresentar pelo
menos um elemento nulo.

b. Designar origens para destinos nas células em que aparece o
elemento nulo. Dar preferéncia a linhas ou colunas que tenham apenas um
zero disponivel. Cada designacgao efetuada invalida os outros zeros na linha e
na coluna da célula designada. Se a designacgao se completa, o problema esta
resolvido. Se nao:

c. Cobrir os zeros da tabela com o menor numero de linhas possivel.
Isto pode ser feito da seguinte forma:

m marcar as linhas sem designacgéao;

B marcar as colunas com zeros nas linhas marcadas;

® marcar as linhas com designagao nas colunas marcadas;
|

voltar a marcar as colunas com zeros nas linhas marcadas até que
nao seja possivel marcar novas linhas ou colunas;

riscar as linhas nao marcadas e as colunas marcadas.
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d. Subtrair o menor valor dentre os numeros néo cobertos, de todos
os elementos da tabela. A reposicdo necessaria nas linhas e colunas com
zeros para impedir o aparecimento de custos negativos na tabela resulta no
quadro em que:

m os elementos ndo cobertos ficam diminuidos deste numero;

m os elementos no cruzamento de coberturas ficam aumentados des-
se numero;

B 0s outros elementos permanecem iguais.
e. Retornar aoitem b.

Exemplo: o quadro representa os custos de transporte de uma maqui-
na dos locais de depdsito para as fabricas onde deverdo ser instaladas. De-
signar uma maquina para cada fabrica com o menor custo total possivel no
programa:

Ly 10 12 15 16
L, 14 12 13 18
[ 10 16 19 15
Ly 14 12 13 15
Solugéo:
Subtrair o menor nimero Subtrair o menor nimero
de cada linha de cada coluna
0 2 5 6 0 2 4 3
2 0 1 6 2 0] 0 3
._)
0 6 9 5 0 6 8 2
2 o | 1 3 2 0 0 0

Designar nos zeros de linhas ou colunas (prefira linhas ou colunas com
apenas um zero). Anule s outros zeros.
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F, Fs F3

L, | [o] 2 4
2 (o)) &
o 8
2 4

Elmcow;ﬂ

A designacgao nao se completou devido & origem 3 e ao destino 3.

Cobrir, com o menor,nimero de linhas, os zeros da tabela. Seguir os
passos do item c. \/

[0 ] 2 4 3 \/
D Fal FaY 2
[ 4 J U J
0 6 8 2 M
b o o o]
- v J < k
Subtrair 2 da tabela — Seguir o item d.
F Fa Fs Fq
L, 0 0 2 1
L, 4 0 0 3
Ly 0 4 6 0
L, 4 0 0 0
Fazer nova designacao:
F, Fs F3 Fy

L, E /0/ 2
L, 4 @ /@/ 3
L, | A | 4 6 |[o]




Soluggo:

Designacao
Ly—> F
L,—>F,
Ly—> Fy
Ly,— Fa

Total Custo

7.3 O Caso de Maximizacao

O Problema da Designagéo

Custo

10
12
13
15

50
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Caso a tabela de transferéncia traga retornos que devem ser maximi-
zados, o modelo devera ser substituido por outro de minimizagdo. Como no
problema dos transportes, isto pode ser feito multiplicando a fung¢&do objetivo
por -1, ou transformando o quadro num quadro de perdas (complemento em

relagdo a um valor fixo).

Exemplo: o quadro representa as eficiéncias de quatro vendedores,
testados em quatro regides. Os potenciais de vendas nas regides sdo conheci-
dos. Designar um vendedor para cada regiao para maximizar o valor total das

vendas.

Capacidade de cada vendedor de atingir o potencial da regiao em %

R, R, R, R,
V, 70 60 80 90
V, 70 80 70 90
Vs 60 90 60 70
V, 70 80 70 80

Potencial de vendas em milhares de $

R, =100
R, =80

H4=90
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Solugdo: Quadro de vendas ou retornos (% x Potencial de Vendas)

70 48 48 81
70 64 42 81
60 72 36 63
70 64 42 72

Quadro de perdas: subtrair de 81

9 33 33
9 17 39
21 9 45 18
11 17 39 9
Solugao:
Subtrair o menor nimero Subtrair o menor nimero
de cada linha de cada coluna
1 33 33 0 33 3 0
1 17 39 0 17 9 0
_)
12 0 36 9 10 0 6 9
2 8 30 0 0 8 0 0

Designar nos zeros da tabela:

9 33 3
9 17 9
10 || o] 6
(ol ] 8 | & | &

A designagao ndo se completou.
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9 33 3 [0 ]
9 17 9 0
1N —a A "
LA®4 J

O Q O a¥
A\ |®) J ”

Cobrir os zeros com o menor numero de linhas possivel
Subtrair 3 da tabela:

6 30 0
14 6

10 0 6 12
8 0 3

Designar nos zeros da tabela

4 29 |[o]]| &
14 6 |[o]
10 [ o] 6 12
(o] ] 8 )4 3
Designacgao Vendas (em
milhares de $)

Vi— Ay 48
V, - R, 81
Va— R, 72
V, - R, 70

Total Vendas 271

127
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Exercicios

1. Resolva o problema de designagéo:

1 2 3 4

1 10 23 9

2 4 5 6 7

3 12 10 10 8

4 6 4 9 7
Origens

2. Resolva o problema de designagdo:

1 2 3 4

1 6 8 10 9

2 4 3 6 5

3 7 9 12 6
Origens

Destinos

Destinos

3. Resolva o problema de designag¢do, onde o simbolo X indica a impossibilidade da

designagéo da origem para o destino correspondente:

Destinos

1 2 3

1 6 X 8

2 4 9 3

3 5 6 4

4 8 10 12
Origens

4. Quatro locais Ly, L,, L; e L, necessitam de um equipamento. Existem quatro
equipamentos disponiveis, um em cada um dos depdsitos D,, D,, Dy e D,. A
quilometragem entre os locais necessitados e os depdsitos estdo no quadro:

Local
Depésitos L, L, L, L,
D, 100 120 130 140
D, 80 70 120 90
D, 100 80 100 110
D, 90 90 120 80

Determine um programa de expedi¢do de quilometragem minima.
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5. Resolva o problema anterior, supondo que ndo seja possivel expedir do armazém
1 para o local 3.

6. Uma fdbrica possui quatro locais Ly, L,, Ly e L, para receber trés novos equipa-
mentos (E,, E, e E;). A operagdo desses equipamentos gera um fluxo de mate-
riais cujo custo de manuseio depende do local da instalagado, e estao no quadro a
sequir:

L, L Ly L,

) 10 4 8 6
E, 6 4 9 10
E, 5 7 8 9

Designar os equipamentos para os possiveis locais, de modo a minimizar o custo
total de manuseio de materiais.

7. Suponha no problema anterior que ndo seja possivel designar o E, para o local L.
Qual seria a solugdo do problema?

8. Uma empresa deseja operar diretamente em quatro regiées. Para isso, contratou
e treinou quatro vendedores. A empresa tem conhecimento dos mercados dessas
regides através de representantes. A partir dessas informagées, o departamento
de R.H. montou um quadro de eficiéncia para os vendedores baseado no perfil
profissional de cada um deles. O resultado e outras informagées relevantes estéo
nos quadros a seguir:

Potencial de vendas mensais em milhares de unidades monetarias:

Regido Vendas
1 100
2 150
3 120
4 250

Capacidade estimada para cada vendedor em cada regido em %

Vendedor
Regiao 1 2 3 4
1 60 80 70 65
2 70 60 80 60
3 80 40 60 70
4 60 90 95 85

Baseado nesta estimativa, designar os vendedores para as regides de modo a
maximizar o retorno mensal total de vendas.
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9.

10.

11.

12.

Pesquisa Operacional

Uma empresa tem disponivel nos fornecedores quatro tipos de robds que fazem
uma seqtiéncia de operagdes padronizadas. Um estudo feito em colaboragdo com
os fornecedores revelou os lucros anuais gerados pela instalagdo de um robé em
cada uma das trés unidades produtoras da empresa, apos descontados os custos
de instalagdo, manutengdo e depreciagdo dos equipamentos (em 1.000 u.m.)

Unidades produtoras
Robd Y, U, Uy
R, 6 10 5
R, 5 8 7
R, 8 10 8
R, 7 9 9

A empresa deseja adquirir um tipo de robé para cada instalagdo produtora, de
modo a maximizar o lucro total no ano devido a essa operagao.

Suponha no problema anterior que o robé Ry nao sirva a U,. Qual seria entdo a
solugédo do problema?

A empresa de ar condicionado Top Clima tem seis instalagées programadas para o
proximo més. Ela poderd realizar no mdximo duas instalagées com pessoal pro-
prio, e solicitou a quatro empreiteiras cadastradas o orgamento para cada um das
obras e a disponibilidade para o servigo. O quadro a seguir resume os dados
coletados.

Empreiteiras Obras — Orgamentos em 1.000 u.m. Disponibilidade:
n? de obras
1 2 3 4 5 6
A 12 20 25 30 22 20 2
B 15 20 22 26 18 20 2
(] 16 24 26 22 21 21 2
D 14 25 24 28 24 20 2
Top Clima 13 22 30 27 20 15 2

a. Qual o plano de instalacao de menor custo?
b. Existe plano alternativo com o mesmo custo do anterior?

A Top Clima tem anotado o numero de horas estimado pelas empreiteiras para
realizar o servigo

Empreiteiras Obras
1 2 3 4 5 6
A 200 250 300 310 280 230
B 250 240 350 260 250 220
C 220 260 380 250 260 250
D 200 250 320 300 250 210
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A semana tem 40 horas de trabalho normal e a Top Clima pretende entregar as
obras em seis semanas. A programagao de hora extra onera o custo da obra em
20% da proporgdo de horas extras em relagdo ao total de horas, sobre o valor da
obra. Que mudangas isto traz na programagao?

13. Devido as caracteristicas das obras dos problemas 11 e 12, Top Clima exclui a
possibilidade de algumas empresas realizarem determinadas obras (problemas de
capacitagdo técnica, exigéncias especificas de clientes etc.)

Empreiteira Obras excluidas
A S5e6
B 4e5
C 1e4

Qual a programagdo se usarmos também essas novas condi¢bes?

14. No caso so problema 12, se a Top Clima resolvesse por uma questdo politica
atribuir a obra 6 a empreiteira C, qual o custo desta politica?

15. E no caso de a Top Clima atribuir o obra 6 a empreiteira D? Qual o custo desta

decisdao?
Respostas
1. Origem Destino Custo
1 3 24
2 1
3 4
4 2
2. Origem Destino Custo
1 1 15
2 2
3 4
4 3
3. Origem Destino Custo
1 1 15
2 3
3 2
4 4
4. Origem Local km
1 1 350
2 2
3 3
4 4
5 Origem Local km
350

AN =
HAWN —
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6.  Equipamento Local Custo
1 4 15
2 2
3 1
4 3
7. Equipamento Local Custo
1 4 15
2 2
3 1
4 3
8. Regido Vendedor Venda
1 2 508,50
2 3
3 1
4 4
9. Robds Unidade Lucro
Produtiva
1 2 27
2 X
3 1
4 3
10.  Robés Unidade Lucro
Produtiva
1 1 25
2 X
3 2
4 3
11. a.
Empresa Obras
A 1e2
B 3e5
c 4
Top 6

b. Nao: Custo total 109

12. Nenhuma mudanga. Custo: 110.925,00

13.

Empreiteiral A

B c Top

Custo total

Obra ] 1

2e3 5 4e6

117.323,00

14. Aumento do custo: 6.188,00
15. Aumento do custo: 5.000,00



8 Analise de Sensibilidade

Na construgdo do modelo de programagéo linear sao incluidos dados
cujos valores dependem do mercado e do processo usado na elaboracdo dos
produtos. Estes dados podem sofrer variagdes com o tempo ou com a inclu-
sdo de novas informacdes. E importante pesquisar a estabilidade da solugéo
adotada, em face dessas variagées.

Vamos considerar, para isso, 0 modelo de programacgao linear:
Max. Z = x; +2x, + 3X3

Xy + X, +X3<10
Sujeito a: {2xy + X, + 4x3 < 12

Xy + 3x2 - X3<9

x; 20, X, 20, X320
onde x;, X, € X5 representam as quantidades dos produtos P,, P, e P;. Os
recursos Ay, A, e A5 tém disponibilidade de 10, 12 e 9 unidades respectiva-
mente. Os lucros unitdrios sdo 1, 2 e 3 respectivamente para Py, P2 e P3. Os
coeficientes de Xy, X5 € X3 nas restricoes representam os usos dos recursos

Ry, R, e Ry por unidade dos produtos Py, P, e P;. Vamos estudar as conse-
quéncias das variagdes desses dados.

8.1 Mudanca nos Lucros Unitarios (Coeficientes da
Funcao Obijetivo)

a. Mudanca no coeficiente de uma variavel basica.
Os quadros inicial e final para o0 modelo sdo:

zZ X4 X2 X3 XF1 XFz XF3 b
1 1 -2 3 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 10
0 2 1 4 0 1 0 12
0 1 3 1 0 0 1 9
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Quadro final:
V4 Xy Xp X3 xFy xF, XxF3 b
1 1,077 0 0 0 0,846 0,385 13.615
0 0,154 0 0 1 -0,308 -0,231 4,231
0 0,385 0 1 0 0,231 -0,077 2,077
0 0,462 1 0 0 0,077 0,308 3,692

Estamos interessados em saber que tipo de variagdo podem sofrer os
coeficientes de x, e x; sem alterar a solugé@o o6tima do quadro.

A solugdo do quadro altera-se com a entrada de uma variavel néo
basica, x; ou xF, ou xf5. Como o objetivo € maximizar o lucro, a entrada de
uma variavel s6 é possivel se o aumento do lucro devido a essa inclusao pelo
menos compensar a queda do lucro devido as altera¢des nas outras variaveis.

— Intervalo de estabilidade para o coeficiente de x,.

Entrada de x,:

No quadro final, a coluna dos coeficientes de x; nos mostra que,
quando x, passa de x, = 0 para x; = 1

xF; diminui em 0,154

X3 diminui em 0,385

X, diminui em 0,462

O coeficiente de x, que permite a entrada de x, € um coeficiente que
iguala o aumento de lucro com a entrada de x; com a diminuigao do lucro

devido as outras variaveis xF, Xy € Xy Conhecidos os lucros unitarios do
quadro inicial, e chamando o lucro de x, de C,, teremos:

Aumento devido a x;: 1x1=1
Diminuicdo devido as outras: 0,154 x0+0,385x 3 + 0,46262
Para compensar: 0,46202 +1,155=10u C, =-0,335

Entrada de xF, (passa de xf, = 0 para xF, = 1)

xF1 diminui em -0,308
Xq diminui em 0,231

X5 diminui em 0,077
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Aumento devido a xF2: 1x0=0
Diminuigédo devido as outras:  -0,308 x 0 + 0,231 x 3 + 0,077C,
Para compensar: 0,693 + O,O77C2 =0ou
-0,693
Cp = 0,077 =9

Entrada de xF; (passa de xF; = 0 para xfF3 = 1)

xF; diminui em -0,23
Xa diminui em -0,077
X5 diminui em 0,308

Aumento devido a xF: 1x0=0
Diminuigao devido as outras:  -0,231 x 0 - 0,077 x 3 + 0,308C,
Para compensar: -0,231 + 0,308C, =0 ou C, = 0,75

Ordenando os valores criticos de Cz:
-9<-0,335<0,75<2

Conclusgo: a solugao é estavel para C, 20,75

- Intervalo de estabilidade para o coeficiente de x;.
Entrada de x, (passa de x; = 0 para x; = 1)

xF, diminui em 0,154
Xq diminui em 0,385
X5 diminui em 0,462

Aumento devido a xy: 1x1=1
Diminuigdo devido as outras: 0,154 x 0 + 0,385C5 + 0,462 x 2
Para compensar: 0,385C;+0,924 =1 o0u C3=0,197

Entrada de xF, (passa de xf, = 0 para xF, = 1)

xF1 diminui em -0,308
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X3 diminui em 0,231
X5 diminui em 0,077

Aumento devido a xF: 1x0=0
Diminuigao devido as outras: 0,308 x 0 + 0,231 C;+0,077 x2
Para compensar: 0,231C4 + 0,154 = 0 ou C; = -0,6667

Entrada de xF; (passa de xF; = 0 para xF; = 1)
xF diminui em -0,231
X5 diminui em -0,077
X, diminui em 0,308

Aumento devido a xFj5: 0x1=0
Diminuigao devido as outras:  -0,231 x 0 - 0,077C, + 0,308 x 2
Para compensar: -0,077C3+ 0,616 =0ou C; =8

Ordenando os valores criticos de Ca:
-0,667 <0,197<3<8

Concluséo: a solugao é estavel para 0,197 < C3 <8

b. Mudanca no coeficiente de uma variavel nao basica.

coeficiente critico para a estabilidade da solugao, isto é, qual o valor a partir

Quando uma variavel é ndo basica, o que se deseja saber é qual seu

do qual a variavel entra na base, mudando a solugao.

No exemplo, a entrada de Xy com valor 1 provoca um aumento no

lucro de 1 e a diminuigao devido as outras variaveis de:

0,154 x0+0,385x 3 + 0,462 x 2 = 2,079

O resultado é um decréscimo do lucro de 2,079 — 1 = 1,079, exatamen-

te o valor de seu coeficiente no quadro final.

Para que a entrada de x; n&o diminua o lucro, é necessario que seu

lucro unitario seja de:

1+1,079=2,079

isto é, o lucro corrente mais seu valor de oportunidade.

Portanto, a solugao ¢ estavel para C1 <2,079.
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8.2 Entrada de Uma Nova Variavel

Suponha que tenha sido desenvolvido um quarto produto P,, que usa
os mesmos insumos de P,, P, e P;, e que nado seja possivel aumentar a
capacidade gerada por esses insumos. Isto significa que se colocarmos P, em
producéo, ele concorrera com Py, P, e P; em termos de insumos. A pergunta
é qual deveria ser o lucro minimo de P, para que sua fabricagéo fosse interes-
sante?

Um levantamento de dados mostra que a produgédo de P, exige uma
unidade de R, uma unidade de R, e duas unidades de Hy. Portanto, para
fabrica-lo teremos que forgar essas folgas nos recursos, o que implicara uma
perda de:

O0x1+0846x1+0,385x2=1,616
(0, 0,846 e 0,385 sdo os pregos de oportunidade dos recursos no quadro final)

Conclusédo: o produto P, poderia ser fabricado se seu lucro por unida-
de fosse no minimo 1,616.

8.3 Mudancas nos Valores dos Recursos

O exame da tabela final de um modelo de programagao linear, resolvi-
do pelo método Simplex, nos da uma série de informagdes com relagao aos
recursos usados:

Z X4 X X3 xF, xF, xFy b

1 1,077 0 0 0 0,846 0,385 13,615
0 0,154 0 0 1 -0,308 -0,231 4,231
0 0,385 0 1 0 0,231 -0,077 2,077
0 0,462 1 0 0 0,077 0,308 3,692

a. O recurso R, cuja folga é representada por xF, € um recurso nao
escasso. Isto significa que uma redugédo de até 4,23 unidades no
recurso ndo afeta a solugdo. Um aumento na disponibilidade do
recurso também nao tem influéncia no programa, pois iria apenas
aumentar as sobras do recurso.

b. O recurso R, cuja folga é xF, é um recurso escasso no programa.
Seu coeficiente na fungao objetivo, 0,846 indica que se xF, entrar
na base com valor 1, a nova solugéo tera o lucro diminuido em
0,846. Por outro lado, se conseguirmos mais uma unidade desse
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recurso aos custos correntes, a nova solugdo que incorpora essa
unidade adicional tem o lucro aumentado em 0,846.

O problema agora é saber até quando isso pode ser feito, isto é,
quantas unidades adicionais do recurso R, alocadas aos custos correntes
podem ser incorporadas na produgdo com aumento no lucro de 0,846 por
unidade. Da mesma forma, quantas unidades podemos retirar ocasionando
uma diminuig&o de 0,846 no objetivo, por unidade retirada.

Vamos chamar essa variagédo de V,. O que sabemos sobre V, é que
ela ndo podera tornar os valores de b negativos no quadro final. Isto daria
para alguma variavel um valor negativo, 0 que nao é possivel.

Do quadro inicial, os valores de b ficariam:

10 10 0
12+ Vo ou |12+ 1|V,
9 9 0

No quadro final, esses dois vetores se transformam em:

4,321\ (-0,308
2,077 | + (0,231 |V,
3,692| 10,077

que sao as expressoes de b e de xF, no quadro final.
Os valores limites para V, sé@o dados por:
4,231 -0,308V,=0—> V, =13,75
2,077-0231V,=0-> V,=-9
3,692-0,077V, =0 — V, =47
Portanto, a informagéo do coeficiente de XF, se mantém para:

-9<V,<13,75

Vamos chamar de V; a variagdo em R5, que mantém a informacao do
coeficiente de xF;. Como argumentamos anteriormente, do quadro inicial tere-
mos:

10 10 0
12 = [12]+ [0V,
9+V3 9 1



No quadro final, esses vetores se transformam em:

4,321

3,692

Os valores limites para V; sédo dados por:
4,231 -0,231V;=0— V;=18,316
2,077 -0,077V; =0 — V3 =26,974
3,692-0,308V;=0—> V;=-12

-0,231
2,077 | + 0,077 |V,
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Desta forma, V; pode sofrer uma diminui¢do de no maximo 12 unida-
des ou um aumento de no maximo 18,311 unidade em R, sem alterar a
informagdo do coeficiente de xFj. Isto significa que se conseguirmos até
18,316 unidades de R,, aos custos correntes, podemos aumentar o lucro do

programa em:

0,385 x 18,316 = 7,05

Exercicios

1. Dado o modelo de programagao linear: max Z = x, + 0,30x, + 3x,

x1+x2+x3$10

Sujeito a:{2xy + X, + 4x3 <12

x1+3x2—x359

onde x; representa as decisGes de produgdo dos produtos P, Z o lucro devido a
essa atividade, as restricbes, o uso dos recursos R, e a tabela final de solugao pelo

Simplex:
Linha X4 X X3 xF, xF, xF5 b
1 0,50 0,45 0,00 0,00 0,75 0,00 9,00
1 0,50 0,75 0,00 1,00 -0,25 0,00 7,00
2 0,50 0,25 1,00 0,00 0,25 0,00 3,00
3 1,50 3,25 0,00 0,00 0,25 1,00 12,00

Pergunta-se:

1.1. Qual o intervalo de estabilidade para o coeficiente de x5?
1.2. Qual o intervalo de estabilidade de xF,?
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1.3. O que significa o intervalo obtido em 1.1?
1.4. Como podemos interpretar o resultado obtido em 1.2.7
1.5. Qual o intervalo de estabilidade para x,?
1.6. Qual o intervalo de estabilidade para x,?
1.7.Suponha que um novo produto P, use duas unidades do recurso 1, uma
unidade do recurso 2 e trés unidades do recurso 3. Qual devera ser seu lucro
unitdrio para sua incorporagdo no programa?
1.8. Qual o limite para o aumento da disponibilidade do recurso R,, que mantém a
informagdo contida em seu custo de oportunidade?
1.9. E para o recurso R,?
Dado o modelo de programagéo linear max. Z = 2.100x, + 1.200x, + 600X
sujeito a: 1) 6x, + 4x, + 6x5 < 4.800
2) 12x;+ 16x,+ 2x3< 7.200
3) x,<800
4) x,<600
5) x3<600
onde: x; sdo as decisées de produgdo dos bens P;. O objetivo € maximizar o lucro
pela venda desses produtos.
Restrigbes: 1. Horas de maquina para a produgdo dos bens.
2. Horas de mao-de-obra para a produgéo.
3. Demanda de P,.
4. Demanda de P,,.
5. Demanda de P,
O quadro final pelo Simplex é o seguinte:

4 X4 Xy X3 xFy xF, xF, xF, xFs b

1 0 1.400 0 50 150 0 0 0 1.320.000
0 0 -0,8 1 0,20 -0,10 0 0 0 240

0 1 1,467 0 -0,033 0,10 0 0 0 560

0 0 -1,467 0 0,033 -0,10 1 0 0 240

0 0 1 0 0 0 0 1 0 600

0 0 0,8 0 -0,20 0,10 0 0 1 360

2.1. Qual o intervalo de estabilidade para o coeficiente de x,? O que isto significa?

2.2.Qual o intervalo de estabilidade para o coeficiente de x;? O que isto significa?

2.3.Qual o intervalo de estabilidade para o coeficiente de xF;? O que isto signifi-
ca?

2.4.Qual o intervalo de estabilidade para o coeficiente de xF,? O que isto signifi-
ca?

2.5.Um novo produto, que use 3 horas de mdquina, 5 horas de mao-de-obra e
com demanda garantida de 200 unidades para um lucro maximo de 800 u.m.,
teria interesse no programa?
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2.6.Qual o limite para aquisi¢do do recurso R,, aos custos correntes, que mantém
a informagédo contida em seu custo de oportunidade?

2.7.ldem para o recurso R,.
2.8.0 que significa a informagédo contida no custo de oportunidade do recurso Rz?

Um pecuarista tem disponiveis trés tipos de ragdo para gado. Cada tipo tem sua
composicdo em termos de quatro nutrientes. O pecuarista quer misturar essas
ragbes para obter um produto final que satisfaga as exigéncias minimas dos ani-
mais, em termos dos nutrientes. A composigdo e as exigéncias estdo no quadro:

Nutrientes % por kg Exigéncia minima
= ~ ~ em kg por saco
Ragéao 1 Ragdo 2 Ragao 3 de 100 kg
1 30 25 10 6,0
2 20 30 20 4,0
3 25 15 30 4,0
4 25 30 40 6,0
Custo/kg 1,00 1,20 1,30

O objetivo é conseguir uma mistura de minimo custo. O quadro final de solugéo
pelo Simplex é dada a seguir. No quadro, x; sdo as quantidades de ragédo por kg de
mistura e xF; as folgas em relagdo as exigéncias minimas dos nutrientes.

4 X4 X, X3 xF, XF, xF, xFy b

1 0 0,087 0 0,789 0 0 3,053 -23,053
0 1 0,732" 0 -4,211 0 0 1,053 18,947
0 0 -0,095 0 -0,316 1 0 -0,421 0,421
0 0 0,121 0 -0,263 0 1 -0,684 1,684
0 0 0,289 1 2,632 0 0 -3,158 3,158

Qual o intervalo de estabilidade para o custo da R,?
Qual o desconto no prego da R, a partir do qual seu uso é interessante?
Qual o prego maximo de R4 que ndo altera a solugao encontrada?

Se a exigéncia do nutriente 1 passasse de 6 para 7 kg em cada 100 kg de
mistura, qual a variagdo de pregco que ocorreria?

5. A informacgdo da tabela — diminuindo 1 kg do nutriente 4 na mistura, seu custo
cai em 3,053 vale até quantos quilos diminuidos?

AL~

Respostas

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.

C,z2

7SV, <+ee

A solugdo dtima ndo se altera se o lucro unitdrio de P, for pelo menos 2.

A diminui¢do de R, de até 7 unidades néo altera o lucro do programa. Qualquer aumento também n&o.
C,s15

C,<0,75
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1.7.
1.8.
1.9.
2.1.
2.2.
2.3.

24.

2.5.
2.6.
27.
2.8.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
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0,75

28

1.145,46 < C, < 3.600. A solugdo dtima néo se altera se o lucro unitdrio de P, estiver nesse intervalo.
350 < G, < 2.100. A solugdo dtima nao se altera se o lucro unitdrio de P, estiver nesse intervalo.

-240 < V; <+ . A diminuicdo de até 240 unidades no R, ndo altera o lucro do programa. Qualquer
aumento também néo.

-1.200 < V, < 1.800. A diminui¢do de até 1.200 unidades em R, aos custos correntes diminui o lucro
em 50 por unidade diminuida. Aumentos de até 1.800 unidades em R,, aos custos correntes, aumen-
tam o lucro em 50 por unidade aumnentada.

Nao teria, pois gera um recuo de 100 no lucro do programa.

1.800 unidades.

2.400 unidades.

Significa que ha sobras desse recurso para o programa, isto 6, o aumento ou diminuigdo do recurso
ndo altera o lucro do programa.

0,813<C,<1,118

0,087

1,60

Um aumento de 0,789.

Até 1kg.



9 Simulacao

9.1 Introducao

A simulagéo € uma das técnicas mais gerais usadas em Pesquisa
Operacional. Simular significa reproduzir o funcionamento de um sistema, com
0 auxilio de um modelo, o que nos permite testar algumas hipéteses sobre o
valor de variaveis controladas. As conclusdes sdo usadas entdao para melhorar
o desempenho do sistema em estudo.

Modelos de simulagido aparecem sob a forma de jogos de empresa,
simuladores de vbéos, modelos fisicos de aeronaves para testes em tunel de
vento etc.

Neste trabalho, estaremos interessados em modelos matematicos cuja
complexidade descarta a abordagem por outras técnicas, como o calculo
infinitesimal, programacao linear e nédo linear. Esta complexidade a que nos
referimos é introduzida no modelo pela incorporagdo de situagdées que envol-
vem a incerteza. Além disso, a simulacdo é especialmente indicada para
modelos dindmicos que envolvem muiltiplos periodos de tempo.

Os modelos de simulagao dinamicos sdo usados de um periodo de
tempo ao periodo seguinte, captando as mudangas ocorridas com o tempo, o
que nos permite avaliar o efeito de um conjunto de decisdes sucessivas.

A simulagao em sistemas que incorporam elementos aleatérios é deno-
minada Simulagdo Estocastica ou de Monte Carlo, e na pratica é viabilizada
com o uso de computadores devido a grande massa de dados a ser processa-
da.

Exemplos de problemas que se enquadram nessa categoria:

Dimensionamento de instalacdes

O caélculo do numero de caixas em um supermercado envolve conside-
racbes como:

— o numero de pessoas que chegam a fila num periodo de tempo;

— o tempo de atendimento de um cliente;

— o tempo que o cliente espera para ser atendido etc.
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Estas varidveis sao aleatdrias e a situagao se altera com o correr do
tempo. O problema consiste em manter o tempo que o cliente gasta para este
servigo dentro de padrdes considerados aceitaveis e com os menores custos
para estas condigoes.

Programacao de sistemas com retroinformacao

E o caso de empresas que fabricam por encomenda. A programag&o
usa as variaveis:

capacidade das maquinas usadas na produgao;

— disponibilidade de m&o-de-obra;
— suprimento de matéria-prima;
— data da entrega combinada.

Ao chegar um novo pedido, essa programagdo tem que ser revista
para incorporar dados novos e conseqlente atualizagdo. A chegada de um
novo pedido é aleatdria, assim como as outras variaveis citadas.

Dimensionamento de estoques
Neste caso devem ser consideradas as variaveis:

— demanda aleatéria num periodo de tempo;

~ tempo aleatério de atendimento de pedido de reposi¢ao (fabricagao
ou compra);

— estoque inicial e final do periodo.

O problema é manter o atendimento dentro dos padrbes previamente
estabelecidos com a maior economia possivel no gerenciamento e na manu-
tencdo dos estoques.

A simulagdo é usada em situagdes em que é muito caro ou dificil o
experimento na situagao real. Ela nos permite fazer esse experimento com o
modelo variando parametros criticos, para conhecer quais as combinagdes
que dao os melhores resultados. Desta forma podemos analisar o efeito de
mudangas sem correr o risco da constru¢do de um sistema real equivocado, o
que transformaria os custos dessa construgao em prejuizos.

9.2 Geracao de Eventos Aleatdrios

Vamos supor que uma variavel aleatdria (por exemplo, a demanda de
um produto) tenha apresentado a seguinte distribuicao de freqiéncia:
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Valor Freqiéncia
(demanda)
100 10
105 30
110 40
115 15
120 5

Apds uma analise da situagao, chegou-se a conclusdo de que nao ha
motivo para acreditar que os fatores importantes que condicionam os valores
da variavel (no caso, a demanda do produto) tenham sofrido alteragdes signifi-
cativas. Desta forma, podemos aceitar que esta distribuicdo gerada no passa-
do continue descrevendo o comportamento dessa varidvel, e podemos usa-la
para simular um padrdo de 10 valores de demandas do produto para dez dias,
por exemplo.

Uma maneira de fazer isso seria colocar em uma caixa 10 bolinhas
com o numero 100, 30 bolinhas com o numero 105 etc. Ao sortear uma
bolinha, a probabilidade de ocorrer um desses valores é a freqliéncia observa-
da no passado, e ainda valida.

Sorteando 10 bolinhas com reposi¢ao, teriamos um padrao de valores
(demandas) da variavel.

Esse procedimento pode ser simplificado, considerando as bolinhas
grafadas com numeros de dois algarismos, de 00 a 99, o que da 100 bolinhas.

Para isso, consideremos a distribuicdo da varidvel aleatéria e sua fre-
quéncia acumulada:

Valor Freqiliéncia | Freqiiéncia
(demanda) acumulada
100 10 10
105 30 40
110 40 80
115 15 95
120 5 100

Teriamos, entdo, segundo as freqiiéncias acumuladas na tabela ante-
rior:
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Valor Numero na
(demanda) bolinha
100 00 a 09
105 10a 39
110 40a79
115 80 a 94
120 95 a 99

Essa tabela reproduz a distribuicao por freqiéncia da variavel. Sortea-
mos agora 10 bolinhas e anotamos os valores correspondentes.

Sorteio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10
Bolinha 27 |38 03|92 |46 |12 |76 |18 | 50| 72
Valores (demanda) 105105100} 115(110|105|110|105| 110|110

Para evitar o manuseio fisico de caixas, bolinhas etc., podemos langar
mao de uma tabela de numeros aleatérios. Sao nimeros sorteados ou gera-
dos de maneira equiprovavel e colocados um uma tabela. Para gerar um
grupo de numeros aleatdrios de dois digitos basta iniciar em um ponto qual-
quer da tabela e anotar por exemplo os dois ultimos algarismos do numero da
tabela. A seguir anotar os dois ultimos algarismos dos nimeros que estao na
sequéncia de linhas ou colunas da tabela a partir do primeiro nimero conside-
rado, em qualquer sentido, até obter o total de nimeros de dois algarismos
desejados (vide tabela de nimeros aleatérios).

Exemplo: O tempo de atendimento de um caixa num supermercado
foi anotado apds um periodo considerado satisfatério para o treinamento do
operador, para garantir que sua rapidez seja estavel.

Tempo de atendimento | Freqiiéncia
em minutos
2 5
4 8
6 15
8 10
10 2
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Gerar, com o auxilio ca tabela de niumeros aleatérios, um padrido de
atendimento para cinco cliente:s.

Solugdo: Como temos 40 observagdes, calculamos as frequiéncias re-
lativas ou porcentagens (quantidades em 100), e a frequéncia relativa acumu-
lada.

Tempo de Frequiéncia Freqiiéncia
atendimento relativa (%) relativa
em minutos acumulada (%)
2 12,5 12,5
4 20 32,5
6 37,5 70
8 25 95
10 5 100

Para contornar o problema dos valores ndo inteiros das duas primeiras
porcentagens, consideramos a frequéncia em 1.000, o que nos leva & tabela
de numeros aleatérios apresentados a seguir:

Tempo de Freqiliéncia Numeros
atendimento relativa a 1.000, aleatdrios de
em minutos acumulada identificacao

(% x 10) dos tempos
2 125 000 a 124
4 325 125 a 324
6 700 325 a 699
8 950 700 a 949
10 1.000 950 a 999

Com o auxilio da tabela de numeros aleatdrios, sorteamos cinco nime-
ros de trés algarismos, do mesmo modo que o exposto no caso anterior:

053 999 130 563 434

Clientes 1 2 3 4 5
Numero aleatério 053 | 999 | 130 | 563 | 434
Tempo de atendimento 2 10 4 6 6
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9.3 Exemplo de Aplicacao

Um feirante faz compra de ovos uma vez por semana num entreposto
atacadista. Os ovos ndo vendidos dentro de uma semana se estragam, e sao
descartados, acarretando prejuizo de 400 u.m. por duzia. Por outro lado, a
falta de produto para a venda também acarreta perda, estimada em 150 u.m.
por duzia demandada e nao vendida. O feirante anotou a demanda das ulti-
mas 40 semanas e dividiu-as em sete classes, conforme o quadro:

Classes (duzia) Média Freqiiéncia
200 - 210 205 2
210 - 220 215 5
220 - 230 225 9
230 - 240 235 10
240 - 250 245 7
250 - 260 255 4
260 - 270 265 3

Testar as hipéteses:

1.
2.

3.

Comprar cada semana a demanda efetiva da semana anterior.

Comprar uma quantidade igual & média histérica anotada no perio-
do anterior de 40 semanas (média = valor inteiro mais proximo da
média verificada).

O exame dos resultados sugere o teste de outra hipotese?

Vamos simular a primeira hipétese para 20 semanas. Os limites para
os numeros aleatdrios sdo obtidos através da frequéncia acumulada relativa,
conforme mostra a tabela:

Média | Freqiiéncia | Freqiiéncia | Freqiiéncia | Freqiiéncia | Limite para
relativa % | relativaa |acumulada |os numeros
1.000 relativa aleatdrios
205 2 5 50 50 000 a 049
215 5 12,5 125 175 050 a 174
225 9 22,5 225 400 175 a 399
235 10 25 250 650 400 a 649
245 7 17,5 175 825 650 a 824
255 4 10 100 925 825 a 924
265 3 7,5 75 1.000 925 a 999
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A partir de uma tabela de numeros aleatdrios, levantamos uma se-
qiiéncia de vinte numeros de trés algarismos, como ja anteriormente descrito.
Para iniciar o processo, vamos aceitar a demanda anterior & primeira semana
igual & média do periodo anterior.

Ixfi  205x2+215x5+... +265x3

Media = =t 20 = 234,75 ou 235
Semana | Numero | Demanda | Estoque Venda Estoque | Custode | Custode | Custo
aleatério inicial final falta sobras total
1 750 245 235 235 0 1.500 0 1.500
2 261 225 245 225 20 0 8.000 | 8.000
3 048 205 225 205 20 0 8.000 | 8.000
4 438 235 205 205 0 4.500 0 4.500
5 053 215 235 215 20 0 8.000 | 8.000
6 939 265 215 215 0 7.500 0 7.500
7 414 235 265 235 30 0 12.000 | 12.000
8 685 245 235 235 0 1.500 0 1.500
9 103 215 245 215 30 0 12.000 | 12.000
10 460 235 215 215 0 3.000 0 3.000
11 915 255 235 235 0 3.000 0 3.000
12 637 235 255 235 20 0 8.000 | 8.000
13 353 225 235 225 10 0 4.000 | 4.000
14 335 225 225 225 0 0 0 0
15 087 215 225 215 10 0 4.000 | 4.000
16 536 235 215 215 0 3.000 0 3.000
17 418 235 235 235 0 0 0 0
18 247 225 235 225 10 0 4.000 | 4.000
19 253 225 225 225 0 0 0 0
20 248 225 225 225 0 0 0 0

Custo total = 92.000
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22 hipotese: comprar 235 toda semana.

Semana | Numero | Demanda| Estoque Venda Estoque | Custode | Custode | Custo
aleatdrio inicial final falta sobras total

1 750 245 235 235 0 1.500 0 1.500
2 261 225 235 225 10 0 4.000 | 4.000
3 048 205 235 205 30 0 12.000 | 12.000
4 438 | 235 | 235 | 235 | © 0 0 0
5 053 215 235 215 20 0 8.000 | 8.000
6 939 265 235 235 0 4.500 0 4.500
7 414 235 235 235 0 0 0 0

8 685 245 235 235 0 1.500 0 1.500
9 103 215 235 215 20 0 8.000 | 8.000
10 460 235 235 235 0 0 0 0
11 915 255 235 235 0 3.000 0 3.000
12 637 235 235 235 0 0 0 0
13 353 225 235 225 10 4.000 | 4.000
14 335 225 235 225 10 0 4.000 | 4.000
15 087 215 235 215 20 0 8.000 | 8.000
16 536 235 235 235 0 0 0 0
17 418 235 235 235 0 0 0 0
18 247 225 235 225 10 0 4.000 | 4.000
19 253 225 235 225 10 0 4.000 | 4.000
20 248 225 235 225 10 0 4.000 | 4.000

Custo total = 70.500
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O quadro mais favoravel é o segundo. Observando a distribuicdo dos
custos parece razoavel pensar na hipdtese de uma compra menor que a

média historica:

Por exemplo: compra de 230 duzias por semana.

Semana | Ndmero | Demanda | Estoque Venda Estoque | Custo de | Custo de Custo
aleatério inicial final falta sobras total
1 750 245 230 230 0 2.250 0 2.250
2 261 225 230 225 5 0 2.000 | 2.000
3 048 205 230 205 25 0 10.000 | 10.000
4 438 235 230 230 0 750 0 750
5 053 215 230 215 15 0 6.000 | 6.000
6 939 265 230 230 0 5.250 0 5.250
7 414 235 230 230 750 0 750
8 685 245 230 230 0 2.250 | 2.250
9 103 215 230 215 15 0 6.000 | 6.000
10 460 235 230 230 0 750 0 750
11 915 255 230 230 0 3.750 0 3.750
12 637 235 230 230 0 750 0 750
13 353 225 230 225 5 0 2.000 | 2.000
14 335 225 230 225 5 0 2.000 | 2.000
15 087 215 230 215 15 0 6.000 | 6.000
16 536 235 230 230 0 750 0 750
17 418 235 230 230 0 750 0 750
18 247 225 230 225 5 0 2.000 | 2.000
19 253 225 230 225 5 0 2.000 | 2.000
20 248 225 230 225 5 0 2.000 | 2.000

Custo total = 58.000

Conclus3o: Das trés hipoteses testadas, a terceira parece a mais favo-

ravel.
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9.4 Observacoes

1. Usamos a mesma seqliéncia de numeros aleatorios porque esta-
mos interessados em testar hipéteses excludentes, sob as mesmas condi-
coes.

2. O numero de simulagbes é pequeno, o que traz sob o ponto de
vista estatistico erros significativos para o processo. O razoavel é pensar em
pelo menos 100 simulagdes, que é quando se comega a observar a necessaria
estabilidade nos resultados. Faremos posteriormente comentarios sobre o nu-
mero de simulagdes e as consequéncias sobre a confiabilidade dos resultados.

3. Esse numero de simulagdes desejado pode ser feito rapidamente
com o auxilio do computador. O programa pode ser feito em varias linguagens,
como Fortran, Basic, Pascal etc. ou em linguagens especificas para simulagéao,
como o PPS ou Dynamo. O auxilio de uma planilha Lotus ou Excel simplifica
bastante as operagoes.

4. Para a simulagdo com variavel discreta usando a planilha Excel,
devemos observar os passos:

4.1. Preencha as colunas x;e f.

4.2. Escolha: Utilitarios/Analisar dados/Geragao de numeros aleatori-
os/Distribui¢ao discreta.
4.3. Preencha: intervalo de probabilidade e valor &;: b;, onde:
a; = célula inicial dos valores de x;
b; = célula final dos valores de f.

J
4.4. Escolha a célula com base na qual os valores gerados serao

editados.

Exercicios

1. Uma central de atendimento anotou nos ultimos 100 dias a quantidade de pessoas
atendidas por dia, e distribuiu-as em cinco classes.

Classes NiGmero de
atendimentos
10———112 15
12— 14 20
14— 16 35
16— 18 20
18 —120 10

Construir um padrdo do numero de atendimentos para a préxima semana (sete
dias). Use os numeros aleatdrios: 10, 85, 36, 49, 58, 05, 67.
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2. Asvaridveis x e y sdo independentes e tém as distribuicbes empiricas:

0,50 0,50
0,40
0,30
0,20
0,10
T T T > T T T >
10 12 15 X 8 9 10 y

Construir os valores de z = 2x + 3y usando 10 simulagbes para x e y. Qual o valor
médio de z? Qual o desvio padrao de z?

Use 0s numeros aleatdrios:

Para x: 38, 91, 18, 89, 71, 67, 46, 73, 42, 47
Para y: 34, 41, 69, 04, 51, 61, 29, 21, 02, 34

3. Um item do estoque de uma empresa tem tempo de espera (tempo decorrente
entre o pedido de reposicdo e o atendimento) de um, dois ou trés dias, com
probabilidade de 30%, 40% e 30%. Simular a situagdo do estoque para sete dias,
sabendo que o uso didrio do produto é de quatro unidades, o estoque inicial de 14
unidades, e o pedido é feito sempre que o estoque tenha menos de 12 pegas.
Qual o estoque apos os sete dias simulados? A quantidade pedida é 10 unidades.
Os pedidos podem ser acumulados. Use os numeros aleatdrios: 45, 38, 96, 84, 12,
62, 35 etc.

4. No problema anterior, suponha que o uso didrio do produto seja de trés, quatro ou
cinco unidades, com probabilidades: 20%, 50%, 30% respectivamente. Use 0s
numeros aleatérios para o uso didrio: 48, 53, 47, 18, 36, 87, 35 elc.

5. Suponha agora que no problema 4, o custo de manter o estoque de um dia para
outro seja de 0,5 por unidade, e que o custo por falta de um item seja de 2,00.
Qual o custo semanal neste caso?

6. Simule a situacdo do problema 5, usando o fato de fazer o pedido quando o
estoque tenha menos de 10 pegas. Qual o custo neste caso? O que sugere este
resultado?

7. Uma empresa de consertos tem trés funciondrios para o atendimento aos clientes.
Quando ndo é possivel o atendimento através dos funciondrios, a firma contrata
servigos de terceiros a um custo maior. Faga 10 simulagcbes para testar cada uma
das hipoteses:

a. A dispensa de um funciondrio (o pior deles, com menor média), diminuira os
custos de operagao.

b. A contratacdo de um funciondrio (igual ao pior deles) diminuird os custos de
operagao.

Dados:
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50%
40%
30% 30% 30%
20%
T T T > T T T >
10 12 14 8 9 10
Nuamero de atendimentos diarios Numero de atendimentos diarios
do funcionario n® 1 do funcionario n® 2
50% 50%
40%
30%
20%
10%
T T T > T T T >
7 9 10 25 30 35
Numero de atendimentos didrios Numero de chamadas por dia
do funcionario n® 3
Funcionario: 10,00
Custo por atendimento . NN
P Terceiro: 15,00

Fixo do funciondrio por 10 dias: 50
Use os numeros aleatdrios:
Funciondrio 1: 00, 76, 07, 46, 85, 00, 06, 33, 37, 83
Funciondrio 2: 96, 64, 02, 04, 89, 78, 89, 57, 63, 17
Funciondrio 3: 83, 50, 68, 78, 44, 82, 23, 19, 47, 99
Numero de chamadas: 53, 59, 43, 94, 10, 40, 37, 65, 20, 27
No problema anterior, suponha que haja uma expectativa de que a demanda de

chamadas por dia cresga 20% e que a empresa tenha cadastrado um técnico que
pode atender em média oito clientes por dia. Vale a pena contrata-lo?

Uma pessoa estd pensando em deixar seu carro estacionado em local proibido ao
lado da escola que freqlienta. Ela sabe que a probabilidade de o guarda fiscalizar
o local num dia qualquer é de 10%, e no caso de constatar a irregularidade, a
multa é de 60. Ela acredita que se o guarda multar seu carro num dia, ele passaréd
no dia seguinte para verificar novamente o local. Deste modo, sendo multado num
dia, o carro ndo deverd ficar estacionado no local proibido no dia seguinte. A
alternativa a essa situagdo é deixar o carro num estacionamento proximo que
cobra 5 por dia.

Teste para o proximo més, que tem 30 dias, comecando numa quinta-feira, as
hipdtese a seguir. Use o fato de que a escola tem aulas de segunda a sexta-feira.

a. Deixar o carro no local proibido.
b. Usar simplesmente o estacionamento.

Use os numeros aleatérios: 39, 32, 90, 92, 35, 65, 15, 30, 51, 89, 75, 53, 21, 05,
73,04, 43, 77, 34, 01
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10. Um guiché de atendimento leva 1, 2, 3 ou 4 minutos para atender uma pessoa,

com probabilidade de 15%, 25%, 40% e 20%. O numero de clientes que chegam
para fila de espera é de 1 ou 2 por minuto, com probabilidade de 60% e 40%. Se a
fila € unica e existem trés guichés de atendimento, simule a situagdo da fila de
espera nos 10 primeiros minutos a partir da abertura dos guichés. Ha cinco clien-
tes na fila de espera no momento da abertura dos guichés.
Use os numeros aleatdrios:

1¢ guiché: 33, 37, 83, 50

22 guiché: 59, 43, 94

32 guiché: 18, 76, 65, 20

chegada na fila: 79, 52, 86, 19, 47, 99, 68, 47, 64, 78
A velocidade no atendimento parece compativel com o nimero de pessoas que
demandam esse servigo?

Respostas

1. 11,17, 15, 15, 15, 11, 15

2. 48,57, 47, 54,57, 51,54, 54, 48, 48; s = 3,88, z = 51,80

3. 6 unidades

4. 6 unidades

5. 39,00

6. 33,00 - A tendéncia é diminuir o custo.

7. a Falsa b. Verdadeira

8. Sim

9. Melhor hipdtese (b) (Foi usado: 00 - 89: ndo passa; 90 — 99: passa)

-
S

Clientes na fila ap6s 10 minutos: 10. N&o, pois a fila tende a crescer continuamente.



1 O Modelos Teoricos de
Probabilidade

Algumas distribuicbes tedricas de probabilidade apresentam certas ca-
racteristicas que permitem uma descri¢ao correta de variaveis muito comuns
em processos de simulagao.

Se uma varidvel aleatéria tem teoricamente o comportamento de uma
variavel com distribuigdo conhecida, e se é possivel um bom ajustamento de
sua curva empirica pela curva desse modelo teérico, devemos considerar os
seguintes fatos:

Usando a distribuigdo empirica no processo de simulagao, estaremos
limitando as possiveis ocorréncias futuras as condi¢des validas no passado.
Alguns acontecimentos podem nao ter tido oportunidade de ocorréncia, o que
impede sua reprodugao no futuro.

Usando uma distribuicédo tedrica de probabilidades nas condigbes des-
critas, estaremos adicionando informag¢des ao comportamento da variavel, o
que torna o modelo mais apto a prever o futuro.

Desta forma, sempre que haja aquelas condigbes favoraveis, devemos
optar pelo uso do modelo tedrico ajustado, ao invés do modelo empirico.

10.1 Distribuicao Retangular ou Uniforme

E a distribuicdo de uma variavel aleatéria x num intervalo [a,b], cuja
funcao densidade de probabilidade FDP é dada por:

0 parax<aoux>b

f(x) =
— araa<x<b
b A para a< x
A média e a varidncia sdo dadas por:
_b+a 2, (b— a)2
E(x) =5 e o°(x) = BETEE
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A fungéo de densidade acumulada FDA é definida como:

0 sex<a

F(x) = x-a sea<x<b

b-a

1 sex=2b

Exemplo:

157

O departamento de montagem de uma empresa requisita caixas de
parafusos para o departamento de servigos. O tempo de atendimento é de 1 a
6 horas, dependendo do acumulo de trabalho no departamento de servigos, e
acredita-se que tenha uma distribuicao uniforme. Se a chegada do material é
verificada de hora em hora a partir da segunda hora do pedido, simular o
tempo de espera para cinco pedidos.

Solugéo: ]
Neste caso, a FDA no intervalo [1,6] é: Fx)= X—
0 1
x=1 F1)===0 xX=2 F2)=—=0,20
5 5
2 3
x=3 F(3)——— ,40 x=4 F4)= 5= 0,60
4 5
x=5 F(5)=§=0,80 X=6 F(6)=§= ,00
Os limites para os niumeros aleatérios s3o:
Tempo de FDA Limite para
_atendimento numeros aleatérios
0——I1 0 —_-
1—I2 - 0,20 00a19
2—13 0,40 20a39
3——I4 0,60 40 a 59
4 —I5 0,80 60a79
5——I6 1,00 80 a 99
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Simulando os tempos de espera:

Numero Tempo de espera
aleatério em horas

12 2

93 6

02 2

86 6

14 2

OBSERVAGAO: Podemos gerar valores sob uma distribuicdo uniforme no
intervalo [a,b], usando a expressao:

x=a+(b-a).R

onde R é um numero aleatério do intervalo [0,1].

Ex.: O tempo de atendimento em uma fila se distribui uniformemente
de 0,5 min a 3 min. A expressao x = 0,5 + 2,5R gera para cada numero
aleatério R de [0,1] um tempo de atendimento nesta fila.

10.2 Distribuicao de Poisson

A variavel de Poisson descreve 0 nimero de vezes que ocorre um
evento, que certamente ocorrera muitas vezes, mas que € pouco provavel que
ocorra num particular instante de observagdo. Essa caracteristica é tipica de
chegadas em fila de espera.

A probabilidade de n ocorréncias em um intervalo de tempo Af é dada

por:
n
P(nAf= Q-Ay nA|t) g Mt

Onde A é a taxa de chegada, isto €, o numero de chegadas na unidade
de tempo usada para At.

A média e a variancia da variavel de Poisson sao:

1(X) = 62(X) = LAt
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Exemplo:

Uma fila de atendimento de um pronto-socorro recebe em média qua-
tro acidentados por hora. Descrever com o auxilio de nimeros aleatérios um
padrao de chegadas de acidentados para as proéximas 10 horas de funciona-
mento.

Solugdo:

A probabilidade de ocorrer em uma hora:

0
Ochegada  PO1) = g41- 1 _g018
o! o
;
1 chegada pay=31 414074
1! &
2
2 chegadas P(2,1)= @.1) gt = 8 =0,146 etc.
2! o

As tabelas para a distribuicdo de Poisson dao diretamente a probabili-
dade acumulada de P (numero de ocorréncias < n). Entdo:

Namero de P Limite para os Numeros | Numero de
ocorréncias; (numero de nameros aleatérios | chegadas
ocorréncias < n)| aleatérios por hora

0 0,018 000 - 017 318 3

1 0,092 018 - 091 503 4

2 0,238 092-237 | 654 5

3 0,433 238 - 432 852 6

4 0,629 433 - 628 159 2

5 0,785 629 - 784 823 6

6 0,889 785 - 888 821 6

7 0,949 889 - 948 277 3

8 0,979 949 - 978 947 7

9 0,992 979 - 991 918 7

10 0,997 992 - 996

11 0,999 997 - 998

12 1,000 999
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10.3 Distribuicao Normal

Uma variavel tem distribuicdo normal se esta distribui¢ao tiver a forma
da curva de Gauss, isto é, uma curva em forma de sino, simétrica em relagéo a
média e definida em toda a reta real. Sua funcdo densidade de proba- bilidade

e:
2
(x-u
1 AZ[O' ]

— . e , X R,onde u=médiaec
N2 .o

A probabilidade acumulada para a varidvel normal envolve técnicas
complicadas de calculo. O problema é resolvido através da tabela de uma
particular normal com média zero e variancia 1. Esta normal é representada
por Z e denominada normal padrao.

2 _ variancia

fix)=

Conhecida a média e a variancia de outra variavel normal x, a expres-
sao:

X_
Fo XK
o(x)
fornece através da tabela da varidvel normal padrao a probabilidade de ocor-
réncia de valores menores ou iguais a x.
Exemplo 1:

As vendas semanais de um produto distribuem-se normalmente com
média 5 e variancia 2,25. Construir um padrao de vendas para as préximas
quatro semanas.

Solugao:

No caso, a variavel vendas semanais possui valores inteiros. Podemos
contornar o problema, fazendo P(x=n)=P(x<n+0,5) - P(x<n-0,5). En-
tao:

P(x=0)=P(x<0,5)-P(x<-0,5)
Px=1)=P(x<1,5-P(x<0,5)

Px=2)=P(x<2,5) - P(x<1,5)etc.

x-5
Para usar a tabela, teremos Z = K
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x=-05 Z="02-9_795_ 5367 - p(x<-0,5)=0,000
1,5 1,5

x=0,5 Z:%’—?:—%ngﬁ = P (x<0,5)=0,001

P(x=1,5) Z=%=%:—2,33 = P(x<1,5)=0,009

P(x=2,5) h%:%z-uw = P(x<2)=0,048 etc.

Entao:

P(x = 0) = 0,001 — 0,000 = 0,001
P(x = 1) = 0,009 — 0,001 = 0,008
P(x = 2) = 0,048 — 0,039 = 0,014 etc.

A probabilidade acumulada é dada portanto por P(x < n + 0,5)

Numero | P(x< n+ 0,5) | Limite para |Numeros aleatdrios | Vendas para
os numeros para quatro quatro
aleatorios semanas semanas
0 0,001 000
1 0,009 001 - 008
2 0,048 009 - 047
3 0,159 048 - 158
4 0,371 159 - 370 266 4
5 0,629 371 -628 527 - 593 5-5
6 0,862 629 - 861 729 6
7 0,953 862 - 952
8 0,990 953 - 959
9 0,999 990 - 998
10 1,000 999

OBSERVAGCOES: Se a variavel x é normalmente distribuida, podemos gerar
um padrao de valores para essa variavel através da ex-
pressao:
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12
x=0(X).[ > R; - 6|+px)
i=1
12
onde: z R; € asoma de 12 numeros aleatérios do
i=1
intervalo [0,1].

Exemplo:

Se x € normal com p, = 4,37 e o(x) = 2,00 construir um padréo de dois
valores para x.
Solugao:

Numeros aleatérios para x;: 0,85; 0,25; 0,63; 0,43; 0,65; 0,17; 0,70;
0,82; 0,07; 0,20; 0,73; 0,17.

12
Y R;=5,67
i=1

x, = 2,00 (5,67 — 6) + 4,37 = 3,71.

Numeros aleatérios para x,: 0,14; 0,22; 0,56; 0,85; 0,14; 0,46; 0,42;
0,75; 0,67; 0,88; 0,96; 0,19.

12

Y R=6.24

i=1

X, = 2,00 (6,24 — 6) + 4,37 = 4,85.

10.4 Distribuicao Exponencial

A variavel aleatéria T, que mede o intervalo de tempo entre duas
ocorréncias consecutivas em um fendmeno de Poisson, tem uma distribui¢ao
de probabilidade conhecida como distribuicdo exponencial.

Sua fun¢éo densidade de probabilidade é:

O para At< 0
f(Af) = 3AL
re para At>0
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onde At é o intervalo de tempo e A 0 numero de ocorréncias na unidade de
tempo de At (taxa de ocorréncias).

A variavel Ttem média W(7) = % e variancia 02(7') = —15

Sua fungdo de densidade acumulada F é dada por:

0 para At< O
1- Mt para At=0

Flaf = {

e mede a probabilidade de o intervalo entre duas ocorréncias consecutivas ser
menor ou igual a At.

Exemplo 1:

O atendimento de clientes em um posto de servigo tem distribuicao
exponencial com média de 5 minutos. Gerar 20 tempos de atendimento em
numero inteiro de minutos.

Solugéo:

Como a variavel assume valores inteiros, teremos:

F(AD = F(At+0,5) - F(At-0,5)

O tempo minimo de atendimento sera de 1 minuto. Assim:
F(1) = F(1,5) — F0,5)

F(2) = F(2,5) - F(1,5)

F(3) = F(3,5) — F(2,5) etc.

-1 1
Como w(T) =5 enta x_5=>x_5
Calculos:
-%.o
FO)=1-e —1-¢90-9¢
1s
5 _0,3
F15)=1-e =1-¢ "~ =0,259
—13.2,5

F25=1-¢e =1-¢%%-0,393
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-—.35
F@3,5)=1-e =1-¢9% 20,503

|-

O resumo dos calculos esta na tabela.

Tempo de | Probabilidade | Probabilidade | Limite dos Nuameros Tempo gerado
atendimento acumulada nameros aleatorios para 20
em minutos aleatérios atendimentos

1 0,26 0,26 00a25 |20,06,20,08, | 1,1,1,1,1
20

2 0,13 0,39 26 a 38 22 2

3 0,11 0,50 39 a 49 45, 48, 47 3,3,3

4 0,09 0,59 50 a 58 54, 52, 52 4, 4,4

5 0,07 0,66 59 a 65 61 5

6 0,06 0,72 66a71 66 6

7 0,05 0,77 72a76 76,75 7,7

8 0,04 0,81 77 a 80

9 0,03 0,84 81 a 83 81 9

10 0,03 0,87 84 a 86 84 10

11 0,02 0,89 87 a 88

12 0,02 0,91 89a90

13 0,02 0,93 91 a92

14 0,01 0,94 93 93 14

15 0,01 0,95 94

16 0,01 0,96 95

17 0,01 0,97 96

18 0,01 0,98 97

19 0,01 0,99 98

20 0,01 1,00 99 99 20
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Exemplo 2:

Uma variavel tem distribuicdo exponencial com meédia u(x):—;:. Um

grupo de valores para At pode ser obtido com o auxilio de logaritmos. Como:

F{a)=1- e“Mt, entao:

eM=1 - Fap
ou aplicando logaritmos, obtéem-se:
Ine™=In[1-FAAH], ou

1-
-Mt=In[1-FAH] ou At=M—%M)—].
Para gerar um valor para At devemos gerar um nimero aleatdrio para
FAH no intervalo [0,1[. Isto equivale a gerar um numero aleatério para
1 — F(AD. Como F(Af) é um numero aleatério em [0,1], 1 — F(Af) é também um
numero aleatério em 10,1].

Assim At=— % , onde R é um numero aleatério em ]0,1].

Deste modo, se o tempo médio entre duas chegadas consecutivas em
uma fila de espera é de 2 minutos, gerar intervalos de chegadas para 5
clientes envolve os procedimentos:

a. Gerar cinco nimeros aleatérios no intervalo 10,1]: 0,26; 0,49; 0,08;

0,57 e 0,63.
b. Calcular At=- '%ﬁ Como A= % entao At=- @ ou At=-2InR.
2

R=0,26 At=-2In0,26 = 2,69
R=0,49 At=-2/n0,49=1,43
R=0,08 At=-2/n0,08 = 5,05
R=0,57 At=-2In0,57 =1,12
R=0,63 At=-2In0,63 = 0,92
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Os valores estao expressos na tabela abaixo

Clientes Numero aleatério |Tempo de chegada
para tempo de (minutos)
chegada
1 26 2,69
2 49 1,43
3 08 5,05
4 57 1,12
5 63 0,92




1 1 Controle de
Parametros de Simulacao

11.1 Calculo do Numero de Simulagoes

O problema que se apresenta agora é saber qual o tamanho da amos-
tra e, portanto, qual o numero de simulagdes que devemos efetuar para ga-
rantir o erro dentro de limites aceitaveis, com um nivel de confianga desejavel.

Os parametros que geralmente queremos controlar em processos de
amostragem s&o a média e o desvio padrao.

Controle da média
Supondo que estejam satisfeitas as condigbes:

— A média amostral é normalmente distribuida.

— O tamanho da amostra é suficientemente grande, o que é usual em
processos de simulagao.

Neste caso, se:

Z« é o desvio normal entre a média amostral e a verdadeira média em
2

um nivel de confianga 1 — a.

1 — a é o nivel de confianga desejado.

e — é a diferenga toleravel entre a média amostral e a verdadeira
média (erro padrdo de estimativa), entdo o minimo de elementos da amostra
(numero de simulagoes) é dado por:

se o desvio padrao ¢ da populagéo for conhecido, ou
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se nao conhecemos o desvio padrao da populagdo. Neste caso, usamos o
desvio padrdo amostral S como aproximagéo do desvio padrao populacional ¢, e
a distribuigéo t de Student para compensar esta aproximagao.

Exemplo:

Suponha que a média amostral de uma populagdo com desvio padrao
o(x) = 5, seja normalmente distribuida. Qual sera o tamanho da amostra que
garanta um desvio entre a média amostral e a verdadeira média de no maximo
+ 1, em um nivel de confianga de 95%?

Solugédo:
Como a =1 -0,95 = 0,05 da tabela normal padrio Z0 os = 1,96.
T2

o3 2 2 2
Entao n= = 5 (11’29 6) = 96,04 ou 97 elementos.
2
e

Caso nao fosse conhecido o desvio padrdo da populagéo, teriamos
que recorrer ao desvio padrao da amostra. Como o desvio padrao da amostra
é sempre maior que o da populagdo, o resultado é um numero maior de
simulagbes para garantir o controle do parametro.

No caso anterior, se usdssemos o desvio padrao de uma amostra, com
21 elementos e s(x) = 8 nas mesmas condigbes teriamos:

o 2
Lo 2 82 (2,086) 2
= = 1 5 = 278,48 ou 279 elementos.
2
e

Como era de se esperar, 0 uso do estimador para o desvio padrao, no
lugar de seu verdadeiro valor, exige uma amostra maior para manter os mes-
mos niveis de erro e confiabilidade.
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Controle do desvio padrao
Se as condigbes seguintes estado satisfeitas:

— a variancia amostral se distribui normalmente; e

— o tamanho da amostra é suficientemente grande (condigdo usual
em estudo de simulagao), entdo a expressao:

Zgz
2| 2
n=- + 1

e2

nos fornece uma aproximagao do tamanho da amostra para garan-
tir um desvio percentual entre a verdadeira variancia e a variancia
amostral de no maximo e em um nivel de confianga 1 — o.

Exemplo:

Se desejamos um desvio entre a verdadeira varidncia e a variancia
amostral de no maximo 20%, em um nivel de confianga de 95%, teremos:

e=0,20
Zoo=1,96
2
ne EL@_ +1 =193,08, ou seja, 194 elementos.
(0,20)

11.2 Controle de Parametros Usando o
Teorema do Limite Central

O controle de parametros como a média e o desvio padrdo podem ser
feitos durante o processo de simulagdo, calculando-se o valor do parametro
ap6s cada simulagdo e comparando o resultado com o obtido na etapa ante-
rior.

O teorema do Limite Central garante que a medida que aumentarmos
o tamanho da amostra, o desvio entre o valor amostral e o verdadeiro valor do
parametro diminui continuamente.,

Assim, estabelecido o desvio aceitavel para o parametro, o processo

de simulagdo se encerra quando a oscilagdo do parametro ficar restrita a este
desvio.
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11.3 O Problema das Condigoes Iniciais

Em muitos problemas de simulagdo somos obrigados a optar por um
estado inicial do sistema. Quantos elementos aguardam em uma fila de espe-
ra ou quantos elementos possui o estoque de um produto ao se iniciar a
simulagdo podem determinar conclusdes diferentes na solugdo dos proble-
mas.

Se temos alguma informagéo sobre o estado do sistema quando ele se
encontra em regime estacionario, iniciar nestas condi¢coes resolve parciaimen-
te o problema.

Se ndo temos a informagao, uma saida é usar uma primeira etapa de
simulagéo para estabelecer uma estimativa do regime estacionario. Esse pro-
cesso seria usado entdo como condigdo de partida para a simulagéo final.

11.4 Comentarios sobre Analise de Sensibilidade

Como sabemos, a construgdo de um modelo exige a busca de um
grupo de informagdes que transforma essa atividade num exercicio de reco-
nhecimento do sistema em estudo. Em conseqiéncia disto, terminamos por
identificar variaveis fundamentais para o desempenho do sistema. O controle
dessas variaveis através da analise de sensibilidade é necessaria para verifi-
car as respostas do modelo quanto as variagdes nos dados de entrada.

Exemplo:

Vamos examinar o caso de uma empresa que fabrica um alimento que
deve ser consumido no dia da fabricagdo. Se ela produz muito, o produto se
perde. Se produz pouco, ndo atende seus clientes e deixa de lucrar. O custo
unitario de produgéo esta estimado em 25,00 u.m. e o prego de venda fixado
em 50,00 u.m. A empresa anotou a demanda do produto nos ultimos 100 dias
e organizou os dados da tabela:

Demanda Ponto médio | Freqiiéncia
20 -24 22 0,05
25-29 27 0,10
30-34 32 0,20
35-39 37 0,30
40 - 44 42 0,20
45 - 49 47 0,10
50 - 54 52 0,05
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A demanda média é: x=22 x 0,05 + 27 x 0,10 + ... + 52 x 0,05 = 37
Duas politicas sao testadas:

1. fabricar uma quantidade igual a demanda efetiva do dia anterior;
2. fabricar 37 unidades, independente da demanda passada.
A regra de decisdo é o lucro gerado pelas politicas testadas. Para

iniciar a simulagdo na regra 1, consideramos a demanda anterior ao primeiro
dia simulado, igual & média do periodo anotado: x = 37.

Estabelecendo-se os limites para os nimeros aleatérios com ajuda de
frequéncia acumulada, e usando-se os numeros aleatérios obtidos em uma
tabela (27, 43, 85, 88, 29, 69, 94, 32, 48, 13, 14, 54, 15, 47) para simular o
modelo por 15 dias, obtemos os seguintes resuitados:

Politica 1: Quantidade produzida = 550

Quantidade vendida = 500

Lucro = 500 x 50 — 550 x 25 = 11.250 u.m.
Politica 2: Quantidade produzida = 555

Quantidade vendida =515

Lucro =515 x 50 — 555 x 25 = 11.875 u.m.

A politica 2 mostrou-se mais conveniente do que a politica 1.

Um dado critico de entrada é o custo de produgdo estimado em $
25,00. O que ocorreria se o custo fosse de $ 20,00 ou $ 30,00?

Para custo de $ 20,00:

Politica 1: Lucro =500 x 50 — 550 x 20 = 14.000
Politica 2: Lucro = 500 x 50 - 550 x 20 = 14.650

Para custo de $ 30,00:

Politica 1: Lucro = 500 x 50 — 550 x 30 = 8.500
Politica 2: Lucro = 500 x 50 — 550 x 30 = 9.100
A politica 2 ainda é a preferivel em ambos os casos.

Exemplo:

Vamos examinar agora o problema de dimensionar o tempo médio de
atendimento em um problema de fila de espera. Os dados séo:

1. Os clientes chegam a fila de espera com tempo entre chegadas
distribuidos conforme a figura:
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0,31

5 7 9 11 13

Tempo entre as chegadas em minutos

2. O custo total do sistema, C, € dado por:
C, = custo do tempo de espera + custo do atendimento no guiché.

O custo de espera por minuto é 50,00 u.m., enquanto que o custo de
atendimento no guiché é de 200,00 u.m. por minuto.

3. O tempo de atendimento tem uma distribuicado exponencial. Por-
tanto, esses tempos podem ser dados através da relagéo:

1
At=——InR
N n

onde R é um numero aleatério no intervaio ]0,1], A é a taxa de chegada dos
clientes e 4 é, portanto, o tempo médio de atendimento.

Solugéo:
Vamos simular o sistema para os 10 primeiros clientes. O tempo médio
entre as chegadas é de:

A_tz 5x0,16 +7x0,25+9x0,31 + 11 x 0,20 + 13 x 0,09 = 8,64 minutos.

Vamos supor que o primeiro cliente chegue apds a abertura do guiché.

Os tempos entre as chegadas dadas pelos nimeros aleatérios tem por
base a distribuigdo empirica anotada, conforme a tabela:

Tempo entre as Frequiéncia % Freqiiéncia % Limites para
chegadas em anotada acumulada os nimeros

minutos aleatdrios

5 0,16 0,16 00-15

7 0,24 0,40 16 - 39

9 0,31 0,71 40 -70

11 0,20 0,91 71-90

13 0,09 1,00 91 a 99
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Vamos iniciar com um tempo médio de atendimento de 8 minutos, ja
que o tempo médio de chegada é de 8,64 minutos. O tempo médio de atendi-
mento deverda ser sempre menor que o de chegada, caso contrario a fila
cresceria continuamente.

Numero de Numeros aleatérios Tempo entre Numeros aleatérios Tempo de
chegada para tempo entre chegadas em para tempo de atendimento
chegadas minutos atendimento R At=-8InR
1 29 7 14 15,8
2 76 11 75 2,3
3 51 9 69 3,0
4 34 7 28 10,3
5 98 13 82 1,6
6 37 7 47 6,1
7 61 9 53 5,1
8 80 11 18 13,8
9 03 5 01 18,5
10 83 83 1,6

Descri¢cdo dos eventos. A chegada do primeiro cliente corresponde a
T =0, na contagem de tempo.
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Tempo Clientes na fila Clientes no
pelo nimero de | atendimento pela
chegada ordem de chegada
0 - 1 Chega o primeiro cliente e vai para o guiché
7 2 1 Chega o segundo cliente e entra na fila de espera
15,8 - 2 O segundo cliente vai para o guiché
18 3 2 Chega o terceiro cliente e entra na fila de espera
18,1 - 3 O terceiro cliente vai para o guiché
21,1 - - O terceiro cliente vai embora apds ser atendido
27 - 4 Chega o quarto cliente diretamente para o guiché
34 5 4 Chega o quinto cliente e entra na fila de espera
37,3 - 5 O quinto cliente vai para o guiché
38,9 - - O quinto cliente vai embora apés ser atendido
47 - 6 Chega o sexto cliente direto no guiché
53,1 - ~ O sexto cliente vai embora
54 - 7 Chega o sétimo cliente no guiché
59,1 - - O sétimo cliente vai embora apds o atendimento
63 - 8 O oitavo cliente chega para o guiché
74 9 8 O nono cliente chega para a fila de espera
76,8 - 9 O nono cliente vai para o guiché
79 10 9 O décimo cliente chega para a fila de espera
95,3 - 10 O décimo cliente vai para o guiché
96,9 - - O décimo cliente vai embora apds ser atendido
Resultados:

Tempo de espera na fila: 8,8 + 0,1 + 3,3 + 2,8 + 16,3 = 31,3 minutos.

Tempo de atendimento apds a chegada do primeiro cliente: 96,9 minu-
tos.

Custo total: 31,3 x 50 + 96,9 x 200 = 20.945 u.m.



Controle de Parametros da Situagdo 175

Suponha agora que para diminuir o tempo médio de atendimento para
7 minutos, o custo passe de 200 para o0 220 o minuto. Neste caso, a simula-
¢ao para os 10 primeiros clientes ficaria assim:

Numero aleatdrio para o tempo de atendimento R Tempo de atendimento At=7/InR
14 13,8
75 2,0
69 2,60
28 8,9
82 1,4
47 5,3
53 44
18 12,0
01 16,1
83 1,3

Descrigdo dos eventos com um tempo médio de atendimento de 7
minutos.

Tempo Clientes na fila | Clientes no guiché

0 - 1 Chega o primeiro cliente no guiché
7 2 1 Chega o segundo cliente para a fila de espera
13,8 - 2 O segundo cliente vai para o guiché
15,8 - - O segundo cliente vai embora apés atendimento
18 - 3 O terceiro cliente chega para o guiché
20,6 -~ - O terceiro cliente vai embora apés ser atendido
27 - 4 Chega o quarto cliente para o guiché
34 5 4 Chega o quinto cliente para a fila de espera
35,9 - 5 O quinto cliente vai para o guiché
37,3 - - O quinto cliente vai embora apés ser atendido
47 - 6 O sexto cliente chega para o guiché
52,3 - . O sexto cliente vai embora apés ser atendido
54 - 7 Chega o sétimo cliente para o guiché
58,4 - - O sétimo cliente vai embora apds o atendimento
63 - 8 O oitavo cliente chega para o guiché
74 9 8 O nono cliente chega para a fila de espera
75 - 9 O nono cliente vai para o guiché
79 10 9 O décimo cliente chega para a fila de espera
91,1 - 10 O décimo cliente vai para o guiché

O décimo cliente vai embora apds ser atendido

o)
n
N
|
t
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Resultados:

Tempo de espera na fila: 6,8 + 1,9 + 1 + 12,1 = 21,8 minutos

Tempo de atendimento: 92,4 minutos

Custo total: 21,8 x 50 + 92,4 x 220 =21.418 u.m.

O investimento em termos de agilizagdo do atendimento ndo compen-

sou o ganho com a diminuicdo dos tempos de atendimento e de fila de
espera.

Exercicio de aplicagao

O levantamento do numero de acidentes em uma rodovia apresentou
para 200 dias observados os numeros da tabela:

Numero de aci- Freqiiéncia
dentes

0 84
1 72
2 27
3 13
4 3
5 1

Testar ao nivel de significancia de 5% a hipétese dos dados se ajusta-
rem a um modelo de Poisson.

Solugéo:

A variavel de Poisson descreve o numero de ocorréncias do fendmeno
em um intervalo de tempo. A probabilidade de ocorréncia de n eventos no
intervalo At é:

( [)” ~ AAt

e )
n

P(n,Af =
onde A é o numero de eventos por unidade de tempo.
Calculo de A (no caso A é o niumero médio de acidentes por dia):

0x84 + 1x72 + 2x27 + 3x13 +4x3 + 5x1 182
= = =0,91
84+72+27+13+3+ 1 200

A
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Entao:

1?7 -091
(O,g' ) e

P(n1) =

é o modelo tedrico ajustado para distribuigdo empirica dada.

Vamos tabelar agora a frequéncia do nimero de acidentes dados em-
piricamente e as freqléncias resultantes do modelo teérico ajustado.

(0,91 )0 -0,91

P0,1) = ol X e = 0,4025 probabilidade de ocorrer zero aciden-

tes no dia.

P(0,1) x 200 = 0,4025 x 200 = 80,50 é o numero de dias em que ocorre
zero acidente, dado pelo modelo tedrico.

©,91)! o9 . .
P1,1)= T %€ = 0,3663 probabilidade de ocorrer um aciden-

tes no dia.

P(1,1) x 200 = 0,3663 x 200 = 73,26 numero de dias em que ocorre um
acidente, dado pelo modelo tedrico.

(0,912 -0

P2,1) =—5—xe =0,1667

P(2,1) x 200 = 0,1667 x 200 = 33,33

3 091
(0,91) e

P31) = 30

=0,0510

P(3,1) x 200 = 0,0510 x 200 = 10,20

4 _po1
(0'3'1) xe  =00115

P(4,1) =
P(4,1) x 200 = 0,0115 x 200 = 2,30

5  _o91
OIS ooy

P(5,1) = 3

P(5,1) x 200 = 0,0021 x 200 = 0,42
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Numero de |0, = nimero real de dias de|e; = nimero tedrico de dias Diferengas (O, — )

acidentes ocorréncia de ocorréncia
0 84 80,50 84 - 80,50=3,5
1 72 73,26 72-7326=-1,26
2 27 33,33 27 — 33,33 =-6,33
3 13 10,20 13- 10,20 = 2,80
4 3 2,30 3-2,30=0,70
5 1 0,42 1-0,42=0,58

O teste de aderéncia é feito com auxilio da estatistica:

n 2
(O;-e)
2 I i
x? = ET

=1

2 2 2 2 2 2

2 _ (3v5) (—1126) (_6s33) (2v8) (0:70) (0158) _
1. xzca"f‘_"ad?‘ 805 ' 7326 ' 3333 ' 1020 230 ' 042 =316
2. x” critico é dado por uma tabela desta distribui¢do, conhecidos o

nivel o de significancia do teste e o nimero de graus de liberdade da estatisti-
ca. No caso:

o = 0,05 nivel de significancia adotado.

o=n-1-k é o numero de graus de liberdade, onde n € o
nimero de eventos (no caso n = 6) e k 0 numero
de parametros usados no célculo das freqiéncias
tedricas de acidentes. Usamos para esse calculo o
parametro A obtido da distribuicdo empirica. Por-
tanto, k = 1 e o nimero de graus de liberdade é
bd=6-1-1=4.

Da tabela Xzo 054 obtemos o xz critico = 9,48.

Regiao de

aceitagédo Regiao de rejeicao

; >
3,16 9,48
¥’ calculado ¥’ critico
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Como x2 calculado < ,(2 critico, aceitamos a hipétese, ao nivel de signi-
ficancia de 5%, de que a distribuicdo empirica anotada é uma amostra da
distribuicdo de Poisson, com a taxa de acidentes diarios A = 0,91.

OBSERVAGAO: Simulagio usando modelos tedricos de probabilidade com o
auxilio da Planilha Excel.
O roteiro no caso é o seguinte:
1. Escolha: Utilitarios/Analisar dados/Geragdo de nimeros aleaté-
rios/Fungao tedrica.
2. Preencha os parametros necessarios a cada funcao tedrica, e a
célula com base na qual os nimeros deverio ser gerados.
3. Se necessitar nimeros arredondados, use:
= arred(num; numero de digitos)
em outra coluna. Edite a nova coluna

Exercicios

1. O custo de fabricagdo de um produto é Cr=C, g+ Ce
C; = custo total de produgéo.
C,, = custo varidvel por unidade.
Cr = Custo fixo de produgéo no intervalo de produgdo em estudo.

O custo varidvel por unidade e o custo fixo tém distribui¢bes anotadas, e a quanti-
dade a ser produzida no préximo periodo tem distribuicdo estimada pelos encarre-
gados de produgéo. As tabelas séo as seguintes:

0,4

0,3

0,2

0,1

—

30 32 34 36

Custo variavel por unidade

05

0,3

0,2

100.000 120.000  140.000

Custo fixo por produgao
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0,5

0,25 0,25

5.000 6.000 7.000

Quantidade a ser produzida

Determine o custo total médio para o proximo periodo, com base em 20 simula-

¢bes desta varidvel, usando os numeros aleatorios:

Para CV: 86,04,3826,7,906,25287,738

Para C,_-: 9,4,7,1,0,7,5,7,9,6,6,3,4,9, 53 1, 1,9, 3.

Para q: 74, 60, 64, 70, 01, 61, 23, 49, 67, 04, 58, 64, 04, 58, 42, 82, 65, 53, 87, 85.
2. A receita total devida a comercializagcdo de um produto é de RT = p.q, onde p é o

preco de venda e q a quantidade vendida do produto. As distribuicbes de p e q

forma anotadas em periodos anteriores. Como o prego de venda e a quantidade

vendida sdo varidveis dependentes, as tabelas apresentam as estimativas de ven-

da para cada nivel de prego.

0,5
0,3
0,2
80 100 120
Preco de venda
0,5
0,3

0,2

2.000 2.400 2.800
Demanda para P = 80
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0,4

0,3 0,3

1.600 2.000 2.400
Demanda para P= 100

0,5

0,4

0,1

1.400 1.600 2.000
Demanda para P = 120

Usando os numeros aleatérios:

Parap:2,7,7,5,4,5,4,3, 9,7, 4,1, 1,0, 8.

Parademanda: 9, 1,4,6,3,6,4,2,7,8 9,4,2,6, 9.

Calcular a receita esperada para o proximo periodo, baseada em 15 simulagées.

Um projeto de investimento requer uma aplicagdo de capital de 100.000 u.m. de
inicio. Estao previstos para os préximos cinco anos.

Custo anual de operagao: 60.000, 70.000 ou 80.000, com probabilidades de 0,20,
0,50 e 0,30.

Receita anual de vendas: 90.000, 110.000 ou 130.000, com probabilidades de
0,10, 0,60 e 0,30.

Taxa de impostos sobre o lucro menos depreciagdo: 30%, 35% ou 40%, com
probabilidades de 0,10, 0,70 e 0,20.

A depreciagdo seréa linear em cinco anos.

O valor residual do investimento serd de 20.000, 25.000 ou 30.000 com probabili-
dades de 0,30, 0,40 e 0,30.

Baseado no valor da taxa interna de retorno esperada para o projeto, estimada
apos 10 simulagées, verificar se o investimento é preferivel a uma aplicagdo no
mercado financeiro que rende liquido 25% ao ano.

Numeros aleatdrios:

Custo anual (C):2,8,0,7,5, 3,6, 3, 5, 8.
Receita anual (R): 2,4, 1,4,8,7,5,2, 3, 7.
Taxa de imposto (i): 7,9, 3,9,8,6,0, 1,0, 7.
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Valor residual: 2, 4, 3,9, 7, 3,2, 1, 8, 4.
Retorno liquido anual = (R-C)-(R—-C—-D) x|
D = Depreciagdo
Um projeto de investimento foi simulado 10 vezes fornecendo as seguintes taxas
internas de retorno: 19, 23, 21, 19, 20, 20, 21, 20, 21, e 22%.

Testar ao nivel de significancia de 10% se a distribuicdo da taxa de retorno se
ajusta a uma distribuicdo normal.

Em uma fila de espera, o tempo entre as chegadas tem distribuicdo exponencial
com média de 3 minutos. O tempo de atendimento tem distribuigdo exponencial, e
queremos construir um sistema de atendimento que mantenha o cliente no siste-
ma por no maximo 4 minutos em média. Simule o atendimento de 10 clientes para
2 minutos e 2,5 minutos em média. Use os numeros aleatorios:

Tempo entre os chegadas: 90, 65, 36, 92, 23, 83, 78, 38, 73, 81.
Tempo de atendimento: 82, 72,.60, 71, 18, 57, 19, 38, 33, 31.
Baseado nesta simulagdo, comente os resultados em face do objetivo.

Usando os resultados do problema 3, obtidos com as 10 simulagbes da taxa
interna de retorno, e supondo sua distribuicdo normal:

a. Calcular a probabilidade de a taxa interna de retorno estar no intervalo [24,30].
b. Construir um intervalo de confianga de 95% para a taxa interna de retorno.

c. Acredita-se que a taxa interna de retorno do investimento é de 27% ao ano.
Testar esta afirmagédo ao nivel de significancia de 10%.

Usando os resultados obtidos no problema 4:

a. Calcular a probabilidade de a taxa interna de retorno ser menor que 19.

b. Construir um intervalo de confianga de 95% para a taxa interna de retorno.

As varidveis x e y sdo independentes e tém distribuigdo normal. Se a variavel z é
dada por z = 2x - 3y:

a. Calcular a média de z apds 20 simulagdes.

b. Calcular o nimero minimo de simulagbes para que a diferenga entre o média
amostral e o valor médio de z seja no maximo 0,5 ao nivel de significancia de
5%.

Dados:

Distribuicbes empiricas de x e y.

50%

40%

300/° 350/0

25%

20%

] I 1 ! | I g
10 12 15 X 4 6 8 y

Numeros aleatérios para x: 9,7,6,2,0,4,1,0,1,8,7,7,4,0,3,7,3,0,7, 4
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Numeros aleatdrios para y: 66, 54, 19, 71, 31, 73, 21, 33, 12, 39, 23, 21, 08, 48,
02, 17, 33, 95, 85, 77.

Um produto tem demanda semanal descrita por uma distribuicdo normal com
média 20 e varidncia 9. O custo de manter um item em estoque de uma semana
para outra é 100, e o custo de demanda insatisfeita é 600. O estoque do produto é
atualmente de 42 unidades, e os pedidos de reposicdo sdo atendidos em uma
semana.

Testar as politicas (Faga 10 simulagbes para cada politica):

a. O pedido de reposi¢cdo é feito no final da semana., sempre que o estoque for
menos que 40 unidades. O pedido é a diferenca para 45 unidades.

b. O pedido de reposig¢do é feito no final da semana, sempre que o estoque for
menor que 23 unidades. O pedido é de 20 unidades.

¢. O exame da politica b sugere o teste de outra politica?
Use os numeros aleatorios: 816, 616, 888, 893, 499, 748, 404, 059, 947, 680.

Uma empresa espera comercializar 2.000 unidades do produto P, e 2.500 unida-
des de outro produto P, na préxima semana. Os pre¢os de venda dos produtos
dependem da cotagdo do mercado, e variam segundo as distribuigbes empiricas
anotadas anteriormente. Os custos varidveis unitdrios de produgdo dependem de
matéria-prima cotada diariamente no mercado, e sua distribuigdo foi anotada. O
custo fixo de produgéo é de 4.000 para P, e 7.000 para P,, ao nivel de produgéo
esperado. Colocadas no mercado pelo prego de cotagdo do dia, todas as unidades
serdo vendidas.

Supondo que as varidveis envolvidas sejam independentes, e que o lucro tenha
distribuigdo normal, calcular, com base em 15 simulagdes, a probabilidade de que:

a. aempresa faga lucro com os dois produtos no préxima semana;
b. o lucro seja maior que 10.000.

Dados:
50%
40%
30%
° 25%
20% 20%
10% 5%
T T T T > T T T T >
8 9 10 1 18 19 20 21
Preco de venda - P, Prego de venda - P,
70%
50%
Yo 25%
20% 25% o
10%
T T T > T T T >
5 6 7 15 16 17

Custo unitario - P, Custo unitério - P,
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Numeros aleatdrios:

Prego de venda P,: 83, 09, 12, 71, 81, 59, 68, 19, 70, 91, 90, 36, 91, 74, 69.
Prego de venda P,: 60, 49, 03, 82, 97, 95, 13, 58, 11, 44, 27, 76, 57, 90, 62.
Custo unitdrio P,: 19, 33, 42, 24, 49, 33, 20, 22, 78, 92, 14, 82, 32, 84, 46.
Custo unitdrio P,: 45, 38, 41, 70, 57, 83, 75, 31, 51, 60, 84, 34, 99, 46, 12.

Respostas

1. C,=320.200,00

2. R,=200.000,00

3. Nao:IRR =24,3%

4. X2 =0,89 < X2 =12. A distribuigdo empirica tem ajuste normal ao nivel de 10%.
5. Tecmalfao médio no sistema:

média 2 min. — 2,70 min.

média 2,5 min. — 5,25 min. As duas opgbes estdo de acordo com o objetivo.

a. 26,77% b. P[18,4 <IRR < 30,26] = 0,95 c. Aceita-se IRR = 27% ao nivel de 10%

a. 10,38% b. P(19,71<u<21,49)=0,95

a. 75 b. 766

a. custo = 27.500 b. custo = 37.900 c. Sim — Testar a segunda politica com pedidos de 21 unidades.
— Aumentar o ponto de reposi¢do do estoque.

10. a. P(L>0)=9207% b. P(L>10.000)=6,43%

© XN
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