


ELEMENTOS DE
ALGEBRA ABSTRATA

Richard A. Dean

California Institute of Technology

Traducio: Carlos Alberto A. de Carvalho
Professor do Instituto Militar de Engenharia
Professor da Universidade Veiga de Almeida

LIVROS TECNICOS E CIENTIFICOS EDITORA S.A,
Rio de Janeiro — GB/1974



PREFACIO

Este livro é um desenvolvimento do curso introdutério de dlgebra dado no California
Institute of Technology. O curso, e de modo mais completo este livro-texto, deve ser enten-
dido como uma introducdo aos tépicos e técnicas da dlgebra abstrata que encontram sempre
maiores aplicacdes em matemdtica e em ciéncias aplicadas. Este livio serve também para
introduzir o estudante na espécie de matemadtica que, pela abstracGo e generalidade, pela
aplicagdo do método axiomdtico, e pelo estudo de uma demonstracGo como um meio de
compreender matemdtica, mais se assemelha & pesquisa matematica honesta do que o faz
o curso tipico de cdlculo. Entretanto os pré requisitos formais sGo apenas os equivalentes de
um programa moderno de matemdtica elementar. Naturalmente, a experiéncia adicional,
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fornecida por qualquer curso de matemdtica mais sério é incalculdvel.

Escrevendo este livro simplesmente desejei estabelecer meu plano para um tratamento
introdutério da dlgebra e gozar do luxo, nem sempre permitido em um curso, de incluir alguns
tépicos tratados com pouca freqliéncia neste nivel, e de excluir outros tépicos que tém
sido tratados extensivamente.

Neste espirito o livro ndo contém nenhum desenvolvimento de dlgebra linear e deter-
minantes, tGo pouco contém o desenvolvimento dos inteiros a partir dos postulados de Peano,
nem dos nimeros reais a partir dos racionais, nem de aritmética transfinita. Apesar destes
serem, naturalmente, tépicos importantes, ndo sdo exigidos para o material contido neste livro.

Se este livro tem um tema, é o conceito de grupo. O conceito de grupo é o mais
central de todos os conceitos algébricos; na verdade, as técnicas empregadas em teoria dos
grupos tém servido amplamente como modelo para outros tépicos da dlgebra. Se este livro
tem um objetivo, é a teoria de Galois para corpos de caracteristica zero e uma demons-
tracdo completa do critério de que os zeros de um polindmio podem ser expressos por radicais.

O Capitulo 1 é uma introducdo aos grupos. Este capitulo é o mais longo do livro porque
inclui um grande ndmero de exemplos, notadamente grupos ciclicos, grupos de permutacdo
e grupos diedrais. Desenvolve as nocBes chave de subgrupo, homomorfismo e grupo quociente,
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e produto direto. Compreendi que é valioso o tempo usado em sala de aula para tratar
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este material com um justo detalhe e esperar que a classe se torne razoavelmente capaz
de manipular os conceitos relativos a grupos. A facilidade com abstracdo ganha aqui,
paga belos dividendos durante o restante do curso. Assim, o Capitulo 2, Anéis, segue facil-
mente porque muitos dos teoremas aparecem como andlogos naturais dos teoremas sobre
grupos. Neste tratamento os primeiros teoremas sobre sistemas com duas operacdes bindrias
tornam-se rotina.

Tenho rejeitado a tese de que uma introducdo a dlgebra deve comecar com um estudo
dos inteiros. Enquanto uma discussdo informal de teoria dos nimeros é Gtil e interessante
ela ndo prepara um estudante para a abstracdo subseqiiente de um tratamento axiomdtico
de grupos, anéis e espacos vetoriais. Por outro lado, um desenvolvimento dos postulados
de Peano é um tedioso tour de force que usualmente produz uma pouco util teoria dos
numeros.

O Capitulo 3, Os Inteiros, constitui uma abordagem médio-bdsica para a teoria dos
nimeros. Os inteiros sdo apresentados como um dominio de integridade ordenado no qual a
ordem realiza a boa-ordenagcdo dos elementos positivos. O fato de que este sistema de
axiomas é categdrico é um resultado muito importante para ser ignorado e muito signifi-
cativo para se passar por cima com uma prova de ‘‘faz-de-conta’’. A sutileza crucial é um
teorema dando condicSes suficientes para um esquema indutivo definir uma funcdo. Esta
secdo e este resultado bastante técnico podem, naturalmente, ser omitidos sem prejudicar
a continuidade do livro como um todo. Na realidade, exceto pelos resultados sobre aritmética
dos inteiros (Sec. 3.6), o capitulo inteiro pode ser omitido, desde que o leitor se disponha
a aceitar as propriedades mais elementares dos dominios de integridade ordenados e dos
conjuntos bem-ordenados. Mesmo a aritmética é essencialmente repetida no contexto mais
geral de um dominio euclideano no Capitulo 5.

Os capitulos subseqiientes sobre corpos, dominio euclideano, polinémios, e espacos
vetoriais seguem de maneira direta. No Capitulo 8, Extensdo de Corpos, o principal resultado
é a existéncia e unicidade de um corpo decomponivel para um polindmio. A incursdo lateral
através de corpos finitos e o teorema de Wedderburn sobre anéis de divisdo finitos podem
ser incluidos ou excluidos, dependendo do interesse do leitor. O material do Capitulo 9,
Grupos Finitos, pode também ser selecionado deste modo. Tudo o que ai estd contido é essen-
cial para um dominio efetivo da teoria dos grupos, e em particular as seces sobre grupos
solliveis sGo indispensdveis para a teoria de Galois. Ndo fiz concessdes no sentido de ‘‘abran-
dar’’ o tratamento do teorema de base cldssico para grupos abelianos finitamente gerados.
A demonstragdo que aparece no Capitulo 9 é completamente construtiva para grupos abe-
lianos finitamente apresentados. Ao longo do livro tenho tentado fazer todas as provas
construtivas e dar problemas utilizando as construcdes. A tendéncia pedagdgica deste livro-
-texto é a de que a teoria adquire significado maior quando sd@o resolvidos problemas concretos.
Para a parte de unicidade do teorema de base usei a prova de P. Cohn da lei do cancela-
mento para fatores diretos ciclicos de um grupo abeliano. Deste teorema segue de um
modo simples uma demonstracdo muito natural para a unicidade.

Finalmente, o livro termina com um capitulo sobre teoria de Galois. A teoria de Galois
serve ndo apenas como exemplo de uma bela teoria matemdtica, mas também como um
significativo instrumento pedagégico; ligando teoria dos grupos e teoria dos corpos o enten-
dimento de cada um destes tépicos é ampliado. Por mais belo que seja o teorema sobre a
correspondéncia de Galois, quando isolado, é provavelmente um erro comecar este capi-
tulo — a menos que o leitor esteja preparado para enfrentar os detalhes surpreendente-
mente complicados dos teoremas sobre as solucdes de equacdes por radicais. Acredito, e
em geral sigo, a mdxima atribuida a Tchekhov: “Ndo traga um canhdo & cena a menos
que esteja preparado para dispard-lo.”’

Uma palavra sobre o Capitulo 0. O Capitulo O deve ser percorrido muito rapidamente
apenas para nos informarmos do que contém. N&o pretende ser uma parte real do livro e
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PREFACIO IX

por esta razdo ndo contém exercicios. Passe ao Capitulo 1 tdo rdpido quanto possivel! O
Capitulo O deveria ser usado como um apéndice e um glossdrio de notacdo e terminologia.
Entretanto, a sua precedéncia é justificada por fornecer um vocabuldrio e incluir alguns
resultados indispensaveis. Haverd ocasiGo em que serd necessdrio voltar ao Capitulo O para
maior clareza. Em tais ocasides sera util fazer uma leitura mais cuidadosa das secdes par-
tinentes, talvez mesmo construir alguns exemplos adicionais e inventar algum problema.

Como sempre, os exercicios desempenham um papel-chave para a compreensdo do
material do texto. Foram incluidos mais de 350 problemas. Propositadamente, os resultados
de alguns dos problemas serGo usados subseqiientemente no livro. Em tais ocasides darei
um breve esquema da solucdo. Alguns problemas sdo pouco razodveis; sdo os marcados
com asterisco. Tais problemas servem melhor como problemas de discussdo em classe.

O esquema de numeracdo para teoremas e lemas é o padrdo. Dentro de um capitulo
os teoremas sdo numerados consecutivamente de 1 a n. Os lemas sdGo numerados indepen-
dentemente de 1 a m. Se, por exemplo, no Capitulo 5 citamos o Teorema 8 do Capitulo 2
o referiremos simplesmente como Teorema 2.8. No alto de pdaginas alternadas estdo os
titules da secdo correspondente e os nimeros dos teoremas e lemas em sua forma decimal
completa. Definicdes ndo foram numeradas numa tentativa de encorajar o estudante a
aprender as definicdes a medida que elas ocorrem e a evitar o mar de nimeros que resul-
taria. Todas as definicBes sGo claramente anotadas no indice; a pdagina na qual a definicao
aparece estd em negrito.

Sou profundamente agradecido aos meus colegas e estudantes do California Institute of
Technology. Durante os quatro anos de evolucdo e preparacdo deste manuscrito seus comen-
tdrios e criticas incisivas resultaram em um vasto ndmero de melhoramentos e modificaces.
As melhores demonstracdes sdo deles. Gostaria de agradecer particularmente a ajuda do
falecido Morgan Ward cujos escritos abundam em muitas das provas e exercicios. Sou tam-
bém grato aos Professores Peter Hilton, Robert Stoll e J. Dean Swift que leram cuidadosa-
mente uma redacdo final do manuscrito e cujas criticas permitiram remover um grande
nimero de imprecisdes e deselegdncias. A mencdo dos seus nomes ndo constitui um endosso
e, naturalmente, os erros e mal julgamentos que restam sdo meus.

Também agradeco a John Wiley and Sons por sua paciéncia e habilidade em reproduzir
as 85 figuras, algumas das quais aparecem em duas cores.

RICHARD A. DEAN

Pasadena, California
Janeiro, 1966
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Capitulo 0

Neste capitulo introdutério revisaremos alguns fatos sobre aritmética e reu-
niremos uns poucos conceitos bésicos sobre conjuntos, relagdo e fungdes. A maio-
ria destas nocdes € familiar, e este capitulo serve simplesmente para introduzir
as notagdes e convencdes usadas através do livro e selecionar dos muitos fatos
matem4ticos que j4 conhecemos aqueles que tém um especial significado para
este livro. Por agora adotamos o pento de vista de que podemos usar estes fatos
bem aceitos da aritmética e da teoria dos conjuntos sem prova. Daremos, oca-
sionalmente, neste capitulo, curtos argumentos de suporte a um teorema na espe-
ranca de ampliar seu significado. Devemos fazer uma leitura rdpida porém
cuidadosa deste capitulo antes de passar ao Prélogo e ao inicio do préprio texto.
Serd provavelmente prudente voltar ao Cap. 0 de tempos em tempos para
recordar defini¢bes e notagdes & medida que surjam.

0.1. ARITMETICA

Neste capitulo e nos dois capitulos seguintes faremos uso dos inteiros como
uma fonte de exemplos. Serdo usados para provar teoremas e estabelecer defi-
ni¢des. As propriedades que necessitaremos serfo familiares, e ndo tentaremos
até o Cap. 3 um tratamento cuidadoso dos inteiros como uma teoria axioméi-
tica. Suporemos que inteiros podem ser adicionados, subtraidos, multiplicados,
e que sdo ordenados por ‘“maior do que’ e “menor do que”’. Designaremos o con-
junto dos inteiros por I.

Teorema 1. Se a e b sdo inteiros positivos e se a divide b entéo
a <b.

Adotamos a notacdo usual que emprega a barra vertical para designar
divisdo. Escrevemos a|b se, e somente se, a divide b. Se a ndo divide b escreve-
remos a{ b. Assim, 2|4, 3|12, mas 2 ¢ 5.
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Teorema 2. Se a é um inteiro positivo e b é qualquer inteiro,
entdo existem inteiros ¢ e r tais que

b=a-qg+7onde 0<r <a.

Se 0 < b < a podemos tomar g =0er =b. Se b > a entdo o Teorema 2
diz, na linguagem da aritmética elementar, que a divide b (este é o caso 7 = 0)
ou se dividirmos b por a obteremos um resto que é menor que a.

Defini¢do. Um inteiro p distinto de 0 e de + 1 é chamado primo se, para todos
os inteiros a e b, sempre que p|ab, entdo p|a ou p|b. Um inteiro distinto de 0
ede £ 1 e que ndo é primo é chamado composto.

Teorema 3. Seja p um inteiro tal que p £ 0, + 1. p é primo se,
e somente se, para todos os inteiros a e b, verifica-se o seguinte:
sep =ab,entdop =% aoup =t b

E prética comum inverter as posi¢des da definicio de um primo e do Teo-
rema 3. Nossa posicio coincide com a defini¢do, geralmente aceita, e que daremos
no Cap. 2, de um elemento primo no contexto mais geral de um dominio de
integridade arbitrdrio. No Cap. 2 um elemento que satisfaz a conclusio do
Teorema 3 serd chamado um elemento irredutivel.

Teorema 4 (Principio de indugdo). Uma asser¢do referente a
um inteiro m pode ser provada para todos os inteiros m maiores
ou iguais a um inteiro particular, digamos a,, pelos dois passos
seguintes: '

A. Dar uma prova ou uma verificagido de que a assercdo vale
para o inteiro a,.

B. Provar o lema seguinte: Seja k um inteiro qualquer tal
que k > a,. Se a assercdo é verdadeira para k entdo é verdadeira
para o inteiro (k + 1).

O passo (B) é chamado “passo indutivo’”’, e a hipdétese do lema é chamada
“hipétese de indugdo”’. Dizemos que a asser¢do foi provada por “inducdo sobre m’ .

H4 um outro modo de ver este principio. Suponhamos que se tenha uma
assercdo que asseguramos ser verdadeira para todos os inteiros maiores ou iguais
a ag. Se alguma critica diz que nfo é assim, entdo deve haver um menor inteiro A
tal que A > a, para o qual a nossa asser¢io é falsa. Claramente h 5 a, porque
foi provado em (A4) que nosso resultado vale para a,; logo h > a5 e (b — 1) > a,.
Além disso, h tendo sido escolhido como o menor inteire para o qual nossa asser-
cdo é falsa, ela deve ser verdadeira para (h — 1). Entéo se pusermos k = (h — 1)
no lema B, que foi provado, e ao qual nossa critica nfo faz objecfo, concluimos
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que a assercdo é verdadeira para o inteiro (k 4 1), isto é, para h. Logo nossa
critica deve estar errada.

Um esquema andlogo pode também ser usado para definir um conceito en-
volvendo inteiros.

A*. Definimos explicitamente o conceito para um inteiro inicial a,. (Na
pratica a, é usualmente 0, 1, ou 2.)

B*. Seja k qualquer inteiro tal que k > ay,. O conceito é definido para
(k + 1) em termos do conceito para os inteiros m tais que ay < m < k. (Nesta

passagem é apropriado tratar o conceito como completamente definido para
inteiros entre q, e k.)

Exemplo 1. Definiremos exponenciacio para poténcias inteiras ndo-negativas
por indu¢do. Seja r um nuimero real.

A%, U=

B*. Se k é um inteiro nfo-negativo, entfo r
Freqiientemente vemos r* “‘definido” por algum artificio de notacdo como
k
r = 7‘. e .7"

H_-_./
k fatores

Apesar de ser este procedimento na melhor das hipbteses deselegante e na
pior, sem sentido é o que transmite a no¢do da melhor maneira. A vantagem de
usar inducdo para obter defini¢gdes de conceitos mateméaticos é que se pode entdo
fazer demonstragdes por indugfo que sdo precisas, elegantes e completas. Como
um exemplo vamos provar por inducdo as leis de adi¢gdo e multiplicagdo para a
exponenciagdo usando a defini¢do acima.

|
(k+1) _ %o

I. Ser é um nimero real, entdo para todos os inteiros ndo-negativos n e m,

n m n+m

2 P =

Provemos por indugdo sobre m. A proposi¢io é verdadeira quando m = 0
porque, pela definicio A* 7 =1 e r". 1 =7"= "0 Agora o lema B. As
hip6teses particulares deste lema sfo que k é um inteiro positivo e que " - r* =

= r*t%  Entdo r" - r¥1 =" . (r¥) pela definigdo B* enquanto, pela associati-
vidade, r* . (r*r) = (" - r¥) . r. Mas haviamos suposto r" - r* = r"*¥ e assim
D = prtE e o que, por definigdo, é r®tPFl = nt D To00 o lema B,

o passo indutivo, foi estabelecido.

II. Se r é um nimero real, entdo para todos os inteiros ndo-negativos n e m,
(Tn)m — Tnm

Provemos por inducdo sobre m. A proposi¢do vale quando m = 0 porque
(rMm9 =1 =% As hipéteses indutivas supdem que k£ >0 e que (r")* = r"F,
Agora (r")**? = (r").r" pela definico B* e da hipétese indutiva, (™)* = r"%
Logo (r")**+¥ = p#%.4»  De (I) e da lei distributiva para inteiros resulta r™*.r" =
= prhtn = pn+D 6 g5sim 0 passo indutivo foi estabelecido.
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0.2. CONJUNTOS

Adotaremos uma atitude informal em relag¢do & teoria dos conjuntos. Fala-
remos sobre conjunto e seus elementos; operaremos com conjuntos, considerando
relagdes sobre conjuntos, fungées de um conjunto para outro, e formando novos
conjuntos por vérias construgdes. Em nenhum lugar neste texto tentaremos
construir um fundamento préprio para a teoria dos conjuntos. Nosso desenvol-
vimento supde a teoria dos conjuntos como bésica para a mateméitica e usa-a
informalmente como uma linguagem para expressar idéias mateméticas. E,
entretanto, nossa intencfo, sermos cuidadosos com a apresentacido da teoria dos
conjuntos no sentido de que cada teorema poderia, de modo direto, ser incor-
porado em uma teoria formal. Tentaremos pdr em evidéncia aquelas ocasides
em que a formaliza¢do ndo seja possivel por métodos rotineiros.

As nogoes de ‘“‘conjunto” e ‘‘pertinéncia’ serfo aceitas como nocdes primi-
tivas. Pertinéncia é uma assercéo sobre dois conjuntos. Se A e B sfo conjuntos,
A é um membro de B ou A nfo é um membro de B. A pertinéncia é designada
pelo simbolo € e a escrita simbdlica usual

A€B
significa qualquer das sentencgas sindénimas seguintes:
O conjunto A é um membro do conjunto B.

O conjunto A pertence ao conjunto B.

A estd em B.

A notaciio A ¢ B significa que 4 ndo é um membro de B. Se 4 € B dizemos
que A é um elemento de B.

Concebemos um conjunto como uma entidade independente que é uma
colecdo de seus elementos. Do nosso ponto de vista elementos sdo apenas outros
conjuntos. “Conjunto” é um coletivo no mesmo sentido em que o sdo ‘“‘bando”
e “teoria”. Um “bando” é uma colecio de ‘“‘gansos”’, uma ‘‘teoria’” é uma cole-
cdo de “teoremas”’, e um ‘“conjunto’ é uma colecdo de ‘‘elementos”’. Freqlien-
temente fazemos a distin¢do relativa entre um conjunto e seus elementos usando
letras mindsculas para os elementos de um conjunto e uma letra maidscula para
o conjunto. Assim “a € A’ serd uma notacdo tipica neste livro.

O simbolo de igualdade (=) é usado entre dois simbolos denotando conjun-
tos como uma escrita simbdlica para assegurar que os dois simbolos sio nomes
para o mesmo conjunto. Assim 2 = 14 1 assegura que 2 e 14 1 sdo nomes
para 0 mesmo inteiro; designam o mesmo conjunto.

Mas que significa dizer que dois conjuntos sdo o “mesmo’ ? Intuitivamente,
seria natural concordar que dois conjuntos sdo o mesmo se tém os mesmos ele-
mentos. Na realidade, adotamos, como um axioma, o critério seguinte para de-
cidir quando dois conjuntos sdo o mesmo. O axioma é enunciado em termos dos
conceitos primitivos.
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Axioma de Extensido

A = B se, e somente se, para todos os conjuntos z, se € A entdo v € B e
se z € B entdo x € A.

Este axioma estabelece que um conjunto é determinado pelos seus elemen-
tos. Quando conveniente listamos os elementos que sdo membros de um con-
junto A e mostramos que esta lista designa o conjunto colocando-a entre
chaves. Por exemplo, {0, 1} designa o conjunto cujos: elementos sdo 0 e 1. Note
que {0, 1} = {1,0} e {0, 0} = {0}.

Um conjunto S = {a} contém um tGnico membro. O econjunto que ndo contém
membros serd referido como o conjunto vazio ou o conjunto nulo e serd denotado
por .

Uma listagem é impossivel para conjuntos infinitos e inconveniente para ou-
tros conjuntos. Nestes casos freqiientemente empregamos a chamada notacfo
construtiva. Um exemplo dard a idéia. Suponhamos que se deseje designar o
conjunto B de nimeros reais entre 0 e 1. Escolhemos um simbolo para um ele-
mento, digamos 7. Se r é um membro de R, entdo r é um niimero real e 0 < r < 1.
O conjunto R é designado na notagdo construtiva do seguinte modo:

{r :7 é um ndmero real e 0 < r < 1}.

Lé-se, “o conjunto de todos os r tais que r é um ndmero real e 0 é menor ou
igual a r e » é menor ou igual a 1”.

De modo mais geral, um conjunto é com freqiiéncia determinado pelas con-
digdes que seus elementos devem satisfazer. Se por brevidade chamamos estas

condicoes C entdo designamos o conjunto determinado por estas condi¢des por
{x : x satisfaz as condicoes C}.

Estamos agora vendo um conjunto como determinado por uma condi¢do
ou propriedade. O conjunto consiste de precisamente aqueles elementos satis-
fazendo uma condigdo ou condig¢des especificas. As condi¢des podem ser muito
complexas e na realidade pode ndo ser sempre possivel decidir se um elemento
satisfaz as condicdes dadas.

O conjunto vazio é um conjunto tal que x ¢ & para todos os conjuntos z.
Temos também & = {z:a #z}.

Empregamos também uma outra conveniéncia de notagdo na designacéo
de conjuntos. Listando um conjunto podemos dar uns poucos membros tipicos
e segui-los com trés pontos (...) para indicar que o conjunto pode ter mais ele-
mentos que ndo tomamos o cuidado de descrever. Assim poderiamos denotar
os inteiros positivos como {1, 2, 3, ...}. Esta notagdo é muito pouco satis-
fatdria posto que os elementos do conjunto devem ser efetivamente determina-
dos do contexto da situagdo; em particular, devemos poder decidir se o conjunto
é finito ou infinito.

Apresentamos aqui algumas abreviaturas especiais: |A| designa o ndmero
cardinal dos elementos de 4. Escrevemos A C B se, e somente se, * € B sempre
que x € A. Logo A C B significa que cada elemento de A é um elemento de B.
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A C B é freqlientemente lido: “A estd contido em B” ou “A estd incluido em B”
e dizemos que A é um subconjunto de B. Claramente A = B se, e somente se,
AC BeBC A. Noteque FC A e A C A para todos os conjuntos 4. A e &
sdo chamados subconjuntos tmpréprios de A; todos os outros subconjuntos de A4
sdo chamados subconjuntos préprios. Escrevemos 4 € B se AC B e 4 # B.

A—B={x:x€Ad e x¢ B}
A Y B={zszedonxrc Bl

A palavra “ou”, é aqui usada no sentido inclusivo de “efou”. Um exemplo
é {0,1,2} v {0,3} ={0,1,2 3}.

AN B={x:x€A e x€ B}

Se A é um conjunto escreveremos \U A para o conjunto {x :existe um a € 4
tal que z € a}. \UA é chamado o conjunto unifo dos conjuntos em A. Analoga-
mente escrevemos (\ A para o conjunto {x :x € a para todo a € A}. M A é cha-
mado o conjunto interse¢do dos conjuntos em A. Note que se 4 = {a,, a,}, entdo
U4 =a, VU a,

Empregaremos dois tipos de diagramas para mostrar as vérias relacdes entre
conjuntos. Um deles é o familiar diagrama de Venn com regiges designando con-
juntos. Tomemos por exemplo,

{todos os inteiros},

{todos os inteiros miltiplos de 6},
= {todos os inteiros miltiplos de 15},
B n C = {todos os inteiros multiplos de 30}.

A
B
C

A Fig. 1 ilustra esta técnica.

BUC

BNC
Fig. 1 Fig. 2

Um outro tipo de diagrama usa um ponto para designar um conjunto. Se
um conjunto B é um subconjunto de um conjunto A, entdo o ponto para A é
desenhado mais alto do que o ponto para B e tragamos uma linha de um para
o outro ponto. A Fig. 2 ilustra esta técnica para o exemplo acima. Nossa con-
vencgdo ndo exige que se trace uma linha distinta de B para A porque os segmentos
de reta de B para BU C e de B U C para A fornecem uma indicacdo de que B
é um subconjunto de 4. Uma outra linha seria supérflua. Na linguagem da secdo
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seguinte a relagdo de inclusio (E) é uma relagfo transitiva sobre os subconjun-
tos de um conjunto e exploramos isto no diagrama.

Dizemos que os membros de um conjunto 4 sio mutuamente disjuntos se para
quaisquer dois conjuntos distintos a e b em 4, aNb = &.

Exemplo 2. Seja a o conjunto dos inteiros impares e b o conjunto dos inteiros
pares. Entdo 4 = {a, b} tem membros mutuamente disjuntos. Se ¢ é o conjunto
dos multiplos de 3 e B = {q, b, ¢}, entdo os elementos de B ndo sio mutuamente
disjuntos. Note que \U A = U B.

Temos uma necessidade constante de usar o conceito de um ‘“par ordenado”
de elementos. Por exemplo, em geometria analftica um ponto do plano é dado
por dois nimeros — suas ordenadas. Concordamos em escrever primeiro a co-
ordenada z do ponto e entdo sua coordenada y. Deste modo o ponto com coorde-
nadas (1, 2) é distinguido do ponto (2, 1). A distingdo é feita pelo nosso esquema
de notagdo; a coordenada x aparece como o nimero da esquerda. Podemos nos
livrar da dependéncia do esquema de notacdio de “esquerda” e “direita’” usando
uma defini¢do introduzida por Norbert Wiener e C. Kuratowski:

(a,b) = {{a}, {a, b}}.

Assim o par ordenado (@, b) é um conjunto consistindo de no méximo dois
elementos, o conjunto {a} e o conjunto {a, b}. E claro que, se a b, entdo (a, b) #
# (b, a). Na realidade, (a, b) = (b, a) se, e somente se, a = b. Note que (a, a) =
= {{a}}, o conjunto de um elemento cujo Unico elemento é o conjunto {a}. De
modo geral, (a, b) = (¢, d) se, e somente se, a =c e b = d. A X B designa o con-
junto {(a,b) :a€ A ebe B}. A X B é chamado o produto cartesiano de A e B.

0.3. RELACOES

Sejam A e B dois conjuntos. Havendo uma razdo para associar certos ele-
mentos de A a certos elementos de B, usamos a palavra ‘relagio” e dizemos
que os elementos associados estdo relacionados. Assim se 4 é o conjunto de todos
os homens vivos e B é o conjunto de todas as mulheres vivas poderiamos dizer
que o homem a estd relacionado a mulher b se @ foi alguma vez casado com b.
Este relacionamento pode naturalmente ser muito complexo! A nocdo importante
é que estamos escolhendo certos pares ordenados (a, b) de A X B e dizendo que
os pares ordenados escolhidos, a e b estdo relacionados. A escolha dos pares or-
denados constitui, é claro, uma forma de definigdo para qualquer propdésito dese-
jado, e é a esséncia da definicdo matematica formal de relagéo.

Definicio. Uma relagdo bindria entre os conjuntos A e B é um subconjunto T
do produto cartesiano A X B.

Como um exemplo, seja A o conjunto dos inteiros positivos e B o conjunto
dos inteiros negativos. Seja T = {(a,b) :a + b = 0}. Assim, 7' contém os pares
(1, =1), (2, —2), e assim por diante. Freqlientemente empregamos um simbolo
especial, digamos r, escrevendo a 7 b se, e somente se, (a, b) € 7. Analogamente
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escrevemos a7 b se, e somente se, (a,b) € 7. Se A = B falamos de uma relagdo
bindria sobre A.

Exemplo 3. Seja A o conjunto dos inteiros ndo-negativos. Seja T = {(q, b): a
divide b}. Aqui o simbolo de relagéo é a barra vertical mencionada anteriormente.

Um subconjunto especial de A de importincia na discussio de uma relacdo T'
é o dominio 2, da relacdo T

9, = {a:existe b € B tal que (a, b) € T}.
Analogamente o contradominio %, de 7' é um subconjunto de B:
R, = {b:existe a € A tal que (a,b) € T}.
Exemplo 4. Seja A = B o conjunto de todos os ntimeros reais. Seja
T={@y:2>+@y— D=1}
Temos:
Dr={r:—1<2z<1} e Rr={y:0<y=<2}

Os pontos do plano cujas coordenadas cartesianas correspondem a esta relagéo
estdo sobre um circulo de raio 1 e centro (0, 1).

Uma classe especial de relacdo sobre um conjunto A que desempenham um
papel fundamental em matemética consiste daquelas rela¢oes chamadas relagdes
de equivaléncia. '

Definicio. Uma relagdo bindria £ sobre um conjunto A é chamada uma relagdo
de equivaléncia sobre A se sdo védlidas as trés propriedades seguintes:

1. Para todo a€ A4, (a,a) € E.
2. Para todo a e b em A, se (a,b) € £, entdo (b, a) € K.
3. Para todo a,b e ¢ em A, se (a,b) € E e (b,c) € E, entdo. (a,c) € E.

Uma relacdo que satisfaz (1) é chamada reflexiva.
Uma rela¢do que satisfaz (2) é chamada simétrica.
Uma relagdo que satisfaz (3) é chamada transitiva.

Introduzindo o simbolo especial (~) para uma relagio de equivaléncia E,
as propriedades poderdo ser enunciadas como se segue:

1*. Para todo a€ A, a ~a.
2%, Para todo a e b em A, se a ~ b, entdo b ~a.
3*. Para todo a,b e cem A, se a ~b e b ~c¢, entdo a ~c.

E freqiiente pensar que simetria e transitividade implicam reflexividade
argumentando que (2*) d4 a ~b e b ~ a e entdo (3*) d4 a ~ a. Entretanto, o
exemplo seguinte mostra que este ndo é o caso.

Exemplo 5. Seja A = {z,y} e R = {(y, y)}.

Assim y ~ y é a tnica relacdo! (1*) ndo vale porque x ~ z; entretanto, (2%)
e (3*) so validos. A dificuldade com o argumento errdéneo dado acima é que x
pode ndo estar relacionado a nenhum elemento, como no caso do Ex. 5. Se
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x fosse relacionado a algum elemento, entdo o argumento seria vilido e mostra-
ria que x ~ .

Exemplos de Relacoes de Equivaléncia

1. Seja A o conjunto das figuras geométricas planas. Seja a ~b se, e somente
se, a é congruente a b.
2. Seja A o mesmo conjunto em (1). Seja a~b se, e somente se, a é seme-

. lhante a b.

3. Seja A o conjunto dos automéveis existentes no mundo no dia de hoje.
Seja a ~ b se, e somente se, a e b sdo feitos pelo mesmo fabricante.

4. Seja A o conjunto de todos os inteiros. Seja a ~ b se, e somente se, 2 di-
vide a — b.
5. Seja A o conjunto de todas as fungdes continuas sobre o intervalo fechado

[0, 1]={z:0<x<1}. Seja alx) ~b(x) se, e somente se, fnl a(x)dx = fol b(x) dx.

A mais importante propriedade de uma relagio de equivaléncia sobre um
conjunto é que ela particiona o conjunto em subconjuntos mutuamente disjuntos
chamadas classes de equivaléncia. Uma classe de equivaléncia contendo um
elemento x consiste precisamente dos elementos equivalentes a x. No exemplo (4)
acima h4 duas classes de equivaléncia, os nimeros impares e os nimeros pares.
Em (1) acima h4d muitas classes de equivaléncia, uma delas é o conjunto de todos
os quadrados de lado 1 em. As classes de equivaléncia de (2) e (4) sdo ilustradas
na Fig. 3. A situacdo geral é estabelecida no teorema seguinte.

Teorema 5. Seja A um conjunto ndo-yazio e desighemos por ¢ uma
relacdo de equivaléncia sobre A. Paratodoz € 4 seja S, ={y:y o x}.
A é o conjunto soma do conjunto de subconjuntos S, nfo-vazios
e mutuamente disjuntos; A = U {S,:x € A}. S, é chamada uma
classe de equivaléncia de A sob o. Reciprocamente, se A é o con-

I

Exemplo (2) Exemplo (4)

Fig. 3
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junto soma de um conjunto 7' de subconjuntos de A ndo-vazios e
mutuamente disjuntos, entdo pode ser definida uma relacido de equi-
valéneia 7 sobre A de modo que os elementos de 7T sejam as classes
de equivaléncia de A sob .

DEMONSTRAGA0. Parte I. Indiquemos com ¢ uma relagdo de equivaléncia so-
bre o conjunto ndo-vazio A. Para cada x € A, seja S, o subconjunto de A definido
no teorema. Como o é reflexiva, € 8, e assim S, é ndo-vazio. Segue de
reS, €A que A =U{z:2€ A} C U {S,:2€ A} C A.

Agora suponhamos que S, NS, # & e seja z€ S, NS,. Temos por defi-
nicio zox ez oy, logo r ¢y e y o x seguem da transitividade e da simetria de o.
Mas se v€ S,, entdo v ¢ e como z ¢y, novamente por transitividade, temos
voy. Logo S, C S, Analogamente concluimos que S, C S, e entdo que S, = S,.
Portanto as classes de equivaléncia de A sob ¢ formam um conjunto mutuamente
disjunto de subconjuntos ndo-vazios de A. Temos efetivamente S, = S, se, e
somente se, * = y.

Parte 1I. Seja A = \JUT onde T é um conjunto de subconjuntos de A
ndo-vazios e mutuamente disjuntos. Recordemos que um elemento ¢ de 7' é um
subconjunto de A. Definimos uma relagio E sobre A como segue: (r,y) € E
se, e somente se, x e y pertencem ao mesmo subconjunto t € 7. E é trivialmente
reflexiva e simétrica. Vemos facilmente que F é também transitiva, e entdo E
é uma relagdo de equivaléncia que denotaremos por r. Devemos agora provar
que se t € T, entdo existe um x € T talquet = {y : 5 € A ey 7 z}. Por hipétese,
¢t é um subconjunto ndo-vazio de A, e seja x € t. Agora, por defini¢cdo, para todo
y € A temos y 7 x se, e somente se, y pertence a t. Logo, t = {y:y€ A e yra}.

0.4. FUNCOES E APLICACOES

Um dos conceitos mais centrais de toda a mateméatica é o conceito de fungdo.
Em sua forma bédsica uma fun¢do é um tipo especial de relacio.

Defini¢ao. Uma fungdo f é uma relagfio entre conjuntos 4 e B tal que:
Se (a,b)ef e (a,c)€f, entdo b = c.

Esta defini¢do simplesmente assegura que o segundo membro de um par
ordenado pertencente a f é univocamente determinado pelo primeiro membro.
Quando a relacdo f é uma funcio é costume escrever o par ordenado como (a, f(a)).
Note, também, que nos temos afastado da nossa convencio de usar letras maits-
culas para conjuntos porque a notagdo usual para uma func¢io é uma letra mints-
cula. Veremos mais tarde que é conveniente usar letras gregas minudsculas para
denotar certas funcoes.

Defini¢do. Se f é uma funcéio entre A e B, A é chamado a fonte e B a meta de f.
Se f é tal que 2, = A dizemos que f é uma fungdo de A em B. Se 9, =4 e
R; = B, entdo dizemos que f é uma funcéo de A sobre B.
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A distingdo entre as palavras em e sobre é crucial! E claro que cada funcéo
de A sobre B é também uma fungfo de A em B e qualquer func¢do é uma funcio
do seu dominio sobre seu co-dominio. E usual dizer que uma funcéio j de 4 sobre
B é uma fungéo sobrejetiva ou que f é uma sobrejecio de A para B.

Nos Exs. 6 a 8 a seguir, a fonte 4 é o conjunto de todos os niimeros reais
e A =B.

Exemplo 6. f= {(z,y):y=2%, 9, =4 e Z;={x:0<z}. fé uma funcio
de A em A.

Exemplo 7. ¢ = {(z,y) :y* = 2’} ndo é uma fungfio porque, por exemplo, (1, 1)
e (1, —1) pertencem ag. 2, = #, = A.

Exemplo 8. h={(@z,9):y=+V1—-2%,2,={z:|z|<1}e R, ={y:0<y<l}.
h é uma fun¢io de fonte e meta A.

Exemplo 9. Sejam A = {a,, a3, a3, as} € B = {by, by, bs,. . .}. Seja k = {(ay, by),
(a2, bl)) (a'g, bg)}. gk = {al, Qgq, a3} e '%k = {bl) ba}. k é uma fun(;ﬁlo de fonte A
e meta B.

Exemplo 10. Seja A um qualquer conjunto. A funcéo identidade de A sobre A
é {(x, ) :x € A}; isto é, u(x) = z, para todo x € 4.

Exemplo 11. Sejam A e B dois quaisquer conjuntos. Seja b um elemento fixado
de B. A funcdo constante f, é {(x, b) :x € A}; isto é, f,(x) = b para todo z € 4.

Exemplo 12. Seja A um qualquer conjunto. Seja S qualquer subconjunto de A.
Seja B={0, 1}. A funcdo caracteristica cs é a funcdo {(z, 1) :x€ S} U {(z,0) :2¢ S};
isto é,

)= lsexesS
s =0sexz¢8

2

Exemplo 13. Uma segiiéncia é uma funcdo especial. Seja A um subconjunto
dos inteiros ndo-negativos {0, 1, 2, ...}. Seja B qualquer conjunto. Uma su-
cessdo ou seqiiéncia é uma funcio s de A em B. Denotamos usualmente o segundo
elemento do par ordenado (z, b) € s por s; e indicamos entdo a seqiiéncia por

{s;:i€ A}. Se A4 =10,1,...} escrevemos usualmente {sy,s;, ...}.
Definicdo. Seja A o conjunto finito de inteiros positivos {1, 2, ..., n}. Seja B
um qualquer conjunto. Uma n-upla de elementos de B é uma seqiéneia de A
em B. Uma n-upla serd designada por (b, ..., b,).

Um par ordenado (a, b) pode ser identificado com uma 2-upla e A X B pode
ser identificado com o conjunto de todas as 2-uplas (s;, s;) que sdo funcoes de
{1,2} em A U B tais que s; € A e s,€ B. A; X ... X A, denotard todas as
n-uplas (@, ...,a,) de 4, U ... U A, tais que a,€ 4, paraz =1, ..., n.

Em geometria analitica aprendemos a representar os pontos (x,y) satisfa-
zendo uma relagdo sobre os nilimeros reais para construir um grifico. Os Exs.
6, 7 e 8 sdo representados graficamente na Fig. 4.
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y b 2 y
z z / \ F
Exemplo (6) Exemplo (7) Exemplo (8)
Fig. 4

Representaremos o Ex. 9 de maneira diferente. Exploramos a nogdo de
que uma funcfo associa a um elemento particular de um conjunto A no méaximo
um elemento de um conjunto B. A palavra “aplicagdo’ é sugestiva e é usada
como um sinénimo de func¢do. Se (a, b) € f, entdo b é chamado a imagem de a
sob f, e @ é chamada a pré-imagem ou imagem inversa de b sob f. Note que um
elemento de B pode ter muitas pré-imagens ou nenhuma pré-imagem sob f.
Assim uma fungdo aplica certos elementos de A em elementos de B. Para vi-
sualizar isto, é conveniente desenhar um conjunto simbdlico A e um conjunto
simbélico B e ligd-los por setas para indicar esta aplicagio. A Fig. 5 é uma
visualizagdo desta espéeie para o Ex. 9.

Exemplo (9)

Fig. 5

Em geral usamos uma representacéo simbdélica como a que é mostrada na
Fig. 6. Escrevemos simbolicamente f : A — B quando f é uma aplicacido de 4 em B.

Definicio. Seja A C A, e BCB,. Sef:A—Beg:A,— B, dizemos que
g é uma extensdo de fsefC g. Sef: A —>Bese SC A, dizemos que h:S— B
éarestriciodefaSse 2,=8S N D,ehf.

A B

Fig. 6
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Exemplo 14. Seja A = B = {ndimeros racionais}. Seja f: 4 — B a funcio
{(r,r?) :r€ A}. Seja A, = B, = {nlimeros reais}. Seja ¢ = {(r,r*): re A} U
U{(x,0):x€ A, — A}. Entdo g é uma extensdo de f. Seja S = {z:z é racional
e 0<z<1}. Seja h:S— S a funcéo {(r, %):7€ 8}. h é aqui a restricdo de f a S.

Definicio. Uma aplicagéo f: 4 — B é chamada injetiva ou é uma inje¢io de A4
em B, se sempre que (a, b) e (¢, b) estdo em f entdo a = ¢. Se f é injetiva e sobre-
jetiva diremos que f é bijetiva ou é uma bije¢do de A sobre B.

E apenas um exercicio de vocabuldrio ver que uma funcéo é injetiva se, e
somente se, cada elemento em seu co-dominio tem uma tdnica pré-imagem em A.

Definicdo. Composigio de aplicagdes. Seja f: A — B uma aplicacio de 4 em B
e seja g : B— C uma aplicagdo de B em C.: A aplicagio h: 4 —C de 4 em C
dada por h = {(a, g(f(a))) :a € A} é chamada a composta de f e g. Escrevemos
h = gf. A Fig. 7 ilustra este processo.

Fig. 7

E importante realizar que nossa notagiio escreve as aplicacdes da direita
para a esquerda. ¢gf significa aplicar primeiro a aplicacdo f e entdo a aplicacgo. g.
Isto é consistente com a notagdo habitual para as fun¢des. Assim sen 2z repre-
senta a composi¢do da funcdo f dada por f(z) = 2x e da funcdo ¢ dada por
g(y) = sen y, enquanto 2 sen x representa fg.

Teorema 6. Se f é uma inje¢do de A em B, entdo existe uma
sobrejecdo g de B para A tal que gf é a funcdo identidade sobre A.
A funcdo g é univocamente determinada se, e somente se, |A| =1
ou f é uma bije¢io de A sobre B.

0.5. OPERACOES E OPERADORES

Definicio. Uma operagdo bindria sobre um conjunto A é uma aplicagdo de
A XA em A.
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Em termos mais vivos, porém ligeiramente menos precisos, uma operacio
bindria é uma regra que nos diz como combinar um par de elementos para obter
um elemento do conjunto A. Adigfo, subtracio, multiplicacdo e divisdo fornecem
exemplos tirados de nossas primeiras experiéncias mateméiticas. Na realidade
poderiamos apresentar a tdbua de adigdo na forma seguinte:

+ =1{(1,1),2),((1,2),3),(2,1,3), ...}
Com auxilio de uma notagdo que deve ser usada circularmente poderiamos escrever:
+ = {((a,),0):a+ b = c}!

Podemos sem perda de precisdo, ver uma operac¢io bindria m sobre A como
um conjunto de triplas ordenadas (3-uplas) de A. Podemos considerar m como
o conjunto {(a, b, c) : ((a, b), c) € m}. Por exemplo, (1,2, 3) € +.

Se m é uma operacdo bindria sobre A usaremos com freqiiéncia um novo
simbolo, digamos (x), escrevendo a *b = ¢ se ((a, b), ¢) pertence a m. Na maioria
das vezes simplesmente justapomos a e b, escrevendo ab = ¢. Esta é a pritica
usual para a multiplicacio em &lgebra enquanto (X) ou (-) é usualmente empre-
gado para a multiplicacdo de nimeros reais. Assim é que vemos 2 X 3 = 6 ou
2.3 = 6.

Exemplo 15. Seja S um conjunto; A consiste de todas as aplicagdes de S em S.

2

A composicdo de aplicagdoes é uma operagdo binéria sobre A.

Defini¢io. Denotemos por (x) uma operacdo bindria sobre A. A operacdo é
chamada associativa se para todo a,b ecem A, (axb) xc=a =(b*c). A operagdo
é dita comutativa se para todoa ebem A, axb = b=a.

Se (x) designa uma operag¢do bindria sobre A ainda ndo foi definido o que deve
significar o simbolo ‘a; * a, * ... *a,. Por exemplo, se a operagdo é (4) sobre
os inteiros o que designa 6 + 4 + 1 ? 11, naturalmente! Entretanto se a opera-

cdo bindria é a subtracio (—) sobre o conjunto dos inteiros entdo o sfmbolo
6 —4 — 1 é ambiguo.

Definicio. Seja m: A4 X A — A uma operacdo bindria sobre um conjunto 4
que serd denotada por (x). Indicaremos com a, * a, * a; a imagem sob m do par
ordenado (a; * as, a;). Isto é, a, xa, *a; é o elemento obtido primeiro determi-
nando (a, * a,) e entdo (a, * a,) *a;. Na realidade é costume usar parénteses
para indicar que vamos primeiro determinar a, * a, (= a,) e entdo a, * az. Defi-
nimos por inducdo @ *ae* ... ¥ Ay ¥ Ay = (A1 % ... *Ay_1) * Ay

Esta convencdo para a notacdo é referida como associa¢do & esquerda. Se
a lei associativa vale para (x) entdo pode ser provado que cada modo de inserir
parénteses no simbolo a, * ... *a, para reduzir seu cdleculo a uma seqiiéncia de
operagdes bindrias resulta sempre no mesmo elemento de A.

Para ser preciso, estamos aqui definindo, por indu¢do, uma fung¢io ¢ do
conjunto de todas as n-uplas, n = 2,3 ..., em A como segue:

elay, as) = a; xa,
S”-(aly Ayy . .., Qp, an+l) — ﬂo(ah Ay, . . ., an) * Ay +1
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Existe um hiato neste ponto porque nfo sabemos realmente que fungdo, no sen-
tido preciso de nossa definigdo anterior, foi definida. Com efeito, qual é o con-
junto de pares ordenados que constitui a funcfo? Removeremos esta lacuna
no Cap. 3 onde estabelecemos um esquema geral para definir uma funcdo por
indugdo. Por agora, nos basearemos em nossa intui¢cdo e na suposicfio feita na
Sec¢. 0.1 de que podemos dar uma tal definicio.

Teorema 7. Suponhamos que A consiste de todas as aplicacoes
de um conjunto S em S. A opera¢do bindria de composicdo definida
sobre A é associativa.

DemonsTRAGAO. Sejam f, g e h aplicagdes de S em S. Devemos provar que
(hg)f = h(gf). Nao ha divida de que (hg)f e h(gf) sdo fungdes de S em S porque,
como foi observado, a composi¢io é uma operac¢do bindria sobre A. Temos so-
mente que provar que sdo a mesma funcdo, isto é, que os conjuntos de pares or-
denados que constituem as duas fungoes sfo iguais. Para fazer isto é claramente
suficiente mostrar que a imagem de cada x € S é a mesma sob (hg)f e h(gf). Temos
(hg)f (x) = (hg)(j(x)) = h(g(f(x))), enquanto h(gf)(x) = h(gf(x)) = h(g(f(x))). Logo

a imagem de x sob cada func¢do é h(g(f(z))). A Fig. 8 ilustra a situacdo.

(he)f

Fig. 8

Definicao. Uma operagdo m-dria sobre um conjunto A é uma aplicagdo do con-
junto de todas as n-uplas de 4 em 4.

Exemplo 16. Seja A o conjunto dos inteiros. Uma opera¢do terndria (3-dria)
sobre A é definida aplicando a 3-upla (a, b, ¢) em ab + c.

Como no caso de uma operagdo bindria podemos pensar numa operagao
n-aria como um conjunto de (n + 1)-uplas.

Uma operagdo unéria (1-4ria) sobre 4 é exatamente uma fungdo de A em A.
Ni&o teremos ocasido de considerar outras operagdes senio operacdes unarias e
binirias.
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Definicdo. Seja (x) uma operagdo bindria definida sobre um conjunto S. Um
subconjunto 7'C S é dito fechado sob (¥) se a restricdo de (x) a T X T é uma
operagdo sobre 7.

Assim 7' C S é fechado sob uma operac¢ao bindria (x) se para todo (¢, ¢,) €
€T X T, entdo t, xt,€ T.

Exemplo 17. Se [ é o conjunto de todos os inteiros e I+ ={x:x el o > 0},
entdo I+ é fechado sob a adi¢do mas ndo sob a subtracdo.

O conceito de uma operagdo binaria pode ser generalizado de modo 1til para
a nog¢do de um conjunto de operadores sobre um conjunto.

Definicio. Um conjunto B é dito um conjunto de operadores para A por M se M
é uma aplicacdo de B X 4 em A.

O efeito desta aplicagdo é que hd uma regra que nos diz como combinar um
elemento de B e um elemento de A para obter um elemento de A.

Exemplo 18. Se J/ é uma operagdo biniria sobre 4, entdo 4 é um conjunto de
operadores para A. Deste modo, por exemplo, poderiamos ver 2 + nio como
um inteiro mas como a operacio (‘“efeito”) de adicionar 2 a cada inteiro.

Exemplo 19. Seja A o conjunto das fungdes continuas de valores reais sobre
[0, 1]. Seja B o conjunto dos nimeros reais. Entdo se f€ A e r € B podemos
definir M (r, f) como a func¢io f', isto é, (r-f)(x) = (f(x))” = f(x). Assim B é um
conjunto de operadores (operadores exponenciais) para A.

Exemplo 20. Sejam S um qualquer conjunto e A o conjunto de todas as apli-
cacdes de S em S. Para (f,x) € A X S, definimos M(f, x) = f(x). Entdo A é
um conjunto de operadores para S.

0.6. COMBINATORIA

Necessitaremos fazer de tempos em tempos umas poucas contas sobre o nu-
mero de elementos de um conjunto finito. Aqui estdo alguns dos resultados bésicos.

Teorema 8. Se S é um conjunto de n elementos entio
1. O numero total de subconjuntos de S é 2".

2. Se n > 1, o nimero de subconjuntos de S com um ndmero par
de elementos é o mesmo que o ndmero de subconjuntos com um
nimero impar de elementos. KEste nimero é 2"~

3. Se (Z

(1)=(, 2 Jemmoezn (37 (7Y ()

n
k

) designa o nimero de subconjuntos com k elementos entio

4. Paran>k2>0, ( ) = nl/k! (n—k)! (Seguimos a convencdo de

que 0! = 1.)
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5. Para ndmeros a,b temos a férmula binomial: (@ + b)" =
o[ n
k=n kin_k
k=0 ( Ic) a“t" "

DeEmoNnsTRAGAO. As conclusdes (1), (2) e (3) sdo provadas simultaneamente
por inducdo sobre n. Para n = 0 a conclusio (1) é ébvia e as outras duas valem
por estarem supondo n > 0. (E também fécil verificar estas conclusdes para
n=1en=2) Assim o passo A de nossa prova por inducdo estd completo.
A hipétese indutiva para o passo B estabelece que (1), (2) e (3) valem para todos
os conjuntos com n — 1 elementos. Provaremos agora, com base nesta suposicéo,
que valem para um conjunto com 7 elementos. Seja S um conjunto com n ele-
mentos onde suporemos, para evitar trivialidades, n > 2. Seja xr um elemento
particular de S que mantemos fixado ao longo de nossa discussdo. Seja 8’ =
= 8§ — {z}. Notamos que S’ tem n — 1 elementos e que se A é um subconjunto
de S, entdo se x ¢ A segue A C §’, mas se x € A, entdo existe um dnico conjunto
A'C 8 tal que A = A’ U {z}; com efeito, A’ = A — {z}. Seja K o nimero
de subconjuntos de S’ com um nimero par de elementos (ou um niimero impar
de elementos). Temos 2K = 2"-1. Acrescentamos agora o elemento x a cada
subconjunto de S’. E claro que, se E' C S’ e E’ tem um ntimero par de elementos,
entdo £ = E’ U {z} tem um nimero impar de elementos, enquanto que se 0’ C S’
tem um nuimero impar de elementos, entdo O = 0’ U {2} tem um ndmero par de
elementos. Assim para contar o nimero de subconjuntos de S, com um nidmero
par de elementos, temos K subconjuntos que tém um nidmero par de elementos
e sdo subconjuntos de S’ e K mais da forma O’ U {z}. Posto que cada subcon-
junto A de S tem, como foi observado, uma tnica expressio de forma A’ ou
A" U {z} com A’ C S’ é agora claro que existam exatamente 2K subconjuntos
de S com um nimero par de elementos. Analogamente existem 2K subeconjuntos
de S com um nimero impar de elementos, um total de 4K = 2" subconjuntos de S.

Assim estabelecemos (1) e (2). Para provar (3) observamos de infcio que (Z) o

n . .
= (n Ic) notando que a correspondéncia de cada subconjunto com seu

complemento é injetiva e que se A C S tem k elementos entdo seu complemento
deve ter n — k elementos. A segunda parte de (3) segue de modo anélogo ao de (2).
Se AC S tem k elementos e k > 1, entdo A = A’C 8" ou A = A" U {z} de
pendendo de z ¢ A ou x € A. Logo o niimero de subconjuntos de S tendo k ele-
mentos deve ser a soma do nimero de subconjuntos de S’ tendo-k elementos e
do nidmero de subconjuntos de S’ tendo k — 1 elementos (aos quais acrescen-
tamos x para obter um conjunto com k elementos que contém x). Isto §,

n n—1 n—1
(lc)_( k )+<k—l>'
A conclusdo (4) segue por muito conhecida indu¢do sobre n; deixamos os de-
talhes para o leitor. (5) tem também uma prova padrdo por inducdo, entretanto

¢ mais direto partir da observacio de que um termo a*b"—* aparece no produto
(a + b)" escolhendo o termo a de k dos fatores (a + b) e b dos restantes n — k
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fatores. Logo o coeficiente de a*b*—* é simplesmente o ntimero de subconjuntos
de {1,...,n} tendo k elementos. (1) pode naturalmente ser provado de (3),
(4) e (5): tomamos a = b = 1. (2) também segue de (3), (4) e (5); basta tomar
a=1eb= —1 (3) é precisamente a lei que governa a formacio do tridngulo
de Pascal.

* ok k

Um segundo lema combinatério é o classico prineipio do ‘“‘pombo-correio”
atribuido a P. G. L. Dirichlet (1805-1859).

Teorema 9. Se um conjunto de n elementos distintos é particionado
em k subconjuntos onde 0 < k < n, entdo algum subconjunto deve
conter pelo menos dois elementos.

Este teorema assegura simplesmente que se n ‘“‘cartas’” devem ser colocadas
em k “caixas de pombos-correio” onde n > k > 0, entdo pelo menos duas cartas
devem estar na mesma’ caixa. Matematicamente falando, um conjunto finito
nfo pode ser posto em correspondéncia injetiva com um seu subconjunto préprio.

Este principio é freqiientemente usado em jogos de saldo; por exemplo, se
uma gaveta contém somente meias brancas e pretas, quantas meias devem ser
retiradas da gaveta para assegurar que se obtém pelo menos um par casado?
Dirichlet usou este principio para mostrar que se r é um nimero real positivo
e N é qualquer inteiro positivo entdo existem inteiros a e b com 0 <b < N tal que
|br — a| < 1/N. (A parte sutil deste resultado é o limite para b: 0 < b < N.)
Notamos que cada nimero positivo 7 tem a forma r = r, + r,, onde r, é inteiro
ndo-negativo e 0 < r; < 1. Chamamos 7, a parte fracioniria de r e a denotamos
por {r}. Observamos também que o intervalo unidade [0, 1] é claramente divi-
dido em N intervalos da forma [¢/N, (t + 1)/N], 0 < ¢ < N; cada intervalo de
comprimento 1/N. Estas sio as ‘“‘caixas de pombos-correio”. Dirichlet agora
argumenta que {0}, {r}, {2r}, ..., {N7} sfo N 4+ 1 ndmeros no intervalo uni-
dade [0, 1]. Estas sdo as “cartas”. Logo pelo menos duas devem estar na mesma
caixa, isto é, no mesmo intervalo. Assim para algum par de inteiros,
0<p<gqg<N, devemos ter |{pr} — {gr}!| < 1/N.

Agora se pr = u + {pr} e gr = v 4+ {gr}, onde u e v s@o inteiros, temos
l{gr} — {pr}| = [(@ — p)r — @ —w)| < 1/N e realmente, 0 < ¢ —p < N.
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Prélogo

Para dar alguma idéia do que tentaremos fazer neste livro necessitamos
compreender o termo ‘‘dlgebra abstrata’”. Provavelmente a Algebra abstrata
que nos é mais familiar é a dos inteiros embora ndo os tenhamos chamado nem
de “abstratos” nem de “dlgebra’”. H4 em primeiro lugar o conjunto dos inteiros
e provavelmente sentimos saber o que sdo inteiros; sabemos mesmo comparé-los
com pontos sobre uma reta. Temos durante anos usado as operagdes binarias
de adicfo, subtracdo e multiplicagdo. Sabemos que tipos de leis estas operacdes
obedecem. Além disso, sabemos estabelecer alguns teoremas verdadeiros sobre
os inteiros. O termo ‘‘dlgebra abstrata’” aplicado aos inteiros compreende o con-
junto dos inteiros, as operac¢des bindrias de adigdo, subtragio e multiplica¢do
definidas sobre este conjunto, uma lista de axiomas bésicos que estas operacdes
satisfazem, uma relacdo que ordena os inteiros, uma lista de axiomas que a rela-
cdo de ordem satisfaz e finalmente um conjunto completo de teoremas que des-
crevem o comportamento dos inteiros sob estas operagdes e relagoes. Alguns
destes teoremas sdo faceis conseqiiéncias dos axiomas, outros sido extremamente
dificeis, exigindo técnicas e conhecimento de outros sistemas matemdticos, e
naturalmente muitas questdes permanecem abertas. Tradicionalmente o estudo
deste sistema matemético é chamado teoria dos nimeros.

O principal objetivo de um tal estudo é obter uma descri¢do da estrutura
dos inteiros. Poderiamos evidentemente encher livrarias com fatos especiais sobre
inteiros especiais. Isto nfo seria provavelmente apenas sem sentido, mas para
empregar uma metéfora pitoresca, perderiamos a visdo da floresta pelas drvores.
Como podemos ver a floresta ? Podemos estabalecer teoremas vélidos para todos os
inteiros, ou mesmo teoremas vélidos para certos subconjuntos de inteiros. Podemos
olhar para subconjuntos com propriedades especiais e podemos descobrir rela-
¢bes sobre os inteiros que exibem propriedades-chave. Podemos estudar as fun-
¢oes dos inteiros em inteiros. Teremos, naturalmente, de selecionar de todas as
possiveis fun¢des aquelas que nos dizem alguma coisa dos inteiros como um todo.
Precisamente que relacdes e fungdes sfo frutiferas para estudo é uma questdo
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de visdo mais profunda. Julgamos a efetividade das téenicas por quanto nos
dizem sobre questdes particulares.

Em geral uma algebra abstrata é um sistema formado por um conjunto S
de elementos e um certo nimero de operacdes e relacdes sobre S. E bom recor-
dar que estas operacoes e relacdes sdo precisamente conjuntos de n-uplas. Estu-
dar uma 4lgebra abstrata é aprender alguma coisa sobre o comportamento indi-
vidual dos elementos, descobrir alguns teoremas sobre o sistema e encontrar
algumas propriedades que descrevam o sistema. Fazemos isto isolando subecon-
juntos distinguidos de S, determinando como estes subconjuntos de S interagem
sob as operacdes e relacoes e, mais importante, estudando func¢oes sobre S.

Se pensarmos um minuto sobre isso veremos que, com o propésito de estudar
a estrutura de uma dlgebra abstrata, ndo é tdo importante conhecer todas as
triplas ordenadas que constituem uma opera¢do bindria sobre S quanto é saber
as propriedades que a operacdo satisfaz. Por exemplo, ndo é tdo importante
conhecer a expansio decimal do produto de 8+.927 e 101.110.112 como é saber
que a multiplicacdo e a adi¢do sdo associativas, comutativas, e que a multiplica-
cdo distribui sobre a adi¢do.

Portanto, descrevendo uma &lgebra abstrata usualmente ndo tentaremos
dar e realmente, se S é infinito ndo poderemos dar, uma lista completa das
(n 4+ 1)-uplas correspondentes a cada operacdo n-dria. Podemos dar uma regra
que nos permitird computar a operacio se os elementos de S sdo dados sob uma
certa forma, ou podemos definir uma operacdo por inducdo. E usual assegurar
que existe uma operacdo n-aria sobre S qudndo ela satisfaz uma lista prefixada
de propriedades-axiomas. Este procedimento nos permite uma grande economia.
Se S e T sdo conjuntos diferentes, os sistemas matemdticos relativos a S e 7
serdo, a priort diferentes, posto que as n-uplas correspondentes as operacoes
serdo conjuntos diferentes. Entretanto, acontece com freqiiénecia que S e T pos-
suem as mesmas espéeies de operacdes e relacoes no sentido de que os mesmos
axiomas sdo aceitos sobre uma operacdo sobre S e uma correspondente operacio
sobre 7. Se é este o caso entdo nosso estudo das duas dlgebras abstratas pode
ser mais produtivo se destacamos aquelas operacoes comuns a S e 7' e estudamos
um sistema com operacdes que tém estes axiomas. Porque, entdo, cada teorema
provado neste sistema geral estabelecerd um fato vélido para todas as algebras
abstratas tendo operacdes e relacdes correspondentes a essas e satisfazendo esses
axiomas. Em particular serdo véalidos em S e 7'.

Este procedimento é mais do que uma economia. Fixando nossa atencdo
sobre umas poucas propriedades temos uma chance de descobrir porque um certo
teorema é verdadeiro. Tentamos tirar de um teorema e de sua demonstracio
tudo o que ndo é essencial. Tentamos reconhecer que condicdes minimas sdo
necessarias para a validade do teorema. Por exemplo, consideremos a lei de expo-
entes inteiros (ab)" = a"b” para nimeros racionais. Que propriedades dos ntime-
ros racionais sd0 nhecessarias para provar esta lei? N&o precisamos saber, por
exemplo, que entre cada dois nimeros racionais existe um outro niimero racional;
nio precisamos saber que se ab = 0, entdo a = 0 ou b = 0. Necessitamos com
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efeito apenas da associatividade e da comutatividade da opera¢do de multipli-
cacdo. Realizando isto poderemos ver que (ab)* = a™b” e n(a + b) = na + nb é
a mesma lel apenas escrita com notagdes diferentes para operacdes diferentes.
Podemos ver também que /2 (a + b) = v/ 2a + \/2b deve valer por razdes
muito diferentes.

Este procedimento é chamado o método axiomdtico. Para estudar um con-
junto particular S com operagoes e relagdes especificas primeiro listamos as pro-
priedades bésicas de que gozam as operacdes e relagdes sobre S, que desejamos
estudar. Entdo, por abstragdo, consideramos um conjunto arbitririo com opera-
coes e relagoes supostas definidas sobre ele que sfo caracterizados pelos axiomas
correspondentes as propriedades bésicas que foram escolhidas. Isto d4 lugar a
uma classe de algebras abstratas. Uma dlgebra abstrata é um membro da classe
se o conjunto de elementos admite operacdes e relacdes que satisfazem os axiomas.

Uma classe de ilgebras abstratas terd possivelmente muitos membros se o
nimero de operagdes e relagoes consideradas e o nimero de axiomas forem peque-
nos. Naturalmente se existem muito poucos axiomas, a classe serd tdo grande
que somente teoremas gerais de pouco interesse podem ser provados. Por outro
lado, se uma classe de dlgebras abstratas tem um grande nimero de operacdes,
relagdes e axiomas, a classe pode ter apenas uns poucos membros, ou mesmo ne-
nhum membro.

Na realidade, como veremos no Cap. 3, uma lista de aparéncia bastante ino-
cente de operacoes, relacoes e axiomas acontece descrever uma classe de dlgebras
abstratas na qual qualquer dois membros sdo essencialmente o mesmo — de fato
cada um é uma cépia exata dos inteiros.

Solucionaremos o problema, quando possivel, de decidir se uma classe de
algebras abstratas tem pelo menos um membro — isto é, se um conjunto de axio-
mas relativos a certas operacdes e relagdes é consistente — encontrando um exem-
plo de um tal sistema e explicitamente verificando os axiomas.

Consideramos, por sua vez, as grandes classes de dlgebras abstratas que sdo
chamadas grupos, anéis, corpos e espacos vetoriais. Estas classes foram escolhidas
porque um grande nimero de sistemas mateméticos diferentes e tteis podem ser
vistos como membros de uma ou mais destas classes. Em cada caso encontra-
remos alguns teoremas que ajudarfo a descrever a estrutura de qualquer tal sis-
tema matemético particular. Quanto mais teoremas pudermos provar, melhor
entenderemos o sistema. Nosso modus operand: serd primeiro examinar as conse-
qliéncias imediatas dos axiomas, em seguida encontrar subconjuntos apropria-
dos e ver como estes subconjuntos ajudam a descrever o sistema e entdo conside-
rar as propriedades de aplicagdes de uma dlgebra de uma classe sobre outra da
mesma classe.

Em mateméitica a palavra ‘“‘dlgebra’” refere-se a um sistema matemético
no qual todas as operagdes sobre um conjunto séo finitérias. E possivel que exista
um ndmero infinito de operagdes, mas cada operacido é uma operagdo n-iria para
algum inteiro positivo n. Em contraste o clculc estuda uma operacio infinita —
o limite. Um limite pode aplicar uma seqiiéncia infinita de nimeros reais em um
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nimero real, enquanto para algumas seqiiéncias ndo existe limite. Nenhum
tal processo ocorre em uma 4lgebra, por definicdo. Isto ndo significa dizer que
a algebra ndo se relaciona com outras disciplinas matem4ticas porque todos os
ramos da mateméatica fazem intervir algumas operacoes finitdrias, e quando
isto acontece, métodos algébricos sdo as ferramentas apropriadas para pesquisa.
Reciprocamente, algumas das mais dificeis questdes algébricas tém sido solucio-
nadas usando resultados obtidos por métodos ndo-algébricos. A forte indepen-
déncia entre os varios ramos da matemética é uma das principais caracteristicas
da matemA4tica neste século. Este livro tenta dar uma introducdo a alguns dos
conceitos algébricos que sdo em interesse de toda a matemética.
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Exercicio 1.1. Pagina 27

1. Sejam os vértices de um quadrado numerados como mostra a Fig. 1. Designemos por J,
R, S, T rotagdes hordrias de 0, 90, 180, 270 graus respectivamente. Sejam A, B, C, D,
reflexdes em torno das linhas assim designadas na Fig. 1. As simetrias do quadrado podem

entdo ser denotadas por:

1234 1234 1234 1234
J = R = S = T =

1234 2341 3412 4123

(1234) (1234) (1234) (1234)

A= B = C = D =

2143 4321 3214 1432

4. {fix) = =, folx) = Az, gaolz) = /(1 — 2), g3(x) = (2— Dz, gs(x) = 1 — 2z,
g5(z) = z/(z — 1)}.

6. G4.

10. G2, G3.
11. {J,R, 8} e {J,A}.
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1 J R 8 4 B C J R 8§ T A B:-C D
J J B 8§ A B C i J R S T / B C D
R R 8§ J C 4 B R R S T J C D B A
S S J R B ¢ 4 S S r J £ B A D €
4 A B ¢ J R 8 T r-J R 8 D ¢ A B
B B C A- 8 J R A A D B C-Jd S8 T R
¢ ¢ A B R 8 J B B ¢ A D S J R T
c ¢ A D B R T J 8
D D B ¢ A. T R 8§ J

4. € = (2,0), (a, b)* = (2 — b, —h).
5. Nio sdo tdbuas de grupo porque (ab)b = a(bb).

Exercicio 1.3. Pagina 35

3. Niac. No grupo aditivo dos racionais, para cada e existe um x tal que z +x = a. Isto
nio ¢é verdadeiro para os inteiros.

5. Se T =1, entdo o(x) = x — 1 aplica S isomorficamente sobre 7'

Exercicio 1.4. Piagina 39
3..(D:(1,2,3,4), 2:(L,4)2,3), 3): (1,324, @:13), O 2349,
6): (1,3)2,4), (M:(1),(2),3), @, B): (1,3 4),(2,5).
4. 1,3, 4,5,7 sio ciclos. 4 é uma transposicéo.
9. (1): (23), (2): (1345, 3): (12)34), (4): (164)253), (5): (1462)(3R7),
(6): (ab)cad)fq)-

Exercicio 1.5. Pégina 55

1. H4 3 grupos ciclicos de ordem 4 e 4 grupos cada um deles isomorfo ao quatro-grupo.
4. Veja-as Figs. 2 e 3. Ci2
7Ce

Cs

G
Cy ‘

c
C ’ G

oCy C
5. Considere qualquer grupo ciclico infinito.

11 (i) | =12, Gi)1l=a* = = =a=r2=& =2 (iv) {1,rs} :
@iv) {1, a, a®}.
12. {1, a®} é o tnico que & subgrupo.

2

13. Um grupo de ordem 10 ou é ciclico ou ¢ um grupo diedro.

Exercicio 1.6. Pzgina 64

3, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} ¢é o unico subgrupo de ordem 4 em 4.

4. (iv) é normal; (v) ndo é.
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10. A ordem de ¢(g) divide a ordem de g.

RESPOSTAS

12. Seja D, = {r,a:r" =1, > = 1, ar = r—'a}. Todo subgrupo de (r) é normal. Sen é
impar, estes sdo os Unicos; se n é par, entdo temos que (a, r?) e (ar, r*) sdo normais.

13. (n + 1! serve.

15. O grupo ciclico de ordem 5 é o subgrupo comutador.

Exercicio 1.7. Pagina 69

2. Cy X Cy é o quatro-grupo, Cy X C3 == (s, C X C3=2 Cps.

3. Cg X Co2V X (s

8. COHSidBI'O 02 X C4 > 4 C’s X C}.G K v © (74 X Cg X C“; >
9. Veja (8).

Exercicio 2.1. Pagina 76

L (=4 4 (=1) % —(4 — 1).
3. (1) é um dominio de integridade, os outros ndo sio anéis.

5. D X E é um anel comutativo com identidade.

7. Nio existe nenhum dominio de integridade com 6 elementos.

Exercicio 2.2. Pagina 85

1. D= D* via ¢(a) =a — 1.
5. (1) 4, (i) 3 e 7, (i) 2 e 3, (iv) 5.

9. A soma dos digitos, contando-se cada segundo digito como negativo, deve ser divisivel

por 11.
10. {0}, {0,31, {0, 2, 41, {0, 1, 2, 3, 4, 5.

Exercicio 2.3. Pagina 89

15

6. A associatividade da multiplicacdo e a lei distributiva.

2. As unidades de D, sdao nimeros racionais da forma p*, k € I. As unidades de D, sdo in-
teiros divisiveis por p e nimeros racionais da forma 1/b onde p divide b.

7. Associatividade da multiplicac@o, lei distributiva, inverso aditivo, sem divisores de zero.

9. Verdadeiro somente para /(5).

10. » = 6: As unidades formam um grupo ciclico de ordem 2.
n = 7: As unidades formam um grupo ciclico de ordem 6.
n = 8: As unidades formam um quatro-grupo.

Exercicio 3.1. P#gina 95

. Uma classe de equivaléncia é da forma {a, —al.

. Somente se A é o conjunto vazio ou é o conjunto reduzido a um elemento.

1
2
3. Grupos ciclicos cujas ordens sdo poténcias primas.
4

. Néo. A = {,(12)(34)} é normal em {;, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} que é normal

em %4 mas A ndo é normal em &,.
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Exercicio 3.2. Pagina 96

4. Sejam a/b, c/d escritos em seus menores termos (0 = 0/1). Uma possivel ordem é a/b +
cldsea<coua=ceb<d

6. Uma possivel ordem ¢ a 8 b se, ¢ somente se, b < a.

Exercicio 3.3. Pagina 102
1. m <nn — 1)/2

6. gm,7) =7+ ant+1, A =R, j(1) = a = ay, f(n) = Ei:'l‘ ak.

Exercicio 3.4. Pagina 107

104,976 = 3824, 857,375 = 5°19%, 97,344 = 2832132
$1.00. Sim, sempre que w; mostra um ndmero impar.
A ordem de p ¢ n.

(i) : [a/b] = ¢.

3 tem expoente 33 + 11 + 3 + 1 = 48; p tem expoente [n/p] + [n/p?] + ... + [n/p¥]
onde p**1 > n.

® NS -

Exercicio 4.1. Pagina 113
{a + by2: a, be Ral.

2. O corpo de quocientes é isomorfo a Ra.
Nio; (42 + /3)? é irracional.

b

oo

Exercicio 4.2. Pagina 116
L {a-+by2+cy3+d\V6:a,bc deRa} tem Ra, {a + by2: ¢, b e Ral,
{a +c\3:a,ceRal e {a + dy6:a,de Ra}l como subcorpos préprios.
2. S =D,
3. Nio se verifica!
10. 3% =73
13. GIH = {M,: Mo(z) = ax} = (K — {0}, - ).

Exercicio 4.4. Pagina 127
6. (i) disco fechado; centro em a e raio r.

(ii) O semiplano contendo a e determinado pelo bissetor perpendicular do segmento de
reta (a, b).
(ili) um ecirculo contendo a, ou se r = 0, o ponto a.
(iv) elipse.
7. () 2 =re® onde r = A/ ¢| e 6 = (I/n) argumento de ¢ + 2kn/n.
(i) 2 = —a + (222 + 22 + W2 + (Vu + 2 — w)%] onde a® — b =u+viecy
v € Re.
9. () ¢ Yz) =a Yz — D).
(iii) @fe () = c(z — b) + ad + b. Um subgrupo normal ¢é {¢: ¢(z) = cz, ¢ = 0}.
13. (=)7L
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Exercicio 5.1. Pagina 133

3. (6711,831) = 3 = 66-6711 — 533-831.
4. 0 =81+ (=2 — 2.

5. B4+4,7—12)=1

7. Nao.

11. Cada MDC{(3/4, 7/2) é uma unidade.

12. 151,316 = 22-11-19-181.

Exercicio 5.2. Pagina 138

2. (4 + 1la)14 — (5 + 14a)11 = 1. ¢ = 25 é o menor inteiro com uma solucio.
¢ =924 = 6-11-14 é o maior com cinco solucdes.

z = 136 mod. (6-5-77).
(m, n)|(@ — b)."

Cada membro de D3 é uma solugdo!

Ll

St

Exercicio 5.3. Pagina 142

5. Sen =p2 ... pi¥pr+1 ... pr é a fatoracdo prima de n, entdo existem 2F grupos abelianos
de ordem n. Cada um deles tem a forma (g X Cp/g onde pr+y ... v-|d e dln. (Cp é 0
grupo ciclico de ordem h.)

Exercicio 6.1. Pagina 149

2. Todos.

3. (1) —2, (1) 0.

Exercicio 6.2. Pagina 153

1. =+ 1.
2. f = 1/2(—2* —z + 1) mod. (=® + 1).
3. j=2x mod. (2 + z + 1).
4

. r — 1 ndo tem inverso; z2 — 1 é redutivel.

it

Sejam K um corpo e f, g € K[z]. Se (f,g9) = d e nem f nem ¢ sdo associados a d, entdo
existem a, b € K[r] tais que d = af + bg e grau (a) < grau (g/d) e grau (b) < grau (f/d).
7. (1/4)log (x + 1) — (1/4) log (x — 1)—1/[6(x — 1)] + (2/3+/3) arctg (2 + 1)/y/3.

10. Obtém-se um dominio de integridade.

11. Nio.

12. Os polindémios

@

positivos” ndo sdo bem-ordenados.

Exercicio 6.3. Pzgina 156

1. Os elementos siio 0, 1, 2,7, 1 +4, 247, 2, 1 + 24, 2+ 2, onde 2 = —1 =
rador ¢ (1 4+ 7).

o

Um ge-

Exercicio 6.4. Pagina 161

1. Se a #b, entiao r = ([f(a) — f(B)]/(@ — b))x + [af(b) — bf(a)l/(@ — b). Se a = b, entdo
= f'(a)(x — a) + f(a).
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2. 7M1,0,0) = 1/3, 4/3, 10); N0, 1, 0) = (47/3, 20/3, 19);
A0, 0, 1) = (—10, +1, —10).

3 k=2

4. Nao hé solugbes. Base para o nicleo: {(2, 3, —1)}; imagem: {(1, 2, 2), (0, —2, —1)}.

6. Os inteiros a, b, ¢ devem ser tais que a +b =c — b e 3|(a + b).

Exercicio 8.1. Pagina 210
1. Os elementos si0 0,1, 0, ©+1, 6% 6> +1, 6+ 06,62+ 06+ 1, 0onde 62+ 06+ 1 =
=0. Um céleculo tipico d4 (6* + ©)(6* + 0+ 1) = 0% 28 +z+1=(z+ 6)z + 6%
(z + 6% + o).
2. 14 06)7!= (14 26+ 206%)5.
@ Uma condigéo suficiente é que a = b.

Exercicio 8.2. Pagina 218
@ Se car(K) = p, entdo az? — az + 1 é fixado por o. Generalize!

Exercicio 8.3. Pagina 223

2. Se ¢ é a funcdo ¢ de Euler entdo existem ¢(p" — 1)/n polinémios.
3. Os polindmios irredutiveis de grau 4 sobre CG(2) sio z* + 2 + 2 +z+ 1,2 + 2 + 1
e z* + 2 4+ 1. Veja também o Probl. 6.
5. Sea é um zero de 2° —z + 1 e 8 é um zero de 22 — z — 1, entdo existe um automor-
fismo de CG(3®) levando o em —8.
6. Seja 6' = © + 1. Os elementos de ordem 15si0 ©, 6%, ©'=9©6+1, 6" = 6%+ 0 + 1,
= e

=0’+1, 0'=06+6>+0, 9’3—93+92+1e e“ + 1. Os elementos
de ordem 5 sio 0%, =062+ 0% 0°=0°+0 ¢ 02 = 6+ 02+ 0 + 1. Os ele-
mentos de ordem 3si0 6° = 6% +0 e 0 =062 +0+4+1. 2+ 22 +1=(z + 6% +

+ 0%z + 6% + 6 + 1)%

Exercicio 8.4. Pagina 232

2. O conjunto dos elementos primitivos é {(ua + v)/(ra + s) :u,v,7,s € K e us — rv  0}.

Exercicio 9.1. Pagina 238
6. Os grupos de ordem 8 séo Cs, Cyq X Cp, Oy X Cp X Cy, quatérnios, e o grupo diedro de
ordem 8. Os grupos de ordem 9 sio Cy e C3 X Cj.

7. H4 14 grupos de ordem 16. Para um tratamento completo veja M. Hall, Jr. e J. K. Senior,
The Groups of Order 2" (n > 6), New York: Macmillan (1964).

Exercicio 9.2 Pagina 243

2. Existem 5 grupos de crdem 18 e cinco de ordem 20.

5. 8q=2 Cy é normal. S, 22 (), deve também ser normal. Uma condiciio necesséria e sufi-
ciente é que ¢ = 1 4 kp.

6. Mostre que um grupo de ordem 30 deve ter um subgrupo ciclico de ordem 15. H4 quatro
grupos de ordem 30: Cgy, &3 X C5, Dyg X C3 e D3. (Aqui Dj denota o grupo diedral de
ordem k.)

Exercicio 9.3. Pagina 250

5. Nao verifica!
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Exercicio 9.4. Pagina 263

1. Existem 10 grupos abelianos de ordem 144: Cjg X Cy, Cis X C3 X C3, Cy X Cg X Cy,
02XCgX03X03, Co X Cy XCyXCy CoXCyXCy XC3XC3 CyXCy XCy XCy
X Cy Cag X Cy X Ca X Cy XC3XCs Cys XCy XCy CyXCyXC3XCs.

. O inteiro n ndo deve ser divisivel por um quadrado distinto de 1.
. Ca X Cy X Cs X Co.

5. Nao.

2
3

Exercicio 10.1. Pagina 275

3. G~ % ;. Ra(d) = Ra(y—23).

4. (i) i 3 X Cy, (ii) C4, (iil) quatro-grupo.
5. Cs. Ra(\—3, V2) e Ra(v—3, 12).

Exercicio 10.2. Pagina 291

1. O grupo de Galois é um grupo ciclico de ordem 3.
2. O grupo diedral de ordem 8.
5. Os graus possiveis séo 1 e p.
. (i) 4, 4 e 2.
(iv) @® + 2u® — 4u — 5)/(—9).
(v) Nao, Sim, Sim e Nao.

(=2

Exercicio 10.3. Pagina 299

2. si2s? — 283512 + 4818083 — 3557 — 289°.
3. N = (an)¥(—1)=Dm2,

6. (i) ¢ a® — 2b e b® — 2ac.

7. (2¢ — 6pr + 18s) e 26.

8 28 +322—22=09.

10. Apenas (ii) e (iii.
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