


, ELEMENTOS DEALGEBRA BSTRATA
Richard A. Dean

Colifornio Institute of Technology

Tradução: Carlos Alberto A. de Carvalho
Professor do Instituto Militar de Engenharia
Professor da Universidade Veiga de A1meida

LIVROS TtCNICOS E.CIENTrFICOS EDITORA S.A.
Rio de Janeiro - GB/1974



PREFÁCIO

Este livro é um desenvolvimento do curso introdutório de álgebra dado no California
Institute of Technology. O curso, e de modo mais completo este livro-texto, deve ser enten-
dido como uma introdução aos tópicos e técnicos do álgebra abstrato que encontram sempre
maiores aplicações em matemático e em ciências aplicados. Este livro serve também poro
introduzir o estudante na espécie de matemática que, pela abstração e generalidade, pela
aplicação do método axiomático, e pelo estudo de uma demonstração como um meio de
compreender matemática, mais se assemelho à pesquisa matemática honesta do que o foz
o curso típico de cálculo. Entretanto os pré requisitos formais são apenas os equivalentes de
um programo moderno de matemática' elementar. Naturalmente, o experiêncio adicional,
fornecido por qualquer curso de matemótica mais sério é incclculóvel.

Escrevendo este livro simplesmente desejei estabelecer meu plano para um tratamento
introdutório da álgebra e gozar do luxo, nem sempre permitido em um curso, de incluir alguns
tópicos tratados com pouca freqüência neste nível, e de excluir outros tópicos que têm
sido tratados extensivamente.

Neste espírito o livro não contém nenhum desenvolvimento de álgebra linear e deter-
minantes, tão pouco contém o desenvolvimento dos inteiros a partir dos postulados de Peano,
nem dos números reais a partir dos racionais, nem de aritmético transfinita. Apesar destes
serem, naturalmente, tópicos importantes, não são exigidos poro o material contido neste livro.

Se este livro tem um temo, é o conceito de grupo. O conceito de grupo é o mais
central de todos os conceitos algébricos; na verdade, as técnicas empregadas em teoria dos
grupos têm servido amplamente como modelo para outros tópicos da álgebra. Se este livro
tem um objetivo, é a teoria de Galois poro corpos de característica zero e uma demons-
tração completa do critério de que os zeros de um polinômio podem ser expressos por radicais.

O Capítulo 1 é uma introdução aos grupos. Este capítulo é o mais longo do livro porque
inclui um grande número de exemplos, notadamente grupos ciclicos, grupos de permutação
e grupos diedrais. Desenvolve as noções chave de subgrupo, homomorfismo e grupo quociente,
e produto direto. Compreendi que é valioso o tempo usado em sala de aula para tratar
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este material com um justo detalhe e esperar que o classe se torne razoavelmente capaz
de manipular os conceitos relativos a grupos. A facilidade com abstroção ganha aqui,
paga belos dividendos durante o restante do curso. Assim, o Capítulo 2, Anéis, segue facil-
mente porque muitos dos teoremas aparecem como análogos naturais dos teoremas sobre
grupos. Neste tratamento os primeiros teoremas sobre sistemas com duas operações binárias
tornam-se rotina.

Tenho rejeitado a tese de que uma introdução a álgebra deve começar com um estudo
dos inteiros. Enquanto uma discussão informal de teoria dos números é útil e interessante
ela não prepara um estudante pora o abstração subseqüente de um tratamento axiomático
de grupos, anéis e espaços vetoriais. Por outro lado, um desenvolvimento dos postulados
de Peano é um tedioso tour de force que usualmente produz uma pouco útil teoria dos
números.

o Capítulo 3, Os Inteiros, constitui uma obordagem médio-básica para a teoria dos
números. Os inteiros são apresentados como um domínio de integridade ordenado no qual a
ordem realiza a boa-ordenação dos elementos positivos. O fato de que este sistema de
axiomas é categórico é um resultado muito importante para ser ignorado e muito signifi-
cativo para se passar por cima com uma prova de "faz-de-conto". A sutileza crucial é um
teorema dando condições suficientes para um esquema indutivo definir uma função. Esta
seção e este resultado bastante técnico podem, naturalmente, ser omitidos sem prejudicar
a continuidade do livro como um todo. Na realidade, exceto pelos resultados sobre aritmética
dos inteiros (Seç, 3.6), o copítulo inteiro pode ser omitido, desde que o leitor se disponha
a aceitar as prapriedades mais elementares dos domínios de integridade ordenados e dos
conjuntas bem-ordenados. Mesmo a aritmética é essencialmente repetida no contexto mais
geral de um domínio euclideano no Capítulo 5.

Os capítulos subseqüentes sobre corpos, domínio euclidecno, polinômios, e espaços
vetoriais seguem de maneira direta. No Capítulo 8, Extensão de Corpos, o principal resultado
é a existência e unicidade de um corpo decomponível para um polinômio. A incursão lateral
através de corpos finitos e o teorema de Wedderburn sobre anéis de divisão finitos podem
ser incluídos ou excluídos, dependendo do interesse do leitor. O material do Capítulo 9,
Grupos Finitos, pode também ser selecionado deste modo. Tudo o que aí está contido é essen-
cial para um domínio efetivo da teoria dos grupos, e em particular as seções sobre grupos
solúveis são indispensáveis para a teoria de Galois. Não fiz concessões no sentido de "abran-
dar" o tratamento do teorema de base clássico para grupos abelianos finitamente gerados.
A demonstração que aparece no Capítulo 9 é completamente construtiva para grupos abe-
lianos finitamente apresentados. Ao longo do livro tenho tentado fazer todas as provas
construtivas e dar prablemas utilizando as construções. A tendência pedagógica deste livro-
-texto é a de que a teoria adquire significado maior quando são resolvidos problemas concretos.
Para a parte de unicidade do teorema de base usei a prova de P. Cohn da lei do cancela-
mento para fatores diretos clclícos de um grupo abeliano. Deste teorema segue de um
modo simples uma demonstração muito natural para a unicidade.

Finalmente, o livro termina com um capítulo sobre teoria de Galois. A teoria de Galois
serve não apenas como exemplo de uma bela teoria matemática, mas também como um
significativo instrumento pedagógico; ligando teoria dos grupos e teoria dos corpos a enten-
dimento de cada um destes tópicos é ampliado. Por mais belo que seja o teorema sobre a
correspondência de Galois, quando isolado, é provavelmente um erro começar este capí-
tulo - a menos que o leitor esteja preparado para enfrentar os detalhes surpreendente-
mente complicados dos teoremas sobre as soluções de equações por radicais. Acredito, e
em geral sigo, a máxima atribuída a Tchekhov: "Não traga um canhão à cena a menos
que esteja preparado para dispará-Io."

Uma palavra sobre o Capítulo O. O Capítulo O deve ser percorrido muito rapidamente
apenas para nos informarmos do que contém. Não pretende ser uma parte real do livro e



PREFÁCIO IX

por esta razão não contém exercrcios. Passe ao Capítulo 1 tão rápido quanto possível! O
Capítulo O deveria ser usado como um apêndice e um glossário de notação e terminologia.
Entretonto, a suo precedência é justificada por fornecer um vocabulário e incluir alguns
resultados indispensáveis. Haverá ocasião em que será necessário voltar ao Capítulo O para
maior clareza. Em tais ocasiões será útil fozer uma leitura mais cuidadosa das seções par-
tinentes, talvez mesmo construir alguns exemplos adicionais e inventar algum problema.

Como sempre, os exercícios desempenham um papel-chave para a compreensão do
material do texto. Foram incluídos mais de 350 problemas. Propositadamente, os resultados
de alguns dos problemas serão usados subseqüentemente no livro. Em tais ocasiões darei
um breve esquema da solução. Alguns problemas são pouco razoáveis; são os marcados
com asterisco. Tais problemas servem melhor como problemas de discussão em classe.

O esquema de numeração para teoremas e lemas é o padrão. Dentro de um capítulo
os teoremas são numerados consecutivamente de 1 a n. Os lemas são numerados indepen-
dentemente de 1 a m. Se, por exemplo, no Capítulo 5 citamos o Teorema 8 do Capítulo 2
o referiremos simplesmente como Teorema 2.8. No alto de páginas alternadas estão os
títulos da seção correspondente e os números dos teoremas e lemas em sua forma decimal
completa. Definições não foram numeradas numa tentativa de encorajar o estudante a
aprender as definições à medida que elas ocorrem e a evitar o mar de números que resul-
taria. Todas as definições são claramente anotadas no índice; a página na qual a definição
aparece está em negrita.

Sou profundamente agradecido aos meus colegas e estudantes do California Institute of
Technology. Durante os quatro anos de evolução e preparação deste manuscrito seus comen-
tários e críticas incisivas resultaram em um vasto número de melhoramentos e modificações.
As melhores demonstrações são deles. Gostaria de agradecer particularmente a ajuda do
falecido Morgan Ward cujos escritos abundam em muitas dos provas e exercícios. Sou tam-
bém grato aos Professores Peter Hilton, Robert Stoll e J. Dean Swift que leram cuidadosa-
mente uma redação final do manuscrito e cujas críticas permitiram remover um grande
número de imprecisões e deselegâncias. A menção dos seus nomes não constitui um endosso
e, naturalmente, os erros e mal julgamentos que restam são meus.

Também agradeço a John Wiley and Sons por sua paciência e habilidade em reproduzir
as 85 figuras, algumas das quais aparecem em duas cores.

Pasadena, California
Janeiro, 1966

RICHARD A. DEAN
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f a}; conjunto de um elemento, 5
0; conjunto vazio, 5
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U, A U B, UA; conjunto união, 6
n, A n B, nA; conjunto interseção, 6
Ia, bl; par ordenado, 7
X, A X B; produto cartesiano, 7

produto direto de grupos A e B, 65
!!dT; domínio da relação T, 8
91T; contradomínio da relação T, 8
L; iota, a função identidade, 11
cslXI; função característica, 11
,: A -> B; função de A em B, 12

I~);símbolo combinatório, 16

(S, o); Grupo com operação, 24
a-I; inverso de a, em um grupo Imultiplicativol, 30
9' n; grupo simétrico sobre n símbolos, 37
(g); grupo cíclico com gerador g, 40

ideal principal com gerador g, 78
Sb, bS; classes laterais do subgrupo S, 47
[G:S); índice do subgrupo S no grupo G, 48
V, A V B; supremo de subgrupos, 51

supremo de subanéis, 75
supremo de subespaços, 188
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Capítulo O

Neste capítulo introdutório revisaremos alguns fatos sobre aritmética e reu-
niremos uns poucos conceitos básicos sobre conjuntos, relação e funções. A maio-
ria destas noções é familiar, e este capítulo serve simplesmente para introduzir
as notações e convenções usadas através do livro e selecionar dos muitos fatos
matemáticos que já conhecemos aqueles que têm um especial significado para
este livro. Por agora adotamos o ponto de vista de que podemos usar estes fatos
bem aceitos da aritmética e da teoria dos conjuntos sem prova. Daremos, oca-
sionalmente, neste capítulo, curtos argumentos de suporte a um teorema na espe-
rança de ampliar seu significado. Devemos fazer uma leitura rápida porém
cuidadosa deste capítulo antes de passar ao Prólogo e ao início do próprio texto.
Será provavelmente prudente voltar ao Capo O de tempos em tempos para
recordar definições e notações à medida que surjam.

0.1. ARITMÉTICA

Neste capítulo e nos dois capítulos seguintes faremos uso dos inteiros como
uma fonte de exemplos. Serão usados para provar teoremas e estabelecer defi-
nições. As propriedades que necessitaremos serão familiares, e não tentaremos
até o Capo 3 um tratamento cuidadoso dos inteiros como uma teoria axiomá-
tica. Suporemos que inteiros podem ser adicionados, subtraídos, multiplicados,
e que são ordenados por "maior do que" e "menor do que". Designaremos o con-
junto dos inteiros por I.

Teorema l. Se a e b são inteiros positivos e se a divide b então
a ::; b.

Adotamos a notação usual que emprega a barra vertical para designar
divisão. Escrevemos a Ib se, e somente se, a divide b. Se a não divide b escreve-
remos a.fb. Assim, 214, 3!12, mas 2fS.
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Teorema 2. Se a é um inteiro positivo e b é qualquer inteiro,
então existem inteiros q e r tais que

b = a . q + r onde O ~ r < a.

Se O ~ b < a podemos tomar q = O e r = b. Se b ~ a então o Teorema 2
diz, na linguagem da aritmética elementar, que a divide b (este é o caso r = O)
ou se dividirmos b por a obteremos um resto que é menor que a.

Definição. Um inteiro p distinto de O e de ± 1 é chamado primo se, para todos
os inteiros a e b, sempre que p I ab, então p I a ou p I b. Um inteiro distinto de O
e de ± 1 e que não é primo é chamado composto.

Teorema 3. Seja p um inteiro tal que p ';zf= O, ± 1. p é primo se,
e somente se, para todos os inteiros a e b, verifica-se o seguinte:
se p = ab, então p = ± a ou p = ± b.

É prática comum inverter as posições da definição de um primo e do Teo-
rema 3. Nossa posição coincide com a definição, geralmente aceita, e que daremos
no Capo 2, de um elemento primo no contexto mais geral de um domínio de
integridade arbitrário. No Capo 2 um elemento que satisfaz a conclusão do
Teorema 3 será chamado um elemento irredutível.

Teorema 4 (Princípio de indução). Uma asserção referente a
um inteiro m pode ser provada para todos os inteiros m maiores
ou iguais a um inteiro particular, digamos ao, pelos dois passos
seguintes:

A. Dar uma prova ou uma verificação de que a asserção vale
para o inteiro au.

B. Provar o lema seguinte: Seja k um inteiro qualquer tal
que k ~ ao. Se a asserção é verdadeira para k então é verdadeira
para o inteiro (k + 1).

o passo (B) é chamado "passo indutivo", e a hipótese do lema é chamada
"hipótese de indução". Dizemos que a asserção foi provada por "indução sobre m".

Há um outro modo de ver este princípio. Suponhamos que se tenha uma
asserção que asseguramos ser verdadeira para todos os inteiros maiores ou iguais
a ao. Se alguma crítica diz que não é assim, então deve haver um menor inteiro h
tal que h ~ ao para o qual a nossa asserção é falsa. Claramente h ~ ao porque
foi provado em (A) que nosso resultado vale para ao; logo h > ao e (h - 1) ~ ao.
Além disso, h tendo sido escolhido como o menor inteiro para o qual nossa asser-
ção é falsa, ela deve ser verdadeira para (h - 1). Então se pusermos k = (h - 1)
no lema B, que foi provado. e ao qual nossa crítica não faz objeção, concluímos
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que a asserção é verdadeira para o inteiro (k + 1), isto é, para h. Logo nossa
crítica deve estar errada.

Um esquema análogo pode também ser usado para definir um conceito en-
volvendo inteiros.

A *. Definimos explicitamente o conceito para um inteiro inicial ao. (Na
prática ao é usualmente 0, 1, ou 2.)

B*. Seja k qualquer inteiro tal que k ;:::ao. O conceito é definido para
(k + 1) em termos do conceito para os inteiros m tais que ao :::; m :::;k: (Nesta
passagem é apropriado tratar o conceito como completamente definido para
inteiros entre ao e k.)

Exemplo 1. Definiremos exponenciação para potências inteiras não-negativas
por indução. Seja r um número real.

A*. rO = l.

B*. Se k é um inteiro não-negativo, então r(k+L) = rk·r.
Freqüentemente vemos rk "definido" por algum artifício de notação como

rk = r ... -r.
~

k fatores

Apesar de ser este procedimento na melhor das hipóteses deselegante e na
pior, sem sentido é o que transmite a noção da melhor maneira. A vantagem de
usar indução para obter definições de conceitos matemáticos é que se pode então
fazer demonstrações por indução que são precisas, elegantes e completas. Como
um exemplo vamos provar por indução as leis de adição e multiplicação para a
exponenciação usando a definição acima.

I. Se r é um número real, então para todos os inteiros não-negativos nem,

Provemos por indução sobre m. A proposição é verdadeira quando m = O
porque, pela definição A *, rO = 1 e r" . 1 = r" = rn+o. Agora o lema B. As
hipóteses particulares deste lema são que k é um inteiro positivo e que r" . r" =
= -r=. Então r" . r'": 1 = r" . (rkr) pela definição B* enquanto, pela associati-
vidade, r" . (rkr) = (r" . rk) . r. Mas havíamos suposto r" . rk = r+' e assim
r" . r(k+'l = rn+k . r, o que, por ,definição, é r(n+kl+l = )n+(k+Ll. Logo o lema B,
o passo indutivo, foi estabelecido.

11. Se r é um número real, então para todos os inteiros não-negativos nem,

(rn)m = r'":

Provemos por indução sobre m, A proposição vale quando m. = O porque
(rn)O = 1 = rO. As hipóteses indutivas supõem que k;::: ° e que (rn)k = r'":
Agora (rn)lk+Jl = (rn)k·rn pela definição B* e da hipótese indutiva, (rn)k = r'":
Logo (rn)( k+ J) = rnk. r". De (I) e da lei distributiva para inteiros resulta rnk. r" =
= rnk+ n = rn( k4-1) e assim o passo indutivo foi estabelecido.
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0.2. CONJUNTOS

Adotaremos uma atitude informal em relação à teoria dos conjuntos. Fala-
remos sobre conjunto e seus elementos; operaremos com conjuntos, considerando
relações sobre conjuntos, funções de um conjunto para outro, e formando novos
conjuntos por várias construções. Em nenhum lugar neste texto tentaremos
construir um fundamento próprio para a teoria dos conjuntos. Nosso desenvol-
vimento supõe a teoria dos conjuntos como básica para a matemática e usa-a
informalmente como uma linguagem para expressar idéias matemáticas. Ê,
entretanto, nossa intenção, sermos cuidadosos com a apresentação da teoria dos
conjuntos no sentido de que cada teorema poderia, de modo direto, ser incor-
porado em uma teoria formal. Tentaremos pôr em evidência aquelas ocasiões
em que a formalização não seja possível por métodos rotineiros.

As noções de "conjunto" e "pertinência" serão aceitas como noções primi-
tivas. Pertinência é uma asserção sobre dois conjuntos. Se A e B são conjuntos,
A é um membro de B ou A não é um membro de B. A pertinência é designada
pelo símbolo E e a escrita simbólica usual

significa qualquer das sentenças sinônimas seguintes:

O conjunto A é um membro do conjunto B.

O conjunto A pertence ao conjunto B.

A está em B.

A notação A rt B significa que A não é um membro de B. Se A E B dizemos
que A é um elemento de B.

Concebemos um conjunto como uma entidade independente que é uma
coleção de seus elementos. Do nosso ponto de vista elementos são apenas outros
conjuntos. "Conjunto" é um coletivo no mesmo sentido em que o são "bando"
e "teoria". Um "bando" é uma coleção de "gansos", uma "teoria" é uma cole-
ção de "teoremas", e um "conjunto" é uma coleção de "elementos". Freqüen-
temente fazemos a distinção relativa entre um conjunto e seus elementos usando
letras minúsculas para os elementos de um conjunto e uma letra maiúscula para
o conjunto. Assim "a E A" será uma notação típica neste livro.

O símbolo de igualdade (=) é usado entre dois símbolos denotando conjun-
tos como uma escrita simbólica para assegurar que os dois símbolos são nomes
para o mesmo conjunto. Assim 2 = 1 + 1 assegura que 2 e 1 + 1 são nomes
para o mesmo inteiro; designam o mesmo conjunto.

Mas que significa dizer que dois conjuntos são o "mesmo"? Intuitivamente,
seria natural concordar que dois conjuntos são o mesmo se têm os mesmos ele-
mentos. Na realidade. adotamos, como um axioma, o critério seguinte para de-
cidir quando dois conjuntos são o mesmo. O axioma é enunciado em termos dos
conceitos primitivos.
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Axioma de Extensão

A = B se, e somente se, para todos os conjuntos x, se x E A então x E B e
se x E B então x E A.

Este axioma estabelece que um conjunto é determinado pelos seus elemen-
tos. Quando conveniente listamos os element.os que são membros de um con-
junto A e mostramos que esta lista designa o conjunto colocando-a entre
chaves. Por exemplo, {O,I} designa o conjunto cujos elementos são ° e 1. Note
que {O,I} = {I, O} e {O,O} = {O}.

Um conjunto S = {a} contém um único membro. a conjunto que não contém
membros será referido como o conjunto vazio ou o conjunto nulo e será denotado
por 0.

Uma listagem é impossível para conjuntos infinitos e inconveniente para ou-
tros conjuntos. Nestes casos freqüentemente empregamos a chamada notação
construtiva. Um exemplo dará a idéia. Suponhamos que se deseje designar o
conjunto R de números reais entre ° e 1. Escolhemos um símbolo para um ele-
mento, digamos r. Se r é um membro de R, então r é um número real e O:::; r :::;l.
a conjunto R é designado na notação construtiva do seguinte modo:

{r : r é um número real e ° :::;r :::;I}.

Lê-se, "o conjunto de todos os r tais que r é um número real e ° é menor ou
igual a r e r é menor ou igual a I".

De modo mais geral, um conjunto é com freqüência determinado pelas con-
dições que seus elementos devem satisfazer. Se por brevidade chamamos estas
condições C então designamos o conjunto determinado por estas condições por

{x : x satisfaz as condições C}.

Estamos agora vendo um conjunto como determinado por uma condição
ou propriedade. a conjunto consiste de precisamente aqueles elementos satis-
fazendo uma condição QU condições específicas. As condições podem ser muito
complexas e na realidade pode não ser sempre possível decidir se um elemento
satisfaz as condições dadas.

a conjunto vazio é um conjunto tal que x rf 0 para todos os conjuntos x.
Temos também 0 = {x: x :;éx}.

Empregamos também uma outra conveniência de notação na designação
de conjuntos. Listando um conjunto podemos dar uns poucos membros típicos
e segui-los com três pontos ( ... ) para indicar que o conjunto pode ter mais ele-
mentos que não tomamos o cuidado de descrever. Assim poderíamos denotar
os inteiros positivos como {I, 2, 3, ... }. Esta notação é muito pouco satis-
fatória posto que os elementos do conjunto devem ser efetivamente determina-
dos do contexto da situação; em particular, devemos poder decidir se o conjunto
é. finito ou infinito.

Apresentamos aqui algumas abreviaturas especiais: I A I designa o número
cardinal dos elementos de A. Escrevemos A ç B se, e somente se, x E B sempre
que x E A. Logo A ç B significa que cada elemento de A é um elemento de B.
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A ç E é freqüentemente lido: "A está contido em E" ou "A está incluído em E"
e dizemos que A é um subconjunlo de E. Claramente A = E se, e somente se,
A ç E e E ç A. Note que )Õ ç A e A ç A para todos os conjuntos A. A e )Õ

são chamados subconjuntos impróprios de A; todos os outros subconjuntos de A
são chamados subconjuntos próprios. Escrevemos J. C E se A ç E e A ;;'"E.

A - E = [z : x E A e x rt El.
A U E = lx:xEAouxEEl.

A palavra "ou", é aqui usada no sentido inclusivo de "e/ou". Um exemplo
é {O, 1,21 u jo, 31 = 10,1,2,31·

A n E = [z : x E A e x E El.

Se A é um conjunto escreveremos UA para o conjunto [z : existe um a E A
tal que x E a}. UA é chamado o conjunto união dos conjuntos em A. Analoga-
mente escrevemos í\ A para o conjunto 1x : x E a para todo a E A I. í\ A é cha-
mado o conjunto interseção dos conjuntos em A. Note que se A = lal, a2L então
UA = aI U a2•

Empregaremos dois tipos de diagramas para mostrar as várias relações entre
conjuntos. Um deles é o familiar diagrama de Venn com regiões designando con-
juntos. Tomemos por exemplo,

A = {todos os inteiros L
E = 1todos os inteiros múltiplos de 6L
C = Itodos os inteiros múltiplos de 15L

E n C = 1todos os inteiros múltiplos de 301.

A Fig. 1 ilustra esta técnica.

A

BUC

B

Fig. 1

Bnc
Fig.2

Um outro tipo de diagrama usa um ponto para designar um conjunto. Se
um conjunto E é um subconjunto de um conjunto A, então o ponto para A é
desenhado mais alto do que o ponto para E e traçamos uma linha de um para
o outro ponto. A Fig. 2 ilustra esta técnica para o exemplo acima. Nossa con-
venção não exige que se trace uma linha distinta de E para A porque os segmentos
de reta de E para E U C e de E U C para A fornecem uma indicação de que E
é um subconjunto de A. Uma outra linha seria supérflua. Na linguagem da seção
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seguinte a relação de inclusão (Ç) é uma relação transitiva sobre os subconjun-
tos de um conjunto e exploramos isto no diagrama.

Dizemos que os membros de um conjunto A são mutuamente diejuntoe se para
quaisquer dois conjuntos distintos a e b em A, a n b = )25.

Exemplo 2. Seja a o conjunto dos inteiros ímpares e b o conjunto dos inteiros
pares. Então A = {a, b} tem membros mutuamente disjuntos. Se c é o conjunto
dos múltiplos de 3 e B = {a, b, c}, então os elementos de B não são mutuamente
disjuntos. Note que U A = U B.

Temos uma necessidade constante de usar o conceito de um "par ordenado" -
de elementos. Por exemplo, em geometria analítica um ponto do plano é dado
por dois números - suas ordenadas. Concordamos em escrever primeiro a co-
ordenada x do ponto e então sua coordenada y. Deste modo o ponto com coorde-
nadas (1, 2) é distinguido do ponto (2, 1). A distinção é feita pelo nosso esquema
de notação; a coordenada x aparece como o número da esquerda. Podemos nos
livrar da dependência do esquema de notação de "esquerda" e "direita" usando
uma definição introduzida por Norbert Wiener e C. Kuratowski:

(a, b) = {{a}, {a, b}}.

Assim o par ordenado (a, b) é um conjunto consistindo de no máximo dois
elementos, o conjunto {a} e o conjunto {a, b}. É claro que, se a ~ b, então (a, b) ~
~ (b, a). Na realidade, (a, b) = (b, a) se, e somente se, a = b. Note que (a, a) =
= {{a}}, o conjunto de um elemento cujo único elemento é o conjunto {a}. De
modo geral, (a, b) = (c, d) se, e somente se, a = c e b = d. A: X B designa o con-
junto {(a, b) : a E A e b E B}. A X B é chamado o produto cartesiano de A e B.

0.3. RELAÇÕES

Sejam A e B dois conjuntos. Havendo uma razão para associar certos ele-
mentos de A a certos elementos de B, usamos a palavra "relação" e dizemos
que os elementos associados estão relacionados. Assim se A é o conjunto de todos
os homens vivos e B é o conjunto de todas as mulheres vivas poderíamos dizer
que o homem a está relacionado a mulher b se a foi alguma vez casado com b.
Este relacionamento pode naturalmente ser muito complexo! A noção importante
é que estamos escolhendo certos pares ordenados (a, b) de A X B e dizendo que
os pares ordenados escolhidos, .a e b estão relacionados. A escolha dos pares or-
denados constitui, é claro, uma forma d·e definição para qualquer propósito dese-
j ado, e é a essência da definição matemática formal de relação.

Definição. Uma relação binária entre os conjuntos A e B é um subconjunto T
do produto cartesiano A X B.

Como um exemplo, seja A o conjunto dos inteiros positivos e B o conjunto
dos inteiros negativos. Seja T = {(a, b) : a + b = O}. Assim, T contém os pares
(1, --:1), (2, -2), e assim por diante. Freqüentemente empregamos um símbolo
especial, digamos T, escrevendo a T b se, e somente se, (a, b) E T. Analogamente
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escrevemos a 1b se, e somente se, (a, b) rt T. Se A = B falamos de uma relação
binária sobre A.

Exemplo 3. Seja A o conjunto dos inteiros não-negativos. Seja T = {(a, b): a
divide b}. Aqui o símbolo de relação é a barra vertical mencionada anteriormente.

Um subconjunto especial de A de importância na discussão de uma relação T
é o dorninio ~ T da relação T:

~T = {a: existe b E B tal que (a, b) E TI.

Analogamente o contradorninio PllT de T é um subconjunto de B:
f!ltT = {b: existe a E A tal que (a, b) E T}.

Exemplo 4. Seja A = B o conjunto de todos os números reais. Seja

T = {(x, y) : x2 + (y - 1)2 = 1}.

Temos:

~T = {x: -1 :s; x :s; 11 e e ; = {y:O:S; y:S; 2}.

Os pontos do plano cujas coordenadas cartesianas correspondem a esta relação
estão sobre um círculo de raio 1 e centro (O, 1).

Uma classe especial de relação sobre um conjunto A que desempenham um
papel fundamental em matemática consiste daquelas relações chamadas relações
de equivalência.

Definição. Uma relação binária E sobre um conjunto A é chamada uma relação
de equivalência sobre A se são válidas as três propriedades seguintes:

1. Para todo a E A, (a, a) E E.
2. Para todo a e b em A, se (a, b) E E, então (b, a) E E.
3. Para todo a, b e c em A, se (a, b) E E e (b, c) E E, então. (a, c) E E.

Uma relação que satisfaz (1) é chamada reflexiva.
Uma relação que satisfaz (2) é chamada simétrica.
Uma relação que satisfaz (3) é chamada transitiva.

Introduzindo o símbolo especial ('"'-') para uma relação de equivalência E,
as propriedades poderão ser enunciadas como se segue:

1*. Para todo a E A, a '"'-'a.
2*. Para todo a e b em A, se a '"'-'b, então b '"'-'a.
3*. Para todo a, b e c em A, se a '"'-'b e b '"'-'c, então a '"'-'C.

É freqüente pensar que simetria e transitividade implicam reflexividade
argumentando que (2*) dá a '"'-'b e b '"'-'a e então (3*) dá a '"'-'a. Entretanto, o
exemplo seguinte mostra que este não é o caso.

Exemplo 5. Seja 11 = {x, yl e R = {(y: y)}.
Assim y '"'-' y é a única relação! (1*) não vale- porque x ,..., x; entretanto, (2*)

e (3*) são válidos. A dificuldade com o argumento errôneo dado acima é que :r
pode não estar relacionado a nenhum elemento, como no caso do Ex. 5. Se
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x fosse relacionado a algum elemento, então o argumento seria válido e mostra-
ria que x rv x.

Exemplos de Relações de Equivalência

1 Seja A o conjunto das figuras geométricas planas. Seja a ""b se, e somente
se, a é congruente a b.

2. Seja A o mesmo conjunto em (1). Seja a rvb se, e somente se, a é seme-
lhante a b.

3. Seja A o conjunto dos automóveis existentes no mundo no dia de hoje.
Seja a rv b se, e somente se, a e b são feitos pelo mesmo fabricante.

4. Seja A o conjunto de todos os inteiros. Seja a rv b se, e somente se, 2 di-
vide a- b.

5. Seja A o conjunto de todas as funções contínuas sobre o intervalo fechado

[0, 11= {x : ° .:::;x':::; 1j. Seja a(x) ""b(x) se, e somente se, foI a(x)dx = foI b(x) dx.

A mais importante propriedade de uma relação de equivalência sobre um
conjunto é que ela particiona o conjunto em subconjuntos mutuamente disjuntos
chamadas classes de equivalência. Uma classe de equivalência contendo um
elemento x consiste precisamente dos elementos equivalentes a x. No exemplo (4)
acima há duas classes de equivalência, os números ímpares e os números pares.
Em (1) acima há muitas classes de equivalência, uma delas é o conjunto de todos
os quadrados de lado 1 cm. As classes de equivalência de (2) e (4) são ilustradas
na Fig. 3. A situação geral é estabelecida no teoreina seguinte.

Teorema 5. Seja A um conjunto não-vazio e designemos por IJ uma
relação de equivalência sobre A. Para todo x E A sej a S; = {y : y IJ X j.
A é o conjunto soma do conjunto de subconjuntos S; não-vazios
e mutuamente disjuntos; A = U {Sx : x E A j. Sx é chamada uma
classe de equivalência de A sob IJ. Reciprocamente, se A é o con-

I

Exemplo (2) Exemplo (4)

Fig.3



10 CAPo O

junto soma de um conjunto T de subconjuntos de A não-vazios e
mutuamente disjuntos, então pode ser definida uma relação de equi-
valência T sobre A de modo que os elementos de T sejam as classes
de equivalência de A sob T.

DEMONSTRAÇÃO. Parte I. Indiquemos com a uma relação de equivalência so-
bre o conjunto não-vazio A. Para cada x E A, seja S.., o subconjunto de A definido
no teorema. Como a é reflexiva, x E S" e assim S, é não-vazio. Segue de
x E S" E A que A = U {x : x E A} ç u {S,,: x E A} ç A.

Agora suponhamos que S, n Sy ~ )25 e seja Z E S" n S.. Temos por defi-
nição Z a x e Z a y, logo x a y e y a x seguem da transitividade e da simetria de a .
Mas se v E S", então v a x e como x a y, novamente por transitividade, temos
v a y. Logo S" ç Sy. Analogamente concluímos que Sy ç S" e então que S.&= Sy.
Portanto as classes de equivalência de A sob a formam um conjunto mutuamente
disjunto de subconjuntos não ..vazios de A. Temos efetivamente S, = Sy se, e
somente se, x = y.

Parte lI. Seja A = UT onde T é um conjunto de subconjuntos de A
não-vazios e mutuamente disjuntos. Recordemos que um elemento t de T é um
subconjunto de A. Definimos uma relação E sobre A como segue: (x, y) E' E
se, e somente se, x e y pertencem ao mesmo subconjunto tE T. E é trivialmente
reflexiva e simétrica. Vemos facilmente que E é também transitiva, e então E
é uma relação de equivalência que denotaremos por T. Devemos agora provar
que se tE T, então existe um x E T tal que t = Iy : y E A e y. T x}. Por' hipótese,
t é um subconjunto não-vazio de A, e seja x E i. Agora, por definição, para todo
y E A temos y T X se, e somente se, y pertence a t. Logo, t = Iy : y E A e y T x}.

0.4. FUNÇÕES E APLICAÇÕES

Um dos conceitos mais centrais de toda a matemática é o conceito de função.
Em sua forma básica uma função é um tipo especial de relação.

Definição. Uma função f é uma relação entre conjuntos A 'e B tal que:

Se (a, b) E f e (a, c) E t, então b = C.

Esta definição simplesmente assegura que o segundo membro de um par
ordenado pertencente a f é univocamente determinado pelo primeiro membro.
Quando a relação f é uma função é costume escrever o par ordenado como (a, f(a)).
Note, também, que nos temos afastado da nossa convenção de usar letras maiús-
culas para conjuntos porque a notação usual para uma função é uma letra minús-
cula. Veremos mais tarde que é conveniente usar letras gregas minúsculas para
denotar certas funções.

Definição. Se.f é uma função entre A e B, A é chamado a fonte e B a meta de f.
Se f é tal que ~I = A dizemos que f é uma função de A em B. Se ~I = A e
fJtl = B, então dizemos que f é uma função de A sobre B.
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A distinção entre as palavras em e sobre é crucial! É claro que cada função
de A sobre B é também uma função de A em B e qualquer função é uma função
do seu domínio sobre seu co-domínio. É usual dizer que uma função j de A sobre
B é uma função sobrejetiva ou que j é uma sobrejeção de A para B.

Nos Exs. 6 a 8 a seguir, a fonte A é o conjunto de todos os números reais
e A = B.

Exemplo 6. j = {(x, y) : y = x21, ~f = A e íJ1lf = {x: 0:$ z]. j é uma função
de A em A.

Exemplo 7. 9 = {(x, y) : y2 = x21 não é uma função porque, por exemplo, (1, 1)
e (1, -1) pertencem a g. ~g = íJ1lg = A. .

Exemplo 8. h = {(x, y) : y = V1=71,~h= {x: Ixl:$ 11 e íJ1l" = {y : O :$y:$ll.
h é uma função de fonte e meta A.

Exemplo 9. Sejam A = {aI, a2, aa, a41 e B = {bl, b2, ba, ... 1· Seja k = {(aI' bl),

(a2' bl), (aa, ba) I· ~ k = {aI' a2, aal e íJ1lk = {bI> bal. k é uma função de fonte A
e meta B.

Exemplo 10. Seja A um qualquer conjunto. A função identidade de A sobre A
é {(x, x): x E AI; isto é, ,(x) = x, para todo x E A.

Exemplo 11. Sejam A e B dois quaisquer conjuntos. Seja b um elemento fixado
de B. A função constante jb é {(x, b) : x E A I; isto é, U:r) = b para todo x E .4.

Exemplo 12. Seja A um qualquer conjunto. Seja S qualquer subconjunto de A.
Seja B= {O, 11. A junção característica Cs é a função {(x, 1) : x E SI u {(x, O) : x rf=SI;
isto é,

() __ {lsexES
Cs x - O se x rf=S

Exemplo 13. Uma seqüência é uma função especial. Seja A um subconjunto
dos inteiros não-negativos {O, 1, 2, ... 1. Seja B qualquer conjunto. Uma su-
cessão ou seqüência é uma função s de A em B. Denotamos usualmente o segundo
elemento do par ordenado (i, b) E S por Si e indicamos então a seqüência por
{Si: i E AI. Se A = {O, 1, ... I escrevemos usualmente Iso, SI> 1.

Definição. Seja A o conjunto finito de inteiros positivos {1, 2, ,nl. Seja B
um qualquer conjunto. Uma n-upla de elementos de B é uma seqüência de A
em B. Uma n-upla será designada por (bl, ... , bn).

Um par ordenado (a, b) pode ser identificado com uma 2-upla e A X B pode
ser identificado com o conjunto de todas as 2-uplas (SI, S2) que são funções de
{1,21 em A U B tais que SI E A e S2 E B. AI X ... X An denotará todas as
n-uplas (aI' ... ,an) de AI U ... U An tais que ai E Ai para i = 1, ... , n.

Em geometria analítica aprendemos a representar os pontos (x, y) satisfa-
zendo uma relação sobre os números reais para construir um gráfico. Os Exs.
6, 7 e 8 são representados graficamente na Fig. 4.
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Exemplo (6) Exemplo (7)

Fig. 4
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Exemplo (8)

Representaremos o Ex. 9 de maneira diferente. Exploramos a noção de
que uma função associa a um elemento particular de um conjunto A no máximo
um elemento de um conjunto B. A palavra "aplicação" é sugestiva e é usada
como um sinônimo de função. Se (a, b) E t, então b é chamado a imagem de a
sob i, e a é chamada a pré-imagem ou imagem inversa de b sob f. Note que um
elemento de B pode ter muitas pré-imagens ou nenhuma pré-imagem sob J.
Assim uma função aplica certos elementos de A em elementos de B. Para vi-
sualizar isto, é conveniente desenhar um conjunto simbólico A e um conjunto
simbólico B e ligá-los por setas para indicar esta aplicação. A Fig. 5 é uma
visualização desta espécie para o Ex. 9.

Exemplo (9)

Fig.5

Em geral usamos uma representação simbólica como a que é mostrada na
Fig.6. Escrevemos simbolicamentef : A --i> B quandoJ é uma aplicação de A em B.

Definição. Seja A C AI e B ç BI' Se J : A --i> B e g : AI --i> Bh dizemos que
g é uma extensão de J se J ç g. Se J : A --i> B e se S ç A, dizemos que h: S --i> B
é a restrição deJ a S se e, = S n e, e h ç J.

A

f

FiI·6
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Exemplo 14. Seja A = B = {números racionais}. Seja 1: A ---7 B a função
{(r,r2):rEA}. Seja AI = BI = {números reais}. Seja 9 = {(T.r~): rEA} U
U {(x, O) : x E AI - A}. Então 9 é uma extensão de j. Seja S = [z :x é racional
e O ::; x ::; l}. Seja h : S ---7 S a função {(1', 1·~):r E SI. h é aqui a restrição de 1a S.

Definição. Uma aplicação 1:A ---7 B é chamada injetiva ou é uma injeção de A
em B, se sempre que (a, b) e (c, b) estão em 1então a = c. Se 1é injetiva e sobre-
jetiva diremos que} é bijetiva ou é uma bijeção de A sobre B.

É apenas um exercício de vocabulário ver que uma função é injetiva se, e
somente se, cada elemento em seu co-domínio tem uma única pré-imagem em A.
Definição. Ccmposição de aplicações. Seja}: A ---7 B uma aplicação de A em B
e seja 9 : B ---7 C uma aplicação de B em C.· A aplicação h: A ---7 C de A em C
dada por h = {(a, g(f(a))) : a E A} é chamada a composta de 1e g. Escrevemos
h = g}. A Fig, 7 ilustra este processo. /-u .E( M c:: : ~

r

/

Fig.7

É importante realizar que nossa notação escreve as aplicações da direita
para a esquerda. g1 significa aplicar primeiro a aplicação 1e então a aplicação. g.
Isto é consistente com a notação habitual para as funções. Assim sen 2x repre-
senta a composição da função 1 dada por f(x) = 2x e da função 9 dada por
g(y) = sen y, enquanto 2 sen x representa 19.

Teorema 6. Se 1 é uma injeção de A em B, então existe uma
sobrejeção 9 de B para A tal que g1 é a função identidade sobre A.
A função 9 é univocamente determinada se, e somente se, IA I = 1
ou 1é uma bijeção de A sobre B.

0.5. OPERAÇÕES E OPERADORES

Definição. Uma operação binária sobre um conjunto A é uma aplicação de
A X A em A.
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Em termos mais vivos, porém ligeiramente menos precisos, uma operação
binária é uma regra que nos diz como combinar um par de elementos para obter
um elemento do conjunto A. Adição, subtração, multiplicação e divisão fornecem
exemplos tirados de nossas primeiras experiências matemáticas. ::-.l a realidade
poderíamos apresentar a tábua de adição na forma seguinte:

+ = {«I, 1), 2), «1, 2), 3), «2, 1), 3), ... j.

Com auxílio de uma notação que deve ser usada circularmente poderíamos escrever:

+ = l(a, b), c) : a + b = cl!

Podemos sem perda de precisão, ver uma operação binária m sobre A como
um conjunto de triplas ordenadas (3-uplas) de A. Podemos considerar m como
o conjunto {(a, b, c) : «a, b), c) E mj. Por exemplo, (1, 2, 3) E +.

Se m é uma operação binária sobre A usaremos com freqüência um novo
símbolo, digamos (*), escrevendo a * b = c se «a, b), c) pertence a m. Na maioria
das vezes simplesmente justapomos a e b, escrevendo ab = C. Esta é a prática
usual para a multiplicação em álgebra enquanto (X) ou·(·) é usualmente empre-
gado para a multiplicação de números reais. Assim é que vemos 2 X 3 = 6 ou
2·3 = 6.

Exemplo 15. Seja S um conjunto; A consiste de todas as aplicações de S em S.
A composição de aplicações é uma operação binária sobre A.

Definição. Denotemos por (*) uma operação binária sobre A. A operação é
chamada associativa se para todo a, b e c em A, (a * b) * c = a * (b * c). A operação
é dita comutativa se para todo a e b em A, a * b = b * a.

Se (*) designa uma operação binária sobre A ainda não foi definido o que deve
significar o símbolo aI * a2 * ... * ano Por exemplo, se a operação é (+) sobre
os inteiros o que designa 6 + 4 + 1 ? 11, naturalmente! Entretanto se a opera-
ção binária é a subtração (-) sobre o conjunto dos inteiros então o símbolo
6 - 4 - 1 é ambíguo.

Definição. Seja m :A X A --,"> A uma operação binária sobre um conjunto A
que será denotada por (*). Indicaremos com aI * a2 * a3 a imagem sob m do par
ordenado (aI * a2' a3)' Isto é, aI * a2 * a3 é o elemento obtido primeiro determi-
nando (aI * a2) e então (aI * a2) * a3. Na realidade é costume usar parênteses
para indicar que vamos primeiro determinar aI * a2 (= a4) e então a4 * a3. Defi-
nimos por indução aI * a2 * ... * an_1 * an = (aI * ... * an-I) * ano

Esta convenção para a notação é referida como associação à esquerda. Se
a lei associativa vale para (*) então pode ser provado que cada modo de inserir
parênteses no símbolo aI * ... * a; para reduzir seu cálculo a uma seqüência de
operações binárias resulta sempre no mesmo elemento de A.

Para ser preciso, estamos aqui definindo, por indução, uma função <{J do
conjunto de todas as n-uplas, n = 2, 3 ... , em A como segue:

<{J(al, a2) = aI * a2
~!;{al1 a2, ... t anl a'i + I) = <p(a1, a2, ... , a,J * a; + 1
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Existe um hiato neste ponto porque não sabemos realmente que função, no sen-
tido preciso de nossa definição anterior, foi definida. Com efeito, qual é o con-
junto de pares ordenados que constitui a função"? Removeremos esta lacuna
no Capo 3 onde estabelecemos um esquema geral para definir uma função por
indução. Por agora, nos basearemos em nossa intuição e na suposição feita na
Seç. 0.1 de que podemos dar uma tal definição.

Teorema 7. Suponhamos que A consiste de todas as aplicações
de um conjunto S em S. A operação binária de composição definida
sobre A é associativa.

DEMoxsTRAçÃO. Sejam t, 9 e h aplicações de S em S. Devemos provar que
(hg)f = h(gf)· Não há dúvida de que (hg)f e h(gf) são funções de S em S porque,
como foi observado. a composição é uma operação binária sobre A. Temos so-
mente que provar que são a mesma função, isto é, que os conjuntos de pares or-
denados que constituem as duas funções são iguais. Para fazer isto é claramente
suficiente mostrar que a imagem de cada x E S é a mesma sob (hg)f e h(gf). Temos
(hg)f (x) = (hg)(j(x») = h(g(j(x))), enquanto h(gf)(x) = h(gf(x)) = h(g(j(x))). Logo
a imagem de x sob cada função é h(g(j(x))). A Fig. 8 ilustra a situação.

Fig.8

Definição. Uma operação n-ária sobre um conjunto A é uma aplicação do con-
junto de todas as n-uplas de A em A.

Exemplo 16. Seja A o conjunto dos inteiros. Uma operação ternária (3-ária)
sobre A é definida aplicando a 3-upla (a, b, c) em ab + c.

Como no caso de uma operação binária podemos pensar numa operação
n-ária como um conjunto de (n + 1)-uplas.

Uma operaçãounária (l-ária) sobre A é exatamente uma função de A em A.
Não teremos ocasião de considerar outras operações senão operações unárias p

binárias.
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Definição. Seja (*) uma operação binária definida sobre um conjunto S. Um
subconjunto T ç S é dito jechado sob C*) se a restrição de (*) a T X T é uma
operação sobre T.

Assim T ç S é fechado sob uma operação binária (*) se para todo (ti' t2) E

E T X T, então ti * t2 E T.

Exemplo 17. Se I é o conjunto de todos os inteiros e 1+ = Ix : x E I, x> 01,
então I + é fechado sob a adição mas não sob a subtração.

O conceito de uma operação binária pode ser generalizado de modo útil para
a noção de um conjunto de operadores sobre um conjunto.

Definição. Um conjunto B é dito um conjunto de operadores para A por M se M
é uma aplicação de B X A em A.

O efeito desta aplicação é que há uma regra que nos diz como combinar um
elemento de B e um elemento de A para obter um elemento de A.

Exemplo 18. Se M é uma operação binária sobre A, então A é um conjunto de
operadores para A. Deste modo, por exemplo, poderíamos ver 2 + não como
um inteiro mas como a operação ("efeito") de adicionar 2 a cada inteiro.

Exemplo 19. Seja A o conjunto das funções contínuas de valores reais sobre
[O, 11. Seja B o conjunto dos números reais. Então se j E A e r E B podemos
definir M(r, j) como a função 1', isto é, (r .j)(:r) = (j(x))' = 1'(x). Assim B é um
conjunto de operadores (operadores exponenciais) para A.

Exemplo 20. Sejam S um qualquer conjunto e A, o conjunto de todas as apli-
cações de S em S. Para (j, x) E A X S, definimos M(j, x) = j(x). Então li é
um conjunto de operadores para S.

0.6. COMBINATÓRIA

Necessitaremos fazer de tempos em tempos umas poucas contas sobre o nú-
mero de elementos de um conjunto fi:nito. Aqui estão alguns dos resultados básicos.

Teorema 8. Se S é um conjunto de n elementos então
1. O número total de subconjuntos de S é 2n•

2. Se n 2: 1, o número de subconjuntos de S com um número par
de elementos é o mesmo que o número de subconjuntos com um
número ímpar de elementos. Este número é 2n-l.

3. Se (~) designa o número de subconjuntos com k elementos então

(~)=(n: k)eparan>k~I,(~=~)+(n:l)=(~).
4. Para n~k~O, (~) = n!jk! (n-k)! (Seguimos a convenção de

que O! = 1.)
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5. Para números a, b temos a fórmula binomial: (a + b)n =
",k~n (n) a'L":""-...k-O k .

DEMONSTRAÇÃO. As conclusões (1), (2) e (3) são provadas simultaneamente
por indução sobre n. Para n = O a conclusão (1) é óbvia e as outras duas valem
por estarem supondo n > O. (É também fácil verificar estas conclusões para
n = 1 e n = 2.) Assim o passo A de nossa prova por indução está completo.
A hipótese indutiva para o passo B estabelece que (1), (2) e (3) valem para todos
os conjuntos com n - 1 elementos. Provaremos agora, com base nesta suposição,
que valem para um conjunto com n elementos. Seja S um conjunto com n ele-
mentos onde suporemos, para evitar trivialidades, n ;:::2. Seja x um elemento
particular de S que mantemos fixado ao longo de nOSHa discussão. Seja S' =
= S - [z]. Notamos que S' tem n - 1 elementos e que se A é um subconjunto
de S, então se x ri- A segue A ç S', mas se x E A, então existe um único conjunto
A' ç S' tal que A = A' U [z}; com efeito, A' = A - [z]. Seja K o número
de subconjuntos de S' com um número par de elementos (ou um número ímpar
de elementos). Temos 2K = 2n-l. Acrescentamos agora o elemento x a cada
subconjunto de S'. É claro que, se E' ç S' e E' tem um número par de elementos,
então E = E' U [r] tem um número ímpar de elementos, enquanto que se O' ç S'
tem um número ímpar de elementos, então O = O' U {x I tem um número par d~
elementos. Assim para contar o número de subconjuntos de S, com um número
par de elementos, temos K subconjuntos que têm um número par de elementos
e são subconjuntos de S' e K mais da forma O' U [z], Posto que cada subcon-
junto A de S tem, como foi observado, uma única expressão de forma A' ou
A' U [z] com A' C S' é agora claro que existam exatamente 2K subconjuntos
de S com um número par de elementos. Analogamente existem 2K subconjuntos
de S com um número ímpar de elementos, um total de 4K = 2" subconjuntos de S.

Assim estabelecemos (1) e (2). Para provar (3) observamos de início que ( ~ ) =

= (n : k) notando que a correspondência de cada subconjunto com seu

complemento é injetiva e que se A ç S tem k elementos então seu complemento
deve ter n - k elementos. A segunda parte de (3) segue de modo análogo ao de (2).
Se A ç S tem k elementos e k ;:::1, então A = A' ç S' ou A = A' U [z] de
pendendo de x ri- A ou X E A. Logo o número de subconjuntos de S tendo k ele-
mentes deve ser a soma do número de subconjuntos de S' tendo··k elementos e
do número de subconjuntos de S' tendo k - 1 elementos (aos quais acrescen-
tarnos x para obter um conjunto com k elementos que contêm .c). Isto é,

( n) = (n - 1) + (n - 1 )
k k k-1 .

A conclusão (4) segue por muito conhecida indução sobre n; deixamos 0:-; de-
talhes para o leitor. (.t) tem também uma prova padrão por indução, entretanto
é mais direto partir da observação de que um termo akb"-k aparece no produto
(a + b)" escolhendo o termo a de k dos fatores (a + b) E' b dos restantes n - k
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fatores. Logo o coeficiente de akbn-k é simplesmente o número de subconjuntos
de 11, ... ,nl tendo k elementos. (1) pode naturalmente ser provado de (3),
(4) e (5): tomamos a = b = 1. (2) também segue de (3), (4) e (fj); basta tomar
a = 1 e b = - 1. (3) é precisamente a lei que governa a formação do triângulo
de Pascal.

* * *
Um segundo lema combinatório é o clássico princípio do "pombo-correio"

atribuído a P. G. L. Dirichlet (1805-1859).

Teorema 9. Se um conjunto de n elementos distintos é particionado
em k subconjuntos onde O < k < 11, então algum subconjunto deve
conter pelo menos dois elementos.

Este teorema assegura simplesmente que se n "cartas" devem ser colocadas
em k "caixas de pombos-correio" onde n > k > O, então pelo menos duas cartas
devem estar na mesma' caixa. 'Matematicamente falando, um conjunto finito
não pode ser posto em correspondência injetiva com um seu subconjunto próprio.

Este princípio é freqüentemente usado em jogos de salão; por exemplo, se
uma gaveta contém somente meias brancas e pretas, quantas meias devem ser
retiradas da gaveta para assegurar que se obtém pelo menos um par casado?
Dirichlet usou este princípio para mostrar que se r é um número real positivo
e N é qualquer inteiro positivo então existem inteiros a e b com O < b :::;N tal que
I br - a I :::; I/N. (A parte sutil deste resultado é o limite para b: O < b :::;N.)
Notamos que cada número positivo r tem a forma r = "o+ rI, onde ro é inteiro
não-negativo e O :::; rI < 1. Chamamos rI a parte fracionária de r e a denotamos
por Ir I. Observamos também que o intervalo unidade [O, 1] é claramente divi-
dido em N intervalos da forma [t/N, (t + 1)/N] , O :::; t < N; cada intervalo de
comprimento I/N. Estas são as "caixas de pombos-correio". Dirichlet agora
argumenta que 10}, Ir}, 12r}, ... , INrl são N + 1 números no intervalo uni-
dade [O, 1]. Estas são as "cartas". Logo pelo menos duas devem estar na mesma
caixa, isto é, no mesmo intervalo. Assim para algum par de inteiros,
O :::; p < q < N, devemos ter Ilprl - Iqrl! :::; I/N.

Agora se pr = u + Ipr} e qr = v + Iqr}, onde u e v são inteiros, temos
Ilqrl -Iprll = I(q - p)r - (v - u)1:::;l/N e realmente, 0< q - p:::; N.
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Pr61ogo

Para dar alguma idéia do que tentaremos fazer neste livro necessitamos
compreender o termo "álgebra abstrata". Provavelmente a álgebra abstrata
que nos é mais familiar é a dos 'inteiros embora não os tenhamos chamado nem
de "abstratos" nem de "álgebra". Há em primeiro lugar o conjunto dos inteiros
e provavelmente sentimos saber o que são inteiros; sabemos mesmo compará-Ias
com pontos sobre uma reta. Temos durante anos usado as operações binárias
de adição, subtração e multiplicação. Sabemos que tipos de leis estas operações
obedecem. Além disso, sabemos estabelecer alguns teoremas verdadeiros sobre
os inteiros. O termo "álgebra abstrata" aplicado aos inteiros compreende o con-
junto dos inteiros. as operações binárias de adição, subtração e multiplicação
definidas sobre este conjunto, uma lista de axiomas básicos que estas operações
satisfazem, uma relação que ordena os inteiros, uma lista de axiomas que a rela-
ção de ordem satisfaz e finalmente um conjunto completo de teoremas que des-
crevem o comportamento dos inteiros sob estas operações e relações. Alguns
destes teoremas são fáceis conseqüências dos axiomas, outros são extremamente
difíceis, exigindo técnicas e conhecimento de outros sistemas matemáticos, e
naturalmente muitas questões permanecem abertas. Tradicionalmente o estudo
deste sistema matemático é chamado teoria dos números.

O principal objetivo de um tal estudo é obter uma descrição da estrutura
dos inteiros. Poderíamos evidentemente encher livrarias com fatos especiais sobre
inteiros especiais. Isto não seria provavelmente apenas sem sentido, mas para
empregar uma metáfora pitoresca, perderíamos a visão da floresta pelas árvores.
Como podemos ver a floresta? Podemos estabalecer teoremas válidos para todos os
inteiros, ou mesmo teoremas válidos para certos subconjuntos de inteiros. Podemos
olhar para subconjuntos com propriedades especiais e podemos descobrir rela-
ções sobre os inteiros que exibem propriedades-chave. Podemos estudar as fun-
ções dos inteiros em inteiros. Teremos, naturalmente, de selecionar de todas as
possíveis funções aquelas que nos dizem alguma coisa dos inteiros como um todo.
Precisamente que relações e funções são frutíferas para estudo é uma questão
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de visao mais profunda. Julgamos a efetividade das técnicas por quanto nos
dizem sobre questões particulares.

Em geral uma álgebra abstrata é um sistema formado por um conjunto S
de elementos e um certo número de operações e relações sobre 8. É bom recor-
dar que estas operações e relações são precisamente conjuntos de n-uplas, Estu-
dar uma álgebra abstrata é aprender alguma coisa sobre o comportamento indi-
vidual dos elementos, descobrir alguns teoremas sobre o sistema e encontrar
algumas propriedades que descrevam o sistema. Fazemos isto isolando subcon-
juntos distinguidos de 8, determinando como estes subconjuntos de 8 interagem
sob as operações e relações e, mais importante, estudando funções sobre S.

Se pensarmo- um minuto sobre isso veremos que, com () propósito de estudar
a estrutura de uma álgebra abstrata, não é tão import ante conhecer todas as
triplas ordenadas que constituem uma operação binária sobre S quanto é saber
as propriedades que a operação satisfaz. Por exemplo, não é tão importante
conhecer a expansão decimal do produto de 8-l.927 e 101.110.112 como é saber
que a multiplicação e a adição são associativas, comutativas, e que a multiplica-
ção distribui sobre a adição.

Portanto, descrevendo uma álgebra abstrata usualmente não tentaremos
dar e realmente, se 8 é infinito não poderemos dar, uma lista completa da"
(n + l)-uplai"i correspondentes a cada operação n-ária. Podemos dar uma regra
que nos permitirá computar a operação i"ieos elementos de S são dados sob uma
certa forma, ou podemos definir uma operação por indução. É usual assegurar
que existe uma operação n-ária sobre S quando ela satisfaz uma lista prefixada
de propriedades-axiomas. Este procedimento nos permite uma grande economia.
Se S p T são conjuntos diferentes, o,.; sistemas matemáticos relativos a S e T
serão, a priori diferentes, posto que a" n-uplas correspondentes à,.; operações
serão conjuntos diferentes. Entretanto. acontece com freqüência que S e T pos-
suem as mesmas espécies de operações e relações no sentido de que os mesmos
axiomas são aceito- sobre uma operação sobre S e uma correspondente operação
sobre T. Se é este o caso então nosso estudo das duas álgebras abstratas pode
ser mais produtivo se destacamos aquelas operações comuns a S P T e estudamos
um sistema com operações que têm estes axiomas. Porque, então, cada teorema
provado neste sistema geral estabelecerá um fato válido para todas as álgebras
abstratas tendo operações e relações correspondentes a essas e satisfazendo esses
axiomas, Em particular serão válidos em S e T.

Este procedimento é mais do que uma economia. Fixando nossa atenção
sobre urnas poucas propriedades temos uma chauce de de-cobrir porque um certo
teorema é verdadeiro. Tentamos tirar de um teorema p de sua dernonstração
tudo o que não é es,.;encial. Tentamos reconhecer que condições mínimas são
necessárias para a validade do teorerna. Por exemplo, consideremos a lei de expo-
entes inteiros (ab)" = a"b" para números racionais, Que propriedades dos núme-
ros racionais são uece-e-árias para provar esta lei·: :\ão precisamos saber, por
exemplo, que eutre cada dois números racionais existe um outro número racional;
não precisamos saber que se ao = O, então a = O ou b = O. Xecessitamos com
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efeito apenas da associatividade e da comutatividade da operação de multipli-
cação. Realizando isto poderemos ver que (abt = anbn e n(a + b) = na + nb é
a mesma' lei apenas escrita com notações diferentes para operações diferentes.
Podemos ver também que y2 (a + b) = V2Ii + V2b deve valer por razões
muito diferentes. .

Este procedimento é chamado o método axiomático. Para estudar um con-
junto particular S com operações e relações específicas primeiro listamos as pro-
priedades básicas de que gozam as operações e relações sobre S, que desejamos
estudar. Então, por abstração, consideramos um conjunto arbitrário com opera-
ções e relações supostas definidas sobre ele que são caracterizados pelos axiomas
correspondentes às propriedades básicas que foram escolhidas. Isto dá lugar a
uma classe de álgebras abstratas. Uma álgebra abstrata é um membro da classe
se o conjunto de elementos admite operações e relações que satisfazem os axiomas.

Uma classe de álgebras abstratas terá possivelmente muitos membros se o
número de operações e relações consideradas e o número de axiomas forem peque-
nos. Naturalmente se existem muito poucos axiomas, a classe será tão grande
que somente teoremas gerais de pouco interesse podem ser provados. Por outro
lado, se uma classe de álgebras abstratas tem um grande número de operações,
relações e axiomas, a classe pode ter apenas uns poucos membros, ou mesmo ne-
nhum membro.

Na realidade, como veremos no Capo 3, uma lista de aparência bastante ino-
cente de operações, relações e axiomas acontece descrever uma classe de álgebras
abstratas na qual qualquer dois membros são essencialmente o mesmo - de fato
cada um é uma cópia exata dos inteiros.

Solucionaremos o problema, quando possível, de decidir se uma classe de
álgebras abstratas tem pelo menos um membro - isto é, se um conjunto de axio-
mas relativos a certas operações e relações é consistente - encontrando um exem-
plo de um tal sistema e explicitamente verificando os axiomas.

Consideramos, por sua vez, as grandes classes de álgebras abstratas que são
chamadas grupos, anéis, corpos e espaços vetoriais. Estas classes foram escolhidas
porque um grande número de sistemas matemáticos diferentes e úteis podem ser
vistos como membros de uma ou mais destas classes. Em cada caso encontra-
remos alguns teoremas que ajudarão a descrever a estrutura de qualquer tal sis-
tema matemático particular. Quanto mais teoremas pudermos provar, melhor
entenderemos o sistema. Nosso modus operandi será primeiro examinar as conse-
qüências imediatas dos axiomas, em seguida encontrar subconjuntos apropria-
dos e ver como estes subconjuntos ajudam a descrever o sistema e então conside-
rar as propriedades de aplicações de uma álgebra de uma classe sobre outra da
mesma classe.

Em matemática a palavra "álgebra" refere-se a um sistema matemático
no qual todas as operações sobre um conjunto são finitárias. É possível que exista
um número infinito de operações, mas cada operação é uma operação n-ária para
algum inteiro positivo n. Em contraste o cálculo estuda uma operação infinita-
o limite. Um limite pode aplicar uma seqüência infinita de números reais em um
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número real, enquanto para algumas sequencias não existe limite. Nenhum
tal processo ocorre em uma álgebra, por definição. Isto não significa dizer que
a álgebra não se relaciona com outras disciplinas matemáticas porque todos os
ramos da matemática fazem intervir algumas operações finitárias, e quando
isto acontece, métodos algébricos são as ferramentas apropriadas para pesquisa.
Reciprocamente, algumas das mais difíceis questões algébricas têm sido solucio-
nadas usando resultados obtidos por métodos não-algébricos. A forte indepen-
dência entre os vários ramos da matemática é uma das principais características
da matemática neste século. Este livro tenta dar uma introdução a alguns dos
conceitos algébricos que são em interesse de toda a matemática.



Respostas

Exercício 1.1. Página 27

1. Sejam os vértices de um quadrado numerados como mostra a Fig. 1. Designemos por J,
R, S, T rotações horárias de O, 90, 180, 270 graus respectivamente. Sejam A, B, C, D,
reflexões em torno das linhas assim designadas na Fig. I. As simetrias do quadrado podem

A

D

c

B---

A

então ser denotadas por:

J = (1 2 3 4)
123 4

A = (1 234)
2 143

R = (1 234)
234 1

S = (1 234)
3 4 1 2

B = (1 234)
432 1

C=(1234)
3 2 1 4

c

---B

D

T = (1 234)
4 123

D = (1 234)
1 4 3 2

4. {fI(x) = x, f2(X) = .:l/x, g2(X) = 1/(1- z), ga(x) = (x- 1)/x, g,(x) = 1 - x,
gs(x) = x/(x - 1)}.

6. G4.

10. G2, G3.
11. {J,R,S} e {J,A}.
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Exercício 1.2. Página 33

1. J R S A B C J R S T ,j H C D

J J li S A B C J J R S 'I' .,t H C f)
li R S J C A B li R S 'I' J C D B A
S S J R H c .-I S S 'I' .J R B A f) C
.-I A H C J li S T T J R S D C A H
B B C A S J fl A .\ D B C J S 7' H
C C A fi R S .J B B C A D S J R T

C C A D B R T J S
D D B c A 7' R s .!

4. B ,.; (2, O), (a,II)* = (2 - b, -I».

;). Não são tábuas de grupo porque (aIi)b ~ a(lIb).

Exercicio 1.3. Página 35

3. Não. No grupo adit.ivo dos raoiouai- para oada (I. existe um z tal que x + I = a. Isto
não é verdadeiro para os inteiros.

;). He 'I' = I , então ",(x) = I - I aplica S isornorficamente sobre T.

Exercício 1.4. Página 39

3. (1): (1, 2, 3, 4), (2): (l, 4 )(2, 3), (3): (1, 3, 2, 4), (4): (1, 3), (.i): (2, 3, 4),
(6): (I, 3)(2, 4), (7): (1), (2), (3), (4), (8): (1, a, 4), (2, .'i).

4. I, 3, 4, ;>, 7 são ciclos. 4 é lima transposição.

\I. (1): (23), (2): (1 :~)(4;)), (3): (12)(:H), (4): (l64)(2.'i 3), (;"í): (146 2)(:{ S 7),
(6): (a b)(c d)!j fi).

Exercício 1.5. Página 55

1. Há 3 grupos cíelieos de ordem 4 p 4 grupos cada 11mdei!'}; isornorfo 30 quatro-grupo.

4. Veja .!l..-; Figs. 2 e :{. <':12
C8

C1 C1
.'í. Considere qualquer grupo cíclico infinito.

lI. (ii) Id41 = 12. (iii) 1 = 1]3 = b3 = c~ = à3 = r2 = 82 = t2• (iv) {l,r,I,.ç}. J

(iv) {I, a, a21.
12. {I, a2} é o único que é subgrupo.

1:3. Um grupo de ordem 10 011 é cíclico 011 é um grupo dicdro.

Exercício 1.6. Pêglna 64

~. {t, (12)(:H), (13)(24), (14)(23) I é o único subgrupo de ordem 4 em .9'4'

4. (iv) é normal; (v) não é.
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10. A ordem de ",(g) divide a ordem de g.

12. Seja Dn = Ir, a : r71 = 1, a2 = 1, ar = r-Ial. Todo subgrupo de (r) é normal. Se n é
ímpar, estes são os únicos; se n é par, então temos que (a, r2) e (ar, r2) são normais.

13. (n + I)! serve.

1;). O grupo cíelico de ordem õ é o subgrupo comutador.

Exercício 1.7. Página 69

2. C2 X ('2 é o quatro-grupo, C2 X (,'3 ~ C6, C X C3 ~ C12•

3. C6 X C2 ~ V X C3.

S. Considere C2 X ('4 X C8 X (,'16 X

9. Veja (X).

Exercício 2.1. Página 76

1. (-4) + (-I);,é -(4 - 1).

3. (i) é um domínio de integridade, os outros não são anéis.

5. D X E é um anel eornutativo com identidade.

7. Não existe nenhum domínio de integridade com 6 elementos.

Exercício 2.2. Página 85

1. D ~ D* via ",(a) = a-L

:>. (i) 4, (ii) 3 e 7, (iii) 2 e 3, (iv) :>.
9. A soma do" dígitos, contando-se cada segundo dígito como negativo, deve ser divisível

por 11.

10. 101, IÕ,31, 10, 2,41. 10, I, 2, 3, 4, .5}.

Exercício 2.3. Página 89

~'. As unidades de Dp são números racionais da forma pk, k E J. A" unidades de õ; são 1J\-

t.eiros divisíveis por p e números racionais da forma l/b onde p divide b.

6.. A associatividade da multiplicação e a lei distributiva.

7. Associatividade da multiplicação, lei distributiva, inverso aditivo, Rem divisores de zero.

9. Verdadeiro somente para J/(.'».
10. n = 6: As unidades formam um grupo cíelico de ordem 2.

n = 7: As unidades formam um grupo cíclieo de ordem 6.
n = R: As unidades formam um quatro-grupo.

Exercício 3.1. Página 95

1. Uma classe de equivalência é da forma Ia, -a!.

2. Somente se A é o conjunto vazio ou é o conjunto reduzido a um elemento.

3. Grupos cíclicos cujas ordens são potências primas,

4. Não. A = I" (1 2) (34)1 é normal em I" (12)(34), (13)(24), (14)(23)1 que é normal
em fi' 4 mas A não é normal em fi' 4'
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Exercício 3.2. Página 96

4. Sejam alb, cid escritos cm SCllS menores termos (O = O/I). Uma possível ordem é a/I! T

rjd se a < c ou a = c e b ~ d.

6. Uma possível ordem é a li b SP, (' somente "e, I! ~ a.

Exercício 3.3. Página 102

L li! ~ n(n - 1)/2.

6. g(n, r) = r + an+1! ..t = R, 1(1) = a = aI! f(n) = ~Z:~a».

Exercício 3.4. Página 107

L 104,976 = SSz4, 857,375 = .'h93, 97,344 = ~32132.

2. $1.00. Sim, sempre que !VI mostra um número ímpar.

6. A ordem de p é n.

7. (iii): [a/b) = q.

8. 3 tem expoente 33 + 11 + 3 + 1 = 48; p tem expoente [n/p) + [n/p2) + ... + [n/pk]
onde pk+1 > n.

Exercício 4.1. Página ll3

1. {a + h..,fl: a. b E Ra],

2. O corpo de quocientes é isornorfo aRa.

3. Não; (V2 + "1[3)2 é irracional.

Exercício 4.2. Página ll6

L Ia + hV2 + cV3 + dVo: a, b, c, d E Ra] tem Ra, {a + bV2: a, b E Ra},
Ia + c"1[3 : a, c E Ra] e Ia + dV6 : a, d E Ra] como subcorpos próprios.

2. 8 = Dp.

a. Não se verifica!

10. 313 = 3.
13. G!H ~ IMa: Ma(x) = cz] ~ (K - [O}, -).

Exercício 4.4. Página 127

6. (i) disco fechado; centro em a e raio r.

(ii) O serniplano contendo a e determinado pelo bissetor perpendicular do segmento de
reta (a, b).

(iii) um círculo contendo a, ou se r = O, O ponto a.
(iv) elipse.

7. (i) z =,rei9 onde r = vICT e (}= (l/n) argumento de c + 2k.,..fn.
(ii) z = -a ± (V2/2)[(V1l2 + v2 + U)I/2 + (vu2 + v2 - U)I/2i) onde a2 - b = 1l + vi eu,

v E Re.

9. (i) ",-I(X) = a-I(x - b).

(iii) ",O",,-I(x) = c(x - b) + ad + b. Um subgrupo normal é {",: ",(x) = CI, C r" 01.
13. (_I)n+l.
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Exercício 5.1. Página 133

;{. (6711,R31) =:3 = 66·6711 - :i;n·R31.

4. a = {3·1 + (-2 - 2i).

.'). (3 + 4i, 7 - i) = 1.

7. Não.

11. Cada :'1DC(3/4, 7/2) é uma unidade.

12. 1.')1,316= 22 '11·19 '181.

Exercício 5.2. Página 138

2. (4 + lla)14 - (.'í + 14a)11 = l. c = 2.') é o menor inteiro com uma solução.
c = 924 = 6· 11 . 14 é o maior com cinco soluções.

3. x == 136 modo (6';;' 77).

4. (m,n)l(a-b):

.'í. Cada membro de D3 é uma solução!

Exercício 5.3. Página 142

ri. Se n = Pl2 ... Pk2Pk+l ... p, é a fatoração prima de n, então existem 2k grupos abelianos
de ordem n. Cada um deles tem a forma C« X Cnld onde Pk+l ... Prld e d/no (Ch é o
grupo cíclico de ordem h.l

Exercício 6.1. Página 149

2. Todos.

3. (i) -2, (i i) O.

Exercício 6.2. Página 153

1. x+1.

2. f ee (1/2)(_x2 - x + 1) modo (x3 + 1).

3. f es x modo (x2 + x + 1).

4. x-I não tem inverso; x2 - 1 é redutível.

;). Sejam K um corpo e l . rI E K[x]. Re U, g) = d e nem f nem 9 são associados a d, então
existem a, b E K[,rl tais que d = af + bg e grau (a) < grau (g/d) e grau (b) < grau U/d).

7. (1/4) log (x + 1) - (1/4) log (x - 1)-lJ[6(x - 1)] + (2/3...jX) arctg (2 + I)JV?>'.

10. Obtém-se um domínio de integridade.
11. Não.

12. Os polinômios "positivos" não são bem-ordenados.

Exercício 6.3. Página 156

1. Os elementos são 0, I. 2, i, 1 + i. 2 + i, 2i, 1 + 2i, 2 + 2i, onde i2 = -1 = 2. Um g('-

rador é (1 + i).

Exercício 6.4. Página 161

1. Se a,r. b, então r = (U(a) - f(b)]/(a - b)),r + [af(b) - bf(a)]'(a - b). 8(' a
r = J'(a)(x - a) + f(a).

b, então
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2. X(1, 0, O) = (31/3,4/3, 10); X(O,1, O) = (47/3, W/3, 19);
X(O,0,1) = (-10, +1, -10).

3. k = 2.
4. Não há soluções. Base para o núcleo: f(2, 3, -I)}; imagem: f(I, 2, 2), (0, -2, -I)}.

6. Os inteiros a, b, c devem ser tais que a + b = c - b e 31(a + b).

Exercício 8.1. Página 210

1. Os elementos são 0, 1, e, e + 1, e2, e2 + 1, e2 + e, e2 + e + 1, onde e3 + e + 1 =
= O. Um cálculo típico dá (e2 + e)(e2 + e + 1) = e2• x8 + x + 1 = (x + e)(x + e2)

(x + e2 + e).
2. (1 + e)-1 = (1 + 2e + 2e2)/5.
® Uma condição suficiente é que a -p! b.

Exercício 8.2. Página 218

G) Se c.ar(K) = p, então axP - ax + 1 é fixado por (1. Generalize!

Exercício 8.3. Página 223

2. Se '" é a função '" de Euler então existem ",(pn - 1)/n polinômios.
3. Os polinômios irredutíveis de grau 4 sobre CG(2) são x4 + x3 + x2 + x + 1, x4 + x3 + 1

e x4 + x + 1. Veja também o Probl. 6.

5. Se a é um zero de x8 - x + 1 e fJ é um zero de x3 - x - I, então existe um automor-
fismo de CG(~) levando a em -fJ.

6. Seja e4 = e + 1. Os elementos de ordem 15 são e, e2, e4 = e + 1, e7 = e3 + e + I,
eS = e2 + 1, e11 = e3 + e2 + e, e13 = e3 + e2 + 1 e e14 = e3 + 1. Os elementos
de ordem 5 são e3• 96 = a3 + e2. e9 = e3 + e e e12 = e3 + e2 + e + 1. Os ele-
mentos de ordem 3 são e6 = e2• + e e elO = e2 + e + 1. x4 + x2 + 1 = (x + e2 +
+ e)2(x + e2 + e + 1)2. .

Exercício 8.4. Página 232

2. O conjunto dos elementos primitivos é f(ua + v)/(ra + 8) : u. v. r. 8 E K e U8 - TV -p! O}.

Exercício 9.1. Página 238

6. Os grupos fie ordem 8 são Cs• C4 X C2• C2 X C2 X C2• quatérnios, e o grupo diedro de
ordem 8. Os grupos de ordem 9 são Cg e C3 X C3•

7. Há 14 grupos de ordem 16. Para um tratamento completo veja M. Hall, Jr. e J. K. Senior,
The Groups Df arder 2n (n ~ 6). New York: Macmillan (1964).

Exercício 9.2 Página 243

2. Existem 5 grupos de ordem 18 e cinco de ordem 20.
5. 8q ~ Cq é normal. 81'~ C1' deve também ser normal. Uma condição necessária. e sufi-

ciente é que q -P! 1 + kp.

6. Mostre que um grupo de ordem 30 deve ter um subgrupo cíc1icode ordem 15. Há quatro
grupos de ordem 30: C30• [/3 X Cs• DlO X C3 e D30' (Aqui D» denota o grupo diedral de
ordem k.)

Exercício 9.3. Página 250

5. Não verifica!
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Exercício 9.4. Página 263

1. Existem 10 grupos abeJianos de ordem 144: CI6 X Cg• CI6 X C3 X C3• C2 X Cg X c;
C2 X c, X C3 X C3• C2 X C2 X C, X Cg• C2 X C2 X C, X C3 X C3• C2 X C2 X C2 X C2

X Cg• C2 X C2 X C2 X C2 X C3 X C3• C, X C, X Cg• C4 X C, X C3 X C3•

2. O inteiro n não deve ser divisível por um quadrado distinto de 1.

3. C2 X C2 X C6 X C ao •

.'i Não.

Exercício 10.1. Página 275

3. G~ Y 3' Ra(d) = Ra(...j-23).

4. (i) Y 3 X C2• (ii) C,. (iii) quatro-grupo.
5. C6• Ra(...j-:~, 42> e Ra(...j-a • ...;2).

Exercício 10.2. Página 291

1. O grupo de Galois é um grupo cíclieo de ordem 3.

2. O grupo diedral de ordem 8.

;5. Os graus possíveis são 1 e p,

6. (iii) 4. 4 e 2.

(iv) (u3 + 2u2 - 4u - 5)/( -9).

(v) Não. Sim. Sim e Não.

Exercício 10.3. Página 299

2. 812822 - 283812 + 4818:83 - 3832 - 282
3•

3. N = (~n)2(_1/n-l)nI2.

6. (ii) c2• a2 - 2b e b2 - 2ac.

7. (2q - 6pr + 1&) e 26.

8. z3 + 3z2 - 2x = 9.

10. Apenas (ii) e (iii).
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