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1. Introdugdo. A nogdo de distribuigéo sobre uma varie-
dade diferenciavel pode ser definida de diversas maneiras, que
podem ndo ser equivalentes. Assim, enquanto a defini¢do de
L. S nwarrz, (cf. [11]) generaliza o conceito de medida, a que
vamos estabelecer aqui generaliza a nogdo de fungdo continua, e
s6 se identifica, de maneira canonica, com a primeira se existir
na variedade um elemento de volume privilegiado.

No processo que vamos seguir, procuramos generalizar a
nogdo de distribuigdo sobre um dominio de R» para uma varie-
dade diferenciavel qualquer, tendo em vista conservar o principio
de extensio as distribui¢oes do conceito de fungdo composta, que
estabelecemos em [9], e que se pode enunciar do seguinte modo:

«Para toda a aplicagdo regular () p:X —~ Y, em que X ¢ Y
sdo dominios de R", & possivel fazer corresponder, de uma unica
maneira, a cada distribuicdo T sobre Y wma distribuicdo Top
sobre X, que se diz a imagem de T por u, nas seguintes condi-
¢oes: (&) Se T é uma fungdo 1 continua em Y, Top cotncide com
a fungdo composta foyp, no sentido usual; (b) A aplicaggo T—-Tovu
¢ continua, sendo mesmo wm isomorfismo vectorial topoligico se v ¢
um homeomorfismo de X sobre Y.

O método que vamos utilizar nesta extensdo ¢, sob muitos
aspectos, semelhante ao método usado por S. Siva para definir
as distribui¢des em abertos de R”, [15], [16], e pode-se considerar
mesmo como uma generalizacdo deste as variedades diferenciaveis.

Assim, comegamos por definir o espago C(K) das distribui-
coes sobre um segmento K duma variedade diferenciavel V

* Recebido em Dezembro de 1961.
(1) O conceito de aplicagdo regular que se vai utilizar no texto & formu-
lado no § 2. 3.
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(dominio de V isomorfo a um dominio aberto ou compacto de
R”), como sendo um espago localmente convexo que contém o
espago C(K) das funcées continuas em K, como sub-espaco
vectorial, e tal que, para toda a carta ¢ de K (isomorfismo
dum dominio de R”* sobre K), a aplicacio S fot® de C(K) no
espago das func¢des continuas no dominio de ®, seja prolongavel
num isomorfismo vectorial topologico de C(K) sobre o espago
das distribui¢des no dominio de @,

Estas condi¢ées determinam C(K) a menos um isomorfismo
que conserva as fungoes continuas, e permitem transportar, para
este espago, todas aquelas propriedades das distribui¢des defini-
das em dominios de R", que se mantem invariantes com as
transformagdes de coordenadas.

Entre estas propriedades, encontra-se o Ja citado principio de
extensdo da nogio de funcio composta, que permite definir a

imagem Tox de uma distribui¢do qualquer TeC(K) por uma
aplicagdo regular v:K' -~ K, e em particular, a restricdo de
T a qualquer segmento K'c K, como sendo a imagem de T
pela aplica¢do identica de K’ em K.

Encontra-se assim uma situagdo semelhante a que conduz,
no caso de R*, a definir o espaco das distribuicées sobre um
aberto, como limite projectivo dos espacos de distribuigées sobre os
intervalos compactos contidos nesse aberto, em relacio aos opera-
dores de restrigdo. Somos entdo conduzidos naturalmente a definir
também o espaco das distribui¢ées sobre uma variedade diferen-

ciavel V, como o limite projectivo dos espagos C (K) correspon-
dentes aos segmentos compactos K — V, relativamente aos ope-
radores de restri¢io. Mas, a razio mais profunda desta defini¢ao
reside no facto do principio de extensdo da nocfo de func¢io com-
posta se manter ainda, para uma aplicacdo regular qualquer de
V noutra variedade com a mesma dimensio.

As propriedades das distribuicées sobre uma variedade dife-
renciavel estabelecem-se, na maioria dos €asos, pOr processos
semelhantes aos que se utilizam em R*. Existem no entanto
algumas propriedades de importancia fundamental em que tais
métodos tém de ser adaptados de forma conveniente, ou mesmo
substituidos por outros. Isto acontece em especial com a Analise
Linear onde, embora os resultados sejam semelhantes aos que ja
foram estabelecidos no caso de R*, o caminho seguido para os
obter € bastante diferente.
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Ai, estabelece-se uma férmula integral, para as aplica¢es
lineares continuas do espaco das distribui¢des num espago local-
mente convexo E, separado e completo em relagdo as sucessoes,
andloga a que ja foi estabelecida para o caso de R, com a dife-
renca de que a indicatriz de uma tal aplicacdo ndo € uma funcio,
mas sim uma medida diferencidvel sobre V com valores em E.

Demonstra-se também que se E ¢é sub-normavel a indicatriz

de qualquer aplicagdo linear continua de C(V) em E ¢é de
suporte compacto. Esta propriedade, que se demonstra muito
simplesmente em R”, a partir da Prop. 4 de [14], tem de ser
demonstrada aqui de modo diferente por esta proposi¢do ndo ser
aplicavel, em virtude dos segmentos compactos de V, para a
ordenacdio habitual K’ K, ndo constituirem um conjunto fil-
trante a direita.

Se a variedade possui um elemento de volume o, este per-
mite associar, de maneira bi-univoca, a cada medida diferenciavel

5% uma fungdo 9:%6*, de modo que se tem /‘TdO*: /‘Tedc.

A férmula integral das aplicagdes lineares continuas retoma
entio o mesmo aspecto que para o caso de R”, e a indicatriz de
uma aplicagdo linear continua pode passar de novo a ser inter-
pretada como uma funcio.

O estudo do dual, que permite confrontar o nosso método
com o de L. Sunwarrz, aparece aqui consideravelmente simplifi-
cado em relacdo ao que S. Sitva faz em [15], para o caso de R”,
mas isso deve-se ao facto de termos provado antes, directamente,
que o espaco C(V) & reflexivo. Ai se estabelece, como ¢ de
esperar, em virtude do que atraz ficou dito, que as distribuicdes
sobre uma variedade diferenciavel podem ser identificadas cano-
nicamente com as formas lineares continuas sobre o espago das
medidas diferenciaveis e de suporte compacto. O nosso conceito
de distribuigdo so6 se identifica entdo, candonicamente, com o que
L. Sunwarrz define em [11], quando existir na variedade em
questdo um elemento de volume privilegiado.

Terminamos este trabalho com o estudo das distribuigoes
sobre um grupo de Lik, visando especialmente a convolugdo
que definimos directamente, por meio da férmula integral,

/.T(z;x*‘)S(u)du.

Podiamos ter ido mais longe estudando outras questdes como
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a transformacdo de Fourirr, mas preferimos ndo alongar mais
este trabalho, reservando-as para trabalhos futuros.

Procuramos reduzir a um minimo indispensdvel os conceitos
e resultados que se utilizam no texto. Porém, como acontece
sempre em trabalhos desta indole, aplicam-se frequentemente
nog¢des que ultrapassam os conhecimentos da meédia geral dos
leitores. Por isso, recordamos no ntimero seguinte alguns con-
ceitos e resultados, visando especialmente a teoria dos Espa-
¢os Localmente Convexos e a Teoria Directa das Distribuigdes,
que julgamos essenciais para uma boa compreensio do texto.

Para ndo alongar demasiado este numero, outras nogdes pre-
liminares, como as que dizem respeito as variedades e grupos de
Li, foram introduzidas s6 na altura em que comecaram a tor-
nar-se necessarias.

2. Preliminares. @) [Espagos localmente convexos. Vamos
recordar aqui algumas noc¢des da Teoria dos Espagos Localmente
Convexos que serdo utilizadas frequentemente no texto.

Consideremos um espaco vectorial E (. Chama-se semi-
-norma sobre E toda a funcdo real p(x), ndo negativa, definida
em E, que verifica as seguintes condigées: (1) px+y) £ p(x)+
T @) pO)=14-p(), ¥x,yeE, vieC. Se p()—0
implica x=0, diz-se que p é uma norma sobre E.

Um conjunto A C E diz-se absolutamente convexo se, quais-
quer que sejam x,ye A, i,peC, se tem rx+pye A, desde que
M+ lul£1. A diz-se absorvente se, para todo xeE, existe um
nimero g >0 tal que xegA.

A bola de raio 7 >0 associada a uma semi-norma p sobre
E, isto ¢, o conjunto dos pontos xe¢E tais que p{x)£Ld, € um
conjunto absolutamente convexo e absorvente. Inversamente, a
todo o conjunto U c E absolutamente convexo e absorvente cor-
responde uma semi-norma p definida por p(x)=inf] olvec Ut

Um espago vectorial E diz-se um espago localmente convesxo
se se deliniu uma topologia em E por meio de um sistema de
semi-normas, ou, o que € equivalente, por meio dum sistema
fundamental de vizinhangas de zero absolutamente convexas e
absorventes. A soma x4y, o produto ix e as semi-normas
£ (x) sdo entdo tungdes continuas resp. sobre Ex<E, C><E e E.

(1) Todos os espagos vectoriais que vamos considerar aqui sio espacos
vectoriais sobre o corpo complexo C.
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Consideremos dois espagos localmente convexos E,F cujas
topologias sejam definidas por dois sistemas de semi-normas
1 Patstaet, respectivamente.

Para que uma aplicagdo linear 9:E - F seja continua, €
necessario e suficiente que a toda a semi-norma g¢s corresponda
uma semi-norma p, € um numero real ¢ >0, tais que se tenha
g3lo (D Lo Py (x), ¥ xe E. Daqui se deduz facilmente uma condicio
para que dois sistemas de semi-normas sobre E definam a mesma
topologia.

Dado um espago localmente convexo E, um sub-conjunto
A E diz-se limitado se é absorvido por qualquer vizinhanga de
zero, isto ¢, para toda a vizinhanca U de zero em E existe um
nimero x>0 tal que AciU. Equivale também a dizer que toda
a semi-norma continua em E ¢é limitada em A.

Entre os espagos localmente convexos que vamos considerar,
destacam-se, pelo seu papel na Teoria das Distribuigdes, os
espagos (LN¥), (cf. [14]), e os espagos (LF), (ct. [3]).

Um espago localmente convexo E diz-se um espago (LN™)
se & o limite indutivo duma sucessdo crescente E, de espa-
cos de Banach, tal que cada espago E, induz no anterior E,_;
uma topologia menos fina que a deste espago, € a bola de cada
espago E, ¢é relativamente compacta no espago seguinte E, ;.
Uma sucessido E, nestas condicdes diz-se uma sucessio de defi-
nicdo de E. De acordo com a nogdo de limite indutivo, (ci. [14]),
o espago E, como espago vectorial, ¢ a reunido dos espagos E,,
e a sua topologia € a mais fina das topologias localmente conve-
xas que induzem em cada um dos espagos E, uma topologia
menos fina que a deste espago.

Um espago (LF) €é também um limite indutivo, mas duma
sucessio E, de espagos (F) (localmente convexos, metrizaveis e
completos) tal que cada espago E, induz em E,_; uma topolo-
gia identica a deste espago.

Os espagos (LN*) e (LF) gozam de propriedades semelhan-
tes. Assim, todo espaco E, (LN*) ou (LF) ¢ separado e com-
pleto; uma sucessdo #;) de elementos de E converge para zero,
se todos os elementos x; pertencem a um mesmo espago E, e
convergem para zero neste espago; analogamente, um conjunto
HcE ¢ limitado se esta contido num dos espagos E, e € limi-
tado neste espago.

Se E é um espaco (LF) a topologia induzida por E em
cada um dos espagos E, ¢ idéntica a topologia deste espago.



B J. SANTOS GUERREIRO

Esta propriedade nunca se verifica nos espacos LN* de dimen-
sdo infinita, unicos que tém interésse.

Um espaco localmente convexo E, separado, diz-se tonelado
se todo o sub-conjunto de E absolutamente convexo, absorvente
e fechado ¢ uma vizinhanca de zero. Um espago tonelado em que
todo o sub-conjunto limitado ¢ relativamente compacto diz-se um
espaco de Montel,

Um espago (LN*#) ¢ sempre um espago de Montel (cf. [14]).
Um espago (LF) €& sempre tonelado, mas pode ndo ser um espago
de Montel.

Chama-se dual dum espa¢o localmente convexo separado E,
e designa-se por E/, o espago vectorial (sem qualquer topologia)
constituido pelas formas lineares continuas sobre E.

Entre as diversas topologias que se podem considerar em E/,
as mais importantes sio: (a) a topologia da convergéncia simples
s que se chama também fopologia fraca; (6) a topologia da con-
vergéncia uniforme nas partes limitadas de E que se chama
também fopologia forte. O espaco E' munido com a topologia
fraca diz-se o dual fraco de E, e quando munido com a topologia
forte diz-se o dual forte de E.

Consideremos, mais geralmente, um conjunto qualquer 9B de
partes limitadas de E. Chama-se B-topologia sobre E' a topo-
logia da convergéncia uniforme nos conjuntos de B. Esta topo-
logia ¢, como se reconhece facilmente, definida pelas semi-normas

Pp(®)=sup|<u,x>", BeD.

A topologia fraca t, sobre E' ¢é a menos fina das B-topolo-
gias, enquanto que a topologia forte t, é a mais fina destas
topologias.

A cada elemento x6E corresponde uma e uma s6 forma
linear x sobre o dual E’, assim definida: <X u> =< U, x>
YuekE

Demonstra-se que esta forma linear ¢ continua para a topo-
logia fraca, e portanto também para a topologia forte.

Frequentemente identifica-se cada elemento xeE com a
correspondente forma linear x, de modo que o espa¢o E ¢, ao
mesmo tempo, sub-espago vectorial do dual E! do seu dual fraco
e do dual E; do seu dual forte.

Demonstra-se facilmente que se tem sempre E=E;, isto ¢:
fodo o espago localmente convexo ¢ idéntico, como espaco vectorial, ao
dual do seu dual fraco.



TEORIA DIRECTA DAS DISTRIBUI(}(N)ES SOBRE UMA VARIEDADE i

Para a topologia forte, ja ndo acontece sempre assim, pois
que podem existir, em geral, formas lineares sobre E’ continuas
para esta topologia que ndo sejam do tipo u - <u,x¥>, MV ue E".
Assim, geralmente, E #Ej.

Porém se E—EFE; diz-se que E ¢é semi-reflexivo, ¢ se, além
disso, a topologia forte sobre Ej ¢ identica a topologia de E,
este espago diz-se reflexivo.

Se E ¢ reflexivo, o seu dual forte E'(w) € também reflexivo, de
modo que cada um destes espagos € o dual forte do outro, o que equi-
vale a dizer que cada um deles € o espago das formas lineares con-
tinuas sobre o oulro, com a topologia da convergéncia limitada.

Demonstra-se que todo o espago de Montel é reflexivo; em
particular, todo o espago (LN*) ¢ reflexivo, (cf.[2]).

(b) Distribuicoes sobre um dominio compacto de R*. Conside-
remos um dominio compacto X de R*, isto € um compacto
conexo e coincidente com a aderéncia do seu interior. Desi-
gnemos por C(X) o espaco vectorial das fungbes complexas

flat, ey a2m) definidas e continuas em X. Para todo o indice
i—=1,2,...,n, designemos por D; o operador de derivagéo
of

. )
, com a condicdo —(—/ie C(X).
o X; J X

usual f -

O operador D; é linear e admite um inverso direito assim
definido:

@) Lf@—= | J@, - E, add, v feCX),

v u,

em que a=(at, -,a"eX, e f é uma fungdo continua em R~
que prolonga f.
Os operadores 1; sio permutdveis: LL=LI1L,it=1, .- ,n.

Os operadores D; sdo também permutaveis no sentido de que se
tem, D;D;f=D: D,f, sempre que ambos os membros desta
igualdade sejam definidos.

Convencionaremos por para, todo o sistema de inteiros X 0,

p=(Pry 1Py D ... D’»—D’, e analogamente I‘;”»--Iﬁ":I”.

O espago das distribuigdes sobre X, que aqui se designara

por C(X), pode ser definido como sendo uma extensdo vectorial
de C(X) que verifica as seguintes condigdes (axiomas das distri-
buigoes num dominio compacto) :
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(DY) Para fodo o indice i —1 yrooy 0 € possivel definir uma
aplicacio linear D,:C (X) - C(X) (derivagdo generalizada em
relagdo a variavel 1) que prolonga o operador de derivagdo usual D,

(D2)  Os operadores D; sao permuidveis, isto ¢, D; Dy, = D, D;,
i, k=1,... n.

(D8) Toda a distribuicdo T e C (X) € da forma T —DPf om
que 1eC(X) ¢ p=(p,, .- yPu) € um sistema de inteiros 0.

(D4) Se TeC(X) ¢ DiT =0 entdo T ¢ derivada generali-
zada, de certa ovdem, duma Sungdo feC (X) tndependente de xi em
cada intervalo 1 X,

E facil demonstrar que o espago C(X) ¢ univocamente deter-
minado, por estes axiomas, 2 menos um isomorfismo que conserva
as fungoes continuas, (cf. [15)).

O espago C(X) pode ser construido por diversos métodos.
Aqui interessa-nos unicamente analisar o método directo de
S. Siva, o que vamos fazer de modo bastante breve.

Para isso, convém estabelecer previamente algumas conse-
quéncias dos axiomas (D1)-—(D4), supondo, ¢ claro, C(X) ja
construido,

De (D1) e (D2) resulta facilmente que se tem, para toda a
distribui¢do T =D?/, fe C(X),

(2.2)... D?f=D*+1(17 4.

Assim, toda a distribuicio T=D’f pode ser representada
de uma infinidade de maneiras, como derivada (generalizada) de
uma fun¢io continua. Importa entdo estabelecer condi¢des para
que duas distribuicses T=D?/, S=D?g sejam iguais.

Tendo em conta (2, 2) e ainda o facto de os operadores de
derivagiio serem lineares, deduz-se facilmente que a igualdade
D?f=D7g & equivalente a

(2.3)- - D11 f 12 g)—0.

Tudo se reduz entdo a determinar as fungdes 3¢ C(X) que
verificam a equacio ﬁ’c;:O, ou seja a intersec¢do do nucleo do

operador D’ com o espaco C(X), que se designara por N, (X).
Do axioma (D4) resulta facilmente que N, (X) ¢é constituido
pelas fungées da forma
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wo ori—1

(2. 4) g@) =2 2 @) @),

i=1o2;,=1

em que, para cada indice 2;=1,...,7;,—1, 2, (x) € uma fungdo
continua em X independente de &’ em cada intervalo IcC X.

Ve-se assim, que duas distribuigses T=D’f S=D?g sdo
iguais se, e s6 se, 17f—1? g é uma fungdo da forma (2. 4), com
r=p-+4 ¢, ou seja:

(2. 5)--- I'f—1?ge N, (X).

Consideremos agora o conjunto A constituido pelos pares
(p,f), em que p é um sistema de inteiros >0 e f ¢ uma fun-
cdo continua em X, e consideremos a relagfio:

(2- 6) (Prf) ~ (qyg) s€, € S0 5€, Ipf_queNP-l-tI(X)'

A relagdo assim definida €, como se demonstra facilmente,
uma relacéio de equivaléncia em A, independentemente de qual-
quer hipétese sobre a existéncia de C(X).

Este facto leva-nos entdo a interpretar as distribuig¢des sobre
X como sendo as classes de equivaléncia [p,f] dos diferentes
pares (p,f)e A, para relacdo (2. 6).

Por outro lado, a adig¢do, multiplicagio por um escalar e
derivagdo, traduzem-se, nesta maneira de interpretar as distri-
buigGes, pelas seguintes regras:

(2, f1+[2,8]=10,/+ &l
2.7). - [ p,f1 =2, f]
Dp[q,f]:_—[?—{—q,f]_

Posto isto, somos naturalmente conduzidos a definir o espago
C(X), como sendo o conjunto das classes [, f] com a estrutura
determinada pelas relagdes (2. 7). A demonstracio de que o
espago C(X), assim definido, verifica os axiomas (D1)— (D4)
reduz-se a uma série de verificagbes faceis de estabelecer
(ci. [15], [16]).

Daqui em diante, desde que nio haja possibilidade de confu-
sdo, designaremos por D?T, em vez de D?’T, a derivada de
uma distribuigfo.

O operador de derivagdo mista D;... D, sera designado por
D, e para todo o inteiro m X0, designaremos por C,,(X), o
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sub-espago de C(X) constituido pelas distribui¢coes da forma
T=D"f em que feC(X).

Reconhece-se imediatamente que os espagos C,(X) = C X),
CiX),-,Cn(X),. - formam uma sucessio crescente de espa-
¢os vectoriais cuja reunido ¢ C(X).

Introduzamos em C(X) a topologia da convergéncia uni-
forme sobre X, e em cada um dos espagos C,, (X), m =1, 2,
a mais fina das topologias localmente convexas que tornam con-
tinua a aplicagdo f—~ D" f de C(X) em C,, (X).

Os espagos C,,(X) sdo, como se demonstra facilmente, espa-
¢os de Banach, e a topologia induzida por C,.(X) em C,_,(X) é
menos fina que a deste tultimo espago.

Por outro lado, recorrendo ao classico teorema de Ascoui,
(cf. [15]), demonstra-se que a bola de cada espaco C,, (X) é rela-
tivamente compacta no espago seguinte C,,,, X).

Posto isto, é natural definir a topologia de C (X) como sendo
a topologia do /limite indutivo dos espagos C..(X), cf. 2. a), ou
seja, a topologia localmente convexa mais fina que induz em
cada espago C,. (X) uma topologia menos fina que a deste espaco.

O espago C(X) ¢ entdo um espa¢o (LN*) e como tal é um
espaco completo, separado e de Montel.

Uma sucessdo de distribuigses T;e C(X) converge para zero
neste espaco se, e s6 se, todas as distribui¢ées T, pertencem a
um mesmo espago C, (X) e convergem para zero segundo a
topologia deste espago. Um conjunto § < C(X) é limitado se, e
s6 se, § estd contido num dos espagos C,, (X) e ¢ limitado
neste espacgo.

Uma aplicagdo linear de C(X) num espaco localmente con-
vexo E ¢é continua se, e s6 se, a sua restricdo a qualquer dos
espagos C,, (X) ¢é continua, relativamente a topologia deste
espago. Deduz-se, em particular, que os operadores de derivacio
sdo continuos em C (X).

O facto de os operadores de deriva¢do serem continuos da
origem a uma propriedade bastante importante. Como se sabe,
para toda a fun¢io continua fe C(X), existe uma sucessio de
polinémios ¢, que converge uniformemente para #, e portanto
também segundo a topologia induzida por C(X) em C (X).

Entdo, como toda a distribuigdio Te C(X) ¢ da forma D"f
segue-se que existe também uma sucessio de polindémios que
converge para T em C(X).



TEORIA DIRECTA DAS DIS’l‘RIBUIQﬁES SOBRE UMA VARIEDADE 11

O sub-espaco de C(X) constituido pelos polinémios € entdo
denso em C(X), e o mesmo acontece portanto com o sub-espago
das func¢Ges continuas.

Do critério de convergéncia, que estabelecemos anteriormente,
deduz-se facilmente o seguinte critério de derivabilidade para
fungdes com valores no espago C (X) das distribui¢es sobre um
dominio compacto X de R”:

Seja F(u) uma funcdo com valores em C(X), definida num
aberto QY de Re. Se, para todo o dominio compacto AC Q,
existe um inteiro p e uma funcdo f(x,u) continua e admitindo

derivada parcial f(x,u) continua em X X Q, tais que

g ut
F(uy—=D2f(x,u), para cada ued, enldo F(v) admite deri-
vada parcial em relagdo d varidvel u', continua em Q, e tal
derivada ¢ dada pela formula
Jf

Ay A

0 ul 0 ut

E de modo andlogo para as derivadas de ordem superior.

¢) Andlise Linear. Pode-se estabelecer, para as distribui¢des,
uma férmula de representagio (férmula de Dirac) que desempe-
nha na Teoria das Distribui¢ées um papel analogo ao da féormula
integral de Caveny na Teoria das Fungdes Analiticas.

Ponhamos, para todo o inteiro # 0, para todo o ponto

w=="(uy,-- u,) de R” e todo o indice 1 =1,2,... 2,
1 V41
~m J{(x wr ! se xix ot
(2.8) - - Gl (x—u)=1 (m 4+ 1)
{ 0 se af <,

e designemos por G™(x —u) o produto das » fungdes G} (x—u).

Facilmente se reconhece que G”(x —u) é uma func¢io con-
tinua em R”, assim como as m primeiras derivadas mixtas
D.G" (¥ —u), .-, DY G”(x —u); no entanto, a derivada
DYt G/ (x—u) ¢é descontinua em todos pontos de qualquer dos
hiperplanos &= u’, de modo que as derivadas seguintes ji nio
podem ser interpretadas no sentido usual.

Para todo o dominio compacto X < R, designemos por

Gx(x—u) a restricio de G"(x—wu) a X. Como Gx(x—u) ¢é
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continua em X, as derivadas D% G¥, que, para p>m-+1, po-
dem ndo existir no sentido usual, podem ser interpretadas como
distribuig¢bes sobre X.

Vejamos que se tem:

=0 se u¢}0( M

2.9) .. DY 2GR (x —
(2.9 (@ —u) #=0 se neX

Basta ver que assim ¢ quando X ¢ um intervalo compacto.
Ora, neste caso, se u¢)%, existe um indice 7 tal que
GY (x —u) se reduz no intervalo X a um polinémio de grau
m -1, eventualmente nulo. Entdo GX(x—u) é da forma (2. 4),
com r=(m+1,...,m+1), e portanto DI T2G¥ (x —u)=0. Se
uef(, nenhuma das fungdes GY* (¥ —u) se reduz, no intervalo X,
a um polin6émio, e dai se deduz facilmente que D% T2 G¥ (¥ — u) == 0.
Consideremos agora a aplicagio u — G¥ (¥ — ) que faz
corresponder a cada ponto #eR" a fungio G¥ (¥ — u).
Podemos considera-la como uma funcdo vectorial definida em

R* e com valores no espago C(X). Esta fung¢io é continua
quando se introduz em C(X) a topologia da convergéncia uni-

forme sobre X, visto que GX(x—u) é continua como fungio
das varidveis x e .

Pode-se interpretar também # — G% (¥ —u) como uma fun-
¢do com valores em C(X), sendo ainda continua neste caso, pois
que a topologia induzida por C(X) em C(X) ¢ menos fina que
a da convergéncia uniforme,

Nestas condigdes, para toda a fungdo feC(X), o produto
fu) GY (x—u) é integravel no sentido de Riemay, relativamente
a topologia da convergéncia uniforme sobre C(X) e portanto
também em relagdo a topologia de C(X).

Demonstra-se facilmente que se tem:

(2.10) - f(B)= ;”+2/f(u).G§”(§—-u)du, v fe C(X).

JX

Como o operador D”+2 ¢é continuo, a f6rmula anterior pode
escrever-se

®) §( designa o interior de X.
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(2.11) - f(a?):} fu)-DETEGE (v —w)du,
o X
o que constitui a férmula de Dirac para as fun¢des continuas.
Para cada #eX, DY 12G”(x—u) é uma distribuicdo sobre
X, independente de m, a que chamaremos distribui¢do de
Dirac sobre X relativa ao ponto u, e que designaremos por
Ox (& —10).
A formula de Dirac (2. 11) escreve-se entdo:

(2.10) oo f(2) = / fais (x—wdu, feCX)
o X
A partir do critério estabelecido no numero anterior, deduz-se
facilmente que a funcdo oy (x—u) & diferencidvel (V). Por outro
lado, de (2.9) resulta imediatamente que o suporte de Ix (X — 1)
¢ precisamente o dominio compacto X.

A formula de representagdo de Dirac estende-se facilmente
as distribuicdes, com uma conveniente generalizagdo da nogdo de
integral.

Seja E um espago localmente convexo separado, completo
em relacdo as sucessoes, e seja v uma fun¢do definida e continua
em R", com valores em E.

O integral de » em relagdo a uma distribui¢do TeC(X)
define-se pondo, para toda a sucessio de fungdes continuas

f" - T,

(2.12) --- } T(u)'p(u)duzlim} fu()yo(uydu,
X " oJX
desde que o limite do segundo membro exista e seja independente
da sucessio f, que converge para 1.
E facil ver que se 3 ¢é diferenciavel e tem o seu suporte con-
tido em X, o integral (2. |2) existe sempre, qualquer que seja a
distribuicio T = D?f considerada, sendo dado pela férmula:

(2.13) - /iT(w)q(u)a’u:(——l)P - | fw) Dig)du,®

(1) Em todo este trabalho o termo diferencidvel sera entendido no sen+i-,,
de indefinidamente derivavel no sentido usual.
(2) Para todo o sistema de inteiros p =(py, - p.),|p i designa a soma

2% SRTRE o
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a qual se estabelece facilmente, usando repetidas veses o método
de integragfio por partes.
Com esta defini¢fio, deduz-se imediatamente, a partir de (2.12),

(2. 14) .- T(&):/“T(u)ax@“u)du, v TeC(X),
X

0 que constitui a fé6rmula integral de Dirac para as distribuicdes.

Esta férmula mostra que os elementos Jy(x —u),ue X ,
constituem uma base de C(X), na qual se exprime qualquer
distribui¢do em termos das operagdes de adigio, multiplicagéo
por escalares e passagem ao limite.

Este facto permite determinar as aplicacoes lineares continuas
de C(X) num espago localmente convexo E, separado e completo
em relagdo as sucessdes, por um método semelhante ao que se
usa para os espac¢os de dimensdo finita.

Sendo © uma tal aplicagdo, vé-se imediatamente que se
tem, por (2, 13):

(2. 15) ... ) (_T):'//;T(u) O Px (¥ —wu) du,
ou ainda,

(2.15) - 6 (T) ::U/;T(u) S(wydu,

em que

(2.16) -+ S(u)y =03 (x —u)], VueR".

E imediato que a fungfio 6(x), a que chamaremos ndicatriz
de ©, ¢é diferenciavel e tem o seu suporte contido em X.

Suponhamos agora que ¢ dada uma funcdo 6:R” -~ E, dife-
renciavel e de suporte contido em X. Existe entdo o integral de

U a respeito de qualquer distribuicio TeC(X), e a partir de
(2.13) demonstra-se facilmente que a aplicagdo ©@:C(X)—~E,
definida por (2. 15), ¢ continua.

Vejamos ainda que 6 ¢é a indicatriz de O, isto é:
(@) =0O[x(x—a), YaeR".
‘”H"‘I‘em-se com efeito:

O (F— a)— /.6x(z;~—(z)9(u)du= /;'Gi (4 —a)D? 6 () du:

o X v
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e, por um processo de cdlculo andlogo ao que permite deduzir
(2.10), obtém-se

P
} Gy (x—a)D2 0 (u)ydu="0(a).
o« X

Tem-se assim o seguinte teorema:

Trovema 2.1, Seja X wum dominio compacto de R" e seja E
um espago localmente convexo separado e completo em 1 elacio as
sucessoes. Existe entdo uma correspondéncia bi-univoca © <0 entre
as aplicagbes lineares continuas ©:C(X)--E ¢ as Sungoes diferen-
cidveis 9:R" - E de suporte contido em X, a qual ¢ determinada
pelas formulas (2.15) e (2. 16).

Suponhamos que E ¢ a recta complexa. Segundo o teorema
anterior podemos identificar cada forma linear continua © sobre

C(X) com a sua indicatriz 5. Com esta convengido, pode-se
entdo afirmar que o espago D (X) das fungdes complexas diferen-
cidveis em R” e de suporte contido em X ¢ o dual do espaco
C(K).

Por outro lado, como C(X) ¢ reflexivo, C(X) ¢ também o
dual forte de D(X), quando se mune este espago com a topo-
logia do dual forte. Demonstra-se que esta topologia ¢ idéntica
a topologia da convergéncia uniforme para cada uma das deriva-
das, cf. [11], a qual é definida pelas semi-normas:

M"olp:ma;(:‘y(x) 1D @), - DPe(x))).

Assim, cada distribuicio T e C(X) pode ser interpretada, de
acordo com a definicdo de L. Sunwawrz, como forma linear
continua sobre D (X) (cf. [11]):

2. 17) - <o, T>= /'T(u).;g(u)du.

o X

Como aplicagdo do Teor. 2. 1, vamos ver que, para toda a
fungdo =« diferenciavel em X, a aplicagio f-af, que faz
corresponder a cada fungdo f continua em X o produto af,
¢ prolongdvel numa, e numa s6, aplicacdo linear continua de

C(X) em si proprio.



16 J. SANTOS GUERREIRO

Ora, tem-se, pela féormula de Dirac,

2 f(®) :Jif(u)a(u)%x (*—wydx,

ou ainda

(2.18) - @) = | fu) 06 du,

em que
(2.19) - 6(%)2{

2(u)dx (x—u) ueX

0 nos restantes pontos gz ¢ R”.

Demonstra-se facilmente, cf. [10], que (%) ¢ diferenciavel e
tem o seu suporte contido em X.

Assim, 0 ¢ indicatriz de uma tnica aplicagfio linear continua
0,:C(X)~C(X), (2.15), e a formula (2. 18) mostra entdo que
. (f)=0of, ¥ feC(X).

Posto isto, define-se o produto de uma distribui¢io qualquer
TeC(X) por uma fung¢io qualquer «e C*(X), pondo «a T=0,(T).
As regras formais da multiplicagdo usual assim como a regra de
derivagdo do produto, estendem-se imediatamente, prolongando
por continuidade as identidades que traduzem tais regras.

A classica féormula de Dikac para a multiplicagdo

(2.20) -+ z2(x) - d(x—u)=a()d(x —u), MueX,

obtém-se imediatamente, pois que o primeiro membro € precisa-
mente a indicatriz 9(#) da aplicagio T —«T, a qual é dada
por (2. 19).

(d) Distribuicoes sobre um aberto. A extensio da noc¢ido de
distribui¢cdo a um aberto qualquer @ de R” faz-se mediante o
conceito de restrigio, que se define do seguinte modo: sejam
X,X’ dois dominios compactos de R” tais que X'c X e seja
T=D’f uma distribui¢dio sobre X, chama-se restriio de T a
X’ a distribuicéo

Tx=D*(fx),

em que f,x designa a restricio de f a X'.

Demonstra-se sem dificuldade que xx:T -~ Tx ¢é uma
aplicagdo linear continua de C(X) sobre C(X).

As distribuigdes sobre Q sdo entio definidas como sendo os
sistemas T =|Tx! que se obtém, fazendo corresponder a cada
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dominio compacto X < @ uma distribui¢io Txe C (X), de modo
que se verifique a seguinte condi¢do de compatibilidade:

(Tx);x=T,x/, sempre que X' C X.

A adicdo, multiplicagdo por um escalar e a derivagdo séo
definidas pelas regras

I Tx!+{Sx=|Tx + Sx|
(2. 2. 1) 31 Txl= 1 Tx|

D?|Tx {=|D? Tx}.

Verifica-se facilmente que o conjunto C(Q) das distribuigdes
sobre @ é um espaco vectorial, e que D? & uma aplicagio linear
deste espago em si préprio.

Fazendo corresponder a cada funcio feC(Q) o sistema
| /x|, constituido pelas restricdes de f aos dominios compactos
X c Q, obtém-se um isomorfismo vectorial de C(Q) sobre um
sub-espaco de C(Q), o qual pode portanto ser identificado com
CW.

Se T=|TxleC(Q), cada uma das distribui¢des Tx diz-se
também a restricdo de T a X. Se Q' é um aberto contido em
Q, a restricio T,y de T a @ pode-se definir como sendo o
sub-sistema T = |Tx!x(q .

Pode-se também definir a restricio de uma distribui¢do T
sobre um dominio compacto X c R* a um aberto @ € X, pondo
T/a=|T;x|x/(qa, ou ainda, se T=D’f, feC(X), Tjx=D"(f0).

Qualquer dos operadores de restricdo, assim definidos, € evi-
dentemente linear.

Demonstra-se facilmente que, se X ¢ um dominio compacto
de R” e Q um aberto qualquer de R” que contenha X, toda a
distribuicio TeC(X) ¢ a restricio a X duma distribui¢do defi-
nida em Q. Prova-se ainda que a aplicagdo de C(X) em C(}o(),
T - T,%, ¢ um isomorfismo vectorial de C(X) sobre um sub-
-espago vectorial de C(}O(). Podemos entdo identificar C (X)
com tal sub-espago, e considerar as distribui¢ées sobre um
dominio compacto X, como sendo as distribui¢cdes no seu inte-
rior que sdo prolongdveis a qualquer aberto que contenha X.

Para as distribui¢des sobre abertos de R”, desempenha papel
importante a seguinte propriedade que L. ScEwarTz designa
sugestivamente por «principe du Recollement des Morceaux»:
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«Seja O, uma familia de abertos de reunido Q e suponhamos

que a cada indice o corvesponde uma distribuicio T,eC(Q,), de
modo que se tenha : Tmlf()an()@ =Tg/g,n 2 sempre que Q, Qs £4.

Existe entdo wma e wma sé distribuicdo T sobre Q tal que
T“__“T/ oy V&

Daqui resulta imediatamente que a reuniio de todos os
abertos, onde uma distribuicdo T ¢ nula, (!) é ainda um aberto
onde T ¢é nula.

Chama-se suporte duma distribuicio Te C@ o complemen-
tar, a respeito de @, do maior aberto onde T ¢ nula. Se T &
uma funcdo continua, esta nog¢io de suporte coincide com a nocfio
usual.

e) Limites Projectivos. Topologia de C(®). Consideremos
uma familia de espagos vectoriais E, cujos indices sdo tomados
num conjunto ordenado I, e suponhamos que a cada par orde-
nado « £ @ corresponde uma aplicacdo linear ga.: Eg—~E,, de
modo que se verifiquem as seguintes condicoes : (P1) g,,=d (E,);
(P2) &ya = &Ba0 gy@ Sempre que o« L 5 <7

Nestas condi¢des, chamaremos limite projectivo dos espagos
E, em relaglo as aplicacdes &.5, 40 sub-espago E do produto
JTI1E. constituido pelos elementos x = |x,| tais que Xn = g5, (%3),
%
sempre que « £ [,

Vé-se imediatamente que o espaco C(Q) das distribuicoes
sobre um aberto @ de R” ¢é o limite projectivo dos espagos
C(X), em que X percorre o conjunto dos dominios compactos
contidos em €, relativamente aos operadores de restri¢cio
txx s T Tx.

Se os espagos E, sdo espagos localmente convexos e as apli-
cagoes g,z sdo continuas, considera-se, salvo indicacio em con-
trario, o limite projectivo E munido da topologia induzida pela

do produto J]E,.. Tal topologia ¢ também a menos fina das

topologias localmente convexas que tornam continuas as projec-
¢0es, g :!|¥.| —x,, de E em cada um dos espagos E,.

(*) Para abreviar, diz-se frequentemente que duas distribuicdes T e T/
sdo iguaisem 0 se T/u="T//a,
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Demonstra-se facilmente que, se os espagos E, sdo separa-
dos, E é um sub-espac¢o fechado de JT1E., sendo portanto com-

o
pleto se cada um dos espagos E, € também completo.

Uma aplicagio 3 dum espago topolégico qualquer F em
E ¢é continua se, e s6 se, para todo o indice «, a aplic ¢do
Py == gz 09 € continua,

A topologia do espago das distribuigdes C(Q) define-se
entio naturalmente, como sendo a topologia usual do limite
projectivo dos espacos C(X), correspondentes aos dominios
compactos X c @, relativamente aos operadores de restrigdo
EJX X _

O espago C(Q), assim definido, ¢ entdo um espaco local-
mente convexo, completo e separado.

Uma aplicagdo ¢ dum espago topolégico qualquer F em
C(Q) ¢é continua se, e s6 se, para todo o dominio compacto
XcQ, 9,=p,09 € continua.

Torna-se mais dificil estabelecer critérios para que uma
aplicacdo dum limite projectivo de espagos localmente convexos
num espago topoldgico qualquer seja continua. Tem-se no entanto
o seguinte resultado, (cf. [14]):

«Se o conjunto de indices 1 é filtrante, e se ¥ ¢ um espago
localmente convexo sub-normdvel(V), entdo uma aplicagdo linear
9:E -~ F ¢ continua se, ¢ so se, existir um indice »el e uma apli-
cagdo linear continua 2,:E, ~F tais que ¢ =0,0g,.

Dai se deduz em particular:

«Para que uma aplicagio 9 do espago C(Q), das distribuicbes
sobre um aberto Q C R", wnum espaco localmente convexo sub-
-normdvel Y seja continua, ¢ necessdrio e suficiente que exista um
dominio compacto X C Q e uma aplicacdo linear continua QX:C(X)aF,
de modo que se tenha ¢=g9.00., on sga: ¢(T)=1,(Tx),
v TeC(Q).

A proposicido anterior reduz entfio o problema de determinar
as aplicagdes lineares continuas do espago das distribuigdes sobre
um aberto @ de R” num espaco localmente convexo F, sepa-
rado, completo em relagdo as sucessdes e sub-normavel, ao pro-
blema j4 tratado em o).

(1) Um espaco localmente convexo E diz-se sub-normdvel se existe
pelo menos uma norma continua em E.
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§ . Mudancgas de varisvel

3. Posicdo do problems. A maneira como se define usual-
mente a imagem fop duma fungdo f por uma mudanca de
variavel y =y (x), fop(x)=f[r(x)], faz intervir o conceito de
valor num ponto e ndo ¢é, por isso, aplicavel as distribuicdes.
No entanto, como a nogfo de distribui¢do generaliza a nocéo de
fungdo continua, € natural procurar estender a mudanca de
variavel as distribuicdes de modo a serem conservadas as pro-
priedades fundamentais desta operagio.

Esta extensfo pode ser feita por diferentes caminhos; aqui,
seguiremos o método de prolongamento por continuidade que
utilizamos ja em [9], o qual, além de permitir estudar o problema
com bastante generalidade, ¢ o que melhor se adapta aos fins
que temos em vista neste trabalho.

Consideremos dois dominios X,Y do espaco R”, cada um
deles aberto ou compacto, e seja p uma aplicagio continua de X
em Y, p pode-se exprimir por meio de um sistema de # fun-
¢Oes continuas .
}”'=M"(x‘,-'-,x”) i=17"')”)

em que x!,...,4" designam as coordenadas dum ponto qualquer
xeX, e yl,...,y" sdo as coordenadas do ponto imagem y = ().

Fazendo corresponder a cada fun¢fio f(») (1), continua em Y,
a sua imagem por u, ou seja, a fungdo composta fo p(x)=
=f[v(%)], deline-se uma aplica¢do do espago C(Y) no espaco C(X).

Esta aplicagdo € evidentemente linear, e respeita a multipli-
cacio, isto é:

(f-g)op=(for)-(gor) ¥f,geC(Y).

O problema, que nos propomos tratar, consiste entio em
fazer corresponder a cada distribuigio Te C(Y) uma distribuicéo
bem determinada TopeC(X), de modo que se verifiquem as
seguintes condi¢bes:

(M1) Quando T ¢ uma fungio f, continua em Y, Toyp coin-
cide com a funcdo composia oy, no sentido usual.

M2) A correspondéncia 'T—T o vy_que designaremos por p*,
€ uma aplicacdo continua de C(Y) em C(X).

() Quando nfo se indique a natureza dos valores duma fungdo f suben-
tende-se que f € uma func¢do complexa. Esta convencdo serd adoptada em
todo o texto.
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O problema assim posto pode ndo admitir solugdo alguma.
No entanto, se existir uma solugdo, esta é unica, pois que C(Y)
¢ um sub-espago denso em C(Y), e a condigio (M1) determina
»* neste sub-espaco.

Nio tem interesse aqui a discussfio das condi¢des a que deve
satisfazer p. para que o problema seja possivel. Limitamo-nos a
estabelecer a existéncia de p* no caso em que v ¢é regular, o

que ¢é suficiente para o fim que temos em vista.

4. Mudangas de varidvel regulares., Antes de prosseguir,
convém esclarecer o sentido em que vamos utilizar a nogdo de
aplicagdo regular.

Dados dois sub-conjuntos X,Y de R", uma aplicagio
p: X~ Y diz-se regular num ponto x, interior a X se €é dife-
rencidvel neste ponto e o seu Jacobiano, J., nfo se anula
em x;.

Se x, ¢ um ponto da fronteira de X, p diz-se regular em
%y, se existir uma vizinhanca U de x, e uma aplicagio p:U—~R",
regular em x;, que coincida com p na intersec¢do UNX.

Uma aplicagfo p:X —Y diz-se regular se é regular em cada
ponto de X.

Posto isto, comecemos por demonstrar o seguinte Lema:

Levma 4.1. Sejam X e Y dois dominios compactos de R".
A toda a aplicacdo injectiva e regular p.:X — Y corresponde uma e
uma sé aplicagio linear continua p*:C(Y) -~ C(X) tal que se tem,
para toda a fungdo 1 C(Y), p*({)=1fop.

Como ja vimos, p*, se existir, € univocamente determinada.
Vejamos que, nas condigdes do Lema, ela existe de facto.
A formula de Dirac permite escrever

4.1+ fop@= | for@ixF—v)do, +fsC(Y).
X

Este integral ¢ um integral no sentido de Rizvaxy em que a
fun¢do integranda é uma fungdo vectorial com valores no espago
C(X), definida e continua em R”. Pode-se entdo efectuar a
mudang¢a de varidvel z=p(v) pela regra usual(}).

(1) Convém ter em aten¢do que u define um homeomorfismo de X

sobre p(X).
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Obtém-se assim:

Sx(x—p () de,

(4.2) - fop ()= f SO @
ou ainda

(421) foy.(;c‘\):v/nf(z)e(z)d’z!
Y

em que 6 é uma funcgdo definida em R”, com valores em C(X),
tal que

|]}L_1 (2)]9x (x—p~1(2)), se z €& interior a p(X)
0 nos outros pontos.

4.3) - - e<z>={

A fungio 6 tem o seu suporte contido em Y. Entio, se 6
for diferenciavel, corresponde-lhe, pelo Teor. 2.1, uma aplicagdo
linear continua de C(Y) em C(X), que, em virtude de 4.2,
serd a aplica¢do p* procurada.

Tudo se reduz entdo a provar que § ¢é diferenciavel.

Isso é imediato nos pontos interiores ou exteriores a wu(X);
resta portanto estabelecer a diferenciabilidade de 6 nos pontos
fronteiros a p (X).

Seja entdo 2, um ponto da fronteira de p(X); como p de-
fine um homeomorfismo de X sobre ¢ (X), existe um unico ponto
da fronteira de X tal que p (7)) = &,. Por outro lado, como u ¢é
regular existe uma vizinhanga aberta V de 7;,, uma vizinhanga
aberta W de z, e uma aplicagio regular py,:V -~ W que coin-
cide com p em XNV. Podemos supor ainda as vizinhancas V
e W suficientemente pequenas para que p, seja um homeomor-
fismo.

Ora, a fungfo definida em W

O () = Jot () | 9 (& — 1 =)

¢ diferencidvel e coincide com 6(2) em W, o que acaba de
demonstrar o lema.

O lema anterior estende-se para os restantes casos em que
um dos dominios X,Y, pelo menos, é aberto.

Suponhamos, em primeiro lugar, que X ¢ compactoe Y &
aberto, e designemos por p; a aplicagdo de X sobre Y;=p(X)
tal que p(x)=1p (%), Y xeX.
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Como Y, ¢ um dominio compacto, o lema anterior garante
a existéncia de uma aplica¢iio linear continua pj de C(Y,) sobre
C(X) tal que pi(f)=fou, ¥ eC(Yy). R

Entio, pondo, para toda a distribuigio T e C(Y),

p* (D) =pi (Trx),
ou seja

£ *
poE=PLoPY Y

vé-se imediatamente que p* € uma aplicacdo linear continua de
C(Y) sobre C(X) tal que p*(f)y=fop, ¥ feC(Y).

Consideremos agora o caso em que X ¢ aberto e Y ¢ aberto
ou compacto. Para todo o dominio compacto K X, designemos
por p, a restricio de p a K. A aplicagdo p esta entdo nas
condicdes do caso anterior, ou nas do proprio Lema, conforme Y
seja aberto ou compacto. Em qualquer dos casos, existe uma
aplicagio linear continua yg: C(Y) -~ C(K) tal que pk (f)=rfopg.

Reconhece-se facilmente que, para toda a distribui¢do
TeC(Y), o sistema formado pelas distribui¢des p3 (T) é uma
distribuicdo sobre X, no sentido da defini¢do dadaem 2. d), que
vamos designar por u*(T).

Como, para todo o segmento K X se tem pp=—=pcop, da
condigio que estabelecemos em 2. ¢), para que uma aplicagdo
dum espago topolégico em C X) seja continua, resulta imedia-
tamente que p* é uma aplicagdo continua de C(Y) em C(X),
tendo-se ainda para toda a fun¢io fe C(K), p*(f)=fop.

Pode-se entdo enunciar o seguinte teorema:

Teoreva 4.2. Sejam X e Y dois dominios de R*, cada um
deles aberto ou compacto. A toda a aplicacdo injectiva regular
v:X =Y corresponde uma e uma sé aplicacdo linear continua
w:C(Y)— C(X) que prolonga a aplicacgio f—1fop de C(Y) em
C(X).

Para cada distribuicdo TeC(Y), a distribuigdo p*(T) dir-
-se-4 distribuigdo composia de T com p., ou ainda, por abuso
de linguagem, imagem de T por p, e designar-se-d por Top
ou T[x(%)].

Da formula (4. 3) resulta que a imagem da distribuig¢do de

Dikac sobre Y, dy(y—w), por uma aplicagdo injectiva regular
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p:X =Y, € dada, em cada ponto vep(X), pela formula

(4. 4) 2* Py (¥ — o) =] Jos (@) | 9x (F — 71 (@),

sendo nula nos restantes pontos de R”.
Pode-se ainda escrever:

(4.5 Y (p(x)—p(a) = x(x—a), MaeX.

_ 1
| Ju(a@)]

O teorema 4.2 continua valido se u € regular mas niio é
injectiva.

A demonstragdo pode ser feita por um processo anilogo ao
que utilizdmos na extensio do Lema 4.1 ao caso em que X
¢ aberto, (Ver Notas Finais).

5. Propriedades das mudangas de varidveis. Vamos agora
ver que a maior parte das propriedades da mudanca de variavel
nas funcdes é extensivel as distribuicdes.

No que se segue X,Y,Z, designam sempre dominios aber-
tos ou compactos dum mesmo espago R", e para cada aplicacio
regular(!) p:X — Y, v* designa a aplicagdo T — Toyp definida
no numero anterior,

Prorosigho 5.1 Se p:X Y, v:Y - Z sdo aplicacoes regu-
lares, tem-se :

) (Tovyop=To(vop), ¥ TeC(2),
ou seja
(5.1) (o ) =p* o3,

Com efeito, a relacdo 5.1 ¢é verificada quando T ¢é uma
fungdo continua em Z e prolonga-se portanto a qualquer distri-
buicio TeC(Z), visto que cada um dos seus membros é, de
acordo com o Teor. 4. 2, func¢éo continua de T.

A proposi¢do anterior exprime que a operagdo que consiste
em compdr uma distribui¢io com uma aplicagdo regular é asso-
ciativa.

(1) Aqui consideraremos u no caso geral, injectiva ou nio, admitindo,
como fizemos notar no numero anterior, que o Teor. 4.2 & extensivel as
aplicacbes regulares nio injectivas.



TEORIA DIRECTA DAS DISTRIBUI(}GES SOBRE UMA VARIEDADE 25

Provosigio 5.2. Se XY ¢ i:X-Y ¢ ainclusio de X
em Y, i(x)=x, VxeX, entdo i* ¢ o0 operador de restrigdo
oy T = Tix. Em particular, se i ¢ a identidade de X,i* ¢ a
identidade de C (X).

A demonstracdo é analoga a da Prop. 5. 1.

TroREMA 5. 3. Se p é um homeomorfismo regular de X sobre
Y (isomorfismo), p* € wm isomorfismo vectorial topoligico de

C(Y) sobre C(X), e tem-se
(5-2) prt = (p71)*.

Com efeito, se p ¢ um homeomorfismo regular de X sobre
Y, v=p1 ¢ um homeomorfismo regular de Y sobre X, e por-
tanto existem, de acordo com o Teor. 4. 2, p* e Vv*. Como,
you=1id(X) e pov=1id(Y), das Pro. 5.1 e 5. 2 resulta

p* ot =id (C (X)), v ou® = id(C(Y)),

0 que mostra que :* e p* sdo isomorfismos inversos um do
outro.

Oss. Os resultados anteriores podem apresentar-se duma
maneira mais sucinta e elegante, utilizando as nogdes de cate-
goria e functor, hoje correntes em Topologia Algébrica (1).

Consideremos, por um lado, a categoria € dos dominios de
R”, tomando como morfismos as aplicagdes regulares piX =Y
e para lei de composi¢do de morfismos a composigio de aplica-
¢bes (v,p) »vou. Consideremos, por outro lado, a categoria ¢
formada pelos espagos de distribui¢ées definidas em dominios de
R”, tomando para morfismos as aplica¢des lineares continuas
0:CY) - C(X), e para lei de composigdo de morfismos a com-
posicdo de aplicagdes.

Os resultados anteriores podem entdo resumir-se num tnico
enunciado:

«A lei de correspondéncia que associa a cada dominio Xe€
o espago C(X) e a cada morfismo p.:X — Y a aplicacdo p*: T->Top
de C(Y) em C(X) ¢ um functor contravariante».

(1) Veja por exemplo, «Téorie des Faiseeaux» Godement, Act. Scient.
Industrielles, 1252, HERMANN.
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Com uma técnica semelhante 2 da Prop. 5. 1 demonstram-se
ainda as seguintes proposicdes:

Prorosigio 5. 4. Se p:X Y 4 regular e o ¢ uma funcdo
diferencidvel em Y, tem-se,

(5 3 pF(@T)=p* (). p*(T), v TeC(Y).
Prorosigko 5. 5. Se p:X Y ¢ regular, tem-se, designando
por yi=pi(x!,... x%) gs Jungoes coordenadas de v,
“ v
(5.4 2t My= 302 (2T,
0 x j=1 0¥ oy

A proposicio 5.4 exprime que p* respeita a multiplicacdo
de distribui¢des por funcgdes diferenciaveis. A proposicio 5. 5
€ uma extensfo as distribuicées da conhecida regra de derivacio
das funcées compostas. Por vezes, escreve-se a relacdo (5. 4) de
forma mais abreviada,

0T oy OT
ox gy

7
0x =1

mas ¢ evidente que se comete aqui um abuso de linguagem, pois
que se representa pelo mesmo simbolo T uma distribuicéio sobre
Y e a sua imagem pela aplicacio [

A f6rmula da mudanga de variavel nos integrais multiplos
¢ também extensivel as distribuicoes :

ProrosigRo 5. 6. Suponhamos que X ¢ Y sdo dominios com.
pactos de R*. Se t ¢ uma funcdo continua em R® com valores num
espago localmente convexo E, separado e completo em relacdo as
sucessoes, e se p. ¢ um homeomorfismo regular de X sobre Y,
lem-se

(5. 5) fyT(yM(y)dy= /;T[V(X)]f[zf-(X)]IJ.u-(X)ldX

sempre que exista o integral do primeiro membro.

Consideremos uma sucessio ¢» de fun¢des continuas em X
convergente para Top. Entdo, como p*1 ¢ uma aplicacgdo
linear continua, a sucessdo U u) = gnop~l converge para
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(Top)out=T. Por outro lado, a conhecida regra da mudanga
de varidvel em integrais multiplos permite escrever

(5. 5) ]; on i (D f(9) dy= }}; on (1) 1o @)1 Jo (@) d

Entdo, se existe o primeiro membro de (5. 5), obtém-se esta
relacdo passando 5. 5 ao limite, de acordo com a definig¢do de
integral de uma distribuicio em relagdo a uma fungio, 2. ¢).

Como caso particular, tem-se o seguinte corolario:

CowrovLirio. Se p & um homeomorfismo regular de X sobre
Y, a imagem p*(T) de uma distribuigio T sobre Y ¢ definida
como forma linear continua sobre O (X) pela formula :

(5.6 <p(T),e>=<T,|[Julr*()>.

§ I1. DistribuicSes sobre uma variedade.

6. Algumas nogdes sobre variedades diferencidveis. a) Vamos
recordar aqui a nogdo de variedade diferenciavel com uma dada
dimensdo =, ci. [3], {8], {19].

Uma tal variedade pode ser definida como sendo um espago
topologico separado V, com base numeravel, munido duma lei
que faz corresponder a cada aberto ¢CV uma classe de fungdes
definidas em @, que se designara por C*(Q), nas seguintes
condigdes :

(V1). Para todo o ponto ueV, existe um homeomorfismo @
dum aberto X de R® sobre uma vizinhanca aberta U de u tal que,
feC®(U) s¢, e so se, 1o® ¢ diferencidvel em X.

(V2). Uma funcdo f, definida em @, pertence a C®(Q) se, e
sd se, para todo o ponto ueQ, existe uma vizinhanga aberta U de

u tal gue f,yeC”(U).

Toda a fun¢io feC”(Q) diz-se diferencidvel em Q. Reco-
nhece-se imediatamente que C*(Q) é um sub-espago do espago
vectorial C(Q) das fun¢des continuas em .

A noc¢io de fungdo diferencidvel extende-se a um dominio
compacto A qualquer de V pelo mesmo processo que em R”.
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Consideremos duas variedades V,V' e dois abertos QcV,
¥cV'. Uma aplicagio p:Q - Q' diz-se diferenciavel se, para
toda a funcio f diferenciavel em ¥, fop é diferenciavel em Q.
Reconhece-se imediatamente que, se p' i Q-Q e Q5 Q' sdo
diferencidveis, a aplicacdo composta p=yp"op’ é diferenciavel.
Se @, a inclusio /:Q- @ & diferencidvel. Em particular, a
restricio de uma aplicacio diferencigvel i Q—Q a qualquer
aberto contido em Q ¢ diferenciavel.

De modo andlogo se define aplicagdo diferencidvel dum
aberto ou dominio compacto de V num aberto ou dominio com-
pacto de V',

Uma aplicagdo bijectiva u:Q - Q' diz-se bi~diferencidvel se ¢é
diferencidvel, e a sua inversa, p~1, também ¢ diferenciavel. Uma
aplicacdo bhi-diferencidvel p:Q -> Q' diz-se também um 1Somor-
Jfismo de Q sobre (.

Chamaremos segmento aberto de V a todo o dominio aberto
UcV isomorfo a um dominio X de R". De modo analogo,
chamaremos segmento compacto de V a todo o dominio compacto
isomorfo a um dominio compacto de R*, mas que esteja contido
num segmento aberto.

Se K ¢ um segmento aberto ou compacto de V, todo o iso-
morfismo ¢:X »K, XcR”, diz-se uma carfz de K. Para todo
o ponto #eK, as coordenadas do ponto ¢-'(x)e R* dizem-se
coordenadas de u na carta ®, ou ®-coordenadas de .

Se ¢:X~K, ¢:X'~K sdo duas cartas de K, a aplicagio
hpr==P"19" ¢ uma aplicagio bi-diferenciavel de X' sobre X,
que exprime as ®-coordenadas de cada ponto de K em funcio
das ®'-coordenadas do mesmo ponto. Por isso se diz que A4 €
uma transformagio de coordenadas de K.

Consideremos duas variedades V,W com a mesma dimen-
sdo #, e seja p uma aplicacdo diferencidvel dum segmento
KcV num segmento LcW. Para todo o par de cartas
P:X-K, ¥:Y-L, tem-se

p=Yopyqyod1,

em que pyg € uma aplicagdo diferencidvel de X em Y.

Pois bem, diremos que p ¢ regular num ponto veK, se
twe € regular no ponto correspondente ®-!(v)e X. Demonstra-
-se, sem dificuldade, que a defini¢do nio depende das cartas
®,¥ consideradas.

Uma aplicagdo p: V> W diz-se regular num ponto veV se
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a sua restricio a um segmento aberto suficientemente pequeno
contendo 7, é regular no ponto 7.

by Toda a variedade diferenciavel V € evidentemente um
espaco localmente compacto e, como possul uma base numeravel
de abertos, é também um espago paracompacto, cf. [5]. Assim,
a toda a cobertura aberta {Q,| de V pode-se fazer sempre cor-
responder uma cobertura {Qg| subordinada a primeira e local-
mente finita.

Por outro lado, prova-se facilmente que, para todo o aberto
Q e todo o segmento compacto K Q, existe sempre uma fun-
cdo diferencidavel ¢ 0 de suporte contido em @ e iguala 1
sobre K, cf. [8].

Podemos entfio, seguindo o mesmo método que no caso de
R" (cf. [8], [11]), demonstrar a seguinte propriedade, conhecida
com o nome de Teorema da Particdo da Unidade, que desempe-
nhara papel bastante importante no que segue:

A toda a cobertura aberta, numerdvel {Q;{ de V pode-se
sempre fazer corresponder um sistema de fungdes diferencidveis
x; com as seguintes propriedades:

(P1) Cada wma das funcbes o tem suporte compacto contido
em Qj.

(P2) Para todo o compacto A de V , existe um numero [finito,
somente, de fungbes a; que ndo se anulam em A.

(P3)  Em cada ponto veV, Dz(v)=1.

Um sistema de fungdes |«;] nestas condi¢des diz-se uma
particio da unidade localmente finita associada a cobertura ;.

¢y Uma medida sobre uma variedade diferencidvel V, pode
ser definida, do mesmo modo que em R”, como uma funcéo de
conjunto 6(A), complexa, completamente aditiva, definida na
classe B (V) dos borelianos limitados de V.

o

O integral /fd@ duma fungéo f definida em V, em rela-

JV
¢do a uma medida 0,(!) define-se da seguinte maneira:

(1) Usa-se indiferentemente a notagdo f§ ou a notagio diferencial 46
para designar uma medida.



30 J. SANTOS GUERREIRO

Se f tem suporte contido num segmento compacto K, o
integral ¢ definido 4 maneira usual, por meio das somas de
LuBESGUE-STIELTIES.

No caso geral, utiliza-se uma parti¢do da unidade localmente
finita 1= 9;, tal que o suporte de cada fun¢fio ¢; esteja con-
tido num segmento compacto K;, e poe-se

6.1y --- /;fd6=2ﬂf?/~de,

desde que a série do segundo membro seja convergente, e tenha
Sempre a mesma soma, qualquer que seja a particio da unidade
nas condigdes consideradas.

Se A ¢ um conjunto qualquer de V, pée-se ainda

ffdé): /']fde

em que 7(x)=f(x), para xeA, e f(x)=0 para x¢ A.
Se Ae®B(V) tem-se, em particular, 6(A)— /'a’e.
JA

A adigfo de medidas, assim como o produto por um escalar,
definem-se a4 maneira usual e convertem o conjunto de todas as
medidas sobre V num espago vectorial. Define-se ainda o pro-
duto duma medida 6 sobre V por uma funcio feC(V), como
sendo a medida ¢ = f9, tal que

9'(A)=ffde, VA eB(V).

Se ¢ =f0 pde-se também f=196/8 e diz-se que f ¢ a densi-
dade de ' em relacdo a 6.

Consideremos agora uma aplicagdo v dum boreliano qual-
quer BCV numa variedade diferenciavel W, de modo que p
seja um homeomorfismo de B sobre »(B). Para toda a medida
6 sobre W, chama-se imagem de ¢ por v a medida p*6 sobre
B, assim definida:

B0 (A)=0(z A),
para todo o boreliano limitado A cB.

Demonstra-se facilmente que se tem, para toda a funcéo f
integravel em u(B) a respeito de 6,
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. ' do — T L d(uF0),
6.2) |7 L@.u><y>

A medida sobre R*, que corresponde a nog¢do usual de inte-

gral [ f(x)dx (1), € obtida, prolongando aos borelianos limitados
R’Vl

de R* a fun¢do de intervalo: v([a,0)=(b, —ay)--- (b, —au).
Designaremos tal medida por d«.

Uma medida 48 sobre R* (ou sobre um aberto ou dominio
compacto de R*) diz-se diferenciavel, se existe uma fungdo dife-
renciavel ¢ tal que d9=odx.

Uma medida &6 sobre uma variedade diferencidvel V diz-se
diferenciavel se, para todo o segmento K e toda a carta ¢ de
K,d(®*6) ¢ uma medida diferenciavel sobre X. Neste caso, a
cada carta 9:X — K corresponde uma fun¢do 6, C*(K) tal que

d(P*8) =6, (¥ (x)]dx,

a qual se diz a densidade de 6 na carta ®.

A formula (6. 2) permite reduzir imediatamente o integral
duma fun¢io f, com suporte contido num segmento compacto
K, por meio duma carta ®:X -~ K, a um integral sobre X

]fM—Jf¢m> WP (@) d

No caso geral o integral ‘/ fdb reduz-se a uma soma finita ou

infinita de integrais do tipo precedente, por meio duma partigdo
da unidade.

Deduz-se facilmente que, se d¢ ¢é uma medida diferencidvel
sobre V, as densidades 8, verificam a seguinte condigdo de
compatibilidade:

(6 3) co ekb' (7/) = l J«D—‘ o' 'v e(b (7}) ’

para todo o par de cartas ®:X - K, ¢': X'~ K’ tais que KcK.

Inversamente, demonstra-se fdcilmente que a todo o sistema
de fungdes {6,{, que se obtém associando a cada carta ®:X—~K
uma func¢do 0, diferencidvel em K, de modo que se verifique

(1) Chamada também medida de LEBESGUE,
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(6. 3), corresponde uma e uma s6 medida diferencidvel 46, tal
que 9, € a densidade de 46 na carta ¢.

Podemos mais geralmente considerar medidas sobre V com
valores num espaco localmente convexo qualquer. Todas as
consideracdes anteriores sdo aplicaveis.

d) Vamos recordar a nogido de espago tangente num ponto
@ duma variedade diferencidvel V com dimensio #.

Consideremos, por um lado, o espago vectorial real £, cons-
tituido pelas aplicagdes lineares 7eass(l) L:C* (V) -~ C tais que:

(6. 4) - L(fg)=Lf-g@+f(@)-Lg;

e, por outro lado, o conjunto I, constituido pelas aplicagdes
diferencidveis y dum intervalo I de R! em V, para as quais
existe um ponto % el tal que y(f)—=a; uma aplicagio y nestas
condi¢des diz-se um caminho diferencidvel de V no ponto a.

A cada caminho yeT, corresponde um operador Lye £,
assim definido:

(6.5 - Lyf=

dfo“/J
dt |,

Inversamente, demonstra-se que, para todo o operador
Lef,, existe uma infinidade de caminhos vel, tais que
Ly=L.

Introduzamos em I, a seguinte relagdo de equivaléncia:
71~72 se, e sose, Ly =Ly . A classe u=[y] de todos os cami-
nhos equivalentes a um dado caminho y diz-se um wvector tan-
gente a 'V no ponto a.

A cada vector u={y] corresponde entdo um operador Lye 2,,
o qual se designara também por L,. Tendo em conta a defini¢do
de vector tangente, vé-se imediatamente que a aplicagdio u — L,
¢ uma aplica¢do bi-univoca do conjunto ¥, de todos os vectores
tangentes a V no ponto @ sobre o espago £,. Podemos entdo
introduzir em T, uma estrutura de espaco vectorial, de modo
que esta aplicagdo seja um isomorfismo, o que equivale a definir
a adi¢do de dois vectores u,ve3, e a multiplicagdo por um
escalar real i mediante as relagdes:

Lysv=Le+L, L,,=2L,.

(1) Uma aplicagio linear L de C®(V) no corpo C diz-se real se para
toda a fungdo real f, L (f) é real
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O espago vectorial T, assim definido diz-se o espago fangente
a V no ponto a.

Vejamos que I, € de dimensdo finita igual a de V.

Para isso, consideremos um segmento U que contenha o
ponto a. A cada carta ¢ (#1,...,27) de U podemos associar »
caminhos s7eT,, cada um dos quais resulta de fixar na funcgdo
®(x1,...x") todas as variaveis a* no ponto ¢-1(a), excepto a
varidavel #,

v (x)=® (!, ..., @, &' @, . . a").

A cada caminho ¢ corresponde um vector tangente [¢'/e 3,
ao qual, por sua vez, corresponde o operador

" o dj
Loitf o LQJL_J L‘
A (e)

) xt
Ora, dado um vector u=[y} ¢ T, tem-se

_[dfe)] _w[oSfe? d(etyy
LUf_[ dit ]t:fo—,'g[ 0 xt }(D(al).l‘_;é}47|t:l°

1

~1 )i
donde se deduz, pondo #'= [ﬂ._/)_ ] ,
L dt s,

(6. 6) -+ Lo= 3 Lot

?

Ve-se assim que os # vectores [+/] constituem uma base
para o espago tangente ¥., que é portanto um espago de dimen-
sdo 7; 0 mesmo acontece, claro estd, com o espaco £, que admite
como base o conjunto dos operadores L.

Chamaremos campo de vectores, sobre um sub-conjunto U
de V, a toda a fungido u que faz corresponder a cada ponto ae U
um vector tangente u(@)e I.. A adicdo de campos, produto por
um escalar real, ou por uma fungdo real ¢, define-se a maneira
usual: (u+v) (@ =u (@) +via); (- -u)(@=rula); (2 v(a)=
—o(a)-u(a).

Para toda a fungio fe C*(U), chamaremos derivada de [
segundo um campo de vectores u sobre U a fungio D,/ assim
definida:

(D f)(a)=Liw [, vaelU.
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Um campo u sobre um aberto U (ou dominio compacto)
de V, diz-se diferencidvel, se, para toda a funcio fe C* (U),
D, feC*(U). O conjunto de todos os campos diferencidveis
sobre U, que designaremos por 3*(U), é um espaco vectorial
real e também um médulo sobre o anel C*(U;R) das funcoes
reais diferenciaveis em U.

Por outro lado, cada operador de deriva¢io D, ¢ uma apli-
cagdo linear real de C*(U) em si préprio, que verifica a seguinte
condi¢do: Dy(f - g)=D.f - g+ f-D.g.

O conjunto £%(U) das aplica¢des lineares reais de C=
em si proprio, que verificam esta condigdo, constitui também
um espago vectorial real, e um médulo sobre C*(U;R). Das
defini¢bes anteriores resulta que u ~D, é um isomorfismo de
T%(U) sobre 2*(U), o que permite identificar v com D, OF

Suponhamos que U é um segmento de V e seja ¢ uma
carta de U. A cada indice 7=1,2, ... 5 corresponde entdo um
campo x’ tal que D,if=D;(fo®); estes campos sio diferencia-
veis e, de acordo com (6. ), constituem uma base para o modulo
I*(U), que ¢ assim de dimensdo finita igual 4 de V. Esta pro-
priedade ndo se verifica, em geral, se U é um aberto qualquerde V.

Consideremos agora duas variedades V,V' e seja » uma
injec¢do diferencidvel dum aberto (ou dominio compacto) U V
sobre um aberto (ou dominio compacto) U'cV’. A cada campo
ue I (U) corresponde um campo o' e I*(U') tal que

(6.7) - (Du/f) (V-(‘Z)):(DUfOV')((l)) V(IGU) er Cw(U/)'

O campo v/, assim definido, diz-se a imagem de u pela
aplicagdo u e representa-se por u, (u).
Da relagido (6. 7) deduz-se imediatamente

(’6. 8) s DH*(U) == jj.*'l o Du o} {j.* y
e, em particular, se U ¢ um segmento de V e ® uma carta de U,
D,\i: G*F o D,-o ¢E-1

A nogdo de derivada segundo um campo de vectores esten-
de-se as distribuicées.

Seja X um dominio de R”, aberto ou compacto; o médulo
£*(X) constituido pelos operadores de derivagio D, associados
aos campos de vectores sobre X €, neste caso, de dimensao finita

(1) Esta identificacdo, embora c6moda, néo sera utilizada aqui.
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% e admite como base o sistema formado pelos operadores de
derivagdo parcial D,. Pode-se entdo escrever,

D, == X ' (%) Dy,
=1

em que as fungdes #(x) sao diferencidveis em X.

Ora, cada operador D; é prolongadvel numa unica aplicacio
linear continua D;:C(X) - C(X), que é o operador de derivagdo
generalizada, 2. 6. Dai se deduz que D, ¢ prolongavel num tnico
operador linear continuo D,:C(X) - C(X), assim definido:

D, = Z w(x)-D;.
=1

Para toda a distribuicio T e C(X), D, T diz-se a derivada
de T segundo o campo u.

Se X,X’ sio dois dominios de R” e » ¢ um isomorfismo
de X sobre X' tem-se ainda

(6.9 DP-*(U) = u*lo Du ou® (1.

7. Distribuicdes sobre um segmento de variedade. Consi-
deremos uma variedade diferencidvel V com 7 dimensdes, e
seja. K um segmento de V aberto ou compacto. A cada carta
®:X - K facamos corresponder o espago das distribui¢des no
dominio X de ¢, que, para por em evidéncia esta correspondén-
cia, se designara por Cs. Analogamente, o sub-espago das fun-
cGes continuas no dominio de ® sera designado por Cu.

Se #:X -K, ¥:Y K sido duas cartas de K, a transfor-
macio Awo=—%-10 ¢ um homeomorfismo regular de X sobre Y.
Entdo, pelo Teor. 5.3, a aplicagdo f - fohve de Cyv sobre Cu €
prolongavel num isomorfismo vectorial fopoldgico de Cv sobre Cu

(7 ]) /ZTL‘\I) T - TO/l«] e

Por outro lado, toda a carta ®:X - K & também um homeo-
morfismo regular de X sobre K e induz um isomorfismo
f —~ fo® do espago C(K) das fungdes continuas em K sobre o
espago Co.

(1) Esta relagdo ndo € valida com a hipétese mais geral de u ser somente
diferenciavel, como no caso das fun¢des, pois que u* pode nfo existir,
cf. (Teor. 4, 2).
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Torna-se entdo natural procurar uma extensio do espago C(K)
de modo a poder generalizar o Teor. 5.3 para as cartas de K.
Mais precisamente, poremos o seguinte problema:

ProBLEMA 7. 1. Determinar um espaco localmente convexo S
que confenha C(K) como sub-espaco vectorial e, para toda a carta
©:X K, wm dsomorfismo vectorial topologico *:S . Co que
prolongue a aplicacio {--1o® de C(K) sobre Co.

Vejamos que o problema, assim posto, admite solugdo.

Para isso, fixemos uma carta ¥:Y -~K e um espaco local-
mente convexo S isomorfo a Cv. Entre os diversos isomor-
fismos vectoriais topologicos de S sobre Cy fixemos um deles,
que designaremos por %.

_ A cada fungdo fe C(K) corresponde um e um s6 elemento
feS tal que

7.2) - L(fy==fo V.

E imediato que a correspondéncia f - f, assim definida, ¢
um isomorfismo vectorial de C(K) sobre um sub-espago vecto-
rial de S, o que nos leva entdo a identificar cada fungdo f con-
tinua em K com o elemento correspondente feS.

Assim, C(K) passa a ser um sub-espaco vectorial de S,
ficando verificada a primeira condigio do problema.

Posto isto, fagamos corresponder a cada carta ® de K a

aplicagdo 4*:S — Co, assim definida:
(7. 3) e @*:/ZT[»(DOZ.

E imediato que ®* ¢ um isomorfismo vectorial topologico de
S sobre Co. Por outro lado, tem-se, para toda a funcio Sfe C(Ky,

V) =M (= (fo¥)o (¥10) = fo @,

o que demonstra que o espago S e os isomorfismos 4% definidos
por meio de (7. 3) verificam as condi¢des do problema.

Vamos agora ver que, dadas duas quaisquer solugdes do pro-
blema, S; e Sy, existe um isomorfismo vectorial topologico
1151 —~ Sy que conserva as fungdes fe C (K).

Para cada carta ¢:X —~ K designemos por ®; e 4; os iso-
morfismos de S; e S, sobre Co, respectivamente, que prolon-
gam a aplicagdo f - fo®.
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Vé-se entdo, imediatamente, que, para uma dada carta v
o isomorfismo 7= W¥i-1o ¥ estd nas condi¢des indicadas.

Este isomorfismo ¢ respeita as aplicagdes ¢* no seguinte
sentido:

(7.4) - $% = dj0s, para toda a carta ® de K.

Tem-se, com efeito, para toda a fungdo fe C(K),

1 (H=%0N],

e esta relacdo prolonga-se a todos os elementos de S, visto que,
pelas proprias condigdes do problema, C(K) € denso em S (1.
Reconhece-se também facilmente que todo o isomorfismo
i=S, ~S, que verifique (7. 4) conserva as funcdes continuas.
Assim, todas as solugdes do Problema 7.1 sio canonicamente
isomorias.

Torna-se entdo natural escolher, uma ves por todas, um espago
localmente convexo S e wm sistema de isomorfismos $* que verifi-
quem as condigoes do Problema 7.1. O espago S serd designado por
C(K), e aos seus elementos chamaremos distribuicoes sobre K ou
definidas em XK.

Se T ¢ uma distribuicdo sobre K, e ® é uma carta de K,
designaremos a distribui¢do *(T) por imagem de T na carta @
ou distribui¢do composta de T com ®, e representd-la-emos por
To® ou T[P(x)].

O conceito de distribuicio, assim definido, generaliza o con-
ceito de funcéo continua, de modo tal que, quando uma distribui-
¢dio T se reduz a uma fung¢do fe C(K), a sua imagem To®,
em cada carta ®, coincide com a fun¢do composta fo® no sen-
tido usual.

Consideremos duas cartas ®,¥ de K; as imagens To®,
ToW de uma distribuicio T e C(K) estdo relacionadas pela
mudancga de variavel lwoe, isto é:

(7.5) - Tod—=(To¥)ohvao.

Com efeito, esta relagdo ¢ valida se T e C(K) e estende-se
entdo a todo o espago C(K), visto que C(K) ¢é denso em C (K).

(1) Pode-se também demonstrar (7. 4) notando que ¢ ¢ tnico, o que
resulta imediatamente de C(K) ser denso em qualquer dos espagos Sy e S,.
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O espago C(K), sendo, como espaco localmente convexo,

isomorfo a qualquer dos espacos Cu, verifica todas as proprie-
dades topolégicas destes espagos.

Assim, C(K) ¢ completo, separado e reflexivo. Se K ¢ com-
pacto, C(K) é um espago (LN#),

Suponhamos V ==R". Neste caso, todo 0 dominio aberto ou
compacto X € um segmento de R”, e a aplicagdo identica
2:X -~ X € uma carta de X. Consideremos, por um lado, o espago

C(X) definido pelo processo precedente, e, por outro lado, o espago
C.. Para toda a funcio / continua em X, tem-se f= foi, por-

tanto o isomorfismo *:C(X) - C, conserva as fung¢des continuas,
0 que torna natural identificar, por meio deste isomorfismo, estes
dois espacos.

Vé-se assim que o conceito de distribuicio sobre um seg-
mento K, que acabamos de definir, coincide com o conceito de
distribuigdo ja conhecido, quando K ¢é um segmento de R".

Por vezes é comodo identificar, por meio de uma carta D,
escolhida arbitrariamente, os pontos de um segmento K de V
com os pontos correspondentes do dominio de ®. Neste caso,
identificam-se também C(K) com Cu e C(K) com Cg por
meio do isomorfismo ®*,

Deve-se no entanto notar que esta identificacfio, em geral, €
arbitraria, e so diz respeito aos conceitos e propriedades que se

podem estabelecer em C(K) independentemente da carta ¢.
Estdo nestas condi¢bes, além das propriedades referentes a

estrutura vectorial-topolégica de C (K), a nocdo de imagem por
uma aplicagdo regular, a nogéo de restrigio, a multiplicagio por
uma fungdo diferenciavel, que serfio estudadas nos numeros
seguintes.

As propriedades de Cs» que dependem da carta ® nio se

podem tr:nsportar para C (K) por meio de ¢*, a ndo ser
mediante uma generalizagdo que as torne independentes de @.

Assim, a nogio de derivada de uma distribuicio T e C(K) tem
de ser definida de forma mais geral que em R”, relativamente a
um campo de vectores tangentes sobre K, o que de resto ja
acontecia com as fun¢des. O mesmo acontece com a integracio,
0 que vem a reflectir-se de forma especial no estudo das aplica-
¢bes lineares continuas de C(K) num espaco localmente con-
vexo, como veremos mais adiante.
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Osservagio. O espago C(K) pode ser construido de outra
forma possivelmente mais intuitiva (}).

Cada distribuicdo sobre K pode ser definida como sendo um
sistema |Tg| que se obtém associando a cada carta ® uma dis-
tribui¢io Te e Cp, de modo que se verifique a seguinte condicdo
de compatibilidade:

Ty = Tyohyy =iy (Ty), paratodo o par de cartas ®,¥ de K.

A adicdo de duas distribui¢des e a multiplicagdo por um
escalar . definem-se pondo

;’I‘(]y{ + ;quf = s’l‘q) + S(p%
i Tol =12 Tal.

Para cada carta ¢, a aplicagdo ¢* ¢ definida como sendo a
aplicagio T - Ty de C (K) em Cg. Esta aplicagdo ¢ um isomor-
fismo vectorial e converte-se num isomorfismo vectorial topolo-
gico, se se toma como topologia de C (K) a imagem por ¢*-1 da
topologia de Cs, a qual ¢é independente da carta ®, como se
reconhece facilmente.

Finalmente, fazendo corresponder a cada fun¢do fe C(K) o
sistema formado pelas fungdes fo®, define-se um isomortismo

vectorial de C (K) sobre um sub-espago de C (K). Poe-se entdo
f=1fo®!; e assim C(K) é um sub-espago de C(K).

Por outro lado, tem-se, de acordo com a defini¢do de 9%,
¥ (fy=1fo0.

O espaco C(K) assim construido, juntamente com os iso-
morfismos ®*, é entdo uma solu¢do do Prob. 7.1.

Isto equivale também a tomar C (K) como o limite projec-
tivo dos espagos C, relativamente as aplicagdes /gy ().

Esta solucdo pode-se obter mais facilmente, notando que as
condicdes do problema sdo equivalentes a construir um sistema
de isomorfismos ¢*:C (K)— Cy, de modo que sejam compativeis
no seguinte sentido:

GF = Ji g o WE.

(1) Ja apresentada por nos no XXIV Congresso Luso-Espanhol.
(2) O conjunto de indices aqui é o conjunto de todas as cartas de K,
com a relagdo de ordem: @< ¥ para todo o par de cartas.
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8. Imagem por uma aplicacso regular. Coneeito de restricso.
A construgdo do espaco C (K) das distribui¢cdes sobre um seg-
mento de variedade diferenciavel K {foi orientada de modo a
generalizar o Teor. 4. 2 para as cartas de K.

Vamos agora ver que este teorema é ainda generalizavel
para uma aplicagdo regular qualquer p:K -~ L dum segmento K
duma variedade V num segmento L duma variedade W, com a
mesma dimensdo que V.

Para todo o par de cartas ®: X -~ K, W:Y - L, tem-se

(8.1) - p=Woupy o b,

em que py, ¢ uma aplicagdo regular de X em Y, e, pelo
Teor. 4.2, py,, induz uma aplicacéo linear continua s T—=Touy,
de C(Y) em C(X).

Entio, a aplicagdo

8.2) ... y,*:(b*‘]oy.:plp o ¥#

¢ uma aplicac¢do linear continua de C (L) em C (K), ede(8.1 e
(8. 2) resulta imediatamente que se tem, para toda a funcio ¥
continua em L, p*(f) —fop. Por outro lado, u* ¢é a unica
aplicagdo linear continua de C(L) em C.K nestas condigdes,
visto que C(L) ¢ denso em C L). Tem-se assim :

TeoreMa 8.1. A ftoda a aplicagio regular v.:K - L, corres-
ponde uma e uma sé aplicagdo linear continua p*:C (L — C(K) tal
que se tem, para toda a funcdo 1 continua em L, v* fj=—=foyu.

Para toda a distribuicdo TeC(L), a imagem u* T) diz-se
distribui¢do composta de T com p ou imagem de T por p,
e designa-se por Top ou T[u(v]. Veé-se imediatamente que, no
caso em que p ¢ uma carta ® de L, Top coincide com a
imagem To® de T na carta ®, como foi definida no numero
anterior.

A nogio de imagem de uma distribui¢do por uma aplica¢do
regular verifica propriedades analogas as que estabelecemos no
numero 9, para o caso das distribui¢des definidas em dominios
de R7.

No que se segue K,L,M,... designam segmentos de varie-
dades diferenciaveis, com a mesma dimensio.
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Proposigio 8. 2. Se v:K -~ L, viL - M sdo aplicacies regu-
lares, temse

(8 3)--- (vou)* =puFo *

ou mais explicitamente :

8 3. (Tovyop=To(vop), VTGC M).

Prorosigio 8.3. Se i ¢ aidentidade de K, i* ¢ a identidade
de C K).

TeorEMA 8.4. Se v ¢ um isomorfismo de K sobre L, p* é
um isomorfismo de C (L) sobre C(K' e tem-se

8. 4) ... P

Todas estas proposi¢des se demonstram do mesmo modo que
no numero J.

Pode-se ainda reunir as trés proposicdes anteriores num
unico enunciado, considerando, por um lado, a categoria € cons-
tituida por todos os segmentos de todas as variedades diferen-
ciaveis com uma dada dimensdo # e, por outro lado, a categoria

¢ formada pelos espagos de distribuigses C(K),Ke@:

TrorEMA 8. 5. A lei de correspondéncia que associa a cada
segmento KeC o espaco C Ky ¢ a cada morfismo p:K - L
o morfismo v*:C L) -~ C K) & wm functor contravariante.

Consideremos agora dois segmentos K,K’ duma variedade
diferenciavel V, tais que K'c K. A inclusio kx=K - K
¢ uma aplicagdo regular de K’ em K, e se feC K), forkx
¢ a restrigdo de f a K’. P&e-se entdo a seguinte defini¢do:

DrriNigio 8. 6. Chamaremos restricdo de wuma distribuicdo
TeC(K) a um segmento K' < K @ distribuicéo
T/x =Toikx .

Resulta imediatamente da Prop. 5.2 que, se V=R", o con-

(1) Supondo, & claro, que os morfismos de € sdo as aplicagdes regulares
uw:K > 1L e os morfismos de € sdo as aplica¢des lineares continuas.
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ceito de restrigdo, assim definido, coincide com o que ja foi
definido para este caso particular.

Seguindo as notagdes habituais, designaremos por a

K x/
aplicagdo T -~ T,x de C(K) em C(K), a qual ¢ em virtude
do Teor. 8.1, uma aplicagdo linear continua.

Os operadores de restri¢do g, .. verificam as seguintes pro-

priedades

9KK:id[C K\]
ke =k ok (K'cK cK).

8.5) ... {

Consideremos uma carta ®:X —~ K e seja 9 a carta de K
obtida por restrigdo de ® a X' =®1(K'). Tem-se entdo, de
acordo com (8. 2, notando que neste caso v, € a inclusio de

X' em X e portanto v, =gy x,

(8. 6)--- e = (V) ooy 007,
donde se deduz:

8 &) O (Tix) = o x (O*(T ).

Entdo, se identificarmos por meio da carta @ os pontos de
K com os pontos correspondentes de X, K’ identifica-se com
X', e, de acordo com o que dissemos no numero 5, resulta, aten-
dendo a (8.6, que ¢, se identifica com gy ..

Recorrendo a esta identificacdo generalizam-se de maneira
imediata muitas propriedades das distribui¢ées definidas em
dominios de R*, para as distribui¢bes definidas num segmento
de V, entre as quais destacaremos as seguintes:

ProrosigXo 8.7. Se U ¢ um segmento aberto de V,C (U) éo
limite projectivo dos espacos C(K), em que X percorre o conjunio
dos segmenios compactos contidos em U, relativamente aos operado-
res de restricdo o . .

Prorosigio 8. 8. Toda a distribuicdo T sobre um segmento
compacto K C V ¢ prolongdvel a qualquer segmento aberto U que
contenha K por outras palavras: existe sempre wma distribuicdo

TeC(U) tal que Tix=T.

Prova-se ainda, pelo mesmo processo, que, se K é um seg-
mento compacto de V, hd uma correspondéncia bi-univoca entre
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9]
as distribui¢des T sobre K e as suas restricdes ao interior K de
K. Esta correspondéncia ¢ um isomorfismo vectorial, mas ndo
P - o] .
topologico, de C (K) sobre o sub-espago de C (K) constituido
pelas distribui¢des que sdo prolongaveis a um segmento aberto
U que contenha K.

9. Multiplicagdo por uma fungdo diferenciével. Derivag3o.
O produto «T de uma distribui¢io T e C (K) por uma funcgio «
diferencidvel em K, pode-se definir pela condiciio de se ter, para
toda a carta ¢ de K,

(9.1) - b (@ T) = % () . 4% (T),

0 que equivale a generalizar a Prop. 5. 4 para as cartas de K.
Desta relagdo resulta imediatamente que o produto T,
quando existe, ¢ univocamente determinado.
Por outro lado, fixando uma carta ® de K e definindo « T
por meio da relagdo (9. 1), ter-se-a, para outra qualquer carta Y,

W2 (@) = Ay [ (D)) == M [0 ()] - Bl [V (T)] =W (2) - W (T)

0 que mostra que «T existe de facto.

O produto assim definido generaliza evidentemente o pro-
duto usual, isto é: se T ¢ uma funcio 1 continua em K, o produto
2Ty em que oe C*(K), coincide com o produto usual «f.

Designemos por M, a aplicagio T - aT de C(K) em C(K)
e por Mg+, a aplicagdo correspondente T -~ ®*(2). T de Cy em
si proprio, a qual ¢, como vimos em 2. ¢), uma aplicagdo linear
continua.

De (9.1) resulta imediatamente que se tem
5 == QF-1, Mq,*(z)o ¢* ),

0 que mostra que M, é também uma aplica¢do linear continua
de C(K) em si proprio.

Como C(K) ¢ denso em C(K), M, ¢ a tnica aplicacio
linear continua de C (K) em si proprio que prolonga a multipli-
cagdo usual f— «f.

Consideremos agora uma aplica¢io regular #:K—-L dum
segmento K duma variedade V num segmento L duma varie-
dade W, com a mesma dimensdo que V.
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A partir das relagées (9. 1) e (8. 2) deduz-se facilmente que
se tem:

9.2) - p*@D=p*@® v*T), vTeCL), ¥zeC?L),

o que constitui uma generaliza¢do da Prop. 5. 4.

A relacdo (9. 2) pode-se também obter, mais simples-
mente, prolongando por continuidade a relagdo evidente
u* (af) = p* () p* (f), ¥ feC(L). _

Vamos agora definir a derivada de uma distribui¢do T e C(K)
relativamente a um campo u de vectores tangentes a V definido
em K, ci. 6. d).

Para isso, vejamos que D,, como aplicagdo de C¥(K) em
si proprio, é prolongdvel numa aplicagdo linear continua
D,: C(K) ~ C(K), a qual serd entdo univocamente determinada,
visto C*(K) ser denso em C (K).

Com efeito, se ¢ ¢ uma carta de K,

D._, = PF-1,4 Dq,—_l(u) o OF

¢ uma aplicagfo linear continua de C(K) em si proprio, e a
relacdo 6.9 mostra que D, prolonga D,.

A derivada de uma distribuicio T e C (K) segundo o campo
ue3T*(K) define-se entiio como sendo a distribuigédo D,T.

Se V e W sdo variedades diferencidveis com a mesma
dimensdo, e p é uma injec¢do regular dum segmento KcV
sobre um segmento L C W, deduz-se ainda facilmente que se tem,
para todo o campo ue I (V),

Dy, = p* e Dyop*,

10. Distribuicdes sobre um aberto. Consideremos uma va-
riedade diferenciavel V com dimensdo » e seja @ um aberto qual-
quer de V.

As relacdes (8. 5) conduzem naturalmente a definir o espago
das distribuicdes sobre @ como sendo o limite projectivo dos
espagos C(K) correspondentes aos segmentos compactos KcQ,
relativamente aos operadores de restricdo p. ., 0 que equivale a
adoptar as seguintes defini¢des :

DeriNigio 10. 1. Chamaremos distribuicdo sobre @ a todo o
sistema T = |Tx| que se obtém, fazendo corresponder a todo o seg-

mento compacto K CQ uma distribuicido Tx e C (K), demodo que se
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tenha, para todo o par de segmentos K'c K, Tx.x =Tk, ou seja:
(10.1) - e (Tx) =Tk

Se T=|Tk| ¢ uma distribui¢do sobre Q, cada uma das dis-
tribui¢ées componentes Tx diz-se a restricdo de T a K, e desi-
gna-se também por Ti.

A adi¢do de duas distribui¢des T = |Tk|, S—= |Sk} sobre Q,
e o produto por um escalar i, definem-se por meio das férmulas

10.2) ... [T+S= Tk + Skl
| 2T = |2 Tk} .

Ve-se imediatamente que o conjunto C(Q) das distribuices
sobre Q € um espaco vectorial, sendo precisamente o sub-espaco
do produto de espagos vectoriais H C(K) constituido pelos sis-

Keco

temas T = |Tk| que verificam ;:g-relagﬁo de compatibilidade
(10. 1). E entdo o limite projectivo (algébrico) dos espagos C (K)
relativamente aos operadores de restrigiio kK -

A topologia de C(Q) sera definida como sendo a topologia
usual deste limite projectivo, tomando os espagos C (K) como
espagos localmente convexos munidos também das suas topolo-
gias usuais.

Tal topologia ¢, como se viu em 2 ¢), a topologia induzida em
C(®?) pelo produto de espacos localmente convexos [] C (K);

Kz

¢ também a menos fina das topologias localmente (:C(ihvexas

sobre C(Q) que tornam continuos os operadores ¢ : T - Tx.

Tendo em conta as propriedades gerais dos limites projecti-
vos, deduz-se que :

Prorosigio 10. 1. O espaco C(Q) é um espago localmente con-
vexo, completo ¢ separado.

ProrosigXo 10.2. Condicdo necessdria e suficiente para que wma
aplicagdo O :E -~ C(Q), de um espago ltopoligico qualquer E em
C (@), seja continua ¢ que, para todo o segmento compacto K — Q,
()K—n\o() seja continua.

Mais adiante estudaremos outras propriedades topoldgicas

de C(Q).
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Vamos agora ver que a no¢do de distribui¢iio, sobre um
aberto, generaliza a nog¢do de funcfio continua. Para isso, facamos

corresponder a cada fun¢do f continua em Q o sistema f—| /x|
constituido pelas restricdes de f aos segmentos compactos K Q.
E imediato que f é uma distribuigdo sobre Q. Por outro lado,
vé-se imediatamente que a aplicacdo f%f ¢ um isomorfismo
vectorial de C(Q) sobre um sub-espago de C(Q), o que permite
identificar toda a funcdo fe C({) com a correspondente distri-
buigdo f.

O espaco C(Q) das funcoes continuas em b é entdo um sub-
-espago vectorial de C(Q).

11. Imagem por uma aplicagdo regular. Restricdo. Considere-
mos duas variedades V,W com a mesma dimensfio. No numero 8
mostramos que o Teor. 4, 2 se estende para uma aplicagio regular
dum segmento K de V num segmento L. de W. Vamos agora ver
que este teorema se pode generalizar ainda aos restantes casos,
em que pelo menos um dos segmentos ¢ substituido por um
aberto qualquer da respectiva variedade. A técnica que vamos
utilizar é semelhante 4 que usamos no numero 4; e, tal como ai,
vamos limitar-nos ao caso em que » € injectiva.

Comecemos por supor que ¢ ¢é uma aplicagio regular injec-
tiva dum segmento K de V num aberto @ de W.

Nestas condigdes L =p (K) é um segmento de W. Entio,
sendo u; a aplicagdo de K sobre L tal que p;(a)=x, M x6K,
do Teor. 8.1 resulta que existe uma aplicagdo linear continua
21 C(L) - C(K), tal que u(f)=fopy, ¥V feC(L).

Consideremos o operador de restricio pL:C(Q) -~ C(L) que
faz corresponder a cada distribuicdo TeC(Q) a sua restricdo a

L, Ti=T.. Como ¢

‘L
em C(L), u¥—=ujoo € também uma aplica¢do linear continua
de C(Q) em C(K).

Por outra parte, tem-se evidentemente p*(f)= fou,
v fe C(Q), e »* é a unica aplicagdo linear continua nestas con-
di¢des, dada a unicidade de p].

Suponhamos agora que » € uma aplicagdo regular injectiva
dum aberto @' de V num aberto @ de W.

Tal como no ntumero 4, consideremos, para cada segmento

compacto K <, a restricdio », de » a K. A aplicagdo py

é uma aplicacio linear continua de C(Q)
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encontra-se nas condigdes do caso que tratamos anteriormente,
e existe portanto uma aplicacfio linear continua ‘u",‘{:C(\sl) -~ C(K)
tal que uf (f)=fou, ¥ fe C ().

Reconhece-se facilmente que, para toda a distribuicfo
TeC(Q), o sistema de distribuicdes vk (T)l € uma distribuigdo
sobre (', q e se designarda por u*(T). Como setem g ou* =],
da Prop. 10. 2 resulta imediatamente que »* é uma aplicacio
linear continua de C(2) em C (), tendo-se, como ¢ imediato,
2F(f)=for, ¥ feC ().

Vejamos ainda que »* ¢ a tnica aplicagdo linear continua
nestas condigdes.

Basta observar que se existisse outra aplicagdo v,
ou”® pois que cada uma

ter-se-ia
B

KM Tk
das aplicagdes pgou] e ¢ ou™ prolonga a aplicagdo f-- fou, de

v

para todo o segmento K/ ¢ ovu

C() em C(K). Dai se deduz imediatamente que u* == u].

O raciocinio anterior aplica-se também ao caso em que v ¢
uma aplicagdo injectiva regular dum aberto ¢’ de V num seg-
mento de W,

Tem-se assim o seguinte teorema:

TeorEMA 11. 1. Sejam V' ¢ W duas variedades com a mesma
dimensdo. A toda a injeccdo regular v Q' - dum aberto \V de N num
aberto \X de W corresponde uma > uma sé aplicacdo linear continua
u* de C(Q) em C(Q) tal que se tem pF(H=1fou, yieC(Q).

Conclusdo andloga se um dos conjuntos L, em vez de aberto,
¢ um segmenlo compacto da vespectiva variedade.

Este teorema :inda se estende para o caso em que 2 € regu-
lar mas ndo necessariamente injectiva (ver Notas Finais).

Tal como nos ntimeros 4 e 8, designaremos ainda, para toda
a distribuicdo Te C(Q), por Tou a distribuicdo »*(T), e dire-
mos que Top éadistribui¢do composta de T com v ou imagem
de T por u.

As Prop. 8.2, 8.3 e o Teor. 8. 4 generalizam-se imediata-
mente.

No numero anterior definimos a restricio de uma distri-
buicdo T sobre um aberto @ de V a um segmento compacto
Kc Q. Ve-se imediatamente que, sendo 7 a inclusio de K em

Q, Tx=Toi, ou seja 5, =i,
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Consideremos agora dois abertos @,Q de V tais que
Y Q eseja i ainclusio de @ em Q. Definiremos a restricdo
duma distribui¢do T sobre @ a @/, como sendo a distribui¢do
T/QV = T o Z..

Facilmente se reconhece que, sendo T=|Tk!|, T/, ¢ o sis-
tema de distribuigdes | Tx|x (.

O operador de restricdo gy : T — T ¢ evidentemente
uma aplica¢do linear continua de C(Q) em C ().

Reconhece-se imediatamente que as relagdes (8. 7) se veri-
ficam ainda para os operadores de restri¢io, que acabamos de
definir.

Vamos ver agora que o «principe de Recollement des Mor-
ceaux» de L. ScHwaRTZ se mantém, para as distribui¢des definidas
em abertos de uma variedade diferencidavel V:

TroreMa 11. 2. Seja || wma familia de abertos de V de

reunido Y e suponhamos que a cada indice = corresponde uma
distribuicdo T, e C(Q,) de modo que se tem, T,,‘JQZB:TB/QIB, para
todo o par de indices «,% tal que Q,q=Q,NQs~ ¢. Existe entdo

uma ¢ uma so distribuicio T e C(Q) tal que T, =T, , M «.

Se @ ¢ um segmento aberto de V, o teorema reduz-se
imediatamente ao j4 demonstrado no caso de R*, tomando uma
carta ® de Q e identificando C(Q) com Co, nas condic¢des indi-
cadas no numero 8.

Consideremos agora o caso geral.

Seja U um segmento aberto contido em Q. A cada indice
z, tal que U,=UnNQ, # ¢, fagamos corresponder a distribuicfio
Tu,»=Tsujune.. As distribuigées Ty,,, assim definidas, veri-
ficam as hipoteses do principio de Recollement des Morceaux,
que ja vimos ser valido neste caso. Nestas condi¢bes, existe uma
e uma so6 distribuicdo Ty tal que Ty, v, = Tu =Ty U, -

Agora, a cada segmento compacto K c @ facamos corres-
ponder uma distribui¢do Tk tal que Tx= Ty ;x, sendo U um
segmento aberto que contenha K. Vé-se imediatamente que T
néo depende do segmento U.

As distribuigdes Tk verificam a condigdo de compatibilidade
da Def. 10.1 e definem portanto uma distribuicio T sobre Q.
Ora, para todo o indice « e todo o segmento compacto K< ,,
tem-se Tx=T;x, e portanto T,=T, . Assim, T ¢ a tnica
distribui¢do que verifica as condi¢des do teorema.
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O teorema anterior permite definir o suporte duma distri-

buicio TeC(Q) nos mesmos termos que em R*,
Com efeito deduz-se imediatamente que, para toda a dis-

tribuicio TeC(Q), a reunido dos abertos em que T ¢é nula
¢ ainda um aberto onde T ¢ nula. O complementar a respeito
de Q de tal aberto ¢ entdo, por definigdo, o suporie de T.

12. Multiplicacdo por uma funcdo diferencidvel. Derivagao.
Se V ¢ uma variedade diferenciavel, todo o aberto 2 de V pode-
-se considerar também como variedade diferencidvel, com a
estrutura induzida por V, isto ¢é, para todo o aberto Q' Q,
uma funcio f definida em @' ¢ diferenciavel, relativamente a Q,
se o é relativamente a variedade V. Nestas condicées, o estudo
das distribui¢des definidas em abertos duma variedade diferen-
ciavel reduz-se ao das distribui¢cées definidas em toda a variedade
como vamos fazer daqui em diante.

Seja o uma fun¢do diferenciavel em V. Para todo o segmento
compacto K de V, ponhamos M, (T)=«x.T/x; Max é entdo,
de acordo com o que vimos no numero 9, uma aplicacdo linear
continua de C(V) em em C(K).

Por outro lado, para cada distribuicio T e C(V), as distri-
buicdes M,y (T) verificam a condi¢do de compatibilidade (10.1)
e definem portanto uma distribui¢io M, (T) sobre V, a qual
chamaremos produto de T por «, e designaremos por «T.

Tem-se assim, para todo o segmento K de V,

ou ainda
12.1) o © My = Moy

e a Prop. 10.2 mostra entdo que M. ¢é uma aplica¢do linear
continua de C(V) em si proprio.

E imediato que, se T & uma fungio feC(V), o produto
a'l' definido por (12.1) coincide com o produto usual «f; por
outras palavras, M, € uma aplicacio linear continua de C (V)
em si proprio que prolonga a aplicagdio f—af de C(V) em
C(V), sendo a znica em tais condigdes, o que se pode demons-
trar por um processo anilogo ao que usdmos no Teorema 11. 1
para estabelecer a unicidade de p*.
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Se V, W sio duas variedades diferencidveis com a mesma
dimensdo e p:V W ¢ uma aplicagdo injectiva regular de V
em W, tem-se

(12.2)-- D) =p*@.o*(T), aeC?(V), v TeC(V)

relagdo esta que generaliza a Prop. 5. 4, e que se pode demonstrar
pelo mesmo processo, prolongando por continuidade a relacdo
prEf)=p* @) p*(f), ¥ feC(V).

De (12.2) resulta imediatamente que se tem, para todo o
aberto @V, («T),=24-T), ou ainda, designando por g,
o operador de restrigdio T — T,

oo (@ T)=10q () - pq (T).

Daqui se deduz, em particular, que o suporte de o T estd con-
tido na interseccdo dos suportes de o e de T.

No ntmero 8 vimos que toda a distribuicio T sobre um
segmento compacto K de V ¢ prolongavel numa distribuicio
T sobre um segmento aberto U que contenha K. Podemos
agora demonstrar a seguinte proposi¢do mais geral:

Prorosigio 12.1.  Toda a distribuicdo T sobre um segmento
compacto K duma variedade diferencidvel NV ¢é prolongdvel a V

nnma distribuicdo T, com suporte contido numa vizinhanca aberta
de K, escolhida arbitrariamente.

Consideremos um segmento aberto U, D K. Como se sabe,
existe sempre uma fun¢do « diferencidvel em V com suporte
contido em U, e igual a 1 sobre K.

Posto isto, facamos corresponder a U, uma distribuicio
T, sobre U, que prolongue a distribuigio T, e ao aberto
U=V —A, em que A é o suporte de «, fagcamos corresponder
a distribuigdo T;=0 sobre U;. Os abertos U, e U, consti-
tuem uma cobertura de V e as distribuicées Ty—=ay,- T, e T,
verificam, relativamente a esta cobertura, as condi¢des do Teor.
1. 2, visto que qualquer uma destas distribui¢cdes é nula em
UpnU;. N

Nestas condi¢des, existe uma distribuicio T sobre V tal
que Ty,=T,, Tiv,=T;. A segunda relacdo mostra que T
tem o seu suporte contido em A e portanto em U,, e da pri-
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meira resulta Tx=(T/v)x=«xT=T, o que demonstra a
proposicdo.

Consideremos agora um campo u de vectores tangentes a
V. Para cada segmento compacto K C 'V, designemos por uy
a restricdo de v a K.

A cada campo uy corresponde, como vimos no numero 9,

uma aplicagdo linear continua B”K de C(K) em si préprio, de modo
que a aplicagdo T — DUK Tx, de C(V) em C(K), é também
uma aplicacéo linear continua.

Estas aplicacbes estdo nas mesmas condi¢des que as aplica-
¢des M,x que consideramos anteriormente. Entdo, o mesmo
processo que utilizdmos para definir o produto «T permite
também definir a derivada D,T duma distribui¢do qualquer
TeC(V), segundo um campo ueI*(V), como sendo a dis-

tribuicdo D, T tal que
(12.3)--+ ¢ D, T)= DUK ox (T), para todo o segmento compacto K V.

Seguindo o processo, que indicimos para a multiplicagdo,
demonstra-se ainda que D, é uma aplicacio linear continua de
C(V) em C(V), sendo a tinica, em tais condi¢des, que prolonga
D,: C* (V) -~ C* (V).

Se Q é um aberto de V e ue3I*(V), reconhece-se facil-
mente que se tem

(12.4) - (D T)p=Dy,(Ti), ¥ TeC(V),
ou ainda
(]2. 4/) PQODu:DuQO‘OQy

0 que se exprime muitas vezes dizendo, embora incorrectamente,
que Eu permuta com o0s operadores de vestrigdo.

De (12. 4) resulta que o suporte de D, T estd contido na inter-
secc@o dos suportes de u e T.

Finalmente, se p é um isomorfismo de V sobre outra varie-
jade W, tem-se a seguinte relacdo, que generaliza (6. 9),

:]2 5) Dy,*(u)zp.*_loﬁuop,*’

= que se pode obter pelo mesmo processo.
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13. Espacos (L. e espacos bornolégicos. Oulras proprie-
dades de C(V). No nimero 10 estabelecemos algumas proprie-
dades topologicas do espago C(V), que resultam imediatamente
da definicio de C (V) como limite projectivo dos espagos C (K).
Vamos agora completar este estudo, mostrando que C(V) é um
espaco (L), (cf. [14]), e também um espaco bornolégico (cf. [1], [6]),
0 que dard origem a novas propriedades que desempenhario
papel importante no que se segue.

Convém entdo recordar as noc¢des de espago (I.,) e de espacgo
bornolégico, assim como as propriedades fundamentais destes
espacos.

Um espaco localmente convexo E diz-se um espago (L) se todo
o conjunto convexo A C K, que ndo contém o limite de qualquer
sucess@o de pontos X, ¢ A, é aberto em K.

Desta definicdo deduz-se facilmente a seguinte proposicéo,
que caracteriza os espagos (L.), (cf. [13], Prop. 9, 10):

Prorosigio 13.1. Para que um espago localmente convexo E
seja um espago (L) € necessario e suficiente que verifique a seguinte
condicdo :

(LC) Uma aplicagdo linear ¢ de E num espaco localmente
convexo arbitrario ¥ ¢ continua se transforma cada sucess@o X, — 0
em E nuwma sucessdo 9(x.) —» 0 em I

Esta condig¢éio ¢ verificada se E ¢é metrizdvel. Assim, todo o
espago localmente convexo mefrizdvel, e em particular, todo o
espaco normado € um espago (L.).

Por outro lado,

Prorosigio 13. 2. O limite indutivo ¥ duma sucessdo crescente
E. de espagos (L) é um espaco (L.).

E uma consequéncia imediata da defini¢do e do facto de que
um conjunto convexo A ¢é aberto em E, se ANE, ¢ aberto em
cada um dos espagos E,.

Assim, todo o espago (LN*) ou (LF) é um espago (L.), donde
se deduz, em particular,

CoroLirio I O espago C(K) das distribuicies sobre um seg-
mento compacto K de V ¢ um espago (L.).

Vejamos agora como se comportam os espacos (L, em rela-
¢do a operacdo de limite projectivo:
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Trorema 13 3. Seja E o limite projectivo duma familia
{Exlucr de espagos (Lc), com indices num conjunto ordenado qual-
quer 1, relativamente a um sistema de aplicagbes lineares continuas
gga: Eg — Ea, « £ B. Se para todo o indice 2el e para toda a
sucessdo Xo — 0 em E,, existe uma sucessdo x() — 0 em E tal que
Xn = g, (X)), entdo E € um espago (Lo).

Este teorema ¢ demonstrado em [14], Teor. 8, no caso parti-
cular em que I ¢ o conjunto dos inteiros 1,2,..-,7,---. Pode-
-se no entanto generalizar a demonstragfio para 0 caso em que I
¢ um conjunto ordenado qualquer.

O espago C(V), como limite projectivo dos espagos CK),
esta nas condicoes da hipétese do Teorema anterior, como resulta
do seguinte Lema:

Leva 13. 4. Seja Q@ wm aberto de NV e seja K um segmento
compacto de N tal que K C Q. Entdo, para toda a sucessdo

T, — 0 em C(K), existe uma sucessdo TE 50 em C(V) tal que
To =1 (TE®), ¥ n.

Se Q é um segmento aberto de V, o lema reduz-se ao que
¢ demonstrado em [15], (20. Pag. 163), tomando uma carta
®:X - Q e identificando X com @ por meio de ®.

No caso geral, consideremos dois segmentos abertos Ut, U?
tais que Kc Ulc U2c Q.

Existe entdo uma sucessio T® -0 em C (U2, tal que
T, =0y (T®). Para cada indice », ponhamos TH =y, (TH)
e designemos por T;U um prolongamento qualquer de TY a @,
cf. Prop. 11. 4.

Posto isto, consideremos uma fungdo «eC*(Q) com suporte

contido em U! e igual a 1 sobre K, e ponhamos T;K):—a;f;l),
E facil verificar que T® - 0 em C(V); por outro lado, tem-se,
evidentemente, T, = ¢, (T®).

Tem-se assim, como consequéncia do Lema anterior e do
Teor. 13. 3, os seguintes Corolarios:

COROLARIOS :
II. O espaco C(V) é um espago (Lc).
II. Uma aplicacio linear © de C (V) num espago localmente



D4 J. SANTOS GUERREIRO

convexo T ¢ continua se, e s6 se, lim®(T,)=0UimT,), para toda
n n
a sucessdo Ta convergente em C (V).

Ainda como consequéncia do Lema 4.1 e do Corolario I,
tem-se a seguinte proposi¢do, que utilizaremos mais adiante:

Proposigio 13. 5. Para todo o segmento compacto K de V o
operador de restrigio o CV)—~C(K) ¢ um homomor fismo.

Recordemos que uma aplicac¢io linear ¢ dum espaco local-
mente convexo E num espago localmente convexo F se diz um
homomorfismo se, sendo N =¢-1(}0}) o nticleo de ¢, a aplicagdo
associada de E/N sobre F, ng:erN —+ 9 (x), € um isomorfismo
vectorial topolégico. Uma condicio necessaria e suficiente para
que ¢ seja um homomorfismo é que transforme todo o conjunto
aberto e convexo de E num sub-conjunto aberto em F, cf. [2].

Consideremos entio um conjunto convexo aberto A CV)
e vejamos que p () é aberto em C(K). Para isso, basta mos-
trar, Corol. I, que g () ndo contém o limite de nenhuma suces-
sdo convergente de distribui¢oes T, ¢ 9.

Ora, do Lema 13.4 deduz-se facilmente que, se T, - T em
C(K), existe uma sucessio T,—-T em C(V), tal que ¢, (T,)=T,.
Entdo, se T,¢¢, (A também T,¢ A, e como A é aberto T ¢ A,
logo T = o (T) ¢, ().

Vejamos agora a nogdo de espaco bornologico.

Um espago localmente convexo E diz-se bornoldgico se toda a
parte convexa A de E que absorve todas as partes limitadas de E
¢ uma vizinhanca de zero (1).

Os espagos bornolégicos verificam propriedades andlogas as
das Prop. 13. 1, 13 2 e do Teor. 13. 3 que se demonstram por
métodos semelhantes:

Prorosigdo 13. 1. Para que wm espaco localmente convexo E
seja um espaco bornoldgico, é necessdrio e suficiente que verifique «
seguinte condicdo :

() E manifesta a analogia entre os espagos bornolégicos e os espagos
(L)t enquanto nestes a topologia & determinada pela classe das sucessdes
convergentes para zero, nos espacos bornolégicos a topologia é determinad:
pela classe dos conjuntos limitados.
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(B). Uma aplicacio linear 3 de E num espago localmente con-
vexo qualquer ¥ ¢ continua se transforma todo o conjunto A limi-
tado em E num conjunto ¢ (A) limilado em F.

Prorosigio 13. 2. O limite indutivo duma sucessdo crescenie de
espagos bornoldgicos € bornoldgico.

Troreva 13. 3. Seja E o limite projectivo duma famiha
{Exlse1 de espagos bornologicos, com indices num conjunto ordenado
qualquer 1, em relacdo a wm sistema de aplicages lineares continuas
gs, Eg—~ Esy 2 Z &. Se para todo o indice x€l e todo o conjunto

H limitado em E,, existe um conjunto H® limitado em E, tal que
g, (H®) =H, entdo o espago E ¢ bornoldgico.

Todo o espago normado ¢ bornoldgico, pois que num tal
espaco existe sempre uma vizinhanga de zero limitada (1). Da
Prop. 13. 2 resulta entdo que todo o espago (LN¥) ¢ bornologico;
dai se deduz o seguinte corolario:

Corouirio I. O espago C(K) das distribuicbes sobre um
segmento compacto K de N ¢ bornoldgico.

Vejamos agora que o €spago C (V) é bornolégico. Tendo em
conta a Prop. 13. 3, bastara provar o seguinte Lema, anilogo

al3.4:

Lema 13.4. Seja Q@ um aberto qualgner de NV e seja K nm
segmento compacto tal que K < Q. Para todo o conjunto §) limitado
em C(K), existe wum conjunto §X limitado em CQ), tal que
og (HF) = § .

Vamos demonstrar o Lema s6 para o caso em que @ ¢ um
segmento aberto de V, pois que a extensdo ao caso em que Q
¢ um aberto qualquer de V se faz do mesmo modo que no
Lema 13 4.

Identifiquemos, por meio de uma carta ¢ de @, @ com o
dominio desta carta; K sera entfio identificado, por meio de @,
com um dominio compacto de R* contido em Q(2).

(1) Todo o espago metrizavel € também um espago bornoldgico e por-
tanto todo o espago (LF).
_(?) Esta identificagdo € legitima a respeito das propriedades topolégicas
de C(0) e portanto também a respeito dos conjuntos limitados, cf. 7).
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Como vimos em 28), um conjunto § < C(K) é limitado
neste espaco, se existir um inteiro m >0, tal que § esteja
contido em C,, (K) e seja limitado neste espa¢o. Tendo em conta
a maneira como se define a topologia de C,,(K), reconhece-se
facilmente que H ¢é limitado em C.(K), se existir um inteiro
# € um numero real /X0, tal que toda a distribuicdo Te §
seja da forma T=D" f, em que feCK) e maé(]f(x)j £1.

Designemos por $; o conjunto de todas funcoes que veri-
ficam esta condigdo, e ponhamos para cada funcio fe$,

13.1)... F(x):l/‘"'f(gl,...,‘g_n)dgl...dgn,

em que @ € um ponto fixo de R” e

f(x):{f(x) se xeK‘
0 se x¢K

A cada distribuicio T=D"fe$, facamos corresponder a
distribui¢do sobre Q, TE =D=+1(F,)). O conjunto H&) assim
formado, é limitado em C(Q) pois que se tem, como se deduz
facilmente de 13.1,

max |F(x)| £ /- med K.

reR”
Por outro lado, tem-se, para toda a distribuigdo Te §, o (TEN =
=D"+1(F;x)=D»f—T, o que acaba de demonstrar o Lema.

Desta Lema e do Teor. 13.3 resultam entdo os seguintes
Corolarios::

CoroLirios :
I O espago C(V) ¢ um espago bornolsgico.

OI.  Uma aplicacdo hnear © de C(V) num espago localmente
convexo qualquer ¥ ¢ continua, se transforma todo o conjunto
limitado em C (V) num conjunto O () lLimitado em F .

Vejamos agora que:

Prorosigio 13 6. Todo o espago bornoligico completo e sepa-
rado, em particular o espago C(V), & um espaco tonelado.
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Recordemos, cf. 2.a), que um espago localmente convexo se
diz tonelado quando todo o «fomel» (conjunto absolutamente
convexo, fechado e absorvente) é uma vizinhanca de zero. Por
outro lado, ha uma propriedade dos espagos localmente conxexos,
que se demonstra em [l1], § 3 Lema 1, segundo a qual: num
espaco localmente convexo E separado, qualquer tonel absorve todas
as partes de E limitadas e completas. Entdo, se E ¢ separado e com-
pleto, qualquer tonel ¥ C E absorve todas as partes limitadas,
pois que, neste caso, a aderéncia duma parte limitada de E ¢
limitada e completa. Dai se segue que, se E, além de completo
e separado, € bornolégico, todo o tonel € vizinhanga de zero.

TeoreMa 13.7. O espago C(V) é um espaco de Monlel e é

porianto reflexivo.

Como C(V) é tonelado, bastara mostrar, cf. 2. @), que toda
a parte limitada de C(V) é relativamente compacta. Ora, se §
¢ um sub-conjunto limitado de C(V), para todo o segmento
KcV, §=(H) ¢ limitado em C(K), e como C(X) é um
espaco de Montel, §, € relativamente compacto.

Como Sﬁc}l;lSQK, e o produto {{ISQK ¢é relativamente com-

pacto no produto de espagos [ C(K), o mesmo acontece com
X

$. Entdo, § ¢ relativamente compacto em C(V), por este ser
um sub-espaco fechado de 11 C(K), 2 o).
K

§ III. Anélise linear

14. Aplicacdes lineares conlinuas de C(K) num espaco
localmente convexo. Neste paragrafo, vamos determinar as
aplicagdes lineares continuas do espago das distribuigdes sobre
uma variedade diferencidavel V num espago localmente convexo
E, o qual suporemos sempre separado e completo em relagdo as
sucessoes.

Para isso, comecaremos por estudar as aplicagdes lineares

continuas do espago C(K), das distribuicdes num segmento
compacto K de V, em E, problema este que se reduz facilmente
ao que ja foi tratado em 2. ¢).
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Com efeito, dada uma carta ¢ de K definida num dominio
compacto X de R*, a cada aplicaciio linear continua ©0:C(K)-E

corresponde uma e uma sé aplicaciio linear continua 0,:C(X)-E
tal que ©®=0,0 ¢* ou seja

4. 1) - 0,[4*(T)] =0 (T), v TeC(K).

A correspondéncia © — 0, ¢ evidentemente um isomorfismo
vectorial entre os espagos de aplicagdes lineares continuas
LIC(K);E] e 2[{C(X);E].

Para estudar melhor esta correspondéncia, convém estabele-
cer algumas definicées.

Chamaremos indicatriz de © relativa @ carta ® a fungdo vec-
torial ©,:K ~ E cuja imagem na carta ® ¢é a indicatriz de Oy,
como foi definida em 2. ¢). Tem-se assim:

(14.2) --. B (26) = O [0 (¥ — &1 ()], YuekK.

E imediato que 0, ¢ diferenciavel e nula na fronteira de K,
juntamente com todas as suas derivadas, sendo entdo prolongavel
a V, como fungdo diferencidvel de suporte contido em K. No
que segue, designaremos o espaco vectorial constituido por estas
fun¢ées por D(K;E), ou simplesmente D(K), se E ¢ a recta
complexa C.

Chamaremos distribuicdo de Dirac num dado ponto uekK,
relativa @ carta @, e designaremos por dx (P;u), a distribuicdo
cuja imagem nesta carta é a distribuicdo de Dirac, ja definida
em 2.¢), 3x[x— d1(z)].

Tem-se entido

(14.3) - - Y B (0, )] == x (v — 1 (),
de modo que de (14. 2) resulta
(14 2) - 0 (1)) — O [ (B 1)), Vuek.

Por outro lado, da férmula integral (2. 15)), que determina os
valores de uma aplicagio linear continua, deduz-se:

(14. 4) -.. ®(T):J;T[(D(x)] 8,(0 (1) dx, v TeCK).

Pode-se entfio enunciar a seguinte proposicio:
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Prorosicio 14.1. Toda a carta ®:X — K ina’uz um 1S0mor-
fismo vectorial © — 8, entre os espacos LIC(K);E] ¢ D(KE). Este
isomorfismo € determinado pela formula (14. 2" e o isomorfismo
reciproco por (14. 4).

Este isomorfismo nfo é canénico, pois que depende da carta
® considerada.

Com efeito, se ®,¥ sdo duas cartas de K, deduz -se facil-
mente da férmula de transformacio da dlstrlbulgao de Dirac:

(14.5) - Ok (P50) = Jy1 o ludx (¥ 520,
donde vem uma relacio analoga, para as indicatrizes 0, v,

14.6) --- O (1) = | Jy=1 g [u Ow (2) -

15. Aplicagdes lineares continuas de C(V) em E. Consi-
deremos agora uma aplicagdo linear continua © de C (V) num
espaco localmente convexo E que, como j4 dissemos, se continuara
a supor separado e completo em relagio as sucessdes. Tomando
um sistema numeravel |K;| de segmentos compactos, tal que
%Io{ | seja uma cobertura de V, e uma partigdo da unidade local-
mente finita {o;| associada a esta cobertura, cf. 6 ¢), tem-se

5.1 .- (M) =20(T).
P

A determinacio de © reduz-se entdo a das aplicagdes
T-0@ET).
Tem-se para este efeito o seguinte Lema:

Leva 15.1. A todo o segmento compacto K de V e a toda a
carta ®:X — K corresponde uma e uma sé funcdo 8ve C* (K E),
tal que se tem, para toda a fungio ae D (K),

(15.2) - @(aT):J'TUMx)]a[@(x)]em[@(xndx
X

Notemos, em primeiro lugar, que T —+ @ («T) é uma aplica-
¢do linear continua de C(V) em E, nula no nucleo gg!(j0}) do
operador de restrigdo ¢! (j0}). Entdo, como g ¢ um homomor-
fismo, Prop. 13. 6, existe uma e uma sé aplicagio linear continua

Ox.,:C(K)—E tal que
(@) - Ox.(Tx)=0(@T),
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e, designando por 9y, a indicatriz de Og, relativa a carta 0,
tem-se, Teor. 14. 1,
0 («T)— f TI® (x)] b0z [P (#)] d
X
O s (2) = O, [Ix (P, 22)] .

Posto isto, suponhamos que existe uma funcido 6, nas con-
di¢gdes do Lema.
Da unicidade de 64+ resulta imediatamente,

(15.3) --. o (1) 05, (28) == B (24) .

®) -

Se 6, € uma fungdio nas mesmas condi¢des que 6, tem-se
o () Oo/ () = o (1) O (), MY ueK, Yaed(K). Como se pode
escolher, para todo o ponto uelo{,ac pela condi¢do a(w)=1,
segue-se que fq (#) = 04/ () no interior de K, e também na fron-
teira, visto que, por hipétese, 94 64/ sfo continuas em K. Assim,
0, se existir, ¢ unica.

Vejamos agora que 04 existe.

Consideremos, para isso, outro segmento compacto L tal

que Kci, e seja ¥:Y ~L uma carta de L. Seja ainda
eD(L), tal que 8(»)=1 em K. Existe entdo uma funcéio Bwp
tal que

O@ET) = fT (¥ (5)] 6ws (¥ ()] dy.
Y

Nestas condigdes, pondo

O (20) = | Jy1p |u - Opg (), M uek

tem-se,

@(“T)=®(5-aT)=J;T[‘V(y)]a[‘V(y)]9w-ﬁ(‘1’(y))dy,

e, electuando neste integral a mudanca de coordenadas
hvo=¥-10, obtém-se (15. 2), (cf. Prop. 5. 6).

Das relagbes (15. 3) e (14. 6) deduz-se facilmente a seguinte
condi¢do de compatibilidade para as funcées 64 :

(15.4) --. O (26) = | Jy1g |u Oy (),

para todo o par de cartas ®: XK, ¥:Y ~ L, tais que K L.
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Nestas condi¢des, como vimos em 6 ¢), as fungdes g slo as
densidades, nas diferentes cartas ®, duma medida 9 diferencia-
vel em V e com valores em E, a qual se diz a indicatriz de ©.

Fixando, para cada indice 7, uma carta ¢;:X;~K;, de
(15.1) e (15. 2) resulta que a correspondéncia 6 ~© ¢ determinada
pela seguinte formula:

(A5.1) -+ @)= | T ()1 [0 )]y [ () .
7Y%

Observemos que, se T ¢ uma fun¢do feC(V), a série que
figura no segundo membro de (15.1) ¢ o integral de / em rela-
¢do a 6, como definimos em 6 ¢).

Torna-se entfio natural definir o integral duma distribui¢do

TeC (V) em relagio a uma medida diferencidvel § sobre V com

valores em E, o qual se representara por "Tdo ou / T()d0(v),
v YV

como sendo a soma daquela série, desde que tal soma exista e
seja independente da cobertura }Io{jf e da particdo da unidade
«; consideradas.

Tem-se assim

(5.1 .- @(T):dee.
v

A correspondéncia x: © — 6 assim definida ¢, como facil-
mente se verifica, um isomorfismo vectorial do espago L{C(V);E],
das aplicagdes lineares continuas de C(V) em E, sobre um
sub-espago do espago M*(V,E), das medidas diferenciaveis
sobre V com valores em E.

A relacio (15 6) dd-nos explicitamente ©® em funcdo de 6,
ou seja o isomorfismo inverso »~1; vamos ver agora como se
determina explicitamente x.

Para isso, consideremos a aplicacdo idéntica I: CV)-C)
e seja 0 ==(I) a indicatriz de I; J € entdo uma medida diferen-
ciavel sobre V com valores em C(V), tal que

(15.5) -+ T:dea, v TeC (V).
v

Daqui se deduz facilmente que se tem

(15.6) - v §=009
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ou ainda, sendo K um segmento compacto qualquer de V e &
uma carta de K,

(15.4) .. 8p () =03 (P, u)]

em que O,(x) e d(P,u) designam as densidades de © e J rela-
tivas a carta ¢; a ¢ (®,u) chamaremos distribuicdo de Dirac sobre
V relativa @ carta © e ao ponto u.

Vejamos que, sendo L um segmento compacto de V, se
tem
(]57).“ {(&L['j((p,%)]:alg(q),%), se LZK.

e [3(P,u)]==0 se u¢ L

Estas rela¢des determinam entdo ¢(9,#), como sendo a dis-
tribuicdo de suporte no ponto #, que coincide em K com
3 (0, 2).

Basta demonstra-las para os pontos ueI%, pois que cada um
dos membros ¢ fungdo continua de #. Para isso, notemos que
a toda a funcido «eD(K) corresponde uma aplicacio linear con-
tinua o . C(K)~C(@L), tal que ¢, (T)x)=g («T), cuja
indicatriz € a(u)p [0(P,u)]. Entdo, se K—=L, a indicatriz de
oLk, € @@k (P,u) o que demonstra a primeira das relagdes
(15.9). Se u¢L, pode-se tomar « de modo que seja «(x)=~0
e =0 em L, entdo ¢ x, € nula, e o mesmo acontece com
o, [0 (P, 2)].

A andlise que fizemos até aqui permite enunciar o seguinte
Teorema:

TeoreEMA 15. 2. Seja E wm espaco localmente convexo, separado
e completo em relagdo as sucessies. Existe um isomorfismo #:0 — 0

do espaco L[C(V);E], das aplicacies lineares continuas de C (V)
em E, sobre um sub-espaco do espago W (V,E), das medidas dife-
rencidveis sobre NV, com valores em E. Este isomorfismo ¢ o seu
reciproco sdo determinados pelas formulas:

[

OM)y= [ Tdo TeC(V
15.8) ... l() ]V , v TeC(V)

80 (1£) = O[3 (P, 14)]

Pde-se agora o problema de determinar as medidas
e M*(V,E) que sdo indicatrizes de aplicacdes lineares con-
tinuas. Se V ¢é uma variedade compacta, qualquer medida
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diferenciavel 6eM” (V,E) é indicatriz de uma aplicac¢do linear
continua, como veremos adiante. No caso geral, s6 se conhece
uma solugdo satisfatoria do problema mediante certas hipoteses
suplementares sobre E.

O caso que vamos analisar aqui é aquele em que E ¢ sub-
-normavel, 24). O problema fica automaticamente resolvido,
também, se E ¢é dado como limite projectivo de espagos sub-
-normaveis, o que ¢é largamente suficiente nas aplicagdes
correntes.

Comecemos por estabelecer o seguinte Lema:

Leva 15. 3. 7oda a medida diferencidvel 6 sobre N com
valores em E, de suporte compacto, é indicatriz de uma aplicagdo
linear continua ©:C (V) ~E.

Recordemos que o suporte duma medida 6 € o complementar
do maior aberto Q@ tal que 6(A)=0, para todo o boreliano
Ac Q. Se 6 ¢ diferenciavel o suporte de 6 ¢ a reunido dos
suportes das funcgdes 8.

Consideremos uma infinidade numeravel de segmentos com-
pactos K; cujos interiores K; formem uma cobertura de V, e
uma parti¢do da unidade localmente finita |o;| associada a esta
cobertura.

Ponhamos

() = a; Td9.
(T) ;fv

Como s6 had um ntmero finito de indices ; para os quais o

ndo se anula no suporte de 8, o segundo membro da relagdo
anterior reduz-se a uma soma com um numero finito de parcelas.

Por outro lado, para cada indice 7, ©;: T — j o Tdb ¢ uma
v

aplicacdo linear continua de C(V) em E.
Com efeito, tomando uma carta ®;:X; - K;, tem-se

0, (T) = j;T[%(x)] 2 10; (@)} 64, [0 (1)) d %,

mas o;f, ¢ indicatriz duma aplicagdo linear continua 0:C(K)
em E, e a relagdo anterior mostra que ©;=0jo0¢, .

Assim © ¢é soma dum numero finito de aplicagbes lineares
continuas ©;, e ¢ portanto uma aplicagdo linear continua. Como
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a indicatriz de cada aplicagio ©; é evidentemente 29, a indica-
triz de © sera entio ZajO ==0,

J
Do Lema anterior resulta entdo como ja tinhamos afirmado:

TrEOREMA 15.4. Se V ¢ compacta, a correspondéncia »:0 — §
definida pelas formulas (15.8) é wm isomorfismo vectorial de

LIC(V);E] sobre ™ (V;E).

Analisemos agora o caso em que E é sub-normavel.

Leva 15. 5. Se E ¢ sub-normdvel, para toda a aplicagdo linear
continua O : C (V) — E, existe wm compacto A de V tal que ©(T) = 0,
para loda a distribuicdo ‘T cujo suporte nio encontre A.

Como E é sub-normadvel, existe uma norma continua em E.
Designemos por B a bola relativa a esta norma.

Os sub-conjuntos de C(V) da forma

k22

() et (A

=]
em que Kj,.--,K,,, ¢ um sistema finito de segmentos de V, e
para cada indice ¢/=1,2,... ,m, 9; é uma vizinhan¢a de zero

em C(K)), constituem um sistema fundamental de vizinhangas

de zero para C(V). Como O & continua, existe pelo menos uma
destas vizinhangas, cuja imagem por O estd contida em B,

@(mpg_'(m») B,
i=1

Ora, para cada segmento compacto K;, o conjunto das dis-
tribui¢des sobre V tais que ¢, (T)="0, ou seja i (;O)), € um
sub-espago vectorial de C(V), ea intersecgdo destes sub-espagos
¢ um sub-espago § de C(V), tal que Q) cB.

Como ©($) ¢ um sub-espago de E, segue-se que 0O(§) =10},
pois o unico sub-espago que pode estar contido numa bola € o
sub-espago nulo.

Ponhamos A== U K;, A é entdo um compacto de V, e como
=1

toda a distribuicdo T, cujo suporte niio encontra A, pertence a
$, tem-se O(T)=0.
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Deste Lema resulta imediatamente que a indicatriz duma
aplicagdo linear continua de C(V) num espago sub-normavel
¢ de suporte compacto.

Com efeito, como 4 (¢,#) tem suporte reduzido ao ponto u,
O () = O[3 (P,u)] ¢ nula se u¢A.

Tem-se assim o seguinte Teorema:

TroreMa 15. 6. Se E ¢ sub-normdvel, a correspondéncia
210 <0, definida pelas formulas (15.8), ¢ um isomor fismo vecto-
rial de L[C(V);E] sobre o sub-espaco D (V3;E) de WM™ (V;E)

constituido pelas medidas de suporile compacto.

Um caso particular do Teorema anterior € aquele em que E
se reduz a recta complexa C. Neste caso, as formulas (15. 8)
definem um isomorfismo vectorial z:0—6 de ©D*(V)=2*(V;C)
sobre o dual de C(V), o que permite identificar estes dois espagos.

Assim, toda a medida 8eD*(V) pode ser interpretada como
uma forma linear continua sobre C(V):

(15.9) - <o,T>:]"Tdo.
oV

Como C (V) é reflexivo, Teor. 13.7, C(V) é também o dual
forte de ©*(V) quando se considera sobre este espago a topologia
forte ©,, ou seja, a topologia da convergéncia uniforme nas par-
tes limitadas de C (V).

Nestas condic¢des, toda a distribuig¢do TeC (V) pode tam-
bém ser interpretada como uma forma linear continua sobre

D*(V) (z0):
(15.10) --- <T,6> — ,'Tdo.

oV

OBSERVAGOES :

1. O integral ’ Tdo, como foi definido anteriormente,
v V

verifica propriedades analogas as dos integrais usuais. Em parti-
cular, ¢ valida a seguinte regra de mudanga de variavel que
generaliza (6. 2): se p ¢ um isomorfismo de V sobre outra
variedade W tem-se

(15.11) / Tdo— / w#(T)du*0, ¥ TeC (W),
VW VY

v

sempre que um destes integrais exista.
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A demonstragdo ¢ imediata a partir da definicdo e da
Prop. 5. 6.

2. Uma consequéncia do Teor. 15. ¢ & que D (V) € denso
em C(V). Por outras palavras, foda a distribuicdo TeC(V) ¢
limite duma sucessdo de fungoes indefinidamente diferencidveis ¢ de
suporte compacto.

Na verdade toda a forma linear continua sobre C(V) que se
anula em (V) ¢ nula em todo o espaco C(V), pois que

/qcpa’9=0, YoeD(V), arrasta =0,
Jy

Este resultado pode obter-se também directamente a partir
do facto ja conhecidg de que, para todo o segmento compacto K,
C*(K) ¢ denso em C(K).

3. A analise do numero 14 pode também ser feita usando a
no¢do de medida. Da Prop. 14,1 resulta entio que existe um iso-
morfismo © -0 do espago 2 [C(K); E] sobre o sub-espaco
O*(K;E) de ©*(V;E), constituido pelas medidas de suporte
contido em K, o qual ¢ definido pelas formulas

(~)(T)=[T[ze 0 (16) = O [ (05 )],
JK

em que

/’Tdez /'T[fp(x)] 00 [0 (x)] d .
K

v X

Em particular, o espaco D* K)=2*(K;C) ¢ isomorfo ao
dual de C(K), e como este espago € reflexivo, visto ser um
espago (LN*), C(K) é também o dual de ©*(K), quando se
considera este espago munido da topologia forte.

Como, para toda a carta ®:X K, a correspondéncia 9 — n
€ um isomorfismo vectorial, ve-se imediatamente, cf. 2 ¢), que a
topologia forte sobre ©*(K) ¢ definida pelas semi-normas

161 = sup [ D" 6, [0 (&) .
reX

16. Topologia do dual de C(V). Vamos agora explicitar a
topologia forte 7, do dual D*(V).

Seja A um compacto qualquer de V e seja Ky,-.-,K,, um

o] o]
sistema finito de segmentos compactos de V, tal que Ky, ... K,
constitua uma cobertura de A. P.ra cada indice 7=1,--. m

fixemos uma carta ¢;;X; -» K;.



TEORIA DIRECTA DAS DISTRIBUIQGES SOBRE UMA VARIEDADE o7

Tem-se entdo o seguinte Lema:

LeMa 16.1. A topologia v \ induzida por D*(V)[r] no sub-
-espago D* (M), constituido pelas medidas de suporte contido em A,
é definida pelas semi-normas :

16.1) -+ Plya () = sup [D" oy (95 (x))
X6 ]

em que 1 percorre o confunto de todos os sistemas finitos de inteiros
ndo negativos (ny,---,Ns).

Designemos por : a topologia definida pelas semi-normas
(16. 1), vamos ver que t é mais fina que t,5. Como t € metri-
zavel, bastara mostrar que toda a sucessio de medidas 6, que
converge para zero segundo esta topologia, converge para zero
segundo t,,,, ou seja, para todo o conjunto § limitado em
C(V), <%, T> tende para zero uniformemente sobre §.

Como § ¢ limitado, para todo o indice 7, existe um sistema
n; de inteiros 0 e um numero real />0 tais que se tem,
para toda a distribuicio Te$, ¢;(T)=D"f;, com feC(X)) e
sup | fi(®)! < 4.
xer

Tomemos uma parti¢do da unidade «; associada & cobertura
O
1K;|. Tem-se entdo, ci. 2. 6), (2.13),

<9k,T>=Z/ D" f; 802 dx = X (— 1) 17! / fi D00 d x.
PR J VX

Como, para todo o sistema # de inteiros 0, D"0s; -0
uniformemente sobre X;, da conhecida férmula de LrNirz, para
a derivada dum produto, resulta imediatamente que também
D" 0o;«; converge uniformemente para zero em X;. Dai se
deduz, por majoragdo do ultimo membro da relagio anterior,
que sup|<bp, T>!'-0.

Te

Resta ver que 1,,» ¢ também mais fina que z, o que equi-
vale a provar que toda a semi-norma p,;, € continua para a
topologia 7p,4.

-~ S, .
Facamos corresponder a cada ponto #eK; e cada sistema »
de inteiros ™ 0 a distribuicdo 5" (P;, %) assim definida:

o, [0 (07, 0] = 0] 1 [D" 8 (& — 45" ()]

o s (M, u)] =0 se u¢lL.
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O conjunto § formado por estas distribuigdes ¢ limitado em
CV), e tem -se, por outro lado, como se reconhece facilmente:

sup | <0, T >|=sup | D" ba; [P; (x)]| = P2 (9)
Te@ .reX/- '
0 que termina a demonstracio.

CorovLArio. Se K & wm segmento compacto de V| a topologia
ok nduzida por v, em DF (K) ¢ idéntica a topologia forte de
O*(K) como dual de C(K).

Com efeito se ®:X - K € uma carta de K, tal topologia €
definida pelas semi-normas suplD 0 [0 ()] |, ]5 Obs. 3.

Lewa 16. 2. A4 topologia forte v, sobre D*(V) ¢ a mais fina
das topologias localmente convexas sobre D* (V) que induzem em
cada sub-espaco D* (A) uma topologia idéntica a ™,y -

Designemos por < esta topologia. Bastara entdo mostrar que
a toda a forma linear continua ¢ sobre D*(V)[1] corresponde
uma distribuicio Te C(V) tal que <9,0>=<T,6> (1),

Designemos por ¢, a restrigdo de ¢ a ©* (K); entdo, como
C(X) ¢ o dual forte de 2*(K), do Corol. anterior resulta que
existe uma distribuigdo T e C(K) tal que, L9y 0> = <T, 6 >.

Ora, é imediato que se K'cK, Tk =t (Tk). Assim, o
sistema de distribuigdes |Tx| define uma distribuicio T nas
condigdes requeridas.

Consideremos agora uma sucessdo crescente de compactos
Ayc-- Cb,C:-- cuja reunido seja V; do Lema anterior resulta
que ©*(V)[rs] € o limite indutivo dos espagos D*(A,) (6,4,

Por outro lado, demonstra-se facilmente a partir do Lema 16. 1
que cada um dos espagos D*(A) ¢ fechado em D*(V), sendo
entdo completo visto que D*(V) é completo, por ser o dual forte
dum espago bornologico separado, cf. [6]. Os espacos D*(A) sdo
entdo espacos (I') e portanto:

(1) A topologia forte sobre o dual E/ dum espaco reflexivo E é a mais
fina das topologias para as quais E é o dual de L/ cf. [2],
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TeoreMa 16.3. O espaco D*(V)[w] é um espago (LF). Se
AyC.-CAC - - ¢ wma sucessdo de compactos cuja reunido é V,
os espacos D (An)[w, ] constituem wuma sucessdo definidora de

D" (V) ]

Escouio. Do Teorema anterior resulta que uma sucessdo de
medidas 9,6 D*(V) tende para zero, segundo a topologia forte
1, se, e somente se, verificar as seguintes condigdes:

a) As medidas 0, tém os seus suportes contidos num compacto

fixo de V.

b) Para fodo o segmento compacto K de V e loda a carta
$:X - K, 0,,,[0(X)] e lodas as suas derivadas convergem unifor-
memente para zero em X.

Como D*(V) é um espago (L.), vé-se imediatamente que
uma distribui¢io TeC(V) pode ser interpretada como uma
forma linear sobre ©*(V) tal que <T,%,> -0, para toda a
sucessdo de medidas 9, nas condig¢bes (a) e (8).

Ora, as medidas diferenciaveis sobre V podem-se interpretar,
segundo as defini¢cdes de G. Rnay, ci. [8], como formas exteriores
de grau # e de espécie impar, de modo que as distribuicdes,
como definimos, coincidem com as correntes de G. Ruan de grau
zero e espécie par, cf. [8], Pag. 39.

17. Anélise linear em variedades com elemento de volume.
Chamaremos elemento de volume sobre uma variedade diferencia-
vel V, toda a medida diferencidvel s real e positiva. No que se
segue vamos supor que se fixou em V um elemento de volume o.

A cada fun¢io diferenciavel ¢:V — E corresponde entido
uma e uma s6 medida +* diferencidvel e com valores em E tal que

az.n-. YPe=0-7,

A correspondéncia ¢ <-¢* assim definida ¢ um isomorfismo
vectorial entre os espagos C*(V;E) e M™(V,E). A fungdo ¢ e
a correspondente medida ¢* dizem-se adjunfas uma da outra.

E imediato que o suporte duma fun¢io e o da medida
adjunta sfo idénticos. Entdo, a correspondéncia ¢ - 3* € também
um isomorfismo vectorial de D(V;E) sobre D*(V;E).

Sendo dadas uma distribuicio TeC(V) e uma funcio
9e C*(V;E), define-se o integral de T, a respeito de 3 e do
elemento de volume &, por meio da férmula:
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7 2)... [ To.ds= [ Tdg,

'V <V

Consideremos uma aplicagdo linear continua ©:C (V) - E.
Existe entdo uma e uma sé func¢io diferenciavel 0e C® (V; E)
cuja adjunta 6* ¢ a indicatriz de ©. A funcdo 0 diz-se a indi-
catriz de @ relativa ao elemento de volume s, ou simplesmente
indicatriz de ©, se ndo houver possibilidade de confusio.

A primeira das féormulas (15. 8) pode agora escrever-se

(17.3) -+ 0T = [ Tods.
v

Por outro lado, para toda a carta ¢ dum segmento compacto
K de V e todo o ponto #eK, tem-se, como ¢é facil verificar,

0 (u) -0 (),

oy ()

donde vem, tendo em conta a segunda das relacdes (15. 8),

a7.4) ... 0(%):@[ 1 -5(‘1’,(2«1)].

7y (20)

Para todo o ponto #eV, 2(®,u) é entdo uma distri-

G«D (M)
bui¢do sobre V, independente da carta ® que se considera.
Chamar-lhe-emos distribuicdo de Dirac sobre V no ponto 1,
relativa ao elemento de volume s, e representd-la-emos por
'35(7;, #), ou simplesmente por 8(5,%), se ndo houver possibili-
dade de confusio.
Tem-se assim

17.5) - . 30y ) = e

5 (P, u).
7 (22)

Os resultados do numero 15 podem entdo ser enunciados da
seguinte maneira:

TeoreMa 17.1. Seja V' uma variedade diferencidvel munida
dum elemento de volume . Existe entdo um isomorfismo vectorial
210 0 de RIC(V),E] sobre um sub-espago de C* (V;E), o qual
cotncide com C*(V E) se V ¢ compacta, ¢ com D(V;E) s¢e E ¢
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sub-normdvel. Este isomorfismo e o seu reciproco sdo definidos pelas
formulas A
0w =07[(v,u)], YueV

(17.6)- l@(T)z CT ()0 (u)d e (u), v TeC(V).

Se E ¢é a recta complexa C, tem-se em particular:

CoroLirio. As formulas (17. 6) definem uma correspondéncia
bi-univoca (isomorfismo vectorial) »:0 <8 entre as formas linea-
res continuas O sobre C(V) e as fungoes 8¢ D(V).

Nestas condi¢des, pode-se identificar D (V) com o dual de
C(V), e supondo D (V) com a topologia forte, C(V) é também
o dual forte de D (V).

Por outro lado, fazendo corresponder a cada medida 6e®* (V)
a medida adjunta 0*e®(V), obtém-se, como vimos, um isomor-
fismo vectorial de (V) sobre ©*(V) o qual aplica, para cada
compacto A de V, D(3)) sobre D*(4). Ora, é imediato que
a topologia forte t, sobre D(V), ¢ idéntica 4 imagem por este
isomorfismo da topologia forte sobre D*(V), estudada no
numero 16.

Por outro lado, demonstra-se facilmente que as semi-normas
sobre D(3), sup |D” 0[®; (x)]7[®;(x)|, que correspondem, por
meio deste iso?ﬂorﬁsmo, as semi-normas (16. 1), formam um sis-
tema equivalente ao das semi-normas
az.7) sup D8, (x)]], 0eD(A).

Os resultados do numero 16 subsistem portanto substituindo
D*(V) por D(V) e as semi-normas (16. 1) pelas semi-normas
(7. 7).

Em particular, uma distribuigio T sobre V pode ser defi-
nida como uma forma linear continua sobre ©(V), nos mesmos
termos que L. ScHwaRrTz define em [11].

Assim, quando se fixa em V um elemento de volume, o
conceito de distribuicdo que definimos aqui identifica-se canoni-
camente com o de L. ScHw ARTZ

Como em qualquer variedade diferencidvel existe sempre
uma infinidade de elementos de volume (1), existe também uma

(1) Resulta dum teorema devido a WITHNEY segundo o qual toda a varie-
dade diferenciavel com dimensdo » ¢ sempre uma sub-variedade de R*"*'.
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infinidade de maneiras de identificar os dois conceitos de distri-
bui¢do, porém se nio existir um elemento de volume previle-
giado qualquer destas identificacdes ndo & candnica, € arbitraria.

18. Propriedades da distribuicdo de Dirac. A distribuicéo
de Dirac sobre uma variedade diferenciavel V, munida dum ele-
mento de volume, definida no numero anterior, verifica proprie-
dades semelhantes as que j4 se conhecem para o caso de R* e
que vamos agora estabelecer.

Da prépria defini¢do resulta que 9 (v, ) tem suporte pontual
ju{. Por outro lado, a funcio vectorial # -- J(v,u) ¢é a indicatriz
da aplicacdo idéntica de C(V) e da primeira das férmulas (17. 6)
deduz-se

18.1) - T@E)= | Twi@,uwdsw, Y TeC(V),
vV
0 que constitui a fgrmula de Dirac para as distribuices sobre
V, a qual, como se vé&, ¢ formalmente idéntica a férmula de
Dirac para as distribuicées definidas em R», cf. [15].
Da segunda formula (15 8) resulta

(18 2) G = | d@,wi@ds(@),  ¥IeD(V;E),
[V
relacdo esta que se designa por segunda fé6rmula de Dirac.
No caso particular em que E=C, tem-se

18.2) ... 0= <0,9(@,u>,  vieD(V);

esta relagdo, que define ¢(v,#) como forma linear continua sobre
D(V), é a que se usa habitualmente na Teoria Funcional de
L. Sciwarrz, para definir a distribuicdo de Dirac.

No ntmero 12, vimos que, para toda a funcio ve C*(V),
a multiplicagio Mg:T -~ 5T ¢é a tnica aplicacéio linear continua
de C(V) em si proprio que prolonga a multiplicagdo f-- g f,
/eC(V). Pode-se entdo determinar a indicatriz de M, por um
método andlogo ao utilizado em 2¢).

Tem-se com efeito, pela formula de Dirac (18. 1),

Mo (f) = ]\ o () f(1)3 (0, u) d o (1) = /;f(u) o ()3 (@, wydo (u),

0 que mostra que a indicatriz de My é a fungdo ¢ (u)3(v,u).
Daqui se deduz a formula de Dirac, para a multiplicagio,
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(18.3) - S (@) (0, w3 ()3 @, u), 56 C= (V).

Consideremos agora duas variedades diferenciaveis VeWw,
com a mesma dimensdo, e seja v um homeomorfismo regular
de V sobre W.

Como vimos no namero 11, a aplicagdo f-»fou de C (V)
em C(W) ¢ prolongavel numa tnica aplicacdo linear continua

#:T > Tov de C(W) sobre C (V). Um processo andlogo ao
utlllzado em 4 permite entdo determinar, como vamos Ver, a
indicatriz de »*.

Tem-se com efeito, designando por sv o elemento de volume

de V,

y.*(f):J;fnu(u)f)(;,u)dvv (), [feC(W),

e efectuando neste integral a mudanga de varidvel z=u(u)
obtém-se, de acordo com (6 2),

S (f) (@) = ] F(@)5 @, w1 () d ¥ oy (2).
w

Ora, sendo 7w o elemento de volume de W, tem-se, pondo

(18. 4) - - YRR a2l

Tw

(1@ = [ f@A1() 5@, 0 @) dow(e),

W

donde se deduz que a indicatriz de p* € a funcdo

(5) = A 1(2) 9 (2, 21 (2).

Como (2) representa em cada ponto ze¢ W a imagem por p#
da distribui¢do de Dirac sobre W, (w,2), tem-se

(18.5) - 2F[3(w, 8)] = Bp-1(2) - 39, 071 (2)]-

A relagio (18 5) constitui uma generalizagdo da formula de
transformacdo (4 4); Au-1(5), que chamaremos mddulo de »~1! no
ponto 2, coincide, como se vé, com o modulo do Jacobiano de
u~l, quando V e W sdo dominios de R”.
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19. Algumas propriedades das distribuicdes sobre um grupo
de Lie. Um grupo de Lir G ¢ uma variedade diferencidvel,
com uma dada dimensdo 7, munida duma estrutura de grupo,
tal que a aplicagdo (x,9) - xy de GG em G ¢ diferencidvel.
A aplicagdo x — -1, assim como as translacbes esquerda e
direita, &;:x ~ax, 7,:x ~xa, sio diferenciaveis, sendo portanto
automorfismos de G, cf. [3], [4], [T].

A translagio esquerda @, induz entio um isomorfismo
e~ de C(G) sobre C(G); a imagem To ;' duma distribuicéio
TeC(G) por este isomorfismo diz-se a transladada de T por a
(ou para o ponto a) a esquerda, e designa-se por T(a'x). De
modo andlogo se define a transladada a direita T(aga—l).

Um campo de vectores ue I*(G) diz-se invariante d esquerda
se Gix(u)=u, Y aeG, ou seja, cf. 6d),

(19.2) --. Dy (foTa)=(Dyf)oT,, v feC?(G), WaeG.

Dai se deduz também que se tem, para toda a distribuicio
T sobre G e todo o ponto ueG, (1)

19.29 ... DU(TO(’-Q—I):(DUT)OC“—I.

Os campos invariantes a esquerda constituem um sub-espago
vectorial de T*(G) que se designara por g.. De (19. 2) deduz-se
facilmente que a cada vector u, tangente a G na origem e (ele-
mento neutro de G) corresponde um e um s6 campo uegs tal
que u(e)=u.; esta correspondéncia ¢ um isomorfismo de 3.
sobre g que ¢ assim de dimensdo finita #, igual a de G.

De modo andlogo se define campo invariante a direita; o
conjunto destes campos é também um espaco vectorial de dimen-
sdo igual a de G, que se designara por g,.

Vé-se imediatamente que qualquer base de gs ou ge € tam-
bém uma base do médulo I*(G), que € entdo de dimensio finita
igual a de G.

Se uy,-+-,u, ¢ uma base de g, poe-se, como em 2 b), para
todo o sistema p=(p,..- p,) de inteiros >0, Dﬁ:D{fj ... DI
Os operadores de derivagdo assim definidos sdo invariantes a
esquerda, isto ¢, tem-se D% (T o pm) == (D% T) o Toui. Analogamente,
para uma base qualquer de ¥*(G).

(1) Designaremos aqui por D, T a derivada duma distribui¢do em vez
de Dy T.
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Se K ¢ um segmento compacto de G fazem-se convengoes
analogas. Um campo e¢3®(K) diz-se invariante 2 esquerda (respect.
a direita) se € a restricdo a K dum campo uegs (respect. ué ga)-
Os operadores de derivagdo D,, associados a uma carta P: XK,
¢f. 6 d), nio sdo em geral invariantes a esquerda nem a direita,
mas exprimem-se como combinagdes lineares finitas de tais
operadores (1), Dx,:—Za;’.(x)Du/., com coeficientes @/ (x) indefini-

J
damente diferenciaveis em K.

Como se sabe, toda a distribuicdo TeC(K) ¢ da forma
T=DyY/f, em que m € um sistema de inteiros > 0. Deduz-se
entdo, por consideragdes elementares, que, dado um sistema qual-
quer de # campos, wi,---,Ws, formando uma base de IT* (K},
T exprime-se também com a forma T-—=DZLF em que F ¢ uma
funcdo continua em K, a qual pode ser escolhida de modo a pos-
suir derivadas até uma ordem préviamente dada.

Em particular wy, --,w, pode ser uma base de gs ou ga-
Assim, toda a distribuigdo TeC(K) se pode também exprimir
como derivada duma funcio continua, por meio de operadores de
derivacio invariantes a esquerda ou a direita.

Demonstra-se que a todo o campo uegs corresponde um e
um s6 homomorfismo do grupo aditivo R em G, que se designa
por ¢--expfu, nas seguintes condigdes, cf. [3], [T]: (a) a aplicacdo
(x,t) > xexptu de GXR em G ¢ diferencidgvel; (b) para toda a
Sfungdo teC®(G) e todo o ponto xeG, tem-se

(19. 3) --- Duf(x):hmf(xexptu)—f(x)
t>0 ¢

A nocio de derivada retoma entdo um aspecto analogo ao de
R*. Se f ¢ uma func¢do, ndo necessiriamente diferenciavel,
define-se ainda D, f por meio da rela¢do anterior.

Demonstra-se que uma fun¢do f definida em G, com
valores num espago localmente convexo E, ¢ diferenciavel se, e
sO se, existirem as derivadas de todas as ordens relativas a uma
base de g..

Tem-se resultados andlogos para os campos invariantes 2
direita.

(1) Para abreviar, e desde que ndo haja possibilidade de confusio, desi-
gnaremos pela mesma notagdio a derivada segundo um campo de vectores
sobre G e derivada segundo restrigio dum tal campo a um segmento de G.
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Pode-se agora estabelecer um critério de derivabilidade para
uma fun¢do T(y) definida em G com valores no espago das
distribuizdes sobre um segmento compacto K de G, anilogo a0
que estabelecemos em 2. 4).

Fixemos uma base w;,ws,---,w, de T*(K) e uma base
Uy, +oy Uy de gt

ProrosigXo 19. 1. Se, para todo o pontode G, existe uma vizi-
nhanga compacta A deste ponto e um sistema de inteiros P=P1,,Pn)
tais que, para todo 0 ye A, T (y)=D3%{(x,y), em gue fe C(Kx<A)
e possui, como fungdo de y, derivada D, 1eC (K ><A), entdo T(y)
€ continuamente derivdvel em relacdo ao campo ; e tem-se

(19.4) ... Dy, T =D, (D, {(x,y)].
E analogamente para as derivadas de qualquer ordem DE'T (y).

A demonstracdo ¢ imediata tendo em conta a relacio (19. 3)
e o facto dos operadores de derivagio D% serem continuos.

Uma fungdo T(y), com valores em C(G), sera derivavel
em relagdo a um campo u,, se para todo o segmento compacto
K, (x T) (») € derivavel em relagio a u;.

Deduz-se daqui em particular que:

Prorosi¢io 19. 2.  Para toda a distribuicdo TeC(G), a fungdo

u-T(ulx) ¢ diferencidvel em G .

Basta ver que assim ¢é para a funcio « o [T (! %)] em que
K € um segmento compacto qualquer de G. Tomando um seg-
mento compacto L tal que Kci, pode-se escolher uma funcio
feC(L), com derivadas até uma dada ordem m em relacdo a
uma base uy,-- ,u, de g, de modo que T seja da forma D f
em L e portanto em K. Por outro lado, se 5,6 G pode-se
escolher uma vizinhanga compacta A de y, tal que A 1K c L.
Tem-se entdo, como se verifica facilmente, o (T (p 1)) =
=Dl ¢ [f(y1%)] e, enquanto & varia em K e yem A, f(ylx)
satisfaz as condi¢des da Prop. 19. 1. Assim o [T (w1%)] admite
derivadas continuas de qualquer ordem sendo portanto diferen-
ciavel em G.
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Demonstra-se que em todo o grupo de Lz G existe sempre
um elemento de volume s invariante para as translagdes esquer-
das, isto ¢, Ti-1(s)=gs, ci. [3], [4], o qual & definido a menos um
factor constante. No que se segue, suporemos sempre fixado em
G um tal elemento de volume.

Da foérmula de transformacgido da transformacdo de Dirac
(18. 5) resulta imediatamente, tendo em conta a invariancia do
elemento de volume s com as translacdes esquerdas:

Co-1[0 (%, 1) =4 (x,au);
e, em particular, pondo 7 =7 (x,6)
19.6) - 3, 1) =Tom1 (5) =9 () %) .
Assim :
Prorosigio 19. 3. Num grupo de Lie G, a distribuicdo de

Dirac em cada ponto uwe G ¢ a transladada d esquerda, para este
ponto, da distribuicdo de Dirac na origem.

20. Aplicagdes lineares continuas permutdveis com as
translagdes de G. Vamos comegar por determinar as aplica-
¢Oes lineares continuas de C(G) em si proprio que permutam
com as translacdes & esquerda.

Sendo ® uma tal aplica¢do tem-se entdo, para toda a distri-
buicio TeC(G) e todo o ponto aeG,

(20 1) - O [Tay (T)] == Tt [O(T)].
Daqui se deduz em particular, sendo 6 a indicatriz de ©,
9 () == 3 (71 )] = Ty [0 3]
ou ainda, pondo S=0(3),
(20.2) - G(u)y=S(u1x).

Tendo em conta a formula integral das aplicagbes lineares
continuas (17. 6), vem entdo:

(20.3) - 0 (T) — ] T (1) S (1 2) d 5 (1)
G

Se T e S sdo fungbes continnas em G, o integral que
figura na relagdo anterior ¢ o produto de convolugdo dessas
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funcdes como ¢é usualmente definido, cf. [17]. No caso geral,
sempre que este integral exista, no sentido da definicdo dada em
15, chamaremos ao seu valor produto de convoluc¢do das distri-
buicdes T e S, e representd-lo-emos por T « S.

Vejamos que:

Proposigko 20.1. Se 0:C(G) -~ C(G) ¢ uma aplicacdo linear
continua que permuta com as translagbes a esquerda, S=0 () ¢
uma distribuicdo de suporte compacto.

Como se sabe, para todo o segmento compacto K de G,
C(K) ¢é sub-normavel (). Tendo em conta o Teor. 15, 4, deduz-se
entdo que ¢ [(L1(S)] € de suporte compacto, isto ¢, existe um
compacto Ag de V tal que ¢ [T5(S) =0, Y uéAg.

Entdo, como S=T;[T,(S)], S € nula em qualquer
segmento «-K tal que #¢Ax, donde se deduz que o suporte de
S esta contido em A¢.K, que ¢ um conjunto compacto de G.

Vé-se assim que toda a aplicacdo linear continua ©: C(G) -
~ C(G) que permuta com as translagbes a esquerda é a convo-
lugdo a direita com uma distribuigfio fixa S—=0(J) de suporte
compacto.

Inversamente, consideremos uma distribuicdo SeC(G) de
suporte compacto. Da Prop. 19. 2 resulta que # — Th(S) =
=S(u'x) é uma funcdo diferenciavel em G. Por outro lado,
se K é um segmento compacto de G vé-se imediatamente que
a funglo # — o [T (S)] € nula no exterior de A.K, sendo A
o suporte de 5. Assim, a cada segmento compacto K de G
corresponde uma aplicagdo linear continua O :C(G) - C(K
cuja indicatriz ¢ ¢ [T5_;(S)].

Se K,K' sio dois segmentos compactos de G tais que
K'cK, tem -se, como ¢ facil verificar O (T) == [0, (T)],
donde se deduz que existe uma aplicacdo linear continua
0:C(G) -~ C(G) cuja indicatriz ¢ a fungio # -~ S(u1x).

Tal aplicagdo ¢ dada pela férmula (20. 3), sendo entdo a
convolugdo de T com S. Por outro lado, recorrendo a férmula

(1) A demonstragio desta propriedade deve-se a S. SiLva. Veja «Con-
ceitos de Fungdo Diferencidvel em Espacos Localmente Convexoss.
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da mudanca de variavel no integral (15.11), deduz-se imediata-
mente que © permuta com as translagdes 2 esquerda.
Tem-se assim o seguinte Teorema:

Trorema 20. 3  Seja G um grupo de Lie. Existe uma corres-
pondéncia bi-univoca entre as aplicacdes lineares continuas ©: C(G)--
—~ C(G) que permutam com as translagbes @ esque da Tay ¢ as
distribuicoes Se C(G) de suporte compacto, a qual é definida pelas
seguintes formulas : '

S =6 (3)
(20.4) - o .
O(M=T-S, vwTeC(G).

Vamos agora determinar as aplicagbes lineares continuas de
C(G) em si proprio que permutam com as translagdes a direita.

Para isso, vamos estabelecer alguns resultados que permiti-
rio reduzir este problema ao anterior.

Demgnemos por ;7 o automorfismo de G,x —~a~!, e ponha-
mos T—T o7, TeC(G). O médulo de j,A=4;, como defi-
nimos em 18, que se chama também func¢do modular de G, cf. [17],
verifica em cada ponto #e G a relagdo A~1(u)=A (u71), tendo-se
em particular A(e)=1.

Tem-se entdo, tendo em conta a relagdo (18. 5),

(20. 5) -- FEB X)) = A () ) (w1 x)
em particular
N
0=0.
Vejamos ainda que se tem

(20. 6) - j T () S@tx)da= | S T(xv)ds(2)
G v
se uma das distribuigées S, T ¢ de suporte compacto.

A partir das relagdes anteriores e das formulas de Dirac
(18. 1) e (18.2) deduz-se imediatamente que (20. ) se verifica,
quando uma das distribuigdes T ou S € uma combinagdo linear
finita de distribuices de Dirac 3 (¥, a) — J(a; 1x), e prolonga-se,
por continuidade, a qualquer par de distribui¢ées T e S, nas
condi¢bes indicadas, visto que toda a distribui¢do sobre G ¢
limite duma sucessio de combinacdes lineares finitas de distri-
buicdes de Dirac, o que se demonstra do mesmo modo que em

15. Obs. 2.
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Da relagio (20. 6) resulta imediatamente
(20.7) - T S—=S.T.

Por outro lado, se © permuta com as translacoes a direita
(resp. a esquerda), &' —;*0;* permuta com as translagdes a
esquerda (resp. a direita), o que decorre imediatamente da rela-
cao ].07,,:7‘,,—10]’.

Ora, se © permuta com as translacdes a direita, S'=0'(J)
¢ uma distribui¢do de suporte compacto tal que @' (T)=T « S,

donde se deduz, usando a relagio (20. 7), e pondo S—§

[O(T)=S«T v TeC(G)

(20.8) - |S=00).

~ Inversamente, se S € uma distribuicio de suporte com pacto,
S ¢ também de su orte compacto e corresponde-lhe pelo
Teor. 20.3 uma e uma sé aplicacdo linear continua e, per-
mutavel com as translagdes a esquerda. Entdo ©— j* O 7* per-
muta com as translagdes a direita, e de (20.7) resulta que ©
verifica as relagoes (20. 8).

Pode-se entdo enunciar:

TeOREMA 20, 4. Ewxiste uma correspondéncia bi-univoca © -— S
entre as aplicacoes lineares continuas © que permutam com as trans-
lagées a direita e as distribuicoes de suporte compacto Se C(G), a

qual ¢ definida pelas formulas (20 8).

Vejamos agora, de modo breve, algumas propriedades da
convolugdo.

Prorosigo 20. 5. Toda a aplicacio linear continua que permuta
com as translagoes a direita (resp. d esquerda) permuta com os ope-
radores de derivagdo invariantes a esquerda (resp. a direita).

A demonstragio ¢é imediata, tendo em conta a relacdo

(20. 6) € a continuidade dos operadores de derivacio.

Tem-se assim, sendo u;, -, u, uma base de Gs € Vi,* -y Va
uma base de gq,

5 "S l"a P»<
(20.9) ... D{(T.S)=T-D.S
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O produto de convolugio € associativo no sentido de que se
tem (S*T)xR=Sx*(TxR), sempre que duas das distribui¢des
S, T,R sejam de suporte compacto.

Bastard considerar o caso em que as duas primeiras distri-
bui¢bes S e T sdo de suporte compacto, os outros reduzem-se
facilmente a este.

Nestas condig¢des, designando por Os e Ot as aplicagdes
R-~S«R e R— TR respectivamente, s o @1 ¢é uma aplicacéo
linear continua de C(G) em si proprio que permuta com as
translagdes a direita. Do Teor. 20. 4 resulta entdo que existe
uma distribuicdo Z de suporte compacto tal que

Os[Or ()] =2Z, Os[0r (R)]=Z=R.

Da primeira destas relagdes deduz-se Z=S+T e da segunda
Sx(T«R)y=(S5«xT)=R.

Ao mesmo tempo fica provado também que o produto de
duas distribuicdes de suporte compacto ¢ uma distribuicdo de
suporte compacto.

O produto de convolugdo ndo é comutativo, a ndo ser que o
grupo G seja comutativo, o que se deduz imediatamente de (20. 5).
Para terminar este breve estudo da convolucdo vejamos que:

Prorosigio 20.7. O produto de convolugdo =L duma funcdo
diferencidgvel o de suporte compacto por wma distribuicdo qualquer
T ¢ wma funcdo diferencidvel.

Suponhamos em primeiro lugar que T é uma funcio feC(V).
Entdo ¢ »f ¢ uma func¢io, e das relagdes (20. 9) resulta que, para
todo o operador de derivagéo DY relativo a uma base vy,-.+, v, de
ga, se tem Di4(pxf)=Dio*f, o que mostra que ¢x/ admite
derivadas de todas as ordens, sendo portanto diferencidvel.

Se relativamente a uma base u;,-+-,u, de g,, T é da forma
T—=D!f, tem-se ¢9xT=Dj(s%f), e 9»T ¢ portanto diferen-
ciavel, visto que, como acabamos de ver, ¢« também o €.

No caso geral, consideremos um sistema numeravel de seg-
mentos compactos K;, tal que %I%j% seja uma cobertura de G, e
seja |o;] uma particdo da unidade localmente finita associada a
esta cobertura.

Para cada indice 7, T tem suporte contido em K; sendo por-
tanto da forma DZf, em que feC(G). Assim, ¢xo; T ¢ dife-
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renciavel, e o mesmo acontece portanto com o+ T =Dy T,

.« . J
pois que esta soma ¢ localmente finita.

De modo analogo se estabelece que, se 36D (V) e TeC(V),
T xo é diferenciavel.

Notas finais.

1. O Teor. 4.2 pode-se generalizar para aplicagdes regula-
res ndo injectivas.

Suponhamos que X ¢é aberto. A cada ponto xeX facamos
corresponder uma vizinhanga U, de modo que a restrigdo p, de
p a U, seja injectiva, Para toda a distribui¢do Te C(Y), as dis-
tribuigdes u; (T) definem uma distribui¢do ¢ (T) sobre X, o que
se verifica facilmente pelo «principe du Recollement des Mor-
ceaux». Aplicando o principio enunciado em {15] pag. 155, Nota I,
demonstra-se facilmente que 1 é continua.

Se X é um dominio compacto e Y € aberto a demonstracio
¢ andloga, devendo-se tomar em cada ponto x da fronteira de X
uma vizinhan¢a aberta U, e uma aplica¢do regular p, de U,
em Y, que coincida com p em U, N X.

Suponhamos finalmente que X e Y sdo ambos compactos
e consideremos um dominio aberto Z > Y. A aplicagdo py: X —~Z,
tal que pj(x)=p (x), estd nas condigbes do caso precedente e
p1(T)=0, para toda a distribuicio T que se anula em K.
Entdo, como p,, ¢ um homomorfismo, existe uma aplicagio p*
tal que p*og,=p] que ¢ precisamente a aplicagdo procurada.

2. O processo utilizado no n.° 7, para definir as distribui-
¢bes sobre um segmento, ndo se pode aplicar as variedades de
classe C? p < 4 . Com efeito, neste caso existem pares de
cartas ®: X -~K, ¥:Y K, para as quais, %, nido € indefini-
damente diferenciavel e portanto ndo induz um isomorfismo
vectorial topoldgico de C(X) sobre C(Y) nas condi¢des do
Teor. 5.3, condigdo essencial para que o problema 7.1 tenha
solucio.

No entanto pode-se demonstrar que /41, induz um isomor-

fismo de C,(X) (espago das distribuicées de ordem p) sobre
C,(Y), o que permite introduzir numa tal variedade, pelo mesmo
processo que aqui utilizamos, distribui¢des até a ordem p.
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RESUME

L'object principal de ce travail est la construction d'une
Theéorie Directe des Distributions sur une variété différentiable,
c’est a dire sans dualité. On peut la considérer comme une géné-
ralisation de la Théorie Directe de M. SEpastIiO0 E SiLva aux
variétés différentiables.

Dans I’Introduction, nous exposons le plan du travail et
nous faisons remarquer que notre notion de distribution sur une
variété différentiable ne s'identifie pas, en général, avec celle de
M. Scuawartz, puisque nous généralisons la notion de fonction conti-
nue tandis que M. Scawarrz généralise la notion de mesure. Cepen-
dant, si dans la variété il existe un élément de volume privili-
gié les deux notions peuvent étre identifiées par un isomorphisme
canonique.

Nous rappelons ensuite, 2, quelques notions et résultats de
la Théorie des Espaces Localement convexes et de la Théorie
des Distributions sur R” qui nous supposons essentielles pour
une bonne compréhension de ce travail. Les autres notions preéli-
minaires comme celles qui se rapportent aux variétés sont intro-
duites seulement lorsqu’elles sont nécessaires.

Dans le § 1 nous étudions les changements de variables
pour les distributions dans R* d’aprés notre point de vue, [9].

Nous définissons le changement de variables comme un
prolongement continu du changement de variables usuel pour
les fonctions continues. D'une fagon plus précise, nous établis-
sons, Théoreme 4.1, que, si X,Y sont deux domaines de R*, cha-
cun d’eux étant ouvert ou compact, on peut fairve correspondre @ toute
application réguliere p:X -» Y une et une seule application linéaire
continue de lespace C(Y) des distributions sur Y dans l'espace C(X)
des distributions sur X telle que l'on a p*({)y=*1op, pour toute
fonction continue § sur Y. En autre, si p. est un homéomorphisme,
u* est un isomorphisme vectoriel topologique de C(Y) sur C(X).

Les propriétés usuelles du changement de variables, en par-
ticulier la regle de dérivation des fonctions composées et la regle
du changement de variables pour les intégrales multiples sont
conservees,
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On obtient aisément la formule suivante, pour la transfor-
mation de la distribution de Dirac,

p* 0y (9 — )] = [Ju-1(2) | - 3x (x— v (@),

qui joue un role décisif dans l'é¢tude des applications linéaires
continues, qui nous faisons au § III.

Dans le § II, 6-13, nous définissons les distributions sur
une variété différentiable et nous établissons leurs propriétés
essentielles.

Dans le sous-paragraphe 6 nous rappelons des notions sur
les variétés différentiables qui seront utilisées dans la suite. Il
convient de remarquer que nous appelons segment ouvert d’une
variété différentiable V tout ouvert de V qui soit isomorphe
(comme variété différentiable) 2 un domaine ouvert de R* et nous
appelons segment compact tout domaine compact de V qui soit
contenu dans un segment ouvert. Une carte de V sera toujours
considérée comme un isomorphisme ¢:X — K d’un domaine X
de R* sur un segment ouvert ou compact K de V.

Nous faisons quelques rappels sur les notions d’espace tan-
gent, champ de vecteurs différentiable et de mesure a valeurs
scalaires ou a valeurs dans un espace localement convexe com-
plet par rapport aux suites. Nous disons qu'une mesure 6 est
différentiable si elle est définie, dans chaque carte ®, par une
densité 64 différentiable.

Dans le sous-paragraphe 7 nous définissons les distributions
sur un segment compact ou ouvert K de V. Lespace C(K) de
ces distributions est défini par les conditions suivantes, (cf.
Prob. 7. 1): (@) C(K) contient C(K) comme Sous-espace vectoriel ;
(6) pour toute carte ®:X —~ K, il existe un isomorphisme vectoriel
topologique ¥*:C (K)—~ C(X) e/ que l'on a ®*(f)=1-0, pour
toute fonction feC(K).

On démontre d’une fagon presque triviale, que C(K) existe
et est univoquement déterminé, a un isomorphisme pres, mais
dans la démontration intervient, d’'une facon décisive, les résultats
sur les changements de variables déja signalés, et par conséquent
le fait qui V est différentiable (indéfiniment différentiable).

Pour une variété de classe C?, p< 4 oo, on peut définir
par la méme méthode les distributions d’ordre < p.

On voit que le principe conduteur qui regle la construction

de C(K) a été la conservation des propriétés du changement de
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variables. Cette permanence est bien évidente dans I'enoncé du
Théoréme 8.1:

Si K,L sont des segments de NV, on peut faive correspondre a
toute application régulicre p:K — L une et une seule application
linéaire continue p*:C (L) - C(K) telle que I'on a, pour toute fonc-
tion fe C(L),p*(f)=1op.

On peut alors définir I'image p*(T)=T oy d’une distribu-
tion TeC(L). En particulier, si K’ et K sont deux segments
de V tels que K'c K, on définit la restriction T,k d'une dis-
tribution TeC(K) a K/, comme l'image de T par linclusion
:K' - K.

Le concept de restriction permet de définir les distributions
sur un ouvert @ de V par une méthode analogue a celle que
M. SeBasTIAO E SiLva a usé pour obtenir les distributions sur un
ouvert de R* a l'aide des destributions sur des intervalles
compacts. On définit ainsi 'espace C(Q) des distributions sur Q
comme étant la limite projective des espaces C(K), ou K est
un segment compact quelconque contenu dans @, par rapport
aux opérateurs de restriction gg,,. Une distribution sur @ est

donc une famille |Tx| qu'on obtient en faisant correspondre a
tout segment compact K C @ une distribution Tk e C(K) de
telle facon que soit vérifié le principe de compatibilité sui-
vant: ¢, (Tx)=Tk, si K'cK.

Dans le sous-paragraphe 11 on obtient 2 nouveau une géné-
ralisation du Théoréme des changements de variables 4.1 pour
toute application réguliere d'une variété V dans une variété W.
On définit le concept de restriction et on démontre que le prin-
cipe de recollement des morceaux de M. Suwar1z est conservé.
Ceci permet de définir de la fagon usuelle le support d'une dis-
tribution T sur V comme étant le complémentaire du plus grand
ouvert ou T est nulle.

La multiplication d’une distribution par une fonction différen-
tiable est définie d’abord pour les segments de V, dans le sous-
paragraphe 9, d'une fagon presque triviale, et aprés, dans 12, pour
les distributions sur V d’une fagon aussi immédiate. En méme
temps, et par la méme méthode, nous définissons la dérivée d'une
distribution par rapport 2 un champ de vecteurs différentiable,
notion que nous utilisons d’une fagon systhématique dans les
Groupes de Lie, 20.
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Dans le sous-paragraphe 13 nous étudions quelques proprié-
tés topologiques non triviales de 'espace C (V).

Ainsi nous démontrons que C(V) est un espace du type
L., Cf.[14], cest a dire, pour qune application linéaire ©
de C(V) dans un espace localement convexe quelconque soit
continue, il faut et il suffit que pour toute suite de distributions
T,eC (V) convergent vers zéro, ©(T,) tend aussi vers zéro.

Ainsi, C(V) est un espace bornologique et par conséquent
tonnel¢, parce qu’il est complet, Prop. 13. 4.

D’autre part, on démontre aisément que toute partie bornée
de C(V) est relativement compacte. Alors C(V) est un espace
de Montel et par suite réfléxif.

Le paragraphe III, 14-20, est consacré a I’Analyse linéaire
des distributions, avec quelques applications aux Groupes de
Lie. Clest la partie la plus importante et la plus délicate de ce
travail.

Le probleme fondamental est la détermination des applica-
tions linéaires continues de C(V) dans un espace localement
convexe [ séparé et complet par rapport aux suites, probléme
qui a été déja résolu par M. SEpastIi0 B SiLva pour le cas ou V
est un domaine ouvert ou compact de R”, comme nous rappelons
dans le Théoreme 2.1.

Nous commengons pour généraliser ce Théoréme au cas des
segments compacts de V:

St K est un segment compact de V, toute carte ®:X - K
induit un isomorphisme vectoriel © <0, de Uespace 2[C(K);E] des
applications linéaires continues de C (K) dans E sur lespace D (K, E)
des fonctions différentiables sur V, d valeurs dans E, et @ support
contenu dans K .

Cet isomorphisme est défini par les formules véciproques :
0p(u)=0[cg (¥; 1)

O(T)= | T®®)]0,[®®)]dx

v'X

ot ox (D, u) est la distribution sur K dont Pimage par  est la
distribution de Dirac ix (x — ®-1(u)).
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Cet isomorphisme n’est pas canonique, il dépend de la carte
. Si ®,¥ sont deux cartes de K, on déduit aisément de la
formule de transformation de la distribution de Dirac:

Oy (1) = i Ji1o ], Oy (1)

Pour le cas des applications linéaires continues 0:C(V)~E,
nous considérons un systéeme dénombrable de segments com-

O
pacts K;, dont les intérieurs K, constituent un récouvrement
de V. et une partition localement finie de I'unité |a;} associce
y p 1%
a ce recouvrement. On a donc la décomposition suivante:

(M) =20xT);
J
ce que réduit la détermination de © a la détermination des
applications T — 0 («T).
A cet effet on établit le lemme 15. 1:

A chague segment compact X de V et d chaque carte ®:X~K
correspond une et une seule fonction 6, e C* (K E), telle que 'on a,

pour toute fonction «e D (K),
@@Tﬁ:]7n®mnq¢umad¢@ﬂdm
X

En autre, on déduit aisément que, pour deux cartes quelcon-
ques ¢, ¥ de K, les fonctions 6,, 6, sont relationées par la

formule (14.2). Alors, les fonctions 0, sont les densités, par

rapport aux cartes ®, d'une mesure différentiable 0 sur V a
valeurs dans E que nous appelons «indicatrice de ©>.

Si P'on fait correspondre a tout indice j une carte ;:X;--K;
on a

(45.1) .. OO =Z | T8 @)% 10 @],
i Y%
ou encore

@:ﬁTm,

en définissant lintégrale f’l‘d@ d'une distribution Te C(V),
v
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par rapport a une mesure différentiable 6 sur V a valeurs dans
E, comme la somme de la série (15.7) lorsque telle somme existe
et soit indépendant du recouvrement {K,| et de la partition |«
considérés,

On désigne par 3 lindicatrice de Papplication identique de
C(V). Clest une mesure différentiable sur V a valeurs dans
C (V). Pour toute carte ®:X — K et tout point #¢ K, la densité
3(®;u) de ¢ par rapport a ® est nulle si « est fronticre a K et
si # est interieur a K, c’est la distribution sur V de support |z}
qui prolonge ®*[5x (x — &1 (20))].

On a ainsi le Théoréme suivant:

Tutorime 15. 2. Soit E un espace localement convexe, séparé
et complet par rappori aux suites. 1] existe un 1somor phisme 2.6 — ¢
de lespace 2[C(V);E] des applications lindaires continues de C(V)
dans E, sur un sous-espace de Lespace M (V;E) des mesures diffé-
rentiables @ valeurs dans E. Cet isomorphisme et son réciproque
sont définis par les formules

@G%:/Tde
(15. 8) ... .
Oy (u) = O[3 (D, u)]

Si V est compact ou E est sous-normable on a les résul-
tats suivants:

Tuiorimes 15. 3 61 15, 4. Les formules (15. 8) déterminent un
isomorphisme de L[C(V);E] sur N (V,E) (respect. sur le sous-
-espace O (V,E) de M (V;E) des mesures a support compact) si
V' est compact (respect. si E est sous-normable),

Dans le cas particulier ou E est la droite complexe C on
obtient le résultat suivant:

Si E=C, les formules (15. 8) définissent un isomorphisme
vectoriel de ©*(V)=2*(V;C) sur le dual de C(V), ce que
permet d'identifier ces espaces. Avec cette identification toute
mesure 0eD*(V) est une formq linéaire continue sur C(V),

(15.9) ... <LT>:T/Tdm

<V
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Comme C (V) est réfexif, si 'on muni D*(V) avec la topo-
logie fort =,, C (V) est aussi le dual de C (V). Ainsi, toute distri-
bution T est une forme linéaire continue sur D*(V)[t] définie
par (15.9).

Dans le sous-paragraphe 16 nous étudions ©*(V) comme
dual fort de C(V).

Soit A;,---,A,.,--- une suite de compacts de V croissante
et dont la réunion soit V et soit D*(A,.) le sous-espace de D* (V)
des mesures a support contenu dans A,.. La topologie induite
par D*(V) est, comme nous démontrons dans le Lemme 16.1, la
topologie de la convergence uniforme pour chaque dérivée et
chaque carte ®;, cest a dire elle est définie par les semi-
-normes

Pa (8) = fll)?j | D% Oy (P () -

On montre, en autre, que D*(V) est la limite indutive des
espaces D*(A,,), (Théoreme 16. 3).
On a ainsi le résultat suivant:

Les distributions T sur N peuvent étre interprétées comme des
formes linéaires <9, T> sur D*(V) telles que <, T> -~ 0 pour
toute suite de mesures b, vérifiant les conditions survantes :

a) Les supports des mesures 9, sont contenus dans un compact

fixe de V.

b)  Pour tout segment compact K de V et toute carte ¥:X - K,
Op, 0 [P(X)] et toutes leurs dérivées convergent uniformement vers zéro.

Dans le sous-paragraphe 17 nous étudions le cas ou V pos-
sede un élément de volume priviligié ¢, c’est a dire, une mesure
a valeurs réels différentiable et positive. Alors, on peut faire
correspondre biunivoquement, de fagon canonique, a chaque
mesure 9*eM*(V,E) une fonction 6e¢C®(V,E) a laide de la
relation 9* —6s. Si 9* est l'indicatrice d’une application linéaire
continue ©: C(V) —~ E, 0 est dite 'indicatrice de O par rapport
a ¢ ou simplement indicatrice de O, s'il n'y a pas de confusion
possible.

On définit intégrale d’une distribution TeC (V) par rap-
port a une fonction e C*(V, E) comme lintégrale de T par
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rapport a 6%, c'est a dire,

/"To{ch /'Tde*.
v

'V (%

Si ueV, la distribution o(P,u), ou ® est une carte

oo (1)
sur un segment K tel que #eK, ne dépend pas de ¢. On
appele cette distribution, distribution de Dirac sur V au point
#, et on la représente par 3(v,u).
Les résultats relatifs aux Théoremes 15. 2, 15. 3, 15. 4 peu-
vent étre €noncés de la fagon suivante:

Tutorine 17. 1. Soit V une variéts différentiable munie d'un
élément de wvolume o. Il existe alors un 1somorphisme vectoriel
%100 de RIC(V);E] sur un sous-espace de C*(V ,E), qui est
C*(V,E) lui-méme si V est compact, ou D(V,E) si E est sous-
~normable. Cette isomorphisme et Pisomorphisme réciproque sont défi-
nis par les formules

0 () =03 (0, u)]

(7. 6). .. @(T):J“T(u)e(u)dc(u)-
\'

Si E est la droite complexe C, on déduit, en particulier,
que les espaces D (V) et C(V) constituent un systeme dual par
rapport a la forme bilinéaire

<9,T>=J'Teda
v

Ainsi, toute distribution TeC(V) peut étre interprétée
comme une forme linéaire sur (V) continue par rapport a la
topologie de la converge uniforme pour chaque dérivée, c’est a
dire, <08,,T>--0, pour toute suite de fonctions b,eD(V) a
supports contenus dans un compact A de V et telles que, pour
toute carte ¢, les fonctions 8, o ® convergent uniformement vers
z€ro, ainsi comme toutes leurs dérivées.

On retrouve ainsi la définition de M. Scuwartz [11].

Dans le sous-paragraphe 18 nous étudions quelques propriétés
de la distribution de Dirac dans une variété avec un élément de
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volume, qui généralisent les propriétes bien connues de la distri-
bution de Dirac dans R”.

Dans les sous-paragraphes finales 19-20 nous appliquons la

Théorie developpée dans les paragraphes précédants aux distri-
butions sur un groupe de Lie. C'est un étude bref, ou le but
essentiel a ¢té étude de la convolution comme application
linéaire continue qui permute avec les translations.

(103
(11]
[12)

[18]
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ERRATA(

Pag, Linha Onde se 1l Deve ler-se

8 8 (D4)... (D4) Se TeC(X) e D,T=0, entio
para toda a fungdo fe C(X) e todo o sis-
tema de inteiros p tal que T =D’/,
existe um sistema de inteiros gLp e
uma fungio f'e C(X), independente de
%, em cada intervalo I X, tais que

T=0D"f"

9 11 I'f—1ge I'f—Tg
27 11 <p¥(T), 9> =.,. <u'(T)yo> =< T, J,~r - uF (o) >
53 7 Teor. 8 Teor. 7
53 16,29 % C(n)
54 3 Lema 4.1 Lema 13, 4
54 17 Tré A T, ¢ 5 ()
H4 20 também. ., também T, ¢ 9 = gt e, ()]

€ como ' & aberto T ¢
57 5 [1} 12]
58 12 O, O
59 30 Prop. 13. 6 Prop. 13. 5
59 29 g (1) >
60 8 a(w)op, (u)=... = () 0 ()
61 24 (15. 6) (15.1")
61 29 C(V) c(v)
66 22 C(K) € (K)
67 - No enunciado e demonstra¢do do Lema 16. 1 substituir a ordem
de derivacdo # = (uny, .-, ne) por r=_(r;,---,r).

70 8 dy da
11 12 medida fungio
79 Formula (20. 5). .. TES (7 )] A () 3 (20 )

(1) Além das que indicamos aqui hd outras gralhas de menor importancia
que o leitor facilmente corrige.



