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As Topologias fraca e fraca x (12 parte)

1. Sejam E um espago normado e {¢}rep a familia das aplicagoes ¢ : E — IR,

definidas por ¢s(z) = f(x). Mostre que a colecao

o(E,E") = {U ( N cp;l(VVz)) W, C ]R} :

q.9. \ finita
define uma topologia em F e que essa é a menor topologia que torna continuas
todos os funcionais lineares de E’. Tal topologia é conhecida como topologia fraca

sobre E, induzida pelos elementos de E.

2. Sejam E um espaco normado e xy € E. Mostre que a familia formada pelos

conjuntos

Vi(xo, fi,- s foy€) ={x € E:| filx —x0) |<e,i€{1,....,n}, fi € E' e €> 0},

define um sistema de vizinhancas local para zy, na topologia fraca.

3. Sejam E um espago normado munido da topologia fraca, Z um espago topologico
ey : Z — E uma aplicacao. Mostre que 1 é continua se, e somente se, para cada
f € E', a aplicacdo ¢y o1 : Z — IR é continua, onde {¢s}sep é a familia de

funcionais lineares continuos da definicao de topologia fraca.



10.

11.

Dé exemplo de um espago normado no qual existe uma sequéncia que converge

fraco, mas nao converge forte.

Seja E/ um espaco normado com dim £ < oo. Mostre que as topologias forte, fraca

e fraca * sobre E’, coincidem.

Seja ' um espaco normado e C' C E um conjunto convexo. Mostre que C é

fortemente fechado se, e somente se, C' é fracamente fechado.

Sejam E um espaco normado e ¢ : ' — IR uma fungao convexa e fortemente semi-

continua inferiormente. Mostre que ¢ ¢é fracamente semicontinua inferiormente.

. Sejam E um espago normado e {¢,}.cp a familia das aplicagoes ¢, : £/ — IR,

definidas por ¢, (f) = f(z). Mostre que a colegao

o(E',E) = {U ( N @xl(VVi)) W, C IR} :

q.9- \ finita
define uma topologia em E’, que essa é a menor topologia que torna continuas
todos os funcionais ¢, e que o(E’, E') é menos fina que o(E’, E”). Tal topologia é

conhecida como topologia fraca * sobre E’, induzida pelos elementos de E.

Sejam E um espaco normado e fy € E’. Mostre que a familia formada pelos

conjuntos

V(fo,x1,. . sxp,6) ={f € E | (f—fo)z)|<eie{l,....nh,x; € E e ¢> 0},

define um sistema de vizinhancas local para fy, na topologia fraca x.

Seja F/ um espaco de Banach com dim £ = co. Mostre que todo aberto fraco em
E contém a translacao de um subespacgo vetorial de dimensao 1. Conclua que nao

existem abertos fracos limitados em um espaco normado de dimensao infinita.

Seja (E,|| . ||) um espago normado com dim £ = co. Mostre que
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14.
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a) || . ||: E — IR é fortemente continua, mas nao é fracamente continua.
b) || . ||: £ — IR é fracamente semi-continua inferiormente.

¢) | .||: E— R é fraco * semi-continua inferiormente.

Sejam E e F' espagos de Banach e T' € L(FE, F') sobrejetiva. Mostre que

T:(E,o(E,E)) = (F.|)
nao é continua.

Mostre que o conjunto {z € E :|| z ||> 1} é fracamente aberto, sem usar o fato de

que seu complementar é fracamente fechado.

Seja E um espaco normado. Mostre as aplicagoes

T AT e r— x+a,

sao homeomorfismos fracos de £ em IR e de E em F, respectivamente. Onde A € IR

comA#0eack.

(Teorema de Mazur)

Sejam F um espaco de Banach e (z,)n,en uma sequéncia que converge fracamente
para x € E. Seja C o conjunto das combinagdes convexas de termos de (), isto

€,

C = ZAJ-:UJ-:J ¢ finito, 0 < \; <1 e Z)\jzl )
jeJ jeJ

Mostre que existe uma sequéncia (Y, )new em C' tal que (y,)neN converge forte para

x.

Mostre que se u,, — u em C|a,b], entao u,(t) — u(t), para todo ¢t em [a, b].

Sejam E e F' espagos normados. Mostre que T € L(E, F') se, e somente se, T :

(E,0(E,E")) — (F,o(F, F")) é continuo.
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Mostre que uma sequéncia (z,,) C [; converge fraco se, e somente se, converge forte.
Observe que isso nao nos permite concluir que as topologias forte e fraca coincidem

em [y, visto que diml; = oo.

Sejam F e F' espacos normados. Mostre que T': E — F' linear. Mostre que se

T (B, ) > (Fo(F, F))
é continuo, entdo 1" € L(E, F).
Seja F um espago normado reflexivo. Mostre que o(E', E") = o(E', E).

Sejam FE um espago normado e N um subespago de E’. Definimos

Nt={ze€E:f(x)=0, Vfe N}
_ I
Mostre que, se E é reflexivo entao N = (N L) .

Sejam E um espago normado e (z,) C E. Mostre que x,, — « se, somente se, ()

¢ limitada e o conjunto

{f el flan) = f(2)}

é denso em E. Enuncie e prove um resultado andlogo para sequéncias de funcionais

convergindo na topologia fraca x.

Sejam E um espaco normado e (z,) C E uma sequéncia de Cauchy. Mostre que se

z, — 0, entao x, —» 0 em FE.
Mostre que todo espago normado de dimensao finita é reflexivo.

Sejam E e F espaco normados. Mostre que se

T:(E,o(E,E")) — (F,o(F',F"))



¢é continua, entao

T:(E,0(E,E")) — (F',o(F',F))
¢ continua.

26. Sejam F um espaco normado e (f,,) C E’. Mostre que
a) fo =" [ fulr) = f(z), Voek;
b) fo=f=fo=f=fo=" 1
c) se fo =" f entdo (|| f [|) € limitado e || f [[<Timinf || f, [}

d) se f, =~* fex, = x, entao f,(x,) — f(z).



