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Resumo

de Andrade, Agenor Freitas. Sobre uma Construc¢io Relacionada ao
Quadrado Tensorial ndo-Abeliano de um Grupo. Goiania, 2011. 106p. Dis-
sertacdo de Mestrado. Instituto de Matemadtica e Estatistica, Universidade Fed-
eral de Goiés.

Sejam G e G® grupos isomorfos.Estudaremos o grupo %(G) que é uma extensdo de
grupo do quadrado tensorial ndo-abeliano de um grupo G, G ® G. Olhando para V(G)
como um operador na classe de grupos, observamos que este operador preserva algumas
propriedades do grupo G, tais como finitude, solubilidade e nilpoténcia. Ainda para um
p-grupo finito G encontramos um limitante para ordem de G ® G. Por fim, verificamos
computacionalmente, para alguns grupos, que os resultados e também os limitantes para

as ordens dos grupos aqui apresentados sao de fato respeitados.

Palavras-chaves

Solubilidade; nilpoténcia; comutador; produto livre; produto tensorial; quadrado
tensorial; GAP



Abstract

de Andrade, Agenor Freitas. Sobre uma Construc¢io Relacionada ao
Quadrado Tensorial ndo-Abeliano de um Grupo. Goiania, 2011. 106p. MSc.
Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de
Goids.

Let G and G® be isomorphic groups. We study the group 7/(G) which is an extension of
the non-abelian tensor square of a group G, G ® G. Looking for 1/(G) as an operator in
the class of groups, we observe that this operator preserves some properties of the group
G such as finiteness, nilpotency and solubility. For a p-group finite G we find an upper
bound for the order of G ® G. Finally, we verified computationally, for some groups, and
that the results and also the bounds for the orders of the groups shown here are actually

respected.

Keywords
Solvability; nilpotency; commutator; free product; tensor product; tensor square;
GAP



Introducao

Sejam G e H dois grupos e suponha que G age em H e, vice-versa. Além disso,
suponha que tanto G, como H, ajam em si mesmos por conjugac¢ao, isto €, dados g,x € G
e h,y € H temos g° = x"!gx e ¥ = y~!hy. Dessa forma temos uma acdo do produto livre
G+ H sobre G e H. Diremos que as a¢des de G sobre H e de H sobre G sdo compativeis
se, dados quaisquer g,81 € G, h,h1 € H

g = g8 P ((zg"gfl)h)g1 (0-1)

R — e ((hW')g)h' . 0-2)

Se G e H agem um no outro compativelmente, o produto tensorial nao-
abeliano de G e H, que generaliza o Produto Tensorial (usual), como introduzido por
R. Brown e J-L. Loday em [4], € definido como o grupo gerado por todos os simbolos

g®h,g € G, h € H, sujeitos as seguintes relagdes

gg1®@h = (g5 @h8) (g1 ®h) (0-3)
g = (g@h)(g" M), (0-4)

para quaisquer g,g1 € Ge h,h; € H.

Em particular, a acdo por conjugacdo de um grupo G sobre si mesmo sempre
satisfaz as equacdes (0-1) e (0-2) e, entdo, o quadrado tensorial nao-abeliano G ® G de

um grupo G sempre pode ser definido.

Estudaremos um grupo, V(G), que estd relacionado com o quadrado tensorial

ndo-abeliano, visto que possui um subgrupo Y(G) = [G,G?] que é isomorfo a G® G.

No primeiro capitulo, admitimos alguns fatos bésicos para o entendimento do
tema estudado, relacionados a assuntos tais como grupos soldveis e nilpotentes; grupos
livres e produtos livres; médulo e produto tensorial (de médulos); multiplicador de Schur.

Como referéncia para o estudo desses assuntos recomendamos os livros de Rotman [17],



Robinson [13], Johnson [7], Magnus et. al. [11] e Karpilovsky [8].

O segundo capitulo trata propriamente do produto tensorial ndo-abeliano de
grupos e, em particular, o quadrado tensorial ndo-abeliano de um grupo. Neste capitulo,
definimos o produto tensorial ndo-abeliano de grupos, e apresentamos algumas pro-
priedades relacionadas com o tema. Todo o capitulo baseia-se nos artigos de R.Brown e
J-L. Loday [4] e Gilbert [6].

O terceiro capitulo, ao qual nos dedicamos mais, estdo inseridos os resultados
principais que foram estudados. Este capitulo baseia-se, principalmente, no artigo de

Rocco [15]. Nele estudamos o seguinte grupo:

7(G) = { G.G® P83 _ 1,83 83\07 — (Pg(3pv G
(G) ,G® [81,85]7" = [¢7.(85)°] = [81,85) 7 ,V81.82,83€G ).

No decorrer deste estudo sdo observados os seguintes fatos:
e Se G é finito, entdo V(G) é finito;
e Se G é um m-grupo finito, entdo V/(G) é um 1-grupo finito;
e Se G é solivel, entdo V(G) é soldvel,
e Se G é nilpotente, entdo V(G) é nilpotente.
Ainda V(G) possui um subgrupo (normal) Y(G) que é isomorfo ao quadrado tensorial

ndo-abeliano de um grupo; o isomorfismo € dado por

. GG — Y(G)
81808 [81783]'

Além disso, observamos que valem os seguintes teoremas:

Teorema 0.1. Seja G um grupo nilpotente de classe c (respectivamente, soliivel, de com-
primento derivado l). Entdo V(G) é nilpotente de classe no mdximo ¢+ 1 (respectiva-

mente, soliivel, de comprimento derivado no mdximo [+ 1).

Teorema 0.2. Seja G um p-grupo finito de ordem p" com G' de ordem p™. Entdo V(G)

é um p—grupo de ordem dividindo p”2+2"_’"”.

Ainda para p-grupos finitos observamos também que vale o seguinte resultado:
Corolario 0.3. Seja G um p-grupo finito de ordem p" e G’ de ordem p"™. Suponha que

d = d(G) seja o niimero minimo de geradores de G. Entdo

de < ’G@G’ Spn(n—m).



Por fim, no Capitulo 04, apresentamos alguns comandos bdsicos relacionados
ao Sistema GAP, os quais foram utilizados no desenvolvimento da rotina, apresentada no
Apéndice B. Ainda no Capitulo 04, utilizamos dessa mesma rotina, para calcularmos os
grupos V(G) e Y(G), para alguns grupos, onde observamos que os resultados e as cotas
apresentadas no decorrer do Capitulo 03 sdo todos satisfeitos. Para maiores informacdes
sobre o GAP, consultar [19] e [20].

O Apéndice A traz alguns resultados mais recentes sobre o tema estudado,
inclusive alguns melhoramentos das cotas estipuladas no artigo o qual estudamos. E por
ultimo, o Apéndice B, como ja mencionado acima, apresenta o algoritmo que utilizamos,

para via GAP, calcularmos os grupos V(G) e Y(G).
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CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Fatos Basicos

Iremos ao longo desta dissertacdo admitir algumas defini¢des e resultados
referentes a diversos temas abordados, entre eles destacamos os seguintes: grupos
soluveis, nilpotentes, subgrupo de Frattini; médulos e produto tensorial de médulos e
por fim sobre o multiplicador de Schur. Os resultados utilizados no decorrer deste texto
podem (e sdo) encontrados nos livros de Rotman [17], Robinson [13], Johnson [7],

Magnus et. al. [11] e Karpilovsky [8].

1.2 Grupos Livres

Nesta secdo introduzimos os conceitos de grupos livres e de apresentacio de
grupos, bem como algumas de suas propriedades, cujas demonstra¢des podem ser encon-
tradas nos Capitulos 1 e 2 de Johnson [7].

Antes de iniciarmos, uma breve observac¢ido sobre a notagdo: usaremos o sim-
bolo x/ para representar a imagem de x pela aplicacio f, isto &, x/ = f(x), onde f é uma

aplicacao qualquer (e x pertence ao dominio de f).

1.2.1 Definicao e Propriedades Elementares

Definicao 1.1. Um grupo F é dito livre sobre um conjunto X C F se, dado qualquer

grupo G e qualquer aplicagédo 0 : X — G, existir um unico homomorfismo ¢ : F — G,

que estende 0, isto é, que £ = X%, para todo x € X. Isto significa que o diagrama
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é comutativo. Neste caso, X é dito uma base de F e |X| é o posto de F, denotado por

r(F), onde |X| é a cardinalidade do conjunto X.
Lema 1.2. Se F ¢ livre sobre X, entdo X gera F
Demonstracao.

Seja H = (X). Considere 6 : X — H a aplicagéo inclusdo de X em H; seja
0’ : F — H aextensdo de 0 (0’ existe, pois F é um grupo livre com base X). Sejat: H — F
a inclusdo de H em F. Assim 0’1 : F — F estende a inclusdo 0t : X — F. Ora, mas

01 € estendida 2 aplicac¢do identidade em F'; por unicidade, temos 0't = 1, isto é, 0’ é

uma inclusdo de F em H. Disto segue, que F C H, donde temos, F = H = (X), como

¢ inc
N

queriamos.
X

ﬁj

e/

-

=

-
-

"

Proposicao 1.3. Sejam F e F> grupos livres em X| e X, respectivamente, com F| = F,.

Entdo |X1| = |X3|. Reciprocamente, se Fy e F sdo livres em X| e X, com |X1| = |X3|, entdo
F 2P,
Demonstracao.

Suponha primeiramente que |X;| = |X»|. Entdo existe uma bijecdo ¥ : X; — X>.

Sejam a,  as extensoes dadas por:

X1 —Hh X, —F
S R A
X, —hF X1T>F1,

i2

onde, i, iy representam as aplicacdes inclusdes de X; — F} e Xo — F>, respectivamente.

Assim, o é a extens@o da aplicagdo iy : X; — F> e B € a extensdo da aplicagdo
k~li} : X, — Fy, isto é, para quaisquer x; € X temos x$ = x|'? € para todos x; € X, temos

B_ xli
Xy =Xy .
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. o 1 —1; [ . ,

Assim, dado x; € Xj, temos xlB = () = () =K = xy, isto &,

of : Fi — F) estende ij : X; — F;. Mas o mesmo ocorre com a aplicagdo identidade
17, em Fj. Pela unicidade desta extensdo, temos oy = 1.

Um procedimento andlogo nos mostra que para qualquer x, € X, temos xga =X,

e pelos mesmos motivos expostos acima, temos B = 1f,. Portanto, o0 € um isomorfismo

(cujo inverso € B) e, consequentemente, F| = F;.

Provemos entdo a reciproca, isto €, suponha que, F| e F> sdo grupos livres com

bases X e X, respectivamente e que F; = F>. O Objetivo agora é mostrar que |X;| = |X»|.

De fato, segue pela definicdo de grupos livres que existe uma bijecdo entre o
conjunto de todas as aplicacdes de X; em G, denotado por Map(X;,G), e o conjunto de
todos os homomorfismos de F; em G, denotado por HOM(F;,G),i = 1,2. Considerando
HOM<F1 3 Z2)| = |HOM(F2, Zz) | LOgO,

G = Z,, temos, pelo fato de F1 = F, que,
IMAP(X1,7)| = [MAP(Xa,Z)| = |Zo|X1] = | Z,|X1] = 21 = 2%l — x| = | X3,

como queriamos. 0

MAP(Xl,Zz)l = |MAP(X2,ZQ)| = |Zz||X1‘ = |Z2||X1|,
podemos consultar o Capitulo 3, pdagina 68 de [9].

Observacao 1.4. Para vermos que

1.2.2 A Existéncia de F(X)

Seja X um conjunto qualquer. Temos por objetivo construir um grupo livre F(X)
cuja base seja exatamente o conjunto X, isto é, desejamos mostrar que para qualquer X,

F(X) realmente existe. Seguiremos alguns passos bésicos para tal construgéo.
Passo 1

Primeiro construiremos uma cdpia de X, denotada por X = {%|x € X}
(veremos mais tarde, que estes elementos serdo identificados com os inversos dos

elementos de X), e consideraremos a uniao X +.=xUuX.

Construiremos agora as palavras W,, = (X jE)X” de comprimento n > 0 em X +
que sio exatamente as n—uplas de elementos de X=, isto &, se a é uma palavra em X=

entdo, a = (x1,x2,...,x,), onde cada x; € X*. Assim:
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e W, consiste somente de (), a palavra vazia, denotada, por 1;
e W consiste de (x), (%),x € X, e assim W, se confunde com X*;

e W, consiste dos pares (x,y),x,y € X=, e assim por diante.

Agora descartamos todas as palavras que contenham o par x,% (para 0 mesmo
x € X) em posi¢des adjacentes, em qualquer ordem. As palavras remanescentes, isto €,
sem esta propriedade, sdo ditas reduzidas. Por exemplo, a palavra (xj,x2,%2,x3,x4,X]) é
a mesma palavra que (x1,x3,X4,X]), entretanto, sé a dltima estd na forma reduzida. Por

fim, denotemos por W, o conjunto de todas as palavras reduzidas de comprimento n.

Defina entdo
F(X)=[JWh.

n>0

Passo 2

Para que F = F(X) seja um grupo, definimos uma operacdo bindria sobre F,

denominada, cancelamento por justaposicao, dada por:

a:(xla"'axl)G‘X/l?b:(yh""ym)ewn’h (1_1)
pondo
Clb:(Xl,...,Xl_r,yr+1,...,ym), (1-2)
onde r € o maior valor de k > 0 para que nenhuma das palavras
(x1, 1), (X1—1,¥2), -+, (X1—k+1,yk) seja reduzida. Esta condicdo nos garante que
ab € vVl—O—m—Zr-

Lema 1.5. O conjunto F(X) das palavras reduzidas em X* é um grupo, com a operagdo

de cancelamento por justaposigdo.

Demonstracao.
Consulte o Capitulo 1 de Johnson [7], pagina 6. 0
Passo 3
Observemos que denotando Wi por Wi, temos que & : W, — X*, dada por

(x)g = x, para todo x € Wi, € uma bijecdo. Assim podemos remover os parénteses € 0s

simbolos “ ~ ”, de modo, a simplificar nossa notagdo. Além disso, podemos identificar x
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comx .

Voltando nossa aten¢do ao comprimento, escreveremos [(w) =n se w € W,.
Note que, X C F(X), e que (X) contém X' = {x~!|x € X} e assim, contém todos W,
donde vemos que X gera F(X).

Passo 4

Teorema 1.6. O grupo F(X) das palavras reduzidas em X é livre sobre X.

Demonstracao.
Seja G um grupo. Considere 0 : X — G, uma aplicagdo. Defina &' : F(X) — G por

1 =1e(x ) =0 Lvrex

para xj...x; € W,

Claramente, 8’ estende 6. Vamos mostrar que 6’ € um homomorfismo.

Sejam a = x1---x; Eﬁfleb:yl«'-ymeWm,eab:xl-«'xl,ryrﬂ~~ym.Assim,

o’ o
(ab)” = (X1 X1 Yr+1°* Ym)

_ o o _o o

= X1 X Y1 Ym

— Y (*1)9’...( —1)9’ . L

= X X Ur y1 Y1 Yr yr—i—l Ym
0 0.6 0

— x]...xly]...ym
/ /

— aebe

Agora, pela prépria constru¢do de F (X ), temos que X gera F(X) disso decorre a

6

unicidade de 0. De fato, se existisse 6” que estendesse 0, entdo, x g paratodox € X.

Ora, mas dado u € F(X), temos u = xjx; - - -x, com x; € X para todo i e assim,

/ / / /! /! /!
ue :x?xs :x?.x?l:x?.xg :u97
e por tanto 8” = 6, donde segue que, 6’ € tinico, como querfamos. O

O seguinte resultado tem como consequéncias importantes uma caracterizagao

dos grupos livres e um ponto de partida para a Teoria das Apresentacdes de Grupos.
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Proposicao 1.7. Um grupo F é livre em um subconjunto X se, e somente se,
1. X gera F, e;
2. nenhuma palavra reduzida em X de comprimento positivo € igual a 1.

Demonstracao.

Seja 0 : F(X) — F o homomorfismo que estende a inclusdo 8 : X — F. Se
1. e 2. valem, isto € equivalente a dizer que 0 € sobrejetiva e injetiva, respectivamente,
ou seja, 0’ é um isomorfismo, entdo F é livre em X. Reciprocamente, seja F livre em X
e & : F — F(X) a extensdo da inclusdo & : X — F(X). Como X gera F, (Lema 1.2),

temos £'0’ = 17, analogamente, 6'€’ = 1, (y) e sendo 6’ um isomorfismo, valem 1. e 2. (]

Proposicao 1.8. Todo grupo é isomorfo a um quociente de algum grupo livre.

Demonstracao.

Sejam G um grupo e X um conjunto de geradores para G (que sempre existe,
basta por exemplo, tomar X = G). Seja @’ : F(X) — G uma extensio da inclusdo 0 : X — G.
Como, Im(0') = G, pois G =< X >, temos que

G=1Im(0")2F(X)/Ker(0'),
onde Im(0') e Ker(8') sdo respectivamente, a imagem e o nicleo da aplicagéo ©'. O

O resultado apresentado a seguir € uma generalizacao de um resultado cléssico,
devido a Dedekind, que estabelece que em um grupo abeliano livre, todo subgrupo
abeliano livre deste grupo possui posto menor do que ou igual ao posto do grupo. Schreier

e Nielsen generalizaram este resultado para um grupo livre qualquer.

Teorema 1.9 (Schreier). Seja F um grupo livre e H um subgrupo de F. Entdo H é livre.
Além disso, se |[F : H| < o0 e r(F) < oo, entdo

r(H)y=(r(F)—1)|F : H|+1. (1-3)
Demonstracao.

Consulte o Capitulo 2, pagina 22 de Johnson [7]. 0J
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1.2.3 Apresentacoes de Grupos

Esta secdo se baseia no Capitulo 4 de Johnson [7].

Antes de iniciarmos a discussdo sobre produtos livres, trataremos as Apresen-
tacdo de Grupos. Estabeleceremos ao longo desta secdo algumas notacdes bdsicas, de

modo a ndo deixar o texto enfadonho e repetitivo.

Portanto, assim como na secdo anterior consideraremos X um conjunto e F' =
F(X) o grupo livre em X; além disso, R denotara um subconjunto qualquer de F € R o
fecho normal de R, isto é, o menor subgrupo normal de F que contém R; por ultimo,
G denotard o grupo quociente F /R. Com estas notagdes podemos estabelecer a seguinte

definicao:

Definicdo 1.10. G = (X|R) € dita uma Apresentagdo Livre, ou simplesmente, uma Apre-
sentacdo do grupo G. Os elementos de X sdo ditos geradores e os elementos de R sdo

chamados os relatores da apresentacdo.

O grupo G é dito finitamente apresentado se possui uma apresentacdo com X e
R finitos.

Observacao 1.11. A definicdo acima traz a no¢do precisa de que os elementos x € X
geram G e que os relatores r € R sdo iguais a 1 em G, e que G é o maior grupo com estas
propriedade. As vezes é conveniente substituir R em (X|R) pelo conjunto de equagdes

R =1, isto é, {r = 1|r € R}, denominados relagoes definidoras de G.

Exemplo 1.12. (a) <X }Q)> é uma apresentagcdo do grupo livre F = F(X), pois basta
observar que @ = 1 e que F/1=F;

(b) (x|x"* = 1) é uma apresentacdo de Z,, para todo n € N;

(¢) Zg tem a seguinte apresentacdo;
ZG = <x7y|x3 - 17}72 =1 [)C7y] = 1> :
(d) O grupo diedral de grau n tem a seguinte apresenta¢do

Dy = (xyl® =1,y =1,y =y"").

Proposicao 1.13. Todo grupo possui uma apresentacdo e todo grupo finito possui uma

apresentacdo finita.
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Demonstracao.

Sejam G um grupo qualquer e X C G um conjunto de geradores quaisquer para
G.Seja 0’ : F(X) — G o homomorfismo da Proposigdo 1.8 (isto é, &' é a extensdo da apli-
cacao
8 : X — G). Assim, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos que G = F /Ker(8').
Logo, (X|Ker(0')) é uma apresentagdo para G, ou seja, todo grupo possui uma apresen-

tacao.

Suponhamos G finito. Entdo como X C G, X é também finito. Logo, pelo

Teorema 1.9 temos que Ker(0') é gerado por um conjunto B de cardinalidade
(|1X|—1)|G : Ker(8')| + 1.

Como, (B) = Ker(0') < F(X), temos (B) = B e assim, G = (X|B) é uma apre-

sentacdo finita para G, como queriamos. 0J

Lema 1.14. Sejam F,G,H grupos e o.: F — G, B : F — H homomorfismos tais que
1. Im(a) =G;
2. Ker(a) C Ker(B).

Entdo existe um homomorfismo B’ : G — H tal que off’ = P.

Demonstracao.

Consulte o Capitulo 4 de Johnson [7], pdgina 42. [

Observacao 1.15. Mantendo a nota¢do do Lema acima, podemos notar que
Ker(B') = Ker(p)“.

Proposicao 1.16 (Teorema de von Dyck). Se G = (X|R) e H = (X|S), onde RC S C F(X),
entdo existe um epimorfismo ¢ : G — H fixando todo x € X e tal que Ker(0) = S/_R

Reciprocamente, todo quociente de G = (X|R) possui uma apresentagdo (X|S) com S O R.

Demonstracao.

Aplicaremos o Lema acima com as aplicagdes naturais o.: F — F/Re B: F —
F/S.
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De fato, sendo o sobrejetiva e Ker(a) = R C S = Ker(B), logo as condicdes i. e ii.
do Lema anterior sdo satisfeitas, portanto, existe um homomorfismo ¢ =’ : G — H. As-
sim, ¢ fixa todo x € X, uma vez que o e B o fazem e, ad = . Além disso, ¢ € sobrejetiva,

visto que o e 3 o sdo. Por tltimo,
Ker(0) = Ker(B)*=5" =S/R=S/R,
pois R*=1em G.

Reciprocamente, se H € um quociente de G e sendo ¥ a composta das aplicacdes
naturais
F(X)—>G—H,

temos R C Ker(y) e como Ker(y) = Ker(y), obtemos H = (X|Ker(y)), como

queriamos. 0

Proposicao 1.17 (Teste da Substitui¢do). Suponha que sd@o dados uma apresentacdo G =
(X|R), um grupo H e uma aplicagcdo © : X — H. Entdo 0 se estende a um homomorfismo
0" : G — H se, e somente se, para todos x € X e r € R, o resultado da substituicdo de x

por x% em r dd a identidade de H.

Demonstracao.

Consulte o Capitulo 4 de Johnson [7], pagina 44. 0

Observacao 1.18. O homomorfismo 0’ quando existe é tinico, visto que, X gera G. Mais

. n . .
ainda, © ¢ uma epimorfismo se, e somente se, <X 9> =H.

Proposicao 1.19. Se G e H sdo grupos apresentados por (X |R) e (Y|S), respectivamente,

entdo o produto direto G X H possui a seguinte apresenta¢do
<X,Y|R,S,[X,Y]>, (1'4)

onde [X,Y| denota o conjunto de todos os comutadores [x,y| comx € X ey €Y.

Demonstracao.

Seja D = (X,Y|R,S,[X,Y]). Pelo Teste da Substitui¢do, as inclusdes X < D e
Y — D podem ser estendidas, respectivamente, a homomorfismos 0: G —Dey: H — D.
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Além disso, xy = yx é uma relagdo em D e, portanto,
Xy =yx = xeyq) = yq)xe = gehw = h¢g6,
paratodos g € Ge h € H, visto que X gera G e Y gera H. Disto segue que

o: GXH — D
(g.h) — g%,

¢ um homomorfismo, que leva (x,1) em x e (1,y) em y, para quaisquer x € X e y € Y e,

por isto, leva os geradores de G X H nos geradores de D.

Por outro lado, a aplicacdo

f: XUY — GxH
x  — (x1)
y — (Ly),

satisfaz as condi¢des da Proposicdo 1.17. De fato, seja r uma relacdo em D. Se r € R, entdao
rf = (r,1) = (1,1), pois r = 1 em G. Analogamente, se r € S, entdo r/ = (1,s) = (1,1),
pois s = 1 em H. Por fim, se r € [X,Y], temos / = [x,y}/, para algum x € X e y € Y.

Assim,
=y =D TON T Y = L DT D D (1) = (1,1).

Portanto, em qualquer caso, / = (1,1) e, portanto, f satisfaz as condi¢des do
Teste da Substitui¢do. Logo, f se estende a um homomorfismo, digamos, 3 : D — G x H,
que leva os geradores de D nos geradores de G x H. Como of3 e Ba fixam o conjunto de
geradores em G X H e D, respectivamente, segue que [ é o inverso de a (e claramente, o

¢ o inverso de B) e, assim, o € um isomorfismo.
O

1.3 Produtos Livres

Esta secdo se baseia no Capitulo 9 de Johnson [7].

Definicdo 1.20. Sejam G = (X|R) e H = (Y|S), dois grupos livres. O produto livre entre
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G e H é dado pela seguinte apresentacdo
GxH = (X,Y|R,S). (1-5)

Os grupos G e H sdo denominados grupos fatores do produto livre G+« H.

A seguinte Proposi¢do garante que o produto livre entre G e H ndo depende da

apresentagdo escolhida para cada grupo.

Proposicao 1.21. O produto livre G x H é unicamente determinado pelos grupos G e H.
Além disso, GxH é gerado por dois subgrupos G e H isomorfos a G e H, respectivamente
e, tais que, GNH=1.

Demonstragiio. Sejam G = G e H = H com apresentagdes G = (X|R) e H = (Y|S), onde
X NY = 1. Considere os isomorfismos o : G — X € B: H — Y. Uma vez que o ¢ B
levam relagdes definidoras em relacdes definidoras, obtemos pelo Teste da Substituicio,

0 homomorfismo natural

oxB : GxH — XY
x  —  x*
y  — P

De modo anédlogo, obtemos o homomorfismo natural

o 'xB~!' . GxH — GxH
x — x¢
yoo— P

Como o~ '+ B~! é o inverso de ou* B, temos GxH = G+ H.

Além disso, se z € GNH, entdo o homomorfismo de G * H em G dado por g — g
eh—1,levazem 1, pois z € H. Tal homomorfismo é injetivo em Ge, portanto, z = 1.

Logo, GNH =1, como queriamos. OJ
Assim como em grupos livres, podemos definir uma forma normal para os
elementos do produto livre H x K.

Proposicao 1.22. (Forma Normal) Considere o produto livre H x K. Entdo as seguintes

afirmagoes sdo equivalentes (e verdadeiras):

1. Cada elemento w de H x K pode ser expresso de maneira iinica como w = aj - - - ay,

onde ay,...,a, é uma sequencia reduzida.
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2. Sew=ajay---ay, n >0, onde ay,...,a, é uma seqiiencia reduzida, entdo w # 1
em H K.

Proposicao 1.23. Seja GxH o produto livre de dois grupos ndo triviais. Entdo o subgrupo

comutador [G,H| de G+ H é normal. Além disso, |G,H| é um grupo livre sobre o conjunto

(lg,h]|g € G\{1},h e H\{1}).



CAPITULO 2

O Produto Tensorial nao-Abeliano de um Grupo

2.1 O Produto Tensorial nao-Abeliano

Esta secdo se baseia nos artigos de R.Brow e J-L. Loday [4] e Gilbert [6].

Lembremos que uma agdo de um grupo G sobre um grupo H € um homomor-

fismo de G em Aut(H) (grupo dos automorfismos de H).

Sejam G e H dois grupos e suponha que G age em H e vice-versa. Além disso,
suponha que tanto G, como H, ajam em si mesmos por conjugac¢ao, isto €, dados g,x € G
e h,y € H temos g° = g~ 'xg e ¥ = y~!hy. Dessa forma, temos uma agio do produto livre
G x H sobre G e H. Diremos que as a¢des de G sobre H e de H sobre G sdo compativeis
se, dados quaisquer g,g1 € G, h,h; € H,

ghgl :ggflhgl — ((ggfl)h>g1 2-1)
R i e ((hhll)g)hl ‘ (2-2)

Definicao 2.1. Se G e H agem um no outro compativelmente, o produto tensorial ndo-
abeliano de G e H, como introduzido por R. Brow e J-L. Loday em [4], é definido como

grupo gerado por todos os simbolos g @ h,g € G, h € H, sujeitos as seguintes relagoes

881 ®h = (g8 @h®")(g1®h) (2-3)
gRhh = (g@h)(g" M), (2-4)

para quaisquer g,81 € G e h,hy € H. Tal grupo é denotado por G @ H. Assim,
GRH=(g®hlge G,heH).

Observacao 2.2. Quando G e H agem trivialmente um sobre o outro, e por conjugag¢ao,

em si mesmos, o produto tensorial G&Q H é o produto tensorial usual, o qual denotaremos,
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a partir de agora por G Q7 H.

Em particular, a agdo por conjugacdo de um grupo G sobre si mesmo sempre
satisfaz as equagdes (2-1) e (2-2) e, entdo o quadrado tensorial ndo-abeliano G ® G de

um grupo G sempre pode ser definido.

Note que fazendo g; = 1 na equacdo (2-3) ou tomando s; = 1 na equacao (2-4)
vemos que g® 1 = 1®h é o elemento neutrode G®H,onde g Geh e H.

De fato, note que

(g®hl) = (gal)(g'®hn")
= (g®1)(g®h),

isto €, g® 1 € o elemento neutro de G® H. A verificagdo de que 1 ® h € também o elemento

neutro de G ® H € andloga e, portanto, ndo sera feita.

Exemplo 2.3. Sejam G = <a|a2 =1l)eH= <b|b3 = 1). Suponha que H age trivialmente
sobre G e que G age sobre H por h® =h~' h € H,g € G. Segue da defini¢do de GQ H e
da observagdo acima que G H é gerado por {a®@b,a® bz}. Da equacgdo (2-4) obtemos
que
a@b?=(a®b)(d®@b") = (a@b)(a®b) = (a®b)>.
Logo,
GRH={(a®b).

Note também que,

a®b)(a®b?)
a®b)(d, (1))
a®b’)

a®1)

(a@b)® = (
(
(
(
= leen

Assim, G Q@ H tem ordem 3. Por fim, observe que, a aplicacdo G Q H — 73 dada por

a®b s 1éum isomorfismo.

A seguir, apresentados um resultado obtido por Brown, Johnson e, Robertson
[3], onde obtemos uma descricao para o quadrado tensorial dos grupos Diedrais Dy, e dos

Quarténios Generalizados Q,,. A demonstracdo serd omitida, pois nosso intuito ndo é o
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de estudar o quadrado tensorial, mais sim um grupo que estd relacionado com este; para

maiores informacdes consulte Brown [3], pagina 191, Proposi¢des 13 e 14.

Exemplo 2.4. Seja m = 4r+k, onde k =0 ou k = 2. Entdo
Om @ Om = L X Lom X L1k X L,

onde

Seja Dy, = <x,y|xm =1=y?y = y*1>. Entdo

Dy @ Doy = Zp X Ly,

se m for impar, ou entdo
Doy @Dyyy = Zip X Loy X Zin X iy

se m for par.

Exemplo 2.5.
Ty @ Ly = Ly, para todo n natural.

De fato, para observar isso, note que sendo Z, abeliano, temos que Z, K Ly
é precisamente o produto tensorial usual (de grupos abelianizados). Assim, Z, Q L, =
L Rz, Ly = L.

Observacao 2.6. Em geral, Z,, Q7 Ly = Zg, onde d = mdc(n,m).

Definicao 2.7. Seja L um grupo. Uma fungdo ¢: G x H — L é dita uma biderivacdo se
para quaisquer g,81 € Ge h,hy € H

(gg1,h)® = (g%, h%1)%(g1,h)®
(g,hh1)® = (g,h1)® (", )0

Pelo Teste da Substituicdo (Proposi¢dao 1.17) uma biderivacdo ¢: G x H — L
determina um tnico homomorfismo ¢*: G® H — L tal que (g@h)?® = (g,h)?.

Proposicao 2.8. Os grupos G e H agem sobre G ® H de modo que

(g1®@h)E=gi®n
(g@h)"=g"@h!,
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para quaisquer g,81 € G, h,hy € H. Em particular, temos uma agdo de G+ H sobre GQ H
dada por

(g@h)P =gl wh?,
ondege G,hecHepecGxH.

Demonstracao.

Para cada g € G defina

0,0 GxH — G®H
(g1,1)% — gi@hs

Afirmamos que ¢, € uma biderivagdo, para todo g € G.

De fato, dados g1,g> € Ge h,h| € H, temos

(gl;hhl)q)g = gf ® (hhl)¢g = gf ®h¢gh¢g
LD (cond) (e o 1))
— <g ®]’lé>( 18®hh1g)
= (g1,h)% (g W),

(8182.0)% = (g1g2)* @8 = gigagf@hs
R (CHRET ) g2) GELD
= (g @hs) (g8 @hf)
= (g, %)% (g2, )%

Portanto, ¢, € uma biderivacdo e, consequentemente determina um tnico homo-

morfismo de grupos O, tal que para quaisquer g; € G € h € H tenhamos

(g1®h)% — (g1,h)% =g} @hs:

Além disso, o, € um automorfismo de G ® H, uma vez que
—1 _ —1 _
(g1®h) ™% =(¢f @ht o =g ‘o B —gioh=(g1@h)% "%

Mais ainda, o: G — Aut (G® H)) dada por g — 0t ¢ um homomorfismo de grupos,
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donde temos uma a¢do de G sobre G ® H tal que
(81 ®h)¢ =gf@hs.
Com uma constru¢do andloga, obtemos uma acao de H sobre G ® H, digamos

B: H — Aut(G®H)
h — B,

onde B, é definido de maneira andloga a .

Por fim, para mostrarmos que existe uma agdo de G+ H em G ® H, basta

definirmos

0: GxH — G®H
g — ch
h  — Bu

Proposicao 2.9. Sejam o.: G — A e B: H — B homomorfismos de grupos. Suponha que A
e B ajam compativelmente um sobre o outro e que 0. e 3 preservem as agdes, no seguinte

sentido

(h)B = (nP)s
§
(&N = ",
para quaisquer g € G, h € H. Entdo existe um tinico homomorfismo

a®B: GoH — A®B
(g h)* B s AP,

para todos g € G, h € H. Além disso, se o e B sdo sobrejetivas, entdo o ® [ também o é.
Demonstracao.
Considere a funcdo ¢: G x H — A ® B dada por (g,h)? = g*® hP. Nao ¢ difi-

cil verificar que ¢ é uma biderivacdo e, portanto, determina um tnico homomorfismo
a®B:GOH — AR B tal que (g @ h)*P = g* @ 1B, para quaisquer g € G, h e H.
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Além disso, se o e B sdo sobrejetivas, dadosa € Aeb € Bexistemge Geh € H,
taisque g% =ae hP = b. Assim, dado a® b € A® B, temos que

(gh)*P =g*anP =aeb,

isto é, o ® B é sobrejetiva, como queriamos. 0

Proposicao 2.10. Existe um tinico homomorfismo
E:GRH—-H®G (2-5)

tal que (g®h)g = (h®g)~!, paratodos g€ G, h€ H.

Demonstracao.

A fungio ¢0: G x H — H ® G definida por (g,7)® = (h®g)~! é uma biderivagio.
De fato, dados g,g1,g> € Ge h,hy,hy € H, temos

_ o —1
(51820 = (h®g1g2)' = [(h®g) (M2 ®g?)]
= (g (heg)™!
(g2,1%2)% (g2, h)*-

Analogamente, mostramos que (g,/1h)® = (g,hz)q’(ghz,h}l‘z)q’, e portanto, ¢ é
uma biderivacdo e, consequentemente, determina um dnico homomorfismo §: GQ H —
H ® G. Pelos mesmos motivos, existe um (Unico) homomorfismo u: H ® G — G® H tal
que

(heg)=(g@h)!,

para qualquer h € H, g € G. Além disso,

(@)% = ((hog) V= (g®h)=idgen
(h@gls = ((g@h)™")>=(h®g)=idusc,
isto €, § é um isomorfismo. O

Proposicao 2.11. Para quaisquer g,g1 € G e h,h; € H, valem:
L (g 'ont=(goh) ™ =(gan ")

2. (g0h) (g1®0h)(g®h) = (g1 @ hy)l&";
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3. [gh@h = (g@h) " (g h)M
4. g1®|g,h] = (g@h) 8 (gRh);
5. [g®h,g1®@hi] = [g,h] ®[g1,h].

Demonstracao.

As demonstragdes dos itens acima sdo todas semelhantes e utilizam apenas as
defini¢des e (em alguns casos) alguns dos itens desta mesma Proposi¢cao. Demonstraremos
apenas o primeiro e o ultimo item, embora os demais também ndo sejam dificeis de se

demonstrar.
1. Note que

eq. (2-3)

lgen=1®@h=g"'gah (g '@h)E(g@h)

eq. L2-4)

lgon =g®1=g@h 'h (g@h)(g@h ),

para todo g € G e h € H. Donde segue que

(g '®@h)f=(gah) ' =(gan "

g®h,g1®@h] = g@h) g1@h) (g h) (g1 ®h)
item (2.)

(
=7 (goh) N (gan)&m
item (3.)

(s ') @ lg1,h]
= [gh®][g1, ]

Definicao 2.12. Sejam G e H dois grupos. Um modulo cruzado é um homomorfismo
de grupos u: H — G, juntamente com uma agdo de G em H, satisfazendo as seguintes

condigoes

(B = g 'h'g, geG,heH (2-6)
(W = h'mh,  hh €H- (2-7)
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Proposicdo 2.13. 1. Existem homomorfismos de grupos : GRH — Ge o : GRH —
H tais que (g h)®* = [g, 1] ¢ (g h)* = [g,h]:

2. Os homomorfismos o e &' com as agées dadas em (2-1) sd@o médulos cruzados;

3. SegeG,hecHetec GRH entdo

1*®h [t,h]
goi® = g

4. * ®tf‘/ = [t,11], para quaisquert,t; € GR H,
5. G e H agem trivialmente sobre Ker(d!') e Im(), respectivamente.

Demonstracao.

1. Considere a fungio f: G x H — G dada por (g,h)/ = [g,h]. Sejam g,g; € Ge h € H.

Assim,
(8g1,h) = [gg1.]
= lgn% 81,0
= g% 1% ][g1,h]
= (g%, (gl,h)f
Analogamente,

(gvhhl)f = (gahl)f(gm?hhl)f? vg S Gv h7h1 cH.

Assim, f € uma biderivacao e, consequentemente, pode ser estendida a um (tnico)
homomorfismo ot: GR H — G tal que (g®h)* = [g,h]. Com 0s mesmos argumentos

apresentados anteriormente € possivel mostrar que existe o : G® H — H tal que
(g@mn)* =[g,h].

2. Como o e o sdo homomorfismos de grupos, é suficiente provar que ambos

satisfazem (2-6) e (2-7), para todos os geradores de G ® H. Mostremos que o é
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um modulo cruzado. De fato, sejam 1| = g1 ®h € G® H e g € G. Entdo

Prop. 2.8
© =T (s1ehf)”

= [g},hf]
= [g1,h)®
= g 'lg1.hg
= g%

(%)

Logo, a satisfaz a equacdo (2-6). A condi¢ao (2-7) segue Proposi¢ao 2.11 item 2.
Consequentemente, o ¢ um mdédulo cruzado. Analogamente, verificamos que o é

um modulo cruzado.

3. Sejamge G,he Het =g ®h;. Entdo

t*®h (g1®h)*®h
g1, ] ®h
(g1 ® h1,h]
2,

;]

—

Prop. 2.11 — 3.

Utilizando o item 4. da Proposi¢do 2.11, mostramos que g ® 1% = [g,1].

4. Sejamt =g®het; =g @h; elementos de G® H. Assim,

Cerf = (gen*e@emn)®
= [g.h] @ [g1,h1]
Prop. 2:ll [g®h 21 ®h]]
= [t,11]

5. Set € Ker(d) e g € G entdo por 3., temos lgey = g® 1y = g®1¥ = [t,g], ou seja,
8 =t e, assim, G age trivialmente sobre Ker(o'). Analogamente, H age trivialmente
sobre Ker(a.).

Para simplificar a notaco, denotemos G/G’ por G.

Proposicao 2.14. Se G e H agem trivialmente um sobre o outro, entdo

G®H G2, HY.
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Demonstracao.

Note que G ® H € abeliano, poisdadost =g het; = g1 ®h; em G® H, temos

Prop. 2.11 — 5.
= (8, h] ® [g1,M]

— -1 _h

— g Igh®g1 1g11

= g lgmg '

[t,11] = [g®@h,81 @ hy]

= 1G®H7

isto €, dados dois elementos quaisquer em G ® H eles comutam, logo, G ® H ¢ abeliano.

Além disso, dado o como na Proposi¢do 2.13 e, usando o fato de G agir

trivialmente sobre H,
(g@h)% =[g,h) =h$h=1,

paratodos g®@h e GRH.
Sendo o um homomorfismo, temos Ker(o') = G® H.

Pela Proposi¢do 2.13 item 5., G age trivialmente sobre G ® H. Da mesma forma,
a acdo de H sobre G ® H € trivial.
Defina

0: GxH® — GoH

(8.h) = g®h,

ondeg=gG eh=gH' Se g,x € Geh,y € H sio tais que g =X e 1 =, entdo existem
c € G ed e H' de tal forma que g = xc e h = yd. Assim,

g®h = xc®yd
X @ (yd) ) (c®yd)
x®yd)(c®yd)
@d)(x @y (cwd)( @y
x@d)(x®y)(c@d)(c®y)
®d)(

c xRd)(c®y)(x®y)-

(
(
— (x
(
(

Mas note que

[81.82] @h = (g7 ®@h1) (g, ®h)(g1®h1)(g2@h1) = 1,
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jd que G e H agem trivialmente sobre o grupo abeliano G ® H. Analogamente,
g1 ®[h1,hy] = 1, para quaisquer g,g1 € Ge h,h; € H. Logo (c®d) =x®@d=c®y=1
e, portanto, g h = x®y, isto €, O estd bem definida. Além disso, como as acdes de G e

H sobre G ® H sdo triviais, entdo 0 é uma aplicacdo Z-bilinear.

Agora, se A é um Z-médulo e f: G% x H?® — A é uma funcdo Z-bilinear,
entdo ¢ fécil ver que a funcdo f: G® H — A definida por (g ®h)f = (g,h)/ é um
Z-homomorfismo estendendo f. Segue da unicidade do produto tensorial de médulos que
G®HX=G% R, H®.

2.2 O Quadrado Tensorial nao-Abeliano

O quadrado tensorial G ® G de um grupo G € um caso particular do produto
tensorial G ® H de dois grupos G e H. Considerando G agindo em si mesmo por
conjugacdo, ja observamos que as condi¢des (2-1) e (2-2) sdo satisfeitas. Note que a
fung¢do comutador [,]: G x G — G dada por (g1,82) — [g1,82] é uma biderivagdo e,
portanto induz um homomorfismo de grupos k: G® G — G dado por (g1 ®g2)* = [g1,£2],
para quaisquer g1,g2 € G. Denotamos por J,(G) o nicleo do homomorfismo «.

Proposicao 2.15. 1. J>(G) é um subgrupo central de G ® G;
2. G age trivialmente sobre J»(G).
Demonstracao.

1. Pela Proposigdo 2.13 item 4. para todot € J(G) e t; € G® G temos
(t,t1] =" = 16 ®1f = lggc,

isto é, Jo(G) é central.

2. Decorre do item 5. da Proposicdo 2.13 (basta neste item fazermos o = K e observar
que a acd@o de G sobre Ker(k) = J»(G) é trivial).
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Proposicio 2.16. Para quaisquer g € G, ¢ € G/, temos

cgRcg
ge®ge

Demonstracao.

8vg
8wg

Se g € G e ¢ € G’ é um comutador simples da forma ¢ = [x,y], entdo

cg®cg = [x,¥]lg ® [x,y]g
TEY (e,
= )¢ @ ([,
CEY (e ee) (I
= [yl ® )8 ([x
= [x (

prop. (2.11) — 3.

(
(
(
(
prop. (2.11) — 5. (
(
(
(

prop. (2.11) — 4.

g§wg

Se ¢ € G' é um produto de comutadores da forma [xy,y]---

resultado segue por indugao.

8)%) (g ®[x,y]g)
8g) (g®@[x,ylg))
[ )g®([x yI%)%) (g®g)(g* @ [x,y]%)

® [x,y])* (g®g)(g®[x7y])g

2] ©8) (k@ y.x@y)f (g28)(g® [x,)])*
g®8)([x,y]®g)*(g® [x,)]
g®g) (x®y) ' (x@y)8)*
g@g) ((x@y)™

)g
(g®[x,y])®

(x®2y)%)* (k2y) S (x2y))*

[Xn,yn] entdo o
0



CAPITULO 3

O Grupo 7(G) e suas Propriedades

3.1 Definicao e Resultados Preliminares

Este capitulo baseia-se no artigo de Rocco [15]. O objetivo entdo é analisar
um operador ¥ na classe dos grupos, que estd relacionado com o quadrado tensorial
nao-abeliano de um grupo, onde apresentaremos algumas propriedades envolvidas com
tal operador, relacionando a finitude, solubilidade ou a nilpoténcia de um grupo G
com a finitude, solubilidade ou nilpoténcia, respectivamente, de ¥(G). Por fim, sdo
estabelecidas algumas cotas para o quadrado tensorial G ® G, quando G é um p-grupo

finito.

Definicao 3.1. Sejam G e G® grupos isomorfos por @, g — g%, para todo g € G. Definimos

o0 seguinte grupo:
¢
(V(G) = <G7G(P‘ [glag(zp}gS = [g§37(g§3)(‘)] = [g17g(zp]g3 ,Vg1,g2,g3 € G> .

Nossa motivagdo para introduzir V(G) é que este grupo possui um subgrupo
[G, G®] isomorfo ao quadrado tensorial ndo-abeliano G ® G, como serd visto mais adiante.

Outra construgdo relacionada com 7/(G) foi introduzida por S. Sidki [18]
X(G) = <G,G“”[g,g“’] =1lvge G>,

que possui, a propriedade de ser um 7-grupo finito (nilpotente finito, ou solivel) desde
que G seja, respectivamente, T-grupo finito (nilpotente finito, ou solivel). E exatamente
neste caminho que pretendemos agir com este trabalho, isto é, buscamos resultados

semelhantes para o grupo V(G).

Lema 3.2. Sejam g,g1,82,83,84 elementos quaisquer de um grupo G. As seguintes

relagdes sdo vdlidas em V' (G):

¢
]. I:gl;g;p][g37g4} — [g17g§j|[g37g4] — [gl7g(2p] [g3’g4}(p;
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2. g1,85,83] = [g1.82.85] = [g1. 83,83

3. [¢7,82,83) = g7 22,83) = [T 83 830;

4. [g,8°% é central em V(G);

5. [g1,83]g2,&1] € central em V(G);

6. [g,8% =1, paratodo g € G
Demonstracao.

1. Das relagdes definidoras em 7(G) obtemos:

[g17g2]g37g4 = g1, ]g3 'e, Pe3g]

= {f (g gt

= [P (65 et

— [g?’ 483,( 83 g4g3)(p]g4
= [ (g e
_ [g[lgagzx],( [gs,gzd) ]

= [g1,8 ][83784

Para mostrarmos a dltima igualdade, observe que
def. V(G) 7 ,
g1 7g<2P] [g3,84] i [ [3.84] (g[283 84] )]
def. V(G)

= [gl,gz][g%g‘d )

como queriamos.
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g1,82,83] = [gllgfz,gg]

N P Sy
B 1
= g, gd)% #182[gf2 Y]
g, gd)8 B%g, (gg2 )9]82
¢ g17gz][g1’(g2g3ngl)<p]gz

g1,83] g1, 8315

[
= [81783] [
= e85 % g, (2283) (g5 1))
= [gn,gd] ErEllgy, (g )2 ([gl, <g2g3)¢](g2_1)¢)g2
SO 101,88 g, (6171 ([a1, (g223)91% )
= sl e () e (283)
— [g Nl (g,1)91%2]g1, 8387
= [gn,8d) r#lgy g2 [g1,834%) =
= lengll e, 8] o1, g3, 2
= [g1.g3 g1, 83 g1, 88 (1, 830
TR ey, gd) 7% (g1, 691 (91,88 g1, 69
81,831
= [g1,85.83]
Agora observe que:
e185.¢9 = [le1.83),¢]]
R
CELO) oy, 8 g, 6800
= (81,8383
= (81,82, 83)"

3. Anélogo ao item anterior.

4. Segue do item 2. que para quaisquer g,k € G, vale

[g;g(pah] [g gah(p] [1 h(p] =1
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No entanto, também pelo item 2., temos que
lg,8%, 1% = [g,8%,h] = 1-

Logo, [g,g?] comuta com & e h®, para todo i € G, para qualquer A® € G, ou seja,
[g,8%] é central em V(G).

5. Dados g1,g> € G, temos pelo item 3. que [g1g2, (g1£2)®] € central. Assim,

8182,(2182)"] = [2182,8183)

[81,87231% (22,8783

= [lg1.83)lg1.87121% 82,88 1g2, 871
81,8 ]gz[gl,gl](gzgz)[gz,gz][gz,gll2
[

gl,gzlgz[gl,gl][gz,gz][gz,gl]g2

¢ . .
Logo, [g182,(8182)"][81,87) " '[g2,83) " = [g1,83)%[g2,81]%. Assim, conjugando

-~

é central emV(G)

o lado esquerdo desta equagdo por g, . obtemos

_ _ -0
g182,(8182)°%(81. g(lp] 'g2.83] 7 )®

(l

(l81,8 ]gz[gz gty
= (lg1,831% )% [g2.87]

(g1,831% )% (2,87
[

= [g1.83][s2. 87

(2182, (2182)%g1,&7) '[e2, 85" =

6. Suponha que g € G'. Assim, g = [x,y] parax,y € G. Logo

[Ley] Bl =[], ()7
= oy ()
[x,y?, xilxy]
= [ UES xy}
= [y <P] x,y]
e,y e,y 9
= [y )

= 1.

Para o caso geral, suponha g = [x1,y1]-- - [x;,y,], r > 1, e utilize novamente os itens
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1. e 2.. O resultado segue por inducdo sobre r.

Observacao 3.3. Os itens 2. e 3. no Lema acima (3.2) sdo na verdade iguais. De fato,

note que

[g(lpag27g3] = “g%g(]p]il,g;p}
= [e2,g¥gs) le2s
item 1 [g%g] 3™ [g2.81]
= [g,87,g3) 81
T2 gy, 01,47 18180
= [g1.82.8 ]glgz g1,82]
= [81 82783]

Lema 3.4. Sejam a,b,x elementos em G tais que [x,a| = 1 = [x,b]. Entdo
la,b,x%] =1 =[[a,b]®,x].

Demonstracao.

De fato temos:

[a,b,x‘p] Lema:3.272. [a,bq’,x]
= [a7bq>]7l[aqu)]x
= [a. 6%~ [, (6%)°]

= [a,b% '[a,b?]
= 1.
Agora note que:
[[a,b]?, x| = [a®, b x]
Lema.:3.272. [a7 b,x(p]
= 1-

Lema 3.5. Sejam x,y elementos de G tais que [x,y| = 1. Entdo
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1. X" y®] = [x,y*)" = [x, (y®)"], para qualquer n € Z;

2. Se x e y sdo elementos de tor¢do de ordens |x| e |y|, entdo |[x,y®]| divide

mdc(|x],[y[)-
Demonstracao.

1. Suponha n > 0. A demonstracdo se dard por indugdo sobre n. Se n = 0 ndo hd o

que fazer. Suponha que [x",y?] = [x,y®|" = [x, (y?)"], para algum n > 0. Assim

WY =y = eyl y® ]y
Eema 2272 e 39, y,< )®]x", )
= Lyl ()]
= [, ] (X", ¥
= e, @] [x, 7"
= [yt

Falta mostrarmos que

De fato,
b, (0®)" 1] =[x,y ()] = e, @1, (0% e, y®, ()"
Fme 222 e 30, (7)) ey, (09)")°)
= b, y®] [x, ()"
= ey
= WY

Para o caso em que n < 0, observe que

b O = () 00 = e ) T e,

Assim,
be,y® = ey = ).

Logo, se n < 0 entdo —n > 0 e vale

WP =10 =
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como queriamos.

2. Lembremos que |[x,y®]| é o menor inteiro positivo k tal que [x,y®]* = 1. Agora note
que
ey ) = [0 = 1,

ou seja, [x,y®| tem ordem finita. Consequentemente, se |x| ndo for a ordem de [x,y®]
entdo k = |[x,y®]| divide |x|. Além disso como ¢ é um isomorfismo y e y® possuem

a mesma ordem e, portanto
=[x, ")) = [x,y?]P.
E pelo mesmo motivo acima, temos k = |y| ou k divide |y|. Assim, em qualquer caso

obtemos que ‘[x,y"’” divide mdc(|x|,|yl). -

Observacdo 3.6. Por simetria entre as relacdes definidoras de V(G), vemos que o

isomorfismo @ se estende unicamente a um automorfismo ¥ de V(G) dado por

y: VG —  YG)
g g®
g — g
[g1,83] — lg2.8717",

para quaisquer g,81,82 € G.

Muito ttil no decorrer deste trabalho serd o grupo A(G) definido como sendo o

subgrupo de ¥(G) gerado por todos os simbolos [g,g?] onde g € G, isto é,

A(G) = ([g.8%|g € G).

Lema 3.7.
A(G) < V(G)' NZ(V(G)),
onde V(G) =[V(G),V(G)] e Z(V(G)) é o centro do grupo V(G).
Demonstracao.
Pelo Lema 3.2 item 4., temos que A(G) < Z(V(G)), pois [g,g®] € central para

todo g € G. Além disso, se x € A(G) entdo x = [gl,g(lp] ---[gn.gn] onde g1,...,gn € G.

Vamos mostrar que x € V(G)’.



3.1 Defini¢ao e Resultados Preliminares 46

De fato, tal demonstragdo se déd por indugdo em n. Se n = 1, entdo x = [gy, g(lp] €
V(G)', pois g1,8] € V(G). Suponha que [g1,87] - - [g,,_l,g:lp_l] € V(G)', para quaisquer
81,---,8n—1 € G. Temos que

x=[g1,81)[8n—1,8,_1][8n.88] € V(G)'

€V(G)’ por hip. de indugdo

como queriamos. O

Seja ®(G) o subgrupo de V(G) gerado por todos os elementos g~ ! g®, para todo
g € G. (Este subgrupo é usualmente denotado por [G,¢] = ([g,¢]|g € G), onde [g,®]
denota g~ g¥).

Observaciio 3.8. Decorre do fato de [g§*,(85)%] = [g1,851%* = [g1, g2]83 que

g1.g3)es9l = [gl,gg’]g?g‘sp
= (e
= ()9
= [g1.g3)% ®
g1,83)

= [g1

21

para todo g1,82 e g3 € G.
Proposicio 3.9. 1. O(G) < V(G);

2. Y(G) = 0O(G) x G, onde o simbolo x indica o produto semidireto entre os grupos

em questdo;
3. Existe um epimorfismo p: V(G) — G dado por g — g e g% — g para todo g € G,
tal que Ker(p) = O(G).
Demonstracao.

1. Denotemos g~ 'g® por [g,¢]. Entdo a identidade [hg, @] = [k, ¢]¢ - [g, ©] mostra que
[h, 0] € O(G) para quaisquer g, 1 € G. Analogamente,

gl = gl

[h, ]g)g Lg®

| cp]gﬂ“’

[,

(
= ( h

([hg, @] [g.0] ") ls:0l O(G),para todosg, h € G.

Isto prova que O(G) < V(G).
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2.,3. Podemos escrever g® = gg~'¢® = g[g,9]. Assim, do item 1., temos que

V(G) = [G,¢] % G = O(G) % G.

Agora a aplicagdo g — g, g® — g, para todo g € G, estende-se a um epimorfismo
candnico p: V(G) — G (visto que as relagdes definidoras de V(G) séo as relagdes
de comutadores sobre G), cuja restri¢do a G € a aplicagdo identidade. Além disso,
O(G) < Ker(p) e ®(G) NG = {1}, donde segue que O(G) = Ker(p).

Considere o seguinte subgrupo de V(G), dado por
Y(G) =[G,G?].

Mostraremos mais adiante que o grupo Y(G) € isomorfo ao quadrado tensorial

nao-abeliano de G, daf sua importancia.
Lema3.10. [. Y(G)<Y(G);
2. O(G) centraliza Y(G), isto é, Y(G) comuta com todos os elementos de O(G).

Demonstracao.

1. Sejau € Y(G). Entdo u = [g,h?]. Sejam g; € G e g(zp € G®. Temos
= [g, W08 = [g, (4)°] € Y(G).
Da mesma forma,
st = (g, h)% =[5, (%)) € X(G).

Logo, Y(G) < V(G).

2. Sejau € Y(G). Entdo u = [g,h®] onde g,h € G. Sejax € O(G), digamos, x = [k, @)].

Assim,
[uvx] = Hg,h(PL [k7(PH = [[gvh(p]ak_lk(p}
= g% e, hOP N
PET (g0 g )

= 1.
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Para o caso geral, considere u = [g1,hT]--- [gn, ht] € x = [k1,®] - [km, @]. O resul-

tado seguird por indu¢do em m. Se m = 1, entdo

wx] = [lgnAf) (g, ], Ik ]
—1 ki,
= (g ) enh8) " ([er, ) g, k9
obs. 3.8
220 .
Suponha entdo que para algum m > 1 tenhamos [u,X] = 1, onde u =

[81,h7] -+ [gns Pn) € X = [k1,0] - - [k, @]. Sejax = [k1, @] [kin, @] [k 1,0]. Assim,

[uvx] = [urj_c[km—kl,(P]]
= [”7 [km+l7(P]] . [”7)?] o410
hip. de inducao
P = ¢ [M, [km-i-l 7({)]]

obs.:3,8 17

como queriamos.

Lema 3.11. Dados g,h,k € G, valem as seguintes identidades
1. [h,g% = [@,8,h][h,g];

2. [@,g,h,k?] =1.

Demonstracao.
1.
[h.g%) = [hs5™'s"
= [hag[g7(P]]
= [h,[g,0]][h,g]s*

Agora, conjugando ambos os lados por [g,9] !, e usando o fato de ®(G) centralizar
Y(G), obtemos

[h.g®? = [hg®ee
= e ]
O [h[0,8]] " heg]
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[0,8,1,k?] = [[@,8, 7], k?]
= ([, 2%][g, h], k?]
= ([, 21, K9) " ([, ], k]
— [, g%, k€] (g.h] (g, h, k9]

[, 8, K9) 6" [g, I, k]

= 1-

O

Para um grupo finito G, obteremos a finitude de 7/(G) por meio da finitude de
x(G). Citamos os seguintes resultados obtidos por Sidki em [18].

Proposicao 3.12. Seja G um m-grupo finito (onde T é um conjunto de niimeros primos),
nilpotente finito ou soliivel de comprimento derivado finito. Entdo X(G) é também um

T-grupo finito, nilpotente finito ou soliivel de comprimento derivado finito.

Além da Proposi¢do acima, Sidki [18] também mostrou que ¥(G) possui um
subgrupo R(G) = [G,L(G),G?], com L(G) sendo o subgrupo de ¥ (G) gerado por todos
g '¢® paratodo g € G, onde sio vilidas as seguintes relacdes

x(G)

¢
[gl,g‘zp}& = [8?,(8?)@} = [gl,g(zp}& em m, para quaisquer g1,82,83 € G
(Lema 4.11 (iii) de [18]).

Além disso, Sidki [18] e Rocco [14], mostraram que se G for um grupo finito, a
ordem de ¥(G)/R(G) é dada por |x(G)/R(G)| = |G]*|G'||M(G)|, onde M(G) denota o
multiplicador de Schur do grupo G.

Retornando ao grupo V(G), notamos que com a introdugdo das relagdes [g, g®] =

1, para todo g € G, obtemos um epimorfismo

- V(G)/AG) — x(G)/R(G)
gA(G)  —  gR(G)
gPA(G)  —  g%R(G),

para todo g € G e para todo g® € G°.
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Por outro lado,

& x(G) — V(G)/A(G)
g +—  gA(G)
g? —  gPA(G),

para todo g € G é também um epimorfismo.

Mostraremos a seguir que & induz um homomorfismo inverso de g, isto €, £ é um
isomorfismo entre os grupos V(G)/A(G) e %(G)/R(G). Antes, no entanto, precisamos

dos seguintes resultados.
Lema 3.13. Sejam g,h,u,k elementos quaisquer de um grupo G. Entdo
1. [h,g‘p,[g,hﬂ =1;
2. [[9,g,h],[g,1]] = 1;
3. [9,8,h,u,k? = [@,g,h,u® k%];
4. [@,g,h,u,k® =1.
Demonstracao.
1. Suponha h e g diferentes do elemento identidade, entdo
[h,g"), [g,hﬂ Lema 3.2-2. [h, 2, }
[g, gah]‘P]
= [ghl(lg.n*) g n] " [ h]°

= (8, 1]([,1][g,h]®) " [g, ]

bema 227 (g, h][g, h)®) " [g, h][g, H]®
= 1

2. Pelo Lema 3.11, temos que [@, g, k] = [h,g®][g,h]. Assim,

[[0,8.h],[g.h] =
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3. Lembremos que se x,y e z sdo elementos de um grupo G, entdo [xy,z] = [x,z]”[y,z].

Lema 3.2 2.

Entao
[©,8,h,u,k?] = [ ©,8,h],u, }
Lema:3.11 [ k(pi|
= [ g"’ J[g.h],u k"’}
= [[hg®u)" [ghu]k(p}
[
[

[

[

[, g%, u®) &M (g, h,u], k¥

[, 8%, u®] [g:h] k@}[gh”][g h,u®, k®)-

Note que [h,g? u®| € Y(G), para todos h,g,u € G, pois [h,g® u®] = [h,g,u®] =
[[1,8],u®], e [h,g] € G. Além disso, dado ¥ € Y(G) entdo Y= [g,h?], onde g,h € G,
e portanto, pelo Lema 3.2 item 1. temos, Y™ = y[x’yﬂ, para quaisquer x,y € G.

Lembremos ainda que Y(G) < V(G). Assim, temos

©,8,h,u,k?] = [h g%, u‘p [8.4] k‘p} (8,571 (g, u®, k®]
= [h g"’] g, u‘P k“’}
= [(p7g7h7u(p7k(p]'
4,
0.8, huk?  "BY [o,g.hu® k)
= H(p,g,h,u(p],k(p}
Lema&‘:.11—2. 1.

Como consequéncia, obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 3.14. Sejam g, h,k,uy,vy,... vy, u,, n > 1, elementos de um grupo G. Entdo
[(P,g,h,ulvl unv(p k(P] =1

Demonstracao.
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A demonstracgdo se dard por inducao sobre n.

Paran =1, temos

[0,8,h,v]][@,8,h,u1]" i k?]

(P7g7hvulvva7kq) =

1

Lema;ll—Z. [(P g,h ul Vl k(p}
[
1-

¢
(Pg7h I/£1 7 )(p:|"1

Lema 3.13—4.

Suponha, por indu¢do, que a afirmacdo seja verdadeira para algum n > 1. Para

simplificar a notagdo, denote u1v{ - - - u,vyf por x e 8 = [@,g,h,x,u,+1]. Entdo

0, g,h, unanH][(p g,h, x]”"+lvn+1 k‘p}
o, g,h xun+lvn+1 k‘P}

[(p7gah7x-un+lvl(1p+l,kq)] =

0, g,h xun+1 kvn+1) } S+1

I
I
I
([0,2,h,4]3, (K'n+1)?]" Vet

- ([(Pag,h,x, (K1 )O3 18, (K )(p]>v(rf+l
= gk (k)7 3, (k)7

Lemail3—4. [8 (kvr;ll)q)]qutl

L 3.13-3. . 0
e [(p gah X, MVH-] , (kvn+1)(P]Vn+1

Lema 3.13—4. 1

O

Apresentamos agora um Teorema, que serd muito ttil na demonstracdo da
finitude do grupo V(G), no caso em que G é um grupo finito. Para maiores detalhes,

consulte Rocco [16].

Teorema 3.15. Seja G um grupo qualquer. Entdo
1. [©(G),G,G% =1,
2. X(G)/R(G) = V(G)/A(G).

Demonstracao.
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1. Lembremos primeiramente que ©O(G) = ([@,g||g € G). Assim, vemos que
[O©(G),G] é o fecho normal de ([@,g,h]|g,h € G), isto é

©(G).6] = ([¢.8.h]|g.heG)"'?
= {[¢.8,h],[9,8,h,ul|g,h € G,uc (G,G®))-

Portanto,
[®(G)7G7 G(P] - <[(p7g7h7k(P]7 [(p7g7h7u7kq):| ’g7h7k e Gﬂu E <G’ G(p>> )

e assim, [@(G),G,G®] = 1, devido aos Lemas 3.11 item 2. e 3.13 item 4.

2. Antes de enunciarmos o Lema 3.13, apresentamos dois epimorfismos. Deno-
tamos por &: x(G) — V(G)/A(G) definido por g — gA(G) e g% — g®A(G),
para todo g € G e {: V(G)/A(G) — %(G)/R(G) dado por gA(G) — gR(G) e
g®°A(G) — g°R(G), para todo g € G. Temos que Ker(§) < R(G)(= [G,L(G),G?)).

De fato, se u € Ker(E) entdo u € x(G) e u* € R(G). Temos dois casos a analisar. O
primeiro é o caso u = g € G e, o segundo, é o caso u = g® € G®. Para o primeiro
caso, temos u’ = gR(G), além disso, por hipdtese, ub € R(G), donde segue que
u =g € R(G). O segundo caso é andlogo. Logo, temos a inclusdo desejada.

Por outro lado, & leva R(G) a [G,0(G),G®|(mod A(G)), isto é, dado
t € R(G), entio t = [g1,[@,h1,k1]]---[gn,[®,hn,ka]] e, portanto, 15 =
(g1, [0, h1,k1]] - - [gn, [©, hn, kn]] A(G), que € trivial pelo item 1.

- 7
-~

¢ elemento do grupo [G,0(G),G?]

Assim, temos R(G) < Ker(§), donde segue a igualdade. Agora, pelo Primeiro
Teorema do Isomorfismo, temos ¥ (G)/R(G) = V(G)/A(G), como queriamos.
Consequentemente, & induz sobre % (G)/R(G) uma aplicacdo inversa de {, e com

isto concluimos a afirmacao feita antes do Lema 3.13.

Observacio 3.16. Note que, ainda, sobre a introdugdo das relacoes [g,g®] = 1, para todo

g € G, obtemos um homomorfismo sobrejetor
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g +— gR(G)
g° — g°R(G),

para todo g € G. Temos que A(G) C Ker(p), pois dado x € A(G), digamos, x = [g, g%,
temos xP = [g,g®|R(G) = R(G).

V(G) . x(G)
AG)  R(G)

podemos concluir que A(G) = Ker(p). Isto implica que A(G) é uma imagem homomdrfica
do multiplicador de Schur de %(G)/R(G).

. Disto

Além disso, pelo Teorema anterior (3.15), sabemos que

ApOs todas esta apresentacdes feitas acima, podemos enunciar uma Proposi¢ao
de grande importancia neste trabalho. Antes apresentamos um Lema técnico, cuja serven-

tia serd a de garantir a finitude do grupo A(G).

Lema 3.17 (Schur). Seja G um grupo tal que G/Z(G) seja finito. Entdo, G' também é
finito

Demonstracao.

Sejam gi,..., g, representantes das classes laterais de Z(G) em G; isto é, cada
x € G é da forma x = g;z, para algum i e algum z € Z(G). Para quaisquer x,y € G,
lx,y] = [giz,8;Z/] = [gi,g;]- Consequentemente, todo comutador ¢ da forma [g;,g;] para

alguns i, j, tais que G’ tenha um nimero finito (< n”) de geradores.

Cada elemento g’ € G’ pode ser escrito como uma palavra c; - - - ¢; onde cada c;
é um comutador. Assim, é suficiente mostrarmos que esta fatora¢do de g’ é escolhida de

forma que t = t(g') é minimal, entdo ¢(g’) < n°, para quaisquer g’ € G'.

Provaremos primeiramente, por indu¢do em r > 1, que se a,b € G, entdo [a,b]" =
(aba='b=1)" = (ab)"(a='b~")"u, onde u é um produto de r — 1 comutadores. Isto é bvio
quando r = 1. Para o passo de indugio, note que se x,y € G, entdo xy = yxx~ 'y lxy =

yx[x~ 1, y~1], isto é, xy = yxc, para algum comutador c. Assim, se > 1, entio

(aba b~V = aba~ b (aba= b7
= abla”',b7"{(ab) (¢ 'b"") Ju
= ab{(ab)"(a'b~")}a"" ;b e,
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para algum comutador ¢, como desejado.

Uma vez que yx = x !(xy)x, temos que (yx)" = x~!(xy)"x = (xy)", pois
(G : Z(G)] = n, e isto implica que (ab)" € Z(G). Consequentemente, (a~'b~1)" =
((ba)~1)" = ((ba)")~! = ((ab)")~!. Disto, segue que

la,b]" & um produto de n — 1 comutadores. (3-1)

N

Agora, xyx = (xyx~1)x?, e assim os dois x pode ser agrupados a custa da
substitui¢do de y por um conjugado de y. Considere uma expressiao de um elemento g’ € G/
como um produto de comutadores c; - - - ¢;, onde ¢ ¢ minimal. Se t > n3, entdo existe algum

2 comutadores

comutador ¢ ocorrendo m vezes, onde m > n (visto que hd menos do que n
distintos). Pela observagdo feita acima, todos esses fatores podem ser reunidos como
¢™ mediante a substitui¢do dos inversos dos comutadores por conjugados (que ainda
sao comutadores); isto €, o nimero de comutadores nesta expressdo ndo € alterado. Por
(3-1), o comprimento para a expressdo minimal (como produto de comutadores) para g’ é
reduzido, e isto € uma contradi¢do. Consequentemente, ¢ < n3, e assim, G’ é finito, como

queriamos.
OJ

Proposicao 3.18. Seja G um m-grupo finito (T um conjunto de niimeros primos), nilpo-
tente finito ou, soliivel de comprimento derivado finito. Entdo V(G) também é um Tt-grupo
finito (T um conjunto de niimeros primos), nilpotente finito ou, soliivel de comprimento

derivado finito.

Demonstracao.

Primeiramente, mostraremos que se G for um grupo finito, entdo V(G) também sera.

Com efeito, sendo G um grupo finito, pela Proposi¢do 3.12 temos que ¥(G) é
um grupo finito, donde temos que % (G)/R(G) também € um grupo finito. Entretanto,
pelo item 2. do Teorema 3.15 temos que %(G)/R(G) = V(G)/A(G), donde temos que
V(G)/A(G) é um grupo finito.

V(G)
Z(V(0))

e, portanto, V(G)/Z(V(G)) é também um grupo

Lembremos agora que pelo Lema 3.7 temos A(G) C Z(V(G)). Assim,

V(G)
A(G)
finito. Pelo Lema de Schur (3.17), temos que ¥(G)' é um grupo finito. Disto segue

que A(G) é finito, pois A(G) C ¥(G)'. Por fim, temos ¥(G) finito, visto que A(G) e

€ uma imagem homomorfica de
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V(G)/A(G) sdo ambos finitos.

Suponha agora G um 7t-grupo finito. Ja sabemos que V(G) é finito. Mostraremos

entdo que V(G) é também um TT-grupo.

Se G é um m-grupo finito, entdo temos que M(G) é um T-grupo finito, isto é, o

G
multiplicador de Schur preserva m-grupos, donde segue que M (%) € um T-grupo.
V(G G V(G
Além disso, temos que ﬁ o % o que implica que A((G)) ¢ um T-grupo.

Sendo A(G) imagem homomorfica de um 7-grupo, temos que A(G) é também um 7-
grupo, o que implica que V(G) é também um TT-grupo finito, pois T-grupos sdo fechados

a extensoes.

(G 6)
A(G) (G)
Além disso, A(G) é um grupo abeliano, pois A(G) < Z(V(G)), o que faz dele

um grupo nilpotente (em particular, solivel). Como grupos soliveis sdo fechados a

x

Se G € um grupo soluvel , entdo também o é, visto que € isomorfo a

=

extensdes, temos que V(G) € solivel.

V(G
A(G)
é nilpotente finito. Além disso, A(G) é central, donde podemos concluir que V(G)

~—

Se G € um grupo nilpotente finito, pelos mesmos argumentos temos que

é
também nilpotente finito. E isto conclui a Proposicao. [

— G
Seja N um grupo normal de G. Defina G = N e denote por T o epimorfismo

candnico de G em G. Observe que T d4 origem a um epimorfismo

i V(G) — V(G)

8 —
& —

% ol

onde G? = — ¢é denotado por G".
N®

Proposicao 3.19. Com a mesma notagdo acima, temos

1.
IN,G®]| < V(G),

|G, N?| <V (G);
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Ker(,ﬁ) = <N7N(P> [NvG(p] ’ [G7N(P]
Demonstracao.
1. Sejam x € N e g,h € G elementos quaisquer. Entdo

Lema:3.2—2. [x, g(p] [x7 g h(p]-

Evidentemente [x,g®] € [N,G?®]. Além disso, N é um subgrupo normal de G, e
portanto, [x, g] € G, para todo g € G. Logo, G normaliza [N, G?].

Usando agora da definicdo do grupo 9(G), temos que [x,g?)"" = [x,g%]" e, pelo
mesmo motivo apresentado acima, temos que G® normaliza [N, G®], donde temos
[N, G < V(G).

A demonstra¢do de que [G,N®] < V(G) é andloga a feita acima e, portanto a

omitiremos.

2. Seja M = (N,N®)[N,G®] - [G,N®]. Observe que N,N® C Ker(m). Assim, M <
Ker(m). Além disso, M é um subgrupo normal de %(G) e, portanto, podemos

definir a fun¢do

— V(G

o: Gug® . 29
M

g — gM

Note que 6 estd bem definida, uma vez que N,N® C M. Além disso, as restri¢cdes
de 8 4 G e G* sio ambos homomorfismos. Consequentemente, existe um Unico

homomorfismo 6* que estende 0 ao produto livre G« G".

Podemos ver que as relagdes

122,25 = [(s7). (¢7)°][52. 23,

21, (2:83)°] = [21,201(e%), 65)9),
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s@o preservadas por 6*.

De fato, mostraremos que a primeira das relacdes € verdadeira. A demonstracdo da

segunda € andloga e ndo seré feita.

Observe que

*

212.29° = 328’
= [g1MgaM,gIM)
[81,82,851M
= (lg1.83)" [g2,83IM
(832, (€5°)%)[g2, £9IM
= [¢7,(839)%IM [gz,gg]M
2, (5 [2,29)°
como queriamos.

Observando que
V(G) = <6,6(P’[x1,x(2p]x3 = [xl,x(zp]x;p =[x, (57)®], V x1,x2,x3 € 6>
V(G) §

, vemos que 0 induz um homomorfismo 0: 17 (G) — YA dado por x® = x®, para

todo x € G.

V(G —
Por outro lado, como M < Ker(T), temos um epimorfismo T : 154 ) — V(G), tal
que gM™ =g e (g°M)" = 2°.

V(G)

i
S

Ker(m)

/\
Q
N—

al

an
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Observe que dado g € G, entdo

(3%)™ = (g°M)° = 2°.

Assim, o = lr,/(G), e isto mostra que 0 ¢ um isomorfismo. Sendo M < Ker(m) e

T V(G) = Ker(®)’ podemos concluir que M = Ker(T), como queriamos.

O

Na introdugao deste capitulo, apontamos que uma das motivacdes de se estudar o
grupo V(G). Nela hd um subgrupo Y(G) = [G, G®| que é isomorfo ao quadrado tensorial
ndo-abeliano de um grupo G. Foram apresentadas algumas propriedades deste subgrupo
ao longo deste capitulo, entre elas, podemos destacar o Lema 3.10, que garante que Y(G)

¢ um subgrupo normal de V(G).

Considere a aplica¢do T abaixo, definida sobre os geradores de G ® G

T GG — Y(G)
(g1®8) — [g1,85)

Tal aplica¢@o pode ser estendida a um epimorfismo de G ® G em Y(G), uma vez

que T preserva as relacoes definidoras de G® G.
Proposi¢do 3.20. 1: G® G — Y(G), dada por (g1 ® g2)" = [g1,83) € um isomorfismo.

Demonstracao.
Usando a Proposi¢do 1.23 e, observando [G,G®] como subgrupo de G * G®, temos
que [G,G?), é livre, liviemente gerado pelos comutadores [g1,g3] onde g € G\{1} e

g € G*\{1}.

Sendo um subgrupo normal de G * G®, vemos que [G, G®] admite as a¢des de G

e G® por conjugacdo, donde seguem as seguintes identidades

(1){ [ghg(zp]g = [81878(2{)][878(2[)]_1
[g1,831%° = [21,8% (g1, (28)]

para todos g,g1,82 € G.
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. _ o\
Seja R = {[g1,851% ([g", (5")7]) 7", 187, (83°)*)([81.851%) ~"181,82,83 € G}
Denote por N o fecho normal de R. Logo, podemos ver 9/(G) como o quociente de

G G?
G xG® por N, isto é,7(G) = *T Observe agora que temos um epimorfismo O entre

o produto livre G * G® ¢ V(G) dado por

o GxG® — V(G)
g — &

GxG®

N vV(G),

Pelo Teste da Substituicdo, & induz um isomorfismo, O entre 0s grupos

dado por

GxG®?

Y(G)
gN  — g

O Teorema da correspondéncia, fornece o seguinte diagrama:

G*G® o

V(G
. (@)
¢
N
N {1}
N[G,G® G,G®
Agora usando o fato de [ ]\’7 ] = G, ] obtemos um isomorfismo entre 0s grupos
G,G® G,G®
% e Y(G) (a saber a restricdo de o a %). Seja 9; tal isomorfismo, isto é,
G, G 5

o1: N — Y(G) dado por ([g,h®?]N)°! = [g,h®], para todos g, € G.

Podemos observar [G,G?] como um subgrupo do produto livre G * G?, o que

faz do primeiro um grupo livre. Assim, sobre os geradores de [G, G®] podemos definir o
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seguinte epimorfismo

y: [G,G®] — G®G
(g,h°] — g®h

: : [G, G

Como NY = g, temos que Y induz um epimorfismo J entre os grupos

e G® G, dado por ([g,h®]N)® = g @ h. Temos entdo o seguinte diagrama

1(G)
5!
®
N
)
GRG

Logo, u= 81_1 -8 é um epimorfismo entre Y(G) e GR G.

Agora note que

(g@h)™ =

isto &, T-u = lggg-
Por fim,verifiquemos que y- T = ly(g).

De fato,

8. KT = ([g,h?IN)®"
= (g®g)"
g, 17,

isto &, u- T = ly(g), como queriamos, o que conclui a Proposigéo. 0
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Observacao 3.21. Com um argumento similar ao utilizado na Proposi¢cdo 3.19 item 2.

~ G
podemos mostrar que se N é um subgrupo normal de G e T: V(G) — V <]V) é o

epimorfismo induzido pelo epimorfismo canédnico entre G e N entdo Ker(T) NY(G) =
[Nv G(p] ’ [GvN(p]

Encerramos esta se¢do com a seguinte Proposicao.

Proposicao 3.22. Sejam

v
v
Q
Y

G = G(O)EG(I)(:GI)_ >
I = &(6)2&(6) < 9E(G) D,

G = NGNGB BYG)E

respectivamente, a série derivada, a série central superior e a série central inferior de G.

Entao
1. [£;(G),(GUTY®] = 1, para todo j > 0;
2. [€j+1(G),v;(G?)]-[vj(G),&j+1(G®)] € central em Y(G), para todo j > 1;
3. [E;(G),Y;(G®)] é central em V(G), para todo j > 1.

Demonstracao.

1. A demonstracao se dard por inducio em j.
Se j =0, entio [Eo(G), (G1)?] = [1,(G)9] = 1.
Suponha j > 0. Note que G'/) < y;(G), para todo j > 1 e, portanto, (GU))® <
v;(G)®. Além disso, [§;(G),Y;j(G)] = 1, para todo j > 1. Queremos mostrar que
£5(G), (GU+1)?) = 1, para todo j > 0.
Mas observe que se x € £;(G) e a,b € GY) < ¥(G), entdo
[x,a] =1 = [x,b].
Assim, pelo Lema 3.4, temos que

la,b,x?] =1 =[[a,D]?,x],

onde [a,b]® € (GUTD)® e x € £ ;(G). Pela escolha arbitraria de a,b e x, o resultado

segue.
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2. Parai> 1, considere z € §;11(G),g € Vi(G) e g1,82 € G. Assim, temos
_ ¢
[z, &%) g1, €3]] - 2,89 [z, g®)/81 2!
Lema 3.2 — 1. (2,9 [z, g9) (6142

= z,8%, [g1,82]]
L 32 — 2.
= 2,8, [21,82]°]

= ([, ], [g1, 82
Agora temos que [z,&] € [£;11(G),Y;(G)] <&1(G) = Z(G). Assim

[ng,gl] = [[Zag]agl] = 1

[Z,g,gz] = [[Zug]7g2] = 1

Entdo, pelo Lema 3.4, temos

91,82, [2:8]%1 = 1 = [[g1,82]% [z, €]
Logo,
2.8, [81,82]% = [[z. ], 81, 82]°] = [[g1.£2]%, [z.8]] = 1,

isto &, [§+1(G),7;(G?)] é central em Y(G).

De modo andlogo, mostramos que Y(G) também centraliza [y;(G),&;+1(G?)],

donde segue o resultado.

3. Lembrando que [§;(G),Y;(G)] = 1, para todo j > 1. Assim, dados z € &;(G),g €
7i(G) e g1 € V(G). Entdo

2,8% g1] 27 2,81 = 1

Y

pois [z,g] = 1. Logo,
[gj(G)v’Yj(G(P)]7

é central em V(G), como queriamos.
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3.2 Os Resultados Principais

Passemos agora a estudar os resultados principais do artigo de Rocco [15].

Lema 3.23. Considere o diagrama comutativo de grupos (ndo necessariamente

abelianos) em que as linhas sdo seqiiéncias exatas:

1 K¢ U—=0Q 1
Bl ai llQ
1 I v—42-0 1

Se B é um isomorfismo, entdo o é um isomorfismo.

Demonstracao.

Consulte o capitulo 10 de Rotman [17], padgina 342. 0

Lema 3.24. Sejam G um grupo e G® uma cépia de G. Com as notagoes estabelecidas

anteriormente, podemos escrever
V(G) = (Y(G) % G) x G®,

onde o sinal X indica o produto semidireto entre os grupos.

Demonstracao.
Podemos formar o produto semidireto [G,G?] x G usando a a¢éo de G sobre [G,G?] dada
por

81,831 = I8, (¢5)°].

Além disso, existe uma a¢éo bem definida de G® em [G, G®] x G, dada por

([g>h(p]7gl)k(p = ([gk’(hk)(pLgl)u

com g,g1,h,keG.
Com estas ac¢des, podemos considerar o produto semidireto ([G,G®] x G) x G®.
Sejay: V(G) — ([G,G®] x G) x G® 0 homomorfismo definido por

g‘ll = (17g71)7

(8")¥=(1,1,83).
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Temos o seguinte diagrama comutativo

1 Y(G) < 2(G) GxG®—1

/ | o

1 —GG— ((GR®G)xG)xG—GxG?—1,

onde y' = W|Y(G)’ isto é, Y’ é arestrigdo de y a Y(G). Ora, mas pelo Lema 3.20, ' é um

isomorfismo e, assim pelo Lema 3.23 segue que ¥ é um isomorfismo. 0
Maiores detalhes sobre a demonstra¢do do Lema anterior podem ser encontradas
em Bueno [5].

Corolario 3.25. Se G = Z,, entdo V(G) = (Zy X Zy) X Zy. Em particular,
3
|Z|”.

V(G)| =

Demonstracao.

De fato, note que pelo Lema acima (3.24), V(G) = (Y(G) x G) x G?). Obser-
vamos no exemplo 2.5 que para G = Z,, temos G ® G = G. Agora, também vimos que
Y(G) = G®G. Pelo Lema 3.24, temos que V(G) = (Y(G) x G) x G®. Assim,

V(G) = (Zy % L) % L.

Agora, como Z, age trivialmente em si mesmo, temos que Z, X Z, = Zn X Ly,
donde segue que
V(Zn) = (Zn X L) X L.

Por fim, note que |V(G)| = |Y(G)|- |G| -|G®|. Ora, mas entdo, para G = Z,
temos que
|(V(G>‘ - |Zn| : |Zn| : |Zn| - |Zn|3»

como queriamos. 0

A descrig¢@o de V(G) como o produto ¥(G) = Y(G) x G x G, juntamente com
o fato de Y(G) < V(G), nos proporciona uma elegante descri¢do da série central inferior

e da série derivada de 7(G), em fungdo das séries central inferior e derivada do grupo G.

Antes de apresentarmos tais resultados precisamos de alguns Lemas técnicos, de
modo a deixar mais clara e menos carregadas as demonstragdes dos Teoremas que serdo

apresentados.
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Lema 3.26. Sejam G um grupo e ¢ um isomorfismo de G em G®. Entdo, se V;(G) e v;(G?)
representam, respectivamente, os i-ésimos termos das séries centrais inferiores de G e de

G® e,GY) ¢ (G‘p)(i) representam, respectivamente, os i-ésimos termos das séries derivadas
de G e de G® temos:

1. Yi(G)® =v:(G®), para todo i > 1;
2. (G"D = (G)®, para todo i > 0.
Demonstracao.

1. A demonstracdo se dard por inducao em i.
Se i = 1, temos que Y (G)? = G® = v;(G?®). Suponha, agora que

Yi(G)? = 1i(G?).

Assim,
Yi+1(G)? = [1i(G), G]* = [vi(G)?,G*] = [vi(G?), G?] = 7i+1(G?).

2. A demonstragdo deste item também ¢ feita por inducdo em i.
Se i =0, entdo (G?)(©) = G? = (G(9))®. Suponha, entdo que

(G*D = (G,
Assim,

(G*)HD = [(6"D (69D = [(GD)?,(GD)9] =[G, gD = (GU+D)e.

Lema 3.27. Sejam G e G® grupos isomorfos. Denotaremos por;(G) e Yi(G®), respectiva-
mente, os i-ésimos termos das séries centrais inferiores de G e de G®. Sob estas condicaes,

valem:
1. [vi-1(G),G?,G] = [vi(G),G?;
2. [G7i-1(G?),G] = [vi(G), G,
para todo i > 2.

Demonstracao.
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1. Lembremos que, pelo item 2. do Lema 3.2, temos [g, h?, k| = [g, h,k?], para quais-
quer g,h e k € G. Entdo

Vi-1(G),G% G = [Yi-1(G),G,G* = [v(G),GY].

2. Note que
def.
vi(G),G?] = [G,Yi-1(G),G?]
Fm2 G 1 (G)Y,G)
Lema 3:.26 —1. [G,’Ylfl(G(P),G],

como queriamos.

Observacao 3.28. Lembremos de dois fatos importantes que serdo utilizados no Teorema

abaixo: para G um grupo e H,K, e L subgrupos de G.
e Se H K,L<G, entdo [HK,L| = [H,L|[K,L];
e Se H<G entdo [H,K| <H.

Teorema 3.29. Para i > 2, o i-ésimo termo da série central inferior de V(G) é dado por:
Vi (V(G)) =%(G)n(G?)[1i-1(G), G*|[G,vi-1 (G?)] (3-2)

Demonstracao.
A demonstragdo se dard por inducdo em i.

Para i = 2, temos

n(V(G) = [V(G),V(G)]
= [Y(G)xGxG®Y(G)xGxG?
32 Y(G),Y(G) % G x G?[G,Y(G) x G x G9)][G?, Y(G) x G x G|

= [X(G),Y(G)][X(G),GIX(G),G*I[G,X(G)][G, CG][G,G?]
[G*, Y(G)][G?, GIG?, G
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Agora utilizando da defini¢do do grupo ¥(G), juntamente com o Lema 3.2, a

Proposicao 3.19 item 1. e a Observacdo 3.28,0btemos que
12(V(G)) <[G,G%[G,G][G*, 6% = Y(G)n(G)n(G?),
como queriamos. Isso mostra que Y2(7(G)) = v2(G)12(G®)Y(G).

Suponha, por indugdo sobre i > 2 que o i-ésimo termo da série central inferior
de V(G) seja dado por:

Vi (V(G)) < i(G)¥i(G®)vi-1(G), G*I[G,vi-1(G?)].

Entdo pela Proposicdo 3.19 item 1., temos que

i (V(G)), 6] < GG N-1(G),G%G,Yi-1(G*)],G]
= [1(G).G)M(G®).G]i-1(G),G%.G][[G.Yi-1(G®)],G]
= Vi(G), Gl[i(G?),G][vi-1(G),G?,G][G,Yi-1(G?),G]
b 2Ty (GG, Gi(G), G*)wi(G), G
= 110G, G)N(G),G).

Analogamente, mostramos que
i (V(G)), G <11 (G*)i(G®), Gl [vi(G), GT).
As duas inclusdes acima, mostram assim que:
Vi1 (V(G)) = [V(G),%i(V(G))] = Yix1 (G)¥i+1 (G®)[1i(G), G*I[G, i (G?).
Assim, o Teorema estd demonstrado, por indugdo sobre i. O

Corolario 3.30. Seja G um grupo nilpotente de classe c. Entdo V(G) é um grupo

nilpotente de classe no mdximo c + 1.

Demonstracao.
Basta na equagdo (3-2), substituir i por ¢+ 1 e teremos o resultado desejado, visto que, se
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G é um grupo nilpotente de classe ¢, entdo Y.11(G) = 1 =Y.+ (G?). Portanto,

Yern+1(V(G) = Y42(V(G))
022y (G)er2(G®) Wer2-1(G), GG, Yer2-1(G®)]
= 1

Lema331. 1. [GY[GV~D (G%)~V]] =[GW,(G*)D];
2. [(Gw)(z’), (G, (th)(i—l)u = [GW,(G*))];
3. “G(i—l),(ch)(i—l)L[G(i—l),(Gq))(i—l)” — [G(i),(th)(i)].
Demonstracao.

1.

G (G*)=1 Gl
G (GU=ye Gl

N N |
[

Lema3.2 —2. [G(i—l) G(i—l),(G(i))q)]
[

Lema 3.26 —1.

(6", [V, (@0 =[G, (GY)Y)
kema32 =2 166=1) 6= (G()9]

= (G, (G®*) D).

3. Seja x € [[GU=D,(G®)=D][GU=D (G®)W=D]]. Entdo, x = [a,b], onde
a,b € [GUV (G®)U=D]. Assim, podemos supor a = [x1,y7]--[xs,yh], e
b= [z1,t]]- -~ [zm,tm], onde x;,y;,7; € t; sdo elementos de G~1), para todo i.
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Observe inicialmente, que se n = 1 = m, temos que

x = [a,b] = SNSRI

= Ly ]
et 9] ]
= b, vy [z1,1])

= bty (21,119

onde, x1,y1,z1,11 € G Y. Logo, x € [G(i), (G(i))‘p].

O resultado geral serd demonstrado por indugdo em m. Se m = 1, temos x = [a, b],
coma= [xl,y(lp] . [x,,,y;lp] eb= [zl,tiPL onde x1,...Xp, V1,...Yn, 21,11 € GY. Assim,
denotando [x2,y2] - - [Xn,¥n] POr w, [x3,¥3] -+ X, Yn] PO w1, [x3,¥3] - [Xn,y1] por
w2 € [Xn, Y, [21,11]®] por € temos:

x = “xhyl X2,Y5 ]+ [y Vi), [Zlafm
= [nofl rﬂw 5 T, 8]+ iy 8], [0,
= Trroyn e, m]? R [ 301 39 [, 18]
= [ty o2 [ 38T e8], o1, )
= [V 0] (203, [, 7] "'[xn—l,yilp,p[Zl,fm[xmy'?][xn,yff,[zmipﬂ
=[xV, 25800 [y [z,6] %)™ et vn—1, [21,11] )] Frvnlg
= [ 1] [ a9 ) kel [l el

Logo, temos que x € [G1), (G®)1)], visto que que na decomposi¢io de x em produto

de comutadores, cada uma das parcelas pertence a [G(), (G®)()].

Suponha por inducdo que, para algum m > 1 tenhamos

x = |[a,b]

!

= [l yfTe e oy [z ]+ loms 28] € G, (G-

Denote [x1,y7] - [Xn, 4] por K e denote [z1,£{] -+ - [zm, tm] por M.

Logo, se x = [a,b], com a = [x1,y]] - [Xn,yn] € b = [21,]] "~ [2ms tm] Zms 1 For 1)
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temos
x = [K,T] Zma1, m—H]
¢
= [ famer,tyy )] ]t
= |:K, [Zm-i-la m+1 ][K n][Zerl"thrl]
= |:K, [Zm+1’ 1 ] [K[Zm+17fm+1]’n[Zerhthrl}]‘
Logo,

(%, [ms 1,1 4]] € [GY,(G")Y]

e por hipétese de indugdo [,1] € [GY), (G®)]. Logo, [klemtttmti] qlemittmil]
(G, (G®)D], donde segue o resultado.

Teorema 3.32. Para i > 1, 0 i—ésimo termo da série derivada de V(G) é dado por
V(G)Y = GGG (GI—1)9],
onde GY denota o i—ésimo termo da série derivada do grupo G.

Demonstracao.

A demonstracdo deste Teorema € inteiramente andloga ao Teorema 3.29, mas
serd demonstrado, pois possui um Coroldrio muito importante, que estabelece um limi-
tante para o comprimento derivado do grupo ¥(G) em termos do comprimento derivado

do grupo G. Como de costume, a demonstracdo se dara por inducdo em i.

Se i =1, observe que G =g = Y2(G). Pelo Teorema 3.29, podemos escrever

VGV =n(V(G) =Y 1(G)n(G*)M(G),GYG,1i(G?)]
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Mostraremos entdo que tal resultado € vdlido para i + 1. De fato,

VG = [V(6)Y,V(G)Y)]
— [GO(GDYe[GE (G-, WO (GWD)ye[GI—1) (GU=1D)e]]

Obs. 3.28 [G .Gl ][ G\ (G(’)) 1[G ()7[G(i—1)7(G(i—l))<P”
(G ) ][(G(’))“’, (G619, (G2, [V, (G
161, (G")9,61 ][[ =G99, (G619
(61, (G0, [60 Y, (G

I GG (6, (61,

como queriamos. 0

Como consequéncia direta do Teorema acima, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.33. Seja G um grupo soliivel de comprimento derivado l. Entdo V(G) é um

grupo soliivel de comprimento derivado no mdximo [+ 1.

Observacao 3.34. Com um argumento similar ao utilizado na Proposicdo 3.19 item
2., podemos mostrar que se N é um subgrupo normal de G e T: V(G) — V(G) é o
epimorfismo induzido pelo epimorfismo candnico ©: G — G, entdo Ker(T) N Y(G) =
[N,G®]-[G,N®], onde G denota o grupo quociente G/N.

Proposicao 3.35. Seja G = N x H um produto semidireto de seus subgrupos N <G e
H < G. Entdo

1. V(G)=(N,N®)[N,H®|[H,N®]- (H,H®);
2. V(H) = (H,H?).
Demonstracao.

1. Pela Proposicdo 3.19 temos que [N,H®] e [H,N®] sdo ambos subgru-
pos normais de v(G). Além disso, (N,N®)[N,H®][H,N®] é o nicleo de
n: V(G) — V(G/N)(Z V(H)).

Agora reescrevendo

V(G) = V(NH) "™ [NH,(NH)®] - NH - (NH)®.

Mas pela Observagdo 3.28, temos que

[NH,N?H®] < [N,N®|[N,H®|[H,N®][H,H?],
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donde temos que V(G) < [N,N®|[N,H®|[H,N®]|[H,H®]. A outra inclusio € trivial,
devido a defini¢do de V(G).

2. Note que (H,H“’>ﬁ = V(G/N) = V(H). Por outro lado, V(H) é levado (sobreje-
tivamente) em (H,H?). Consequentemente, Ker(n) N (H,H®) = {1} e, portanto,
(H,H®) = V(H).

Proposicao 3.36. Seja G = N x H o produto direto de seus subgrupos normais N e H.

Entdo
1.
V(G) = (N,N®)-[N,H?|-[H,N?|- (H,H?);
2.
V(N) = (N,N?)
V(H) = (H,H?);
3.
Y(G)=Y(N)xY(H) x [N,H®|[H,N?].
Demonstracao.

Os itens 1. e 2. sdo demonstrados de forma andloga ao feito na Proposi¢do anterior.
Faremos, portanto, apenas o item 3.

3. Como G = N x H é um produto direto e N e H sdo subgrupos normais, entdo G = NH
e NNH = {1}. Ora, mas entdo, dados n € N e h € H, temos que [n,h] € NNH, pois
N e H sdo subgrupos normais de G. Assim, [n,h] = 1, paratodosn € N e h € H.
Logo, [N,H] = 1.

Iremos mostrar agora que os subgrupos [N,H?|,[N,N®],[H,N®| e [H,H®] sao
mutuamente centralizados em Y(G), isto €, mostraremos que os subgrupos listados

anteriormente comutam entre si.
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Inicialmente, fixemos x € [N,H®|, digamos, x = [n,h®]. Dado
y € {[N,N®],[H,N®],[H,H®]}, digamos y = [g1, 3], temos

[xay] = [nah(pa[glvg;p]]
= [fl,l’l, [glagz]q)]
[n,h]=1 1.

Logo, [N,H®] comuta com os grupos [N,N®],[H,N?]|,[H,H?] (na ver-
dade, neste caso, é ainda mais, geral, [N,H®] comuta com [G,G®]). Se
x € [H,N?], com argumentos andlogos, verificamos que [x,y] = 1, desde que
y € {IN, N9, [N, H¥], [H, H]}.

Falta entdo verificarmos que os grupos [N,N?] e [H,H®] comutam. De fato, se

X = [h1,h(2p], ey= [nl,n(zp], com hy,hy € H e nj,ny € N, temos

[xay] = h17h(2pa[n17n(2p]]
hl,h(zp]fl [hlph(zp] [n1,n3]
hl,h(zp]_l [h1, h(zp] [n1,n2]

h B3] T ()]

Assim, obtemos:

Y(G)=Y(N x H) = [N xH,(N xH)?|

Obs. 3.28 ¢ Def. V(G) [N,N®] x [H,H®] x [N,H®|[H,N¥]

item2.
Y

~ Y(N) x Y(H) x [N,H®|[H,N°)-

Note que ndao escrevemos Y(G) como o produto direto dos grupos
Y(N),Y(H),[N,H®] e [H,N?], pois pode ocorrer de [N,H®] N [H,N® # 1. Por
exemplo, se N' # 1, entdo dados ny,n, € N e h € H, temos

Obs. 3.3 eLema 3.2 [ o ¢

[ny,no,h?] ny,ny,hj

= [[n1,n2]®,h],

isto ¢, [nl,nz,hq’] S [N,H(P € [nl,nz,h(p] € [N(P,H] = [H,N(p].
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Logo, [N,H®|N[H,N®| # 1.

Observacao 3.37. O resultado apresentado no item 3. acima é na verdade a Proposi¢do

11 de [3], onde é demonstrado que
(GXxH)®(GxH)=(GRG)Xx (GRH)x (HRG)x (HRH).

Proposicao 3.38. Suponha que H e K sdo grupos que agem trivialmente um sobre o outro
e por conjugacdo em si mesmos. Entdo o subgrupo [H,K®] de V(H x K) é isomorfo a

H®K, o qual é o produto tensorial usual, conforme a Observagdo 2.2.

Demonstracao.

E andloga a demonstracdo da Proposicdo 3.20, apenas substituindo G por H e
G® por K°.

Observacao 3.39. No caso em que A e B sdo grupo abelianos, obtemos a jd conhecida

decomposicdo do produto tensorial usual, isto é,
(AXxB)®z(AXxB)=Y(AXB)= (A®zA) X (ARQzB) X (BRzA) X (BRyzB).

Definicao 3.40. Sejam p um niimero primo e G um grupo finito de ordem ap”, onde a
é um p'—niimero (isto é, na decomposicdo de a em fatores primos, nenhum dos primos
pode ser o primo p), entdo um p—complemento (normal) de G é um subgrupo (normal)

de ordem a.

Corolario 3.41. Seja G = Py x --- X P, um grupo nilpotente finito, onde {Py,...,P,} é o
conjunto dos p-subgrupos de Sylow (distintos) de G. Entdo,

1. V(G)ZV(P)x - xV(P),
2. Y(G)=YX(Py) x - x Y(P,).

Demonstracao.
Seja p um nimero primo qualquer, tal que p divida a ordem do grupo G e sejam
P um p-subgrupo de Sylow de G e N um p-complemento normal em G. Assim, se x € G

ey € N, entdo [x,y] = 1, pois NNP = 1 e, portanto, [N,P] = 1. Assim, pelo Lema 3.5,
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item 2. temos que sendo x e y elementos de torcdo (a saber, x’ =1 e yIN'=1,) entdo a

ordem [x,y?] divide 0 médximo divisor comum entre as ordens de x e y.

Ora, mas a ordem de x é p e a ordem de y € |[N| ou um divisor da ordem de |N]|.
Em qualquer caso mdc(|x|,|y|) = 1 e, portanto, [x,y?] tem ordem 1, isto &, [x,y?] =1,
para todos x € P,y € N. Logo, [N,P?] = [P,N?] = 1.

Além disso, G = P x N e pela Proposi¢do 3.36 temos que
V(G) "= (N,N®)- [N, P?]- [N - (P.P?)
ou seja,
V(G)= Y (N)x V(P).

Agora, pelo item 3. da mesma Proposi¢ao, temos que
Y(G) =Y(N) x Y(P) x [N,P?][P,N?] = Y(N) x Y(P).

Os casos gerais seguem por indugdo em n > 2. De fato, temos:

1. Suponha que G = P x --- X P,. Se n =2, entdo V(G) = V(P) x V(P,), pelas
argumentagdes anteriores. Suponha agora que o resultado seja verdadeiro para

algumn >2.SejaG =P X --- P, XxP, 1, onde P; ¢ um p;—subgrupo de Sylow de G

H
e P; # Pj parai# j. Assim, por hipétese de inducdo, V(H) = V(Py) X --- x V(P,).
Agora, HNP,;1 =1e G=H X P,y1. Logo, pelo item 1. da Proposicao 3.36 que

V(G) = (H,H®)-[H,P} ] [Pus1,H® (Pir1,P) ;)
V(H) % V(Put1)
= ’V(Pl) Xoeee X ’V(P,H_l),

I

como queriamos.

2. Novamente supondo G = P X --- X P,, temos que se n =2, Y(G) = Y(P;) X
Y(P,). Suponha que o resultado seja verdadeiro para algum n > 2. Seja G =

Py x---P, xP,1. Por hipétese de inducdo, temos que Y(H) = Y(P;) x --- X Y(P,).

| v +1 P ¢ que Y(H) =T(P1) (Pn)
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Agora, HNP, 1 =1e G=H x P,. Logo, pelo item 3. da Proposicao 3.36 que

112

Y(G) Y(H) X Y(Pyi1) x [H,P?

n—l—l][PfH-l?H(p]

0 que conclui o colorério.

O

A partir de agora restringiremos nosso estudo aos p-grupos finitos. Antes apre-

sentamos o seguinte resultado, cuja demonstracao pode ser encontrada em Rotman [17].
Proposicao 3.42. Seja ®(G) o subgrupo de Frattini de um grupo finito G.

1. ®(G) é nilpotente;

2. Se G é um p—grupo finito, entdo ®(G) = G'G?, onde G = (gP|g € G);

3. Se G é um p-grupo finito, entdo G/®(G) é um espago vetorial sobre Z,,.

Lema 3.43. Sejam G um p-grupo finito e ¢ € Z(G) NG’ um elemento de ordem p. Se

(&)

®(G) denota o subgrupo de Frattini de G, entdo

G

.. 2
|V (G)| divide p 50

Demonstracao.

Pela Proposi¢do 3.22 item 1. temos que [c,g®] = 1 para todo g € G'. Por outro

lado, se x € G e usando o fato de ¢ € Z(G) temos pelo Lema 3.5 item 1. que
[C7 (xp)(P] = [C7X(P]p = [CP’X(P] =1

Assim [c,g®] = 1, para todo g € G” (como definido em 3.42). Segue-se que
[c,®(G)?] = 1, uma vez que P(G) PR3 GG,

Defina A: G — [c,G?] por g* = [c,g?]. Note que A é um epimorfismo, uma
vez que [c,G?] é central em V(G) (|G,c®] também é central em %/(G)). Além disso,
®(G) < Ker(\), pois dado u € ®(G) temos que u = g1(g”), onde g1 € G’ e g € G. Assim,
51(8")]" = lc.818”] = e, 8"]le g1 = 1.
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G
Sejan: G — U, o epimorfismo canénico, dado por g — g (c) . Tal epimorfismo
c

da origem a um outro epimorfismo, denotado por T definido como segue

Pela Proposicdo 3.19, temos que Ker(m) = {(c,c®) [c,G?] - [G,c?]. Além disso,
pelo Lema 3.2 item 6., temos [c,c®?] = 1, uma vez que ¢ € G'. Portanto, temos {(c¢,c?) =

(c) (c®), donde obtemos que o niicleo da aplica¢do T €

Ker(w) = (c) (c®) [c, G?][G, 7.

G
Seja @ um gerador de m Se ¢ é um comutador simples, digamos, ¢ = [x,y],
entdo temos
la,c®] = [a,[x,y]?]
= [[x7y](p’a]_1
= [*)%d!

Obsi3.3 [x,y(P a]il

Y

= [a )]

De modo geral, se ¢ for um produto de comutadores, digamos, ¢ =

[x1,v1][x2,¥2] - - - [xr, ¥/], entdo por inducéo é possivel mostrarmos que
la,c®) = [a, i, yf] -+ P, 9] (3-3)

De fato, suponha que para algum r a equacao (3-3) seja verdadeira, entdo

[a’([x17y1]"'[xr+1?yr+1])(p] = [a><[x1>yl]"'[xrvyr])q)[xr+l>yr+l]q>]
= [a, [xre1,vr01] e, (e, 1] - [, v0]) ) Per 1Y

L 32 -1 0
s [a’ [xr-i-l ,y:,p+1]][a, ([xl ,)71] to [xhyr])(p] s 1,5p51]

hip. de inducdo
= [, [, y7 41 1] [as e yf] -+ [ 07

= [Cl, [xhy(lp]“'[xr‘l»lay(rp-Q-l]]'

Analogamente, verificamos que [c,a®] = [[x1,)]--" [x,,y¢],a]. Uma vez que

](P
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c € Z(G)N G, segue das identidades apresentadas anteriormente que em [c, G?|[G, c?],

os elementos da forma [c, a®][a, c¢®] sdo todos triviais.

Por outro lado, se

3G ¢ gerado por {ay,...,a,}, podemos demonstrar por

inducdo sobre d que

e, (@) -+ af)?) = [e,af]" - [e.af],
[(a{l d)c‘P] lay,c®t - [ag,c®)

Para verificar tal fato, note que quando d = 1 (em ambos os casos) temos

exatamente 0 caso em que

B(G) possui um gerador.Para o caso geral, as contas sao
andlogas as j4 feitas até o momento e, portanto ndo serdo apresentados. Isto significa que

[c, G?][G, c?] é gerado por 2d elementos

[ar,¢?),...,[aq,c®),[c,al], ..., [c,al].
Mas uma vez que [a;,c®]c, (p] = 1, para todos i = 1,2,...,d, isso resulta que
¢, G][G,c®] = [c,G¥], que é gerado por [c,afl,...,[c,a)].

Assim, temos Ker(T) =< ¢ >< ¢® > [¢,G?[G,c®] =< ¢ >< ¢? > [¢,G?], ou
seja,
|Ker(m)| = | <> || <® > ||[e,G?]| = p*|[e. G].

Além disso, sendo A um epimorfismo, temos

G G
P o~
6= ) = B6)°
pois ®(G) < Ker(M). [c,G]| < | G donde temos
: = e
., G
‘Ker(fc)| <p —dD(G)‘

~ G
Por tltimo, T é um epimorfismo entre V(G) e V ( ) .

<c>
Logo, I‘(Zigf)) - W(<S>)' 9| = ‘Ker(%)|‘y(<f>>

|V(6)] SIDZ‘<I>(GG)H‘I/<<(C;>> ’

Pela Proposi¢do 3.18, sendo G um p-grupo finito, %/(G) também o é, e ainda,

, ou

seja




3.2 Os Resultados Principais 80

G
CIJ(G) e < ¢ > também sdo p-grupos, o que faz de “V <—< >) ‘ um p—grupo (pela
c

mesma Proposi¢do). Consequentemente 7/(G) é um p—grupo de ordem menor do que

ou igual a 2‘ G ‘ ‘ vV G ‘ (que é um p-ndmero - isto é, € uma poténcia de p)
donde segue o resultado. 0

Proposicao 3.44. Seja G um p—grupo finito de classe 2 (isto é, cuja classe de nilpoténcia
seja 2). Entdo |Y(G)| divide

G ®Z

Demonstracao.

G — ~ —
Denotemos o Por G. Consideremos o epimorfismo ©t: V(G) — V(G) induzido

pelo epimorfismo candnico T: G — G. Pela observagdo 3.21 temos Ker(T) N Y(G) =
[G',G?][G, (G")?]. Além disso, Y(G)® = Y(G). Uma vez que G é de classe 2, temos
v3(G) =1=[G,G'], isto é, G’ < Z(G). Agora pela Proposi¢do 3.22 item 1., temos que
[G',(G)?] < [Z(G),(G")®] = 1. Portanto, dado ¢ € G' e g =dh € G, com h € G’ temos
que

e, (dh)?] = [e,h?][c,d®)"" = [c,d?)"" = [, (d")?] = [¢,d").

Temos que [G',G?] < [Z(G),G®] = [€1(G),Y1(G®)], e portanto, pela Proposi¢do
3.22, segue que [G',G?] é central em G. Assim, temos que [G',G®] é uma imagem
homomérfica de G’ @, G, pela aplicacdo c ®d — [c,d?], onde ¢ € G’ e d = d™. Portanto,
16',G*)| divide |6’ 2G|

G
Suponha agora que G' = (ci,...,cm) € G = — = (d\,...,d,). Entdo [G',G?]

¢ gerado pelo conjunto {[c,,d h1<i<m, 1<j< n} Analogamente, [G,(G')?] é
gerado por {[d;,cf];1 <i<m, 1< j<n}.Comoc; € G'(=G'NZ(G)) e d € G, segue,
como visto na demonstra¢do do Lema anterior (3.43) que [c,,dq’] [d;,c?] = 1, para todos
i e j. Isto pos sua vez nos diz que [G',G?|[G,(G")®] = [G’,G?], e portanto, temos que
Ker(m)NY(G) = [G',G®]. Logo,

|Ker(T) NY(G)| = |[G',G?]|.

Y(G)

A ) t . ~N  ~~s
gora, note que Ker(®) N Y(G)

>~ Y (G). Assim, temos que

Y(G)| = [Ker(m)nY(G)|-[Y(G) | =[G, G- ¥ (G) |,
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donde segue o resultado. 0

Observacdo 3.45. Sejam a. e B inteiros positivos. Sabemos que min{a,B} < o-B. No
Coroldrio abaixo, usaremos o seguinte resultado: sejam O.,...0,B1,...,B;, inteiros

positivos, entdo
k l k )
min{Y o, Y B} < | You || XB;| =Y ou-By

Corolario 3.46. Seja G um p-grupo de classe menor do que ou igual a 2, com |G| = p" e
|G'| = p™. Entéo |Y(G)| divide prin=m),

Demonstracao.

Para concluir este Corolario iremos mostrar que

‘G’ @Zg divide ~ p"(—m) (3-4)
c
G
‘Y (5)‘ divide ~ pmm’. (3-5)

De fato, como as duas demonstracdes sdo andlogas, faremos apenas a

demonstracdo da equacgdo (3-4).

Sendo G de classe menor do que ou igual a 2, temos que G' C Z(G), ou seja, G/

é abeliano. Além disso, G/G' é também abeliano. Assim, podemos supor que

Gng[)“l XZP(XQ Xoees XZP(Xk

e,
G o
a :Zpﬁl XZpﬁz Xoeee XZpBl'
Logo,
/ G ~
G ®Z5 o (Zpal XZPOQ X-"XZpo‘k)@Z (Zpﬁl XZpﬁz X"'XZPBI)

Obs. 3.39
e (Zpocl XKz Zpﬁl) X (Zpocl XKz Zpgz) X e X (Zpocl K7z ZPBI) X

(Zpoo @z Ly ) X (Lipsa RpLfy) X -+ X (Lipy L ;) X
>< “e ><

(Zpu @z.Z p, ) X (Lo @z L) X -+ X (Lo @z, L gy )-
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Assim, temos m="*_ o, en—m= 3:1 B ;. Primeiramente, conforme a Observagio
2.6 temos que cada parcela Z o ®z Zpgj pode ser reescrita como Zg, ; onde d; ; denota
‘o . o , . ~ B
0 maximo divisor comum entre p*™ e pBJ. Assim, 7,4 Qg Zp[}j = Zpr,-,j, onde r;; =
min{(xi, [3 j}-
Portanto, temos

Y i)

G -
G/®Z HZ "y = ’G ®Z _p”/

G/

Como ry; 1, = min{oy, B}, segue da Observagdo 3.45 que Zr{, < Z(x, Z B

i,J i
Consequentemente, obtemos que

Z%"ZBJ (1)

G
‘G/®Z_ _pl Y =p >

G/

isto é, m(n=m) como queriamos.

divide p(”_m)2 basta observarmos que

G
Agora para verificarmos que ’T <5) ,

G G (G\"1_G _ G 3 R
Y )= [5’ o ]—5@)2 o ° entdo procedermos como foi feito acima.

Para concluirmos o resultado, usamos a Proposi¢do anterior (3.44) onde obtemos

que |Y(G)| divide ’G’@

(G’) ‘ = prmln=m) p(n=m)* — pn(n=m) como querfamos.
O

Teorema 3.47. Seja G um p—grupo com |G| = p" e |G'| = p™. Entdo |V(G)| divide
pn2+2n—nm.

Demonstracao.

Pelo Lema 3.24, sabemos que ¥(G) = (Y(G) x G) x G®. Assim, Y(G)NG={1}
e (Y(G) xG)NG® = 1. Logo,

Y(G) %G| |G®
R e e R
_ [x9)-||
~|Y(G)Nng °
= [r(6)]|a]-|6°
= [Y(@)] 6]
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Portanto, tudo o que precisamos fazer é determinarmos |Y(G)|. Analisaremos
entdo dois casos: 0 primeiro, trata dos grupos nilpotentes de classe menor do que ou igual

a 2. O segundo, abrange as demais classes de nilpoténcia para G.

Seja G nilpotente de classe menor do que ou igual a 2. Entdo, utilizando o
Corolario 3.46, vemos que |Y(G)| divide p""~™). Logo, |¥(G)| = [Y(G)| - |G|* divide

pn(n—m) .p2n =p

2 on )
n2n=nm - como querfamos.

Suponha agora, que G € um grupo nilpotente de classe maior do que ou igual a
3. Seja ¢ € y3(G) N Z(G) um elemento de ordem p.

Nossos argumentos se dardo por indugéo sobre |G| = p".

O resultado ¢ trivial paran = 1, isto é, se |G| = p, entdo G € abeliano e, portanto

nilpotente de classe 1.

Suponha que o resultado seja valido para n— 1, isto &, se |G| = p* ! e |G'| = p™
entao |Y(G)| divide p("*l)(n*Ier).

Uma vez que

G

S (@)

V(%) | divide plr 1 +20-D=(n-Din-l)
C

~

temos, por hipétese de inducdo que,

p(n— 1)(n—m)_

G G
Sendo, Y (—) um subgrupo de V (—) , segue que
() ()

’T(%)‘ divide ~ p=Dl=m),

Por outro lado,

= p"~". Agora, pelos mesmos argumentos

G
(G)

G .. |G
) (G)‘ divide )a

utilizados na demonstragio da Proposi¢ao 3.44, vemos que | [c, G?] ] divide ’ ‘ e, por

fim que

)

T(G)| =|r (%) RiXey
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1sto é,

Y(G)’ divide ‘T (%) ‘ L = p(n—l)(n—m)pn—m _ pn(n—m)'

Da expressio, | V(G)| = |Y(G)|-|G|?, obtemos que |¥(G)| divide p™*~") p?" =

2 _ ,
P como queriamos. 0

Observacao 3.48. Lembremos que dado p, primo, um p-grupo abeliano elementar é um
grupo finito G isomorfo a Ly, X Ly X -+ X L. Além disso, como pode ser observado no
Capitulo 2 de Rotman [17], temos que todo grupo abeliano G de expoente primo p é

abeliano elementar e, ainda, que G é um espago vetorial sobre Z,,.

Corolario 3.49. Sejam |G| = p", |G'| = p™ e d = d(G) o niimero minimo de geradores

de G. Entdo

P’ <|GR G| < prm),
Demonstracao.

Considere N = ®(G) na Proposi¢io 3.19 ¢

7 rV(GHrV(%)

Pela Observacao 3.21, temos que
Ker(m) NY(G) = [@(G),G%[G,2(G)],

mas a restri¢do de T a Y(G) nos dd

i (o) |

G
Mas, pela Proposicao 3.42, @ ¢ abeliano elementar de ordem p? e

i (o) |

€ precisamente o produto tensorial usual

T(G)| = |r (%) =

G G
o(G) "L B(G)
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G )
Como ——— € abeliano elementar de ordem pd , obtemos que,

®(G)
G _ d
wzsz XZPZEZP’
donde segue que:
G G d d
Kz = Ly @7, | | Z
®(G) " P(G) [zl
Obs. 3.39
= (Zp @z Lp) X - X (Lp Qg Lp) X -+ X (Lp @7, ZLp)
Obs. 2.6 d
=S H Z,
ij=1
= Loy X Lopy X Lapy -
—_——
d? vezes
G
Logo, ) &7z B(G) possui ordem pdz.

Por outro lado, o Teorema 3.47 nos d4 a seguinte cota superior

| {V(G) | pn2+2nfnm 2
T(G)| = o < i e

n(n—m)

P .

Assim, temos
2 n\n—m
p* <G < prm,

e como G® G = Y(G), o resultado segue.



CAPiTULO 4

O sistema GAP e alguns exemplos envolvendo o
grupo V' (G)

Este Capitulo baseia-se no Tutorial do GAP (“GAP - A Tutorial”) [20] e no
Manual de Referéncia do GAP (“GAP - Reference Manual ) [19]. Nele apresentaremos
alguns dos algoritmos utilizados na verificagdo dos resultados apresentados no Capitulo

3 para o grupo V(G), para alguns grupos em particular.

4.1 O Sistema GAP

O GAP (Groups, Algorithms and Programming) comecou como um sistema
computacional para lidar com grupos, mas tem sido estendido em vdrias outras dire¢des.
Basta olhar para o indice do manual e para o grande niimero de pacotes (share-packages)

que tém surgido, para percebemos isso.

O GAP tem sido utilizado na realizacdo de muitos trabalhos de investigagcao
como o atesta a grande quantidade de citagdes em artigos cientificos (ver http://www.gap-
system.org/Doc/Bib/bib.html).

Tem também sido usado no ensino, especialmente para tratar da Teoria de
Grupos. Além disso, o GAP é um pacote de software livre, aberto e extensivel para o
calculo na dlgebra abstrata discreta. Os termos livres e abertos descrevem as condigdes
sob as quais o sistema ¢é distribuido - em suma, € gratuito. O sistema é “extensivel”, no
sentido que podemos escrever nossos proprios programas na linguagem GAP e utiliza-los
do mesmo modo como os programas que fazem parte do sistema a “biblioteca” (the

“library”).

O desenvolvimento do GAP comecou no Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH-

Aachen - RFA, sob a lideranca do professor Joaquim Neubiiser em 1985. A versao 2.4 foi
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lancada em 1988 e a versdo 3.1 em 1992. Em 1997, a coordena¢do do desenvolvimento
GAP foi transferida para St. Andrews. Um redesenho completo interno e a quase reescrita
completa do sistema foi concluida nos anos seguintes, e a versao 4.1 foi langada em julho
de 1999. Por fim, um sinal de uma maior internacionalizacdo do projeto € a versiao 4.4
(a mais recente até o0 momento), que foi coordenada pela Colorado State University, Fort
Collins.

Mais informagdes sobre a motivacdo e desenvolvimento do GAP podem ser
encontradas em http://www.gap-system.org, numa se¢do intitulada ‘“Release history and

Prefaces” (algo como, “Histérico de lancamentos e prefacio™).

A seguir apresentamos alguns dos algoritmos, das rotinas e das fungdes que
foram utilizadas para a elaboracdo de nossos exemplos. Antes observamos que o GAP,
também pode funcionar como uma calculadora, efetuando as operacdes elementares
como soma, subtracdo e multiplicagdo de nimeros, entre outros, entretanto este ndo é o
objetivo de nosso estudo. Assim nos concentramos apenas nos resultados envolvidos em
nosso estudo, referente a Teoria de Grupos. Entretanto, alguns conceitos, como o produto

cartesiano e a utilizagcdo de listas também serdo citados.

4.2 Listas

As Listas sdo as formas mais importantes para se tratar objetos.

Uma lista organiza objetos em uma certa ordem. Em particular, os conjuntos e

também os grupos, no GAP, sdo representados por listas.

Uma lista pode ser descrita por anotar os elementos em ordem entre colchetes,
], e separando-os com uma virgula. Uma lista vazia, ou seja, uma lista sem elementos,

[
é escrita como [ |. Por exemplo,

gap> 1l:= [ 1, 2, 3 ]; # uma lista com trés elementos
(1, 2, 3 1.

Além disso, podemos usar o comando list[pos.] o qual retorna o elemento cuja

posicdo é “pos’na lista list. Por exemplo,

gap> 1[1]; 1[3];
1
3
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Podemos ainda, adicionar um elemento a uma lista. Para tanto, basta utilizarmos
o comando “Add”. Por exemplo, na lista acima, se quisermos adicionar o nimero 4, basta

digitarmos na tela de comandos do gap :

gap> Add(l, 4); # adicionar a lista 1 o elemento 4
gap> 1;
[ 1, 2, 3, 4]

O comando “Lenght(/) ” retorna o comprimento da lista /. Assim:

gap> Lenght (1); # o comprimento da lista 1
4

Estritamente listas ordenadas sdo usadas para representar conjuntos no GAP.
Mais precisamente, uma lista estritamente ordenada € chamado de conjunto préprio. O

7z

comando “AddSet” € usado para acrescentar um elemento a um conjunto.

Utilizamos também o comando “Concatenation”. Esse comando serve para

concatenar (unir) listas (ou conjuntos, etc). Por exemplo,

gap> 1:=[1,2,3,4];

[1,2,3,4]

gap> 11:=[5,6,7];

[5,6,7]

gap> Concatenation(l,11); # concatenacdo das listas 1 e 11
[1,2,3,4,5,6,7]

Entre os comandos utilizados, estd o “Cartesian(/ist1,list2,---)”, que retorna o

Produto Cartesiano dos elementos das listas (ou conjuntos) na ordem dada. Por exemplo,

gap> Cartesian( [1,2], [3,4], [5,6] ); # produto cartesiano entre os
conjuntos [1,2], [3,4] e [5,6]

4.3 Aplicacoes

Uma “aplica¢dao” (mapping) no GAP, € o que usualmente chamamos de “fun¢do”
(nos termos matematicos). O GAP também implementa aplicacdes generalizadas, na qual
um elemento pode ter varias imagens, estas podem ser imaginadas como subconjuntos do

produto cartesiano e sdo frequentemente chamados de “relacoes”.
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Uma aplicac@o F, no GAP, € descrita por sua origem (dominio) S, seu conjunto
de chegada (contradominio) R, € um subconjunto do produto direto S x R, denotado por
Rel, que descreve a relagcdo F entre S e R.

Paracada s € S, o conjunto {r € R|(s,r) € Rel } é denominado o conjunto imagem
(ou Images) de s. Analogamente, dado r € R, o conjunto {s € S|(s,r) € Rel} é chamado
o conjunto pré-imagem (ou Preimages) de r.

Entre as mais variadas aplicacdes destacamos:

e ZeroMapping(S,R), que retorna a aplicagdo f, tal que s/ = Og, para todo s € S;
e IdentityMapping(S), que retorna a aplicag@o identidade de S;

e Embedding(S X R, i), que é uma aplicacdo tal que, se i = 1, entdo para (s,r) € S X R,
retorna s, e se i = 2, retorna r. Ela pode ser estendida a um ndmero finito de con-

juntos (e Consequentemente de indices i).

Além disso, existe uma outra variante, Embedding(S,R) , que digamos,

“mergulha”o conjunto S no conjunto R.

Abordaremos agora sobre as imagens de uma aplicacdo.

e ImagesSource(map): é o conjunto imagem da aplicagdo “map”;

e ImagesRepresentative(map,elm): se “elm” € um elemento do dominio (origem) da
aplicacdo “map”, entdo ImagesRepresentative retorna um representante do conjunto

imagem de “elm”. Se “elm” no tiver imagens, o resultado € falho;

e ImagesElm(map,elm): se “elm” é um elemento do dominio da aplicagdo “map”,
entdo ImagesElm retorna o conjunto de todas as imagens de “elm”, pela aplicacao

G‘map’,;

e ImagesSet(map,elm): se “elm” é um subconjunto do dominio do dominio da
aplicacao “map”, entdo ImagesSet retorna o conjunto de todas as imagens de “elm”,
pela aplicacdo “map”;

e Image(map): é a imagem da aplicacido “map”, ou seja, € o subconjunto do con-
tradominio da aplica¢do, que sdo de fato valores da aplicacdo “map”. Note que,
neste caso, o argumento pode também ser com valores multiplos;

e Images(map): é a imagem da aplicacdo “map”, ou seja, é o subconjunto do

contradominio da aplicacdo, que sdo de fato valores da aplica¢do “map”.
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4.4 Grupos e Homomorfismos de Grupos

A seguir veremos como criar alguns grupos e como operar com eles (a operagao

nao depende da representagdo utilizada).

Os grupos no sistema GAP sdo descritos multiplicativamente. Os elementos de
um grupo a ser gerado devem permitir a multiplicag@o entre eles e também a inversdo dos

mesmos.

Quando os grupos sdo criados a partir dos geradores, isto significa que os
geradores devem ser elementos que podem ser multiplicado e invertidos. Group(gen, .. .),

€ o grupo criado pelos argumentos gen, .. .. Por exemplo,

gap> g:=Group((1,2,3,4),(1,2)); # grupo gerado por
(1,2,3,4) e (1,2)

Group([ (1,2,3,4), (1,2) ])

Além disso, utilizamos os seguintes comandos:

e GroupWithGenerators(gens), retorna o grupo G gerado pela lista gens.

e GeneratorsOfGroup(G), retorna a lista dos geradores do grupo G.

Por exemplo,

gap> g:=GroupWithGenerators([(1,2,3,4),(1,2)]); # grupo com geradores
(1,2,3,4) e (1,2)

Group([ (1,2,3,4), (1,2) 1)

gap> GeneratorsOfGroup(g); # geradores do grupo g

[ (1,2,3,4), (1,2) ]

Os subgrupos desempenham papel importante em nosso estudo. Para criarmos o
subgrupo de um grupo G, gerado por gens, usamos o comando Subgroup(G, gens). Por

exemplo,

gap> u:=Subgroup(qg, [(1,2,3),(1,2)]); # subgrupo de g gerado por (1,2,3) e (1,2)
Group ([ (1,2,3), (1,2) 1)

Os seguintes comandos, sdo utilizados para determinar o indice de um subgrupo

no grupo e a normalidade.

e Index(G,U), determina o indice do subgrupo U em relagdo ao grupo G;
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e IsNormal(G,U), verifica se o subgrupo U é normal em G. Se for normal, retorna

“true”, caso contrario, retorna “false”.

e StructureDescription(G). Esse método, exibe uma estrutura (“mais familiar”), cuja

z

idéia é retornar uma seqiiéncia possivelmente curta que dd algumas dicas da

estrutura do grupo considerado e pode ser calculado razoavelmente rapido.
Assim, seguindo com 0 nosso exemplo, temos

gap> Index(g,u);

4

gap> IsNormal (g,u);

false

gap> StrucutreDescription(qg);
mggn

Podemos extrair algumas informag¢des muito importantes de modo rapido, com o
auxilio do GAP. Com a ajuda dele, podemos calcular o centro de um grupo G, o subgrupo
comutador de G, entre outros. Listamos alguns destes comandos. Maiores detalhes sdo

encontrados no Capitulo 37 de [19].

e Size(G), retorna a ordem do grupo G;
e Centre(G), retorna o centro do grupo G;

e CommutatorSubgroup(G, H), retorna o subgrupo comutador entre os grupos G e
H,isto é, [G,H|;

e DerivedSubgroup(G), retorna o subgrupo derivado G’ do grupo G;

e FrattiniSubgroup(G), retorna o subgrupo de Frattini ®(G) do grupo G;

e SylowSubgroup(G, p), retorna um p-subgrupo de Sylow do grupo G;

e FactorGroup(G,N), retorna o grupo quociente G/N, desde que N seja normal em
G;

e CommutatorFactorGroup(G), retorna o grupo quociente G/G’.

4.4.1 Propriedades dos Grupos

Algumas propriedades, como finitude, nilpoténcia ou solubilidade sdo respondi-

das pelo sistema GAP, de forma eficiente.

e IsFinite(G), retorna “true” se o grupo G for finito ou “false” caso contrario;

e IsCyclic(G), retorna “true” se o grupo G for ciclico ou “false” caso contrério;
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e IsElementaryAbelian(G), retorna “true” se o grupo G for abeliano elementar ou

“false” caso contrario;
e IsNilpotentGroup(G), retorna se o grupo G € ou ndo nilpotente;
e NilpotencyClassOfGroup(G), retorna a classe de nilpoténcia do grupo G;

e IsPerfectGroup(G), retorna se o grupo G é ou ndo perfeito (um grupo G é dito

perfeito, quando G = G).
e IsSolvableGroup(G), retorna se o grupo G é ou néo solivel;
e DerivedLength(G), retorna o comprimento derivado do grupo solivel G;
e IsSimpleGroup(G), retorna se o grupo G é ou ndo simples;

e IsFinitelyGeneratedGroup(G), retorna se o grupo G ¢ finitamente gerado ou néo.

4.4.2 Homomorfismos de Grupos

Um homomorfismo de grupos € uma aplicagdo de um grupo em outro, que
respeite as operagdes do grupo (multiplicagdo e inversdo). Os homomorfismos sao
implementados como casos especiais de aplica¢des, assim, em particular, para os homo-

morfismos, valem todas as operagdes das aplicacoes.

Os isomorfismos entre dois grupos, G e H, em geral, sdo utilizados, para trans-
ferir os cdlculos efetuados no grupo G para o grupo H (isomorfo a G), que possua uma

outra apresentacao, e torne as contas mais rapidas (mediante os algoritmos disponiveis).

A forma mais importante de se criar homomorfismos de grupos, é dar imagens
para um conjunto de geradores do grupo, e estende-los ao grupo por eles gerado, mediante

a propriedade de homomorfismos de grupos.

e GroupHomomorphismBylmages(G, H, gens,imgs): retorna o homomorfismo de
grupos entre G e H, que é dado pela aplicacdo definida na lista “gens” de geradores
de G na lista “imgs” de suas imagens em H.

Se “gens” ndo gera G ou se a aplicagdo nos geradores ndo se estende a um homo-

morfismo, entdo “fail” € retornado.

e GroupHomomorphismByImagesNC(G, H, gensG,gensH): cria um homomorfismo
assim como em GroupHomomorphismBylImages, contudo ndo testa se “gens” gera

o group e se a aplicacdo de fato se estende a um homomorfismo.

Por exemplo, vamos criar um homomorfismo entre os grupos S4 e S3
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gap> gens:=[(1,2,3,4),(1,2)];
[ (1,2,3,4), (1,2) ]

gap> g:=Group (gens);
Group ([ (1,2,3,4), (1,2) 1)

gap> h:=Group((1,2,3),(1,2));
Group([ (1,2,3), (1,2) 1)

gap> hom:=GroupHomomorphismByImages (g, h,gens, [(1,2),(1,3)]1);
[ (1,2,3,4), (L,2) 1 > [ (1,2), (1,3) ]

gap> Image (hom, (1,4));
(2,3)

4.5 Grupos Livres

4.5.1 Categorias de Palavras Associadas

Palavras associadas sdo usadas para representar elementos em grupos livres,
semigrupos e mondides no GAP. Uma palavra associada é apenas uma sequéncia de letras,
onde cada letra € um elemento de um alfabeto (posteriormente chamada de gerador) ou

Seus Inversos.

4.6 Grupos Finitamente Apresentados

Um Grupo Finitamente Apresentado (de forma abreviada um FpGroup) é
um grupo gerado por um conjunto finito de geradores abstratos sujeitos a um conjunto
finito de relacoes que geradores devem satisfazer. Todo grupo finito pode ser representado

como um grupo finitamente apresentado.

Grupos finitamente apresentados sdo obtidos pelo grupo fator entre um grupo
livre e um conjunto de relagdes. Assim, para criarmos um grupo finitamente apresentado,
precisamos primeiramente criar um grupo livre; em seguida, construimos uma lista de
relagdes, como palavras nos geradores do grupo livre e, por fim, criamos o grupo fator

entre o grupo livre e as relagdes, obtendo assim, o grupo finitamente apresentado. Por



4.6 Grupos Finitamente Apresentados 94

exemplo, para criarmos o grupo
<a,b‘a2,b3, (ab)5> ,

utilizamos os seguintes comandos:

gap> f:= FreeGroup("a", "b");

<free group on the generators [a,b]>
gap> rels:=[f.1"2, £.2"3, (f£.1*£.2)"5];
[a”2, b3, a*b*a*b*a*b*a*b*a*b]

gap> g:= f/rels;

<fp group on the generators [a,b]>

O comando IsSubgroupFpGroup(H), retorna “true” se H for um grupo finita-
mente apresentado ou um subgrupo de um grupo finitamente apresentado. Além disso,
podemos também utilizar o comando IsFpGroup(G), que é um sindénimo do comando

anterior (e portanto, retorna “true” se o grupo G for finitamente apresentado).

4.6.1 Criando Grupos Finitamente Apresentados

e F/rels, cria o grupo finitamente apresentado dado pela apresentagdo (gens|rels) ,
onde gens sdo os geradores do grupo livre F'. Note que as relacdes sdo vistas como

palavras nos geradores dos grupos livres. Por exemplo,

gap> f:= FreeGroup(3);

<free group on the generators [f.1, f.2, £.3]>

gap> rels:=[ f.1%4, f£.273, £.3%5, f.1*f.2*f.3 ];

[ £.1*£.1x£.1%£.1, £.2*£.2*£.2, £.3*£.3*£.3*£.3*£.3, £.1*£.2*£.3 ]
gap> g:= f/rels;

<fp group on the generators [ f1, f2, £3 ]>

e FactorGroupFpGroupByRels(G,elts), cria o grupo quociente G/N, do grupo G,
pelo fecho normal de elts, denotado por N, onde em elts espera-se que seja uma lista

de elementos de G. Por exemplo, vamos criar o grupo Z, X Z,, cuja apresentacao ¢é
dada por (a,b|a*,b*,[a,b]):

gap> f:= FreeGroup(2);

<free group on the generators [f.1l, f.2]>
gap> rels:=[f.1"2, £.2%2, Comm(f.1,£.2)1];
[(f.1*f.1, £.2*f.2, £.1"-1*f.2"-1*f.1*f.2]
gap> g:=FactorGroupFpGroupByRels (f, rels);
<fp group on the generators [f.1,f.2]>
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gap> StrucutreDescription(qg);
"c2 X c2"

4.6.2 Convertendo Grupos para Grupos Finitamente Apresentados

Aqui veremos uma forma rapida de “transformarmos” um grupo dado num grupo
finitamente apresentado, Para tanto usamos o comando:
IsomorphismFpGroup(G), que retorna um isomorfismo entre o grupo G e um grupo
finitamente apresentado isomorfo a G. Esta func¢do primeiramente escolhe um conjunto
de geradores do grupo G e entdo computa a apresentacdo em termos desses geradores.

Por exemplo:

gap> g := Group( (2,3,4,5), (1,2,5) );;

gap> iso := IsomorphismFpGroup( g ); # isomorfismo entre o grupo g

e um grupo finitamente apresentado isomorfo a g

[ (2,5,4,3), (1,2,3,4,5), (1,3,2,4,5) 1 -> [ F1, F2, F3 ]

gap> fp := Image( iso ); # retorna o grupo finitamente apresentado
isomorfo a g

<fp group of size 120 on the generators [ F1l, F2, F3 1>

gap> RelatorsOfFpGroup( fp ); # retorna as relagbes do grupo fp

[ F1A2*F272*%F3*F27-1, F2/-1*F1"-1*F2*F1*F2"-2%F3, F3"-1*F1"-1*F3*F1*F3*-1,
F275*F37=5, F2"5*F3"-1*F2"-1*F3"-1*F2"-1, F2"-2*F3"2*F2"-2*F3"2 ]

4.7 Produto de Grupos

Descrevemos agora alguns dos possiveis produtos de grupos que o GAP nos

permite calcular.

4.7.1 Produto Direto

O produto direto de grupos € o produto cartesiano dos grupos (considerados
como conjuntos de elementos) com a multiplicacdo componente a componente. Usamos o
comando: DirectProduct(G,H) que retorna o produto direto G x H. Este comando, pode

ser estendido a um numero finito de grupos. Por exemplo,

gap> g:=Group((1,2,3),(1,2));;

gap> d:=DirectProduct(g,qg,g); # retorna o produto direto g x g x g
Group([ (1,2,3), (1,2), (4,5,6), (4,5, (7,8,9), (7,8) 1)

gap> Size(d);

216
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4.7.2 Produto Semidireto

O produto semidireto de um grupo N com um grupo G, agindo sobre N, via um
homomorfismo o de G em Aut(N) é o produto cartesiano G X N com a multiplicagdo

definida por
(8:n)(h,m) = (gh,n""m).

Para construirmos o produto semidireto no GAP, usamo o comando
SemidirectProduct(G,alpha,N), que retorna o produto semidireto de N com G, via
0 homomorfismo alpha de G em Aut(N).

4.7.3 Produto Livre

Sejam G e H com apresentagdes (X|R) e (Y|S), respectivamente. Entdo o
produto livre G« H é o grupo com apresentagdo (X UY|RUS). Esta construgdo pode
ser generalizada a um nimero arbitrario de grupos. Para construirmo o produto livre entre
G e H, usamos o comando: FreeProduct(G,H), que retorna o produto livre G x H. Por

exemplo,

gap> g := DihedralGroup(8);;

gap> h := CyclicGroup(5);;
gap> fp := FreeProduct(g,h,h);
<fp group on the generators [ f1, f2, f3, f4, f5 ]>

4.8 Alguns Exemplos para o Grupo 7(G)

No Apéndice B apresentamos um algoritmo, o qual utilizamos para calcular o
grupo V(G) e o grupo Y(G). Para implementar tal algoritmo, basta alterarmos o grupo
G em questdo, onde obtemos as informagdes desejadas sobre os grupos V(G) e Y(G),
respectivamente.

A seguir apresentamos um exemplo, onde calculamos, via GAP, os grupos V(G)

e Y(G) com G variando em certos grupos.

Exemplo 4.1. (a.) Comecemos com os grupos Diedrais
Dy, = <avb’an =1= bz’ab = a71>7

com n variando entre 2 e 8. Na tabela abaixo, os simbolos |G

, cl(G) e dI(G),
representam, respectivamente, a ordem, a classe de nilpoténcia e o comprimento
derivado do grupo em questdo. Note que os Coroldrios 3.30 e 3.33 sdo satisfeitos,

pois garantem, que se G ¢é nilpotente de classe ¢ (ou solivel, de comprimento
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derivado 1) entdo V(G) ¢ nilpotente de classe no mdximo ¢+ 1 (ou solivel, de

comprimento derivado no mdximo [+ 1).

n| G |c(G) /| |V@G)]|cl(V(G)) / Y(G) Y(G)|
dl(G) dl(V(G))
2| Dy | 1/ 256 | 2/- ToxToxToxLy | 16
3| Dg | -2 216 | -2 Zg 6
4| Dg | 2/ 2.048 | 3/- Ty X To X Ty x Ly | 32
5| Dy | -2 1.000 | -/2 Z1o 10
6| D | -2 6.912 | -/2 L X Ty X Lo X Ly | 48
7| Dy | -2 2.744 | -2 714 14
8| Dy | 3/ 16.384 | 4/- Zg X T xTox Ly | 64

Lembremos que o Coroldrio 3.49 afirma que se |G| = p" e |G'| = p™, entdo temos
pd2 <|GeG| < p""=m)_Na tabela abaixo, verificamos (via GAP) que tal resultado

é vdlido para os 2-grupos finitos (2 gerados) Dy, comn =2,4 e 8:

G |6l ¢ ||6]|p" [IGog] | prtm
Dy |22 1|20 16 16 16
Dg | 22| Z,| 2! | 16 32 64
Dig| 2% | Z4| 2% | 16 64 256

(b.) Observe agora, que os 2-grupos listados abaixo, também satisfazem os Coroldrios

3.30 e 3.49
G | |G| | cl(G) V(G) c(V(G)) | |Y(G)] | Y(G) | [Y(G)]
Zy| 2 1 Dg 2 8 Zy 2
Z4 4 1 (Zg X Zz) X Z4 2 64 Z4 4
Zg | 8 1 - 2 512 Zg 8

(c.) Note também, que os 3-grupos listados abaixo, também satisfazem os Coroldrios

3.30 ¢ 3.49
G | |G| | cl(G) V(G) c(V(G)) | |V(G)| | Y(G) | [Y(G)]
Zg 3 1 (Z3 X Zg) X Z3 2 27 Z3 3
Zo | 9 1 - 2 729 Zo 9

Antes de apresentarmos o proximo exemplo, observaremos mais uma vez que o
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Coroldrio 3.49 é satisfeito para os grupos listados nos exemplos (b.) e (c.)

G |G| |6 d=dG) | p|p" |IGag| | p™
Zy | 20 | 20 1 2] 2 2 2
Zs | 3' || 30 1 3] 3 3 3
Zy | 2% | 29 1 2] 2 4 4
Zg | 23 || 29 1 2| 2 8 512
Zo | 32 || 20 1 3] 3 9 81

Note, também que no Apéndice A, apresentamos um Teorema (Teorema A.8) o qual
a cota superior para |G ® G| é melhorada - a saber ela ndo pode superar pe
onde |G| = p" e d é o niimero minimo de geradores de G. Com rdpidos cdlculos,
verificamos que esse melhoramento é bom, no sentido de que, para os grupos na
tabela acima, a ordem de |G ® G| coincide com a cota estipulada neste Teorema, e

sdo de fato bem menores do que o limitante p""—™).

(d.) Também consideraremos os grupos dos quatérnios generalizados

On = <x,y\xzm_l =1=y lxyx, y* = xzm_2> ,

param =3 e m = 4. Note que a ordem de Q,, é 2™.

m| G | cl(G) | |V(G)| | cl(V(G)) Y(G) IY(G)|
3 Q3 2 4.096 3 Z4 X Z4 X Zz X Zz 64
4104 3 16.384 4 Zs X To X ToxTo | 64

Além disso, observe na tabela abaixo que, para m = 3, e 4, temos 2-grupos, onde
novamente podemos verificar que as cotas estipuladas no Coroldrio 3.49 sdo de

fato satisfeitas.

2 —m
03 23 Zs 2! 16 64 64
o) 24 Za 22 16 64 256
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(e.) Vejamos como se comportam os grupos V(G) e Y(G), para os seguintes casos:

G |G| | c(G) | |V(G)] | cl(V(G)) | Y(G) | [Y(G)] | el(X(G))
Zs 50 1 125 2 Zs 5 1
T X 7 1 216 2 Ze 6 1
74 7| 1 343 2 74 7 1
ToxTs | 10| 1 1.000 2 Ziw | 10 1
Zu | 11| 1 1.331 2 71 11 1
Zin |12 1 1.728 2 Zin | 12 1
Zis | 13| 1 | 2.197 2 Zis | 13 1
ToxZq | 14| 1 | 2.744 2 Zia | 14 1

(f.) Encerramos observando como se comportam V(G) e Y(G) para o grupo As.

G

|Gl

di(G)

|V (G)] | di(V(G))

1(G)

Y(6)]

cl(Y(G))

Ay

12

2

3.456 3

Z3 x Q3

24

2

Note que nesta caso, mesmo o grupo G sendo “apenas” solivel, temos Y(G)

nilpotente.



APENDICE A

Atualizacoes e Melhoramentos de Cotas

O intuito deste apéndice € o de apresentar algumas atualizacdes sobre o
Quadrado Tensorial Nao-Abeliano de um Grupo, bem como o melhoramento de al-

gumas das cotas, apresentadas para o quadrado tensorial ndo-abeliano de um grupo.

O primeiro resultado, apresentado por Rocco [16], exibe uma outra apresentacao

para o grupo V(G), quando G é um grupo soluvel finito.

Lembremos que um grupo finito e solivel G # {1} possui uma série subnormal
G=Go>G| > -->G,={1},onde G;<G;_; e Gi_1/G; éciclicode ordem r;, 1 <i<n.

Isto significa que G;—1 = {(aj,...,an) € a;' € Gi = (i1, ..,an).
Definicdo A.1. A sequéncia (ay,...,ay) € dita um AG-sistema de geradores de G, com
as seguintes relacoes definidoras

ri / , .
a;' =wii(aiy1,...,an), 1 <i<n;

0
a.’

/ . .
i =wiilajin,.an), 1< j<i<n,

que sdo denominados, respectivamente, relacoes de poténcia e relacoes de conjugacdo.

Para nossos propdsitos, vamos reescrever as relacdes de poténcia e as relagdes de
conjugacao, pela cole¢do de geradores, em ordem decrescente da esquerda para a direita,

de modo que para um dado AG-sistema as relagdes sejam

i

_ a; wiilair1,...,a,), 1 <i<n;
G—relagoes :{ ;i ll( i+1» ) n)7
.

= wij(ajr1,...,an), 1< j<i<n

i

Sejam G e G® grupos isomorfos, distintos, soliveis e finitos dados, respectiva-
mente, pelos AG-sistemas {ay,...,an} € {b1,...,by}, onde @: G — G® é um isomor-
fismo tal que a; — b;, para todo i = 1,2,...,n. As correspondentes relacdes de poténcia
e relacdes de conjugacgdo satisfeitas por estes sistemas serdo chamadas de G—relacdes e

G®—relagdes.
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Teorema A.2. Sejam G e G® grupos isomorfos, distintos, soliiveis e finitos dados pelos

AG—sistemas {ay,...,an} e {b1,...,by}, respectivamente, onde @: G — G® é um
isomorfismo tal que a; — b;, para todo i = 1,2,...,n. Entdo o grupo
O(G) = <a1 vee oy, by, ... by|G — relagées, G® — relagoes,

[ai7bj]ak = [a?k7bl]7'k] = [ai7bj]bk71 < ivjvkag l’l>,

é uma apresentagdo para o grupo V(G).
Apresentamos agora dois resultados obtidos por Bacon [1].

Proposicao A.3. Se G é um grupo nilpotente de classe 2, entdo G Q@ G é abeliano e
[xay] ® [x17Y1] = 1G®G7 para todos X, ¥, X1,Y1 € G.

Teorema A.4. Seja G um grupo nilpotente de classe 2, com n = d(G), o niimero minimo

de geradores de G. Entdo

243p—1
d(G®G) g%.

O resultado apresentado a seguir, obtido em [2], limita a classe de nilpoténcia
(respectivamente, o comprimento derivado) de G ® G em fun¢ao da classe de nilpoténcia

(respectivamente, o comprimento derivado) de G.

Proposicao A.5. Seja G um grupo qualquer. As seguintes igualdades sdo vdlidas:
1. Para todo n >0, [G,G®)" =[G, (G™)?);
2. Paratodon> 1, ¥,11([G,G®]) = [vu(G),(G)?] =[G, v.(G)?].

Corolario A.6. Seja G um grupo soliivel de comprimento derivado d, entdo G G é

soliivel de comprimento derivado d ou d — 1. Se G for um grupo nilpotente de classe c,

c
entdo G ® G é nilpotente de classe menor do que ou igual a [ } , onde neste caso, x|

denota o maior inteiro menor do que ou igual a x.

O préximo resultado apresentado foi obtido por McDermott [12] em sua tese de

doutorado.

Sejam G um p-grupo finito e H um g-grupo finito, com p e g primos. Suponha
que G e H ajam um sobre o outro de maneira compativel (de forma, que possamos definir

o produto tensorial G ® H). Seja E um grupo, tal que G,H < E. Além disso, denote por
HG = (g € Glexiste h € H tal que gh e Z(GH)),

onde GH € o subgrupo de E gerado por G e H.
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Proposicao A.7. Suponha que G e H sdo subgrupos normais de um grupo E, onde G é

um p-grupo e H é um g-grupo, cujas agoes sejam as conjugagoes em E.
1. Se p#q,entdo |GRQH| = 1;

2. Suponha que p = q e que G seja um grupo d—gerado de ordem p" e que H seja um
grupo di—gerado de ordem p™, e que |G|/[nGN®(G)| = p*, entdo

’G@ G| < pnmf(kJrnfd)(mfdl)_

Quando G = H o item 2. da Proposi¢@o acima melhora a cota superior apresen-

tada no Corolario 3.49.

A seguir temos uma (nova) melhoria da cota superior da ordem do produto
tensorial ndo-abeliano de um p-grupo finito exibida no Coroldrio 3.49, apresentada em

[2]. Tal melhoria pode ser encontrada também em McDermott [12], no Teorema 4.3.1.

Teorema A.8. Sejam G um p-grupo finito de ordem p" e d = d(G) o niimero minimo de
geradores de G. Entdo
d? nd
pt < }G® G} <p.
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dyusb oes sazopeashb solno odnab o etad 4 ! (dyusb)dnoan=:dg
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1
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