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3.6 Descricao de Rotacoes no Plano

3.6.1 Matriz de Rotacao

As vezes temos que descrever a posicdo de uma particula num referencial plano que é
girado de um angulo @ com respeito a outro sistema fixo.

Na algebra linear aprendemos que uma rotacdo pode ser descrita por uma
transformacao linear: r' = R-r. O nosso primeiro objetivo é determinar os elementos da
matriz do operador de rotagao R.

No sistema de coordenadas fixo C(O,i,j), o ponto P tem as coordenadas (x,y). No
sistema C'(O,i',j') as coordenadas do mesmo ponto séo (x',y'). O sistema C', girado de
um angulo @, tem a mesma origem que C. ¢ indica o Bngulo que o semi-eixo positivo X'
forma com o semi-eixo positivo x.

N,

Fig. 3.6-1

A representacao matricial de R encontramos por meio dos produtos escalares dos
vetores unitarios:

ii'=cos @, jj'=cosq@, ij =cos(p+1m/2)=-senq, ji'=cos(m/2-¢)=sen
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Agora, r = xi + y-j = x"i' + y"j". Multiplicando r por i* e j', obtemos x' =i“rey' =j"re
substituindo r por x-i + y-j, teremos x' = i' /(X i + y-j) = x-i"i + y-i'j = x-cos ¢ + y-sen ¢
ey =j r=j-(xi+yj)=x(-sen @)+ y-cos ¢. Temos, entyo :

x' = Xx-cos @ +y-sen @

y' = x-(-sen @) + y-cos ¢ (1)

Este resultado podemos escrever em forma matricial:

-

(xq fCDSq} senm]|x

\—seng cos@jly)

A matriz de rotacédo R tem, entao, a forma:

R__(Cﬂﬁql seng|
. —Seh¢ cosg, 3)

Analogamente podemos calcular (x,y) em fungdo dos (x',y'): Multiplicando r pori e je
substituindo r por x"i' + y"j', temos

x = x"cos@ + y"(-sen@) e y = x"'sen@ + y"cos@ (4)

Outra maneira para chegar as relagbes (4), seria a solugédo das equagdes (1) com
respeito a x e y. E possivel fazer isso a mao, o, se isso for dificil de mais, com ajuda de
MuPAD:

Programa 1:
sol:=linsolve ({xl=x*cos (f)+y*sin(f) ,yl=-x*sin (f)+y*cos(£f)},
{x,y}):

simplify (%)

[x==1 cos(fI—v1 sinlf), y=v1 cos(f)+=x1. sl /)]
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Também pode-se usar a matriz inversa na equacaor =R 'r":
Programa 2:
e reset():

mat:=Dom: :Matrix () :export(linalg):

R:=mat([[cos(fi) ,sin(fi)],[-sin(fi) ,cos(fi)]]):

rl:=mat([x1,yl]):

r:=R*(-1)*rl:

x:=simplify(r[1]);

y:=simplify(r[2]) ;
x1 cos(fi) - vyl sin(fi)

yl cos(fi) + x1 sin(fi)

3.6.2 Aplicagoes

Nas aplicagbes queremos muitas vezes girar o ponto P e manter o sistema de
coordenadas fixo. Em tal caso temos x' = r cos(a+@) =r cos a cos @ - r sen a sen O,
sendo a o Bngulo que o vetor r faz com o eixo-x. O vetor r' faz o angulo a + @ com este
eixo.Masrcosa=x e rsena=y. Entdo:x =xcoso-yseng.

Analogamente: y' = r sen(a +@) =y cos @ + x sen ¢. A matriz de rotanao de um ponto P
de um angulo ¢ -no sentido anti-horario- €, entéo,

(cosp —seng)

Rp =

.Seng Ccosy ) (5)

(A rotacao anti-horaria de um vetor-posi¢cao corresponde a uma rotagdo do sistema de

coordenadas no sentido horario. Rp € a matriz inversa da (2) e é obtida, neste caso,
substituindo ¢ por -@.)

Com o Programa 3 podemos ilustrar a rotagéo do ponto (x,y) de um angulo @, no caso
35° anti-horario, -note também a aplicagéo de ViewingBox:
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Programa 3:
e reset()://rotagcdo de um ponto ou uma seta em torno de (0,0)

£i:=35*PI/180:
x:=3:y:=5:
mat:=Dom: :Matrix () :export(linalg) :
R:=mat([[cos(fi) ,-sin(fi)], [sin(fi) ,cos(fi)]]):
r:=mat([x,y]):
rl:=R*r://equagdo da transformacgéo
x1:=float(rl[1]);
yl:=float(rl[2]);
ar:=plot: :Arrow2d([0,0], [x,y] ,Color=RGB: :Blue) :
arl:=plot: :Arrow2d([0,0], [x1l,y1l] ,Color=RGB: :Red) :
plot(ar,arl,ViewingBox=[-6..6,0..8] ,Scaling=Constrained)

-0.4104260489

5.81648953

Fig. 3.6-2
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MuPAD tem a fungdo Transform2d que simplifica um pouco o programa 3 e que é
bastante util quando se quer transformar varios objetos, utilizando a fungao
plot: :Scene2d. No proximo programa 4 fazemos uso de Transform2d.
Desafortunadamente, n&o é possivel usar a fungdo Color=RGB junto com a instru¢ao
Transform2d, 0 que tem por consequéncia que o objeto transformado é representado
da mesma cor que o original, no caso, vermelho.

Programa 4:
e reset():
£i:=35*P1/180:
x:=3:y:=5:
R := matrix([[cos(fi), -sin(fi)], [sin(fi), cos(fi)]1]):
ar := plot::Arrow2d ([0, 0], [x, y], Color = RGB::Red):
arl:= plot::Transform2d(R,ar):

plot(ar,arl,Scaling = Constrained, Layout = Vertical);

Fig. 3.6-3



3.6-6

Com a instrugdo arl::Matrix2d(R) podemos ver a forma da matriz R assim
como com a:=float (R) .Mas, a forma do resultado produzido por float(R) €
muito mais intuitivo. Isso € fortemente ilustrado no caso dos 30 grados, sem uso de
float.

e a:=float(R);

al:=arl::Matrix2d(R)

08191520443 — 05735764364
05755764364 05121520443

[0.8191520443, — 05735764364, 05735764364, 0.8191520443]

Rotagad de 30°:
e a:=R;

al:=arl::Matrix2d(R)

NERENY
2 2
1 ¥3
2 2

[0.8660254038, — 0.5, 0.5, 0.8660254038]

Se o vetor r comega no ponto Py = (Xo,Y0) € termina em P = (x,y), temos uma rotagao do
vetor PoP em torno do ponto Py. A transformacao se escreve, neste caso, como

r'=R(r-r,) +r,, pois é o vetor r - r, 0 que gira ao redor de Po.

O programa 5 mostra este caso.

Programa 5:
e reset()://rotagdo de uma seta ao redor de pO
£i:=35*P1/180:

x:=3:y:=5:
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x0:=-2:y0:=2:

mat:=Dom: :Matrix () :export(linalg):
R:=mat([[cos(fi) ,-sin(fi)], [sin(fi) ,cos(fi)]]):
r:=mat([x,y]) :

rO:=mat ([x0,y0]) :

rl:=R* (r-r0)+r0:

x1:=float(rl[1])

yl:=float(rl[2]);

ar:=plot: :Arrow2d([x0,y0], [x,y] ,Color=RGB: :Blue) :
arl:=plot: :Arrow2d ([x0,y0], [x1,y1l] ,Color=RGB: :Red) :

plot(ar,arl,ViewingBox=[-6..6,0..8] ,Scaling=Constrained)
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No seguinte Programa 6 fazemos uso da fungédo plot: : Scene2d, para representar
a transformacgao de trés vetores.

Com Layout = Vertical obtemos os resultados da transformacao
verticalmente debaixo do grafico dos vetores originais.

Programa 6:
e reset():
£i:=35*PI/180:
R := matrix([[cos(fi), -sin(fi)], [sin(fi), cos(fi)]]):

x1l := plot::Arrow2d ([0, O], [3, 5], Color = RGB::Red):

x2 := plot::Arrow2d ([0, O], [-3, 1], Color RGB: :Green) :
x3 := plot::Arrow2d ([0, 0], [2, -5], Color = RGB::Blue):
plot (plot: :Scene2d(x1, x2, x3),

plot: :Scene2d(plot: :Transform2d(R,x1,x2,x3),

Scaling = Constrained, Layout = Vertical));

4__
al

Fig. 3.6-5
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No ultimo programa vemos a rotagdo de um poligono por meio da fungado
plot: :Polygon2d. Sem esta fungdo, deveriamos colocar pontos no grafico e
conecta-los por meio de linhas. Informagao sobre este procedimento, e também sobre
transformacgdes em geral, pode-s obter no site:

http://www.mupad.de/schule/literatur/index.shtml, -infelizmente em alemé&o.

Programa 7:
£i:=35*PI/180:
x:=3:y:=5:
R := matrix([[cos(fi), -sin(fi)], [sin(fi), cos(fi)]]):
ar := plot::Arrow2d ([0, 0], [x, y], Color = RGB::Blue):
pol:=plot::Polygon2d([[0,0],[x,y], [x-5,y-3]1,[0,011,
Color = RGB: :Red):
poll:= plot::Transform2d(R,pol,ar) :

plot(ar,pol,poll,Scaling = Constrained, Layout = Vertical)

T Fig. 3.6-6
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3.6.3 Descricao de rotagdes por meio de numeros complexos.

Os numeros complexos proporcionam outra maneira de descrever uma rotacdo no
plano, pois este pode ser considerado como o plano dos numeros complexos.

Ao numero complexo z = x + i y corresponde o ponto P, tendo este os coordenadas

retangulares (x,y) no sistema fixo C. Sendo x =rcos ¢,y =rsen @ e r = (x> + y*)"2 |

resultaz=x+iy=r(cos @ +isen @).r=|z| 10 mdbdulo de z.

No sistema girado C', a representagcdo de P é z' = x' + i y'. Ambos 0s numeros tém o
mesmo modulo r = (x? + y?)'2, mas, o argumento (= angulo) de z' é de ¢ graus menor
do que o argumento de z. (Os angulos terdo valores positivos quando medidos no
sentido anti-horario, e serdo expressos em radianos -a menos de especificagdo em
contrario.)

e = cos ¢ + i'sen @ é a férmula de Euler (1707-1783) que podemos considerar
como definicdo de €'®. Com esta definicdo podemos escrever o niimero complexo z na

forma exponential (forma polar): z = re'. o angulo @ podemos calcular como ¢ =
arctan (y/x), arco tangente de (y/x).

Entre z e Z' existe, entdo, a relagdo z' = z-e™® ou z = Z'-€'®. Usando coordenadas
retangulares, escreve-se

X'+iy'=(x+iy)(cos@-isen®) (6)
Esta equacdo contem as duas equacgdes reais (1):

x'=Xxcos@+yseno
y'=-xsen @ +y cos ¢ (7)

Com uma mudancga do expoente na formula de Euler, por exemplo ¢ = wt, pode-se
escrever

e = cos(wt) + i sen(wt) (8)
As derivadas primeira e segunda de Z = z-e'" s30
dz/dt = dz/dt-e"" + iwz"-e™"

d?z/dt? = d?2'/dt? - e + 2iwdz'/dt-e™ - w?z"-e'™
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Em notagao real, obtém-se, para um observador no sistema C', as aceleragdes
d’x'/dt? = a'y + 2w dy'/dt + w? X'
d?y'/dt? = ay - 2w dx'/dt + w? y' (9)

Isso € um sistema de duas equacgdes diferenciais acopladas.
a'y e a'y sdo as aceleracdes devidas a interagbes com outros corpos, por exemplo, com
o chao de uma plataforma por meio do atrito.

Na proxima secdo aplicaremos estas equagdes no caso do movimento numa
plataforma girante (carrossel). Para simplificar a escrita, escrevemos as equacgdes (9)
no futuro sem acentos, se nao existe perigo de confusao.

Os numeros complexos sao, também, de grande utilidade na descrigdo de movimentos
oscilatérios. Na proxima secdo e no capitulo 6 vamos voltar aos numeros complexos
para facilitar o trabalho na busca de solugdes de certas equacgdes diferenciais.

3.6.4 Numeros complexos com MuPAD

MuPAD aceita também os numeros complexos, mas, note, que a unidade imaginaria i
deve ser escrita em forma de maitscula: (-1)"2 = 1.

Veja primeiro alguns exemplos basicos: adi¢gdo, subtragdo, multiplicagdo e divisao.
O modulo de z calcula-se com abs (z), 0 argumento com arg (z) € 0 conjugado de z
com conjugate (z).

Vocé pode estudar as no¢des basicas sobre numeros complexos no seguinte site:

http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/213/ncomplex.htm
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e reset():
grau:=180/PI:
z1:=-0.5-0.866*1I:
z2:=-1 +I:
zl+z2:
zl-z2:
p:=zl1*z2;
q:=z1/z2;
float(arg(zl) *grau) ;
float (arg(z2) *grau) ;
abs(zl) ,abs (z2) ,abs(p) ,abs (q)

1.366 + 0.366 I

- 0.183 + 0.683 T
-120.0007278
135.0

1/2

0.9999779998, 2 , 1.414182449, 0.7070912247

A fungdo solve funciona também quando o conjunto solugdo de uma equagao
algébrica consta somente de numeros complexos. Veja os seguintes exemplos:

e solve(8*x72+12*x+10=0,x)

1 31 3
{5 vi-25 V-3

Ao tentar obter o conjunto solugdo para esta equagao sobre o conjunto dos numeros
reais, obteremos como resposta o conjunto vazio, isto é S=0 = { }:

e assume (x,Type: :Real):
solve (x*2-3*x+7=0, x)

i
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Se buscarmos o conjunto solugédo sobre o conjunto dos numeros complexos, obtemos

assume (x, Type: :Complex) :
solve (x*2-3*x+7=0, x)

E 1 3
-5V 5 V194 3}

No proximo caso obtemos o conjunto solugédo completo:

e solve(6*z*4-25*%z”3+32*%z~2+3*z-10=0,z)

N }
{ 2,3,2 1, 241

Se querermos so6 as solucgdes reais, temos que escrever:

e assume (z,Type::Real):
solve (6*z*4-25*%z”3+32*%z*2+3*z-10=0, z)

-+

Para calcular a forma polar de um numero complexo z = x + i y, utilizamos as relagdes

z =r-e® onde r= (X2 +y)" e ¢ = arctan(y/x) ou @ = arg(z):

Exemplos:

o z:=2+2*sqrt(3)*I:
x:=Re(z) :y:=Im(z) :
arctan (y/x) ;
arg(z)

i I
3 3

o z:=-3-4*1:
abs (z) *exp (I*arg(z))
4

s Ei'mm‘(ﬁ)
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o z:=2+41:
abs (z) *exp (I*arg(z))

1arcta.t1(%—

S s

Veja também o seguinte exemplo, onde usamos a fungdo rectform que proporciona
sempre a forma z = x + y i em coordenadas retangulares -dai o nome. As funciones
simplify e Simplify tém, neste caso, o mesmo efeito. A nova fungdo Simplify
parece ser, em geral, mais potente do que a velha simplify.

e ((l+sqrt(3)*I)/(l-sqrt(3)*I))~10

i3+ 1"
i3 -1

e Simplify (%)

ig_.ﬁ_l

2

¢ ((l+sgrt(3)*I)/(1-sgrt(3)*I))~10
rectform (%)

b V3

1
2 2







