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Resumo

Este trabalho é um estudo sobre a classificacao, a menos de isomorfismo, de
grupos finitas. Na classificacdo de um grupo abeliano G fazemos, primeiramente,
a decomposicao de G em soma direta de p-subgrupos de Sylow de G, em seguida
decompomos cada p-grupo em soma direta de subgrupos ciclicos de G, obtendo
assim a decomposi¢dc de G em soma direta de grupos ciclicos. Na classificagio dos
grupos ndo abelianos nés nos prendemos em ordens que seguissem padroes
semelhantes. Classificamos grupos de ordens p, 2p, p?, p? e pg, onde p e g sao nimeros
primos distintos e p < g. Para classificar esses grupos demonstramos alguns dos
principais Teoremas de classificagao.




Introducao

Neste trabalho faremos um estudo sobre a classificagio, a menos de

isomorfismo, de grupos finitos.

No capitulo 1 temos a teoria bdsica de grupos, apresentamos definigoes de
grupos e subgrupos, falamos de classes laterais e demonstramos que para todo
elemento z de um grupo G, a ordem da classe lateral 4 esquerda coincide com a
ordem da classe lateral & direita. Demonstramos também o Teorema de Lagrange,
que garante que a ordem e o indice de um subgrupo dividem a ordem do grupeo.
Apresentamos um sistema de afirmagoes equivalentes para identificarmos quando um
subgrupo é normal e demonstramos o Teorema dos Homomorfisrios, resultado que uti-
lizamos com freqilencia nesta monografia. Definimos grupos ciclicos e demonstramos
que, a menos de isomorfismo, temos apenas dois grupes ciclicos, (Z,+) e (Zn, +).
Apresentamos os Teoremos de Sylow sem as demonstracoes, pois deles nos interessa
apenas o resultado para aplicé-los no desenvolvimento de algumas demonstracoes de
Teoremas de classificagao. Definimos produto direto de grupos e vimos que todo grupo
abeliano é o produto direto de seus subgrupos de Sylow.

No capitulo 2 classificamos todos os grupos abelianos finitos. Demonstramos
o Teorema da Decomposicao priméria, que nos garante que todo grupo abeliano
finito pode ser decomposto em soma direta de p-subgrupos de Sylow . Em seguida
demonstramos um Teorema que nos assegura da unicidade de tal decomposigao.
Depois decompomos cada p-subgrupo em soma direta de subgrupos ciclicos
demonstrando o Teorema da Decomposigao dos p-Grupos Finitos e, como feito com o
Teorema da Decomposicio Priméria, mostramos sua unicidade. Mostramos também
que se dois grupos abelianos tém o mesmo tipo de decomposigao entio eles sao iso-
morfos. Assim, a menos de um isomorfismo ¢ a menos da ordem das parcelas das
decomposigoes, classificamos todos os grupos: abelianos finitos, e estes resultados
estabelecemn o Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos.



No capitulo 3 trabalhamos com grupos nao abelianos finitos de ordens que
tém tratamentos semelhantes. Vimos que se a ordem de wm grupo é um nimero
primo entao esse grupo € ciclico e portanto abeliano; se a ordem for 2p demonstramos
uma proposi¢do que mos assegura que temos apenas Um grupo Nao abeliano, a menos
de isomorfismo; para. grupos de ordem quadrado de um primo demonstramos que nao
temos grupos nao abelianos, e para isso demonstramos que se a ordem de um grupo
¢ poténcia de um primo p entdo a ordem de seu centro tem pelo mencs p elementos
€ que se 0 grupo quociente z_&.‘i é ciclico entao G é abeliano; para classificarmos os
grupos de ordem poténcia cibica de um primo dividimos em dois casos, quando p = 2
e quando p é {mpar. Vimos em ambos os casos que temos apenas, a menos de iso-
morfismo, dois grupos nao abelianos com essa ordem; e se 2 ordem de um grupo é pg
entao temos, a menos de isomorfismo, dois grupos, um abeliano e outro nao.

Temos entdo classificados todos os grupos nao abelianos com essas ordens.



Capitulo 1

Teoria de Grupos e

Homomorfismos

Neste capitulo apresentaremos toda a teoria que nos dard amparo para
concluirmos o objetivo proposto do trabalho: Classificar, @ menos de isomorfistmo,
grupos finitos. Daremos defini¢oes, evidenciaremos os principais teoremas e pro-

priedades sobre cada tépico e fixaremos as notagoes que forem necessdrias.

Nas duas primeiras se¢oes definiremos Grupos e Subgrupos. Na terceira se¢ao
falaremos sobre Classes Laterais e demonstraremos o Teorema de Lagrange, principal
resultado desta secio. A quarta secao trata de Grupos Quocientes e Homomorfismos
de Grupas, um assunto que sempre estaremos usando nos capitulos subsequentes. Na
quinta secio falaremos de Grupos Ciclicos e na sexta secdo abordaremos, de forma
sucinta, os p-Subgrupos de Sylow, os Teoremas de Sylow e os principais Corolérios,
sem nos atermos em suas formais demonstragoes, com o propésito vinico de aplica-
los no desenvolviroento do trabalho. Na sétima e dltima seg@o definiremos Produto
Direto de Grupos e mostraremos alguns resultados.

O leitor familiarizado com os resultados bdsicos sobre grupos pode ir

diretamente a segao 16.

1.1 Grupo

Definigao 1.1.1 Seja G um conjunto ndo vazio e seja x : GxX G — G uma operagdo
sobre G. Dizemos que esta operacao define uma estrutura de grupo sobre o conjunto G,

e denotamos por (G, *) se, e somente se, 0s sequintes aziomas estiverern verificados:



Gy : Propriedade Associativa - Qualsquer que sejam z,y,z € G, temos

(zxy)*xz=1z*x{y*z).

(G2 - Existéncia de elemento neutro - Existe em G um elemento e tal que para todo
z € (&, temos

I*x€=€%xI=1I.
(G5 - Existéncia de inverso - Para todo € G, existe ' € G tal que
! i
TxI =1 *x =e.

Se aléwn disso a operacao saiisfizer o axioma

G4 : Propriedade Comutativa - Quaisquer que sejam z,y € G, temos
THY =Yy,
dizemos que (G, *) é um grupo comutativo ou abeliano.

Ante 2 definicao acima podemos tirar as seguintes conclusoes:

1) O elemento neutro é dnico. De fato, se ¢,€’ € G séo elementos neutros de G,

entac

e = exe pois €' é elemento neutro

= e pois e € elemento neutro

Logo, e = €.

o
—

(O elemento inverso & unico. De fato, seja a € G e sejam b, b € & dois elementos

inversos de a, entao

b = bre="bx{axb) , pois O & o inverso de a

= (bxa)xb =exb =¥ , pois b é o inverso de a

Logo, b =¥

1

Denotamos por ¢~ o inverso de a.

3) A partir da unicidade do inverso de um elemento e € &, podemos provar um
fato mais geral: Se a,b € G, entdo = x a = b tem uma tnica solugdo em G, a
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saber bxa~'. De fato, b= a~! é uma solucdo; por outro lado, se ¢ é uma solugao
de zxa = b, entdo temos cxa = b, logo cxaxa~' = bxa~!, e portanto ¢ = bxa~1.
Analogamente, podemos provar que 2 = z = b tem uma lnica solugao em G, a

saber a* xb. Logo, valem em G as leis do cancelamento 3 esquerda e 3 direita.
4) (@*b) ' =blxal

De fato, (axb)*x (b"'*a ) =ax(bxb DN al=ax(e)xa!=axa ! =e.

Definigao 1.1.2 Dizemos que um grupo (G, *) € finito se o conjunto G for finito e,
neste caso, o nimero de elementos de G, que denotaremos por |G|, serd denominado
ordern do grupo G, caso contrdrio dizemos que (G, x) € um grupo infinito e que (G| €

infinita.

Teorema 1.1.1 Seja x uma operacio definida sobre um conjunto G e suponhamos

que esta operacto satisfage o azioma Gy e 0s seguintes:
Gy Eriste e € G tal quea e =a para todoa € G.
GY: Para todo a € G existe d € G tal que axa =e.

Nestas condigdes, a operagdo * define uma estrutura de grupo sobre o conjunto

G.

Demonstragao

Basta mostrar que @’ * @ = e ¢ e xa = a. Por hipdtese, para todo elemento
a € G, existe @’ € G tal que ¢ x4’ = e e também existe @’ € G tal que @’ xa” =e.

Portante, temos-

o xa = ax(axe)=0a xjax(d ~a")] =a x[(axa)*a"]=

o x[{e)xa’l=d x(exa)=a' xa" =¢

exa=((axd)*xa)=cax{d xa)=axe=2a

Proposigao 1.1.1 Seja G um grupo. Se para todo z € G temos O(z) = 2 entdo G €

abeliano.



Exemplo 1.1.6 O grupo D, das simetrias espaciais de um poligono regular de n
lados.

Seja PP, ... P, um poligono regular de n lados. Sejam E), By, ..., E, seus
eixos. Considerando o conjunto das transformages espaciais que preservam o poligono
com a opera¢io de composigao temos:

® id, Rzr, ..., Ran-u=: 2s rotagdes no plano em torno do centro do poligono, no
. . L < 2(n— .
sentido anti-horério, de dngulos zero, 27“',- .., e %, respectivamente.
® Ry, R,, ..., Ry as rotagOes espaciais de dngulo 7 com os eixos Ey, E, .. E,
respectivamente.

D, munido com a operagio de composi¢ao é um grupo nio abeliano, pois
quando compomos uma Totagdo plana com uma rotagio espacial elas, em geral, nao
comutarm.

Citaremos dois casos particulares e faremos detalhadamente suas tabelas de
multiplicagio, so eles o grupo Dj das simetrias espaciais de um tridngulo equilatero
e 0 grupo ), das simetrias espaciais de um quadrado.

O Grupo D,

Seja P, PPy um triangulo equildtero e sejam E,, F,, E3 seus eixos. Con-
siderando o conjunto das transformagGes espaciais que preservam o triangulo com a

operagao de composigio temos:

e id, Rz, R as rotagdes no plano em torno do centro do tridgngulo, no sentido
i 3

anti-hordrio, de &ngulos zero, 4 e i respectivamente.

e Ry, R,, R3: as rotagdes espaciais de dngulo 7 com os eixos Ev, B, Ej respecti-
vamente.

Assim, Sy = {id, fiax, flax, Ry, By, My} € com a operagio de composigio de
fungoes € um grupo, que nio é abeliano pois

R0 Ry = Rgﬂz e

Ryo Ry = R%«_.

O grupo Dj pode ser gerado por dois elementos, por exemplo Rz1_= e Ry.



TABELA DE MULTIPLICACAO DE Ds:

e Ri Re R R, R
e e RzT« Rd_;rr Ry Ry Ry
Ry |Rx Re e R R B
Ric | Rue e R R R, B
R, | B, R, R ¢ Re Ry
B, | By Ry Ry Rx e Ry
Ry | Ry R Ry R Ry e

O Grupo D,

Seja PP, Py P, um quadrado, sejam D;, Dy, Me N os seus eixos. Consideran-
do o conjunto das transformagées espaciais que preservam o quadrado com a operacao
de composicio temos:

e id, Rz, R, Rar: as rotacdes no plano em torno do centro do quadrado, no

iy

sentido anti-horario, de Angulo zero, F.me 37"', respectivamente.

® Ry, B, R, Re: as rotacbes espaciais de angulo 7 com eixos M, N, Dy e Ds,

respectivamente.

Assim Dy = {id, Rz, R,, RJT«,RM,RN, Ry, B} e com aoperacdo de com-
posicdo de fungoes é um grupo, que nao é abeliano pois

Rio Ry = Rz e

Ryro R = Rax.

2
O grupo D, pode ser gerado por dois elementos, por exemplo Rz e Ry.

TABELA DE MULTIPLICACAO DE D,:

@
=l

5 B« Ru Ry Rv R R
e e Rz R, R 1= Ry Ry R R
Rr | Ry R« Bw ¢ Ry R Ry Bn
Re |R. Rix e R: Ry Ru B R
Ry |Re e Ry R. R PRy, Ry By
Ry |Buy BR1 Bn R e R, Rgzg R%
By | By By Ry R, R, ] Rz R i
Ry | B Av Ry Ry Ry Ru o R,
R, | Rs Ry R, Ry Ran Rg R, e




Exemplo 1.1.7 Sejam (A, x) e (B, o) dois grupos e seja 4 x B o produto cartesiano
dos conjuntos A e B. Se (a,b) e (a’,¥) sao dois elementos quaisquer de A x B entio
definimos a seguinte operagao: (a,b) » (a’,4') = (a *a’,bo ). Obtemos assim uma
operacao » sobre A x B e que A X B é um grupo, que é denominado grupo produto
dos grupos (A, ) e (B, o) ou produto direto dos grupos (4, +) e (B, o), denotado
(A x B , o)

Trataremos deste grupo em detalhes na secao 1.7

1.2  Subgrupos

Definicao 1.2.1 Seja (G, %) wm grupo. Um subconjunto ndo wvazio H de G ¢ um
€

G
subgrupo de G, e derotamnos por H < G, gquando, com a operacao de G, H € um

grupo, isto €, quando as seguintes condigoes sdo satisfeitas:
H,- Quaisquer hi,hy em H, temos hy~hs € H.
Hz- Quaisquer hy, hg, hy em H, temmos hy * (hg % ha) = (b * hg) * hy

H;- Eriste emn H um elemento neutro ey tal que eg xh = hxey = h, qualquer que
seja h e H.

Hy- Para cada h€ H, eriste k € H tal que hvk =kxh = ey
Ante a definigao acima podemos titar as seguintes conclusées:

1) A condicdo H é sempre satisfeita pois, a igualdade Ay x (hgx ha) = (A *hg) * by
¢ vilida para todos os elementos de G.

2) O clemento neutro ey de H é necessariamente igual ao elemento neutro e de G.

De fato, tomando a € H C G, temos ey - a = a e portanto temos ey = e.

3) Dado h € H, o inverso de h em H é necessariamente igual ao inverso de b em
G. De fato, se & € o inverso de i em H, entdo hk = kh = ey, logo hk = kh = ¢,

pois ey = €, e portanto k é o inverso de A em G, e denotamos por A~L.

Teorema 1.2.1 Seja G um grupo e seja H um subconjunto ndo vazio de G. BEntdo H

€ wm subgrupo de G se, e somente se, as duas condicdes sequintes estiverem satisfeitas:
I) Vhl,hg e H, temos hy *h,g €EH

II) Yhe H, temos h™1 € H.
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Demonstragao

Suponhamos que o subconjunto / satisfaga as condigoes 1) e II) do Teorema
acima, logo, em particular, estd verificada a condi¢ao H; da definicao 1.2.1. Basta
mostrar que os axiomas Hy , H; e H,; sio verdadeiros.

H, - Por hipétese, temos (@ b) xc = ax (bx¢), Va,b,c € G, logo, esta igualdade
também é verdadeira para todos os elementos a,b,¢ € H.

Hy - Como H # { temos que existe um elemento aq em H, logo, de acordo com a
condigao I1), a5 ' € H e entdo, em virtude de I), apag’ € H, ouseja, ey € Hee
é imediato que @ egy = a, Ya € H.

H, - E verdadeiro em virtude da condigdo IT).

Reciprocamente, suponhamos que H seja um subgrupo de G. Conforme a
condi¢ao A, da definigio 1.2.1 , H é fechado em relacac a operagao de G, logo,
estd satisfeita a condicdo I do Teorema. De acordo com o axioma H,, existe em
H o elemento eg, portanto, H # 0. Para verificarmos a condicao II Lemos que
€y *EH = ey * €, logo, em virtude da lei do cancelamento aplicada a elementos de G
temos que ey = e. Se a é um elemento qualquer de A, entio, de acordo com o axioma
H,, existe @’ € H tal que a*a’ = ey = e; esta igualdade mostra que o’ também é
o inverso de a¢ em (. Portanto. conforme a unicidade do inverso, temos @’ = g™! e
entdo a~! € H. '

O Teorema 1.2.1 mostra quando um subconjunto H de G é um subgrupo
de G, no entanto, quando quisermos verificar se A é um subgrupo de G o Tecrema
seguinte nos d4 uma forma mais prética de fazé-lo.

Teorema 1.2.2 Seja (G,+) um grupo e sejo H um subconjunio ndo vazio de G.
Entao H € subgrupo de G se, e somente se, quaisquer gue sejam a e b em G, se
acH ebec H entdoa~bc H.

Demonstragao

Sejam a e & dois elementos quaisquer de #; de acordo com a condicio I
do Teorema 1.2.1 , temos que e~ € H e como b € H concluimos que ¢~ '6 € H.
Reciprocamente, suponhamos que um subconjunto H de G satisfaga a condigdo de
que quaisquer @, b € G, sea € H e b€ H entdo a~'b € H; logo, é de imediato que H

nao é vazio e portanto existe um elemento gy € H, donde resulta que e = g9 25" € H.

12



Portanto, se a é um elemento qualquer de H, temos ™! = a~l-e € H, ou seja, vale
a condicdo 11 do teorema 1.2.1. Finalmente, sejam a e b dois elementos quaisquer de
H, conforme vimos acima temos a~> € H e como b € H temos {a™')™'-b=abe H.

' [ |

Teorema 1.2.3 A intersecedo de uma familia ndo vazia (H;)ier de subgrupos de um

grupo G € um subgrupo de G.

Demonstragao

Suponhamos H = (,.; Hi- E de imediato que H # @ pois e € H; para todo

i €I. Seaebsio dois elementos quaisquer de H temos que a € H; e b € H; para
todo i € I. Logo a~'b € H; para todo i € I, donde ¢~'b € H.

|

Sejam G um grupoc e S um subconjunto nao vazio de G. Introduzimos a
notacao
< 8 >={a1,89,...,08.; n€N,a; € Souq;' € S}.

Quando S é finito da forma S = {a1, @, ..., ®n} é comum denotar simples-
mente,
< 5 >=<,0,...,0nm >

ao invés de
<8 >=<{m,qs...,an}>.

Nota que se g € G entao
<g>={..(g) 9 ess }
Usando a notagao g~ para (g )", 7 € N, vem que
<g>=1{g¢"; t€Z}.

Proposigio 1.2.1 Seja S um subconjunto do grupe G. Entdo o conjunto (S) € um
subgrupo de G.

Demonstracao
Sejam z,y € (S). Assim,

T = a16a...0,COMQ; eSouai‘1 €S

y = biby.. . bmcomb; € Soub'tesS

13



1,-1

! a, - a{lafl estao também

:ﬂn

Logo, z-y=aiay...an-b1by.. b, ez™
em < S >.
[ |

Definigio 1.2.2 Se S é um subconjunto ndo vazio do grupo G, o grupo < S > €

chamado subgrupo gerado por S.

Em particular, para todo elemento g do grupo G, o subgrupo gerado por g é
<g>={g*; teZ}

Vejamos alguns exemplos

Exemplo 1.2.1 Todo grupo G admite, pelo menos, dois subgrupos, a saber: {e} e
G.

Exemplo 1.2.2 O grupo aditivo Z dos niimeros inteiros é um subgrupo do grupo
aditivo Q dos nimeros racionais que, por sua vez, é um subgrupo do grupo aditivo R

dos numeros reals.

Exemplo 1.2.3 Para todo niimero inteiro n, seja nZ o conjunto de todos os inteiros
que sao miltiplos de n. A igualdade gn—¢'n = (g—q')n mostra que nZ é um subgrupo
do grupo aditive Z.

Exemplo 1.2.4 O grupo multiplicativo Q* dos ndmeros racionais nao nulos € um
subgrupo do grupo multiplicative R* dos mimeros reais ndo nulos que, por sua vez, é

um subgrupo do grupo multiplicativo C* dos nimeros complexos nao mulos.

Exemplo 1.2.5 {id, R,}, {id, Rz}, {id, R3} e {id, RET"’R‘*T"} 530 subgrupos de Ds;
{id, Ri}, {ids R}, {id, Rar}, {id, B}, {id, B} € {id, Rs, Ry, Rz} 50 sub-
grupos de Dy.

Exemplo 1.2.6 Se H e K sao dois subgrupos de G, entdo H N K é um subgrupo de
G. De um modo geral, se {H; }:c; é uma familia de subgrupos nao vazios de G, entao
N H:, i € I é um subgrupo de G (conforme demonstrado no Teorema 1.2.3).

Exemplo 1.2.7 Seja G um grupo e g € G- Entdo < g > ¢ um subgrupo de G-

Exemplo 1.2.8 Seja G um grupo e z € G. Entao Cg(z) = {y € G; yz = zy} é um
subgrupo de G chamado de centralizador de T em G.

Proposigao 1.2.2 Os tnicos subgrupos do grupo aditivo Z sdo de formae nZ, com
neN.

14



Demonstragao

Seja H um subgrupo qualquer de Z. Se H = {0}, entao H = 0.Z.
Suponhamos que H # {0}. Sejan = min{z € H; z > 0}. Comon € He H ¢
um subgrupo de Z, temos nZ C H. Reciprocamente, seja b € H. Pelo algoritmo de
Euclides, h = gn + 7, com 0 < 7 < n; como h e n pertencem a H, r pertence a H

também; pela minimalidade de n temos

reHd
=7r=10
0<r<n

e portanto h = ¢n, ou seja, h € nZ. Logo, H C nZ e portanto H = nZ. Final-
mente, se¢ H = n'Z, com 7’ > 0 segue evidentemente que »’ # 0 e n < 7', mas de
n&n'Z vem n=gn', com q > 0, logon > n eentdon =n'. Fica assim provado que
o ndmero inteiro n > 0 tal que H = nZ é tnico.

[ |

Definigdo 1.2.3 Um grupo G € dito ciclico quando ele pode ser gerado por um
elemento, isto ¢, quando G =< g >, para algum g € G.

Z=<1>; Z/nZ=< 1> sio exemplos de grupos ciclicos.

Trataremos destes grupos em detalhes na secao 1.5.

1

Definigao 1.2.4 Seja G um grupo. O subgrupo {{zyz~'y™'; z,y € G}) chama-se

subgrupo dos comutadores de GG, e é denotado por G'.
E de imediata concluso que G é abeliana se, e somente se, G' = {e}.

Defini¢ao 1.2.5 Seja G um grupo. O subgrupo {z € G; zg = gr,Vg € G} chama-se
centro de G , e € denotado por Z(G).

¥ de imediata conclusao gue G é abeliano se, e somente se, G = Z(G).

Definicdo 1.2.6 Seja a € G. A ordem do elemento a € G, que denotaremos por
O(a), ¢ a ordem do- subgrupo gerado por a, isto €, Ofa) =| <a > |.

Proposi¢do 1.2.3 Sejga z € G tal que Ofz) = n < oo Entao
n=min{N e N\\{0}; z¥ =¢} e < z >={e,z,2°% ..., 5"}
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Demonstragao

Como < z >= {z™; m € Z}, e como por hipétese < z > ¢é finito, temos
que existe p,q € Z, p # g, tais que 2P = . Sem perda de generalidade, podemos
supor que p > q.

De zP = 19 segue que TP~ 7 = ¢, isto é, existe um nimerop —q¢ = N > 0
tal que zVV = e. Seja entdo o inteiro r = min{N € N\{0}; ¥ = ¢}. Devemos provar

2

que r = n. Para isso, basta mostrar que < z >= {e,T,2%,...,27 7'} e 0s elementos

e,z,T%,..., 27! sdo todos distintos.

Supondo que 27 = r? com 0 <p<r—1, 0 < ¢ <7 —1, p# ¢ e supondo
p > gentio 2P = g, com 0 < p —¢g < 7. Isso contradiz a minimalidade de r.
Segue que e, z,z%,..., """ sao elementos distintos de G. Para mostrar que < z >
= {e,z,7%,...,2" '} devemos mostrar que para todo m € Z, ™ = ! para algum
0 <! < r. Para isso, observemos que pelo algoritmo de Euclides, m = gr +{ com
t !

r>1>0,eportanto ™ =z¥ ' = (") - =e?-2f = 1",

Proposicao 1.2.4 Seja m € Z. FEntdo W gera o grupo (Zn,+) se, e somente se,
mde{m,n} =1

Demonstracgao

Suponhamos que 7 gera (Z,, +), entao 1 = 7P, para algum § € Z,. Assim
1— mp € nZ. Logo existe ¢ € Z tal que 1 — mp = ng, isto é, 1 = ng 4+ mp. Portanto
mdc{m,n} = 1. Reciprocamente, suponhamos que mdc{m,n} = 1. Entao, pela
Identidade de Bezout, existem p, g € Z tais que mp + ng = 1. Assim

mp + nq = TP + 1ig = mp = 1.
Logo se @ € Z,, entao

g =a.1 = a.mp = m.(a.p) = m.(dp)

Portanto, ™ gera (Zyn, +)
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1.3 Classes Laterais e Teorema de Lagrange

Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G. Vamos definir sobre G a
seguinte relagdo Ry :

zRpyy < 3h € H fal que = yh.
Dessa forma. Ry é uma relagcao de equivaléncia De fato,

Reflexiva : zRyz < Jhe H tal que =z = zh. Bastatomar h = e, onde e é o elemento
neutro de H.

Simétrica : xRyy < 3he H tal que z=yh<zh =y & yRyz

Transitiva : zRpgy e yRgz < 3hy, ha tais quez = yhyey = zhy & = = yh =
Zhgh]_ = Z(h.gh,l) = ZL‘RHZ

Similarmente, podemos definir a seguinte relacao R} -
TRyy < 3he H tal que © = hy

e, como na relacao Ry, concluimos que Rj; € uma relagdo de equivaléncia.

Definigao 1.3.1 A classe de equivaléncia, sequndo a relagao Ry, que contém o ele-

mento T € 0 conjunto
z={y € G; yRyz} = {zh; he€ H}

e denominamos Classe Lateral d esquerda de H. De modo andlogo, definimos
z={yeG,; yRyz} = {hz; he H}

a Classe Lateral d direita de H.

Obtemos assim a classe lateral & esquerda de H em G de z, denotada por zH
e a classe lateral 4 direita de H em G de z, denotada por Hz.

Lema 1.3.1 Seja H wm subgrupo de um grupo G e sejam xz,y dois elementos

quaisquer de G. Entdo, zH = yH se, e somente se, Hz™' = Hy L.
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Demonstragao

De zH = yH resulta que z7'y € H, logo, v (z ™)' = (z7'y)"' € He
entao Hz™' = Hy™!. Reciprocamente, suponhamos que esta tltima igualdade seja
verdadeira, assim temos y~ 'z = y~1(z7!)~* € H. Logo,z7'y = (y 'z)~! € H e entao
ztH=yH

[ |

Seja H um subgrupo de um grupo G e considere a relagio Ry determina-
da por H. Denctamos todas as classes de equivaléncia segundo esta relagio por
G/Ryg. Dizemos que H tem indice (& esquerda) finito se, e somente se, o conjun-
to quociente G/Ry € finito e, neste caso, o mimero de elementos desse conjunto é
denominado indice & esquerda de H em G. Caso contrdrio, dizemos que H tem indice
3 esquerda infinito. Essas nogoes aplicam-se também com o qualitativo "4 direita”, e
consideramos o conjunto quociente G/ R}

O Lema 1.3.1 nos mostra que a aplicacio zH +— Hz~! é uma bijegao de
G/Ry em G/R}; e daqui resulta, em particular, que G/Rpy é finito se, e somente se,
G/R'y o for. Com isso, nio hd necessidade de distinguir o indice & esquerda ou a
direita de H em G e dizemos simplesmente que H tem {ndice finito ou infinito em G,
e denotaremos por (G : H). Logo,

(G : H) = 1G/Ra = 1G/Ry.

Lema 1.3.2 Se H € um subgrupo finito de um grupo G, entdo para todo elemento
a € G temos |H| = |aH| = |Hal.

Demonstragao

Basta notar que as aplicagdes z — aZ e T +— Ta, 530, Tespectivamente, bije¢oes
de H em aH e de H em Ha.
[ |

Seja G um grupo finito. Se H é um subgrupo de G entdo G/Ry é eviden-
temente finito; além disso, G/Ry é a reunifio de (G . H) classes laterais disjuntas
duas a duas, e como estas classes tém o mesmo ndmero de elementos, que é igual a
|H| (lemma 1.3.2), temos que |G| = (G : H).|H|. Fica assim demonstrado o seguinte

Teorema: _
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Teorema 1.3.1 (Lagrange) Para todo subgrupo H de um grupo finito G, tem-se
Gl = (G : H).\H]|

Em particular, a ordem e o indice de todo subgrupo de G dividem a ordem
de G.

1.4 Grupos Quocientes e Homomorfismos

Seja H um subgrupo de um grupo G e considere as relagoes de equivaléncia
Ry e Ry determinadas por H. Para todo z € G, tH e Hz sdo, respectivamente, as
classes de equivaléncia médulo Ry e médulo Ry determinadas por .

Note que Ry = R)y se, e somente se, zH = Hz, qualquer que seja z € G.
Um subgrupo que satisfaz esta condigao é denominado subgrupo normal, segundo a
Definicao 1.4.2 abaixo.

Definicdo 1.4.1 Seja H um subgrupo normal de um grupo G e considere o conjunto
quociente G/ H de G pela relagio de equivaléncia H. Os elementos desse conjunto sio
as classes laterais tH = Hz, © € G. Sejam tH e yH duas classes laterais quaisquer.

Definamos em G/H a operagao

Logo, o produto de duas classes laterais médulo H é uma classe lateral médulo
H. Fica assim definida uma operacao sobre o conjunto G/H.

Definicio 1.4.2 Seja H um subgrupo de G. Dizemos que H € um subgrupo normal

de G, e denotamos H <1 G se as afirmagdes da proposicao sequinte sao safisfeitas:
Proposicao 1.4.1 Seja H um subgrupo de G. As afirmagdes abaizo sao equivalentes:

(I) A operacio induzida sobre as classes laterais & esquerda em G € bem definida;
(II) ¥g € G, vale gHg™' C H
(III) Yg € G, vale gHg™' = H

(IV) Yg € G, vale gH = Hyg, isto €, Vg € G, a classe lateral & esquerda de H ¢ igual
a classe lateral a direita de H.

19



Demonstracao

()< (II) Sejam z,y E G e h, k € H arbitrérios, assim, = e zh sao represen-
tantes da mesma classe zH, vy e yk s3o representantes da mesma classe yfH. Assim,
a operagao induzida sobre as classes laterais é bem definida se e somente se

zyH = zhykH ,Vz,y € G, Yh, k € H.
Logo, se e somente se
H=vy s 'eyH =y 'z 'chykH =y 'hyH ,Vy e G,Vhe H
€ portanto se € somente se
yhy ' e H, Yy e G,Vhe H

(IID)=> (II) (6bvio)

(II)= (II) Suponhamos que gHg™" C H, Vg € G; o objetivo ¢ mostrar que
HC gHg™', Vg € G. Sejam entdo h € H e g € G, temos que:

h=g(g"'hg)g™ € glg" Hy)g " CgHg™'
pois g *Hg C H, por hipétese.
(LLD)=(IV)

gHg '=H= gHg 'g=Hg=gH =Hg, Vg €G.

(IV)= (III)
gH = Hg=> gHg ' =Hgg ' = H

Proposicio 1.4.2 Seja H um subgrupo normal de um grupo G e considere o conjunto

quociente G/H. A operagdo
(zH,yH) — (zy)H

define uma estrutura de grupo sobre o conjunio G/H.
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Demonstragao

O axioma G, segue da associatividade de G e da definigo da operagao em
G/H. Assim pelo Teorema 1.1.1 basta verificar os axiomas Gj e G-

GY: Considerando o conjunto H temos que, para toda classe lateral zH de G/H:

.(zH)H = (zH).(eH) = zeH =zH.

G,: Seja zH uma classe lateral qualquer e considere a classe lateral z7'H € G/H.

Logo
(zH)Y(z'H)=(zz )VH =eH =H.

O grupo (G/H, -) passa a ser denominado grupo quociente de (G, -) pelo sub-
grupo normal H.

Com o Teorema acima concluimos que o elemento neutro do grupo quociente
(G/H,-) é o subconjunto H e o inverso de cada elemento zH é a classe lateral T H.

Vejamos alguns exemplos de subgrupos normais

Exemplo 1.4.1 Todo grupo G admite pelo menos dois subgrupos normais, a saber:
{e} e G

Exemplo 1.4.2 Seja G um grupo ¢ Z(G) seu centro. entdo Z(G) é um subgrupo

normal de G

Exemplo 1.4.3 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Se o indicede H em G é
2 entdo H é um subgrupo normal de G.

Exemplo 1.4.4 Todo subgrupo de um grupo abeliano € normal.

Exemplo 1.4.5 Seja o grupo aditivo Z dos nimeros inteiros e seJa H um subgrupo
de Z. Conforme a Proposicio 1.2 2 existe um nico niimero natural n tal que H = nZ
e note que H é normal em Z Se T e y sdo dois elementos quaisquer de Z, entao
1 = y(modH) se, e somente se, z—y € H = nZ, ou seja, se e SomeNte se, T = y(modn),
portanto, a relagio de equivaléncia determinada por H coincide com a congruéncia

médulo n, e mais, o conjunto quociente Z/nZ tem exatamente n elementos.
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Defini¢do 1.4.3 Sejam G e G' dois grupos e seja f uma aplicagdo do conjunto G no
conjunto G'. Dizemos que f é um homomorfismo de (G, -) em (G', X) se, e somenie

fla-b)y = f(a) x f(b)

quaisquer que sejam a e b em G. Se o grupo G ¢ aditivo e G' € multiplicativo entao

representaremos esta formula por
fla+b)=f(a) f(b)

Definicao 1.4.4 Se f ¢ um homomorfismo sobrejetor de G em G’ entdo dizemos que
f € um epimorfismo de G em G'.

Se f é wm homomorfismo injetivo de G em G entdo dizemos que f € um

monomorfismo de G em G'.

Finalmente, se f € um homomorfismo bijetivo de G em G’ entdo dizemos que
f é um isomorfismo de G em G’ . Neste caso também dizemos que G € um grupo

isomorfo ao grupe G' e denotamos por G = G'.

Um homomorfismo de G em G € denominado endomorfismo de G e um

isomorfismo de G em G € chornado eutomorfismo de G.

Indicamos por Hom(G, G’) o conjunto de todos 0s homomorfismos de G em
G’ e denotamos End(G) = Hom(G, G). Além disso, indicamos por Aut(G) o conjunto

de todos os automorfismos do grupo G.

Teorema 1.4.1 Para todo homomorfismo f de um grupo G num grupo G’ valem as

sequintes propriedades:
(a) fle) é o elemento neutro de G';
(b) fla) = (f(a))™";
(c) Se H é um subgrupo de G, entdo f(H) é um subgrupo de G’

(d) Se K' ¢ um subgrupo de G, entdo K = f~'(K') € um subgrupo de G e, além
disso, se K’ <1 G’ entao K <1 G.

Demonstracao
(a) f(e) = fle-e) = f(e)- f(e) e daqui resulta que f(e) € o elemento neutro de G'.
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(b) f(e) = fla-a™") = fla)- fla™!) , logo, f(a™") = (fla) ™"

(c) E imediato que f(H) é nio vazio, pois e € H e portanto f(e) € f(H). Sea’ e
b sao dois elementos quaisquer de f(H) entdo o’ = f(a) e b’ = f(b), coma e b
em H, logo, a~'b € H e como a~'¥ = (f(a))~ - f(b) = f(a™') - F(b) = f(a™'b)
resulta que o' % € f(H).

(d) I imediato que K = f~}(K") é nao vazio, pois f(e) € K’ eportantoe € f(K').
Se a ¢ b sdo dois elementos quaisquer de K, entdo f(a) € K" e f(b) € K7, logo
Ffla1by = fla)f(B) = {(f(a)*f(h) € K, donde a™'b € K e fica assim
demonstrado que K é um subgrupo de G. Finalmente, seja 7 um elemento
qualquer de G e considere um elemento y de zAz *. Logo y = zaz™ com

a € K, donde resulta que f(y) = f(z)f(a)f(z)™" e como f(a) € K' e K' ¢

normal em @ temos que f(y) € K', isto é, y € K e fica assim demonstrado que

Kz ' C K.
[ |

'Defini¢do 1.4.5 Para todo homomorfismo f : G — G, ¢ imagem da aplicagdo f,
indicada por Im{f), passa a ser denominada imagem do homomorfismo f. O conjunto
de todos os elementos a € G tais que f(a) =€, onde € indica o elemenio neutro de
G ¢ denominado nicleo ou Kernel do homomorfismo f e serd indicado por Ker(f).
Assim, concluimos que Ker(f) = f~1(¢), logo Ker(f) € um subgrupo normal de G,
e ainda, todo subgrupo normal H de G € o nicleo de algum homomorhsmo, pois o
aplicacao

¢:G—G/H
¢ um homomorfismo cufo nicleo € H.

Teorema 1.4.2 Se f : G — G’ € um isomorfismo, entao a aplicagao inversa F

G' — G € um isomorfismo.
Demonstragao

E ébvio que f~! € uma bijecao de G' em G. Por outro lado, se o’ e b sdo dois
elementos quaisquer de G', entao existem a e b em G tais que f{a) =d' e f (b) =1
Logo a'b' = f(a)f(b) = f(ab), donde f~*{a'¥)=ab= f(a')f~*(¥). Portanta f " ¢é
um homomorfismo bijetivo.

|

Teorema 1.4.3 (Teorema dos homomorfismos) Seja f - G — G’ um homomorfismo
de grupos. Entio:
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1) A funcédo
f:G/Ker(f) — f(G)
g(Ker(f)) +— f(9)
2) Temos ainda as seguintes bijecoes:

Subgrupoes de G
que contém Ker(f)

€ urn isomorfismo.

} & {Subgrupos de f(G)}

ffl(Hf) — Hf
Além disso, estas bijecdes levam subgrupos norrnais em subgrupos normais, ou

5eja:

() H<aG= f(H)<f(G)
(b) < f(G)= fY(H)<G

Demonstragio

1) Primeiramente devemos verificar que f é um funcao bem definida, isto é,
se g(Ker(f)) = §(Ker(f)) entao f(g) = f(5)- Mas, g(Ker(f)) = §(Ker(f)) im-
plica que g = gk, para algum & € Ker(f) e portanto f(g) = f(3k) = f(@)f(k) =
= f(Dec = f(3)-

E de imediato que f é uma funcéo sobrejetora. Para g, ¢’ em G, temos:
fla(Ker(f))- g (Ker(f) = Flg -9 (Ker(f)) = flgg") = flg) x f(¢") =

— Fa(Ker($) x Fg/(Ker())

assim, f & um homomorfismo.

Ker(f) = {g(Ker(p); f(9) =ea}={g(Ker(f)); g€ Ker(f)}

assim, Ker(f) = {e.Ker(f)} ou seja, f ¢ injetiva.
Portanto, f é um isomorfismo.

Para provarmos o segundo itemn do teorema provaremos inicialmente os seguintes

Lemas:
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Lema 1.4.1 Se H ¢ um subgrupo de G entdo f(H) é um subgrupo de G' e f~1(f(H)) =
= H(Ker(f))-

Demonstragao

Seja hk € H(Ker(f)), isto é, h € H e k € Ker(f). Temos f(hk) =
= f(h) x f(k) = f(h)-eer = f(h) € f(H), fica provado que H(Ker(f)) C f~'(f(H)).
Para provar a inclusdo contraria. tomemos y € f~!'(f(H)). Por definigao, temos
F(y) € F(H), entio existe h € H tal que f(y) = F(h), logo f(h~y) = F(R) T x f(y) =
—= eq, isto & h'y € Ker(f). Assim, y = h(h~'y) € HKer(f). Logo f~'(f(H)) €
Hker(f).

|

Lema 1.4.2 Se H' € um subgrupo de G entdo f(f~'(H') = H' N f(G).
Demonstragio

E ébvio que f(f~'(H")) ¢ H' N f(G). Para provar a inclusio oposta,
tomemos y € H' N f(G), como y € f(G), existe g € G tal que f(g) =y. Dey € H',
obtemos
g€ [N (I eassimy = f(g) € F(F~ ().

Demonstragao do item 2):

Se H 2 Ker(f) entago fUf(H) = H e se H C [f(G)
entdao f(f~'(H")) = H'. Obtemos assim que as duas fungdes definidas em 2) sdo
uma a inversa da outra. Falta mostrar que essas fungoes levam subgrupos normais

em subgrupos normais.

(a) Dadosy € f(G) ez € f(H) quaisquer, devemos mostrar que yzy~* € f(H). Mas
y=flg)ez=f(h)com g€ Geh e Helogoyzy ' = (O fh)flg)™ =
= f(ghg™"). Como por hipétese H <1 G, segue que ghg™' € H e portanto

yry~' € f(H).

(byDados ¢ € G e a € [ 'H') quaisquer, devemos mostrar que
gag™t € fU(H'). Mas f(gag™) = f(g)f(a)f(g)™ e f(a) € H'. Como por
hipétese H' < f(G) segue que f(gag™') € H' e portanto gag™ € f~1(H)-
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Note que se

¢: (G) — (G, %)
g — g

é um isomorfismo, entdo para todo elemento z de G temos O(z) = O(p(z)) . De
fato, basta notar que ¢ sendo uma bijecao leva cada elemento de < = > em apenas
um elemento de < @(z) > e portanto O(z) = O(p(2)).

Vejamos alguns exemplos de homomorfismos e isomorfismos de grupos

Exemplo 1.4.6 Id: (G,-) — (G,")

é um homomorfismo chamado identidade. _

Exemplo 1.4.7 e: (G,-) —(G,")
[2 — e{g) = eq

é um homomorfismo chamado frivial.

Exemplo 1.4.8 Seja n € Z fixo. Entao ¢, : (Z,+) — (Z,+)

z — ©,(2) = nZ

é um homomorfismo. Mais geralmente, se (G, -) é um grupo abeliano entao
on: (G) —(G))
g —ea(9)=9g"

é um homomeorfismo.

Exemplo 1.4.9 Seja H <1 G e considere o grupo quociente G/H. A aplicagao
v: G —G/H
g —w(g)=9H

¢ um homomorfismo chamado de projec@o candnica ou homomorfismo candnico.

Exemplo 1.4.10 Seja (R,+) o grupe aditivo dos mimeros reais e (R}, ) o grupo
multiplicativo dos niimeros reais estritamente positivos. Se a # 1 é um nimero real

estritamente positivo entao a aplicagao

v: R +) — (R:)

z — (z) = a*
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é um isomorfismo. Analogamente. a aplicac¢ao

¢ Ry,) — R +)

s — @z} = log.T
é umn isomorfismo.

Exemplo 1.4.11 Os grupos.Sa e Dy sao isomorfos. De fato, considerando a aplicagdo

@ abaixo:
2 Sa — D
1d — 1d
1 23
=q — Har
2 31 a
)
! 3 =0!2 l——>R4_-r
31 2 _ 3
1 2 3
= — R,
2 1 3 b ’
1 2 3
= — Rz
321 g
12 3 5
= — R
13 2 g b

& facil verificar que ¢ é um homomorfismo, e conforme a definimos, ¢ € uma

bijecao. Portanto, ¢ € um isomorfismo.

Exemplo 1.4.12 Seja o seguinte subconjunto H de S,:

H:{(1234)(1234)(1234)(1234
1 234/°V23 41/ \3412/)'\4123/)

123 4 123 4 12 3 4 123 4
4321)’ 2143)’(1432)’(3214)}

Temos que os grupos H e Dy sao isomorfos. De fato, considerando a aplicagao

¢ abaixo:
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=
S~
|
S

id — d
1 2
34:0{ I——)Rz
2 3 41 *
2 4
1 3 :a.?, }—-)Rﬂ.
3 4 1 2
9
1—34=O!J — Rax
4 1 2 3 2
1 23 4

= I——)R
132 1) " v
1 2 3 4

:Qﬁl—)Rl
1 4 3 2
1 2 3 4 5

= ¥ l——)R
2 1 4 3 b M
123 4 ;

= I——}R
3314, %F :

E fécil verificar que ¢ é um homomorfismo, e conforme a definimos, ¢ é uma

bijecao. Portanto, ¢ é um isomorfismo.

1.5 Grupos Ciclicos

Definicao 1.5.1 Dizemos que um grupo G € ciclico se, e somente se, eriste um
elemento a € G tal que G =< a >. Todo elemento a que satisfaz esta condigao

é denominado gerador do grupo ciclico G.

Proposicio 1.5.1 Seja G = {...,a7Ye,a,0%,...} um grupo ciclico de ordem
infinita. Entao:

(¢) A fungio ¢: (Z,+) — (G,")
2 — p(2) = a®

é um isomorfismo
(b) O elemento a® gera G se e somente se z =1 ou z = —1.
Demonstragao

(a) @ é um homomorfismo, pois para quaisquer z;,22 € Z

(P(Zl + Z‘Z) = a:zl+22 — g% . a2 = (P(zl) . (P(ZZ)
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Se p(z1) = p(z) = & =02 = 02 =e= 21— =0= 2z = 2
Provando que ¢ é injetiva. Como a sobrejetividade é evidente, temos que ¢ é

um isomorfismo.

(b) A funcdo ¢ : z — a® sendo um isomorfismo, a” gera G se e somente se z gera Z.

e 0s Unicos elementos que geram Z sdo z =1ez=—1.

Proposiciao 1.5.2 Seja G = {e,a,a%,...,a™ '} um grupo ciclico de ordem finita

igual a n. Entdo

(a) A fungao ¢ : (Z/nZ,+) — (G, € um isomorfismo.

m — () = a™
(b) O elemento a™ gera G se e somente se mdc{m,n} = L.

Demonstracao

(a) Pela proposicio anterior, ¢ de Z em G dada por z — a” é um homomorfismo
sobrejetar Logo Z/Ker(yp) é isomorfo a G. Como G tem n elementos vem que
Ker(yp) = nZ. Portanto, ¢ = P obtido do teorema dos homomorfismos € um

isomorfismo.

(b) A fungio 7 +— a™ sendo um isomorfismo, @™ gera G se, e somente se, T
gera (Z/nZ,+), e pela proposigio 1.2.4, m gera (Z/nZ, +) se, e somente se,
mde {m,n} = 1.

|
Proposicao 1.5.3 Seja G = {e,a,a?,---,a" "} um grupo ciclico finito de ordem n.

(a) Se H # {e} € wm subgrupo de G, entdo H € ciclico. De maneira precisa,
H =< a™ >, onde m € o menor inteiro positivo tal que a™ € H. H tem ordem

igual a n/m.

(b) Sed ¢ um divisor de n, entdo eriste um tnico subgrupo H de G de ordem igual
a d. Este subgrupo é H = < a™? >

Demonstragao
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(a) Seja m o menor inteiro positivo tal que ¢™ € H. Segue que < @™ >C H.
Reciprocamente, a* € H, fazendo a divisdo de u por m temos:

u=gqm-+r ~ com 0<r<m.

Entdo a* = (a™)?.a”. Como a* € H e a™ € H; segue que ¢ = o™ € H
e portanto, pela minimalidade de m, temos r = 0. Logo m|u e portanto a* €
< g™ > . Agora, |G| = |H|.(G: H) = n = |H|.m = |H| =n/m.

(b) Seja d um divisor de n. O subgrupo < a™? > tem ordem d. Para provarmos a
unicidade, seja entdo H um subgrupo de ordem d. Pela parte (a), H =< a™ >
com 7n. inteiro tal que n./m , isto é, n/m = d. Portanto m —n/de H =< a™ >,

[ |
Proposicao 1.5.4 Seja G um grupo. Se |G| = p, p primo, entdo G € ciclico.
Demonstragao

Seja @ € G\{e} e considere < @ > o subgrupo gerado por a. Pelo Teorema

de Lagrange, temos | < o > | divide |G| e portanto que | < a > | = |G, pois |G| é
primo. Logo G =< a >.

|

Vejamos dois exemplos de Grupos Ciclicos
Exemplo 1.5.1 O grupo aditivo Z dos Inteiro é ciclico, pois Z =<1 > .

Exemplo 1.5.2 Para todo mimero inteiro 7, o Grupo aditivo Z,, dos Inteiros mddulo
n é ciclico, pois Z, =< 1 > .

Através das proposicdes 1.5.1 ¢ 1.5.2 conclufmos que estes dois exemnplos acima

incluem, a menos de isomorfisio, todos os grupos ciclicos.

1.6 Teoremas de Sylow

Teorema 1.6.1 (fo. Teorema de Sylow) Seja G um grupo finito de ordem p™b com.
p primo e mdc {p,b} = 1. Entdo, para cadan, 0 < n < m, eziste um subgrupo f de
G tal que |H| =p™.
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Embora nio demonstraremos os Teoremas de Sylow, conforme dito na
descrigao deste capitulo, demonstraremos o teorema abaixo, que nos serd bastante
{itil para o desenvolvimento dos capitulos seguintes. As demonstragoes dos Teoremas
de Sylow podem ser encontradas no livro Garcia A. & Lequain, Y, Algebra: Um Curso
de Introdugao - IMPA - Rio de Janeiro, 1988. Capitulo IV .2

Teorema 1.6.2 (Cauchy) Seja G um grupo cbeliano finito. Seja p um primo que
divide |G|. Entao eziste = € G de ordem p.

Demonstracao

Faremos a demonstragio usando o segundo pricipio de indugdo finita sobre

|G|-
Se |G| =1, ndo ha nada para fazer.

Se |G| > 1, suponhamos, como hipétese de indugao, que o Teorema vale para
todos os grupos abelianos de ordem menor que |G|, queremos mostrar que o Teorema

vale também para o grupo G.

Se p = |G|, entdo G & ciclico e qualquer gerador de G tem ordem p e, neste

¢aso, nao precisamos usar a hipétese de indugao.

Se p # |G|, alirmamos primeiro que existe um subgrupe H tal que
1 < |H| < |G|. De fato, tomey € G, y # e, se < y ># Gentao H =< y >
serve. Se <y >= G, entdo y* # e e H =< y? > serve, pois |H| = 0(y*) = l% < |G|

Agora, se p divide |H| entdo, pela hipétese de indugao, existez € H C G de

ordem p, e acabou.

Se p nao divide |H| entao, pela igualdade |G| = |H| - |G/H|, vemos que p

divide |G/H| e que |G/H| < |G]. Logo, pela hipétese de inducio, existe z € G/H

de ordem p. Considere 0 homomorfismo canénico ¢ : G — G/H, tome z € G tal

que ¢(z) = Z. Seja r a ordem de z. De 2" = e, temos @(2") = p(e) ouseja 2" =€,

portanto, r é um multiplo da ordem de Z, isto §, um miultiplo de p, digamos r = kp
com k > 1; entdo z° é um elemento de G de ordem p.

|

Coroldrio 1.6.1 (Generalizacao do Teorema de Cauchy para grupos ndo necessaria-
mente abelianos) Sejam G um grupo finito e p um primo que divide |G|. Entdo eziste
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z € G de ordem p.

Coroldrio 1.6.2 Sejerm G um grupo finito e p wm primo. Seja p™ a maioT poténcia
de p que divide |G|. Entdo eziste um subgrupo de G de ordem p™.

Definicio 1.6.1 Sejam G wm grupoe finito, p um primo e p™ a maior poténcia de p
que divide |G|. Os subgrupos de G que tém ordemn p™, cujo ezisténcia estd garaniida

nelo Coroldrio 1.6.2, sdo chamados p-subgrupos de Sylow de G.

Observe que se p é um primo que néo divide |G|, entdo {e} é o tnico p-
subgrupo de Sylow de G.

Coroléario 1.6.3 Sejam G um grupo finito e p um nimero primo. Entao |G| ¢ igual
a uma poténcia de p se e s6 se cada elemento de G tem ordem igual a uma poténcie

de p.

Definigdo 1.6.2 Sejo p um primo. Um grupo G , ndo necessariamente finito, 1o
gual todo elemento tem ordem igual @ uma poténcia de p € chamado um p-grupo.
Vejamos alguns exemplos de p-grupos.
1) Dy, Qs,Z/8Z, % X %, % X % X % sdo Z-grupos de ordem 8 = 2°.

2) (Z/p"Z, +) é um p-grupo de ordem p".

3) %x%x% X ... éum 2-grupo infinito.

Q Corolédrio anterior diz que os p-grupos finitos sao exatamente os grupos
cuja ordem é uma poténcia do primo p-

Teorema 1.6.3 (20. Teorema de Sylow) Sejam G um grupo finito e p um primo.
Entao:

i) Todos os p-subgrupos de Sylow de G sdo conjugados entre si. Em particular,
um p-subgrupo de Sylow S de G € normal em G se, e somente se, S € o tnico

p-subgrupo de Sylow de G. Neste caso, S € um subgrupo caracteristico de G.

ii) Se P é um p-subgrupo de G, entdo eriste um p-subgrupo de Sylow S de G tal
que P C 5.

Teorema 1.6.4 (0. Teorema de Sylow) Seja G um grupo finito de ordem p™b com
p primo e mdc {p,b} = 1. Seja S um p-subgrupo de Sylow de G e seja np o nimero
de p-subgrupos de Sylow de G. Eniao

n, divide b
np = 1 (mod p)
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1.7 Produto Direto

Seia {Gi},cic, uma familia ndo vazia de grupos multiplicativos e seja
G =G, x Gg x ... x G, o produto cartesiano dos conjuntos Gi, Gz, --- , Ga.
Sejam (g1, G2s - 3 %) € (R, B2, .-, By) dois elementos quaiquer de G e definamos

em G a seguinte operagao:
(91, 920 - > G )(B1, Ba, - ha) = (g1ha, gaha, .-, Gnbin)

Desta forma, G munido desta operagac é um grupo chamado Grupo produto
direto da familia {Gi}, ;- De fato, para todo g; € G; existe g €G,;, paratodo i e
{1,2,...,n}, pois G; é um grupo. Logo, se (g1, g2, .- - , gn) é um elemento qualquer
de G, o seu inverso é um elemento de G e é dado por:

(91, 92 - 19n) " = (07" 951,07 ) EG

Da mesma forma, se g; e ~; sdo dois elementos quaisquer de G; entéo gh; le
G;, Vie{1,2,...,n}. Logo, se (g1, g2, - .- , 9n} € (R, ha, ..., R,) 580 dois elementos
quaisquer de G entéo

(91, 92, -~ Ga)-(hr, oy oo )T = (91, g3, - Ga)(BTE BT, BT =

= (g1hi". g2ha ', - Guh") € G.

A propriedade associativa é evidente em G. Portanto, G € um grupo. E
ficil ver que o elemento neutro de G ¢é (e1, €, ... e,) onde €; é 0 elemento neutro de
G@, 3 Vi € {1,2,...,?1.}.

Afirmamos que G = G; X Gy X ... X G, é abeliano se, e somente se, G;
¢ abeliano, Vi € {1,2,...,n} - De fato, se G é abeliano entao para quaisquer dois
elementos (g1, §o, ---, Gn), (h1, B2, -.., hy) de G temos

(gli g2, -, gﬂ)-(h’lv h’?-! LRI hn):(h'li h'zr IR h’ﬂ)(glz ga2,.--, gﬂ) !
ou seja,
(glhlz 9’2h2, - g'nh'n) = (h'lgla h’Qg‘Z: A | hﬂ-gﬂ) ' V’l. = {1,2,...,71}.

Logo, G; é abeliano, Vi € {1,2,...,n}. Por outro lado, se G; é abeliano Vi €
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{1,2,...,n} ent@o g;h: = hig;. Logo,
(15 Gas - Gn)-(h1y Bas ooy Ba) = (g1h1, gaha, . s gnb) =

:(hlglah’2g2:"':h‘ngn):(hlth)---1hn)-(glag2:-"1gﬂ-)'

Portanto G é abeliano e fica assim demonstrada a afirmagao acima.

No caso em que G;, Vi € {1,2,...,n} é um grupo aditivo é natural
substituirmos a frase Produto Direto por Soma Direta e substituimos a operagdo de
multiplicac@o pela operacio de adigao, ou seja, dados (g1, g2, .- -, 9n), (h1, h2, .., hn)
dois elementos quaisquer de G, ternos

(91, g?a---rgn)'(h'lnh?-!“'7h"n):(gl+h11 gz+h‘2:‘--1gﬂ+h’ﬂ-)'

Feitas as consideragdes acima, podemos apresentar a definicdo formal de
Produto Direto Interno.

Definigio 1.7.1 Sejam G um grupo ¢ G1, Gz, ... , G, subgrupos de G. Dizemos que
G ¢ produto direto interno de Gi, G, ...,G. , e denotaTemos por
G=Gi0GyC...0G,, s as condigbes seguintes sdo salisferfas:

1) Para todo z € G ezistem inicos T1 € Gi1,...,In € Gy 1018 que 2 =Z1T2 ... Tn.
2) Parai#7j, z € G; ey € Gj, temos Ty = yT.

Vamos apresentar um sistema de condigoes que € equivalente ao da definigao

acima e que é melhor para célculos.

Proposicao 1.7.1 Sejom G um grupo e G, Ga, ... , G, subgrupos de G. Entdo, G
é o produto direto interno de Gi, Ga, ... ,Gn se e somente se as condigoes seguinies

sao sotisfeitns:

3) Gi<G,¥i=1,2,...,n.

4) G=G1Ga. .. Ga.

5) G,;ﬂGI...Gi_lGHl‘..Gﬂ,z{e}, vie{l,2,...,n}.
Demonstragao

Suponharnos que as condigdes 3), 4) e 5} estao satisfeitas. Sejam = € G; e
y € G;, com i # 7 e considere o elemento zyz~'y~!. Temos cyz 'y~ ! = (zyz~')y~' €
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G;, pois G; 4G, e zyz~ty ! = z(yz~'y~'} € Gy, pois Gi <4 G, assim oyz~'y~! €
G:NG; CGiNGy...G1Giq ... Gn = {e}. Logo zyr~ly~! = e e portanto Ty = Yz,
isto &, a condigdo 2) estd satisfeita. Seja agora z € G. Pela condigdo 4), existern
7€ Gy, i € {1,2,...,n} tais que z = T1T2...2,. Queremos mostrar que os ;s 4o
Ginicos. Suponhamos entio que Ii...%, = Y1...Yn com y; € Gy; multiplicando ambos
os lados por yi' & esquerda e por z;'z;l;... 23" A direita obtemos que y; Y, =

Yol - - Yno1UnZi zyt, .. 23t Usando repetidas vezes a condigio 2), que jé sabemos

ser satisfeita, obtemos que

1. 1, -1 -1
i L1 = YTy BTy -..YnT,

eentio ¥y 'T1 E G1NGz...G, = {e} ousejaT) =y1. Deizz .. .o =ik Un &
Zi =y, tiramos que Zz...Zn = Y2 - .. Yo PTOCedendo como acima, obtemos que

-1 o —1 -1
Yg T2 =MLy " ...UnT,

eentdo y; T2 € GoNGy. .. Gn € GoNG1Gs ... G, = {e} ouseja 23 = yz. Continuando
desta maneira obtemos que a condicao 1) estd satisfeita. Reciprocamente, suponhamos
que as condicbes 1) e 2) sio satisfeitas. Sejam entdo y € G e z € G; queTemos mostrar
que zyz~! € G;. Pela condicio 1), temos z = 12, .. - %, com Z; € G; e portanto

-1 -1 -1 ,,-1,-1 -1
YT =Ty TiTiyr - Ta¥T, TN T Ty -1 -

Aplicando repetidamente a condigio 2) ao elemento y com os elementos z;.
=1+ 1, ..,n, obtemos

Yz =I1...:Eiya:;1.__q;;1.

Agora, aplicando repetidamente a condigao 2) ao elemento z;yz;' , que

pertence a G;, coml os elementos z;, 7 = 1,...,%4 — 1, obtemos
zyz"l = :L'iya:;l.

Logo zyz~! pertence a Gi- Isto prova que a condigo 3) ¢é satisfeita.

A condigio 4) & claramente satisfeita pois ela é mais fraca que a condigao 1).
Provaremos agora que a condigdo 5) ¢ satisfeita. Seja z € GiNGy ... Gi_1Git1---Gai
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como z € G;, podemos escrever
Z=1I1Tg...Tp, cOMZ; EG; Vj=1,...,i=1,1+1,...,nez;, =€

Da unicidade dada pela condigao 1), concluimos que z = e, e isto termina a

pIOVA.

||
Proposigac 1.7.2 Sejamn G um grupo ¢ Gy, G, ... , G, subgrupos de G. SeG é
o produto direto interno de Gi, Ga, ... ,G,, entdo G € isomorfo ao produfo direto

G1x Gy x ... x Gy
Demonstragao

Considere v : G — Gy x G2 % ... x GG, a funcio definida da seguinte maneira:
para um elemento g € G, ¢(g) = (z1,Ts,...,Z,) onde z; € G;, t € {1,2,...,n}, séo
05 1nicos elementos tais que g = £;Ts...T,. Bsta funcio ¢ é claramente uma bijecdo
e provaremos agora que ¢ é um homomorfismo de grupos. Sejam g = T1%3...Zx €
¢ =1y ...y, dois elementos de G. Entao

g9 = T1Ta. .- Tal1Yz--- Yo = T1NT2W2 - - - Luln

onde a dltima igualdade foi obtida por aplicacoes sucessivas da condigao 2). Deste
modo obtemos que w{gg) = (z111, Tols, . - -, Toua) = 0(g)p(¢’) e portanto que ¢ é um
homomorfismo.

[ |

Proposi¢ao 1.7.3 Se G ¢ um grupo abeliano finito, entdo G € o produto direto
interno de seus subgrupos de Sylow e portanto, G € isomorfo ao produto direto de

seus subgrupos de Sylow.
Demonstragao

Escreva |G| = pi'p*---p’~, onde pi,ps,...,0- S30 primos distintos.
Naturalmente, G sendo abeliano, todos os subgrupos de G sio normais em G.
Conseqtientemente, pelo 20. Teorema de Sylow, obtemos que, para cada p;, existe
um finico p;-subgrupo de Sylow de G, que denotamos por H;, assim |Hi| = pi'.
Queremos mostrar que G = H; © H, © --- © H,. Mostraremos que as condigdes 3),
4) e 5) sao satisfeitas. A condigdo 3) € satisfeita, pois G ¢ abeliano. Agora, pela
propriedade de produto de grupos, temos que HH, é um subgrupo de G, pois H2<G,
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e |H Hy| = |Hy| - |Ha| = pi'p3?, pois Hy N Hy = {e}. De fato, se k € Hy N Hy entao
O(z) divide pj* e py*, donde O(k) = 1. Novamente, (H,H3)H; é um subgrupo de
G, pois Hy<a G, e |H HaH;| = |H Hy| - |Ha| = pi'poips*, pois (HiHz) N Hy = {e};
continuando desta maneira, obtemos que H,H; ... H, é um subgrupo de G e que
|HiHy . . Hy| = p'pd...p; logo G = HiHp...H, e portanto a condigio 4) €
satisfeita. Agora, paratodoi e {1,2, _.,r}, temos H;NH;y ... H; 1Hiyy ... H, = {e},
pois [Hy| =p¥ e |H;... HioiHipy . Ho| = p' ... pl ' piiY ! ... p?r s@o miimeros primos
entre si, e entao a condi¢fo 5) é satisfeita.
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Capitulo 2
Os Grupos Abelianos Finitos

Neste capitulo usaremos a notagac aditiva, pois todos os grupos gque
consideraremos serao abelianos. Nosso objetivo é classificar, a menos de
isomorfismo, todos os grupos abelianos finitos. Faremos isso decompondo cada grupo
abeliano finito como soma direta de p-subgrupos. Depois faremos a decomposigio
de cada p-grupo abeliano finito como soma direta de subgrupos ciclicos. Estas duas

decomposicoes estabelecemn o Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos.

2.1 Decomposicao em p-Grupos

Nesta se¢io mostraremos como decompor um grupo abeliano finito em
p-subgrupos de G e mostraremos que, a menos de uma ordenag&o dos mimeros primos,

essa decomposi¢io ¢ tnica.

Seja G um grupo abeliano finito. Para cada nimero n, associamos o conjunto
G, formado pelos elementos de G cuja ordem é uma poténcia de n, isto &,

Gn = {z € G, O(z) =n", para algum r € N}
e trocando n por um niimero primo p, afirmamos que
Gp = {z € G; p" -t =0, para algum r € N}

De fato, seja T € G,, entdo Oz) = p", para algum r € N, logo p"z =0 e
portanto = pertence ao conjunto {z € G; p" -z = 0, para algum 7 € N}. Por outro
lado, seja £ um elemento do conjunte {z € G; p".z = 0, para algum r € N}. Entio
existe r € N tal que p".z = 0, ou seja, O(z) divide p”. Entao O(z) é poténciade p, ¢
termina assim a demontragio da afirmacdo acima.
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Em alguns casos, notadamente naqueles onde G denota um grupo com indice
nurmérico {Z,, D,, etc) & conveniente usar parénteses nNa NOLaGA0 acima. Assim

escreveremos, quande for necessdrio, G, = (G),-

Veremos agora que G, é um p-subgrupo de G.

Proposicdo 2.1.1 Se G € um grupo abeliano finito e p € um nimero primo entdo
G, < G e |G,| =, para algum t € N.

Demonstragao

Desde que O(0) = 1 = p° segue que 0 € G,. Dados z,y € G, temos O(z) = p"
e O(y) = p°, com 7,5 € N. Tomando v = r + s, vem que, pH{z—y) =p(FT) —
o (p*y) = 0. Logo G, é um subgrupo de G. Suponhamos por absurdo que a ordem de
G, nio seja poténcia de p. Entdo existe um primo g, g # p, tal que ¢ divide a ordem
de G,. Pelo Teorema de Cauchy existe z € G, com O(z) = g Isso leva a contradigao

g = p" para algum 7 € N.
| |

As hipéteses de G ser abeliano e p ser primo sao essencjais para a proposigao
2.1.1. De fato, para Dy = {e, a, @?, b, ab, a’b} temos (D3)s = {e, b, ab,a’b}, que ndo é
grupo pois b - ab = a? ¢ (Da)s E para Zs temos (Z4)s = {0, I, 3}, que ndo ¢é grupo
pois 1 +1=2¢ (Z),.

Para facilitar a apresentagao de exemplos, provaremos primeiro um lema
tratando de propriedades dos p-subgrupos Gj.

Lema 2.1.1 Sejam G um grupo abeliano finilo e p, ¢ nimeros primos.
a) G, # {0} = 2| |Gl;
b) p#a=Cpn G, =10}
¢) IGl=p", neN=G, =G,
d) GG =G, =G

) C=HxK=Gp=H,x K,.
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Demonstragao

2)

b)

d)

(=) Seja £ € Gp, ¢ # 0. Entdo O(z) = p*, n # 0. Sabemos que
|<z>|==0(z) =p" e|<z>|| |G|. Comon #0, vem que p | |G|.

(<) Se p| |G| entdo pelo Teorema de Cauchy, existe z € G tal que O(z) = p.
Logo 0 # z € G, e portanto G, # {0}

Se z € G, NG, devemos ter O(z) = p* = ¢™ com p # ¢- A tnica solugao
possivel é n =m =0, isto €, G, NGy = {0}-

Para cada T € G, o Teorema de Lagrange assegura que | <z >| | |G]. Mas
O(z) = | <z >| e |G| = p™. Portanto O{z) & poténcia de p, e conseqilenternente
G = Gp.

Por hipé6tese, existe um isomorfisme ¢ : G —— G’, do qual obtemos o
isomorfismo ¢|g, : G — ¢(Gp). Assim basta provar que ¢(Gp) = G,. Se
y € p(G,), entdo y = ¢(z), para algum z € G,. Desde que O(y) = O(z) temos
que y € G}, isto é, ¢(Gp) € G,,. Por outro lado, se y € G, entao y € G’ e
O(y) = p™, pera algum n € N. Assim existe z € G tal que ¥y = p(z). Mas
O(z) = O(p(z)) e portanto O(z) = p*, ou seja, T € Gp. Portanto y € ¢(G,)
provando que G, € @(Gp). Logo, G, = @(G,} e portanto, G, =~ G,

Seja z = (u,v) € Gp, onde u € H ev € K. Como O(z) = p*, n € N, temos
(0,0) = p"™-z = (p"-u, p”-v), implicandoem v € Hyev € K, Logoz € H, X K.
Tomando agora (u,v) € H, X K,, existem m,n € N tais que p" -u=p™ v = 0.
Segue que p™t™(u, v} = (p™(p"u), p*(p™v)) = (0,0), isto &, (u,v) € G,.

Coroldrio 2.1.1 Seje G um grupe abeliano finito. Se G ~ Hy x Hy x ... x H, entao

G, = (Hi)p x (H3)p X ... x (H,),, pare cado nimero primo p.

Demonstracao

Aplicando o item (d) do Lema 2.1.1 em G ~ H; X Hy x ... x I, vem que

Gp =2 (Hy X Hy X ... % Hy)p. Sucessivas aplicagées do item (e) do Lema 2.1.1 provam
que (Hy x Hy x ... x H,)p = (Hy)p x (H2), X ... x (Hp)p-

Exemplo 2.1.1 Se p é um ntmeroc primo ¢ n € N entdo (Zyn), = Zpe
(lema 2.1.1 (c)).

40



Exemplo 2.1.2 (Z;»), = {0} para todo niimero primo g # p. (lemae 2.1.1 (a)).

Exemplo 2.1.3 Calculando a ordem de cada elemento de Zs concluimos que
(Zg)2 = {0,3} ~ Zo e (Ze)s = {0,2,4} =~ Z;. Por outro lado, sabemos que
Ze =~ Ty x g ¢ aplicando o Corolério 2.1.1 temos (Zeg)2 = (Z2)2 X (Za)2 = Za X {ﬁ} ~
=7 e (Zg)a = (Z2)z x (Za)s = {0} x Zy = Za.
Note ainda que
Ze = (Lg)2 © (Zg)a.

EXEHlplO 2.1.4 (Zg)g = Zg € (Zg X Zg)3 = Zg X Za (lema, 211 (C) e (E))

Desde que (Za)s & (Z3 x Z3 )3 nao sao isomorfos, pois Zy x Z3 nio tem elemento
de ordem 9, conclufmos do exemplo 2.1.4 que o p-subgrupo G, nao depende apenas
da ordem do grupo G, mas sim da ordem dos elementos de G.

Vejamos mais um exemplo:

Exemplo 2.1.5 Sejam G = Zyz e G' = Zy x Zg. Através do cdlculo da ordem dos
elementos de G e G' obtemos

GZ = {6,5,675} o~ Z4 e (Gg= {_G,Z,E} ~ Zg
@, = {(0,9),(0,3),(1,0),(1,3)} = % x Zz e G4 = {(0,0),(0,2), (0,4)} ~ Zy.
Utilizando o Lema 2.1.1 e seu Corolédrio obtemos
Ga = (Zy2)s == (Tg X T3)z = (Zy)z X (Lg)e = Ly x {0} =7
Gy = (Zaa)y =~ (Zy X Zn)3 = (Za)3 % (Za)s = {0} x Z3 = Z3
'2 = (ZZ x ZG)Z = (ZZ)I x (Zs)z = (Zz)z = (Zz)z x (Za)z =Zo x Ly % {6} ~Zo X Lo
Gy = (Zy X Lg)s = (Zo)a % (Ze)s =2 (Za)a % (Za)s % (Za)y = {0} x {0} x Zg = Zy

NovaInente observamos que apesar de |G| = |G”| temos G2 nio é isomorfo a
Gy, e também
G = Gz & G3

G'=GeG,

Nosso objetivo agora serad mostrar que a segunda parte da observagao acima
¢ um resultado geral, ou seja, todo grupo abeliano finito G é soma direta dos seus
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p-subgrupos Gp.

J4 vimos no lema 2.1.1 que se p n8o divide |G| entdo G, = {0} Assim nosso

interesse é estudar G,, para p divisor de |G-

Seja n = |G|. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética podemos escrever

n=p" p3. ... - PP
onde {p1, P2, --.,P:} é o conjunto de primos distintos que dividem n e e; € N para
ie{l,2,...,s}
Da decomposicio |G| = n = p%. p. ... . p% segue, parai € {1,2,...,5},

que G nao possui elemento de ordem pf* com a > e;. De fato, se existisse um elemento
z € G com O(z) = |<z>|=pf, a> e, terfamos pelo Teorema de Lagrange que
p¢* | n, implicando em p;|p; para algum j #4, j € {1,2,..., s}, que & impossivel. Isso
mostra que

G, C{zreG, pf =0}

e como a Inclusao inversa é evidente, concluimos que

Gy, ={zr €G,; pf -z =0}, paracada i €{L,2,...,5}

Provarermos agora o principal teorema desta segao, conhecido como Teoremna
da Decomposi¢ao Primdria. Fste nome deve-se a0 fato de que, para cada primo p que
divide a ordem de G, o p-subgrupo G, é chamado de Componente p-Primdrio de G.

Teorema 2.1.1 (Teorema da Decomposigao Primdria) Seja G um grupo abetiano de
ordem n = p*. p ... . p%, onde p1,pa,...,Ps 500 primos distintos e e; € N para
1€{1,2,...,5} Entdo

G:GMGBGPz@"'EBGps-
Demonstragao

It claro que Gp, +Gpy +. - - +Gp, € G. Para verificar a outra inclus&o iniciamos

escrevendo n; = p%— Afirmamos que mdc {ny,nz, ..,n;) = 1. De fato, se nao fosse
assim existiria um ntimero primo ¢ tal que ¢ | n, V& € {1,2,...,s}. Mas
ng = p?. ....p¢ e q| m implica em ¢ = pj;, para algum j € {2,...,5}. Da
mesma forma, n; = pi. ... . pjffll. Pyl ... . pr e q| n; implica em g = p; com
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k# jek € {1,2,...,s}. Isso leva & contradigio p; = ¢ = Pr, & # 7. Logo
mdc (11, ng, - - -, 7y) = 1 e pela Identidade de Bezout,

l=h1ﬂ1+h2ﬂ2+...+hsns,hiEZ.

Dado z € G temos £ = AT + honeZ + ... + hyn.z. Mas

Pt (hinez) = hu(piima)z = hi(nz) = b0 =0

isto é, un,z € G,. Portanto z € G, + Gy, +. ..+ G, e concluimoes que G = G, +
+Gp, + -.. + Gp,. Para ver que a soma é direta, tomamos z € Gy, N (Gp, +
+Gp + oo + Gpmt + Gpp1 + .-+ Gp,). Segue que pii.z = 0ez =y + 42 +
+-. .+ %1+ Y+ +y comy; € Gy Note que pj-j | n;, para j # 4.
Como p;.y; = 0, temos que n;.y; = 0, e portanto temos a igualdade n; -z =
Y+ e + -+ a1 + Y + - - + Y, = 0. Agora temos pit.z =0 =mn,.z,
assim O{z) | p;* e O(z) | n;, mas pela escolha de n; temos mdc(n;, p;*) = 1. Logo
O(z) =1, isto é, z=0e portanto G =Gp, & Gp, & ... D Gp,.

|

J4 sabemos, pela Proposigao 2.1.1, que |G,| é uma poténcia de p. Agora,

podermnos ser mais precisos.

Coroldrio 2.1.2 Seja G um grupo abeliano de ordem n = p{'. p5*. ... . p5* onde
P1, Pz, - - -, D5 8d0 primos distintos e e; €N parai € {1,2,...,5}. Entdo |Gp,| = pf’.

Demonstragao

Pelo Teorema acima sabemos que G = Gp, B Gp ®... DGy, Pela Proposigao

1.7.1 sabemos que G, ® G,, ... & Gy, = Gy, X Gp, X ... x Gp,. Além disso, vimos

na Proposicao 2.1.1 que |G,,] = p¥. Assim p5'. p§2. ... .p% =n = |G| = |G,, ¥

Gps X «-. X Gp,| = |Gp)|-|Gpy|- -.. |Gp| = pFp. .. . pt». Pela unicidade da

decomposicao obtida do Teorema Fundamental da Algebra, concluiimos que e; = ¢;,
1 €{1,2,...,s}. Logo |Gyl = pf-

|

Podemos ilustrar o resultado do Corolédrio anterior, retomando os exemplos.

No exemplo 2.1.1, tinhamos G = Zyn € G, = Zy». Como |G| = p*, pelo
Corolério 2.1.2 deverfamos ter |G,| = p".
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No exemplo 2.1.4, tinhamos G = Zg e G3 = Zg. Como |G| =9 = 3%, pelo

Corolério 2.1.2 deveriamos ter |G3| = 9.

No exemplo 2 1.5, tinhamos G = Zs, Go > Zy e G3 = Z3. Como |G| =12 =
22 . 3, pelo Corolério 2.1.2 deveriamos ter |Go| =4 e |G3) = 3.

O préximo Teorema é um importante complemento para o Teorema 2.1.1.
Ele garante que qualquer cutra decomposi¢io de um grupo abeliano finito em soma
direta de subgrupos de ordem poténcia de nimero primo coincide com a decomposigao
primaria.
Teorema 2.1.2 (Unicidede da Decomposicdo Primdria} Seja G um grupo abeliano
de ordem n =p}' p3? ... . p%, onde p1,Pa,-..,P. 530 Primos distintos e e; € N para
i€ {1,2,...,8}. Se{q;}i_, € uma familia de nimeros primos distintos e H; € um
g;-subgrupo de G, para cada j € {1,2,...,t}, satisfazendo G =Hi d Ha ... ¢ H,,
entdo s =1 e Gp, = H;, para it € {1,2,...,s}, a menos de uma possivel reordenacdo
dos primos {g; }i_,.

Demonstragao

Fixemos a ordem de H; escrevendo |H;| = q;j para 7 € {1,2,...,t}. Por
hipétese, G = H1 & Ho & ... $ H; e procedendo como na demonstragio do Coroldrio
2.1.2 temos '

€3

piopst. . =n=q{" .. ... gt

A unicidade da decomposicao obtida do Teorema Fundamental da Algebra assegura
que 5 = ¢, e que a menos de reordenacio do conjunto de primos {g;,¢z...,q,} vale
P = q;*. Assim, se z € H; entdo pj*. z = ¢{*. z = 0, mostrando que i; C G,,. Mas
além disso, |H;| = |Gp;| Portanto H; = Gy,.

n

2.2 Decomposigao dos p-Grupos

Os Teoremas 2.1.1 e 2.1.2 mostram que todo grupo abeliano finito € nao nulo
G pode ser representado de modo 1Unico, a menos da ordem das parcelas, como soma
direta da familia finita de p-subgrupos nao nulos G,. Para completar este resultado
farernos a decomposicic dos p-subgrupos G, em soma direta finita de grupos ciclicos.

A decomposicao em soma direta finita de grupos ciclicos é possivel para
todo p-grupo abeliano finito ndo nulo. Provaremos este resultado geral e entao o
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utilizaremos para os p-subgrupos G,.

Iniciamos com o seguinte Lema.

Lema 2.2.1 Se G # {0} € um p-grupo abeliano finito e se d € um elemento de G
de ordemn mdzima p*, entdo G é a soma direta do subgrupo ciclico < d > e de um
subgrupo N de G.

Demonstragao

Consideremos o conjunto I' de todos os subgrupos H de G tais que
Hn < d >= {0} e ordenemos I' por inclusdo. E imediate que I' # @, pois
{0} < & >= {0}. Como G é finito segue que I' também é finito, logo, existe
em I' um elemento maximal N. Note que se N’ é um subgrupo qualquer de G e
se N G N entio N'N < d ># {0}, pois N é elemento maximal de I Tomando
G'=N+ < d>eusandoo fato de NN < d >= {0} temos que &' = N < d >
. Se mostrarmos que G’ = G obteremos a tese do Lema. Suponhamos, por absurdo,
que G' # G. Afirmamos, nesse caso, que existe umz € Gtalquez ¢ G ep.z € G-
De fato, existe, por hipotese, um elemento z’ emn G que néo pertence a G'. Como
' € G e G é um p-grupo finito temos O(z’') = p?, com i > 1, logo existe um menor
niimero natural nao nulo j tal que p’#' € G'. Se j =1 bastaescalberz =z’ esej > 1
escolheremos £ =p'~' - z’. Assim z € G, p.z = 'z’ € G e = ¢ G’ pela minimalidade
de 7.

DepzeG =<d>®N resulta que pxr = md + h, com m inteirc e h € N.
Desde que p* é a maior ordem dos elementos de G,

0= pk_ T = pk—l(pz) — pk—lmd -I—pk_lh,

de onde vem p*'md = —p*lh € < d > NN = 0. Logo p"!md = 0 e daqui
concluimos que p*|(p*~'rn), logo m = pm’. Por outro lado, temos

h = pz — md = p(z — m'd).

Como m'd € < d >, se admitirmos que z —m'd € N teremos z = — m'd +
mde N+ <d>= G Mas z ¢ G' e portanto z — m'd ¢ N. Logo

N=Ny{<z—md>DNeN#N
e daqui resulta que V' < d > {0}, ou seja, existe rd € N, comr € Z e rd # 0.
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Para este elemento rd temos rd = hy + s(z — m'd), com hy € N e s € Z, logo,
sz = rd — sm'd — hy € N+ < d >= G'. Admitindo que p|s, escrevemos pa = s e de
rd = ho+s(z—m’d) vem querd = hy+ap(z—m'd). Sabemos que p(z—m'd) =h € N,
logo ap(z —m'd) € N. Também hy € N e entdo rd = hg + ap(z —m'd} € N. Mas
isso hao é possivel poisrd € < d >, rd #0 e < d > NN = {0}. Portanto p { s.
Fica assim provado que sz € G’ e pr € G’ com s e p primos entre si. Pela Identidade
de Bezout existem nimeros inteiros z e v tais que us + vp = 1. Conclufmos que
r = u(sz) + v(pr) e entdo z € G pois sz,pr € G’ , contradizendo a escolha do
elemento z ¢ G".

I

Com o auxilio deste Lema podemos ser mais precisos na decomposi¢ao de um
p-grupo G # {0} demonstrando o Teorema seguinte.

Teorema 2.2.1 (Teorema da Decomposicao dos p-Grupos ijniios) Todo p-grupo
abeliano finito G # {0} € a soma direta de uma familia finita de subgrupos ciclicos.

Demonstracao

Seja p* a ordem de G e fagamos a demonstracao usando o segundo principio
de inducao finita sobre s > 1.

Se s = 1 entao (@ é ciclico e ndo ha nada a demonstrar. Suponhamos entdo
que s > 1 e que o Teorema seja verdadeiro para todo p-grupo abeliano finito de ordem
pt, com 1 < t < 5. Seja d um elemento de G de ordem maxima p*. Se k£ = s entdo
G ¢ ciclico e, neste caso, nada ha para demonstrar. Se k& < s, entao o Lema 2.2.1
nos garante que G é a soma direta de Ny =< d > com um subgrupo N de G. Se
N = {0} entdo < d >= N = G e O(d) = p* = p° implicando em & = s. Absurdo
pois & < ¢. Se N = G entao N{ =< d >= {0} Absurdo pois € é elemento de ordem
méxima de G # {0}. Logo N A {0}, N £ G e|[N|=p com 1 <t < s, de onde
vem, conforme a hipétese de indugdo, que N ¢ a soma direta da familia {N;}aci<m
de subgrupos ciclicos e é imediato que G é a soma direta da familia {N; }1<i<m, onde
cada N; € um grupo ciclico.

Na secdo anterior provamos o Teorema 2.1.1 que garante que todo grupo
finito tem uma decomposicdo priméria, e em seguida provamos o Teorema 2.1.2 que
d4 2 unicidade desta decomposicio. Agora, no Teorema 2.2.1, verificamos que todo

p-grupo abeliano finito tem wma decomposi¢io em soma direta de subgrupos ciclicos.

46




No entanto a decomposi¢io obtida no Teorema 2.2.1 nao é \inica em geral. Vejamos

alguns exemplos.

Exemplo 2.2.1 Seja G = Z3 x Z3. Tomando
Hy =< (1,0) >={(0,0),(1,0),(2,0)} < G
H, =< (0,1) >={(0,0),(0,1),(8,2)} < G

é facil ver que G = Hy @ H,, com f{; e i ciclicos.

Também podemos escolher

H =< {1,2)>={(0,00,(1,2),(2,1)} < G

I

um-.
Il

< (L, 1) >={(0,0),(1,1).(2,2)} < G

e novamente temos G = H{ & fI}, com H} e Hj ciclicos.

Como Hi, Hs, H} e Hj sdo dois a dois distintos, obtivemos a decomposigao
de G como soma direta de subgrupos ciclicos de duas formas diferentes.

Observemos no exemplo acima que apesar de ndo termos a unicidade da
decomposi¢ao, o nimero de somandos diretos bem como suas ordens , coincidem nas
duas decomposicoes. Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 2.2.2 Seja G = Zg x Z4. Tomando

H, =< (1,0) >= {(§,0),(1,0),2,0),(3,0), (4,

(5’

ol
ol
S
Py

Hy=<(0,1) >={(0,0),(0,1),0,2,(0,3)} < G

é claro que G = H, @ H,, com H, e H; ciclicos.

Escolhendo agora

H =< (1,1 >={(0,0,(1,1),(22,33),30),6,1,62),73)} < G

H=<@1)>=1{0,0,G1,02,@3} < ¢

temos G = H] @ H;, com H] e H; subgrupos ciclicos.
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O préximo Teorema mostra que 0 ocorrido nos exemplos acima é um
caso geral, isto é, todas as decomposi¢bes de um p-grupo abeliano finito em soma
direta de subgrupos ciclicos tém o mesmo nimero de subgrupos, e a menos de uma
reordenacdo, os subgrupos ciclicos correspondentes em cada decomposi¢ao té€m a
mesma ordem. Logo sao isomorfos.

Precisamos do seguinte Lema.

Lema 2.2.2 Se H =< a > # {0} € um p-grupo ciclico de ordem p® entdo o conjunto

Hy={zxeH ; pz=0}

€ umn subgrupo de ordem p.
Demonstragao

E claro que H, é subgrupo de H. Os elementos i.p* 'a com i = 1,2,...,p
pertencem a Hi, pois p.i.p* la = i.p°a = i.0 = 0, e os elementos i.p° la, com
i=1,2,...,p sao todos distintos. Por outro lado, seja £ = ja, com 1 < j < p* — 1,
um elemento qualquer de H e suponhamos que £ € H;. Entao pja = 0, de onde vem
que p*|(pj) oup*~!lj eentio j =ip* ', onde 1 <i<p— 1.

]

Teorema 2.2.2 (Unicidede da Decomposicdo dos p-Grupos) Se um p-grupo abeliano
finito G # {0} € a soma direta de duas familias {H;}1<i< € {H}}iejcs de subgrupos

ciclicos de G e se H; #{0},i=1.2,...,re H; #{0}, 7=1,2,...,s ent@dor =5 ¢,
usando-se uma notagdo conveniente, temos |&;| = |H"% parai=1,2,...,7.
Demonstracgao

Seja p? a ordem de G. Vamos fazer a demonstracio usando o segundo
principio de indugao finita sobre d. Se d = 1 entao G € ciclico e neste caso temos
r=38=1e H = H = G. Suponhamos agora, como hipétese de indug¢do, que o
teorema seja valido para todo p-grupe de ordem, p?, com 1 < d’ < d. Fixemos as
notacoes seguintes:

Hi=<a>, |Hi|=p" ,e1 = &

Y
v
IV

e

(%

H{:<bj>r |H;I=pf1 Jf1>f2>--- fer

j =
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Note que as relacoes de ordem entre os expoentes e; e f; sdo possivels pois

podernos reordenar, caso seja necessério, os conjuntos { Hih<icr € {Hjhigi<s -

E fécil ver que
Gpy={r€G | pt=0} e

G® = {py | y€ G}.

sdo subgrupos de G. Afirmamos que |G| = 7. De fato, dado z € G, podemos
escrevé-locomo z = 7, + 23 + ... + =, com T; € H; parai € {1,2,...,7}. Assim
x € Gyp) se, e somente se, pr = 0, que equivale a pz1 4 pz2 + ... +pzr = 0. Desde que
pr; € H;eG = HH® Hy ® ... @ H,, temos que pz; + pry + ... +pz, = 0 se, e somente
se, pz: = 0Vi € {1,2,...,7}. Assim z € G, se, e somente se, z; € {z € H;; pz =0}
que é um grupo de ordem p, pelo Lema anterior. Logo |G| = -

De maneira andloga, trocando a familia {H;} <<~ pela familia {H;'}]_Sjss,

chegamos a conclusio que (G| = p°. Portanto r = 5. Olhemos agora para os
expoentes ey, €3, ... , & € separemos a demonstragao em dois casos.
12 Caso

Vi € {1,2,...,7} temos e; = 1. Nesta situaco temos |H;| = p, Vi €

{1,2,...,7}. Como G = H; ® H; ® ... ® H,, vem que todo elemento de G
tem ordem p, isto é, G = G(;. Por outro lado, |H}| = P, Vi € {1,2,...,s}
e entio, supondo que exista um f; > 1 teremos, pelo Teorema de Cauchy, um
elemento neste A C G de ordem superior a2 p. Contradigio. Logo devemos ter
fi =1,V €{1,2,...,s} e portanto e; = f;, Vi€ {1,2,...,7}.

22 Caso

Existeum ¢ € {1,2,...,7} tal que e; > 1. Seja m o maior indice de e tal que
en > 1. Temos 1 < m <r, e, >1 ee,=1lparam<alr

Se fi = lentao f; = 1, Vj € {1,2,..., s} e usando o primeiro caso com fj
no lugar de e;, vem que e; = 1, Vi € {1,2,...,r}. Contradi¢cao. Logo fi > 1 e entdo
existe um maior indice n para f talque f, > 1. Temos 1 < n < s =71 f, >1le
fs=1paran<g<s=r.
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Afirmacao 1
pH: e pH; sao subgrupos ciclicos de G{®) para todo ,j € {1,2,...,7}.

Basta provar para pH; com um i fixado. Como H; < G temos pH; =
= {pz; z € H} C {py; v € G} = G®. Além disso, é imediato que pH,; é
fechado por diferengas. Logo pH; < G,

Para ver que pH; é ciclico, provemos que pH; = < pa; > ja que H; = < a; >.
Para a primeira inclusdo, tomamos pu € pH;, v = Aa; e entdo pu = p(ia;) =
= A(pa:} € < pa; >. Para a outra inclusdo, tomamos Ape; € < pa; > e escrevemos
Apa; = p(Aa;) € pH;, pois ha; € H;.

Afirmacgao 2:
GP) =pHy @ pH2 ® ... © pHn e G® =pH, & pH; & ... ® pH,.

Basta provar que G%¥ = pH, @ pH, & ... © pH,,, pois a outra parte da
afirmac¢ao é demonstrada de forma andloga a esta. Pela Afirmacio 1, para cada
i€ {1,2, ... m} temos que pH; < G®. Logo pH1 + pHa + ... + pHn C G¥. Seja
agorat € G®. Entdaoz =pyparaalgumy € G. Escrevemos y =y + y2 + ... + ¥,
com y; € H;. Lembre que |H;| = p, |Hn| =p* > p, poisen > le|H,| =p%= =p,
poise, =lparam < a < 7. Segueques=py=py +p1z +... +py-com py, =0
param < ¢ < 7. Assimz=py; +py2 + ... +PUmn € pHy + pH2 + ... + pHn
provando que G® = pH, + pH, + ... + pH,,. Além disso, como pH; C H; e a soma
da familia { H;}1<i<- é direta, temos que

GP = pH, ®pHy & ... ® pHn.
Da afirmacio 2 concluimos que
|GP| = {pH1|lpHzl- ... |pHm| = [pHi|.\pH;|. .. [pHy).

Sabemos que H; é um grupo ciclico de ordem p*, e entio H; ~ Z,. A
restricio deste isomorfismo ao subgrupo ciclico pH; de H; possibilita provar que

pH; ~ pZpe: = p(;f—_z—) ~ ;E’%Z- o~ P,f—,_z. Assim, |pH;| = p*~ 1, Vi € {1,2,...,7}.

Analogamente |[pH:| = p%~,Vj € {1,2, .., r}. Donde concluimos quese p* = |G|
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entao
d=(e—1) + (-1 4ot (en—1) = (A=D1 + (a=D + -+ (fa=1) < &

Aplicando a hipétese de indugao ac grupo GPl=HioeHe.. ¢H,=

—H @& Hy® ... H, temos que m =n e [H| = |H]] parai=1,2,...,m. Mas ja
vimos que param < < rtemose, =leparam=n < § < s=r temos fg=1.
Logo |H,| = p= = 1 = pfe = |Hjl, provando que |H;| = |H]| para i=1,2,... 1.
. [ |

Temos provade que todo p-grupo abeliano finito nao nulo pode ser decomposto
em soma direta de subgrupos ciclicos. Além disso, o comprimento de quaisquer duas
destas decomposictes é o mesmo e os fatores ciclicos correspondentes tém a mesma

ordem.

2.3 Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos
Finitos

Nesta secdo apresentaremos o Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos
Finitos , que decompde todo grupe abeliano finito nao nulo G em sorna direta de uma
familia de p-subgrupos ciclicos nao nmulos. A unicidade desta decomposigao € obtida
a menos de isomorfismo. Além disso, provaremos um Teorema que da exatamente o

nimero de grupos abeliancs, dois a dois nao isomorfos, de cada ordem fixada.

Teorema 2.3.1 (Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos) Todo grupo
abeliano finito G # {0} ¢ a soma direta de uma familia {Giticic, de p-subgrupos
ciclicos ndo nulos. Além disso, o nimero destes grupos ciclicos e suas ordens s@o

determinados de modo nico pelo grupo G.

O Teorema 2.1.1 mostra que G é soma direta de p-subgrupes abelianos G,.
Mas G, é um p-grupe, e entdao pelo Teorema 2.2.1 temos que cada grupo G, é
soma direta de subgrupes ciclicos. Segue entdo que G é soma direta de uma familia
{G;}1<i<r de p-subgrupos ciclicos ndo nules. Além disso, o Teorema 2.1.2 assegura que
a primeira decompasicao é feita de modo inico. Também o Teorema 2.2.2 assegura
que a segunda decomposigao sempre tem o mesmo niimero de parcelas, e as ordens
destas parcelas que s@o os subgrupos ciclicos, € preservada. Assim, a ordem de G,
determina de forma iinica o nimero de p-subgrupoes ciclicos desta decomposigao, bem

como suas ordens.
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O Teorema acima nao é pratico para determinar as classes de isomorfismos
de grupos abelianos de uma ordem fixada. Nem ao menos deixa claro a quantidade

de tals classes.

Para resolver este problema, vamos olhar as duas decomposigoes feitas no

Teorema 2.3.1, para um grupo abeliano G de ordem 7 = pf*.pa* ... .p¢".

Pelo Teorema 2.1.1 temos
G=Gp @Gp @ ... & Gy,

O corolério 2.1.2 diz que |G,,| = p{, e entdo estes p-grupos podem ser
decompostos através dos Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 como

Gpi ~ Zp,-"u & Zpin‘z @ ...D Zpir“i-

Pela igualdade das ordens, vem que

s Tt

. Ti T4
p'i. i _*pz '1.p.,; 12. s _piw._:’

isto €, @; = riy + Tz + ... + 7, Segue que {ri1, Tia, .- , Tie,} € UMa particio de o,

conforme a préxima definicao.

Definicao 2.3.1 Sejan € N,n > 1. Chamamos de parti¢ic de n a todo conjunto

de inteiros positives {ni,na, ... ,n,} tal que:

(Tf) ™ =T -!—’n.z +...+ﬂ,s

v

(?,'L) nlzngz.., n, > 1

Notagao:
P{n) é o conjunto das partigdes de n.
P*{n) é o nimero de particdes de n, isto , P*(n) = §P(n)

Exemplo 2.3.1 P(3) = {{3}, {2,1}, {1,1,1}} e P*@3)=3
P(4) = {{4}, {3, 1}, {2,2}, {2, 1,1}, {1,1,1,1}} e P*(4)=5

Agora podemos provar o seguinte Teorema.

Teorema 2.3.2 O nimero de grupos abelianos de ordem n = pyt.pg®. ... .pi", dois

e dois ndo isomorfos € [ [, p*(c:).



Demonstracgao

Seja G um grupo abeliano. Pelo Teorema 2.1.1 temos
G=G, & Gp & .- ® Gy,

e esta decomposigdo é tnica pelo Teorema 21.2. Para cada i € {1,2,..,¢} temos
que G, é um p-grupo abeliano finito, entdo pelos Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 podemos
escrever de maneira tnica, a menos de isomorfismo

Gp, 2 Zprit D Lpyra @ --- @ Lyyrin,

onde {ri1, riz, -.., T} = &® € uma particio de ;. Desta forma, podemos associar
ao grupo G de ordem n um tnico elemento (@1, a2, .., &%), que é uma t-upla
correspondente as partigoes dos expoentes dos primos da fatoragao de n. Seja T, o
conjunto dos grupos abelianos finitos de ordem 7, dois a deis ndo isomorfos. Pela
unicidade do elemento (%, @,%, ..., @) vem que a aplicagao

U T, — Plag) x Plag) x ... X Plo)

G — (@ &% ..., &%)
estd bem definida.

E claro que o nimero de elementos de P(a1) X Plag) x ... x Play) é
(1P(ar)) - (fP(az) - --- - ({P(a)) = [I;o; P*(cu). Assim basta provar que ¥ € bije-
tora. Para ver que é sobrejetora, tomamos (@i, @z, -.., &) € P(o) X P(as) x
X ... X Plag), com & = {ra1, Tiz, - .- 7in,} Wma particdo de a;, isto é, ra + 12 +
+ ... + ra, = @1 Vamos escolher G; = Zpira X Zpre X ... X Zp o E ébvio que
|Gil = pi™.pi™=. ... g = pi®. Tomando agora G = G1 x Gz X ... x G; temos
|G| = |G1|.1G2|. --- |Gs| =p1™. p2%%. ... .ps™ — n. Logo G € T, e vamos provar que

¥(C) = @1, T, .- &).

De fato, G= G'Pl (2] sz @D ...D Gpt e Gp,- = dipsn D Zpisiz ®...D Zpisiﬁi-
Pela definigdo de ¥, vem que,

‘I’(GJ = (OflG: szG; :atG) ) DfiG = {31'1, 8i2y - -+ 31‘,6,-}

Agora
G = Zplan D .- Zplslﬂl & ... @Zpr‘tl e ... D Z‘pt:‘nﬁt




G=0G X‘G2 X .- XGg’izplru b ... @Zpl"l.\l ® ... @Zptrn ®E ... @Zpgr”‘t'

Desde que o nimero destes fatores e suas ordens sao determinados de mo-

do tnico pelo grupo G, conforme o Teorema 2.3.1, devemos ter {si, $i2, --- , S8 } =

) a ¢ G -
= {ria, T, - Tix }, ouseja, ;€ = &;. Isso provaque ¥(G) = (n®, e, ... ,ox®) =
= (a;.’:' g, - - - 7at)'

Falta provar a injetividade de ¥. Suponhamos que G, H € T, e G # H.
Devemos verificar que ¥(G) # ¥(H). Equivalentemente, admitindo que ¥(G) =
U(H) com G, H € T, devemos provar que G = H em T, isto é, G ~ H. Mas

T(G) = U(H) =
= ;% = o7 ,Vie{1,2, ...t}
SO Y W . . AU § SN T

326G, =22 ¢ BL o B..PL =22 #SZ 4. L g =H,
Pl P 12 ops ¥ i ; i

Desde que

H:le @Hm @...@le

temos que G ~ H
[ |

O 1iltimo Teorema nao sé apresenta o nimero de grupos abelianos, dois a
dois n3o isomorfos, de ordem n, mas também fornece um algoritmo para descrevé-los.

Este algoritmo est4 justamente na parte da demonstragao que verifica que W € bijetora.

Olhando atentamente a demonstragao, observamos que

U=t Pla)x Plag)x ... x Pleg) — T,

(€, e’ ..., &%) — G

onde Gi = Zpran B Zpre © ... L, o, quando a; = {ry, Ty, ... ,Tin ) 6 uma
particao de o;.
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Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.3.2 Seja G um grupo tal que |G| = 15 = 31.5', assim temos P(1)=1¢
portanto existe um WUnico grupo abeliano de ordem 15, a menos de isomorfisme.

Exemplo 2.3.3 Determinar a niimera de classes de isornorfismos de grupos abelianos
de ordem 16200.

16200 = 2% . 3¢ .57
P3)=3 , P@)=5 e P*(2=2

Logo temos 30 grupos dois a dois nao isomorfos de ordem 16200.

Exemplo 2.3.4 Determinar a menos de isomorfismo, todos os grupes abelianos de
ordem 360.

360=2%.3%2.5
P3)=3 , P'(2)=2 e P'(1)=1

Logo temos 6 grupos abelianos nao isomorfos de ordem 360. Sao eles:

G| =Zig X Zg X Ts =~ Zagg

Gy =7g X Zg X Ty X Zg

Gy =74 X B X Ty X Lg

Gy =7y X Fo X Fg X Ly x s
Gs=Fg xZg X7y xFg xZs

Gg =ZFa X Fa X Ty X Zay % La = L

Exemplo 2.3.5 Determinar a menos de isomorfismo, todos os grupos abelianos de
ordem 1200.

1200 = 2¢.3.52
Py)y=5 , P)=1 e P(2=2

Logo temos 10 grupos abelianos nia isomorfos de ordern 1200. Sao eles:
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G, =Zys X Zy X Zgs = Znano

Ga = Zg X 2y X Zg x ZLys

Gy =7Zy X Dy X Ty X Las

Gy =2y X Bg X Bog X Ly X Los

G =Fg X By X T X Ly X Fy X Fa5

Gs =716 X Zy X Zg X Zs

G; =7g X Ty X Ty XZLs X Zs

Ge =7y X Zy X Ty X &z X L5

Gy =74 xZy X By X Fy xFs X Zs

Gy =7n X Zyg X By X Ty X Ly X Ls X Ls

Temos entdo classificados todos os grupos abelianos finitos.
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Capitulo 3

Grupos Finitos nao Abelianos

Neste capitulo pretendemos descrever, a menos de isomorfismo, alguns grupos
finitos nao abelianos. Nio abordaremos uma ordem especifica, mas sim categorias de
ordem que tém tratamento semelhante. Dessa forma, nosso interesse € por grupos de
ordem p, 2p, 7%, p° e pg, onde p e q sdo primos distintos com p < q-

3.1 Grupos de ordem p, 2p, p* e p°

Nesta secio inicial trataremos de grupos cuja classificacao é relativamente
simples, com excegdo dos grupos de ordem p?, onde p é um nimero primo impar.

Vimos no capitulo 1 que se a ordem de G é um nimero primo, entdo G €
ciclico com p elementos e portanto G = Z, é abeliano. Assim nio temos grupos nao
abelianos cuja ordem é um nuimero primo.

Um outro caso bastante simples, é quando |G| = 2p, onde p é um nidmero
primo impar. De fato, sabemos que o grupo Diedral D, é nao abeliano de ordem 2p,
e a proposicao abaixo mostra que ele é Unico com tais propriedades.

Proposicao 3.1.1 Seja G € um grupe de ordem 2p, onde p € um mimero primo
impar. Entdo G =~ Za, ou G = D,

Demonstragao

Se |G| = 2p o Teorema de Cauchy garante que existem s,f € G tais que
O(s) =p e O(t) = 2. Seja H =< 5 >. Pelo Teorema de L.agrange temos

Gl = 11| - (@ H).
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Como |G| = 2p e |H| = p segue que (G : H) = 2 e portanto H <1 G. Logo
Yg € G, gHg™' = H. Em particular, tst~' € H. Mas O(t) = 2 implica em =l =1t
logo tst € H e H é ciclico, assim #st = s 0<1<p

2= e =5 = t2st* = t{tst)t = t5't.

Por outro lado
ts't = st .tst. ... tst

'

i Vezes

olu seja,

1 VEZES

52+?’+'“+?’:s?’2,

Logo ts't = 5%
Afirmacao 1: 2 = 1(modp).

s = 5% para algum o € Z, entio s*! = e. Logo pla — 1, ou seja,
a = 1(modp).

Fazendo o = i? a afirmacdo estd demonstrada. Desta forma temos
2 = 1(mod p) e entdo p|i? —1. Como i?—1 = (1+1)(i—1) segue que pli +1 ou pli—1.

Se pli + 1 =i = —1 (modp)
Se pli — 1 =i =1(modp)

Logo i = 1 (modp) ou i = —1(modp). Com isso temos duas possibilidades:
tst =soutst = s7L
e Se tst = 5 = ts = st~! = st, conseqilentemente G é abeliano e portanto G =~ Zy,.
s Setst=s51=ts=s5"1t=35""1 e temos G = D,.

Assim I, constitui a Unica familia de grupos nao abelianos de ordem 2p,
para p um nimero primo fmpar. Note que quando p = 2 estamos no caso p*. Logo

conhecemos todos os grupos nao abelianos de ordem 2p.
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O proéximo caso trata de grupos cuja ordem ¢ p?>. Embora este seja menos
simples que o caso anterior, concluiremos que se |G| = p? entdo G ¢ abeliano.

Lema 3.1.1 Sejam p um ngmere prime e G um grupo tal que |G| =p" comn > 1.
Entao |Z{G)| = p. ‘

Demonstracao

A equagio das classes de conjugac@o garante que

Gl =12(®)|+ > [Cl{za)l.

T=¢Z(Q)

Para z, ¢ Z(G) temos |Cl{z,)| > 1 e afirmamos que |Cl{z,)| divide |G|. De fato,
seja H=Cglz)={g€ G, gt =29} ={g € G, 2f =z} e seja G/H = {Hg; g € G}
o conjunto de todas as classes laterais & esquerda de H em G.

Pelo Teorema de Lagrange temos |G| = |G/ H|.|H|. Consideremos a aplicagao
abaixo definida por

$: G/H — Cl(z)
Hg +—uaf

E f4cil ver que ¢ ¢ sobrejetiva. Note que se ¢(Hg1) = ¢(Hga) entao
T =z =99 == gt € Cliz)=H= Hg, = Hg,.

Assim ¢ é bijetiva e |G/H| = |Cl(z)| = % e portanto |Ci(z)| divide |G|, ou seja,
divide p*. Logo |Cl{z,)| é uma poténcia de p. Em particular, |Cl(x,)| é miltiplo de
p e portanto Z%&,Z(G) [Cl(z,)| é um mdltiplo de p.

Da equacao das classes de conjugagao, temos

1Z@G) =Gl — > [Ci(za)l

za¢Z(G)
e 0 elemento neutro de G pertence a Z{G), ou seja, Z(G) # 0 e |Z(G)| é um miltiplo
é miltiplo de p. Logo |Z(G)| tem

de p, uma vez que G| = p" e ), sz |Cl(zs)
pelo menos p elementos. Portanto [Z(G)| > p.
|

O Lema acima afirma que se |G| = p*, n > 1, entdo |Z(G)| > p. Em

59




particular, se |G| = p? entdo [Z(G)| = p ou [Z(G)| = p*. A proposigao abaixo
mostrara que. neste caso particular, | Z(G)| nao pode ser p.

Proposicio 3.1.2 Seja G wm grupo e seja Z{(G) seu centro. Se 'z'% ¢ ciclico entdo

G € abeliano.
Demonstragao
Sejam z, ¥ € G. Entao T = zZ(G) e T = yZ((G) estdo em Z‘%v isto €
vZ(G)=c"Z(G) =1 =0"g , 0 €Z(G)
v.Z(G) = o™ Z{(G) = y=a"g: . 92 € Z(G),
e portanto temos
Z7=a " g =a""qep = a"‘*"’ém =a"a" G291 = @72 "1 =Y T
|
Teorema 3.1.1 Seja p wm nimero primo. Entdo todo grupo de ordem p° € abeliano.
Demonstragao
Pelo lema anterior, as possibilidades para |Z(G)| sao p ou p*.
Se |Z{G)| = p entao ‘7%‘ = p, logo % é ciclico. Ent3do, pela proposi¢ao
312, G & abeliano ¢ portanto G = Z(G). Mas G = Z(G) implica em |,&5| = 1,

contradizendo o fato de que ‘2%‘ = p quando |Z{G)] = p. Assim, o indice de
Z(G) em G nao pode ser um nimero primo. Entdo, s6 podemos ter |Z(G)| = p*.

Se |Z(@)] = p* = Z(G) = G = G & abeliano.

Portanto, nao temos grupos Do abelianos de ordem p*-

Abordaremos agora os grupos de ordem p®, onde p é um nimero primo.
Primeiro trataremos do caso p = 2 e depois do caso p {mpar.

Lembre que ji conhecemos dois grupos nao abelianos e nio isomorfos de
ordem 8. A saber D4 e Q3. Eles nao sdo isomorfos pois D, tem apenas os elementos
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a e @® de ordem 4 enquanto que @3 tem +i,—i, +j, —j, +k, —k como elementos de

ordem 4.
Esses grupos 520 classificados segundo as relagoes abaixo:
Dy=<aba=F=ceblab=a*>

Qs =< a,b;at=e,a*=0b*eb lab=a">

onde o grupo dos Quatérnios )3 foi apresentado como o conjunto
Qa == {+1* —]-J +’!‘7 _i) +.7: __js +k1 _k}

munido do produto

ij =—ji=k
jk = —kj=4
ki=—ik=j

Escolhendo @ = i e b = § o grupo dos Quatérnios esta classificado como na

relagao acima.

Os grupos nao abelianos de ordem 2° ficam completamente determinados com

o teorema abaixo.
Teorema 3.1.2 Os inicos grupos nae abelianos de ordem 8 sao Dy e (5.
Demonstragao

Seja G' um grupo nao abeliano de ordem 8. Entdao & nao possui elemento de
ordem 8. Também pela proposigao 1.1.1 G possui pelo menos um elemento de ordem
diferente de 2. Assim G possui um elemento @ de ordem 4. Chamando H =< a >
temos que H < G por ter indice 2. Seja b € G tal que b ¢ H. Afirmamos que
t?* € H. De fato, como temos exatamente duas classes laterais e b ¢ H essas classes
sdo exatamente H e Hb. Assim temos que o grupo G é gerado por a e . Se 4% € Hb
entdo ¥ = a'b, i € {0,1,2, 3}, implicando em & = a* € H o que contradiz nossa
escolha de b ¢ H. Portanto & € H. Vamos analisar as possibilidades para #. Note
que b* = @ ou b = a® leva a O(b) = 8 que nao pode ocorrer pois G nio é abeliano.
Assim restam as possibilidades b = ¢ e % = a®. Além disso como H <G devemos ter
b=lab e H,isto é, b leb=e, b~lab —a, b~lab = a® ou b~lab = a®. Se b~ lab = e leva

aa=ceeseb 'ab=a leva a ab = ba, que nio pode ocorrer pois O(a) =4 ¢ G nio é
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comutativo. Supondo b~'ab = a? e lembrando que O(a®) = 2 vem que
e=a%-a®=b"tabb lab= b"ta%
daf b= a2b e chegamos 3 contradicdo a® = e. Portanto devemos ter b~'ab = a®.

Temos apenas as seguintes possibilidades para os geradores de G:
e at=¢ B =d?eblab=a?
eat=¢ bt =ceblab=12d’

que correspondem respectivamente a (Qa e Dy
[ |

Teorema 3.1.3 Seje G um grupo ndo abeliano de ordem p®, onde p é wm nimero

primo fmpar. Entdo temos ezatamente duas possibilidades ndo isotnorfas.
1) G=Gy=<a,b;a? =t =e blab=a"*' >
2) G=Gy=<a,bc;a? =b =c? =e¢,ab=bac,ca =ac,ch =bc>
Demonstragao

Como G é nao abeliano, nao temos elemento de ordem p*. Logo, a ordem
dos elementos diferentes do elemento neutro s6 pode ser p ou p*. Vamos inicialmente
supor que G tem um elemento a tal que O(e) = p*. Assim, H = < o > & um subgrupo
de ordem p?. Desde que H é um subgrupo maximal do p-grupo G temos que I <G
pelo Teorema 1.6.2 (20. Teorema de Sylow). Desde que ]%| = p devemos ter classes
laterais definidas a partir de H que formam uma partigao de G da forma

G=H +H+. ... +H,.

Claro que podernos tomar H; = H, a classe do elemento neutro. Dado b, € G
tal que by & H, afirmamos que G = H + Hby + . .. +HEJ§_:l é uma particgo de G. De
fato, parai € {0,1,...,p— 1} temos que Hb, é uma classe lateral segundo H, entdo
precisamos apenas provar que sao distintas e teremos que sio disjuntos. Suponha que
b, = b, comi+#7,i,7 €{0,1,-..,p—1} Sem perda de generalidade vamos con-
siderar i > j. Desde que b, € Hb, = Hb), existe o € {0,1,...,7%} tal que b = a¥),
isto é, b57 = @* Chamando 3 = i — j e observando que 4 € {0,1,...,p — 1} vemos
que mde(3,p*) = 1. Agora, pela identidade de Bezout existem z,y € Z tais que
28 +yp® = 1 e portanto by = (b5)® (Y = (1) = (B9 = (a®)*, que leva &
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contradicao by € H. Assim Hb, # HU, para i # j, 1,7 € {0,1,...,p — 1} e temos a
particio de G dada por G = H + Hby + ...+ HpP~L,

Como ¥ € @ devemos ter ¥, € Hb,, para algum € {0,1,...,p — 1}, isto
é, B2 = a®bi donde b5~ = a* € HN HB = (. Logo deve ser ¢ = 0, ou seja,
¥ = q® € H. A normalidade de H em G também garante que b, 'aby = a” para
algum r € {2,3,... ,p°}. Excluimos r = 1 pois neste caso teriamos que aby = &a,
e como (7 é gerado por a e b, teriamos que G é abeliano, contradizendo nossa hipotese.

Afirmacao 2 Para todo j € N temos b? o, =a” .

Faremos por indugao sobre j. O caso j == 1 ji vimos acima. Suponha que a
igualdade valha para j e considere

by UV abi™ = ;0,7 abhby = by 'a" by =

= (i;labg)(bzlﬂﬁg) o (b;labgl =d ... d=d"=d"
77 — fatores 7/ — fatores
Como b5 € H temos que b} comuta com @ e entdo a = b,7abl = g™
implicando em P = 1(modp®) e em ™ = 1(modp). Sabemos que o Pequeno

Teorema de Fermat assegura que v’ = r(modp). Segue que v = 1{modp)} e

escrevemos r = 1 + sp.
Afirmagiao 3 0 <s <pedj<Ntal que j5 =1 (modp).

Comor=1+spel <r <p? vemos que s > 0. Também 0 <7 —1 < p*—1,
temos sp < p* —1 < p* e entdo 8 < p. Olhando F como elemento do corpo Z, obtemos

um inverso j € Z,, isto é, 5j = 1 e portanto js = 1 (modp).
Para o elemento 5 obtido na afirmacao anterior calculamos
by 7abl = (a") = all+epY

Como O(a) = p?, nos interessa conhecer o expoente de a feita a congruéncia
médulo p?.

(1 9y = 14 gop+ 205 Doppr 4 LZWI =By oy
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Note que a partir da segunda parcela todos os somandos sio divisiveis por
7, e entdo (14 spY = (L + jsp) (modp?). Além disso, js = 1 (modp) implica em
jsp=p(modp?), e entdo (1 + sp¥’ = (1 + p) (modp®). Agora podemos concluir que

b7k = (@) = a0+ = g,
Recapitulande as propriedades obtidas para o elemento b2 € G
by & H, ¥ € H, b;7ab} = a'*?, paraalgum j, 1<j7j<p-—1L

Entio G = H + Hby + Hb2 + ...+ HB5™" é uma parti¢io de G e G é gerado
por a e be, jd que H =< a > é subgrupo maximal e b; ¢ A.

Vamos tomar agora b, = b} € G.
Afirmacgao 4 b ¢ H.

Vimos que j é inversivel em Z,, logo mdc {j,p} =1 e entao existem z,y € Z
tais que 1 = zj + yp. Também como ¥ € H, temos que b5 = a2 para algum
o€ {0,1,...,p°}

be = (B})7(B)Y — b7 (a®)".

Supondo que by € H segue da igualdade acima que b2 € H, que € uma
contradigdo.

Como H =< a > é subpgrupo maximal de G e b; € H, temos que G é gerado
por a e b;. Também vale b7 ab, = al*?.

Desde que 0§ € H e ¥} = (B))" = (%)’ temos que & € H, isto ¢, existe
te{0,1,...,p%} tal que ¥/ = o’

Afirmacao 5 t é um miltiplo de p.

Pelo fato de G ser nao abeliano, nio podemos ter O(b1) = p*. Logo () =,
e entdo e = a”. Mas O(a) = p” e assim p?|pt, isto &, ¢ € miiltiplo de p.

Vamos escrever t = pu.
Afirmacdo 6 Para todo i € Z vale a relagio @’y = bya*I+7).
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Para o caso i > 0, segue da igualdade b7 'eb, = a'*? que

by'a'hy = (b aby) (b ab;) ... (b aby) = gt*PalvP g'*? = gili+?)

1+ — fatores i — fatores

e dai, a'b; = b,a’!*P). Tiramos de (a'b;) ™' = (b1a’M*P) L que by'at = g=iH)pt 6

entao g~'h; = b a1 HP)
Nosso objetivo agora é mostrar que (ba™*)? = 1, usando a afirmacio anterior.

Provaremos primeiro, por indugio sobre n € N, que

(bla—u)n — balmG—u(1+(1+p)+(l+p)2+...+(l+p)" I

Para o caso n = 1, o lado direito da igualdade se reduz a 5;2 %! ¢ nio temos

nada a fazer. Admitindo que a igualdade vale para n, calculamos:
(blaa—u)n+1 — (bla—u)n i bla—u — bfll(a—u[1+(1+P)+(l+p)2+“'+(1+P)n'1]) . (bla-u) —
= By, g Pt (Rt (LR) H(A42) | gou gl pmulls (L) (1) (L)

Em particular, fazendo n = p, vemos que (b1a=*)? = pPa~"[1+ (1+p)+(1+p)++(14p)P 1]
Desde que O(a) = p?, vamos olhar para [1 + (1+p) + (1 + p)? + ... + (1 + p)>~}]
médulo p:

1=1= 1 = 1(modp?)
l1+p=14+p= 1+p =1+ p(modp?)
(1+p)i=142p+p’ = {(1+p)* =1+ 2p (modp?)

(1+p)P’=1+3p+37+p° = (14 p)® =1+ 3p(modp?)

Q+p)Pt=1+@—-1p+...+p7 ' (1+p" =1+ (p—1)p{modp?)

Logo [1+(1+p)+(1+p)*+. . +{1+p)~!} = p+p(1+2+3+. . .+p—1) (mod p?).
A¥mdisso, 1 +243+... +p—1= 3(’;—_11 ¢ um miltiplo de p, pois por hipétese p é
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um primo fmpar. Daf, p(1+2+...+p—1)= P———z(”ﬁ_l) = 0 (mod p?). Segue que
N+(14+p)+(0+p)2+...+ (1 +p)P Y =p(modp®)

e entiao (blﬂ,_u)p = bﬁa*‘"—P = ]_, Jé_ que b]lJ —= U7

Escolhemos agorab = ba~* e como visto acima, # = 1. Note que b ¢ H, pois
caso contrdrio teriamos b; € H que sabemos nao ser possivel. Como H é subgrupo
maximal gerado por a e b ¢ H temos que:

e Gégeradoporaeb;
« O(a)=p%
e O0) =p;
S0 resta mostrar que
o blab =aPt!
Mas isso vale pois
b lab = a*b7 taba ™ = agtaPtta™" = aPtl.
Fica provado que se G contém um elemento de ordem p? entdo

G=G =<a,ba? =P =ceblgh=c"" >

Varnos agora provar o caso em que G niao possui elemento de ordem p*. Assim

todo elemento diferente de e tem ordem p.

Sabemos pelo Lerna 3.1.1 que o centro de G tem pelo menos pelementos. Mas
ndo podemos ter | Z(G)| = p* pois entdo teriamos Z—'(%—) ciclico e pela proposigao 3.1.2

concluiriamos que G é abeliano. Portante |Z(G)) = p e | z5+| = p?. Pelo Teorema
A(e))

3.1.1 E?F) é abeliano, mas sabemos que néo é ciclico, logo % o~ Zip X Zp. Assim,

existem I,y € % tais que 2P = ¥ = ¢ e yz = Ty. Através da imagem inversa do

G
Z(6)

Note que a,b ¢ Z(G) =Keryp, pois caso contrario teriamos ¢(a) = ¢(b) =€, onde € é
0 elemento neutre de -z'(% Como O(p(@))|O(a), devemos ter O{z)|0(a) e O¥)|O(H),
isto é, O(a) = O(b) = p. Como 7(GG—) ¢ abeliano,

homoemorfismo candnico ¢ : G — obtemos a, b € G tais que p(a) =z e p(b) = .

w(a'b7'ab) = pla Npb p(a)pd) =z 7y ey =
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Segue que ¢~ 67 tab € Kerp = Z(G).
Afirmagio 7 g¢beZ (@) geram G.

Sejan € {1,2,...,p— 1} e suponha que a" € Z(G). Entdo € = p(a”) = 2
que contradiz o fato de O(z) = p. Assim ¢™ ¢ Z(G) paran € {1,2,...,p— 1} e
analogamente v* ¢ Z(G) paran € {1,2,...,p—1}.

Supondo que Z(G)a™ = Z{(G)a™ com n,m € {1,2,...,p~1} en > m vem
que a* ™ € Z(G) com n—~m € {1,2,...,p — 1}, que ja vimos que nao pode ocorrer.
Analogamente, Z(G)b"* # Z(G)V™ paran,m € {1,2,...,p—1}en>m.

Suponha agora que Z(G)a™ = Z(G)¥* com n,m € {1,2,...,p — 1}. Entio
a"b~™ € Z((G) e aplicando p temos € = "y ™, isto &, T = y™ que nfo pode ocorrer

pois z e y s30 0s geradores de 5-% com O(z) =0(y)=pe ’%’ =p?

Concluimos que as classes laterais Z(G), Z(G)a,...,Z{(G)a??, Z(G)b,. ..
..., Z{(G)PP~! sao todas distintas com p elementos. Assim, a partir de Z(G), a e
b geramos um subgrupo de G com p+ (p—1)p+ (p—1)p = p*> +p® —p > p? elementos.
Portanto, a,b e Z{G) geram G. '

Sabemos que a~'b~'ab € Z(G) e n2o podemos ter a~b~lab = e, pois neste
caso ab = ba, e pela afirmacio anterior a,b e Z(G) geram G, logo terfamos que G é
abeliano. Segue que @ b lab = ¢ € Z(G) e o(c) = p, isto €, ¢ é um gerador de Z(G).
Portanto a, b e ¢ geram G e valem as relacoes @ = % = ® = ¢ e ab = bac. Claro que

¢ comuta com & e b e obtemos
G=Gy=<uo,bc;d® =¥ = =¢,ab=tbac,ac=caebc=ch>

E imediato que Gy e G nao sio isomorfos pois Gy possui elementos de ordem
_‘p2 ¢ G2 nao.

3.2 Grupos de ordem pg

Nesta segéo consideraremos p e ¢ primos distintos com p < ¢ e estudaremos
0s grupos de ordem pg. Provaremos que se G é um grupo de ordem pg e se p nio
divide g —1 entao G ~ Z, x Zy ~ Z,,. Veremos ainda que quando p divide g— 1 entio
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existe um Unico grupo ndo abeliano de ordem pg, que é gerado por dois elementos.

Teorema 3.2.1 Seja G um grupo nao abeliano de ordem pg, onde p e g a0 mimeros

primos e p < g. Fntao

(i) plg—1)

(i) G=<a,b; i =t =e,a tba=b >
onde r 1 (modq) e r?P = 1(modgq).
Demonstragao

Pelo 1°. Teorema de Sylow temos em G um elemento b de ordem ¢. Seja
H =< b >, entdo H & um g-subgrupo de Sylow de G. O 3%, Teorema de Sylow
garante que o nimero de g-subgrupos de Sylow é ng = 1(modq) e nq|p, isto ¢,
ng=1+ugparaalgumuz € Neng=1oung=p. Ocasop =ng =1+uq contradiz
a hipétese p < g. Logo ng = 1 ¢ H é o tnico g-subgrupo de Sylow de G, e portanto
H 4G pelo 2° Teorema de Sylow. Analogamente, G tem um elemento a de ordem p.
Chamando S =< a > temos que S é um p-subgrupo de Sylow de G, e o mimero de
tais subgrupos é da forman, =14+ wup, v EN, en, =1l oun, =4

1¢ Caso: mn, =1

Como vimos acima, neste caso, S 4 G. Podemos escrever a 'b~tab =
=a7!(p~'ab) = (a~'b'a)b. Entdo

SaGeacS=blabeb'ShC S=a b lab=a (b lab) € S

HaGebe H=a baca 'HaC H=a v ab=(c b a)b € H

Assim, a6~ 'ab € SN H, mas como S e H so grupos ciclicos cujas ordens
s30 nimeros primos distintos, temos que SN H = {e}. Segue que ab = ba. Como
O(a) = p, O(b) = g e |G| = pg temos que G € gerado por a € b, e portanto G deve ser
abeliano. Contradicaol

2° Caso: n, =@

Como o caso anterior nao é possivel j4 temos provado que p divide ¢ — 1 pois
i, =¢q=1+vp.
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Como H =< b > 4G, vale ¢~ 'ba = b™ para algum r, e claramente 7 # 1 pois
G é nao abeliano. Além disso. como O(b) = q temos que & = b quando r = 1(modq),
e entdo concluimos que r # 1 (mod q).

Afirmacdo 1 Para todo 5 € N vale a 7bd/ = D

Faremos por inducdo sobre 5. O caso j = 1 j4 esti garantido. Admitamos
que a igualdade valha para 7, e considere

a~ U Dpait = g Mo Thal)a = o '6" e =

= (a"ba)(a"ba). .. (aYba) =§T b .. B =T =
N e
T - vezes i vezes

Desde que a® = e, fazemos 7 = p na igualdade da afirmacao anterior, obtendo
b =a"Pha? = &, donde r* = 1 (med q) pois O(b) = q.
[

Quando estudamos a classificagdo de grupos finitos, € util ter em mente uma

formulacao um pouco diferente do teorema anterior.

Proposicao 3.2.1 Seja G um grupo abeliano de ordem pq, onde p e g $a0 primos
distintos € p < q. Se p ndo divide q — 1 entdo G € ciclico.

Demonstragao

Seguindo a demonstracao do Teorema anterior, vemnos que nao podemos en-
trar no segundo caso, pois 14 teriamos n, = g = 1 + vp, isto &, p divide ¢ — 1. Logo
estamos No primeiro caso que leva a G abeliano de ordem pg. Vimos no capitulo 2
que G ~ Zyp x Zy = Z,, e portanto G ¢ ciclico.

[ |

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.2.1 Seja G um grupo com |G| = 15 = 3.5. Desde quep =3 e g =5
temos que p 1 {(g— 1) entao pela proposigao 3.2.1 G é ciclico, 1sto €, G = Zz x Zs =~ Zs.

Exemplo 3.2.2 Analogamente se
|G| =33=23.11
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|G| =51=3.1T7
|G| =35=35.7
|G|:65;5.13

entdo G é ciclico.

Exemplo 3.2.3 Seja G um grupo tal que |G| =21 = 3.7. Claro que uma possibili-
dade é G =~ Z3 x Z; ~ Zz2; que é abeliano. Como 3 divide (7-1) podemos ter G nao
abeliano. Vamos admitir que exista G nao abeliano (veja prdzima proposicde). Pelo
Teorema 3.2.1

G=<ab;a*=b=¢,atha=4t >

onde 7 Z 1 (mod7) e 77 =1 (mod 7). Vamos determinar os possiveis valores para r.

Note que:
r=0=a'ba=e=ba=a=>b=ce. Absurdo. Logor # 0.

Podemos ter r = 1,2, 3,4, 5, 6.
Fazendo r = 7, obtemos novamente o absurde acima pois b =8 = e.
Fazendo r = 8, obtemos novamente a relacao que tinhamos com v = 1.

Seguindo este raclocinio vemos que 56 nos interessa r = 1,2, 3,4,5,6. Mas
7 = 1 nao satisfaz r Z 1 (modT), e 7 = 3, 5,6 nao satisfaz a relagio 7 = 1 (mod 7).
Portanto os possiveis valores para r sdo 2 e 4.

Apé.rentemente isso indica que podemos ter dois grupos nac abelianos de
ordem 21. A saber:

G=<ab;, d®=b =¢, aba=5 >

G =<ab;,ad*=t0=¢, aba=0">.

No entanto, sabemos da literatura de grupos finitos (Garcia A. € Lequain, Y,
Algebra: Um Curso de Introducdo - Proposicgo IV.21 ] que existe apenas um grupo
néo abeliano de ordem 21. Isso significa que devemos ser capazes de provar que G e

G’ 580 isomorfos.

Em G vamos trocar o gerador a de ordem 3 por @* = @, que também tem
ordem 3.
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Desde que a 'ba = B2, isto é, ba = ab® e a® = 2 temos
ba = bua = ab*a = ababh® = 0B = o*b* = abt.
Logo G =< a,b; o® =b" =e, o tha = b* >, ou seja, as relacoes de G e &
sao as mesmas e G = G

No desenvolvimento do exemplo acima, admitimos que existia um tinico grupo
G de ordem 3.7 = 21 nao abeliano. Fizemos isso baseado na Proposigao abaixo.
Garcia A. & Legquain, Y, Algebra: Um Curso de Introdugao - IMPA - Rio de Janeiro,
1988. Capitulo IV.7.

Proposicao 3.2.2 Sejam m,n,r € N taws qgue 7™ = 1 (modn). Entdo eziste um. e
somente um. grupo G de ordemn m.n sotisfazendo as relacies

G=<a,b;a"=bt"=¢, ba=ab>.

Fazendon =7, m = 3 e r = 2 produzimos um grupo néo abeliano de grdem
21.

Temos ainda um outroe resultado relacionado com o Teorema 3.2.1, que éparece
no livro de Marshall Hall Jr, The Theory of groups, Pdgina 51. Vamos apresents-lo
na forma de Lema.

Lema 3.2.1 Sejom p e q primos distintos com p < q tais gue p ndo divide (g — 1). O

sistemna

{ zP = 1(mod q)
z #1(modq)

sempre tem solucao em N. Além disso, se r é uma solugao entio o conjunto solugao

E{r, r* ... /771

De volta ao exemplo 3.2 3 onde tinhamos|G| =21 = 3.7 comp =3 eqg=7,
vernos que as solugdes para o gistema acima sdo exatamente 2 e 4.

A unicidade do grupo nio abeliano de ordem 21 agora pode ser reobtida da
préxima proposicgao.

Proposig¢ao 3.2.3 Todas as solugbes do sistemna apresentado acima produzem o mes-
mo grupo nao abeliano de ordem pq.
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Demonstracgao
Basta provar que para u = 2, 3, ... ,p— 1 08 grupos

Gu=<ab; @@= =¢ alba=t">

e
G=<ab; a?=0=¢ altba=0 >
coincidem.
Em &G vamos trocar o gerador a de ordem p por @ = 2* que também tem
ordem p.

Desde que ba = ab", segue por analogia ao que foi feito na demonstragio do
Teorema 3.1.3 que ba = ab” . Assim

G=<ab; F=W=¢ alba="b >

que coincide com G.,.
[ ]

Exemplo 3.2.4 Seja G um grupo tal que |G| = 39 = 3.13. Desde que para
r=13,p=23eq= 13 temos r? = 1(modg) existe, pela proposicio 3.2.2 um grupo
nio abeliano de ordem 39. Além disso, 7 = 3 também é solugio do sistema

{ z# = 1({mod g)
z # 1(modq)

e entao seu conjunto solugdo é {3,9}. Assim o winico grupo nao abelianc de ordem 39
&
G=< a,b, ad = b = 3, a tha =5 > .

Com o que vimos neste trabalho, conseguimos classificar grupos finitos de
varias ordens. No entanto, mesmo para ordens pequenas, por exemplo 12, 16, 18 e 20,
nao fizemos a classificagdo dos grupos nio abelianos. A classificagio de grupos nio
abelianos de ordens p* para n > 3, p?q e pgr, com p, g e 7 primos distintos requer
muito trabalho, apesar de existir, em alguns casos, um procedimento geral. Isso foge
do objetivo deste trabalho, que buscou apresentar apenas aiguns dos Teoremas gerais
de classificagao.
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