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CoEFICIENTE —
DE ASSIMETRIA SK = 3 (média — mediana)
DE PEARSON desvio-padrdo

Para uma distribui¢io perfeitamente simétrica, como a representada na Figura 4.1, a média e a
mediana coincidem e SK = (0. Em geral, os valores do coeficiente de assimetria de Pearson devem
cair entre =3 ¢ 3, ¢ deveria ser observado que a divisio pelo desvio-padrio torna SK independente
da escala de medigio.

Calcule SK para a distribuigiio de tempos de espera entre erupgoes do géiser Old Faithful
usando os resultados dos Exemplos 3.21, 3.22 ¢ 4.7, onde mostramos que ¥ = 78,59, ¥ = 80,53
es= 14,35

Soluciio  Substituindo esses valores na férmula de SK, obtemos

_ 3(78.59 = 80,53)

= -4
Sk 14,35 Lol

gue mostra que existe uma assimetria negativa bem definida, embora fraca. Isso também € visivel
a partir do histograma da distribuigiio, mostrado originalmente na Figura 2.3 ¢ novamente agqui na
Figura 4.5, reproduzida do visor de uma calculadora grifica TI-83. [}

Quando um conjunto de dados € @0 pequeno que ndo conseguimos construir um histogra-
ma que faga algum sentido, podemos aprender bastante sobre seu formato a partir de um grafi-
co de caixa (originalmente definido & pdgina 70). Enquanto que o coeficiente de assimeiria de
Pearson ¢ baseado na diferenca entre a média e a mediana, com um grifico de caixa julgamos
a simetria ou assimetria de um conjunto de dados a partir da posigiio da mediana em relagiio aos
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EXEMPLO E

Solucdo

Figura 4.6
Grifico de caixa
das rendas anuais
dos peritos-
contadores do
Exemplo 4.9,

Figura 4.7
Distribuigtes
em forma de

I invertido ¢
em Forma de 1.

L

dois quartis @, ¢ ¢,. Em particular, s¢ a reta na mediana estd no centro ou proximo dele, isso €
uma indicacio da simetria dos dados; se estiver visivelmenie & esquerda do centro, isso € uma
indicagio da assimetria positiva dos dados; e sc estiver visivelmenite & direita do centro, isso ¢
uma indicacio da assimetria negativa dos dados. O comprimento relativo dos dois “bigodes”,
gue s¢ estendem desde o menor valor sté @, e de @, até o maior valor, também podem ser usa-
dos como uma indicagio de simetria ou de assimetria.

A seguir apresentamos os rendas anuais de quinze peritos-contadores em milhares de unidades
monetdrias: 88, 77, 70, 80, 74, 82, 85, 96, 76, 67, 80, 75, 73, 93 ¢ 72. Esboce um grifico de caixa
e use-0 para determinar a simetria ou a falta de simetria dos dados.

Arranjando os dados de acordo com seu tamanho, obtemos 67, 70, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 80, 80,
$2. 85, 84, 93 ¢ 96, e pode ser visto gue o menor valor € 67; o maior valor ¢ 96; a mediana é 77,
que ¢ o oitavo valor a partir de qualquer extremidade: Q, ¢ 73, que ¢ o quarto valor a partir da es-
querda; Q, € 85, que € o quarto valor a partir da direita. Toda essa informagio esta resumida no
grifico de caixa produzido por MINITAB mostrado na Figura 4.6. Como pode ser visto, hi uma
indicagio forle de que os dados sio negativamente assimétricos. A reta no mediana estd bem & es-
guerda do centro da caixa e o “bigode” da direita € bem maior do que o da esquerda. =
Além das distribuigdes estudadas nesta segiio, duas outras que eventualmenic encontramos na
pritica sio a distribuiciio em forma de J invertido ¢ a distribui¢iio em forma de U mostradas
na Figura 4.7. Como podemos ver pela ligura. os nomes dessas distribuigtes literalmenie descre-
vem sua forma. Nos Exercicios 4.45 ¢ 4.47 podem ser encontrados exemplos dessas distribuicoes.

Cirdfico de caixa

7

Rendas anuais

e,
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*4.32

#4.33

4,34

“4.35

*4.36

*4.37

*4.38

#4.39

*4.40

@
Muma Fibrica ou escritdrio durante o expediente, o tempo durante o qual uma mdguina
nio estd funcionando em virtude de quebra ou falha ¢ denominado rempo parado. A dis-
tribuigdo seguinte dd uma amostra da duragio desses tempos parados de certa méquina
{arredondados até o minuto mais préximo).

Tempo parado
{mirntos) Fregiiéncia
(=9 2
10=19 15
20-29 17
30-39 13
40-49 3

Encontre o desvio-padrio dessa distribuigio.

Com referéncia ao Exercicio 3.64, encontre o desvio-padrao da distribuigao de alunos bi-
Iingiies das 50 escolas de Ensino Fundamental.

Use o5 resultados dos Exercicios 3.64 ¢ 4.33 para calcular o coeliciente de assimetria de
Pearson da distribuigio das percentagens de alunos bilingiies. Discuta a simetria ou assi-
metria dessa distribuigio.

Com referéncia ao Exercicio 3.65, encontre o desvio-padriio da distribuigiio das forgas de
compressdo das 120 amostras de concreto,

Use os resultados dos Exercicios 3.65 ¢ 4.35 para caleular o coeficiente de assimetria de
Pearson da distribuigiio das forgas de compressio.

A seguir temos a distribuigio das notas que 500 alunos obtiveram num tesie de geografia:

Mimero de

Mota alunos
10-24 44
25-39 70
40-54 92
55-69 147
T0-84 115
85-99 32

Calcule

(a) amédiaeamediana;

(b) o desvio-padrio.

Use os resultados do Exereicio 4.37 para calcular o coeficiente de assimetria de Pearson
da distribuicio dada e discuta a simetria (ou sua falta) dessa distribuigio.

Com referéneia i distribuicio do Exercicio 3,68, encontre o coeficiente de assimetria de
Pearson do nimero de tacos de peixe servidos num restavrante mexicano.

A seguir temos a quantidade de acidentes que ocorreram duranie julho de 1999 numa cer-
ta localidade em 20 cruzamentos sem proibigio de conversiio 4 esquerda:



SNeWsGGH

102  EstarisTiCA APUCADA

25 30 32 22 2% 102 32 6 13
27 22 18 12 28 35 8 29 M &

Encontre a mediana, ¢, e (..

“4.41 Use os resultados do Exercicio 4.40 para construir um griifico de caixa, e use-o para dis-
cutir a simetria ou assimelria desses dados de acidentes.

#4.42 A seguir temos os tempos de resposta (em picosegundos) de 30 circuitos integrados:

37 41 45 46 44 48 43 44 51 39
33 34 37 41 47 46 42 37 46 34
46 37 41 45 60 40 41 56 60 34

Construa um diagrama de ramos e folhas usando os digitos de unidades como ramos e os
de décimos como folhas, Use esse diagrama de ramos ¢ folhas para decidir sobre a sime-
tria desses dados, ou sua falla.

*4.43 Com referéncia ao Exercicio 4,42, obtenha toda a informagio necessdria para esbocar um
grifico de caixa. Em seguida, use essa informagio para eshogar um gréfico de caixa e de-
cida sobre a simetria ou assimetria dos tempos de resposta desses circuitos integrados.

*4.44 Com referéncia ao Exercicio 3.29, obtenha toda a informagdo necessdria para eshbogar
um grifico de caixa, esboce um grifico de caixa, e use-o para decidir sobre a simetria
ou falta de simetria da duragio dos jogos da liga de basquete profissional dos Estados
Unidos.

*4.45 A seguir ¢stdo as quantidades de 3 obtidos em cingiienta langamentos de quatro dados: 0.
0.1,0,0,0,2,0,0,1,00,0,0,1,1,0,1,2,0,0,1,0,0,0,1,1,0.1,0,0, 1,2, 1,0,0, 3,
11,0.4,0.0. 1,2, 1,0,0, | e |. Construa uma distribuig@io de freqiiéncia ¢ use-a para de-
terminar o formato global dos dados.

*4.46 Com referéncia ap Exercicio 4,45, obtenha toda a informagiio necessiria para esbogar um
grifico de caixa. Em seguida, esboce o grifico de caixa e use-o para descrever a simetria
dos dados. ou sua falta. Também determinar o formato global dos dados.

*4.47 Jogando uma moeda cinco vezes seguidas, o resultado pode ser representado por meio de
uma seqiiéneia de letras K e C (por exemplo, KKCCK), onde K representa cara e C repre-
senta coroa. Tendo obtido uma tal seqiiéncia de letras K ¢ C, podemos verificar, apds ca-
da jogada se o ndmero de caras excede o nimero de coroas. Por exemplo, na segiiéncia
KKCCK, cara estd na frente apds o primeire langamento, apés o segundo e apds o tercei-
ro langamento, ndo apds o quarte, mas novamente apds o quinto langamento, No total, ca-
ra estd na frente quatro vezes, Na verdade, repetimos esse “experimento™ sessenta veres ¢
constatamos que cara estava na frente

L 1:5D0 501 2 01051710
0 2% 009200 50 2§ 10
L (e R = ¢ R Y
31:5% 2124 2:30 55 040

vezes. Construa uma distribuiciio de fregiiéneia e decida sobre o formato global dos dados.

*4.48 Com referéncia ao Exercicio 4.47, encontre toda a informagdo necessdria para construir
um grifico de caixa. Quais caracteristicas do grifico de caixa sugerem que os dados apre-
sentam uma forma bastante incomum?
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4.6 I ISTA DE TERMOS-CHAVE [com indicacdo das péginas de suas definicdes)

™
Amplitude, 86 Distribuigiio em forma de U, 100
Amplitude interquartil, 86 Distribui¢iio negativamente assimélrica, 98
Amplitude semi-interquartil, 86 Distribuigio positivamente assimétrica, 98
Coeficiente de assimetria de Pearson, 98 Escores z, 91
Coeficiente de dispersao, 92 Estimador nao-tendencioso, 88
Coeficiente de dispersdo guartif, 95 Estimador tendencioso, B8
Desvio da média, 87 Medidas de assimetria, 98
Desvio da raiz dos quadrados médios, 87 Medidas de dispersio, 85
Dresvio médio, 87 Medidas de dispersao relativa, 92
Desvio quartil, 36 Regra empirica, 91
Desvio-padido, 87 Teorema de Tehehichev, 89
Desvio-padidio amostral, 87 Unidades padronizadas, 91
Desvio-padrio populacional, 87 Varidncia, 87
Distribuigiio assiméirica, 98 Variancia amostral, 87
Distribui¢do em forma de J invertido, 100 Variancia populacional, 87

Distribuiciio em forma de sino, 98

4.7 pEFERENGAS
|

Uma demonstracdo de que a divisdo por n— I 1orna a varidneia amostral wn estimador ndo-tendenciose da va-
ridneia poprelacional pode ser encontrada na maioria dos fivres de Estatistica matemédtica; porexemplo, em

MiLvex, L, and Micces, M., Joline E. Freund's Mathematical Statistics. 6th ed. Upper Saddle River,
N.L: Prentice Hall, 1998,

Meiwinee informacdo sobre o efeito de agrupar e cdfcudo de vdrias deseriofes estatisticas pode ser encontrada
en-alguns texios mais anfiges sobre Estarisiica; por exemplo, em

Mk, F C.. farreduction to Staiistics, New York: Holt, Rinehart and Winston, 1956,
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_E}(ERCiCIOS DE REVISAQ PARA OS CAPITULOS 1,2,3E 4

R.1

R.2

R.3

R4

R.5

6 R.6

R.7

A quantidade de objetos encontrados numa escavagiio arqueoldgica déem ser agrupados
numa tabela com as classes 0-4, 5-14,15-24, 23-35, e 40 ou mais. Explique onde po-
dem surgir dificuldades.

Em guatro dias um inspetor da prefeitura de uma certa cidade registrou 12, 8, 22 e 6 vio-

lagGes do cddigo de construgiio civil, Quais das conclustes seguintes podem ser obtidas

desses dados por métodos puramente descritivos e quais requerem generalizagbes? Ex-

plique suas respostas.

{a) No total, o inspetor da prefeitura registrou 48 violagoes do codigo de construgao
civil nesses quatro dias.

(b) Esse inspetor da prefeitura raramente (se nfio nunca) registra mais do que 25
violagdes do cddigo de construgiio eivil num dnico dado dia.

{c) O inspetor da prefeitura registrou somente 6 violagdes no quarto dia porgue comegou
a chover e ¢le voltou para a prefeitura logo depois de um lanche.

{d) Provavelmente, a terceira guantidade foi registrada erradamente ¢ deveria ter sido 12
em vez de 22,

{e) Namdédia, o inspetor da prefeitura registrou 12 violagtes do cddigo de construgiio civil.

Exiba os dados que estio agrupados no seguinte diagrama de ramos e folhas com folhas
unitdrias.

12 3 5

I3 0 4 7 8

14 1 3 4 6 6 9
15 02 25 8
16 1 7

Winte pilotos foram testados num simulador de vHo. A seguir estio os lempos (em segun-
dos) que eles levaram para reagir diante de uma sitvacio de emergéncia: 4.9: 10.1; 6.3:
8.5:7.7:63:3.9:6,5:68:9.0: 11,3:7.5; 5.8: 104: 8.2; T4: 4.6: 5,3, 9.7 ¢ 7.3. Encontre
{a) amediana;

(b) ¢heg.

Use os resultados obtidos no Exercicio R.4 para construir um gritico de caixa dos dados
fornecidos.

Explique por que & impossivel tern =6, ¥ x= 18 e ¥ x* = 47 para um conjunto de dados
qualquer.

A seguir estd a distribuigio do ndmero de erros cometidos por 80 alunos de pds-gradua-
¢iio na tradugio de um trecho do francés para o portugués, como parte do requisito de pro-
ficiéncia em linguas para o titulo de pés-graduagio:

Nimero de Nimero de
erros alunos
0-4 34
5-9 20
10-14 15
15-19 9

20-24 2
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Calcule:

(a) amédia;

(b) a mediana;

(¢) odesvio-padrio;

(d) o coeliciente de assimetria de Pearson,

R.8  Transforme a distribuigio do Exercicio E.7 numa distribuigio cumulativa do tipo “ou
menos”.

RY9  Um especialista encontrou as seguintes concentragdes de mercirio, em partes por mi-
Ihaio, em 32 peixes pescados num certo rio:

0045 0,063 0,049 0062 0065 0054 0,050 0,048
0,072 0,060 0062 0,054 0049 0,055 0,058 0,067
0,055 0,058 0,061 0.047 0063 0,068 0,056 0,057
0,072 0,052 0,058 0,046 0,052 0,057 0066 0,054

{a) Construa um diagrama de ramos e folhas com rétulos de ramos 0,04; 0,05; 0,06; ¢ 0,07.

{b) Use odiagrama de ramos ¢ folhas obtido na parte (a) para determinar a mediana, 0, e O,

(¢) Eshoce um grifico de caixa e use-o para descrever o formato global dos dados
fornecidos.

R.10 De acordo com o teorema de Tehebichey, o que pode ser afirmado sobre a percentagem
de gualguer conjunto de dados que deve estar a k desvios-padrio da média, gquando
() hk=35 (b k=457

@ R.11  Um meteorologista possui dados completos para os 10 dltimos anos relativos i quanti-
dade de dias de janeiro em que a temperatura méxima em Salvador da Bahia excedeu os
43 graus. Exemplilique uma situagio de cada em que o meteorologista interpretaria es-
ses dados como
(a) uma populagio;
(b) uma amostra.

@ R.12  Os escores de QI sio, is vezes, interpretados como dados intervalares. Qual conclusio

iss0 acarretaria sobre as diferengas de inteligéneia de weés pessoas com QI dados por 95,
100 ¢ 1157 Essa conclusio ¢ razodvel?

G R.13 Reformule o Exemplo 14.1 citado a pidgina 17 de modo que seja de interesse especial para
(a) um advogado;
(b)  um escritor de historias de suspense.

R.14 A seguir estdo as quantidade de artigos publicados em periddicos cientificos por quarenta
professores de uma universidade: 12, 8,22,45,3,27, 18, 12,6,32, 15, 17,4, 19, 10, 2, 9, 16,
21,17,18,11,15,2,13, 15,27, 16,1, 5,6, 15, 11,32, 16, 10, 18, 4, 18 ¢ 19, Determine
{a) amddia;

(b} amediana;

G R.15 Certos cabos metdlicos produzidos em massa tém um diiimetro médio de 24.00 mm com
um desvio-padrio de 0,03 mm, Pelo menos qual percentagem dos cabos tém didmetros
entre 23,91 ¢ 24,09 mm?

R.16 Dentre os formandos de uma universidade, 45 graduados em Ciéncia da Computaciio ti-
veram ofertas de saldrio com uma média de 31,100 unidades monetdrias (arredondados
alé a centena mais proxima), 63 graduados em Malemdltica tiveram oferlas de saldrio
com uma média de 30,700 unidades monetirias, 112 graduados em Engenharia tiveram
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@ R.17

R.18

R.19
R.20

@ R.21

%R.H

R.23

R.24

R.25

ofertas de saldrio com uma média de 35.000 unidades monetdrias ¢ 35 graduados em
Cuimica tiveram ofertas de salirio com uma média de 30,400 vnidades monetdrias, En-
conlre a oferta de saldrio médio desses 255 lormandos.

A partir da distribuicio do Exercicio R.7, podemos determinar guantos dos 80 alunos de
pas-graduagio comeleram

(a) mais do que 14 erros;

(b) alguma quantidade entre 5 ¢ 19 erros:

(¢) exatamente 17 erros:

{d) alguma quantidade entre 10 e 20 erros?

Se possivel, fornega respostas numdéricas.

A seguir estio as quantidades de baleias que foram vistas saltando para fora da dgua du-
rante sessenta passeios de observagdo de baleias na costa sul da Califérnia:

M 18 14 9 7 3 14 16 15 8 12 18
13 06 11 22 1§ & 22 13 10 18 8 5
8 12 16 21 13 10 7 3 15 24 16 18
12 18 10 & 6 13 12 9 18 23 15 11
19 10 11 15 12 6 4 10 13 27 M4 6

Determine a média, a mediana ¢ o desvio-padrio desses dados.
Use os resultados obtidos no Exercicio R. 18 para caleular o coeficiente de dispersio.

Agrupe os dados do Exercicio R. 18 numa distribuigio de classes 04, 5-9, 10-14, 15-19,
20-24 e 25-29. Também esboce um histograma dessa distribuicio.

Com referéncia aos dados do Exemplo 2.4, os tempos de espera entre erupgoes do Qld
Faithfid, agrupe-os numa distribuicio com classes 25-39, 40-54, 55-69, 70-84, 85-99,
100114 e 115-129. Também esboce um histograma dessa distribui¢do e compare-o com
o mostrado na Figura 2.3,

0 saldrio médio por hora de trabalho dos empregados no setor de carnes de um supermer-
cado € de 8.20 unidades monetdrias para os homens e 8,00 unidades monetirias para as
mulheres. No departamento de hortifrutigranjeiros, os nimeros correspondentes sio de
7.80 ¢ 7.60 unidades monetdrias, de modo que em ambos setores os homens recebem mais
do que as mulheres. E de todo possivel que em ambos setores combinados as mulberes re-
cebam mais do que os homens?

Os limites de classe de uma distribuigiio de pesos (em gramas) sdo 10-29, 30-49, 50-69,
TO-89 ¢ 90-109. Encontre:

(a) as (ronteiras de classe;
(b) os pontos médios de classe;
(¢) ointervalo de classe da distribuiciio.

Para um cerlo conjunto de dados, o menor valor ¢ 5,0, o maior valor ¢ 65,0, a mediana ¢
15,0, o primeiro quartil ¢ 11,5 ¢ o terceiro quartil € 43,5, Esboce um grifico de caixa e dis-
cuta a simetria ou assimetria do conjunto de dados.

Dados x, = 3.5, x, = 1.2, x; = 4.4 ¢ x, = 2,0, encontre:
(2} X x

i) G R

© (&)
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R.26 Se uma populagiio consiste nos inteiros 1, 2, 3,.... e k, sua variiincia ¢ a2 = 51%1 Verifi-
que esta férmula para
(a) k=3;
My k=5

R.27 Para um certo conjunto de dados, a média ¢ 19,5 ¢ o coeficiente de dispersiio ¢ 32%. En-
contre o desvio-padrio,

@ R.28 Obteremos dados nominais ou dados ordinais quando
(a) os consumidores devem dizer se preferem a Marca X & Marca Y, se gostam de
ambas igualmenie ou se preferem a MarcaY & Marca X;
(b) os consumidores devem dizer se preferem a Marca X 4 Marca Y, se gostam de
ambas igualmente, se preferem a Marca Y 4 Marca X ou s¢ nio 1&m opinido
formada?

Q R.29 Naconstrugio de uma distribuicao categdrica, as camisas de homem sdo classificadas de
acordo a fibra do tecido, em algodao, seda, linho ou Aibras sintéticas. Explique onde po-
dem surgir diliculdades.

R.30 Emtrintadias, havia 2,3, 1,1,3,0,0,2,1,2,2,3,0,1,2,3,2,2,2, 1, 1,0, 2,3,2,2, 2,
I, e 2 enfermeiras registradas trabalhando numa clinica de repouso. Construa um dia-
grama de pontos.

6 R.J31  As quantidades didrias de pessoas visitando um museu de arte sfo agrupadas numa dis-
tribuigio com classes 0-29, 30-59, 60— 89 ¢ 90 ou mais. A distribuicio resullante pode-
ri ser utilizada para determinar em quantos dias
(a) pelo menos 89 pessoas visitaram o museu;

(b) mais de 89 pessoas visitaram o muscu;
{¢) algum ndmero entre 30 ¢ 89 pessoas visitaram o museu;
(d) mais de 100 pessoas visitaram o musen?
R.32 Se um certo conjunto de medighes em a média ¥ = 45 ¢ o desvio-padrio s = &, transfor-
me cada um dos seguintes valores de x em unidades padronizadas:

(a) x=065;
(b} x=39;
(c) x=355.

R.33  Explique por que os dados a seguir podem deixar de fornecer a informagio desejada.

{a) Para determinar a reaciio do piblico a certas restriges sobre importagtes, um
entrevistador pergunta aos eleitores: "Vocé acha que essas priticas injustas
deveriam acabar?”

{b) Para prever o resultado de uma eleigio para governador do estado, uma pesquisa de
opinido pidblica enirevistou pessoas selecionadas aleatoriamente do catilogo
telefonico de uma cidade.

R.34 A seguir estiio as quantidades de alarmes falsos recebidos por um servigo de seguranga
em vinte noites: 9, 8,4, 12, 15, 5.5,9,3,2,6, 12,5, 17. 6,3, 7, 10, 8 e 4. Construa um
grifico de caixa e discuta a simetria ou assimetria dos dados.

R.35 A distribuigio a seguir foi obtida num estudo da produtividade de 100 trabalhadores du-
rante duas semanas:
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R.36
R.37

R.38

R.39

R.40

R.41

R.42

R.43

Nimero de
pegas produzidas Nimero de
aceitivels trabalhadores
15-29 3
30-44 14
45-59 18
60-74 26
7589 20
90104 12
105-119 7

Encontre

(a) as {fronteciras de classe;

(b) os pontos médios de classe:
(¢) ointervalo de classe,

Esboce um histograma da distribuigiio do Exercicio B335,

Transforme a distribuigio do Exercicio .35 numa distribuicie cumulativa do tipo “me-
nos de” ¢ trace uma ogiva.

Calcule a média, a mediana e o desvio-padrio da distribuigio do Exercicio R.35. Também
determine o cocficiente de assimetria de Pearson.

A seguir € dada a pressio sangiiinea sistdlica de 22 pacientes de um hospital:

151 173 142 154 165 124 153 155 146 172 162
182 162 135 159 204 130 162 156 158 149 130

Construa um diagrama de ramos ¢ folhas com rélulos de ramos dados por 12, 13, 14,.. .e 20.

Use o diagrama de ramos ¢ folhas obtido no Exercicio R.39 para obter a informagiio ne-
cessdria para construir um grifico de caixa. Esboce um grifico de caixa ¢ estude a sime-
tria ou assimetria dos dados.

Por experiéncia anterior, sabe-se que o dnibus que sai do centro do Rio de Janeiro as 8 ho-
ras ¢ 5 minutos da manhi leva em média 42 minutos com desvio-padriio de 2,5 minutos
para alcangar o campus da ilha do Fundao da Universidade Federal do Rio de Janeiro. Em
pelo menos qual percentagem das vezes o onibus chegard ao campus da UFRJT entre as 8
horas ¢ 37 minutos ¢ as 8 horas ¢ 57 minutos?

Um funciondrio da orquestra sinfdnica registrou que cinco de seus concertos foram fre-

giientados por 462, 480, 1.455, 417 e 432 pessoas.

{a) Calcule a média ¢ a mediana desses nimeros de piblico,

{b) Descobrindo que o terceiro nimero foi impresso incorretamente ¢ que deveria ter
sido 455, recalcule a média e a mediana dos niimeros corretos de pliblico.

{c) Compare o efeito desse erro de impressio sobre a média e a mediana.

As 30 piginas de uma impressio preliminar de um manuserito foram conferidas para en-
contrar erros de digitagiio, dando as seguintes quantidades de erros:

2003 1 988800024 0]
a1 3 1201831 2010102

Construa um diagrama de pontos.
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R.44

R.45

2 g R

@ R47

Cientistas realizaram um experimento para avaliar o aumento médio da taxa de batimen-
tos cardiacos de astronautas executando certas tarefas no espago exterior. Simulando a
auseéncia de gravidade, foram os scguinices os aumenios de batimenios cardiacos por mi-
nutos registrados em 33 pessoas que executaram a tarefa dada:

34 026 22 24 23 18 21 27 33 26 31
28 29 25 1% 22 21 15 3 4 I3 W
26 22 27 31 25 28 20 25 27 M4 18

Caleule

{a) amddiaeamediana;

{b) o desvio-padrio;

(c) ococficiene de assimetria de Pearson.

MNum estudo sobre a poluigio do ar em que se mediu a quantidade de matéria orginica
soldvel em benzeno suspensa no ar, oito amosiras diferentes de ar exibiram 2,2; 1,8; 3,1;
2,0;2,4;2,0: 2,1 e 1,2 microgramas por metro ciibico, Caleule o coeficiente de dispersio
desses dados.

A seguir, sao dados os escores obtidos por 44 cadetes num tiro ao alvo disparando de joe-
lhos, x, ¢ de pé, ¥

X ¥ X ¥ X X x ¥

a1 83 81 76 04 86 77 83
93 88 96 81 26 76 97 86
76 78 86 91 91 a0 83 78
86 83 N 76 B35 87 86 89
99 94 90 81 93 &4 95 91
93 a7 a7 85 83 87 93 82
42 77 g0 89 a3 g1 H28 78
92 94 98 91 HY 97 o0 93
95 94 94 04 o0 96 97 92
98 84 73 76 06 86 29 a7
91 83 a8 88 85 24 88 92

Use um computador ou uma calculadora grifica para produzir um grafico de dispersiio ¢
descreva a relagiio, se houver, entre os escores dos cadetes nas duas posicoes,

Se o3 alunos caleulam scus indices de conceitos calculando a média de seus conceitos
comA, B, C, D e F valendo 1, 2. 3, 4 ¢ 5, respectivamente, o que isso supde sobre a na-
tureza dos conceitos?
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e olharmos para a Estatistica como a arte ou ciéncia de “como conviver com incertezas

e com o acaso”, seu estudo trata de problemas tdo antigos guanto a prépria humanida-

de. Até poucos séculos atrds, tudo que tivesse relagio com o acaso era visto como de
intengdio divina e, portanto, era considerado impio, e até um sacrilégio, tentar analisar o “me-
canismo” do sobrenatural através da Matemiitica. Isso explica o desenvolvimento lentoda @
matemdtica das probabilidades. Até o advento do pensamento cientifico, com sua énfase em
observacdo ¢ experimentagiio, jamais sequer ocorreu a alguém que a Teoria de Probabili-
dade puscsse ser utilizada no estudo das leis da Natureza, ou que pudesse ser aplicada 3 solugio
de problemas simples da vida do dia a dia.

Muitos estudantes pensam que o estudo de Probabilidade € a parte mais dificil de um Curso
de Estatistica. Por causa disso, dividimos esse assunto em trés capitulos. Uma introdug@o infor-
mal ¢ apresentada neste Capitulo 5. No Capitulo 6 apresentamos o assunto de maneira mais rigo-
rosa e no Capitule 7 tratamos com os problemas de tomada de decisio em que hd incertezas so-
bre os resultados.

MNeste capitulo, veremos como as incertezas podem efetivamente ser medidas, como podemos
associar-lhes ndimeros e como interpretar esses nimeros. Em capitulos subsegiientes mostrare-
mos como esses ndmeros, denominados probabilidades, podem ser utilizados para conviver com
incertezas: como podem ser usados para fazer escolhas ou tomar decises que prometem ser as
mais proveitosas ou as mais desejiveis,

Mas Secoes 5.1 até 5.3, apresentamos preliminares matemadticos relacionadas com a ques-
tao “o que é possivel” em determinadas situacoes, Afinal, dificilmente poderemos prever o re-
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sultado de um jogo de futebol s¢ ndo soubermos quais times que estio jogando, como lambém
nio poderemos prever o resultado de uma eleigio se ndo conhecermos os candidatos gue a es-
1o disputando. Finalmente, na Segiio 5.4, veremos como julgar “o que ¢ provivel”, ou seja,
estudaremos virias maneiras de definir, ou interpretar, as probabilidades e de determinar seus
valores.

Bl CONTAGEM

No coméreio e no dia a dia, o simples processo de contagem ainda desempenha um papel im-
portante, diferentemente do que ocorre nas ciéncias e seus métodos poderosos de computacio.
Ainda precisamos contar 1, 2, 3, 4, 5, . . ., para determinar, por exemplo, quantas pessoas par-
ticiparam de uma certa demonstragiio, o tamanho da resposta a um questiondrio, o nimero de
caixas danificadas num carregamento de vinho do Porto, ou quantas vezes a lemperatura pas-
sou dos 30° num determinado més no Recife. As vezes o processo de contagem pade ser sim-
plificado pelo uso de dispositivos meciinicos (por exemplo, contando espectadores que passam
por uma roleta) ou pela contagem indireta (por exemplo, contando o nimero de vendas reali-
zadas subtraindo os ndmeros das notas fiscais). Outras vezes, o processo de contagem pode ser
enormemente simplificado por meio de téenicas matemdticas como as que serio desenvolvidas
nesta secio.

No estudo de "o que é possivel” existem, essencialmente, dois tipos de problemas. Temos o
problema de listar tudoe o que pode ocorrer numa determinada situacio e depois temos o de deter-
minar quantas coisas diferentes podem ocorrer (sem necessariamente precisar elaborar uma lis-
tagem completa). O segundo tipo de problema € especialmente importante, porque ha muitas si-
tuaghes em que ndo necessitamos de wma listagem completa e assim podemos nos poupar muito
trabalho. Embora o primeiro tipo de problema possa parecer direto e Ticil, o exemplo seguinte
Mostra que isso nem sempre ocorre.

A0 5.1 Um restaurante oferece trés tipos de vinhos da casa em copos: um vinho tinto, um branco e um
rosado. Relacione o nimero de maneiras pelas quais trés fregueses podem pedir trés copos de
vinho, sem levar em conta qual fregués recebe qual vinho.

Soluciio  Evidentemente, hd muitas possibilidades diferentes. Os fregueses podem pedir trés copos de vi-
nho tinto; podem pedir dois copos de vinho tinto e um copo de rosado; eles podem pedir um co-
po de vinho branco e dois de rosado; podem pedir um copo de cada tipo; e assim por diante. Pros-
seguindo cuidadosamente dessa maneira podemos acabar conseguindo enumerar todas as dex
possibilidades, mas € bem possivel que omitamos algumas, |

Problemas desse lipo podem ser abordados de uma forma sistemdtica tragando-se um
diagrama de drvore, como o da Figura 5.1. Esse diagrama mostra que hd quatro possibili-
dades (quatro ramos) correspondendo a 0, 1, 2 ou 3 copos de vinho tinto. Em seguida vemos
gue para o vinho branco hd quatro ramos partindo do ramo superior (0 copos de vinho tinto),
trés ramos partindo do préximo ramo (1 copo de vinho tinte), dois ramos partindo do ramo
seguinte (2 copos de vinho tinto) ¢ apenas um ramo partindo do ramo inferior (3 copos de vi-
nho tinto). Depois disso, existe somente uma possibilidade para o ndmero de copos de rosa-
do, pois a soma do nimero de copos sempre € trés, Assim, vemos que existe um total de dez
possibilidades.
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Diagrama de drvore
para o Exemploe 5.1.

Bl 5.2 Em um estudo médico, 0s pacientes sdo classificados pelo grupo sangiiineo como A, B, AB ou O,
¢ também de acordo com sua pressio sangiiinea baixa, normal ou alta. De quantas maneiras pode
um paciente ser classilicado?

Solucéio  Como pode ser visto no diagrama de drvore da Figura 5.2, a resposta € 12, Partindo do topo, o pri-
meiro trajeto ao longo dos ramos corresponde a um paciente do grupo sangiiineo A ¢ pressiio bai-
xa. 0 segundo trajeto corresponde a um paciente do grupoe A ¢ pressao normal, . . ., ¢ o décimo se-
gundo trajeto corresponde a um paciente do grupo O ¢ pressio alta. [ |

A resposta que obtivemos no Exemplo 5.2 €4 - 3= 12, ou seja, ¢ produto do niimero de gru-
pos sangiiineos pelo ndmero de niveis de pressio. Generalizando a partir desse exemplo, pode-
mos formular a regra seguinte:

M s Se uma escolha consiste em dois passos, o primeiro dos guais pode ser realizado de m
ULTIPLCACAO mianeiras, e para cada uma dessas o segundo passo pode ser realizado de n maneiras, entdo

DE ESCOLHAS a escolha total pode ser feita de m - n maneiras.

Vamos nos referir a essa regra como a multiplicagio de escolhas, como indicamos na mar-
zem. Para provar essa regra, basta tragarmos um diagrama de drvore como o da Figura 5.2,
Primeiro. hid m ramos correspondentes s m possibilidades no primeiro passo e, em seguida,
hi n ramos saindo de cada um desses ramos, correspondenies as # possibilidades no segundo
passo. Isso leva a m - 0 caminhos ao longo dos ramos do diagrama de drvore e, assim, am - n
possibilidades.
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Diagrama de drvore
para 0 Exemplo 5.2,

(PAINIEEeR 5.3  Seum cientista quer realizar uma experiéncia com um de 12 novos medicamentos para a sinusile,
testando com camundongos, porquinhos-da-india ¢ ratos, de quantas maneiras o cientista pode
escolher um dos medicamentos ¢ uma das trés cobaias?

Solugiio Comom=12en=3, hi 12 - 3 = 36 maneiras diferentes de programar o experimento, S

FATNAON 5.4 Sc um departamento de Fisica oferece trés turmas de aulas tedricas e quinze lurmas de
laboratério, de quantas maneiras pode um aluno escolher uma turma de cada? Também, quantas
escolhas terd um aluno se duas das turmas de aulas tedricas e quairo das turmas de laboraidrio ja
estido sem vagas quando chegar sua vez de efetuar sua matricula?

Solucio Comom=4e¢n=15, hi4 - 15 =60 maneiras diferentes do aluno escolher uma wrma de cada. Se
duas das urmas de aulas tedricas ¢ quatro das turmas de laboratdrio jd estio sem vagas, lemos m =
4-2=2e¢n=15-4=11 e, portanto, o nimero de escolhas € reduzidoa 2 - 11 =22, E

Usando diagramas em drvores adequados, podemos Facilmenie generalizar a regra para a
multiplicagio de escolhas de modo a tornd-la aplicavel a escolhas envolvendoe mais de dois pas-
sos. Para k passos, com & inteiro positivo, lemos a regra seguinte:
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Mutirucacio
DE ESCOLHAS
(GENERALZADA)

Se wma escolha consiste em k passas, o primeiro dos quais pode ser realizado de n,
maneiras, para cada wma dessas o segundo passo pode ser realizade de n, maneirvas, parva
cada combinagde de escolhas feitas nos dois primeiros passos o ferceire passo pode ser
realizads de ny manetras, .. ., e para cada uma dessas combinagies de escollias nos
primeiros k = | passos o k-ésimo passo pode ser realizado de n, maneiras, entdo a escolha
total pode ser feitaden, - ny-ny oo+ n, maneiras.

() que se faz ¢ simplesmenie continuar multiplicando as quantidades de maneiras em que podem
ser realizados os diferentes passos.

EXEMPLO BB Um vendedor de automdveis novos oferece um carro em quatro estilos, dez acabamentos ¢ trés
poténcias, De quantas maneiras diferentes pode ser encomendado um desses carros?

Solugdo Comon, =4, n,=10en, =3, hia4-10-3 = 120 maneiras diferentes de encomendar um desses
CATDS. | B

FAEEe) 5.6 Continuando com o Exemplo 5.5, quantas escolhas existem se o comprador também precisar
escolher o carro com transmissdo automdtica ou manual e com ou sem ar-condicionado?

Solucio Comon,=4,n,=10,n,=3,n,=2en,=2,hi4.10-3 -2 -2 =480 escolhas diferentes. W

8.7 Um teste consiste em 15 questdes de maltipla escolha, cada questio apresentando quatro opgoes
de respostas. De guantas maneiras diferentes um estudante pode marcar uma resposta para cada
uma das questiies?

Solugie Comon,=m=n=...=n =4, existemumotal de4-4-4-4-4-4-4.4.-4-4.4-44-4.
4 = | 073.741.824 maneiras diferentes de marcar uma resposta em cada questio. (Note que todas
as respostas estiio corretas em apenas uma dessas possibilidades.) B

B ARRANJOS E PERMUTAGOES

A regra da multiplicagiio de escolhas e sua generalizagio sfio utilizadas fregiientemente guando fa-
zemos virias escolhas de um dnico conjunto e queremos saber em que ordem essas escolhas siio fiei-
las.

5.8 5e 20 candidatas concorrem ao titulo de Miss Bahia, de quantas maneiras os juizes podem
escolher a vencedora e a candidata que fica em segundo lugar?

Solucéie Como a vencedora pode ser escolhida de m = 20 maneiras ¢ o segundo prémio deve ser conferi-
do a uma das outras n = 19 candidatas restantes, hd um total de 20 - 9 = 380 maneiras de os juizes
atribuirem os dois primeiros lugares. [ ]

FAEEeN 5.9  De quantas maneiras distintas og 48 membros de um sindicato podem escolher um presidente. um
vice-presidente, um secretdrio ¢ um tesoureiro?
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Solucdo Como n, =48, n,= 47, n, =46 ¢ n, = 45, (independentemente de quem seja o primeiro, o segundo, o
terceiro ou o gquarto escolhido), hi um total de 48 - 47 - 46 - 45 = 4.669.920 possibilidades diﬁ:mﬁ:s.

De modo geral, se r objetos sio escolhidos de um conjunto de # objetos distintos, qualquer
escolha ordenada particular desses objetos ¢ denominada arranjo; se r = n, dizemos que o arran-
Jo ¢ uma permutagio. Por exemplo, 4 | 2 3 ¢ yma permutagiao dos quairo primeiros inteiros po-
sitives; Pernambuco, Alagoas ¢ Paraiba ¢ um arranjo {uma escolha ordenada particular) de trés
dos seis estados da regifio nordeste e

Brasil Argentina Chile Venezuela
Bolivia Pera Paraguai Uruguai

sdo dois arranjos diferentes (escolhas ordenadas) de quatro dos 13 paises da América do Sul.

ALY 5.10 Determine o nimero de arranjos distintos de duas das cinco vogais, a, ¢, i, o, 1, € elabore uma
lista desses arranjos.

SolucGo Comom=35en=4, hi5-4=20arranjos diferentes, que sio ae, ai, ao, au, ei, eo, e, io, in, ou,
e, Iel, o, W, Be, oe, e, o, 1t e 1o, [ |

Em geral, ¢ conveniente dispor de uma fGrmula para o nimero total de arranjos de r objetos
selecionados de um conjunto de n objetos distintos, como os 4 paises escolhidos dentre os 13 pai-
ses da América do Sul. Para ver isso. note que a primeira escolha € feita no conjunto total de n ob-
jetos, a segunda escolha ¢ feita dentre os n — 1 objetos que restam apds a primeira escolha, a ter-

¢ a r-¢sima ¢ Gltima escolha € feita dentre os n—(r— 1) = n —r+ 1 objelos que restam apds [eitas
as r— | escolhas anteriores. Portanto, da aplicagiio direta da regra da multiplicagao de escolhas ge-
neralizada resulta que o nimero total de arranjos de r objetos selecionados de um conjunto de
objetos distintos, que denotaremos por P, ¢
win — 1 =2)----c{n=r-+1)

Como os produtos de inteiros consecutivos surgem em ndo poucos problemas relativos a arranjos
e outros tipos especiais de agrupamentos ou escolhas, € conveniente introduzirmos agui a nota-
¢io fatorial. Nessa notagiio, o produte de todos os inteiros positivos menores do que ou iguais ao
inteiro positive o € denominado “fatorial de 1" e denotado por n!. Assim,

e

2l=2:1=1

I=3-2-1=6

41=4.3.2.1=24

51=5.4.3.2-1=120

6!=6.5-4.3.2-1=720

¢, em geral,
ml=nin—=1n=2)----- % e |

Além disso, para viabilizar a aplicabilidade de virias férmulas. convencionamos que 0! = | por
definicio.

Como os fatoriais crescem de maneira tio rdpida, tem sido argumentado que o ponto de ex-
clamagio denota surpresa. De fato, o valor de 10! excede wrés milhdes ¢ 70! excede a capacidade
de memoria da maioria das calculadoras manuais.
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NUMERO DE
ARRANJOS DE n
OBIETOS
TOMADOS k

DE CADA VEZ

Solucao

NUMERO DE
PERMUTACOES
DE n OBJETOS
TOMADOS DE
UMA VEZ

Para expressar a formula de P, mais concisamente em termos de fatoriais, observamos que.
porexemplo, 12-11- 10'=12!,9-8 -7 -6!=9, ¢37-36-35-34 - 33! =137 Analogamenie,

wlPsin—=rl=mnin=1in=2)- oo (n—=r+1y-(n—=ri

1 - .
de modo que P, = wi—,,. Resumindo, temos o seguinle:

O miimere de arranjos de r objetos selecionados de um conjunte de n objetos distintos é

ale =ailn=1Mn=2)--- = 41)
- n!
= (n—r)

IIFF

onde qualguer uma das duas Frmulas pode ser usada para r= 1, 2. .. .. ou i (A segunda férmula,
mas nido a primeira, pode ser aplicada também para r=0, caso em que di o resultado trivial que hd

n!
o= = !

maneiras de escolher nenhum dos # objetos.) A primeira formula geralmente € de aplicagiio mais
facil, porque requer menos passos, mas muitos estudantes preferem a férmula em notagio de fa-
torial porque & mais Ficil de ser memorizada.

Ache o nimero de permutagies de r = 4 objetos selecionados de um conjunto de n = 12 objetos
distintos (digamos, o nimero de maneiras em que um painel de criticos pode escolher quatro
dentre 12 estréias cinematogrificas como sendo as de melhor qualidade, uma delas a melhor,
outra a segunda melhor, outra a terceira ¢ mais uma a quarta.)

Paran =12 e r=4, a primeira férmula di
2Py=12:11.10-9=11.380
e a segunda formula fornece

122 121 12:11.10.9-8F
az—41 8

1P = = 11.880

Essencialmente, o trabalho ¢ 0 mesmo, mas a segunda formula exige alguns passos a mais. [l

Para encontrar o nimero de permutagdes de n objetos distintos (fomados todos de uma s6
vez) tomamos r=n em qualguer uma das duas formulas de P e obtemos a férmula seguinte.
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FATEEY 5.12  De quantas maneiras oito professores substitutos podem ser distribuidos para lecionar oito turmas
de um curso de Economia?

Solugio Tomando n = 8 na férmula para ,P,, obtemos P, = 8! = 40.320. .

Em tudo que vimos até agui, admitimos sempre que os n objetos fossem todos distintos. Se
isso niio ocorrer, devemos modificar a férmula de P, o que serd exemplificado nos Exercicios
5.29 e 5.30 em casos particulares. (Quando r € menor do que n, a modificagio correspondente de
P, é complicada e nio serd discutida neste livro.)

B COMBINACOES

Ha muitos problemas em que precisamos saber o nimero de maneiras pelas quais podemos esco-
Iher robjetos de um conjunto de n objetos. sem que. no entanto, nos interesse a ordem em que a
escolha serd feita. Por exemplo, podemos estar interessados em conhecer o ndmero de maneiras
de formar um comité de quatro dos 45 membros de um diretdrio académico, ou o ndimero de ma-
neiras de escolher cinco dentre 36 declaracoes de imposto de renda para a malha fina. Para obter
uma férmula que se aplique a problemas como esses, examinemos primeiro os 24 arranjos de rés
das quatro primeiras letras do alfabeto:

abe  ach Dbac bea cab cha

abd  adb  bad bda dab  dba

acd ade cad cda dac dea

bed  bde chd  cdb dbe  deb

Se ndo nos interessar a ordem em que as trés letras foram escolhidas dentre as quatro letras a, b,
¢ ed, entdio hi apenas quatro maneiras de Fazer a escolha: abe, ald, acd e bed. Note que esses sao
os grupos de letras que aparecem na primeira coluna da tabela e que cada linha contém as P, =
3! = 6 permutagdes das trés letras da primeira coluna.

Em geral hda P = r! permutages de r objetos distintos, de forma que os P, arranjos de r ob-
jetos extraidos de um conjunto de i objetos distintos contém cada grupo de r objetos r! vezes. (No
nosso exemplo, as P =4 -3 - 2 = 24 permutagies de tés letras escolhidas dentre as quatro pri-
meiras letras do alfabeto contém P, = 3! = 6 veres cada grupo de trés letras.) Portanto, para ob-
ter uma fdrmula para o nimero de maneiras nas quais r objelos podem ser extraidos de um con-
Jjunta de u objetos distintos, independentemente da ordem em que sde extraidos, dividimos _P_por
r! Dizemos que uma tal escolha ¢ uma combinagiio de n objetos tomados r cada vez ou uma
combinagio de n objetos tomados » a r, denotamos o ndmero dessas combinagoes por ,C, ou

n
( ¥ ) £ CSCREVEMOS O (ue segue,

O neimero de maneiras pelas quais r objetos podem ser escolhidos de um conjunto de n

objeios &
CoMBINACOES (1) = 2o=0=D e
DE n OBJETOS = -
TOMADQOS r DE > :
CADA VEZ ou, em netagde fatorial,

e
rl rPlin—-r)
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EXEMPLO ERES

Solucdo

EXEMPLO ERET

Solucgo

EXEMPLO RIS

Tal como no caso das [érmulas de P, aqui também qualquer uma das duas [ormulas pode ser uti-
lizada para r= 1, 2, . . ., ou 1, mas somenle a segunda pode ser usada quando r= 0. Novamente,
em geral a primeira formula € mais fcil de usar porque requer menos clapas, mas muilos estu-
dantes consideram a férmula em notacgdo fatorial mais Fcil de ser memorizada,

Para n=0an =20, os valores de (:: )p-odem ser lidos na Tabela X1, & pagina 514, onde es-

sas quantidades sio denominadas coeficientes binomiais. A razio dessa terminologia € explica-
da no Exercicio 5.38.

Ma pdgina 117 perguntamos o ndmero de maneiras em que um comité de guatro pode ser
selecionado dentre os 45 membros de um diretdrio académico. Como niio interessa a ordem da
escolha dos membros do comité, podemos perguntar o valor de _C. ou entdo do coeliciente

hinomial ( " )
&

Substituindo n = 45 ¢ r = 4 na primeira das duas fdrmuolas para C., obtemos .C, =

BB R taggs, g

Na pdgina 117 também perguntamos o ndmere de maneiras de escolher cinco dentre 36
declaragGes de imposto de renda para a malha fina. Novamente nfio interessa a ordem da escolha

(Rl

o ; S
e, portanto, podemos perguntar o valor de C, ou entio do coeficiente binomial ( & )

36
Substituindo n = 36 ¢ r = 5 na primeira das duas férmulas para (f) oblemos ( 5 )

36-35-34.33.32
5t

= 376.992. =

De quantas maneiras diferentes uma pessoa pode escolher trés livros de uma lista de dez best-
sellers, supondo que € inconseqiiente a ordem de escolha dos trés liveos?

Substituindo n = 10 ¢ r= 3 na primeira das duas (6rmulas para ,C, obtemos

(‘“)='“'9'H=uu

3 3!

Analogamente, substituindo na segunda fdrmula obtemos

10! 10-9.8.71  10.9.8
( 'ﬂ) g -~ — 120
3 3T 3m 3
Essencialmente, o trabalho ¢ o mesmo, mas a primeira férmula exige menos passos. O

De quantas maneiras diferentes o diretor de um laboratdrio de pesquisa pode escolher dois
guimicos dentre sete candidatos e trés [isicos dentre nove candidatos?
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7
Solug@o  Os dois gquimicos podem ser escolhidos de (2 maneiras e os (rés fisicos podem ser escolhidos

9
de ( 3) maneiras, de modo que pela multiplicagio de escolhas, todos os cincos juntos podem ser

G) - (3)#21 84 = 1.764

escolhidos de
maneiras. Os valores dos dois coeficientes binomiais foram obtidos na Tabela X1, E

Ma Se¢do 5.2, apresentamos a férmula especial P, = n!, mas isso niio € necessdrio aqui; subs-

n
tituindo r = n em qualguer uma das duas fGrmulas para ( & ) fornece (" ) = 1. Em outras pala-

n

vras, hd uma, ¢ uma s6, maneira de escolher todos os n elementos que constituem um conjunto.
Quando tomamos r objetos de um conjunto de # objetos distintos deixamos n — r dos objetos

de fora ¢ conseqiientemente hi tantas maneiras de deixar de fora (ou de selecionar) n — r objeios

de um conjunto de n objetos distintos, quanto de escolher robjetos. Simbolicamente escrevemos

" L
(r)=(n-r) para r=0,1.2..... f

As vezes essa regra serve para simplificar as contas € s vezes ¢ usada junto com a Tabela X1,

YEMMDI S . Tﬁ‘
2EEEN 5-17 Determine o valor de(?z).

Solugdo Em vez de escrever todo o produto 7574 - 73 -+ - - 4 ¢ depois cancelar 72 - 71 -70- - - - - 4, es-

crevemos direlamente
75 75 75-74.73
(2)-(5]- 20 &

: : ; 19
(A0 5.18 Determine o valor de ( 13 )

Solucéio (ig) nio pode ser lido direlamente na Tabela X1, mas levando em conta o falo de que (:g) =

19 19 19
(19 e 13) = ( 6 ) ProCUranos ( 6 ):: obtemos 27.132.

n
Mo podemos substituir #= 0 na primeira das duas férmulas para ( = ) mas substituindo na
segunda fdrmula, ou entdo escrevendo

ny _ n _n
0 Aw=0J \n
n . : i
obtemos | o | = 1. Evidentemente, hd tantas maneiras de nao escolher algum dos elementos de

um conjunto quanto de escolher os n elementos que ainda restam.
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5.1  Um restaurante sofisticado mantém duas lagostas vivas em estoque e encomenda duas no-
vas lagostas ao final do expediente didrio (para entrega na manha do dia seguinte) se. e so-
mente se, ambas lagostas foram consumidas. Construa um diagrama de drvore para mos-
trar que se o restaurante recebe duas lagostas vivas na manha de uma segunda-feira exis-
tem oito maneiras nas quais podem ser consumidas lagostas nos expedientes da segunda e
da terca-feira.

5.2  Em relagio ao Exercicio 5.1, de quantas maneiras diferentes aquele restaurante pode ser-
vir duas ou rés lagostas naqueles dois dias?

5.3 O vencedor da série final de um tomeio de beisebol € o time que primeiro ganhar quatro jo-
gos, Suponhamos que o time A esteja em vantagem com trés vitdrias € uma derrota para o
outro time finalista B. Sabendo que niio pode haver empates, construa um diagrama de dr-
vore que mosire o nimero de maneiras em que esses times podem prosseguir até completar
a série final.

SOIDIOYIXS

54  Um aluno pode estudar | ou 2 horas para um tesie de astronomia em uma noite qualquer.
Construa um diagrama de drvore para encontrar 0 ndmero de maneiras nas quais o aluno
pode estudar uma total de
{a) cinco horas em (rés noites consceutivas;

(b) pelo menos cinco horas em trés noiles conseculivas,

5.5  Uma pessoa com $2 aposta $1 contra $1 na jogada de uma moeda ¢ continua apostando $1
enguanto continuar com algum dinheiro. Construa um diagrama de drvore que mostre as
viirias possibilidades nas trés primeiras jogadas da moeda (supondo, ¢ claro, que haja uma
terceira jogada). Em quantos dos casos ele estard
(a) exatamente $1 na frente?

(b) exatamente $1 atris?

5.6 O compo docente de uma faculdade conta com (rés professoras chamadas Maria: a Maria
Alice, a Maria Fernanda e a Maria Paula. Construa um diagrama de drvore que mostre as
viirias maneiras em gue podem ser entregues os contra-cheques dessas wrés professoras de
modo que cada uma receba o seu contra-cheque ou o de uma das duas outras Marias. Em
quanias dessas maneiras
(a) somenie uma delas recebe o seu contra-cheque?

(b) pelo menos uma delas recebe sew contra-cheque?

5.7  Um artista apresenia duas de suas obras numa exposicio duranie dois dias. Construa um
diagrama de drvore gue mostre de quantas maneiras diferentes as obras podem ser vendi-
das se
(a) somente estamos inleressados na quantidade de obras vendidas nos dois dias;

(b) estamos interessados em saber qual obra foi vendida em qual dia,

58  Em uma eleigio para a diretoria de uma companhia, o Sr. José, a Sra. Gertrudes e a Sra.
Helena disputam o cargo de presidente e o Sr. Adio, a Sra. Roberta e o 5. Saulo disputam
o cargo de vice-presidente. Construa um diagrama de drvore que mostre os nove resulta-
dos possiveis, e utilize-o para determinar o nimero de maneiras nas quais os dois cargos
nio sejam ocupados por pessoas do mesmo sexo.

5.9  Em uma pesquisa de ciéncia politica, os eleitores sio classificados em seis categorias de

renda ¢ cinco categorias de instrugiio. De quantas maneiras diferentes um eleitor pode ser
assim classificado?
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510  Num tribunal que julga infragdes de triinsito, os infratores sio classificados segundo wis
quesitos: se seus documentos estio em dia, se ainfragio € leve ou grave e se comeleram
ou ndio alguma infragiio nos dore meses anteriores,

{a) Construa um diagrama de drvore mostrando as virias maneiras pelas quais um infra-
tor pode ser classilicado pelo tribunal.

(b) Se ha 20 infratores em cada uma das oito calegorias oblidas na parte (a) ¢ o juiz pas-
sar um sermao em cada infrator cujos documentos ndo estao em dia, quantos dos in-
fratores ouvirdio um sermio?

{c) Se o juz aplicar uma multa de $600 a cada infrator que cometeu uma infragiio grave
efou uma infragiio nos dltimos doze meses anteriores, quantos dos inlratores recebe-
rio uma multa de 36007

(d) Quantos infratores ouvirdo um sermio ¢ receberfio uma multa de $6007

5.11 Uma rede de lojas de conveniéneia tem quatro depdsitos ¢ opera 32 lojas. De quantas ma-
neiras diferentes esta cadeia pode despachar um pacote de caixas de chiclete de um dos
depdsitos para uma das lojas?

5.2  Um agente de viagens coloca seus pedidos para uma companhia maritima por lelefone,
por fax, por e-mail, por correio prioritdrio ou por entregador ¢ solicita que suas reservas
sejam confirmadas por telefone, por fax, ou por corrgio prioritirio. De quantas maneiras
diferentes pode um pedido seu para uma companhia maritima ser colocado e confirmado?

5.13  Existem quatro trilhas distintas para o topo de uma montanha. De quantas maneiras dife-
rentes uma pessoa pode subir e descer a montanha se
{(#) deve usar a mesma trilha em ambos trajetos;
(b) pode, mas nao precisa, usar a mesma trilha em ambos trajetos;
{¢) ndo quiser usar a mesma trilha nos dois trajetos?

5.14 Em um estojo de instrumentos de dtica, hi cinco lentes concavas, cinco lentes convexas,
dois prismas ¢ trés espelhos. De quantas maneiras distintas podemos escolher um instru-
mento de cada tipo?

5.15 Um restaurante oferece dez tipos de saladas, vito entradas ¢ seis sobremesas. De quantas
maneiras diferentes um cliente pode escolher uma salada, uma entrada e uma sobremesa?

5.16 Um teste de miltipla escolha consiste em dez questdes, cada uma permitindo uma esco-
lha de trés respostas.
(a) Dequantas maneiras diferentes podemos escolher uma resposta para cada questio?
(b) De quantas maneiras diferentes podemos escolher uma resposta para cada questio e
errar todas? (Estamos supondo que cada guestlio tem somente uma resposta correta.)

5.17 Um teste do tipo verdadeiro ou falso consiste em 15 questdes. De quantas maneiras dife-
rentes um estudante pode assinalar “verdadeiro™ ou “falso™?

5.18 Para cada afirmagiio a seguir, determine se € verdadeira ou falsa.

(a) 19! =19-18-17- 16 (d) 6!+3!=9
12t Lo

{h} ﬁ =4.: {t".} ﬁ = 'y

(¢) 34+ =T (H 15:-21=17,

5.19 De quantas maneiras distintas um téenico de laboratdrio pode escolher quatro de dezesseis
camundongos e injetar em dois deles uma pequena quantidade de soro e nos outros dois
uma grande quantidade do mesmo soro?
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5.20  De quantas maneiras distintas uma diretora de televisiio pode distribuir os seis comerciais di-
lerentes de um patrocinador nos intervalos a eles destinados durante o hordirio de uma novela?

5.21 Paracada afirmagio a seguir, determine se € verdadeira ou falsa.

B ik (c) 5-41=5
@ F+a~ % g Do e
(b) O!.8! =0; [}ﬁf=1 -15-14.

5.22 Uma rede de hotéis quer inspecionar 5 de seus 32 hotéis. Se a ordem da inspeciio nfio € re-
levante, de quantas maneiras pode ser planejada essa série de inspegoes?

5.23  Scum grupo de teatro de uma escola quer apresentar quatro de dex pegas de meia hora de
duragiio numa noite entre as 20 e as 22 horas, de quantas maneiras pode ser arranjada a
programaciio?

5.24 De quantas maneiras diferentes o curador de um museu pode arranjar horizontalmente
cinco de oito pinturas numa parede?

5.25 Dequantas maneiras diferentes cinco estudantes de pds-graduagio podem escolher um de
dez projetos de pesquisa se ndo podem dois ou mais escolher um mesmo projeto?

5.26 De guantas maneiras distintas o treinador de um time de futebol pode ordenar nove joga-
dores para a cobranga de pénalti?

5.27  Quatro pais e respectivos filhos compraram oito assentos numa fila para um jogo de fute-
bol. De quantas maneiras diferentes eles podem sentar-se, se
(a) cada filho deve sentar ao lado do pai;
(b) todos os pais devem sentar-se juntos e todos os filhos devem sentar-se juntos?

5.28 Um psicdlogo prepara um teste de memdria utilizando palavras sem sentido de quatro le-
tras, escolhendo a primeira letra da palavra dentre as consoantes g, w, x ¢ z, a segunda le-
tra dentre as vogais a, § ¢ i, a lerceira letra dentre as consoantes ¢, f¢ ¢ a quarta letra den-
tre as vogais e ¢ . Quantas dessas palavras sem sentido de quatro letras
(a) o psicélogo pode construir?

(b) comegam com a letra g?
(c) comegam com a letra 7 ¢ lerminam com a leira o7

5.29  Se rdentre n objetos siio iguais entre si e 0s outros sio todoes distintos, o nimero de per-
mutagdes desses n objetos tomados todos de uma vez ¢ &,

{a) Quantas sfio as permutactes das letras da palavra “cabra™?

{b) De quantas mangiras cinco carros podem terminar uma corrida de srock-car se trés
dos carros sdo Ford, um ¢ Chevrolet e um € Fiat ¢ somente estamos interessados no
fabricante do carra?

{c) De quantas maneiras a diretora de televisio do Exercicio 5.20 pode escolher os seis
comerciais se ela dispde de quatro comerciais diferentes, dos quais um deve ser exi-
bido trés vezes e cada um dos demais deve ser exibido uma tnica vez?

(d) Apresente um argumento que justifique a férmula dada nesse exercicio.

5.30  Se dentre n objetos, r, sdo idénticos, outros r, sdo idénticos ¢ os restantes (se houver) sio
todos distintos entre si, o nimero de permutagtes desses n objetos tomados todos de uma
vez é ;ﬁl}g
(a) Quantas sdo as permutaches das letras da palavra “maioria™?

(b} De quantas maneiras a diretora de televisio do Exercicio 5.20 pode escolher os seis
comerciais se ela dispie de somente dois comerciais diferentes. cada um dos quais
deve ser exibido trés vezes?
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(¢) Generalize a [érmula de modo que seja aplicdvel se dentre n objetos r, sio idénticos,
outros 1, sio dénticos ¢ outros ry, sio dénticos ¢ 0s restantes (se houver) sio Lodos
distintos entre si. De quantas manciras a dirctora de televisio do Exercicio 5.20 po-
de escolher os scis comerciais de um intervalo se ela dispée de triés comerciais dife-
rentes, cada um dos quais deve ser exibido duas vezes?

5.31 Calcule o nimero de maneiras nas quais uma rede de lojas de computagiio pode escolher
trés denire 15 espagos para novas lojas?

5.32 Uma loja de material escolar oferece 13 tipos de lapiseiras.
(a) Calcule o mimero de maneiras nas quais o encarrcgado de pedidos pode encomendar
uma dizia de cada um de tés tipos diferentes de lapiseiras?
{b) Use a Tabela X1 para conferir o resultado obtido na parte (a).

5.33 Para desenvolver o Departamenio de Matemdtica de wma universidade particular, a chefe
de departamento deve escolher dois professores titulares demtre seis candidatos, dois pro-
fessores adjuntos dentre dez candidatos e seis professores assistentes dentre dezesseis can-
didatos. De guantas maneiras a chefe pode fazer essa escolha’?

5.34 Um estudante de Letras deve elaborar um relatério sobre trés de dezoito livros de uma lis-
ta. Calcule o namero de maneiras pelas quais o aluno pode escolher os trés livros e confi-
ra sua resposta na Tabela XI.

5.35 Uma embalagem com 12 transistores contém um que € defeituoso, De quantas maneciras
diferentes um inspetor pode escolher rés dos transistores e
(a) pegar o ransistor defeituoso;
(b) ndo pegar o transistor defeituoso?

5.36  Com relagiio ac Exercicio 5.35, suponha que dois dos trés transistores sfo defeituosos. De
quantas maneiras distintas o inspetor pode escolher quatro dos transistores ¢ pegar
(a) nenhum dos defeituosos:
(b} um dos transistores defeituosos:
(c) ambos transistores defetluosos?

5.37 A comagem do nimero de resultados possiveis em jogos de azar € praticada hi muitos sé-
culos. Nio havia somente o aspecto da aposta mas os resultados que ocorriam também
eram considerados como indicagio de intencdes divinas, Foi hi cerca de 1.000 anos que
um hispo do que ¢ hoje a Bélgica determinou que existem 56 maneiras distinlas em que
trés dados podem cair, desde que estejamos interessados apenas no resuliado global e ndio
nos resultados de cada dado individualmente. Ele associou uma virtude a cada uma dessas
possibilidades e cada pecador devia concentrar-se por algum tempo na virtude que corres-
pondia & sua jogada dos dados.

{a) Encontre o ndmero de maneiras nas quais trés dados podem apresentar o mesmo nu-
mero de pontos.

{b) Encontre o ndmero de maneiras nas quais dois dos trés dados podem apresentar o
mesmo nimero de pontos, engquanto que o terceiro dado apresenta um ndmero dife-
rente de pontos.

{c) Encontre o nimero de maneiras nas quais todos os trés dados podem apresentar trés
resultados diferentes.

(d) Usando as partes (a), (b) e (c) confira a conta do bispo de que hd 56 possibilidades.

5.38 A grandera (:J ) ¢ denominada um coeficiente binomial porque € o coeficiente de a” b’

na expansao binomial de (a + bY'.
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(a) Verifique isso para n = 2 expandindo (g + b}z.
(b} Verifique isso para n = 3 expandindo (o + by,
(¢) Verifique isso para n = 4 expandindo (a + by,

5.39 Use aTabela XI para determinar os seguintes coeficientes binomiais:
16 19
o (8 o ()
13 15
®(5) @ (5)

540  E ficil construir uma tabela dos coeficientes binomiais seguindo o padrio mostrado a seguir.

Nesse arranjo, denominado trifingulo de Pascal, cada linha comeca com 1, termina com
1. ¢ cada um dos outros elementos € a soma dos dois valores mais préximos da linha aci-
ma. Construa as trés linhas seguintes do trifingulo de Pascal e verifiue pela Tabela X1 que
o5 elementos siio os coeficientes binomiais correspondentes a

(@) n=6;

by n=T7;

(c) n=3,

n
-

541 Verifique a identidade (ﬂ :_ 1) = ( ) + (ri l)cxpn:ssandu cada um dos coeficientes

binomiais em termos de fatoriais. Explique por que essa identidade justifica o método uti-
lizado na construgiio do tridngulo de Pascal no exercicio anterior,

5.42 Rodrigo € um dos seis cimeras trabalhando numa estagio de televisiio. Se trés deles sio
escolhidos para cobrir uma partida de ténis,
(a) de quantas maneiras distintas podem ser escolhidos?
(b) de quantas maneiras distintas podem ser escolhidos de modo a nio incluir Rodrigo;
(c) de quantas maneiras distinias podem ser escolhidos de modo a incluir Rodrigo?

Também verifique que o resultado obtido para a parte (a) € a soma dos resultados obtidos
para as partes (h) e (¢). Observe que isto € um caso particular da identidade dada no Exer-
cicio 341,

B PrOBABILIDADE

Alé aqui neste capitulo estudamos apenas o que ¢ possivel numa determinada situagio. Em algu-
mas instancias relacionamos todas as possibilidades e em outras apenas determinamos quantas
possibilidades diferentes existem. Agora vamos dar um passo a mais ¢ avaliar também o que ¢
proviivel e o que € improvivel.

A maneira mais comum de medir as incertezas relacionadas com eventos (digamos, o resul-
tado de uma eleig@o presidencial, os efeitos colaterais de um nove remédio, a durabilidade de
uma pintura externa, ou o nimero total de pontos que podemos obter na jogada de dois dados)
consiste em atribuir-Thes probabilidades ou especificar as chances em que seria honesto apostar
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na ocorréncia do evento. Nesta seg¢fio veremos como interpretar as probabilidades e como deter-
minar seus valores numéricos; as chances serfio discutidas na Se¢io 6.3.

Historicamenie, a maneira mais antiga de medir as inceriezas € o conceito de probabilida-
de clissica, desenvolvido originalmente em relagio aos jogos de azar, ¢ se presta facilmente a
preencher a lacuna entre possibilidades ¢ probabilidades. O conceito de probabilidade clissica
aplica-se somente quando todos os resultados possiveis sio igualmente proviveis, caso em gue
Lemos o que segue.

O COMNCEITO — i ) ; ;

DE Se hd n possibilidades igualmente provdveis, das quais uma deve ocorrer, e s sdo consideradas
PROBABILIDADE como favordveis, ou entdo um “sucesso”, como a probabilidade de um “sucesso” é de T.
CLASSICA

Na aplicagiio dessa regra, os termos “favordvel” ¢ “sucesso” sio usados de maneira bastante livre,
pois 0 que € favordvel para um jogador € desfavordvel para o outre, ¢ o gue € um sucesso de um
ponto de vista € um fracasso de outro ponto de vista. Assim, os termos “favordvel” e “sucesso”
podem ser aplicados a qualquer tipo particular de resultado, mesmo que “favordvel” signifique o
fato de um aparelho de televisio nio funcionar, ou de alguém pegar um resfriado. Esse uso re-
monta ao lempo em que as probabilidades se referiam exclusivamenie a jogos de azar,

FAFOHEN 5,19  Qual ¢ a probabilidade de se tirar um ds de um baralho bem misturado de 52 cartas?

SolucGo  Por “bem misturado” queremos dizer que cada carta tem a mesma chance de ser tirada, podendo,
portanto, aplicar-se o conceito de probabilidade classica. Como hd 5 = 4 ases entre as n = 52 car-
tas, a probabilidade de tirar um ds ¢

5 4 1

PR T u

A 008 5.20 (ual ¢ a probabilidade de obter um 3, um 4, um 5 ou um 6 numa jogada de um dado equilibrado?

Solugdie Por “equilibrado” queremos dizer que cada face do dado tem a mesma chance de aparecer, po-
dendo, portanto, aplicar-se o conceito de probabilidade cldssica. Como s = 4 ¢ n = 6, vemos que
a probabilidade de obter um 3, um 4, um 5 ou um 6 ¢

4 2

:a:g ._

= | oa

BN 5.21  Se K representa “cara” e C representa “coroa”, os oito resultados possiveis de trés jogadas de uma
moeda equilibrada sfo KKK, KKC, KCK, CKK, CCK, CKC, KCC ¢ CCC, Quais sio as
probabilidades de obter duas caras ou trés caras?

Solucio  Novamente, moeda “equilibrada” significa que cada face da moeda tem a mesma chance de apa-
recer, podendo, portanto, aplicar-se o conceito de probabilidade cldssica, Contando as possibili-
dades, vemos que para duas caras temos s = 3 e n = 8 e que para trés caras temos s = 1 e n = 8. As-
sim, a probabilidade de obter duas caras é £ = % e a de obter trés caras € = = %. =

Embora as possibilidades igualmente proviveis sejam, em geral. encontradas nos jogos de

azar, o conceito de probabilidade clissica aplica-se igualmente a uma grande variedade de situa-
goes em que se utilizam mecanismos de jogo para fazer escolhas aleatidrias. Por exemplo, quan-
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do pesquisadores cscolhem gabinetes de trabalho por sorteio, quando cobaias siio escolhidas pa-
ra um experimento de al mancira que cada uma lenha a mesma chance de ser escolhida (talvez
pelo méiodo descrito na Segdo 10.1), quando cada familia de uma localidade tem a mesma chan-
ce de ser consultada numa pesquisa, ou quando se escolhem pegas de uma miquina para inspe-
¢io, de modo que cada pega produzida tenha a mesma chance de ser selecionada.

FNAe] 5.22  Se irés de um grupo de vinte levantadores de peso tém usado esterdides anabolizanies e quatro
quaisquer deles siio testados para o uso de esterdides, qual € a probabilidade de que exatamente
um dos trés levantadores de peso do grupo seja incluido no teste?

Solugiio Hi (Ef ) = 20_15)4118_1? = 4.845 maneiras de escolher os quatro levantadores de peso a se-

rem testados ¢ essas possibilidades podem ser consideradas igualmente proviveis em virtude da
aleatoriedade da escolha. O ndmero de resultados “favordveis” € o nimero de maneiras pelas
quais podemos escolher um dos trés levantadores de peso que tem usado esteréides e trés dos 17

1 3
os valores dos coeficientes binomiais foram obtidos na Tabela X1, Segue que a probabilidade de
pegar exatamente um dos levantadores de peso que tem usado esterdides ¢

levantadores de peso ndo €m usado esterdides, a saber, 5 = (3 ) ( 17 ) = 3. 680 = 2.040, onde

ou (0,42, aproximadamente. =

Uma grande desvantagem do conceito de probabilidade clissica € a sua aplicabilidade Timi-
tada, porque existem muitas situagdes nas quais as virias possibilidades nio podem ser conside-
radas como igualmente proviveis. Isso ocorre, por exemplo, se quisermos saber se uma experién-
cia ird corroborar ou refutar uma nova leoria; se uma expedi¢iio serd capaz de localizar um casco
de navio afundado; se o desempenho de uma pessoa justificari um aumento salarial; se o indice
da bolsa de valores terd uma alta ou uma queda.

Dentre os diversos conceitos de probabilidade. o de maior uso € a interpretacio freqiien-
cial, sezundo a qual as probabilidades sdo interpretadas como segue,

A

|NTERPRETAC.E\D A probabilidade de um evento (acontecimento ou resultade) é a proporgdo do nimero de
FREQUENCIAL DA | vezes em que eventos do mesmo tipo ocorrem a longo prazo.
PROBABILIDADE

Se dissermos que hid uma probabilidade de 0,78 de um aviiio da linha Sio Paulo-Salvador
chegar no hordrio, queremos dizer que esses voos chegam no hordrio em 78% das vezes. Tam-
bém, se o Servigo Meteoroldgico prevé gque hd 40% de chance de chuva (gue a probabilidade de
chover € de 0,40), ele quer dizer que, sob as mesmas condigdes meteoroldgicas, chove em 40%
das vezes. Mais geralmente, dizemos que um evento tem uma probabilidade de, digamos 0,90, no
mesmo sentido em que dizemos que nosso carro dard partida no frio em 90% das vezes. Nao po-
demos garantir 0 que acontecerd em qualquer ocasido particular (o carro pode pegar mas também
pode ndo pegar) mas se tivermos conservado os registros referentes a um longo periodo de tem-
po. verificamos que a proporgio de “sucessos” estard bem proxima de 0,90.
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De acorde com a interpretagio fregiiencial, estimamos a probabilidade de um evento obser-
vando qual [ragiio das veres 0s eventos andlogos (@m ocornido no passado,

SN 5.23  Uma pesquisa conduzida hd poucos anos mostrou que dentre 8.319 mulheres da laixa etdria
dos 20 aos 30 que casaram novamente depois do divércio, 1.358 voltaram a se divorciar. Qual
¢ a probabilidade de uma mulher divorciada da faixa etdria dos 20 aos 30 divorciar-se
novamente?

SolucGo No passado isso ocorreu Hﬁ% < 100 = 16.3% das vezes (arredondando ao décimo de percentual mais

proximo). de modo que podemos usar 0,163 como uma estimativa da probabilidade solicitada. 1l

AT ate) 5.24 Os registros indicam que 34 de 956 pessoas que recentemente visitaram a Africa Central
contrairam malaria. Qual € a probabilidade de que uma pessoa que recentemente visitou a Africa
Central ndo tenha contraido maldria?

Solucdio Como 956 — 34 = 922 das 956 pessoas nio contrairam maldria, estimamos que a probabilidade
solicitada ¢ de aproximadamente 2= = 0,96. =

Quando as probabilidades sio estimadas dessa maneira, € muito natural perguntar se as esti-
mativas 1€m alguma confabilidade. Essa pergunia serd respondida detalhadamente no Capitulo
14, mas, por ora, apresenlamos um teorema impoertante denominado a Lei dos Grandes Nime-
ros, Informalmente, esse teorema pode ser enunciado como segue.

LEI DOS Se determinada situagdo, experimento ou tentativa € repetida um grande mimero de vezes, a
GRANDES proporgio de sucessos tenderd para a probabilidade de gue um dade resultado qualquer
NUMEROS Sefal Wi SHCEsso.

Esse teorema, conhecido como a “lei das médias™, é uma afirmagio sobre a proporgio de suces-
s0s a longo prazo, e quase nada tem a dizer sobre qualquer experimento isolado.

Nas seis primeiras ediges deste livro ilustiramos a lei dos grandes niimeros jogando repeti-
damente uma moeda e anotando a proporgio acumulada de caras depois de cada jogada, Desde
entiio temos utilizado a simulagio por computador mostrada na Figura 5.3, onde os digitos O ¢
| indicam cara e coroa.

Lendo através de linhas sucessivas, vemos que entre as primeiras cinco jogadas simuladas hi
2 caras, entre as primeiras dez jogadas hd 5 caras, entre as primeiras quinec hd 8 caras, entre as
primeiras vinte hd 10 caras, entre as primeiras vinte e cinco jogadas hd 13 caras, . . . ¢ entre to-
das as 100 primeiras jogadas ha 51 caras. As proporgtes correspondentes, esbogadas na Figura
5.4,si0 £ =040, 5 =050, £=0,53, 8 =050, £ =0,52,....¢ 35 =0.51. Observe que a pro-
porgio de caras futua, mas fica cada vez mais préxima de (4,50, que € a probabilidade de dar “ca-
ra” em cada jogada da moeda.

Na interpretaciio freqiiencial, define-se a probabilidade de um evento em termos do que ocor-
re com eventos similares a longo prazo: vejamos se realmente faz sentide falar da probabilidade
de um evento que 56 pode ocorrer uma vez. Por exemplo. € possivel atribuir uma probabilidade
ao evento de a Sra. Marilia deixar o hospital quatro dias apas ter sido submetida a uma remogio
de apéndice, ou ao evento de certo candidato do partido majoritdrio ser eleito governador? Se nos
colocarmos na posigio do médico da Sra. Marilia, podemos conferir os registros e constatar gque
em T8% de centenas de casos os pacientes tiveram alta dentro de quatro dias e aplicar esse resul-
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da Lei dos Grandes
Mimeros.

tado & Sra. Marilia. Isso pode nfio ser de muita ajuda para a Sra Marilia, mas atribui um sentido i
alirmaciio probabilistica de que sua alta serd dentro de quatro dias, pois a probabilidade € de 0,78,

Isso ilustra o seguinte fato: quando fazemos uma atirmacio probabilistica sobre um evento
especifico (ndo repetivel), a interpretagio fregilencial da probabilidade ndo nos deixa outra esco-
Iha a ndo ser referir-nos a um conjunto de eventos andlogos. Entretanto, como se pode imaginar
muito bem, isso facilmente pode levar a complicagBes pois, em geral. a escolha de eventos and-
logos ndio € nem Gbvia, nem direta. Em relagiio i apendectomia da Sra. Marilia, poderiamos con-
siderar como andlogos apenas os casos em que 0s pacienies sio do mesmo sexo, ou apenas 0s ca-
sos em que também sie da mesma idade que a Sra. Marilia, ou ainda da mesma altura e peso que
a Sra. Marilia. No final das contas. a escolha de eventos andlogos € uma questio de julgamento
pessoal. e ndo ¢ de forma alguma contraditdrio que cheguemos a diferentes estimativas de proba-
bilidade, 1odas elas vilidas, para um mesmo evento,

Quanto & questiio de saber se um certo candidato de um partido importante ganhard a proxi-
ma cleigio para governador, suponha que perountemos fis pessoas que conduziram uma pesquisa
guio certas estio da vitdria do candidato. Se elas disserem que estio “95% certas” (ou seja, se
atribuirem uma probabilidade 0,95 a vitéria do candidato), nio quer dizer que ele ganharia 95%
das vezes que concorresse a um cargo eletivo. O que significa € que a previsio do pesquisador
eleitoral € baseada num método que funciona 95% das vezes. E dessa maneira que devemos in-
terpretar muitas das probabilidades associadas a resuliados estatisticos,
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Por fim, mencionemos um terceiro conceilo de probabilidade que estd atvalmente gozando
de popularidade. Segundo ¢sse ponto de vista, as probabilidades sio interpretadas como avalia-
ghes pessoais ou subjetivas ¢ refletem a crenga de uma pessoa quanto 3% inceriezas que cstdo cm

Jogo. Essas avaliagoes aplicam-se especialmente quando hd pouca ou nenhuma evidéneia direta,

de forma que realmente niio resta outra escolha sendio considerar informagies colaterais (indire-
tas), adivinhagbes equilibradas ou, talvez, a intuigio ¢ outros fatores subjetivos. As vezes, as pro-
babilidades subjetivas sdo determinadas colocando-se o problema em termos de dinheiro, confor-
me veremos nas Seches 6.3 ¢ 7.1

SOIDIOYIXT

£

543

5.44

5.45

5.46

547

S48

5.49

5.50

Extraindo uma carta de um baraltho bem embaralhado de 52 cartas, qual € a probabilidade
de obter

(a) oreide copas;

(b) umacarta vermelha com Rgura (valete, rainha, rei);

(c) umS5, umbouumT;

(d) umacarta de ouros?

Quando duas cartas sao extraidas de um baralho bem embaralhado ¢ a primeira carta ndo
¢ recolocada antes de tirar a segunda carta, qual € a probabilidade de obter

{a) duas rainhas;

(b) uma carta vermelha ¢ uma preta;

(c) duas cartas de paus?

Quando trés cartas sfio extraidas sem reposicio de um baralho bem embaralhado de 52
cartas, qual € a probabilidade de se obter um valete, uma rainha e um rei?

Se jogarmos um dado equilibrado, qual € a probabilidade de obter
(a) um3;

(b) um nimero par?

{¢) um nimero maior do que 47

Se jogarmos um par de dados equilibrados, um vermelho e um verde, liste os 36 resulta-
dos possiveis e determine a probabilidade de obter um total de

(a) 4 pontos;

(b) 9 pontos;

(c) Toull pontos.

Se K representa “cara™ ¢ C representa “coroa”, o5 dezesseis resultados possiveis de gua-
tro jogadas de uma moeda sio KKKK, KKKC. KKCK. KCKK, CKKK, KKCC, KCKC,
KCCK, CKKC, CKCK, CCKK, KCCC, CKCC, CCKC, CCCK ¢ CCCC. Supondo que
esses resultados sio todos igualmenie proviveis, encontre a probabilidade de obter O, 1, 2,
3 ou 4 caras.

Uma vasilha contém 15 contas vermelhas, 30 contas brancas, 20 contas azuis e T conlas
pretas. Extraindo uma conta ao acaso, qual € a probabilidade de obter uma conta

{a) wvermelha; {c) preta;

{b) branca ou azul; {d) nem branca nem preta?

Uma bolsa de couro contém 24 moedas de 10 centavos datadas de 2000, 14 moedas de 10
centavos datadas de 1999 ¢ 10 moedas de 10 centavos datadas de 2002. Se uma moeda €
escolhida ao acaso, qual ¢ a probabilidade de escolbermos uma moeda datada de

{a) 2002;

(b) 1999 ou 20027
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5.51 As bolas usadas no bingo sfio numeradas 1, 2, 3, . . ., 75. Se uma dessas bolas € extraida
a0 acaso, qual ¢ a probabilidade de ser uma bola de
{a) nimero par;
(b) ndmero 15 ou de um ndmero menor;
(¢} ndmero 60 ou de um ndmero maior?

5.52  Scum jogo tem a resultados igualmente proviveis, qual ¢ a probabilidade de cada resul-
tado individual?

553 Denire os 12 candidatos a gerente de cinemas de uma rede de cinemas, cito @m diploma
universitario. Se trés dos candidatos siio escolhidos ao acaso, qual € a probabilidade de
{a) todos trés candidatos terem diploma universitario;
{(b) somente um dos trés ter diploma universitario?

5.54 Uma caixa com 24 lAmpadas contém duas defeituosas. Se duas das limpadas sio extral-
das ao acaso, qual € a probabilidade de
(a) nenhuma das limpadas ser defeituosa;
(k) uma delas ser defeituosa;
(c) ambas secrem defeiluosas?

555 Um tesouro de moedas medievais descoberto onde hoje se localiza a Bélgica continha 20
moedas cunhadas em Antuérpia e 16 cunhadas em Bruxelas. Se uma pessoa escolhe cin-
co dessas moedas ao acaso, qual ¢ a probabilidade de escolher
(a) duas moedas cunhadas em Antuérpia ¢ (rés moedas cunhadas em Bruxelas;

(b) quatro moedas cunhadas em Antuérpia ¢ uma moeda cunhada em Bruxelas?

5.56  Asoilo cidades dos Estados Unidos com o maior mimero de crimes violenios registrados
num certo ano foram Atlanta, Miami, St. Louis. Newark, Tampa. Baton Rouge, Baltimo-
re ¢ Washington. Se um programa de televisio escolhe duas dessas cidades ao acaso para
uma reportagem especial, qual ¢ a probabilidade de a escolha
(a) incluir Miami;

{(b) consistir em Baltimore ¢ Washington?

5.57 Numa pesquisa conduzida por um jornal, 424 de 954 leitores alegaram gue a cobertura de
esportes locais era inadequada. Baseado nesses dados. estime a probabilidade de um de
seus leitores, escolhidoe ao acaso, concordar com essa alegagio.

5.58 Num estudo detalhado de furtos numa loja de um shopping, foi observado que 816 de
4.800 clientes que foram pegos [urtando nio eram pegos antes de sua quinta lentativa. Ba-
seado nesses dados, estime a probabilidade de uma pessoa furtando nessa loja niio ser pe-
ga antes de sua quinta tentativa,

5.59  Se 678 de 904 carros foram aprovadoes na inspegio estadual de emissaio de gases poluen-
tes na primeira tentativa, estime a probabilidade de um carro dado ser aprovado na inspe-
¢io estadual na primeira tentativa.

5.60 Sc 1.558 de 2.050 pessoas que visitaram a Chapada Diamantina disseram que pretendem
voltar dentro de alguns anos. estime a probabilidade de uma dada pessoa que estd visilan-
do a Chapada Diamantina pretender voltar dentro de alguns anos,

5.61 As estatisticas de um instituto climatoldgico mostram que. em 28 dos dltimos 52 anos, o
céu esteve nublado numa cidade perto de Curitiba durante o primeiro domingo de novems-
bro, quando um grupo de escoteiros realiza seu piquenique anval. Baseado nesses dados,
estime a probahilidade de o ¢éu estar coberto no préximo piguenique anual desse grupo de
escoleiros,
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5.62  Para comegar a entender a Lei dos Grandes Nameros, um aluno langou uma moeda 150
vezes, obtendo
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onde 1 denota cara ¢ 0 denota coroa. Usando esses dados, reproduza o trabalho & pdgina
127 que levou i Figura 5.4.

E % 5.63 Repita o Exercicio 5.62 obtendo seus dados com um computador ou uma caleuladora,

5.64 Registre os quatro digitos das placas de 200 automdéveis e esboce num grilico a proporgio
acumulada do digito 5 em cada 25 automdveis. Decida se o resullado obtido corrobora a
Lei dos Grandes Nimeros.

(O que entendemos por “chance”, "aleatoriedade” e “probabilidade™ estd sujeito a to-
da espécie de mitos e interpretagdes, alguns dos quais ilustramos nos exercicios a seguir.)

@ 5.65 Alguns filésofos argumentaram que se absolutamente nédio dispusermos de informagio algu-
ma sobre as probabilidades de diferentes resultados possiveis, € razodvel supor todos resulta-
dos como igualmente proviveis. As vezes nos referimos a isso como o principio da ignordn-
cia igualitdria. Discuta o seguinte argumento sobre a existéncia ou nfio de vida humana em
outro lugar do universo. Como realmente nfio dispomos de informagiio alguma num ou nou-
tro sentide, a probabilidade de existir vida humana em algum outro lugar do universo € de 4.

@ 5.66 O que segue ilustra como nossa intuigio pode ser induzida ao erro em relagiio a probabi-
lidades. Suponha que uma caixa contenha 100 contas, cada uma delas vermelha ou bran-
ca. Uma conta serd extraida ao acaso ¢ perguntamos a uma pessoa se ela consegue dizer se
a conta extraida serd vermelha ou branca. Esta pessoa estaria disposta a apostar honesta-
mente (digamos, ganhar 35 se acertar e perder $3 se errar) se
(a) elanio tem idéia alguma sobre quantas contas sio vermelhas e quantas sdo brancas;
(b) ela souber que 50 contas sdo vermelhas ¢ 30 sdo brancas?

Por estranho gque possa parecer, a maioria das pessoas estd mais disposta a apostar na cir-
cunstincia (b) do que na (a).

q 5.67 O que segue & um bom exemplo das dificuldades em que nos podemos encontrar quando
usamos somente “bom senso” ou a intuigio em decistes sobre probabilidades.

“Uma dentre trés caixas indistinguiveis contém dnas moedas de | centavo, a outra con-
témr rma moeda de T centavo ¢ wmga de 10 centavos ¢ a terceira conrém duas moedas de
i centaves, Exscolliendo wma dessas trés caixas ao acasoe (cada caixa com probabifida-
de 1/3), riramaos wma moeda ao acaso da caixa (cada moeda com probabilidade 1/2) sem
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olhar para a outra moeda. A moeda que tiramos é uma de 1 centavo e, sem pensar mui-
fo a respeito, podemos muito bem ser induzidos a concluir que, com probabilidade [/2,
a auira moeda da caixa também é wna de I centavo. Afinal de contas, a moeda de 1 cen-
tave deve ter sido tirada ow da caixa com wina moeda de 1 centave ¢ wma de 10 centavos
out da caixa com duas moeday de [ centavo. No primeiro case, a owtra moeda na caixa
serd wma de 10 centaves e no sepundo wma de 1 centave e € razodvel concluir quee essas
duas possibilidades sio igualmente provdveis.”

A verdade € que o valor correto da probabilidade de a outra moeda ser também uma de | cen-
tavo € 2/3 e deixamos ao leitor verificar esse resultado rotulando mentalmente as duas moe-
das de 1 centavo por P e P, ¢ as duas de 10 centavos por D) e D, e eshocando um diagrama
de drvore exibindo os seis resultados possiveis e igualmente proviveis do experimento.

@ 5.68 Discuta a alirmagio a seguir. Se um meteorologisia diz que a probabilidade de chuva no
dia seguinte € (0,30, o que quer que acontega no dia seguinte nio prova que ¢le estava cer-
Lo ou crrado.

@ 5.69 Discuta a afirmagio a seguir. Como as probabilidades siio medidas da incerteza, a proba-
hilidade que associamos a um evento futuro crescerd & medida que recebermos mais infor-
magio a respeito.

@ 570 A probabilidade de um paciente sobreviver a uma peguena intervengiio cirGirgica ¢ 0,98
para o hospital A ¢ 0,86 para o hospital B; a probabilidade de um paciente sobreviver a
uma grande intervengio cirdrgica ¢ 0,73 para o hospital A ¢ 0,66 para o hospital B, Pode-
muos concluir que para sobreviver a uma intervengio cirdrgica pequena ou grande o hospi-
tal A ¢ mais indicado do que o hospital B? (Caso isso parega familiar, olhe novamente o
Exercicio R.22.)

@ 5.71 Nenhum teste clinico ¢ perfeito para diagnosticar uma doenga. Suponha que a probabili-
dade de um certo teste diagnosticar corretamente uma pessoa diabética como sendo dia-
bética € de 0,95 e que a probabilidade de diagnosticar uma pessoa que niio € diabética co-
mo sendo diabética € de 0,05. E sabido que cerca de 10% da populacio € diabética. Adi-
vinhe a probabilidade de wma pessoa diagnosticada como sendo diabética realmente ser
diabética. (Esse problema voltard a ser discutido no Exercicio 6.75.)

@ 5.72  Algumas pessoas alegam que se a probabilidade da ocorréncia de wm certo evento for maior
do que 0,50, entdio a probabilidade serd confirmada se o evento realmente ocorrer ¢ refuta-
da se 0 evento nio ocorrer, Também, se a probabilidade da ocorréncia de um certo evento
for menor do que 0,50, entiio a probabilidade serd confirmada se o evento nio ocorrer e re-
futada se o evento ocorrer. Discuta esse método de confirmar e refutar probabilidades.

i) I ISTA DE TERMOS-CHAVE [com indicacéo das paginas de suas definicdes)

i

Chances, 124 Multiplicagiio de escolhas, 112
Coeficientes binomiais, 118 generalizada, 114

tabela de, 514 MNotagio de fatorial, 115
Combinagdes, 117 Permutacdes, 115
Conceito de probabilidade cldssica, 125 Probabilidade, 110, 124
Diagrama de drvore, 111 Probabilidade pessoal, 129
Escolha aleatéria, 125 Probabihidade subjetiva, 129
Interpretagio fregiiencial da probabilidade, Simulagio por computador, 127
126 Teoria de Probabilidade, 110

Lei dos Grandes Nimeros, 127 Triingulo de Pascal, 124
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N o estudo de Probabilidade, existem basicamente trés tipos de questoes:

O que queremos dizer guando afirmamos que a probabilidade de um evento é,
por exemplo, 0,50: 0.78; ou 0,247

Como determinar ou medir, na pratica, os nimeros que chamamos de
probabilidades?

Quais sfio as regras matemiticas a que as probabilidades devem obedecer?

No Capitulo 5 ji estudamos, em sua maior parie, os dois primeiros tipos de questdes. No con-
ceito de probabilidade classica, estamos interessados em possibilidades iguais, contamos as que
sao favordveis e aplicamos a [ormula 2. Na interpretagio freqgiiencial, lidamos com proporgies de
“sucessos” a longo prazo ¢ bascamos nossas estimativas no que ocorreu no passado. Quando tra-
tamos com probabilidades subjetivas, lidamos com uma medigio da crenca de uma pessoa e, na
Secio 0.3 (e mais adiante, na Segio 7.1), vemos como tais probabilidades subjetivas podem efe-
tivamente ser determinadas.

Neste capitulo, apds alguns preliminares na Segio 6.1, concentramos nossa atengio nas re-
gras matemiticas que as probabilidades devem obedecer, ou seja, no que chamamos de Teoria de
Probabilidade. Assim, estudamos os postulados bisicos de probabilidades na Segio 6.2, a rela-
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¢iio entre probabilidades ¢ chances na Seciio 6.3, as regras de adigiio na Segiio 6.4, as probabili-
dades condicionais na Secio 6.5, as regras de multiplicagio na Se¢io 6.6 ¢, finalmente, o Teore-
ma de Bayes na Segiio 6.7.

Il csPACOS AMOSTRAIS E EVENTOS

Em Estatistica, utilizamos a palavra “experimento” de maneira muito pouco convencional. Na
falta de uma palavra mais apropriada, a aplicamos a qualquer processo de observagio ou medida.
Assim, um experimento pode consistir em contar quantos funciondrios de uma agéncia governa-
mental faltam ao trabalho num determinado dia, conferir se uma certa chave estd ligada ou desli-
gada ou descobrir se uma pessoa € ou nio casada. Um experimento pode consistir também no
processo muito complicado de prever tendéncias na Economia, em encontrar a origem de uma
perturbagiio social, ou diagnosticar a causa de uma doenga. A informagio obtida de um experi-
mento. quer seja a leitura de um instrumento, uma resposta “sim ou ndo”, ou um valor obtido por
meio de cileulos muito extensos, é denominada resultado do experimento.

Para cada experimento, o conjunto de todos os resultados possivels € chamado o espago
amostral, denotado em geral pela letra S. Por exemplo, se um zodlogo deve escolher trés dentre
24 porquinhos-da-india para um experimento em sala de aula, o espago amostral consisie nas

24
( 3 ) = 2.024 maneiras de fazer a escolha. Se o reitor de uma universidade deve indicar dois de

seus 84 professores para servir como conselheiros de um clube de Ciéncias Politicas, o espago

54
amaostral consiste nas ( 2 ) = 3486 maneiras de fazer tal escolha.

Quando estudamos os resultados de um experimento, costumamos identificar as virias pos-
sibilidades por nimeros, pontos ou algum outro tipo de simbolo, a fim de poder tratar de manei-
ra matemidtica todas as questoes relacionadas com elas sem precisar recorrer a longas descricdes
verbais sobre o que ocorreu, estd ocorrendo ou ocorrerd. Por exemplo, se hid oito candidatos a
uma bolsa de estudos, e se denotarmos por a, b, ¢, d, e, f. g, ou h o fato de ser concedida 4 aluna
Alice, ao aluno Paulo, s alunas Carolina e Leticia, ao aluno Guilherme, as alunas Fabiana, Geor-
gina ou Alice, respeclivamente, entiio o espago amostral desse experimento (ou seja, dessa sele-
¢lo) é oconjunto §= [a. b, e, d, e, [, g. ], O uso de pontos em vez de letras ou ndmeros para de-
notar os elementos de um espago amostral tem a vantagem de facilitar a visualizagiio das diver-
sas possibilidades, permitindo talvez descobrir padrées especiais dentre os diversos resultados.

EXEMPLO Uma revenda de caminhdes usados tem trés caminhdes Ford 1998 para serem vendidos por qual-
guer um de seus dois vendedores, Queremos saber quantos desses caminhdes cada um dos ven-
dedores venderd em vma dada semana. Usando duas coordenadas, de modo gue (1, 1), por exem-
plo, indigue o resultado gue cada um dos dois vendedores venderd um caminhiio ¢ (2, 0) indigue
o resultado que o primeiro vendedor venderd dois caminhdes ¢ o segundo nenhum, relacione to-
dos os possiveis resullados desse “experimento.” Também esboce um diagrama que exiba os pon-
los correspondentes do espago amostral.

Solucio  Os dez resultados possiveis sio (0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 33, (1, 0), (1, 1), (1. 2), (2. 0). (2, 1) e (3,
() e os pontos correspondentes estio exibidos na Figura 6.1. [ |

Em geral, classificamos os espagos amostrais de acordo com o nimero de elementos ou pon-
tos que contém. Os espagos que consideramos até agora nesta se¢iio tinham 2.024, 3.486, 32, 8 e
10 elementos, e todos sio designados como espagos finitos. Neste capitulo, vamos considerar ape-
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Figura 6.1
Espago amostral
do Exemplo 6.1.

EXEMPLO

Solucao

L

33 (0.3

5]

(0, 2) =(1.2)

Sepundo vendedor

e (0L 1) = (1,1} =(2,1)

(0,0} (1.0 (2.0 (3.0)
0 1 2 3
Primeiro vendedar

nas espagos amosirais finitos, mas em capitulos posteriores trataremos também com espagos
amostrais infinitos. Um espaco amostral infinito surge, por exemplo, quando tratamos com guan-
tidades como temperaturas, pesos ou distincias medidos em escala continua. Mesmo quando jo-
gamos um dardo contra um alvo, existe um continuo de pontos gque podemos atingir.

Em Estatistica, gualquer subconjunto de um espago amostral € denominado evento. Aqui,
um subconjunto significa qualquer parte de um conjunto, inclusive o proprio conjunto como um
todo ¢ o conjunto vazio, denotado pelo simbolo @, que nio contém elemento algum. Por exem-
plo, no caso dos oito candidatos & bolsa de estudos, M = [b, e} denota o evento de algum aluno
{nenhuma aluna) receber a bolsa; no Exemplo 6.1, T= {({), 3), (1.2}, (2, 1), (3, 0)} denota o even-
to de os trés caminhdes serem vendidos na semana dada.

Com referéncia ao Exemplo 6.1 e a Figura 6.1, expresse em palavras que eventos sio representa-
dos por A = {(2,0), (1, 1), (0, 2)}, 8= {(0, 0), (1, 0), (2, 0), (3, M} e C = {(0, 2), (1, 2), (0,3)}].

A € vevento descrito por ambos vendedores juntos venderem dois caminhdes, B € o evento des-
crito pelo segundo vendedor ndo vender caminh@o algum e C € o evento descrito pelo segundo
vendedor vender no minimo dois caminhies,

Mo Exemplo 6.2, 0s eventos B ¢ C nio €m elementos (resultados) em comum; eventos des-
s¢ lipo siio denominados mutuamente excludentes, o que signilica que a oconéneia de um de-
les impede a ocorréneia do outro, Evidentemente, se o segundo vendedor niio vender caminhiio
algum entdo ele certamente ndo venderd no minimo dois caminhoes. Note também que 0% even-
tos A ¢ B nao sio mutuamenie excludenies, ¢ tampouco os cventos A ¢ C, pois o primeiro par lem
em comum o resultado (2, 0) e o segundo par compartilha o resultado (0, 2).

Em muitos problemas de probabilidade, interessam-nos eventos que possam Ser expressos
pela formagao de unides, intersegdes ¢ complementares. Provavelmente o leitor tem alguma
familiaridade com essas operagtes elementares de conjuntos: se ndo tiver, lembramos que a
unido de dois eventos X ¢ ¥, denotada por X U ¥, € o evento que consiste em todos os elemen-
tos (resultados) contidos em X, em ¥, ou em ambos. A interseciio de dois eventos X e ¥, deno-
tado por X N ¥, € o evento que consiste em todos os elementos contidos tanto em X quanto em
¥e o complementar de X, denotado por X', € o evento gque consiste em todos os elementos do
espaco amostral gue nfio estiio contidos em X. Costumamos ler U como “ou”, M como “e¢” ¢ X'
como “nioe X7
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EXEMPLO R Com referéncia aos Exemplos 6.1 ¢ 6.2, relacione os resultados relativos a U ¢ M. Também ex-
presse cada um desses eventos em palavras,

Selugde Como B U C contém todos elementos (resuliados) que estdao em B, em C. ou em ambos, obiemos
BUC = {{0.0), (1.0), (2, 00, (3. 00, (0, 2), (1, 2), (0. 3}

e gsse ¢ o evenio dado pelo segundo vendedor vender 0, 2 ou 3 caminhdes, ou seja, que o segun-

do vendedor ndo ird vender exalamente um caminhdo. Como ji observamos, os eventos A e C

compartilham o resultado (0, 2) e, como compartilham somente esse resultado, temos
ANC={(02)

e esse € o evento dado pelo primeiro vendedor nio vender caminhio algum e o segundo vende-
dor vender dois. Como B’ contém todos elementos ndo contidos em B, podemos escrever

B = [(0. 13, (1. 1. (2. 1). (0. 23, (1. 2). (0. 3)}

¢ esse € o evento descrite pelo segundo vendedor vender pelo menos um dos caminhoes, [l

()s espagos amostrais e 0s eventos, e especialmente as relacdes entre eventos, costumam ser
ilustrados por diagramas de Venn, como os das Figuras 6.2 e 6.3. Em cada caso, o espago amos-
tral ¢ representado por um retingulo, e os eventos sio representados por circulos ou partes de cir-
culos interiores ao retiingulo. As partes sombreadas dos quatro diagramas de Venn da Figura 6.2
representam o evento X, o complementar do evento X, a unidio dos eventos X e ¥e a intersegiio dos
eventos Xe Y.

AT 6.4 Sc X ¢ o evento descrito por Paulo ser um aluno de pés-graduagiio da USP e ¥ ¢ o evento descri-
o por Paulo gostar de ir & praia de Caraguatatuba, que eventos sio representados pelas regiGes
sombreadas dos quatro diagramas de Venn da Figura 6.27

SelugBio A regifio sombreada do primeiro diagrama representa o evento descrito por Paulo ser um aluno de
pas-graduacio da USP. A regido sombreada do segundo diagrama representa o evento descrito
por Paulo niio ser um aluno de pés-graduagiio da USPE A regidio sombreada do terceiro diagrama

K/J .

g | A
@ | \¥

Diagramas de Venn. XUy xny
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representa o evento descrito por Paulo ser um aluno de pos-graduagiio da USP efou zostar de ir i
praia de Caraguatatuba. A regiiio sombreada do quarto diagrama representa o evento descrito por
Paulo ser um aluno de pdés-graduagio da USP ¢ gostar de ir & praia de Caraguatatuba. |

Quando lidamos com (rés eventos, tragamos os circulos como na Figura 6.3, Nesse diagra-
ma, 0s circulos dividem o espago amostral em oito regices, numeradas de 1 a 8, e € Ficil determi-
nar s¢ 0s eventos correspondentes estio em X ouem X', em Youem Y, e em Z ouem 2

(BTN 6.5 Se X ¢ o evento dado pelo aumento do nivel de desemprego, Y € o evento dado pelo aumento na
movimentagio do mercado aciondrio ¢ Z € o evento dado pelo aumento da taxa de juros, expres-
se em palavras os eventos representados pela regidio 4, pelas regides | e 3 juntas e pelas regides
3,5, 6 ¢ 8 juntas na Figura 6.3.

Solucdo  Como a regidio 4 estd contida em X e Z mas niio em Y. ela representa o evento de aumentar o nivel de
desemprego e a taxa de juros mas ndo aumentar a movimentagio do mercado aciondrio. Como as re-
gides | e 3 juntas constituem a regifio comum a ¥ e a Z, elas representam o evento de aumentar a mo-
vimentagio do mercado aciondrio e a laxa de juros. Como as regites 3, 5, 6 ¢ 8 juntas constiluem to-
da a regido fora de X, elas representam o evento de nidio aumentar o nivel de desemprego. |

=

A
/><\/

6 8

Figura 6.3
Diagrama de Venn,

>

6.1 Com referéncia ao exemplificado a pdgina 135, relativo i bolsa de estudos, considere U =
{boe b} e V=lef gl erelacione os resultados que compreendem U, Un Ve U U V.
Também expresse cada um desses eventos em palavras.

6.2  Com referéncia ao Exercicio 6.1, os evenios U ¢ V sdo mutuamenie excludentes?

6.3  Com referéneia ao espago amostral da Figura 6.1, relacione os conjuntos de pontos gue
constituem os seguintes eventos:
fa)  um dos caminhtes nio € vendido:
“‘ (b) os dois vendedores vendem o mesmo ndmero de caminhoes;
(c) cada vendedor vende pelo menos um caminhio.

6.4  Pelo menos um de dois professores e dois dos cinco assistentes pis-graduados devem es-
tar presentes quando for utilizado um certo laboratdrio de Quimica,
{a) Usando duas coordenadas, como no Exemplo 6.1, de modo que (1, 4), por exemplo,
denote a presenga de um dos professores ¢ quatro dos assisientes, relacione 1odas as
oito possibilidades.

SOIDIDddXd
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(b) Esboce um diagrama andlogo ao da Figura 6.1,

6.5  Com referéncia ao Exercicio 6.4, expresse em palavras os evenlos representados por
(a) K={(1.2).2.3));
(b) L={(L3n{Z Ik
{c) M =[(1.2}(2.2)).

Também determine quais dos wés pares de eventos, K¢ L; K e M; ¢ L ¢ M, siio mutuamen-
te excludentes.

6.6  Um critico literdrio dispde de dois dias para dar uma olhada em alguns dos sete livros re-
centemente langados. Ele deseja conferir pelo menos cinco dos livros, mas nio mais do
que guatro em cada dia.

{a) Usando duas coordenadas, de modo que (2, 3), por exemplo, represente o evento de
o critico dar uma olhada em dois livros no primeiro dia e em trés livros no segundo
dia, relacione as nove possibilidades e esboce um diagrama do espago amostral and-
logo ao da Figura 6.1.

(b) Relacione os pontos do espago amostral que constituem o evento T caracterizado por
o ¢ritico dar uma olhada em cinco dos livros, o evento U caracterizado por olhar mais
livros no primeiro que no segundo dia ¢ o evento V caracterizado por dar uma olhada
em trés livros no segundo dia.

6.7  Com referéncia ao Exercicio 6.6, relacione os pontos do espago amostral que constituem
oseventos TR UL UNVeVNT,

6.8  Uma pequena marina tem triés barcos de pesca que s vezes estdo num estaleiro para reparos.
{a) Lhilizando duas coordenadas, de forma que (2, 1), por exemplo, represente o evento
dado por dois dos barcos estarem no estaleiro ¢ um estar alugado para o dia e (0, 2)
represente o evento dado por nenhum dos barcos estar no estaleiro ¢ dois estarem alu-
eados para o dia, eshoce um diagrama andlogo ao da Figura 6.1 mostrando os 10
pontos do espago amostral correspondente.
(b)) Se K ¢ o evento dado por pelo menos dois dos barcos estarem alugados para o dia, L
¢ o evento dado por haver mais barcos no estaleiro do que alugados para o dia, e M &
o evento dado por todos os barcos que ndo estiverem no estaleiro estarem alugados
para o dia, relacione os resultados que compreendem cada um desses eventos.
{c) Quais dos trés pares de eventos, Ke L; K e M; e L e M, sio mutuamente excludentes?

6.9  Com referéncia ao Exercicio 6.8, relacione os pontos do espago amosiral que constituem
os eventos K¢ L N M. Também expresse cada um desses eventos em palavras.

@ 6.10  Para construir espagos amostrals para experimentos em que tralamos com calegorias, cos-
tumamos codificar as diversas alternativas associando-lhes ndmeros. Por exemplo, se per-
guntarmoes a pessoas de um certo grupo se a sua cor favorita € vermelho, amarelo, azul,
verde, marrom, branco, roxo ou alguma outra, podemos atribuir a essas alternativas os cd-
digos 1,2, 3,.4.5,.6, Te 8. Se

A=13.4],B=11.2,3,4.567 ¢ C={678)
relacione os resuliados que compreendem cada um doseventos B AN E, BN C'e AN B
Também expresse cada um desses eventos em palavras.

@ 6.11  Dentre seis candidatos a um posto executivo, A tem curso universitdrio, ¢ estrangeiro e sol-
leiro: B ndo tem curso umiversitdrio, € estrangeiro ¢ casado: C lem curso universildrio, é
brasileiro ¢ casado: D ndo lem curso universitdrio, ¢ brasileiro ¢ soliciro: E tem curso uni-
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versitdrio, € brasileiro e casado ¢ F ndo tem curso universitirio, € brasileiro ¢ casado. Um
dos candidatos deve obter o emprego, ¢ 0 evento que o emprego serd dado a um candida-
Lo com curso universitdrio, por exemplo, ¢ denotado por [A, C. £]. Represente de manei-
ra aniiloga o evento que o emprego € dado a um candidato
(a) solteiro;
(b) brasileiro com curso universitario;
(¢) estrangeiro casado.

G 6.12  Quais dos seguintes pares de eventos sio mutuamente excludentes? Explique suas respostas.
{a) Um motorista ser multado por excesso de velocidade ¢ ser multado por avangar um

sinal vermelho.

{b) Serestrangeiro ¢ ser Presidente do Brasil.
(¢) Um jogador de futebol marcar um gol ¢ ser expulso da partida,
(d) Um jogador de futebol marcar um gol ¢ ndo sair do banco de reservas.

@ 6.13  Quais dos seguintes pares de eventos siio mutuamente excludentes? Explique suas respostas.
{a) Chovere fazer sol em 7 de setembro de 2007.
(b} Uma pessoa vestindo meias verdes e calgando sapatos pretos.
{c) Uma pessoa saindo de avido as 11 da noite de Sio Paulo ¢ chegando em Nova York
no mesmo dia.
(d) Uma pessoa ter um diploma de curso superior da UFRGS ¢ da USP.

qs 6.14 Com referéncia & Figura 6.4, D ¢ o evento dado por um estudante formado em curso uni-
versitdrio falar inglés muito bem e H € o evento que ele Tard pds-graduacio em Harvard,
Descreva em palavras que eventos sao representados pelas regides | e 3 juntas, as regies
3 ¢4 juntas e as regioes 2, 3 e 4 junias?

@ 6.15  Os diagramas de Venn também sio tteis para determinar o nimero de resultados possiveis
associados a virios eventos. Digamos que um dos 360 sdcios de um clube de golfe deve
ser eleito Jogador do Ano. Se 224 sécios jogam pelo menos uma ver por semana, 98 sio
canhotos e 50 dos canhotos jogam pelo menos uma vez por semana, quantas das possiveis
escolhas para Jogador do Ano seriam de sicios;

(a) canhotos que ndo jogam pelo menos uma vez por semana;
(b) que jogam pelo menos uma vez por semana mas nio sao canhotos;
(¢) que ndo jogam pelo menos uma vez por semana e nio sio canhotos?

6.16 Um dos 200 ¢studantes de Administragio de uma faculdade deve ser escolhido para o di-
retdrio académico. Se 77 desses estudantes estao matriculados numa cadeira de Contabi-
lidade, 64 estio matriculados numa cadeira de Direito Administrativo ¢ 92 nio estio ma-

/ X \

Diagrama de
Venn para o
Exercicio 6,14,
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triculados em qualquer uma dessas duas cadeiras, quantos resultados correspondem & ¢s-
cola de um estudante de Administragio que esieja matriculado em ambas cadeiras?

6.17 Na Figura 6.5. os conjuntos E, T ¢ N representam os eventos dados por um carro levado a
uma oficina necessitar de revisiio geral, de reparos na transmissio ou de pneus novos. Ex-
presse, em palavras, quails eventos sio representados pela regiio 1, pela regiao 3, pela regiiio
7, pelas regites | ¢ 4 juntas, pelas regides 2 ¢ 5 juntas ¢ pelas regites 7, 4, 6 ¢ & juntas?

6.18 Com referéncia ao Exercicio 6.17 ¢ & Figura 6.5, relacione as regides ou combinaghes de
regides gue representam os eventos dados por um carro levado i olicina necessitar
{a) reparos na transmissio mas ndo revisiio geral nem pneus novos;

{b) revisiio geral ¢ reparos na ransmissao;
(¢} reparos na transmissan ou pneus novoes, mas nio revisiio geral;
{d) pneus novos.

6.19  Conforme salientamos no Exercicio 615, os diagramas de Venn também sfio dieis para de-
terminar o nimero de resultados associados a vdrias circunstancias. Dentre 60 casas colo-
cadas & venda, hi 8 com piscinas, trés ou mais quartos e carpete; 5 com piscinas, rés ou
mais quartos, mas sem carpete: 3 com piscinas, carpete mas menos do que trés quartos; 8
com piscinas, mas sem carpete ¢ com menos de rés quartos; 24 com trés ou mais quartos,
mas sem piscina e sem carpete: 2 com trés ou mais quartos, carpete, mas sem piscina; 3
com carpele. mas sem piscina e com menos do gue trés quartos ¢ 7 sem nenhuma dessas
caracteristicas. Se uma dessas casas for escolhida para um comercial de televisio, quan-
tos resultados correspondem & escolha de uma casa
{a) com piscina;

{b) com carpete?

6.20  Osdiagramas de Venn costumam ser utilizados para verificar relagtes entre conjuntos ¢ sub-
conjuntos, ou eventos, sem exigir demonstragies formais baseadas na dlgebra dos conjun-
tos. Simplesmente verificamos se as expressoes que se supdem iguais sdo representadas pe-
la mesma regido de um diagrama de Venn. Com auxilio de diagramas de Venn, mostre que
(a) AUANB)=A
(by (ANBU(ANE)=A
) (ANBY =A'UB ctambém (AU BY = A'NB';

(d)y AUB=(ANBIU{ANBIU(A'NB)
(e} AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

7(

Figura 6.5
Diagrama de
Venn para o
Exercicio 6.17.
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IR OS POSTULADOS DE PROBABILIDADE

As probabilidades sempre se referem 2 ocorréncia de eventos, e agora que estamos em condigoes
de lidar matematicamente com eventos, vollemos nossa atencio para as regras que as probabili-
dades devem obedecer. Para formular tais regras, continuamos a denotar os eventos por letras
maitsculas ¢ escrevemos a probabilidade de um evento A como P(A), a probabilidade de um
evento B como P(B), e assim por diante. Como antes, denotamos pela letra maidscula, S, o con-
Junto de todos os resultados possiveis, ou seja. o espago amostral.

As regras mais bésicas de Probabilidade sio os trés postulados que, na forma como sio enun-
ciados aqui, se aplicam quando o espago amostral 5 € finilo; comegamos com os dois primeiros,
COMO Segue.

OS DOIS 1. As probabilidades sdo niimeros reais positivos ou zero; simbolicamente, P(A) 20 para
PRIMEIROS qualguer evento A.

POSTULADOS DE | 2. Qualguer espago amostral tem probabilidade 1; simbolicamente, P(S) = | para
PROBABILIDADE qualgquer espago amostral S.

Para justificar esses dois postulados, bem como o terceiro que serd dado adiante, mostraremos
que eles estdo de acordo com o conceito de probabilidade cldssica e também com a interpretagiio
fregiiencial. Na Secio 6.3, veremos até que ponto os postulados também siio compativeis com
probabilidades subjetivas.

Os dois primeiros postulados estio de acordo com o conceito de probabilidade cldssica por-
que a fragiio ; € sempre positiva ou zero, ¢ para 0 espago amostral inteiro (que inclui todos os n

resultados) a probabilidade € = = £ = |, Quando se trata da interpretagiio fregiiencial, a propor-

i K
cao de vezes que um evento ocorre ndo pode ser um ndmero negativo ¢, como um dos resultados
no espago amostral sempre deve ocorrer (ou seja, 1009 das vezes), a probabilidade de ocorrer al-
gum dos resultados do espago amostral € 1.

Embora a probabilidade | fique assim identificada com a cerieza absoluta, na pritica atribui-
mos uma probabilidade | também a eventos cuja ocorréncia seja “praticamente certa”. Por exem-
plo. associamos a probabilidade 1 ao evento de que pelo menos uma pessoa ird assistir a0 noticid-
rio de uma emissora de televisio numa dada noite, embora isso nfio esleja logicamente correto.
Analogamenie, atribuimos uma probabilidade 1 ao evenio de que nem odo estudante brasileiro
que concluir o Segundo Grau e que pretender ingressar numa faculdade no primeiro semestre de
2007 faca o vestibular na UFR].

O terceiro postulado de Probabilidade € especialmente imporiante. embora nfio seja 180 exa-
tamente @0 Gbvio como os outros dois.

3. Sedois eventos sdo mutnamente excludentes, a probabilidade de ocorréncia de um ou

O TERCEIRO do outro é igual @ soma de suas probabilidades. Simbolicamente,
POSTULADO DE P(AUB)= P(A)+ P(B)
PROBABILIDADE

para dois eventos A ¢ B quaisquer mutuamente excludentes.

Por exemplo, se a probabilidade de as condiges meteoroldgicas melhorarem no decorrer de certa
semana ¢ 0,62 ¢ a probabilidade de se manterem inalleradas ¢ 0,23, entido a probabilidade de as
condigdes melhorarem ou s¢ manterem inalteradas ¢ 0,62 + 0,23 = (L85, Da mesma forma, s¢ as
probabilidades de um estudante obler um conceito A ou um B numa disciplina sio 0,13 ¢ 0,29, res-
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pectivamente, entiio a probabilidade de o estudante obter um dos dois conceitos A ou B ¢ 0,13 +
0.29=042.

Para mostrar que o terceiro postulado também ¢ compativel com o conceito de probabilida-
de eldssica, denotemos por £, ¢ £, 08 nimeros de resultados igualmente possiveis que compreen-
dem os eventos A e B, Sendo A ¢ B mutuamente excludentes, nfio hi duas dessas possibilidades
gue sejam iguais e todas as 5, + 5, compreendem o evento A U B, Assim,

r=2 PpB=2 paug=""2

¢ F(A) + P(B) = P(A U B).

No que diz respeito 4 interpretagio fregiiencial, se um evento ocorre, digamos, 36% das ve-
Zes, um oulro evento ocorre 41% das vezes, ¢ ambos nio podem ocorrer simullaneamente (isto &,
siao mutuamente excludentes), entio ocorrerd um ou outro em 36 + 41 = T7% das veres. Isso es-
1d de acordo com o terceiro postulada.

Utilizando os trés postulados de Probabilidade, podemos deduzir muitas regras adicionais
que devem ser “obedecidas” pelas probabilidades: algumas delas siio ficeis de provar e outras niio
o sdo. mas todas 1ém importantes aplicagdes. Entre as conseqiiéncias imediatas dos trés postula-
dos, temos que as probabilidades nunca podem ser superiores a 1, que um evento que nio pode
ocorrer tem probabilidade 0, e que as probabilidades de ocorrer e de nilo ocorrer um certo evento
sempre 1€m | por soma. Simbolicamente,

PLAY =1 para qualquer evente A
Py =0
PiAY+ P(AY =1 para gualguer evento A

A primeira dessas afirmagdes expressa o fato que nfio pode haver mais resultados favordveis
do que resultados, ou que um evento ndo pode ocorrer mais do que 100% das vezes. A segunda
expressa o fato que. quando um evento nio pode ocorrer, hd 5 = () resultados favordveis, ou que
tal evento ocorre 0% das vezes, Ma pritica, também costumamos atribuir probabilidade 0 a even-
tos que sio tio improviveis que estamos “praticamente certos” de que nio ocorreriio. Por exem-
plo. atribuiriamos probabilidade 0 ao evento de um macaco deixado & frente de um teclado aca-
bar datilografando palavra por palavra toda a obra de Machado de Assis, sem um tnico erro da-
tilogrifico. Ou, numa jogada de uma moeda, atribuiriamos a probabilidade zero ao evento de a
moeda cair de pé.

O terceiro resultado também pode ser deduzido dos postulados de Probabilidade e pode ser
visto com facilidade que € compativel tanto com o conceito cldssico como com a interpretagio
fregiiencial. No conceito clissico, se hi 5 “sucessos” entdo hd n — s “fracassos”, as probabilida-
des correspondentes sio - e == e sua soma &

& n—x i

n " i

De acordo com a interpretaciio freqiiencial, podemos dizer que se alguns determinados investi-
menios 530 bem-sucedidos 22% das vezes, entdo T8% das vezes esses investimentos nio sio
bem-sucedidos, as probabilidades correspondentes sio 0,22 e (0,78, ¢ sua soma € 1,

Os exemplos que seguem mostram como siio postos em pritica os postulados e as regras da-
das acima.

EXEMPLO - Se A e B sio oseventos que uma certa revista de automobilismo cotar o sistema de som de um au-
tomdvel como sendo bom ou ruim ¢ se P(A) = (.24 ¢ P(B) = 0,35, determine as seguinies proba-
hilidades:
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(@) P(A')
(b) P(AU BY);
(€} P(ANB).

Soluctio (a) Usando a terceira das trés regras i pégina 142, vemos que P(A"), ou seja, a probabilidade de
a revista cotar o sistema de som como ndio sendo bom, € 1 = 0,24 =0,76.

(b) Como os evenios A e 5 sdo mutuamenie excludentes, podemos usar o terceiro postulado de
Probabilidade e escrever P(A U B) = P(A) + P(E) = 0,24 + 0,35 = (1,59 para a probabilidade
de o sistema de som ser colado como bom ou ruim,

() Como oseventos A e B sio muluamente excludentes, ndo podem ocorrer ambos e P(A M B) =

P(i) = 0. u
Em problemas como esse, geralmente € dtil construir um diagrama de Venn, preencher as

probabilidades associadas s vdrias regides, e entiio ler as respostas diretamente do diagrama.

BAge] 6.7 Se Ce D sio os eventos de o Dr. Paulo estar em seu consultdrio 3s 9 horas da manhd ou de estar
no hospital, se P(Cy= 048 ¢ P(D) = 0.27, encontre P(C' N D",

Solucao Construindo o diagrama de Venn da Figura 6.6, comegamos colocando a probabilidade 0 na re-
gifie 1, porque os eventos C e D sio mutvamente excludentes. Decorre que a probabilidade
0,48 do evento C deve ir para a regifio 2 e a probabilidade 0,27 do evento D deve ir para a re-
gido 3. Portanto, a probabilidade remanescente de 1 — (0,48 + 0,27) = 0,25 deve ir para a regido
4. Como C' N D' é representado pela regifio fora de ambos eirculos, ou seja, pela regido 4, ve-
mos que a resposta € P(C' 1 D°) = 0,25,

B PROBABILIDADES E CHANCES

Se um evento tem duas vezes mais chances de ocorrer do que de nido ocorrer, dizemos que as
chances sio de 2 para | de ocorrer: se um evento tem Lrids veres mais chances de ocorrer do gue
de ndo ocorrer, dizemos que as chances sdo de 3 para | de ocorrer; se um evento tem dez vezes
mais chanees de ocorrer do que de nio ocorrer, dizemos que as chances sio de 10 para | de ocor-
rer, ¢ assim por diante. De um modo geral,

As chances de ocorréncia de um evento sfio dadas pelo quociente da probabilidade de
que vi ocorrer o evento pela probabilidade de que nao vi ocorrer.

Simbolicamente,

A EXPRESSAC Se a probabilidade de um evento é p, entdo a chance de sua ocorréncia é de a para b, onde
DE CHANCES EM | #¢ b sdo valores positivos tais que

TERMOS DE =
PROBABILIDADES b 1-p

Costuma-se expressar as chances em termos do quociente de dois inteiros positivos sem fato-
res comuns. Também, se um evento tem mais chances de nio ocorrer do que de ocorrer, & costume
trabalbar com as chances de que nido vd ocorrer, em vez de com as chances de que vi ocorrer.
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Figura 6.6
Diagrama de Venn 0,25 4
para 0 Exemplo 6.7,

EXEMPLO [ Quais siio as chances de ocorrer um evento se sua probabilidade ¢
Ty
(a) 5
(b) 0.85;
(c) 0,207

Solucéio (a) Por definicio. as chances sio % para | - ;'—, = %_. ol 5 para 4.
(b) Pordefinigio, as chances sao 0,85 para | = 0,85 =0,15, 85 para 13, ou melhor, 17 para 3.

(e) Por definigiio, as chances siio 0,20 para 1 - 0,20 = 0,80, 20 para 80, ou | para 4, e dizemos
que as chances sio de 4 para | contra a ocorréncia do evento, Em geral, ¢ assim que relata-
mos as chances quando um evento tem mais chances de ndo ocorrer. [ |
Em apostas, o termo “chance” também ¢ usado para denotar o quociente do valor apostado

por um parceiro pelo valor apostado pelo outro. Por exemplo, se um jogador diz que aposta 3 con-

tra 1 na ocorréncia de um evento, ele quer dizer que estéd disposto a apostar $3 contra $1 (ou tal-
vez 530 contra 310, ou 51.500 contra $500) que o evento vi ocorrer. Se lal chance de aposta ¢
de fato igual & chance de ocorréncia do evento, dizemos que a aposta ¢ honesta (ou equilibrada).

Se um jogador realmente acredita que uma aposta € honesta, ele estard disposto a apostar, pelo

menos em principio, em qualquer um dos dois lados. Em tal sitvagio, o jogador apostaria igual-

menie 31 contra 33 (ou 510 contra 530, ou 5300 contra 51.500) que o evenio ndo vi ocorrer.

Os registros indicam gue }lz dos caminhées pesados em um posto de controle rodovidrio acusam
excesso de carga. E uma aposta honesta alguém apostar $40 contra $4 que o préximo caminhio
a ser pesado ndo terd excesso de carga?

Suiucﬁu Como a probabilidade de o caminhio niio levar excesso de cargad 1 - % = I—é, as chances sao de
Il para I, e a aposta seria honesta se a pessoa oferecesse apostar $44 contra 54 que o proximo ca-
minhdo ndo acusasse excesso de carga. Assim, $40 contra $4 niio ¢ uma aposta honesta, pois fa-
vorece a pessoa que a faz.

Essa discussio de chances e chances em apostas proporciona o fundamento para uma manei-
ra de medir probabilidades subjetivas. Se um comerciante “sente” que as chances de sucesso de
uma nova loja de roupas siio de 3 para 2, ele estd disposto a apostar {ou que considera uma apos-
ta honesta apostar) $300 contra $200, ou talvez $3.000 contra $2.000, que a nova loja serd bem-
sucedida, Dessa forma, ele expressa sua crenga a respeito das incertezas ligadas ao sucesso da no-
va loja e, para converté-la em uma probabilidade, tomamos a equagiio

@ It

E_I-p
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coma =3¢ b=12earesolvemos em refagio a p. Em geral, resolvendo a equagio § = o em p,
obtemos o resultado sezuinte, que o leitor pode verificar no Exercicio 6.39.

E XPRESSANDO Se as chances sdo de a para b que um evento vi ocorrer, entdo a probabilidade de sua

PROBABILIDADES | @corréncia é
EM TERMOS DE et
CHAMNCES TS

Substituindo agora e = 3 e b = 2 nessa {drmula para p encontramos que, de acordo com o comer-
; Fa : AL b
ciante, a probabilidade de sucesso da nova loja de roupas € de 355 = 5 ou 0,60.

EXEMPLO _ﬁ.li‘.] Se um candidato a treinador de um time de futebol acredita que suas chances sdo de 7 para |
de conseguir o emprego, qual € a probabilidade subjetiva que ele estd atribuindo a conseguir
o emprego?

Solugiio Substituindo a =7 ¢ b= | na frmula precedente, obtemos p = 517 = 1=0875. |

Vejamos agora se as probabilidades subjetivas determinadas dessa forma se “compor-
tam” de acordo com os postulados de Probabilidade. Como a e b siio ndmeros positivos, =55
niio pode ser negativo e, assim, o primeiro postulado € satisfeito. Quanto ao segundo postu-
lado, observe que quanto mais certos estivermos da ocorréneia de um evento, “melhores”
chances estaremos dispostos a lhe atribuir: digamos, 99 para 1, 9.999 para 1, e quem sabe até
999,999 para 1. As probabilidades correspondentes sio 0,99, 0,.9999 ¢ 0,999999 ¢ vemos que,
quanto mais certos estivermos da ccorréneia de um evento, mais proxima de | serd a sua pro-
babilidade.

O terceiro postulado nio necessariamente se aplica a probabilidades subjetivas, mas os pro-
ponentes do ponto de vista subjetivo impdem-no como um eritério de consisténcia. Em outras
palavras, se as probabilidades subjetivas de uma pessoa “se compaortam™ de acordo com o tercei-
ro postulado, dizemos que essa pessoa € consistente; caso contririo, devemos encarar os julga-
mentos de probabilidades dessa pessoa com um certe cuidado.

[FAT0REe 6.11 Um colunista de jornal acredita que as chances sdo de 2 para 1 que a laxa de juros vd aumentar
antes do fim do ano, de | para 5 que a taxa permanecerd a mesma e de 8 para 3 que aumentard ou
permanecerd no mesmo patamar. S3o consistenles as probabilidades correspondentes?

Solucdo  As probabilidades correspondentes A taxa de juros aumentar antes do fim do ano. de permanecer
a mesma ou de permanecer inalterada sdo, respectivamente, % = %_ 1+ﬁ B %ﬂ % = %. Como 3—,_
+ %: %. € nao %, as probabilidades nio sdo consistentes. Portanto, o julzgamento do colunista de-
ve ser questionado. ]
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6.22

6.23

6.24

6.25

6.26

6.27

6.28

6.29

6.30

Num estudo das necessidades futuras de um aeroporto, C € o evento de que existiriio fun-
dos sulicienies para a cxpansao plancjada ¢ E ¢ o evento de gque a expansio plancjada in-
cluird um estacionamento suficieniemente amplo. Expresse em palavras o que significam
as probabilidades P(CY), PIE). PIC'N Eye PIC N E").

Com referéncia ao Exercicio 6.21, expresse simbolicamente as probabilidades de que ha-
verid

{a) fundos suficientes mas ndo suficientes vagas de estacionamento;

{(b) nem fundos suficientes nem estacionamento suficiente,

Em relagio a um concerto sinfénico programado, seja 4 o evento que haverd um bom
comparecimento de piblico ¢ W o evento que mais do que a metade da platéia ird embo-
ra durante o intervalo. Expresse em palavras o que significam as probabilidades P(A"),
PA'N Whe PiA N W)

Com referéncia ao Exercicio 6.23, seja F o evento de que o solista ndo conseguird se apre-

sentar e expresse simbolicamente as probabilidades de que

{a) o solista ndo conseguird se apresentar ¢ mais do que a metade da platéia ird embora
durante o intervalo;

(b) o solista conseguird se apresentar ¢ haverd um bom comparecimento de pidblico.

Quais postulados de Probabilidade sio violados pelas afirmagies seguintes?

(a) Como seu carro enguigou, a probabilidade de chegar atrasado € — 40.

(b) A probabilidade de um espécime mineral conter cobre ¢ 0,26 ¢ a probabilidade de
nio conter cobre ¢ 0,64,

{¢) A probabilidade de uma conferéneia ser interessante ¢ 0,35 ¢ a probabilidade de niio
ser interessante ¢ qualro veres maior.

(d) As probabilidades de um estudante passar uma noite estudando ou vendo televisio
sao 0,22 ¢ 0,48, respectivamenle, ¢ a probabilidade de acontecer uma ou a outra coi-
sa ¢ 0,80,

Quais das trés regras 4 pdgina 142 sdo violadas pelas afirmagdes seguintes?

(a) A probabilidade de uma cirurgia resultar em sucesso € 0,73 ¢ a probabilidade de ndo
resultar em sucesso € 0,33,

{b) A probabilidade de dois eventos mutuamente excludentes ocorrerem simultaneamen-
te ¢ sempre igual a 1.

{¢) A probabilidade de uma nova vacina ser eficaz € 1,09,

{d) A probabilidade de um evento ocorrer e de ele nio ocorrer ¢ sempre igual a 1.

Use diagramas de Venn para provar que P(A U B) = P(A) + PIB N A" e expresse essa
izgualdade em palavras.

Use diagramas de Yenn para provar que P(A N B8) = P(A) — P(A N B} e expresse essa
izualdade em palavras,

Expligue em palavras por que cada uma das seguintes desigualdades deve ser falsa:

(a) P(AUB) < P(A);

(bY P(ANB) = PlA).

Encontre exemplos numéricos em que dois eventos A ¢ B sejam mutuamente excludentes
coseventos A'e B

{a) ndo sejam mulvamente excludentes;

(b) também sejam muluamente excludentes.
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6.31  Sob guais circunstiincias os eventos A ¢ B e também os eventos A ¢ B’ sfio mutuamente ex-
cludentes?

6.32 Ao digitar dados num computador, a probabilidade de um estudante cometer pelo menos
trés erros a cada 1000 togues no teclado € de 0,64 ¢ a probabilidade de ele cometer de 4 a
6 erros em cada 1.000 toques € de 0.21. Encontre as probabilidades de o estudante come-
ter em 1000 toques
(a) pelo menos 4 erros;
(b} no médximo 6 erros;
{c) pelo menos 7 erros.

6.33  Converta as seguintes probabilidades em chances ou chances em probabilidades:

(a) A probabilidade de obter pelo menos duas caras em guatro jogadas de uma moeda
honesta é .

(b) Se trés ladrilhos cerimicos sio escolhidos aleatoriamente de uma caixa com doze la-
drilhos, dos quais trés apresentam defeitos, as chances de pelo menos um deles apre-
sentar defeito € de 34 para 21.

{c) Seum entrevisiador escolher aleatoriamente cinco de 24 familias para incluir nu-
ma pesquisa, a probabilidade de wma familia em particular ser incluida na pesqui-
saéde 7.

(d) Se uma secretdria colocar aleatoriamente seis cartas em seis envelopes jd endere-
gados, as chances sio de 719 para | de que nem todas cartas acabem nos envelopes
Carrelos.

6.34  Um torcedor de Futebol recebe a oferta de uma aposta de $15 contra seus $5 que o time
dos EUA perderd sua primeira partida na Copa do Mundo de futebol. Se o torcedor relu-
tar em aceitar a aposta, o que essa aposta nos diz quanto i probabilidade subjetiva que o
torcedor atribui ao time dos EUA ganhar essa partida?

6.35 Um produtor de televisiio estd disposto a apostar 51.200 contra $1.000, mas ndo 31500
contra $1.000, que um certo novo programa serd um sucesso. O gque isso nos diz sobre a
probabilidade que o produtor atribui ao sucesso do programa?

6.36 Consultado sobre seu futuro politico, um politico responde que as chances sio de 2 para |
de ele ndo concorrer & Cimara dos Deputados, e as chances sio de 4 para 1 de ele ndo con-
correr ao Senado, Além disso, cle supde que hd uma chance de 7 para 5 de ele concorrer a
um ou outro cargo. As probabilidades correspondentes sio consislentes?

6.37 O diretor de um colégio acha que existe uma chance de 7 para 3 contra ele obter um au-
mento de saldrio de 51,000, ¢ uma chance de 11 para 1 contra obter um aumento de
$52.000. Além disso, ele considera que ¢ uma aposta equilibrada que obterd um ou o outro
aumento, Discuta a consisténcia das probabilidades subjetivas correspondentes;

6,38  Alguns eventos sfo o improviveis que convencionamos atribuir-lhes probabilidade ze-
ro. O leitor atribuiria probabilidade zero aos eventos
{a) de digitar aleatoriamente uma pdgina em seu teclado e a impressio sair com o Hino
da Independéncia;
{b) a mesma drvore ser atingida por um raio em quatro dias consecutivos;
(¢) treze cartas servidas aleatoriamente de um baralho comum de 52 cartas serem todas
de espadas?

6.39  Verifique algebricamente que a equagiio ¢ = t&, resolvidaem p, di p =

-
at+h’
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O terceiro postulado de Probabilidade € aplicivel apenas a dois eventos mutuamente excludentes,
mas pode facilmente ser generalizado de duas maneiras de modo que seja aplicdvel a mais do que
dois eventos mutuamente excludentes ¢ também a dois eventos niio necessariamente mutuamen-
te excludentes. Dizemos gue & eventos sio mutuamente excludentes quando niio hi dois quais-
quer deles que tenham algum elemento em comum. Nesse caso, podemos aplicar repetidamente
o terceiro postulado e, assim, mostrar que

Se k eventos sdo mutwamente excludentes, a probabilidade de ocorréncia de uwm deles € igual
GEI}JER All- ¢ soma de suas probabilidades individuais; simbolicamente,
ZACAC DO PUA U A3 U U Ag) = P(A) + P(A3) + - + P(Ap)
POSTULADO 3

para quaisquer eventos mutnamente excludentes A A, ..., e AL

MNovamente. aqui lemos U como “ou”,

BAANENeR 6.12  As probabilidades de uma pessoa que deseja adquirir um carro novo escolher um Chevrolet, um
Ford ou um Honda séo 0,17, (.22 e 0,08, respectivamente. Supondo que ela compre apenas um
carro, gual € a probabilidade de ser de uma dessas trés marcas?

Selucdo Como as trés possibilidades sio mutuamente excludentes, uma substituicio direta dd 0,17 + 0,22 +
(.08 = 0,47.

Ao .13 As probabilidades de um servigo de teste do consumidor classificar uma nova méguina fotogri-
fica como ruim, razodvel, boa, muito boa ou excelente sio 0,07, 0,16, 0.34. 0,32 ¢ 0,11, Qual € a
probabilidade de a nova miguina ser classificada como boa, muito boa ou excelente?

Seluc@io Como as cinco possibilidades siio mutuamente excludentes, a probabilidade € 0,34 + 0,32 +
0.11=0,77. n

A tarefa de atribuir probabilidades a 1odos os eventos possiveis relacionados com uma dada si-
wagio pode ser bastante entediantie. Com efeito, pode-se mostrar que se um espago amosical tem 10
clementos (pontos ou resultados) podemos formar mais de 1,000 eventos distintos; ¢ se um espago
amostral tem 20 elementos, podemos formar mais de 1 milhdo de eventos.® Felizmente, quase nun-
ca ¢ necessdrio atribuir probabilidades a todos os eventos possiveis {ou seja, a todos os subconjuntos
possiveis de um espago amostral). A regra seguinte, que ¢ uma aplicacdo direta da generalizagio pre-
cedente do terceiro postulado de Probabilidade, facilita a determinagiio da probabilidade de qualquer
evento com base nas probabilidades associadas com resultados individuais de um espago amostral:

Recra pARA 5 -
CALCULAR A A probabilidade de um evento A é dada pela soma das probabilidades dos resultados

PROBABILDADE individuais gue constituem A.
DE UM EVENTO

* Em geral. se um espago amostral tem a elementos. podemos formar 2° eventos diferentes. Cada elemento ou estd incluido ou estd ex-
cluido em um dado evento, de modo que, pela multiplicagio de escolbas, hi 2-2- 2 -, .+ 2= 2" possibilidades, Note que 2= 1.024
e 2" = |.048.576.
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AN 6.14 Referindo-nos novamente ao Exemplo 6.1, que tratava de dois vendedores e trés caminhGes Ford
1998 numa revenda de caminhdes usados, suponha que os dez pontos do espago amostral, mos-
trados originalmente na Figura 6.1, tenham as probabilidades exibidas na Figura 6.7. Encontre as
probabilidades de

(a) ambos vendedores juntos venderem dois caminhdes;

{b) o segundo vendedor niio vender caminhio algum;
(¢} o segundo vendedor vender pelo menos dois caminhoes.

Solugdio (a) Somando as probabilidades associadas aos pontos (2, 0), (1, 1) e (0, 2), obtemos 0,08 + 0,06
+ 0,04 = 0,18,
(b) Somando as probabilidades associadas aos pontos (0, 03, (1, 0), (2. 0) e (3, 0), obtemos 0,44
+ (0,10 + 0,88 + (0,05 = (0,67,
{e) Somando as probabilidades associadas aos pontos (0, 2). (1. 2) e (0, 3), obtemos 0,04 + 0,02
+ 0,09 = 0,15. |

No caso especial em que todos os resuliados s3o equiprovdveis, a regra precedente leva i fdr-
mula P(A) = =, que ja utilizamos acima em conexiio com o conceito de probabilidade cldssica.
Aqui, n ¢ o ndmero total de resultados individuais no espago amosiral e 5 € o nimero de “suces-
sos”, isto &, o nimero de resultados que constituem o evento A.

Dado que 0s 44 pontos (resultados) do espago amostral da Figura 6.8 siio lodos equiproviveis, en-
contre PA).

Solugdo  Como os 44 pontos (resultados) sdo equiproviveis, cada um tem a probabilidade '1_44 e como podemos
! 1 _ 10 :
contar que hd 10 resultados em A, temos P(A) = 35 +.. . + 33 = 73 ou, aproximadamente, 0,23, ll

Como o terceiro postulado ¢ sua generalizagio sio aplicdveis apenas a evenlos muluamente
excludentes, nfo podem ser utilizados, por exemplo, para determinar a probabilidade de um ob-
servador de pdssaros, num dnico passeio, avistar um sabid ou um pica-pau. Também niio podem
ser utilizadas para determinar a probabilidade de um eliente de uma loja de um shopping comprar
uma camisa, um suéler, um cinlo ou uma gravata. No primeiro caso, o ornitélogo poderia avistar
ambos pdssaros e, no segundo caso, o clienie poderia comprar virios dos itens mencionados.

30,09

Z 2fo00 * 0,02

3

2

=

E

5

@ 1p0an o 006 o 002
Figura 6.7 0,44 0.1% 0,08 0,05
Espago amosiral 0 1 2 3

do Exemplo 6.14. Primeiro vendedor



SN&EWGGH

CAPTULO & AIGUMAS REGRAS DE PrOBaBIIDADE 151

Figura 6.8
Espago amostral .
com 44 resullados
equiproviveis.

Figura 6.9
Diagrama de Venn
para 0 exemplo,

Fara encontrar uma formula para A(A U B) que seja vilida independentemente de os evenlos
A e B serem ou nao mutuamente excludentes, considere o diagrama de Venn da Figura 6.9. Esse
diagrama refere-se is propostas de emprego de um recém-formado de uma universidade, com [ e
B denotando a possibilidade de o recém-formado receber uma proposta de emprego de uma in-
diistria e de um banco, respectivamente. Pode ser visto do diagrama de Venn da Figura 6.9 que

P =018+012=030
P(B) =012+ 024 =036

PUUB) =018+012+0.24 =054

onde foi possivel somar as respectivas probabilidades porque pertencem a eventos mutuamente
excludentes (regides que ndo se superpiem no diagrama de Venn).

Se tivéssemos aplicado erroneamente o terceiro postulado para calcular P(7 U B), teriamos
obtido P(I) + P(B) = 0,30 + 0,36 = 0,66, que excede o valor correto em (0,12, Esse erro resulia de
somar duas vezes A7 N B)= 0,12, uma vez em P(f) = 0,30 e outra em P(B) = 0,36; a correcio se
faz subtraindo 0,12 de 0,66. Assim, poderiamos escrever

P{IUBy= P+ P(B)Y—P(INE)
=0304036=012=0>5

o que estd de acordo com o resultado anteriormente obtido.

Como o argumento usado nesse exemplo vale para dois eventos A ¢ B quaisquer, podemos
agora enunciar a seguinte regra geral de adiciio, que se aplica quer A ¢ B sejam eventos mulua-
mente excludenies ou ndo.

REGRA GERAL

= P(AUR) = P(A)+ P(B)— P(AN B)
DE ADICAD {
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Cuando A e B siio mutuamente excludentes, PA M B) =0 ¢ a fdrmula precedente se reduz & do
terceiro postulado de Probabilidade. Nesse contexto, o terceiro posiulado ¢ também designado re-
gra especial de adigao. Para ampliar a terminologia. a generalizaciio do terceiro postulado, a pd-
ina 149, € as veres chamada regra generalizada (especial) de adigio.

As probabilidades de que choverd no Recife num cerlo dia de agosto. de que haverd trovoadas
nesse dia, ¢ de que choverd e haverd rovoadas nesse dia sfio de 0,27, 0,24 ¢ 0,15, respectivamen-
te. Qual € a probabilidade de chover efou haver trovoadas nesse dia no Recife?

Soluciio Se R denota chuva e T denota trovoadas, temos P(R) = 0,27, AT =024e P(RN T)=0,15. Subs-
tituindo esses valores na formula da regra geral de adigiio obtemos

PIRUT)= P(RY+ P(TY—P(RNT)
=027 +0.24 — 0,15
=036 [ |

[PAFNIGEeR 6.17  Numa pesquisa por amostras realizada num certo bairro de uma cidade, as probabilidades sio 0,92,
0.53 ¢ (1,48 de que uma familia selecionada ao acaso possua um automdvel sedan, um 4 por 4 ou am-
bos. Qual ¢ a probabilidade de uma tal familia possuir um automdvel sedan, um 4 por 4, ou ambos?

Solugéio Substituindo esses valores na formula da regra geral de adigiio, obtemos 0,92 + 0,53 — 0,48 =
097, Se tivéssemos aplicado srroneamente o terceiro postulado de Probabilidade. terfamos obti-
do o resultado impossivel 0,92 + 0,53 = 1.45. [ |

A regra geral de adigio pode ser generalizada de modo a ser aplicdvel a trés ou mais eventos
que nao precisam ser mutuamente excludentes. mas nido entraremos nesse detalhe agui.

6.40 O departamento de policia de uma cidade necessita de preus novos para seus carmros-pa-
trulha. As probabilidades de o departamento comprar pneus Firestone, Goodyear, Miche-
lin, Goodrich ou Pirelli séo, respectivamente, 0,19, 0,26, 0,25, 0,20 ¢ 0,07. Encontre as
probabilidades de o departamento comprar pneus
{a) Goodyear ou Goodrich;
by Firestone ou Michelin;

(¢) Goodyear, Michelin ou Pirelli.

6.41 Em relagio ao Exercicio 6.40, qual € a probabilidade de o departamentio de policia com-

prar pneus de uma outra marca?

i

6.42 As probabilidades de obter um total de 2, 3. 4,..., 11 ou 12 pontos jogando um par de da-
dos equilibrados sdo, respectivamente, &. &. &. 4. &. 5. & %. §. 5. ¢ ~. Quais sio
as probabilidades de obter um total
{a) deToull;

(b} de2 3Joul2;

(¢) que é um niimero impar, ou seja, 3,5. 7, 9ou 117

SOIDIDYIXT »—

6.43  Uma assistente de um laboratério de uma firma s vezes almoga no refeitério da firma, as
vezes traz seu proprio lanche, s veres almoga num restaurante perto da firma, as vezes ela
vai para casa almogar, ¢ &s vezes pula 0 almogo para fazer regime. Se as probabilidades
respectivas sio 0,23, 0,31, 0,15, (1,24 ¢ 0,07, encontre as probabilidades de ela



SNeWsGGH

(a) almogar no refeitGrio da firma ou no restaurante proximo da firma;
{b) trazer seu priprio lanche, ir para casa almogar, ou pular o almogo;
{¢) almogar no refeitdrio da firma ou ir para casa almogar;

(d) pular o almogo para Fazer regime.

6.44 A Figura 6.10 se refere ao nimero de pessoas convidadas para conhecer um novo e luxuoso
projeto imobilidrio e ao nimero de pessoas gue acabam accitando o convite: Se os 45 resul-
tados (pontos do espaco amostral) sdo todos equiprovéveis, encontre as probabilidades de
(a) no mdximo seis das pessoas aceitarem o convite;

{(b) no minimo sete das pessoas aceitarem o convile;
{c) somente duas das pessoas nfio aceitarem o convite.

6.45  Se K nepresenta carae C representa coroa, os 32 resultados possiveis de cinco jogadas de uma
moeda sio KKEEKK, KKEKC, KKKCEK, KKCERK. KCEKKEK. CKKKEK, KKKCC, KKCKC,
KKCCK, KCKKC, KCKCK, KCCKK, CKKKC, CKKCK, CKCKK, CCKKK., KKCCC,
KCKCC, KCCKC, KCCCK, CKKCC, CKCKC, CKCCK, CCKKC, CCKCEK, CCCEKEK,
KCCCC, CKCCC, CCKCC, CCCKC, CCCCK e CCCUC. Se 1odos esses 32 resultados sfio
igualmente proviveis, quais sio as probabilidades de obter 0, 1, 2. 3, 4 ou 5 caras?

6.46 As probabilidades de uma pessoa acusada de dirigir alcoolizada passar uma noite na ca-
deia, ter sua carteira de motorista cassada ou ambos sfio. respectivamente, 0,68, 0,51 ¢
0,22, Qual € a probabilidade de uma pessoa acusada de dirigir alcoolizada passar uma noi-
e na cadeia efou ter sua carfeira cassada?

6.47  Um leilogiro conta com dois avaliadores de jéias com pedras preciosas. A probabilidade
de o mais velho dos dois estar indisponivel ¢ (0,33, a probabilidade de o oulro estar indis-
ponivel ¢ 1,27 e a probabilidade de ambos estarem indisponiveis ¢ de 0,19, Qual é a pro-
babilidade de um dos dois ou ambos estar indisponiveis?

6.48 Um professor acredita que tem uma chance de 3 para 2 contra conseguir uma promogio,
uma chance equilibrada de obter um aumento ¢ uma chance de 4 para | contra obler am-
bos. Quais sio as chances de o professor obter uma promocio efou um aumento?

6,49 Para casais socios de um clube de golfe, as probabilidades de o marido, a esposa, ou am-
bos votarem nas eleigtes para presidente do clube sio 0,39, 046 ¢ 0.3 1, respectivamente.
Qual ¢ a probabilidade de um deles ou ambos votarem nessas eleigoes?

9t .
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Figura 6.10
Espago amosiral do
Exercicio 6.44
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Mimere de pessoas convidadas
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6.50 Explique por que deve haver um erro em cada uma das afirmagoes seguintes.
{a) As probabilidades de a diretoria de um time de futebol profissional demitir o treina-
dor, o gerente de futebol, ou ambos, sio 0,85, 0,49 e 0,27.
{b) As probabilidades de um paciente de um hospital ter febre, ter pressio alta, ou am-
hos, sao 0,63, 0,29 e (0,45,

B PROBABILDADE CONDICIONAL

Se quisermos saber a probabilidade de um evento, mas nio especificarmos o espago amostral, ¢
bem possivel que encontremos respostas diferentes que podem estar todas corretas, Por exemplo,
se perguntarmos pela probabilidade de um advogado ganhar mais de $200.000,00 por ano dentro
dos 10 anos seguintes i sua habilitagio, podemos oblter uma resposta que se aplica atodos os que
praticam a lei no pais, outra que € aplicdvel a advogados que trabalham para empresas, outra apli-
civel a advogados empregados pelo governo federal. outra para advogados especializados em ca-
505 de divdrcio, e assim por diante. Como a escolha do espago amostral de modo algum € sempre
evidente. € conveniente utilizar o simbolo P(A|S) para denotar a probabilidade condicional do
evento A em relagio ao espago amostral § ou, como costumamos dizer, "a probabilidade de A da-
do 87, O simbolo P(A]S) explicita que estamos nos referindo a um determinado espago amostral
S, e em geral € preferivel A notagiio abreviada P{A), a menos que a escolha ticita de § fique per-
feitamenie entendida. Essa nova notagiio também € preferivel quando nos referirmos a diferenies
espacos amostrais no mesmo problema,

Para elaborar a idéia de uma probabilidade condicional, suponhamos que um instituto de pes-
quisa de consumidores tenha estudado os servigos prestados dentro da garantia por 200 lojas de
preus em uma grande cidade e que seus resultados estejam resumidos na tabela a seguir.

Beown servico Servico deficiente
demiro da gavantia  dentro da garvaniia Tenad

Lajas especializadas muma marca hd | 5] an
Lojas nde especializadas 42 ! 78 120
Total 106 944 200

Selecionado aleatoriamente uma dessas lojas de pneus (isto €, cada loja tlem a probabilidade
s de ser selecionada). constatamos que as probabilidades do evento N (escolher uma loja espe-
cializada numa marca), do evento G (escolher uma loja que preste bom servige dentro da garan-
lia) e do evento N N G (escolher uma loja especializada numa marca que preste bom servigo den-
tro da garantia) sdo

1
PNy = ;E;—n= 0.40
PGy = "Eiug: 0.53

64
PINNG = —= 1032
; 200
Todas essas probabilidades foram calculadas por meio da férmula £ para possibilidades equipro-
viveis.
Comeo a segunda dessas possibilidades € particularmente desconcertante — ha uma chance qua-
se equilibrada de se escolher uma loja que niio presta servigo adequado dentro da garantia — veja-
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Solucao

EXEMPLO IRED

mos o que acontece se limitamos a escolha a lojas especializadas numa marca. Isso reduz o espago
amostral s 80 escolhas correspondentes & primeira linha da tabela ¢ vemos que a probabilidade de
se escolber uma loja especializada numa marca que presie bons servigos dentro da garanua ¢

64
P(GIN) = g5 = 0.80

Isso é uma melhora considerdvel em relagio a P(G) = 0,53, como, alids, era de se esperar. Noie
que a probabilidade condicional que obtivemos aqui.
P(GIN) =030

também pode ser escrita como

)
% _ PINNG)
=2 _ 3
PGIN) = 3¢ =~

a saber, como a razio da probabilidade de escolber uma loja especializada numa marca que preste
bons servigos dentro da garantia ¢ a probabilidade de escolber vma loja especializada numa marca.

Generalizando esse exemplo, formulemos a seguinte definigio de probabilidade condicional,
que se aplica a dois eventos quaisquer A e B pertencentes a um dado espago amostral S.

Se P(B) é diferente de zero, ent@o a probabilidade condicional de A em relagdo a B, isio &, a
probabilidade de A dado B, ¢
P(ANB)

P(A|B) = P

Quando P(B) € igual a zero, niio é definida a probabilidade de A em relagio a B.

Com referéncia as lojas de pneus apresentadas anteriormente, qual € a probabilidade de uma loja
que niio ¢ especializada numa marca prestar bons serviges sob garantia, ou seja, qual € a proba-
bilidade P(G | N)?

Como pode ser visto na tabela,

.42 120
F:Gﬁ;\'}—-ﬁ—ﬂll (] P{N}—ﬁ—ﬂ.ﬁﬁ

de modo que substituindo essas probabilidades na férmula oblemos

P(GNN) 021

- =035 [ |
P{N") 0,60

P{G|N") =

Naturalmente, poderiamos ter obtido esse resultado diretamente da segunda linha da tabela & pi-
gina 154, escrevendo
42

P{GIN) = 170 = 0.35

Muma certa escola de primeiro grau, a probabilidade de um aluno selecionado aleatoriamente
provir de um lar com somente o pai ou a mée presente € 0,36 ¢ a probabilidade de ele provir de
wm Jar com somente o pai ou a miie presente e ser um estudante fraco (gue geralmente & reprova-
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do) € 0,27. Qual € a probabilidade de um aluno selecionado aleatoriamente ser um estudante fra-
co, dado que ele provém de um lar com somente o pai ou a mae presente?

Solug@o Denotando por L um estudante fraco ¢ por @ um estudante que provém de um lar com somente o
pai ou a mie presente, temos MOY=036¢ P(O N L) =027 e obtemos
PO ML)

0.27
P(LIO)= ——— = —— =075 |
M ==50) =030

FALNIEeN 6.20 A probabilidade de Henrique gostar de um filme que estreou nos cinemas ¢ de 0,70 e a probabi-
lidade de Janaina, sua namorada, gostar do filme € de 0,60. Se a probabilidade de Henrique gos-
tar da estréia e de Janaina ndo gostar ¢ de 0,28, qual € a probabilidade de que Henrique goste da
estréia, dado que Janaina ndo ird gostar?

Soluc@o  Se H e J sio os eventos de Henrigue gostar da estréia de Janaina gostar da estréia, temos P(J') =
| =060 =040 ¢ P(H N JY=0.28 ¢ oblemos
P(HNJ') 028

PIHIM s —— 0 ——— = —— =070
HY==F — 040 -

O que € especial e interessante nesse resultado € que P(H) e P(H | J*) sdo ambas iguais a 0,70
e que, como o leitor poderd conferir no Exercicio 6.66, segue da informagio dada que P(H | J)
também € igual a (.70, Assim, a probabilidade do evento H & a mesma, independentemente de o
evento J ter ou ndo ocorrido, de estar ou ndo ocorrendo, de ocorrer ou ndo no futuro, e dizemos
que o evento H & independente do evento J. Em geral, pode ser verificado facilmente gue, quan-
do um evento € independente de um outro, o segundo evento também € independente do primei-
ro, e dizemos que os dois eventos sio independentes. Quando dois eventos niio sio independen-
tes, dizemos que eles sio dependentes.

Quande formulamos essas definmgdes, deveriamos ter especificado que nem H nem J ém
probabilidade zero. pois nesse caso as probabilidades condicionais sequer existem. E por esse
motive que em geral € preferida uma definigio alternativa de independéncia, uma que daremos
pdgina 157.

I REGRAS DE MULTIPLICACAO

Na Segio 6.5, utilizamos a férmula r:;:;f] apenas para definir e calcular probabilidades condi-

cionais, mas se multiplicarmos ambos 08 membros da equagio por P(E), obleremos a fdrmula se-
guinle, que nos permite caleular a probabilidade da ocorréneia simultinea de dois eventos.

Recra P(AN B) = P(B) - P(A|B)
GERALDE
MULTIPLICACAO

Como indicamos, essa fdrmula ¢ denominada regra geral de multiplicagio e afirma que a pro-
babilidade da ocorréncia de dois eventos € o produto da probabilidade da ocorréncia de um deles
pela probabilidade condicional da ocorréncia do outro evento, dado que o primeiro ocorren, esta
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ocorrendo, ou ocorrerd. Como niio interessa qual dos dois eventos designamos por A e qual de-
signamos por £, a fdrmula também pode ser escrita como

P{ANMB) = P{A): P(B|A)

AN 6.21  Um jiri consiste em 15 pessoas que somente completaram o Ensino Médio ¢ em 9 pessoas que li-
veram alguma educagio superior. S¢ um advogado seleciona ao acaso dois dos membros do jiri
para uma argiiigio, qual € a probabilidade de nenhum dos dois ter tido alguma educagio superior?

Solucdio Se A ¢ o evento de a primeira pessoa selecionada ndo ter tido alzuma educagiio superior, entiio
PiA) = %. Também, se B ¢ o evento de a segunda pessoa selecionada nao ter tido alguma educa-
¢ao superior, segue que P(B | A) = Lﬁ, J4d que hi somente 14 pessoas sem alguma educacio supe-
rior dentre as 23 que restam depois de ter sido selecionada uma pessoa sem alguma educagiio su-
perior. Portanto, a regra geral de multiplicagiio fornece

P(ANB) = P(A)- P(BIA) = = - 22 = 200
5 24 237 276

ou, aproximadamente, 0,38, ]

FA01d0e) 6.22 Suponha que a probabilidade de uma doenga tropical rara ser corretamente diagnosticada € de
0,45 e que, uma vez diagnosticada corretamente, a probabilidade de cura é de 0,60. Qual € a
probabilidade de uma pessoa que contraiu essa doenga ser diagnosticada correlamente ¢ ser cu-
rada?

SolugGe Usando a regra geral de multiplicagdo, obtemaos (0,45)(0,60) = 0,27. [ |

Quando A ¢ B siio eventos independentes, podemos substituir P{A) por P(A|B) na primeira
das duas férmulas para P(A N B). ou P(B) por P(B|A) na segunda, obtendo a férmula a seguir.

REGRA

E.-‘?J LEFI: Aﬁézéﬁ. o Se A e B sio eventos independentes, entéio

(EVENTOS P(AMB) = P(A): F(B)
INDEPENDEMNTES)

Em outras palavras, a regra diz que a probabilidade de ocorréncia simultiinea de dois eventos in-
dependentes € simplesmente o produto de suas probabilidades respectivas.
Como pode ser mostrado facilmente, também ¢ verdade que se P(A N B) = P(A) - P(B), en-
tao A e B sio eventos independentes. Dividindo por P(B), obtemos
PIANEB)

P(B) = P(A)

e entio, substitwindo Fmgfu por P(A|B). de acordo com a definigiio de probabilidade condicional,

chegamos ao resultado que P(A|B) = P(A). ou seja. que A ¢ B sio independentes. Portanto, pode-
mos utilizar a regra de multiplicagfio especial como uma definigdo de independéncia, que torna
muito ficil conferir se dois eventos A e B sio independentes.
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FA0aTe] 6.23  Confira cada par de eventos dados a seguir quanto & independéncia,
(a) Eventos A ¢ 8 para os quais P(A) = 0,40, P(B) =090 ¢ P(A N B) =0,36.

{h) Eventos C ¢ D para os quais P(C) = 0,75, P(D)= 0,80 ¢ P(C N D)= 0,15,
(c) Eventos E ¢ F para os quais P(E) =030, P(F)=035¢e P(E'N F) =040.

Solucdo (a) Como (0,40)(0.90) = 0,36, os dois eventos sio independentes.

(b) Como P(DY=1-080=020¢ (0,7550,20) = 0,15, os evenios C ¢ [ sio independenies e,
portanto, também o sdo os eventos Ce D.

{c) Como P(E")=1-=0,30=0,70, P(F)=1-=0.35=0,65 e (0,70)(0,65) = 0.455 e ndo 0,40, os
eventos E'e F’ niio sio independentes e, portanto, tampouco o sio os eventos Ee F. [l

A regra especial de multiplicaciio pode ser facilmente generalizada, de modo a aplicar-se &
ocorréncia de trés ou mais eventos independentes. Novamente, basta multiplicar todas as proba-
bilidades individuais.

6.24 Se for de 0,70 a probabilidade de uma pessoa entrevistada em um shopping ser contra o aumen-
to de impostos para o financiamento de obras de saneamento, qual € a probabilidade de entrevis-
tar qualtro pessoas no shopping e as trés primeiras pessoas entrevistadas serem contra o aumenio
de impostos, mas a quarta niio ser contra?

Soluggo Admitindo a independéncia dos eventos, multiplicamos todas as probabilidades ¢ obtemos
(0,70)(0,70)(0,70)(0,30) = 0,1029, |

Com relagiio ao Exemplo 6.21, se rés dos membros do jari forem escolhidos ao acaso pelo advo-
gado, qual € a probabilidade de nenhum deles ter tido alguma educacio superior?

Solugdo Como € de -]1-,-;: a probabilidade de a primeira pessoa escolhida ndio ter ido alguma educagiio supe-
rior, € de é—ﬂ_ a probabilidade de a segunda pessoa escolhida ndo ter tido alguma educagio supe-
rior, dado que a primeira pessoa escolhida nio ter tido alguma educagio superior e € de % apro-
babilidade de a terceira pessoa escolhida ndo ter tido alguma educagiio superior, dado que as duas

primeiras pessoas escolhidas nio terem tido alguma educagio superior, a probabilidade solicita-

A 3 :
daéde 3 - 31 - 55 = 7o57 ou, aproximadamente, 0,225, ]

6.51  Se A ¢ oevento de um astronauta ser integrante das forgas armadas, T € o evento de ter si-
do um piloto de testes ¢ W é o evento de ser um cientista renomado, expresse cada uma das
probabilidades seguintes em simbolos: a probabilidade de que um astronauta
(a) que foi piloto de testes ser integrante das forgas armadas;

(b) que ¢ integrante das forgas armadas ser um cientista renomado:

() que nio & um cientista renomado ter sido um piloto de testes;

(d) que nio ¢ integrante das forcas armadas e que nunca foi um piloto de testes ser um
cientista renomado.

DddXd e—

i

6.52 Com referéncia ao Exercicio 6.5, expresse cada uma das probabilidades seguintes em pa-
lavras: PLAIW), PCA'|IT) PLA' N WIT e (AW N T).

SOID

6.53  Um departamento de orientagio profissional testa estudantes de virias maneiras. Se fé o
evento de um estudante apresentar alto escore de inteligéncia. A € o evento de um estudan-
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le acusar escore elevado em adaplagio social e NV € o evento de um estudanie apresentar

tendéncias neurdticas, expresse simbolicamente a probabilidade de que um estudante

(a) com alto escore de inteligéneia apresentar tendéncias neurdticas;

(b) que ndo apresenta alto escore em adaptagio social ndo apresentar alto escore de inte-
ligéneia;

{¢)  com tendéncias neurdticas nio apresentar escore elevado nem em inteligéncia nem
em adaptagiio social.

6.54  Dentre os 30 candidatos a um cargo numa instituigio linanceira, alguns sio casados e ou-
tros ndio sdo, alguns tem experiéncia no mercado bancirio e outros ndo tem, segundo os
dados exatos apresentados a seguir.

Casados  Solteiros

Algrma e’.‘l’p-:’!'jfm‘.‘fﬂ': 6 | 3
Nenhuma experiéneia 12 | 9

ae o gerente da instituigio escolher ao acaso o primeiro candidato a ser entrevistado, se M
¢ o evenlo de o primeiro candidato a ser entrevistado ser casado, E ¢ o evenio de o primei-
ro candidato a ser entrevistado ter experiéneia no mercado bancirio. expresse em palavras
¢ caleule as probabilidades seguintes: P(M N E) e P(EIM).

6.55 Utilize os resultados obtidos no Exercicio 6.54 para verificar que

PIMNE)

PIEIM) = W

6.56 Com relagiio ao Exercicio 6.54, expresse em palavras e calcule as probabilidades seguin-
tes: P(E"), PIM'N EY e PIM' | EY).

6.57  Utilize os resultados obtidos no Exercicio 6.56 para verificar que

HR P{M M ET)
SR = PLE")

6.58 A probabilidade de um dnibus da linha Rio — Sao Paulo partir no hordrio € de 0,80 ¢ a pro-
babilidade de o Gnibus partir no hordrio e chegar também no hordrio € de 0,72,
{a) Qual € a probabilidade de um &nibus que parte no hordrio chegar também no hordrio?
{b) Se hduma probabilidade de 0,75 de que tal dnibus chegar no hordrio, qual ¢ a proba-

bilidade de um dnibus que chegar no hordrio ter partido também no hordrio?

6.59  Uma pesquisa realizada junto a mulheres em posiciio de cheflia mostrou gue hi uma proba-
bilidade de 0,80 de uma tal mulher gostar de tomar decisGes linanceiras ¢ uma probabilida-
de de 0,44 de uma tal mulher gostar de tomar decisoes linanceiras e lambém estar disposia
a assumir riscos sérios. Qual ¢ a probabilidade de que uma mulher em posigiio de chefia,
que goste de tomar decisoes linanceiras, esteja também disposta a assumir riscos sérios?

6.60 A probabilidade de uma estudante de uma faculdade adquirir um computador portitil € de
0,75: se ela comprar um tal computador, as chances de suas notas melhorarem so de 4 para 1.
Qual ¢ a probabilidade de essa aluna adquirir um computador portitil ¢ melhorar suas notas?

6.61 Dentre os 40 volumes de bagagem embarcados num Onibus do acroporto de Heathrow pa-
ra o centro de Londres. 30 siio destinados ao Hotel Dorchester ¢ 10 s@o destinados ao Ho-
tel Savoy. Se dois dos volumes sio furtados do dnibus enquanto este aguarda uma luz ver-
de, qual € a probabilidade de ambos terem por destino o Hotel Dorchester?
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6.62  Se duas cartas sio retiradas ao acaso de um baralho comum de 52 cartas, qual sio as pro-
babilidades de ambas cartas serem de copas se a primeira carta retirada
(a) for recolocada antes de retirar a segunda;
{b) ndo for recolocada antes de retirar a segunda?
A distingiio enire as duas paries desse exercicio ¢ importanie em Estatistica. O que [ze-
mos na parte (a) chama-se amostragem com reposiciio, ¢ o que foi feito na parte (b). cha-
ma-s¢ amostragem sem reposicio.

6.63 Oseventos A e C sio independentes se P(A) = 0,80, P(C)=095¢e P(A N C)=0,767
6.64 Os eventos M e N siio independentes se PIM) = 0,15, P(IN) = 0.82¢ PIM NI N) = 0,127

6.65 No Exemplo 6.20, fornecemos P(H N J") = 0,28 e por isso escrevemos 0,28 na regido cor-
respondente a & N J' no diagrama de Venn da Figura 6.1 1. Utilizando a informacio forne-
cida no Exemplo 6.20, a saber, que P(H) = 0,70 ¢ P(J) = 0,60, complete as probabilidades
associadas com as trés outras regies do diagrama de Venn da Figura 6.11,

6.66 Consultando o Exercicio 6.65 e utilizando as probabilidades associadas com as guatro re-
gides do diagrama de Venn da Figura 6,11, mostre que
(a) P(HN =10,70, 0 que confere com o que foi dite & pdgina 156 sobre o evento H serin-
dependente do evento J,
(b) PlJy=PUH) = P{J]H'} = (0,60, o que confere com o que [oi dito & pdgina 156 sobre
o evento J ser independente do evento .

6.67 Numa certa cidade, a probabilidade de ser aprovado na primeira tentativa no exame de di-
regio para a carteira de motorista € de 0,75. Depois disso, a probabilidade de ser aprova-

Figurs 6.11
Diagrama de Venn
do Exercicio 6.65.

Figura 6.12
Diagrama de Venn (&
do Exercicio 6.68.




SNeWsGGH

Carituio & Alcumas REGRAS DE ProBasilinape 161

do € de 0,60, independentemente de quantas veres a pessoa tenha sido reprovada, Qual ¢
a probabilidade de conseguir ser aprovado no exame de diregio na quaria tentativa?

6.68 Por mais estranho que parega, € possivel um evento A ser independente de dois eventos B
¢ C quando considerados individualmente, mas nio quando considerados em conjunto.
Verifique que essa € a situagiio retratada na Figura 6.12, mostrando que P(A|B) = P(A) ¢
P(A|C) = P(A) mas P(A|B U C) = P(A).

6.13  Em centa cidade, a probabilidade de um dia chuvoso de julho ser seguido por um outro dia
chuvoso ¢ de 0,70, ¢ a probahilidade de um dia ensolarado ser seguido por um dia chuvo-
s0 ¢ de 0,40, Supondo que todos os dias nessa cidade sdo ensolarados ou chuvoesoes ¢ que
o tempo de um dia depende somenie do iempo do dia anterior, qual € a probabilidade de
um dia chuvoso ser seguido por dois outros dias chuvosos, depois por dois dias ensolara-
dos e, linalmente, por outre dia chuvoso?

BB O TEOREMA DE BAYES

Embora P(A|B) e P(B|A) sejam simbolos um pouco parecidos, hd uma grande diferenga entre as
probabilidades que representam. Por exemplo, na pdgina 155, calculamos a probabilidade P(G|N)
de uma loja especializada numa marca de pneus fornecer bom servigo dentro da garantia, mas o
que queremos dizer quando escrevemos P(N|G)? Essa € a probabilidade de uma loja de pneus que
presta bons servigos dentro da garantia ser uma loja especializada numa marca de pneus. Para dar
um outro exemplo, suponha que B seja o evento de uma pessoa cometer um furto e G o evento de
a pessoa ser condenada pelo furto, Entdo P(G|B) € a probabilidade de a pessoa que cometeu um
furto ser condenada pelo erime, e P(B|G) ¢ a probabilidade de uma pessoa que foi condenada por
um furto ter efetivamente cometido o crime. Portanto, em ambos exemplos, invertemos a situa-
¢iio; por assim dizer, a causa se tornou o efeito ¢ o efeito se tornou a causa,

Comuo, em Estatistica, hd muitos problemas que envolvem tais pares de probabilidades con-
dicionais. procuremos uma formula que expresse P{B|A) em termos de P(A|B) para quaisquer dois
eventos A ¢ B. Para tanto. igualamos as expressoes de P(A N B) nas duas formas da regra geral de
multiplicaciio & pagina 157, e obtemos

PiA) - PLBIA) = P(B) - PA|B)

¢ portanto

P(B)- PLA|B)

PLBJA) =
(R14) P(A)

depois de dividir por P(A).

MNum certo estado onde os automdveis devem ser testados quanio i emissao de gases poluentes,
25% de todos os automdveis emitem guantidades excessivas de gases poluentes. Ao serem lesta-
dos, 99% de todos os automdveis que emitem gquantidades excessivas de gases poluentes siio re-
provados, mas 7% dos que ndo emitem quantidades excessivas de gases poluentes também sio
reprovados. Qual ¢ a probabilidade de um automdvel que € reprovado no teste efetivamente emi-
tir uma quantidade excessiva de gases poluentes?

Solucéie Denotando por A o evento de o automével ser reprovado no teste e por B o evento de o automé-
vel emitir uma quantidade excessiva de gases poluentes, inicialmente traduzimos as percentagens
dadas em probabilidades ¢ escrevemos P(B) = 0,25, P(AIB) = 0,99 ¢ P(A|B") = 0,17, Para calcular
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P(B|A) pela formula
PiB)- PIA|B)

P(B|A) = P(A)

precisamos primeiro determinar £{A) e, para isso, consideremos o diagrama de drvore da Figura
6.13. Nesse diagrama, podemos alcangar A ou ao longo do ramo que passa por B, ou ao longo do
ramo que passa por B', e as probabilidades de isso ocorrer siio, respectivamente, de (0,25)(0,99) =
0.2475 e (0,75)0L17) = 0,1275.

Como as duas alternativas representadas pelos dois ramos sdo mutuamente excludentes, ve-
mos que P(A) = 0,2475 + 0.1275 = 0,3750. Assim, substituindo na formula de P(BJA) obtemos

F(B)- PtAIB) 02475

FiBIA) = =
(BIA) Pid) 0.3750

= (.66

Essa € a probabilidade de um automdével reprovado no teste realmente emitir uma quantidade ex-
cessiva de gases poluenies. |

B PAIE)=099 A

P(B)» P(ATB) = (0,25} (0.,99)
=0,2475

Figura 6.13
Diagrama de dr-
VOre para o exems-
plo de teste de AT 007 3 P8 - PALBY) = (075) (0a7)
emissio, = = (L1275

Com referéncia ao diagrama de drvore da Figura 6.13, podemos dizer que P(BJA) € a proba-
bhilidade de o evento A ter sido alcangado através do ramo superior da drvore e mostramos que
essa probabilidade ¢ igual & razio da probabilidade associada quele ramo da drvore pela soma
das probabilidades associadas com ambos ramos. Esse argumento pode ser generalizado para o
caso em que hd mais de duas “causas” possiveis. ou seja, mais de dois ramos conduzindo ao
evento A. Com referéncia 4 Figura 6.14, podemos dizer que P(B, | A) ¢ a probabilidade de o
evento A ter sido alcangado através do i~ésimo ramo da drvore (com i= 1,2, 3,. . .. ou k) ¢ pode
ser mostrado que essa probabilidade € igual i raziio da probabilidade associada ao i-ésimo ramo
pela soma das probabilidades associadas com todos 0s & ramos que alcangam A. Formalmente,
CSCIeVemos

Se By, B,, . . ., e B, sdo eventos mutnamente excludentes dos quais um deve ocorrer, entdo

TeoremA BB P(B;) - P(AIB)
DE BAYES P(B)- P(AIB) + P(By) - P(AIB) + -+ P(By) - P(AIB)

parai=1,2,..,0uk,

Observe que a expressiio no denominador €, na verdade, igual a P(A). Essa formula para calcular
P(A), quando A ¢ alcangado através de um dentre vdrios passos intermedidrios, ¢ denominada re-
gra de eliminagao ou regra de probabilidade total.
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1 Al s
_{ '} ‘:.. P(R)Y P(AIB)

R BAE) 2 pay.paisy

Figura 6.14 < # ele. elc.
<

Diagrama de drvore \{H

para o teorema de T~ B, PAIB)

Bayes,

{'Pfﬂ*]n' MALR)

AN 6.27 Numa fdbrica de enlatados, as linhas de produgiio 1, I1 e I respondem por 50, 30 e 20% da pro-
ducio total. Se 0,4% das latas da linha [ sdo lacradas inadequadamente e as percentagens corres-
pondentes is linhas 11 e 111 sio de 0.6% ¢ 1,29, respectivamente, qual ¢ a probabilidade de uma
lana lacrada impropriamente {e descoberta na inspegiio final de produtos prontos) provir da linha
de produgio 17

Solugdio Denotando por A o evento de uma lata ser lacrada inadequadamente e por B, B, ¢ B, os eventos de
uima lata provir das linhas L, 11 ou 11, podemos traduzir as percentagens dadas em probabilidades
¢ escrever P(B,) = 0,50, P(B,) = 0,30, P(B,) = 0,20, P(A | B,) = 0,004, P(A | B,) = 0,006 ¢ P(A | 8,)
=0,012. Assim, as probabilidades associadas aos trés ramos do diagrama de drvore da Figura 6.15
sdp (0,50)((0,004) = 0,0020, (0,30)(0,006) = 0,0018 ¢ (0.2000,012) = 00024, ¢ a regra de elimi-
nagiio fornece P(A) = 0,0020 + 0,0018 + 0.0024 = 0,0062. Em scguida, substituindo esse resulta-
do junto com a probabilidade associada ao primeiro ramo do diagrama de drvore, obtemos

P(BIA) = 2002 = 032

arredondado até a scgunda casa decimal [ |

Como poede ser visto nos dois exemplos desta segiio, a formula de Bayes € uma regra mate-
matica relativamente simples. Sua validade € inquestiondvel, mas fregiientemente t1€m surgido
criticas quanto & sua aplicabilidade, Isso ocorre porque ela envolve uma espécie de raciocinio “in-
verso'”, a saber, um raciocinio que parte do efeito para a causa. Isso ocorreu no Exemplo 6,26, on-
de ficamos imaginando se o fato de um avtomdvel ser reprovado no teste de emissio foi ocasio-
nado ou causado pela emissio de uma quantidade excessiva de gases poluentes. Analogamente,
no exemplo precedente. ficamos imaginandoe se o fato de uma lata ter sido lacrada inadequaca-
mente foi ocasionado ou causado pela linha de produgdo 1. E precisamente esse aspecto do Teo-
rema de Baves que faz com que ele desempenhe um papel importante na inferéncia estatistica, na
gual nosso raciocinio vai dos dados amostrais observados para as populagies de onde provém.

Lgels G0
// produghioe 1
(.30 Linha de 0,004

=
Bl A
= (030000006 = 0,001 8
\\ e (0.30)0.006)
-4
4

"-:'* (0.500(0.004) = 0.0020

Figura 6.15 =
Diggrama de drvore \I\..\inhu de
para 0 Exemplo ;

a— |11
.27, mﬂtﬂﬂ'ﬁﬁ m

'-"‘ (0.20000,012) = 0,0024
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&

*6.70

#6.71

6,72

*6.73

“6.74

“6.75

*6.76

6,77

&
A probabilidade de um Famoso maratonista nigeriano participar da Corrida de Sio Silves-
tre ¢ de 0,60. Se ele ndo disputar a corrida, a probabilidade de o campedo do ano passado
voltar a vencer ¢ de 0,66 mas se ele disputar a corrida, a probabilidade de o campedio do
ano passado voltar a vencer ¢ de apenas 0,18, Qual € a probabilidade de o campedio do ano
passado voltar a vencer?

Com referéncia ao Exercicio 6.70, suponha que néio saibamos muito sobre a corrida mas
que ouvimos pelo ridio que o campedo do ano passado voltou a vencer. Qual € a probabi-
lidade de o famoso maratonista nigeriano nio ter participado da corrida?

Um rato de laboratdrio num labirinto ganha comida se dobrar i esquerda ¢ uma descarga
elétrica se dobrar & direita. Na primeira tentativa existe uma chance equilibrada de o rato
dobrar para qualquer lado; depois, se tiver ganho comida na primeira tentativa, a probabi-
lidade de dobrar & esquerda na segunda tentativa € de (0,68 ¢ se tiver levado um chogue na
primeira tentativa, a probabilidade de dobrar & esquerda na segunda tentativa € de 0,84,
Qual ¢ a probabilidade de o rato dobrar & esquerda na segunda tentativa?

Com referéncia ao Exercicio 6.72, qual € a probabilidade de o rato que dobrar & esquerda
na segunda tentativa também ter dobrado i esquerda na primeira tentativa?

MNuma [dbrica de produtos eletrdnicos, ¢ sabido por experiéncia acumulada que a probabi-
lidade de um operdrio novo que tenha fregiientado o curso de treinamento de pessoal cum-
prir sua quota de produgiio ¢ de 0,86 ¢ que a probabilidade de um operdrio novo que niio
tenha freqientado o curso de reinamento de pessoal cumprir sua gquota de produgiio ¢ de
(0,35, Se 80% de todos operdrios novos freglientarem o curso de treinamento, qual € a pro-
babilidade de um operdrio novo

{a) ndo cumprir sua quola;

(b} que cumprir sua quola ndo ter [regilientado o curso de treinamento de pessoal?

No Exercicio 5,71, pedimos ao leitor supor que a probabilidade de um certo teste diagnos-
licar corretamente uma pessoa diabética como sendo diabéuca € de 0,95 ¢ que a probabi-
lidade de diagnosticar uma pessoa que nio € diabética como sendo diabética ¢ de 0,05,
Dado que cerca de 10% da populagio € diabética. pedimos ao leitor adivinhar a probabi-
lidade de uma pessoa diagnosticada como sendo diabética realmente ser diabética, Agora
utilize o Teorema de Bayes para responder correlamente essa questio,

O jardineiro de uma certa casa nio € confidvel: a probabilidade de ele esquecer de mo-
lhar as roseiras durante a auséncia dos donos da casa ¢ de § As roseiras dessa casa ji es-
tio em sitvagio deplorivel; se regadas, a probabilidade de morrerem € de % mas se ndo
forem regadas, a probabilidade de morrerem € de 7. Quando retornam i casa, os donos
constatam que as roseiras morreram. Qual ¢ a probabilidade de o jardineiro nfio ter re-
gado as roseiras? (Do liveo The Theory af Probability de Hans Reichenbach, University
of California Press, 1949.)

As duas firmas Ve W pretendem apresentar propostas para a concorréncia de uma obra de
construgao de uma rodovia, que pode ou nio ser concedida, dependendo do volume das
propostas. A firma V apresenta sua proposta com uma probabilidade de 1 de aanhar a con-
corréncia, desde que a firma W niio concorra, Ha uma chance de 3 para | de que W con-
corra e, nesse caso, a probabilidade de V ganhar a concorréncia € de apenas 3.

{(a) Qual ¢ a probabilidade de V ganhar a concorréncia?

(b) Se V ganhar a concorréncia, qual € a probabilidade de W néo ter concorrido?
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*6.78 Uma lirma de programas de computador tem uma linha telefnica 0800  disposicio de
seus clientes, A firma constata que 48% das chamadas envolvem quesites sobre @ aplica-
¢io do programa, 38% envolvem problemas de incompatibilidade com o computador ¢
145 envolvem a impossibilidade de instalar o programa no computador do usudrio, Essas
irés categorias de problema tém probabilidades de 0,90, 0,15 ¢ 0,80 de serem resolvidas.
{a) Encontre a probabilidade de um telefonema para a linha 0800 envolver um problema

que nio pode ser resolvido.
{b) Se uma chamada envolver um problema que nio pode ser resolvido, qual € a proba-
bilidade de esse problema se referir & incompatibilidade com o computador?

#6.79 Uma explosio num tanque de gds natural liquefeito que estava sofrendo reparos pode ter
sido o resultado de elewicidade estdtica, do mau funcionamento do equipamento eléwrico,
da chama direta em contalo com o revestimento, ou de agio deliberada (sabotagem indus-
trial). Entrevistas com os engenheiros que estiveram analisando o risco levaram bs estima-
tivas que uma lal explosdo ocorre com probabilidade de 0,25 por causa de eletricidade es-
tdtica, com probabilidade de 0,20 por causa de mau funcionamento do equipamento elé-
trico, com probabilidade de 0,40 por causa de chama direta e com probabilidade de 0,75
por causa de agio deliberada. Essas entrevistas também forneceram estimativas subjetivas
das probabilidades dos quatro casos, como sendo de 0,30, 0,40, 0,15 ¢ 0,15, respectiva-
mente. Com base em toda essa informagiio, gual € a causa mais provdvel da explosio? (Do
livro Probability and Statistics for Engineers, 3vd. Ed., de 1. Miller and J. E. Freund, Up-
per Saddle River, N.JI., Prentice Hall, Inc., 1985}

#*6.80 Para obter respostas a questdes delicadas, utiliza-se as vezes um método denominado tée-
nica de resposta aleatorizada. Suponha, por exemplo, que queiramos determinar a per-
centagem dos alunos de uma grande universidade que fumam maconha. Preparamos 20
cartdes e escrevemos “Eu fumo maconha pelo menos uma vez por semana™ em 12 deles,
onde 12 € uma escolha arbitriria, e “Eu ndo fumo maconha no minimo uma vez por sema-
na” nos outros. Em seguida, pedimos a cada estudante (dos escolhidos para a entrevista)
que escolha um dos cartdes ao acaso e responda “sim” ou “ndo” sem revelar a pergunta
que estd no cartio.

{a) Estabeleca uma relagiio entre P(Y), a probabilidade de um estudante responder “sim™,
¢ P(M), a probabilidade de um estudante da universidade escolhido aleatoriamente
fumar maconha pelo menes uma vez por semana.

(b) Se 106 dos 250 estudantes responderam “sim™ sob essas condigfes, utilize o resulta-
do da parie (a) e ?3% como uma estimativa de P(Y) para estimar P{M).

#6.81 “Uma dentre 1rés caixas indistinguiveis contém 2 moedas de 1 centavo, a outra contém
uma moeda de | centavo ¢ uma de 10 centavos ¢ a terceira contém duas moedas de 10 cen-
tavos. Escolhendo uma destas trés caixas ao acaso, tiramos uma moeda ao acaso da caixa
sem olhar para a outra moeda. Se a moeda que tirarmos for uma de 1 centavo, qual € a pro-
babilidade de a outra moeda da caixa também ser uma de | centavo? Sem pensar muito a
respeito, podemos argumentar que hi uma probabilidade equilibrada de a outra moeda da
caixa também ser de 1 centavo. Afinal de contas, a moeda que tiramos deve ter sido tirada
da caixa com uma moeda de | centavo e uma de 10 centavos ou da caixa com duas moe-
das de 1 centavo. No primeiro caso, a outra moeda na caixa serd uma de 10 centavos e no
segundo uma de 1 centavo e € razodvel dizer que estas duas possibilidades sio igualmen-
te proviveis.”

Utilize o teorema de Bayes para mostrar que a probabilidade de a outra moeda também ser
de um centavo ¢, na realidade, £.
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material deste capitulo raramente ¢ coberto em cursos introdutdrios de Estatistica,
exceto pela discussdo acerca da esperanga matemitica na Secio 7. 1. Decidimos in-
clui-lo agui por causa do papel bisico nos fundamentos da Estatistica desempenha-
do pela teoria de decisio, que ¢ uma abordagem formal de tomada de decisio. Como sio pe-
quenas as chances de o leitor ter contato com esse material em oultros textos, exceto talvez @
em trabalhos avancados de Administracdo, esperamos que o material das Sectes 7.2¢ 7.3
niio seja omitido de tode. Por outre lade, as Secdes 7.2 ¢ 7.3 foram marcadas com um aste-
riseo como sendo opeionais, ¢ poderiam ser omitidas sem perda de continuidade. Em outras pa-
lavras, uma abordagem mais informal de tomada de decistes ¢ sulicientemente adequada para o
restante do texto.

Quando tomamos decisdes em lace de incerteza, elas raramente se baseiam apenas na proba-
bilidade. Comumente, devemos também saber algo sobre as conseqiiéncias potenciais (lucros,
perdas, penalidades ou recompensas). Se precisarmos decidir se compramos ou nfo um carro no-
vo, nfio basta sabermos que nosso carro velho dentro em breve necessitard de reparos; para tomar
uma decisiio sensata, precisamos saber, entre oulras coisas, o custo dos reparos ¢ o valor de troca
de nosso carro velho. Suponhamos, também, que um construtor precise decidir se apresenta pro-
posta para um trabalho que lhe promete um lucro de 120,000 unidades monetdrias com probabi-
lidade de 0,20, ou um prejuizo de 27.000 unidades monetirias (em consegiiéncia, por exemplo,
de uma greve) com probabilidade de 0,80, A probabilidade de o construtor ter lucro niio ¢ muito
grande, mas, por outro lado, a quantia que ele pode ganhar ¢ muito maior do que a quantia que
pode perder. Esses dois exemplos mostram a necessidade de um método que permita combinar
probabilidades e conseqiiéneias, ¢ por isso introduzimos o conceito de esperanca matematica na
Secho 7.1,
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Nos Capitulos 11 a 18, abordamos muitos problemas diferentes sobre inferéneia. Estima-
mos quantidades desconhecidas, westamos hipdteses (suposighes ou alegagtes) ¢ faxemos pre-
visdes, sendo que em tais problemas € essencial que, direta ou indiretamente, tenhamos cm vis-
ta as conseqiiéneias do que fazemos. Alinal, s¢ ndo hd nada em jogo, nem penalidades. nem re-
compensas ¢ ninguém se importa, por que ndo estimar em 210 kg o peso médio de um gato do-
méstico, por que nao aceitar a alegagio de que. adicionando dgua i gasolina, poderemos [azer
250 km por litro de gasolina com nosso velho carro, e por que ndio prever gue, por volta do ano
2250, as pessoas viverio até uma idade de 200 anos? POR QUE NAO, se niio hd nada em jo-
go, nem penalidades, nem recompensas e ninguém se importa? Assim, na Segiio 7.2 damos
alguns exemplos que mostram como as esperancas matemiticas baseadas em penalidades, re-
compensas ¢ oulros lipos de pagamenlos podem ser utilizados na tomada de decisdes e, na Se-
¢io 7.3, mostramos como tais Tatores podem ter de ser considerados a na escolha de (éenicas
estatisticas apropriadas.

B ESPERANCA MATEMATICA

Se uma labela de mortalidade diz gue uma mulher de 50 anos de idade pode esperar viver mais
31 anos, isso ndo quer dizer que realmente esperemos que uma mulher de 50 anos viva até com-
pletar 81 anos e morra no dia seguinte. Da mesma forma, se lemos que uma pessoa nos Estados
Unidos pode esperar comer 474 kg de carne ¢ beber 148.8 | de refrigerante por ano, ou que uma
crianga de 6 a 16 anos pode esperar ir ao dentista 2.2 vezes por ano, ¢ 6bvio que a palavra “espe-
rar” ndo estd sendo empregada no sentido usual, Uma crianca niio pode ir ao dentista 2,2 vezes, ¢
seria realmente surpreendente se encontrissemos alguém que comesse 47.4 kg de carne ¢ bebes-
se 148,38 1 de refrigerante num determinado ano. No gue diz respeito is mulheres de 50 anos, al-
gumas viverdo mais 12 anos, algumas viverio mais 20 anos, algumas viverdio mais 33 anos, ... e
a esperanga de vida de “mais 31 anos” deve ser interpretada como uma média ou, como chama-
mos agui, uma esperanga matemitica,

Originalmente, o conceito de esperanga matemadtica surgiu em relagio aos jogos de azar e,
em sua forma mais simples, ¢ o produto da quantia que um jogador pode ganhar pela probabili-
dade de o jogador ganhar.

EXEMPLO @ Qual ¢ a esperanga matemdtica de um jozador que pode ganhar 50 unidades monetdrias se, ¢ so-
mente se, uma moeda equilibrada apresentar coroa?

Solucdo  Se a moeda for equilibrada e jogada aleatoriamente, ou seja, a probabilidade de dar coroa é % L En-

1o a esperanga matemdtica do jogador € 50 - -:'5 = 25 unidades monetdrias, =]
EXEMPLO #f Qual ¢ a esperanga matemdtica de alguém que compra um dentre 2.000 bilhetes de uma rifa de

uma viagem para Fernando de Noronha, estimada em 1.960 unidades monetirias?

Soluciie Como a probabilidade de ganhar a viagem ¢ de 27.’—0.*5 = (,0005, a esperanca matemitica ¢
1.96000,0005) = 0,98. Assim, do ponto de vista financeiro, seria insensato pagar mais do que 98 cen-
tavos de unidade monetdria por um bilhete dessa rifa. a menos que a rifa fosse para alguma causa
nobre ou que a pessoa que comprasse o bilhete estivesse obtendo algum prazer com a aposta. |l

Em cada um desses dois exemplos, existe somente um prémio, mas dois pagamentos (resul-
tados) possiveis. No Exemplo 7.1, o prémio era de 50 unidades monetdrias ¢ os dois resultados
eram 30 unidades monetdrias e coisa alguma: no Exemplo 7.2, o prémio era a viagem no valor de
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1.960 unidades monetdrias ¢ os dois resultados eram a viagem no valor de 1,960 umidades mone-
tédrias ¢ coisa alguma, No Exemplo 7.2, poderiamos argumentar que um dos bilhetes da rifa paga-
i o equivalenie a 1.960 unidades monetdrias, ¢ gue cada um dos demais 1.999 bilhetes pagard
coisa alguma, de modo que, na totalidade, os 2,000 bilhetes pagardo o equivalente a 1.960 unida-
des monetdrias ou. em média, % = 0,98 unidades monetdrias por bilhete. Essa média € a espe-
ranga matemdtica. Para generalizar o conceilo de esperanga matemética, considere a modificagio
na rila do Exemplo 7.2 a scguir.

EXEMPLO & (Qual € a esperanga matematica por bilhete se a rifa também sorteia um jantar para dois num res-
taurante famoso, no valor de 200 unidades monetdrias, como prémio de segundo lugar, e duas en-
tradas de cinema, no valor de 16 unidades monetdrias, como prémio de terceiro lugar?

Solucdio  Agora podemos argumentar que um dos bilhetes pagard o equivalente a 1.960 unidades monetd-
rigs, um outro bilhete pagard o equivalente a 200 unidades monetdrias, um terceiro pagard o equi-
valente a 16 unidades monetirias e cada um dos demais 1.997 hilhetes ndio pagard coisa alguma.

Em sua totalidade, portanto, os 2.000 bilhetes pagariio o equivalente a 1.960 + 200 + 16 =2.176

¥ ] 5 ¥ 2 £ i i
unidades monetdrias, ou uma média equivalente a ‘1;% = 1088 unidades monetdrias por bilhe-

te.Olhando para o exemplo de uma maneira diferente, poderiamos argumentar que, se o sorieio
; : : W 007
fosse repetido muitas vezes, uma pessoa com um dos bilhetes ganharia coisa alguma éﬁ <100 =

99.85% do tempo (ou com uma probabilidade de 0,9983) e cada um dos trés prémios ﬁ 100 =

(1,05%: do tempo (ou com uma probabilidade de 0,05). Em média, uma pessoa com um dos bilhe-
tes ganharia o equivalente a 0{0,9985) + 1.960(0,0005) + 200(0,0005) + 16(0,0005) = 1,088 uni-
dades monetdrias, que € a soma dos produtos obtidos multiplicando cada pagamento pela probabi-
lidade correspondente.

A generalizagio desse exemplo leva i defini¢iio a seguir.

Se as probabilidades de ganhar as quantias a,, a,, .. ..oua,5do p,, Py, . . ., € p, onde p, + p,

ESPER*‘*\,NC?\ + -+ p, = |, entdo a esperanga matemdtica é

MATEMATICA
E=aipy4+mpr+ - +app

Cada quantia ¢ multiplicada pela probabilidade correspondente e a esperanga matemilica, E, ¢
dada pela soma de todos esses produtos. Na notagio . temosE=3_ a-p.

Mo que diz respeilo as quantias @, ¢ importante ter em mente gue elas sio positivas quando
representam lucros, prémios ou ganhos (isto €, importincias que recebemos), ¢ sdo negativas
quando representam perdas, penalidades ou déficits (isto €, quantias que devemos pagar).

ANl 7.4 Qual € nossa esperanca matendtica se ganharmos 25 unidades monetdrias quando um dado lan-
gado aparecer com | ou 6 pontos e perdermos 12,50 unidades monetdrias quando aparecer com
2, 3.4 ou 5 pontos?

Solucdo  As quantias siio a, = 25 ¢ a, =-12.5, ¢ as probabilidades sdo p, = % = Lep,=1= 2 (supondo que

o dado € equilibrado e que foi jogado ao acaso). Assim, nossa esperanga matemiitica &

2
0 |

1
E =255 +(-125)5 =
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EXEMPLO Egf As probabilidades de um investidor vender um terreno para uma casa na montanha com um lucro
de 2.500, de 1,500, de 500 unidades monetdrias ou com um prejuizo de 5300 unidades monetirias
saode 0,22, 0,36, 0,28 ¢ 0,14, respectivamente. Qual ¢ o lucro esperado do investidor?

Solucdio Substituindo a, = 2.500, a, = 1.500, a, = 500, a,= -500 p, = 0,22, p, = 0,36, p, =028 e p, = 0,14
na formula de £ obtemos

E = 2.50000,22) + 1.50000,36) 4+ 300¢0,23) - 500(0,14)
= 1.160 unidades monetarias =]

() primeiro dos dois exemplos anteriores ilustra o que significa um jogo equilibrado ou hones-
to. E um jogo que niio favorece nenhum dos jogadores, ou seja, um jogo em que a esperanga ma-
temdtica de cada jogador € zero.

Embora tenhamos nos referido ds quantidades a,, a,. . . ., e a, como “quantias”, nio se trata
necessariamente de quantias de dinheiro. A pagina 168 dissemos que uma crianca da faixa etdria
dos 6 aos 16 anos de idade pode esperar ir ao dentista 2,2 verzes por ano. Esse valor é uma espe-
ranga matemdltica, a saber, a soma dos produtos obtidos multiplicando-se (4, 1, 2, 3, 4..... pelas
correspondentes probabilidades de a crianca daquela faixa etdria ir ao dentista aquele niimero de
VELCS PO ano,

(AN 7.6  As probabilidades de a agéncia de uma companhia adrea num certo acroporto receber 0, 1, 2, 3.
4,5, 6, 7 ou 8 reclamacies sobre extravio de bagagem por dia, sdo 0,06, 0,21, 0,24, 0,18, 0,14,
0,10, 0,04, 0,02 ¢ 0,01, respectivamente. Quantas dessas reclamagties essa agéneia pode esperar
receber por dia?

Solucio  Substituindo na férmula da esperanga matemitica, obtemos
E = 00,06) + L(0.21) + 2(0.24) + 3(0.18) + 4(0,14)
+ S00L10) + 600.04) + T(0.02) + S8(0L01)
=275 =
Em todos os exemplos desta secdo, foram dados os valores de tedos as quantias a e as probabili-
dades p e calculamos £. Consideremos, agora, um exemplo em que sio dados o valor da quantia

aede E, ¢ procuramos algum resultado sobre a probabilidade p. e também um exemplo em que
sdo dados p ¢ E ¢ procuramos chegar em algum resultado sobre a.

EXEMPLO [rg Para defender um cliente num processo por danos resultante de um acidente de carro. uma advo-
gada deve decidir se cobra honordrios fixos de 7.500 unidades monetdrias ou de contingéncia,
que ela receberd somente se seu eliente ganhar a causa. Como a advogada estéd estimando as chan-
ces de seu cliente se:

(a) ela prefere honordrios fixos de 7.500 unidades monetarias a uma contingéncia de 25.000
unidades monetdrias;

{(h) ela preﬁzre honoririos de contingéncia de 60.000 unidades monetdrias aos honordrios fixos
de 7.500 unidades monetirias?

Solucdo (a) Se ela acredita que a probabilidade de seu cliente ganhar € de p, a advogada associa uma
esperanga matemdtica de 25.000p A contingéncia de 25.000 unidades monetdrias. Como
ele acredita que os honordrios fixos de 7.5300 unidades monetdrias sio preferiveis a cssa es-
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peranga, podemos escrever 7.500 > 25.000p ¢. portanto,
7.500

35000 ~ =0

P =

(b) Agora a esperanga matemdtica associada i contingéncia € de 60.000p e, como ela acredita
que isso € preferivel aos 7.500 fixos, podemos escrever 60.000p > 7.500 e, portanto,
7.500)

o 5
P> s 0,12 =

Combinando os resultados das partes (a) e (b) do Exemplo 7.7, mostramaos que 0,125 < p < 0,30, on-
de p & a probabilidade subjetiva da advogzada sobre o sucesso de seu cliente. Para reduzir ainda mais
o intervalo de probabilidade, poderiamos variar os honordrios como nos Exercicios 7.9 ¢ 7.10.

DEEEe) 7.8  Um amigo diz que “daria seu brago direito” por nossos dois ingressos para uma noite nos cama-
rotes do Sambddromo. Para colocar isso em termos de dinheiro, propomos que ele nos pague 220
unidades monetdrias (o prego real dos dois ingressos) mas que s6 receberd os ingressos se tirar
um valete, uma dama, um rel ou um 85 de um baralho de 52 cartas; caso contririo, ficamos com
os ingressos ¢ os 220, Qual € o valor dos dois ingressos para o nosso amigo se ele considera equi-
librado esse acordo?

Solucdie  Como hi quatro valetes, quatro damas, quatro reis e quatro ases, a probabilidade de nosso amigo
obter os ingressos & de é’%. Portanto, a probabilidade de ele ndo obter os ingressos éde | — l—? = %‘;
¢ a esperanga matemstica associada & aposta ¢

16 36 16
E=a-—+0.==a.—
52 52 52
onde a € o valor que ele atribui a esses ingressos. Igualando essa esperanga matemdtica a 220 uni-

dades monetdrias, que ele considera um preco justo a pagar pelo risco, obtemos

16 52-220 : :
o — = =TI5 J
a: & 220 e a T3 715 unidades monetirias
Isso ¢ quando valem os dois bilhetes para o nosso amigo, =

&

7.1 Uma associagiio imprimiu ¢ vendeo 3.000 bilhetes de uma rifa para um quadro que vale
750 unidades monetdrias. Qual € a esperanga matemdtica de uma pessoa que compra um
desses bilhetes?

7.2 Com referéncia ao Exercicio 7.1, qual teria sido a esperanga matemdtica de uma pessoa
que tivesse comprado um desses bilheles se a associagiio tivesse vendido somente |.875
dos bilhetes da rifa?

7.3 Como parte de uma promogio, um fabricante de sabdio oferece um primeiro prémio de
3.000 unidades monetdrias ¢ um segundo prémio de 1.000 unidades monetirias a pessoas
escolhidas aleatoriamente dentre 15.000 pessoas dispostas a experimentar um novo pro-
duto e enviar seu nome ¢ enderego no rétulo. Qual é a esperanga matemadlica de uma pes-
soa que participa dessa promogiio?

F

SOIDIOYIXT —

7.4  Um joalheiro quer liguidar 45 relégios masculinos, com custo unitdrio de 12 unidades mo-
netdrias. Esses 45 reldgios, junio com outros cineo reldgios masculinos de custo unitdrio
de 600 unidades monetdrias, sio colocados em caixas idénticas niio identificadas ¢ cada
chiente pode escolher uma caixa.
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{a) Encontre a esperanga matemdtica de cada cliente.
(b) Qual € o lucro esperado do joalheiro se ele cobra 100 unidades monetdrias pelo pri-
vilégio de poder escolher uma caixa?

7.5  Dois jogadores chegam empatados na final de um torneio de golfe que paga 300.000 uni-
dades monetdrias ao vencedor e 120,000 ao segundo lugar, Nas finais, quais siio as espe-
rangas matemdticas dos dois jogadores se:

{a) eles &m as mesmas chances;
(b) o mais jovem ¢ favorito com apostas de 3 a 27

7.6  Sedois times chegam empatados numa série final do tipo melhor de sete partidas (ganha
quem veneer gquatro), as probabilidades de a série final durar 4, 5, 6 ou 7 jogos sdo 1/8. 1/4,
316 ¢ 3/16, respectivamente, Nessas condigtes, quanlos jogos podemos esperar que se le-
nha na série final?

7.7 Um impertador paga 12.000 unidades monetdrias por um carregamento de ameixas ¢ as
probabilidades de que ele conseguird vendé-las por 16.000, 13.000. 12.000 ou somente
10,000 unidades monetdrias sfo, respectivamente, 0,25, 0,46, 0,19 ¢ 0,10. Qual € o lucro
bruto esperado do importador?

7.8  Uma firma de seguranga sabe de experiéncia que as probabilidades de ocorréncia de 2, 3,
4, 5 ou 6 alarmes falsos numa dada noite sdo de 0,12, 0,26, 0.37. 0,18 e (LO7, respectiva-
mente. Quantos alarmes falsos a firma pode esperar numa noite qualquer?

7.9  Com referéncia ao Exemplo 7.7, suponha que a advogada prefira honordrios fixos de
7.500 unidades monetdrias a honordrios de contingéncia de 30.000 unidades monetdrias.
Como a advogada estd estimando as chances de seu clienle vencer o processo?

T.10  Com referéncia ao Exemplo 7.7, suponha que a advogada prefira honordrios de contingén-
cia de 37.500 unidades monetdrias a honordrios fixos de 7.500 unidades monetdrias. Co-
mo a advogada estd estimando as chances de seu cliente vencer o processo?

7.11 Uma construtora oferece consertar uma rodovia por 45.000 unidades monetdrias ¢ outra
construtora oferece fazer o mesmo servigo por 50.000 unidades monetdrias, mas com uma
penalidade de 12,500 unidades monetdrias se ndo terminar o servigo em tempo. Se a pessoa
que decide o contrato escolher a segunda construtora, o que isso diz quanto & estimativa des-
sa pessoa sobre a probabilidade de a segunda construtora ndo terminar o servico em tempo?

7.12 O Sr. Pereira acredita que € apenas uma questdo equilibrada aceitar um prémio em dinhei-
ro de 26 unidades monetirias ou apostar em duas jogadas de uma moeda para receber uma
furadeira elétrica se a moeda apresentar cara duas vezes ou, caso contrdrio, receber 5 uni-
dades monetdrias. Qual ¢ o valor em dinheiro que ele atribui a possuir a furadeira?

7.13 O 5r. Santos gostaria de vencer o Sr. Silva no préximo torneio de golfe, mas suas chances
sdo nulas, a menos que ele pague 400 unidades monetdrias por algumas aulas que (de
acordo com o treinador do clube) The dardo uma chance equilibrada de vencer. Se o Sr.
Santos puder contar com essas aulas para ficar em igualdade de condigoes e se ele apostar
1.000 contra x unidades monetdrias com o Sr. Silva numa vitdria, determineg o valor de x.

B TOMADA DE DECISAQ

Diante de incerteza, muilas vezes as esperangas matemdticas podem ser usadas com muita vanta-
gem em tomadas de decistes. Em geral, se devemos escolher entre duas ou mais alternativas, ¢ con-
siderado racional optar pela que oferece esperanca matemédlica “mais promissora™ aque maximiza
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o lucro esperado, minimiza os custos esperados, maximiza as vantagens tribuldrias, minimiza as
perdas esperadas, ¢ assim por dianie, Essaabordagem a tomada de decistes tem um apelo intuitivo,
mias ndo estd livee de complicagGes. Em muitos problemas € dificil, se nio impossivel, associar va-
lores numéricos a todas as quantias a ¢ probabilidades p envolvidas na formula para a esperanca E.
Algumas dessas complicaghes seriio ilustradas nos exemplos a seguir,

Faaaie] 7.9 A divisiio de pesguisa de uma companhia farmacéutica ja gastou 400.000 unidades monetdrias na
determinagio da eficdcia de um novo medicamento contra enjoo do mar, Agora o diretor da divi-
sd0 precisa decidir se devem gastar 200,000 unidades monetirias adicionais para complelar os
testes, sabendo que a probabilidade de sucesso € de somente % Ele também sabe que se os testes
continuarem ¢ o medicamento provar ser eficaz, resuliard um luere de 1.500.000 unidades mone-
tdrias para sua companhia. E claro que se os testes continuarem e o medicamento acabar sendo
ineficaz, isso significard que 600.000 unidades monetdrias da companhia teriam ido “pelo cano”.
Ele também sabe que se os testes ndo continuarem e 0 medicamento for produzido com sucesso
pela concorréneia. isso acarretaria uma perda adicional de 100.000 unidades monetdrias para a
companhia por estar em desvantagem competitiva. O que o diretor da divisiio deveria decidir pa-
ra maximizar o luero esperado da companhia?

SolucGio  Em problemas deste tipo geralmente € itil apresentar as informagdes dadas em forma de tabela
como a seguinte, denominada tabela de pagamentos:

Continuar Acabar com

os lesfes as fesres
Medicamenio |y 560000 | - 500.000
effcas | _
Mﬂdﬂ‘lﬂiiifﬂfﬂ — 600.000 — 400.000
ineficaz | |

Utilizando essa informagiio ¢ as probabilidades 1 ¢ 2 para a eficdcia e ineficicia do medicamen-
to, o diretor da divisdo de pesquisa pode argumentar que o lucro esperado é

1
1.500.000 - §~+- (=600 (Y - % = 100000 unidades monetirias

i 05 lesles conlinuarem ¢

(=500.000) - 13 = (=< 0L000) % 7z = 433,333 unidades monetirias

se 08 testes ndo continuarem. Como um lucro esperado de 100.000 unidades monetdrias € prefe-
rivel a um prejuizo esperado de 433.333 unidades monetdrias, o diretor decide pela continuagio
dos testes.

A maneira pela qual estudamos esse problema ¢ chamada de analise bayesiana, Nesse tipo
de anilise, atribuimos probabilidades is alternativas sobre as quais pairam incertezas (os estados
da natureza que, no nosso exemplo, sdo a eficicia ¢ a inelicdcia o medicamento) ¢ entdo esco-
lhemos a alternativa que prometa o maior lucre esperado ou a menor perda esperada. Como jd foi
dito, essa abordagem da tomada de decisGes niio € sem fatores complicadores. Se vamos utilizar
esperangas matemiticas na tomada de decisbes, € essencial que nossos julgamentos de todas as
probabilidades e todos os resultados relevantes sejam razoavelmente precisos.

FATNNReR 7. 10 Com referéncia ao Exemplo 7.9, suponha que o diretor da divisdo de pesquisa tem um assistente
que estd convencido de que o diretor sobreestimou a probabilidade de sucesso. a saber., que a efi-
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Solucdio

EXEMPLO ESR!

Selucdo

cicia do medicamento deveria ser de .—'q ¢ ndio de % Em que medida essa mudanga na probabili-
dade de sucesso afeta o resultado?

Com essa mudanga, o lucro esperado passa a ser
1 14 i 3
1.500.000 . T -+ (—600.000) - oo 460,000 unidades monetirias

s¢ 05 [esies continuarem e

1 14
{—500.000) - E+ {—400.000) - T

...

= = 406,667 unidades monctdirias

s¢ 08 lestes ndo continuarem. Nenhuma dessas allernativas parcce muilo promissora, mas como
uma perda esperada de 406.667 unidades monetirias ¢ prelerivel a uma perda esperada de
460.000 unidades monetdrias, a decisdio alcangada no Exemplo 7.9 deveria ser revertida. [l

Agora suponha que 0 mesmo assistente diga ao diretor da divisio de pesquisa que a anlecipagio
de luero no montante de 1.500.000 unidades monetdrias também esteja incorreta, jd que ele estd
convencido de que deveria ter sido estimado em 2.300.000 unidades moenetdrias, Como essa mu-
danca afeta o resultado?

Com essa mudanga ¢ a probabilidade de sucesso de {¢ como no Exemplo 7.10, o lucro esperado
passaa ser
2.300.000 - % + (=600.000) - % = — 406.667 unidades monetdrias

s¢ 08 testes continuarem e também de - 406.667 unidades monetdrias se os testes nfio continua-
rem, exalamente como no Exemplo 7.10. Novamenie mudou o resultado; agora parece que a de-
cisdo poderia ser tomada com uma jogada de moeda,
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#7.14 Uma cesta de ofertas contém 5 pacotes que valem 1 unidade monetdria cada um, 5 paco-
tes que valem 3 unidades monetdrias cada um e 10 pacotes que valem 5 unidades monetd-
rias cada um. E racional pagar 4 unidades monetdrias pelo privilégio de escolher aleato-
riamente um desses pacoles?

=715  Um empreiteiro precisa escolher entre duas propostas de trabalho. A primeira promete um
lucro de 120.000 unidades monetdrias com uma probabilidade de § ou um prejuizo de
30.000 unidades monetdrias com uma probabilidade de § (devido a greves e outras inter-
rupgdes); a segunda proposta promete um lucro de 180,000 unidades monetirias com uma
probabilidade de § ou um prejuizo de 45.000 unidades monetdrias com uma probabilida-
de de 1. Qual das duas propostas o empreiteiro deve escolher para maximizar seu lucro es-
perado?

#7.16  Uma arquiteta paisagista deve decidir se concorrerd ao projeto paisagistico de um prédio
pliblico. ( que ela deve fazer se acredita que o projeto oferece uma perspectiva de lucro
de 10,800 unidades monetdrias com uma probabilidade de 0,40, ou de perda de 7.000 uni-
dades monetdrias com uma probabilidade de 0,60 (devidoe is condigdes climdlicas). e que
a obra s6 compensa o investimento de tempo se o lucro esperado for de. pelo menos, 1.000
unidades monetdrias?
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#*7.17 Um caminhoneiro deve entregar um carregamento de material de construgiio em um de
dois locais, uma fazenda que estd a 18 km do depdsito, ou um shoepping que estd a 22 km
do depasito. Ele perdeu a ordem de servigo que indicava o local de enirega. Além disso,
cle deve voltar ao depdsito apds a entrega. A fazenda ¢ o shopping distam 8 km um do ou-
tro. Para complicar ainda mais, o telefone do depdsilo nio estd funcionando. Se o cami-
nhoneiro achar que hd uma probabilidade de } de que a carga deveria ir para a fazenda ¢
de # de que deveria ir para o shopping, para onde deve ele ir primeiro a fim de minimizar
a distiincia a ser percorrida?

#7.18 Com referéncia ao Exercicio 7.17, para onde o caminhoneiro deveria ir primeiro a fim de mi-
. - . . - age - 3 r
nimizar a distincia percorrida esperada se as probabilidades fossem § e § em vez de § e 37

#7.19 Com referéncia ao Exercicio 7.17, para onde o caminhoneiro deveria ir primeiro a fim de

. g T Tl = . 5 . kS
minimizar a distincia percorrida esperada se as probabilidades fossem § e 3 em vez de !

in
eg’

#7.20 O gerente de uma companhia de mineragio deve decidir se continua uma operagio numa
certa localidade. Se continuar e tiver sucesso, a companhia fard um luero de 4.500.000
unidades monetdrias: se continuar e ndo tiverem sucesso, perderd 2.700.000 unidades mo-
netdrias: se interromper a operagdo tendo tido sucesso se tivesse continuado, perderd
1.800.000 unidades monetdrias (por motives de concorréneia); ¢ se interromper a opera-
ao ndo lendo tide sucesso se tivesse continuado, terd um lucro de 4500000 unidades mo-
netdrias (porgque 0s fundos destinados & operagio nfio teriam sido gastos). Qual decisio
maximizaria o lucro esperado da companhia, se o gerente entender que s@o equilibradas
as chances de sucesso?

#1.21  Com referéncia ao Exercicio 7.20. mostre que ndo importa a decisio tomada, se o geren-
i : [ .2
te entender que as probabilidades a favor e contra o sucesso sdo de s e 5.

#7.22  Um grupo de investidores precisa decidir se deve tentar linanciar a construgiio de um no-
vo estddio ou continuar a realizar suas promogies esportivas no estddio de um colégio, O
grupo acredita que se construir o nove estddio ¢ conseguir a franquia de um time de bas-
quete profissional, terd um lucro de 2.050.000 unidades monetdrias ao longo dos proximos
cinco anos; s¢ construir o novo estidio e ndo conseguir a franguia de um time de basque-
te profissional, terd um prejuizo de 500,000 unidades monetdrias; se ndo construir o novo
estadio ¢ conseguir a franquia de um time de basquete profissional, terd um lucro de
1.000.000 umidades monetdrias; ¢ se¢ ndio construir o novo estidio ¢ nfio conseguir a lran-
quia de um time de basquete profissional. poderd lucrar apenas 100.000 unidades mone-
Ldrias com suas oulras promogies.

(a) Apresente toda essa informagio numa tabela como a da pagina 173,

(b) Se os investidores acreditarem num dirigente da liga de basquete profissional que
Ihes diz que as chances sio de 2 a | contra eles conseguirem a franguia de um time
de basquete profissional, o que o grupo deveria decidir a fim de maximizar o lucro es-
perado ao longo dos proximos cinco anos?

{(c) Se osinvestidores acreditarem num editor de esportes de um jornal local que lhes diz
que as chances sio realmente s6 de 3 a 2 contra eles conseguirem a franguia. o que o
grupo deveria decidir a fim de maximizar o lucro esperado ao longo dos préximos
cinco anos?

#7.23  Na auséncia de qualgquer informagao sobre as probabilidades relevantes, um pessimista
pode muito bem querer minimizar a perda mdxima ou maximizar o lucro minimo, ou se-
Jja, querer utilizar o critério minimax ou maximin.
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{a) Com referéncia ao Exemplo 7.9, suponha que o diretor da divisiio de pesquisa da
companhia farmacéutica nio faz idéia da probabilidade da eficdcia do medicamento,
(Qual decisio minimizaria sua perda médxima?

(b) Com referéncia ao Exercicio 7.17, suponha que o caminhoneiro niio faz idéia sobre
as probabilidades de o material de construgio ter de ser entregue em um dos dois lo-
cais de construgio. Para onde deveria ir primeiro para minimizar a distincia mixima
a ser percorrida?

#7.24 Na avséneia de qualguer informaciio sobre as probabilidades relevantes, um otimista po-
de muito bem querer minimizar a perda minima ou maximizar o lucro mdximo, ou seja,
querer utilizar o critério minimin ou maximax.

(a) Com referéncia ao Exemplo 7.10, suponha que o assistente do diretor de pesquisa
tamhém ndio faz idéia da probabilidade da elicicia do medicamento. O que ele deve-
ria recomendar, de modo a maximizar o lucro maximo?

(b) Com referéncia ao Exercicio 7.17, suponha que o caminhoneiro nio faz idéia sobre
as probabilidades de o material de construgio ter de ser entregue em um dos dois lo-
cais de construgio. Para onde deveria ir primeiro para minimizar a distdncia minima
a ser percorrida?

#1.25 Com referéncia ao Exercicio 7.20, suponha que nfio exista informagio alguma sobre o as
chances de sucesso da operagio de mineragio. Qual decisiio o gerente da companhia de-
veria recomendar i diretoria se ele é sempre
{a) muito otimista;

(b) muito pessimista?

#71.26 Com referéncia ao Exercicio 7.22, suponha que nfio exista informagiio alguma sobre ¢ as
chances de o grupo de investidores conseguir a franguia. Um dos investidores votaria a fa-
vor ou contra a construgio de um novo estidio se ele é
(a) um otimista convicto;

(b) um pessimista convicto?

B PROBLEMAS DE DECISAC ESTATISTICA

A Estatistica moderna, com sua énfase na inferéncia, pode ser encarada como a arte, ou a ciéncia,
da tomada de decisdes em face da incertera, Essa abordagem da Estatistica, chamada teoria de
decisao, remonta apenas aos meados do século XX e a publicagio, em 1944, do livro Theory of
Games and Economic Beliavior, de John von Neumann ¢ Oscar Morgensiern ¢, em 1950, do li-
vro Statistical Decision Functions, de Abraham Wald. Como o estudo da teoria de decisiio € bas-
tante complicado matematicamente, limitamos nossa discussio agui a um exemplo em que se
aplica 0 método da Segiio 7.2 a um problema de natureza estatistica.

ATUHEOR 7.12  Dos cinco grupos nomeados pelo governo para estudar o a discriminaciio de sexo no comdéreio, 1,
2.5, 1 e 6 dos membros sio mulheres. Os grupos sfiio encaminhados aleatoriamente a virias cidades
e o prefeito de uma das cidades contrata um consultor para prever quantos membros do grupo en-
viado & sua cidade serfio mulheres. Se o consultor for pago com 300 unidades monetirias mais um
bénus de 600 unidades monetirias, que ele s6 receberd se a sua previsio estiver certa (ou seja, exa-
tamente correta), qual previsio maximiza a importancia que o consultor pode esperar ganhar?

Solug@io  Sc a previsio do consultor ¢ 1, o que ¢ a moda dos cinco mimeros, ele ganhard apenas 300 unida-
des monetirias com probabilidade % ou 900 unidades monetdrias com probabilidade % Assim, ele
pode esperar ganhar
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300 - —5~ 4+ 900 - % = 540 unidades moneldrias

Come pode ser facilmente verificado, isso € o melhor que ele pode fazer. Se sua previsio for 2, 5
ou 6, ele pode esperar ganhar

300 - = + Q00 - 5 = 420 unidades monetinas

e, para qualgquer outra previsiio, sua esperanga € de apenas 300 unidades monetirias. Ed

Este exemplo ilustra o fato (lalvez dbvio) de que, se uma pessoa deve escolher um valor exa-
o *no chute” e se ndo had recompensa por resposta préxima, a melhor previsio € a moda. Para
ilustrar melhor como as conseqiiéncias de uma decisdo podem ditar a escolha de um mélodo es-
latistico de decisdo ou previsdo, considercmos a seguinte variacio do Exemplo 7.12.

A 7.13  Suponha que o consultor receba 600 unidades monetdrias menos uma importincia igual a 40 ve-
7es a magnitude de sew erro. Que previsio maximizard a importincia que ele pode esperar ganhar?

Solucéio  Agora é a mediana que dd as melhores previsdes. Se a previsio do consultor for 2, que é a media-
na dos cinco ndmeros 1, 1, 2, 5 ¢ 6, a magnitude do erro serd 1, 0, 3 ou 4, dependendo de serem
mulheres 1, 2, 5 ou 6 dos membros do grupo enviado a cidade. Conseglientemente, o consultor
ganhard 560, 600, 480 ou 440 unidades monetdrias com probabilidades £, 1, 1 ¢ L, ¢ ele pode es-
perar ganhar

560 - E -+ GO - ; + 480 - % -+ 440 . % = 528 unidades monetdrias
Pode ser mostrado que a esperanga do consultor € inferior a 528 unidades monetirias para qual-
quer valor diferente de 2, mas vamos verificar isso apenas para a média dos cinco ndmeros, que
¢ 3. Nesse caso, a magnitude do erro serd 2, 1. 2 ou 3, dependendo de serem mulheres 1, 2, 5 ou
6 dos membros do grupo enviado i cidade. Assim, o consultor ganhard 520, 560, 520 ou 480 uni-
dades monetdrias com probabilidades £, 1. 1 e L, e ele pode esperar ganhar

520 3 + 560 ; 520. é + 480 % = 520 unidades monetdrias O

A média comega a ser valorizada quando a penalidade, ou seja, a quantia subtraida, aumenta mais
rapidamente com o tamanho do erro; a saber, quando ¢ proporcional ao quadrado do erro.

SRR 7.14  Suponha que o consultor receba 600 unidades monetirias menos uma importincia igual a 20 ve-
zes o quadrado de seu erro. Que previsio maximizard a importincia que ele pode esperar ganhar?
Solucdio  Se a previsio do consultor ¢ BZEEI6 - 3 60 quadrados dos erros serdo 4, 1. 4 ou 9, dependen-
do de serem mulheres 1,2, 50u 6 du@ membros do grupo enviado a cidade. Lurrt...t.pnndum.mutu
te, o consultor ganhard 520, 580, 520 ou 420 unidades monetdrias com probabilidades I 3. 5 e
é ¢ ele pode esperar ganhar
2 1 1 1 . -
520 - 3 + 580 - 3 + 520. -{+42l}~ 5= 512 unidades monetdrias
Como pode ser verificado. a esperanca do consultor € inferior a 312 unidades monetdrias para
qualquer outra previsio (ver Exercicio 7.27). =
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Este terceiro caso € de especial importineia em Estatistica, pois estd estreitamente relaciona-
do com o métodoe dos minimas guadrados. Vamos estudar esse mélodo no Capitule 16, em que
serd utilizado no ajuste de curvas a dados de observagiio mas, além disso, possui outras aplica-
gies importantes na teoria de Estatistica. A idéia de trabalhar com os quadrados dos erros € justi-
ficada porque, na pritica, o grau de sericdade de um erro muitas veres aumenta rapidamente com
o tamanho do emro, mais rapidamente do que a magnitude do proprio erro.

A maior dificuldade na aplicacio dos méodos deste capitulo a problemas reais de Estatisti-
ca ¢ que raramente sabemos os valores exatos de todos os riscos envolvidos, ou seja, raramente
sabemos o valor exato dos “pagamentos” correspondenies s virias possibilidades. Por exemplo,
se 0 Ministério de Saide deve decidir se libera ou ndo um nove medicamento para uso geral, co-
mo poderia atribuir um valor em dinheiro ao dano decorrente do fato de ndo ter aguardado uma
andlise mais detalhada de possiveis efeitos colaterais ou das vidas que poderiam ser perdidas por
nio liberar imediatamente o medicamento para o plblico? Analogamenie, se a banca de admis-
sdo deve decidir quais dentre virios candidatos devem ser admitidos como internos no hospital de
uma faculdade de medicina ou até receber uma bolsa, como € possivel prever todas as conseqiién-
cias que podem estar envolvidas?

O fato de quase nunca dispormos de informages precisas sobre probabilidades relevantes
tambdém cria obstdculos 4 oblengio de critérios adequados de decisio: sem cles, € razodvel basear
as decisoes, digamos, no pessimismo ou no olimismo, como foi leito nos Exercicios 7.23 ¢ 7.247
Questies como essas sao dificeis de responder, mas sua andlise subsidia o objetivo importante de
revelar a ldgica subjacentc ao pensamento estatistico,
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7.27 Comreferéneia ao Exemplo 7,14, em que o consultor recebe 600 unidades monetirias
menos uma quantia igual a 20 vezes o quadrado do erro, quanto ele pode esperar ga-
nhar se
{a) swaprevisio € 1, a moda;

(b) sua previsio ¢ 2, a média?

(Em geral, pode ser mostrado que, para qualquer conjunto de nimeros ¥, ¥, .. . ex,.a
quantidade ¥ (x — £)* & minima quando k= ¥. Neste caso, a importincia subtraida de 600
unidades monetdrias ¢ minima quando a previsio é ¥ = 3.)

7.28  As idades dos sete competidores de um concurso de redagiio sio 17, 17, 17, 18, 20, 21 ¢
23 e suas chances de ganhar sio iguais. Se quisermos prever a idade do vencedor e existe
uma recompensa por acerlar, mas nenhuma por errar, por pouco ou nio, qual previsao ma-
ximiza a recompensa esperada?

7.29  Com relagio ao Exercicio 7.28, qual previsdo maximiza a recompensa esperada se
(a) hd uma penalidade proporcional ao tamanho do erro;
(b) hid uma penalidade proporcional ao gquadrado do erro?

7.300  Alguns carros exibidos num pdtio de um revendedor estio cotados a 1,895 unidades mo-
netdrias, alguns estdo colados a 2.395 unidades monetirias, alguns ¢stao cotados a 2.795
unidades monetdrias ¢ alzuns estiio colados a 3,495 unidades monetirias, Se quisermos
prever a cotaciio do primeiro carro a ser vendido, qual € a previsdo que minimiza o tama-
nho maximo do erro? Qual é o nome dessa estatistica, mencionada num dos exercicios do
Capitulo 37
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7.4 I ISTA DE TERMOS-CHAVE [com indicacao das paginas de suas definicoes)

=
*Andlise bayesiana, 173 *Eelados da natureza, 173
#*Critério maximax, 176 #Jogo equilibrado, 170
*Critério maximin, 175 *Jogo honesto, 170
*Critério minimax, 175 *Tabela de pagamentos, 173
*Crilério minimin, 176 *Teoria de decisfo, 176

*Esperanca matematica, 167
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ExERcicms DE REVISAQ PARA OS CAPITULOS 5, 6 E 7

Figura R.1

Diagrama de Venn
para os Exercicios
R.48, R:49 ¢ R.50.

R.48

R.49

R.50
R.51

R.52

R.53

R.54

R.55

Com referéncia & Figura R.1, expresse simbolicamente os eventos representados pelas re-
gides 1, 2, 3 ¢ 4 do diagrama de Venn.

Com referéncia a Figura R. 1, associe as probabilidades 0,48, 0,12, 0,32 e 0,08 aos even-
tos representados pelas regides 1, 2, 3 e 4 do diagrama de Venn, respectivamente, ¢ encon-

tre P(C), (D) e PIC N D).
Use os resultados do Exercicio R.49 para conferir se os eventos C e [’ sio independentes.

As probabilidades de que a redagiio de um jornal local vi receber pelo menos 0, 1,2, 7
ou 8 cartas a respeito de vma decisiio impopular da dire¢iio da escola municipal s30 0.01;
(,02: 0.05; 0.14: (,16; 0,20; 0,18: 0,15; e 0,09, respectivamente. Quais sio as probabili-
dades de o jornal receber

(2) nomidximo 4 cartas a respeito da decisiio da diregio da escola municipal;

(b) pelo menos 6;

(¢) entre3e5?

Determine se cada uma das igualdades seguintes ¢ verdadeira ou falsa:

(b) ¥ =20-19-18-17; (d) 3t+21+ 1 =5,

Uma pequena imobilidria conta com cinco vendedores em regime de tempo parcial. Uti-
lizando duas coordenadas, de modo que (3, 1), por exemplo. represente o evento de rés
vendedores estarem trabalhando ¢ um estar atendendo um cliente, e (2. 0) represente o
evento de dois vendedores estarem trabalhando mas nenhum deles estar atendendo um
cliente, construa um diagrama andlogo ao da Figura 6.1, mostrando os 21 pontos do es-
pago amostral correspondente.

Com referéneia ao Exercicio R.53, suponha que cada um dos 21 pontos do espago amos-
tral tenha a probabilidade 4; e encontre as probabilidades de

(a) haver pelo menos trés vendedores trabalhando:

(b) pelo menos trés vendedores estarem atendendo clientes;

{¢) nenhum dos vendedores estar atendendo algum cliente;

(d) somente um vendedor trabalhando mas niio atendendo ¢liente.

Um jogador reserva estd disposto a apostar 3 contra 1, mas ndo 4 contra 1, que ele é ca-
paz de correr mais rdpido que um outro jogador reserva, O que isso nos diz sobre a pro-
babilidade que ele associa a ser mais rdpido que o outro jogador reserva?
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*R.56 O fabricante de um novo aditive para bateria precisa decidir se vende uma lata de seu pro-
duto ao prego de 1,00 unidade monctiria ou entdo ao de 1,25 unidades monetdrias com
uma garantia do tipo “o dobro do seu dinheiro de volia se niio ficar satisfeito™, O que pen-
sa ele das chances de um cliente eletivamente vir reclamar o dobro do seu dinheiro, se
{(a) ele decide vender o produto por 1,00 unidade monetiria;

(b) ele decide vender o produto por 1,25 com a garantia;
(c) ele ndo consegue tomar uma decisio?

R.57 De guantas maneiras diferentes uma pessoa pode comprar 250 gramas de quatro dos 15
tipos de café disponiveis numa loja especializada?

R.58 Suponha que uma pessoa jogue uma moeda 100 veres ¢ obtenha 34 caras, que ¢ um re-
sultado muito abaixo do que ela poderia esperar. Em seguida essa pessoa joga a moeda
outras 100 vezes e obtém 46 caras, que ainda estd abaixo do nimero de caras que ela es-
pera. Elabore uma resposta a alegaciio dessa pessoa de que a Lei dos Grandes Ndmeros a
estd decepcionando.

R.59 Se 1.134 dos 1.800 alunos de uma pequena universidade residem na cidade em que se en-
conlra a universidade, estime a probabilidade de que um aluno qualguer da universidade,
escolhido ao acaso, resida na cidade em que se encontra a universidade.

R.600 Numa dieta de baixo colesterol, uma pessoa pode comer quatro ovos em trés semanas,
com nido mais do gue dois ovos numa determinada semana qualquer. Esboce um diagra-
ma de drvore para mostrar as virias maneiras em que essa pessoa pode planejar a distri-
buigiio dos quatro ovos ao longo das rés emanas.

*R.61 O gerente da carteira hipoteciria de um banco acredita que. se um candidato a uma hipo-
teca de 150,000 unidades moneidrias ¢ um bom risco ¢ o banco o aceita, o lucro do ban-
co serd de B.000. Se o candidato ¢ um mau risco ¢ o banco o aceita, o banco perderd
20.000. Se o gerente recusa a proposta do candidato, nfdo haverd lucro nem perda para o
banco. () que deveria fazer o gerente se ele deseja
{a) maximizar o lucro esperado e sente que hd uma probabilidade de 0,10 de o candida-
10 Ser uwm mau risco;

{b) maximizar o lucro esperado e sente que hd uma probabilidade de 0,30 de o candida-
Lo Ser um mau risco;

(c) minimizar a perda mdxima ¢ ndo faz idéia da probabilidade de o candidato ser um
mau risco?

R.62 Como parte de uma campanha promocional no Maranh@o e Piauf, uma companhia distri-
buidora de alimentos congelados oferecerd um grande prémio de 100,000 unidades mo-
netdrias a alguma pessoa que enviar seu nome num formuldrio, com a opgiio de incluir um
rétulo de um dos produtos da companhia. A distribuigio dos 225.000 formulirios recebi-
dos estd dada na tabela seguinte:

Comm et Sem rdtile
Maranhdo | 120,000 | 42.000

Piaui 30,000 | 33.000

Se o ganhador do grande prémio for escolhido por sorteio, mas se o sorteio for arranjado
de modo que as chances de uma pessoa receber o grande prémio sejam triplicadas se ela
tiver incluido um rétulo, quais sdo as probabilidades de que o grande prémio seja dado a
alguém
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{a) que tenha incluido um rétulo;
(b)  do Piaui?

R.63 Um teste consiste em oito questdes do tipo verdadeiro ou falso ¢ quatro questdes de mil-
tipla escolha, cada uma com quatro respostas diferentes. De quantas maneiras um estu-
dante pode marcar uma resposta para cada uma das questies do leste?

R.64 Dentre 1.200 bachardis entrevisiados, 972 disseram que preferem ser tratados por “dou-
tor” do que por “senhor”, Estime a probabilidade de um bacharel preferir ser tratado por
“doutor” em vez de por “senhor™,

R.65 Um armazém dispde de 12 caixas de leite integral e 15 caixas de leite desnatado. Se o pri-
meira de dois clientes comprar uma caixa de leite e o segundo cliente comprar uma cai-
xa de leite de cada tipo, de quantas escolhas possiveis dispde o segundo cliente se o pri-
meiro cliente comprar
{a) umacaixa de leite integral;

(b) umacaixa de leite desnatado.

R.66 Um hotel utiliza trés agéncias locadoras para fornecer carros para seus hospedes: 20%
dos carros provém da agéncia X, 40% da agéncia ¥ e 405 da agéncia Z. Se 14% dos car-
ros de X, 4% dos carros de Y e 8% dos de Z necessitam de alguma regulagem, qual ¢ a
probabilidade de que
(a) um carro necessitando de alguma regulagem seja entregue a um dos héspedes;
(b) se um carro necessitando de alguma regulagem for entregue a um dos hdspedes, o
carro provenha da agéneia X7

R.67  Se for de 0,24 a probabilidade de um colunista esportivo qualquer considerar o Flamen-
oo o melhor time de futebol do Rio de Janeiro, qual € a probabilidade de trés colunistas
esportivos escolhidos ao acaso escolherem todos o Flamengo como o melhor time de fu-
tebol do Rio de Janeiro?

R.68 Se Q¢ oevento de uma pessoa ser qualilicada para um emprego no servigo piiblico e A &
o evento de a pessoa obler o emprego, expresse em palavras quais probabilidades sdo re-
presentadas por P(Q"), P(A | @), P(A'] @) e P(Q'[ A).

R.6% Transforme cada uma das chances seguintes em probabilidades.

(a) Aschances sfiode 21 para 3 de que um determinado piloto nfio vi ganhar as 500 mi-
Ihas de Indiandpolis.

(b) Se sio extraidas, com reposigiio, quatro cartas de um baralho comum de 52 cartas,
hd uma chance de 11 para 5 de que no médximo duas delas sejam pretas.

R.70  As probabilidades de que um servigo de auxilio meciinico vareceber 0, 1, 2.3, 4, Sou 6
pedidos de ajuda durante o hordrio de pigue do fim da tarde sdo de (0,05; 0,12; 0,31; 0.34;
(L12: 0,05; e 0,01, respectivamente. Quantos pedidos de ajuda o servigo de auxilio meci-
nico pode esperar receber durante o horirio de pique do fim da tarde?

R71 SePAY=03T, P(B)=025e AU B)sfiooseventos Ae B
(a) mutvamente excludentes:
(b) independentes?

R.72 Explique por que deve haver um erro em cada uma das alirmagtes seguintes:
(a) P(A}=0.53 ¢ PA N B) =059,
(b) P(C)=083e MC)=0.27.
(¢) Para os eventos independentes E ¢ F, temos P(E) = 0,60, P(F)=0,15¢ PIEN F) =
0.075.
(d) SeP(G)=0.40¢ P(G N H)=030. entiio P(G | H) =0.75.
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R.73  Uma senhora considera que € uma questio equilibrada aceitar 30 unidades monetdrias em
dinheiro ou entiio fazer uma aposta extraindo uma bola de vma urna com 15 bolas verme-
lhas ¢ 43 bolas axuis, com a promessa de receber 3 unidades monetdrias sc a bola exirai-
da for vermelha ou um frasco de um perfume se a bola extraida for azul. Qual € o valor,
ou utilidade, que ela atribui ao frasco de perfume?

R.74 Uma artista estima que possa receber 3.000 unidades monetdrias para um de seus quadros
expostos numa galeria de arte se o quadro receber um prémio, mas somente 2.000 unida-
des monetirias se o quadro nfio receber um prémio. Qual ¢ a estimativa que a artista faz
das chances de seu quadro receber um prémio se ela decide vender o quadro por 3.000
unidades monetdrias antes dos quadros premiados serem anunciados?

R.75 Os tipos de carros considerados para integrar uma frota de tixis de uma companhia fazem
médias de 12, 10, 10, 13 & 10 quilémetros por litro de gasolina. Para preparar o orgamen-
to da companhia o contador supord que cada um dos cinco tipos de carros tem a mesma
chance de ser escolhido. Qual ¢ o consumo, em quilémetros por litro de gasolina, que ele
deve usar para 08 NOVOS Carros se
(a) ¢ muito mais importante para ele estar certo do que estar perto;

(b) ele quer minimizar o quadrado de seu erro?

R.76 A umidade relativa ¢ a temperatura do ar de uma sala de cirurgia de um hospital podem
ser reguladas de seis ¢ oito maneiras, respectivamente. De quantas maneiras diferentes es-
sas duas varidveis podem ser reguladas?

R.77T  Quantas permutagdes diferentes podem ser obtidas com as letras da palavra
(a) poste;
(b) aposia;
{c) macaco;
(d) abacate?

R.78 Um piloto de carros de corrida sente que suas chances de nio vencer a proxima corrida sio
de 5 para 1, de ndo chegar em segundo lugar siio de 8 para | e de ndio chegar nem em pri-
meira nem em segundo sio de 2 para 1. S3o consistentes as probabilidades correspondes?

R.79 O corpo docente do departamento de desenho indusirial de uma escola de Engenharia con-
ta com trés doutores, dois mestres e cinco graduados. Se irés professores sio escolhidos
aleatoriamente para uma banca de monitoria, obtenha as probabilidades de a banca incluir
{a) um professor de cada tipo de formacio;

{b) somente professores graduados:
(¢} um doutor ¢ dois graduados.

R.80 Na Figura R.2, B € o evento de uma pessoa que viajar para o Pacifico Sul visitar a ilha de
Bora Bora, M € o evento de ela visitar a ilha de Mooreae T é o evento de ela visitar o Tai-
ti. Explique em palavras quais eventos siio representados pela regido 4, pelas regides 1 e
3 conjuntamente, pelas regides 3 ¢ 6 conjuntamente, ¢ pelas regides 2, 5, 7 ¢ 8 conjunta-
mente.

R.81 Os detectores de mentira foram utilizados durante a guerra para revelar riscos de segu-
ranga. Como € sabido, os detectores de mentira ndo sio infaliveis. Suponhamos que ha-
Ja uma probabilidade de 0,10 de um deteclor de mentiras nio delectar uma pessoa que
represente realmente um risco de seguranga. e uma probabilidade de 0L03 de o detector
classificar incorretamente uma pessoa que nio represente um risco. Se 2% das pessoas
gue sio submetidas ao teste constituem efetivamente risco de seguranga, qual € a pro-
babilidade de que
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Figura R.2
Diagrama de Venn

para o Exercicio T
R.20.

{a) uma pessoa classificada pelo detector como constituindo um risco de seguranga
constitua realmente um risco de seguranga;
(b) uma pessoa liberada pelo detector realmente ndio constitua um risco de seguranga?

R.82 Um de dois parceiros de uma expedigiio em busca de um naufrdgio pensa que as chances
de terem localizado o navio correto no fundo do mar sio de no méximo 3 para | ¢ o ou-
tro parceire pensa que sio de no minimo 13 para 7. Encontre chances de aposta que satis-
facam ambos parceiros. (Note que nio hd uma dnica resposta.)

R.83 As vezes preferimos uma escolha que tem uma esperanga matemdtica inferior. Suponha
que possamos escolher entre investir 5,000 unidades monetarias num fundo de investi-
mento garantido pelo governo que paga 4,5% ou em agdes de uma companhia de minera-
¢io que nio paga rendimentos mas que tem tido um crescimento médio de 6,2%. Por que
alguém preferiria aplicar no fundo de investimentos?

R.84 As probabilidades de que o sucesso de um pesquisador leve a um aumento de saldrio, uma
promogio, ou ambos sdo, respectivamente, de 0,33, 0,40 e 0,25, Qual é a probabilidade
de que leve a um ou ambos?

R.85 Na Figura R.3, cada resultado do evento A tem o dobro das chances de cada resultado do
evento A, Qual € a probabilidade do evento A7

R.B6 Eshoce um diagrama de drvore para determinar o ndmero de maneiras pelas quais pode-
mos obter um total de 6 pontos em irés jogadas de um dado.

A =

Figura R.3
Diggrama de Venn .
para o Exercicio
R85,
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R.87 Suponha que decidamos com o langamento de uma moeda as respostas de um teste cons-
Lituido por 18 questoes do tipo verdadeiro ou Falso. Qual € a probabilidade de acertar dez
¢ errar oilo questdes?

R.B8 Quatro pessoas estiio se preparando para jogar bridge.
{a) De quantas maneiras dilerentes elas podem escolher parceiros?
(b) De quantas maneiras diferentes elas podem ficar sentadas 4 mesa se s6 nos interes-
sarmos por quem senta i esquerda de quem ¢ quem senta & direita de quem?

R.B9 De quantas maneiras distintas guatro motoristas podem estacionar seus quatro carros
{a) em quatro vagas;
(b) em cinco vagas de um estacionamento?

R.90 Dois amigos estio apostando em jogadas sucessivas de uma moeda equilibrada. Um de-
les comega com 7 unidades monetirias e o outro com 3 unidades monetdrias ¢, a cada jo-
gada, o perdedor paga | unidade monetdria ao vencedor. Se p € a probabilidade de que
aquele que comegou com 7 unidades monetirias ganhe as 3 unidades monetirias de seu
amigo antes de perder suas 7, explique por que 3p — 7(1 — p) deveria ser igual a zero e en-
tio resolva a equagio

em p. Generalize esse resultado para o caso em gue os dois jogadores comegam com a ¢
b unidades monetdrias, respectivamente.
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uando analisamos um conjunto de dados, em geral estamos interessados somenie
em um ou, no maximo, em dois ou rés aspectos do experimento. Por exemplo, um
estudante que fez um teste do tipo verdadeiro ou falso pode estar interessado apenas
no mimere de questoes que ele respondeu corretamente, ¢ ndo em quals 30 essas questoes;
um gedlogo pode estar interessado apenas na idade de uma amosira de rocha, e ndioemsua @
dureza ou composicio: ¢ um socidlogo pode estar interessado apenas no nivel séeio-econd-
mice das pessoas entrevistadas numa pesquisa, ¢ niio em seu Q1L seu peso ou seu saldo ban-
cirio. Também um agronomo pode estar interessado ndio s6 no rendimento por heetare de uma
nova modalidade de trigo, mas também na temperatura em gue germina: ¢ um engenheiro de au-
tomdveis pode estar interessado no tipo e durabilidade dos (ardis propostos para um novo carro-
modelo ¢ depois em seu custo projetado.

Nesses ¢cinco exemplos, o estudante, o gedlogo, o socidlogoe, o agrinomo e o engenheiro es-
tao todos interessados em nidmeros associados com os resultados de situacbes envolvendo um ele-
mento de chance ou, mais precisamente, em valores de varidveis aleatdrias. Como as varidveis
aleatdrias niio sdo nem variiveis ¢ nem aleatdrias, por que tém esse nome? Isso € dificil de saber,

* Como neste capitulo e nos proximos aparece muito material produzido por computador ¢ reprodugdes de janelas de calculadoras
grificas. vamos repetir o que ji loi dito no Preliicio ¢ no rodapé i pdgina 25, a saber, que o objetive do material de computador e das
reprodugdes de calculadoras grificas ¢ conscientizar o leitor da exisiéncia desses recursos para trabalhar em Estatistica, Entretanio,
gueremos deixar bem claro que niio 3o requeridos nem computador nem calculadora grifica para o uso deste liveo: De Fato, este li-
vro pode ser utilizado efetivamente por leitores que ndo possuam nem tenham acesso Fcil a computadores e a aplicativos estatisti-
cas ou a calculadoras grificas. Alguns dos exercicios estiio marcados com fcones especiais que sugerem o uso de um computador
ot de uma caleuladora grifica, mas sdo opcionais.
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mias um cerlo professor de Matemdtica, dotado de um bom senso de humor, uma vez as compa-
rou aos pés-de-cabra, que ndo s3o nem pés ¢ nem cabras,

Mo estudo de varidveis aleatdrias, em geral estamos interessados nas probabilidades com que
assumem os diversos valores dentro de seu dominio de definigio. ou seja, nas suas distribuicoes
de probabilidade. A introduciio geral is varidveis aleatdrias ¢ is distribuigtes de probabilidade
nas Segies 8.1 ¢ 8.2 ¢ seguida do estudo de algumas das mais importanies distribuigtes de pro-
babilidade nas Segoes 8.3 até 8.6. Entdo abordaremos algumas maneiras de descrever as caracte-
risticas mais importantes das distribuigdes de probabilidade nas Secdies 8.7 ¢ 8.8,

[BE VARIAVEIS ALEATORIAS

Figura 8.1
Espago amosiral
com valores da va-
ridvel aleatdria em
azul,

Para sermos mais explicitos sobre o conceito de varidvel aleatéria, retornemos aos Exemplos 6.1
e 6.14, que tratavam de uma revenda de caminhdes usados, com seus dois vendedores e os trés ca-
minhdes Ford 1998. Desta vez, contudo, queremos saber quantos desses caminhdes os dois ven-
dedores juntos venderio durante a dada semana. Esse total € uma varidvel aleatdria, e seus valo-
res estiio mostrados em azul na Figura 8.1, ao lado de cada ponto do espago amostral dado origi-
nalmente na Figura 6.7,

Em trabalhos mais avangados de Matemadtica, a associagiio de nimeros a pontos de um es-
pago amostral ¢ apenas uma forma de definir uma fungiio. Isso significa que, falando estritamen-
te, as varidveis aleatérias sio funges e nio varidveis, mas a maioria dos principiantes conside-
rada mais fAcil pensar nas varidveis aleatdrias simplesmente como guantidades gue podem as-
sumir diferentes valores, dependendo do acaso. Por exemplo, uma varidvel aleatdria € o nlime-
ro de multas aplicadas por excesso de velocidade diariamente na Rodovia dos Imigrantes e ou-
tras sdo a produgio anual brasileira de café, o niimero de pessoas que semanalmente visitam a
Disneylindia, a velocidade do vento no aeroporto Kennedy, o tamanho da platéia de um jogo de
futebol e o ndmero de erros cometidos por uma pessoa digitando um texto.

Costumamos classificar as varidveis aleatorias de acordo com o nimero de valores que elas
podem tomar e. neste capitulo, vamos considerar apenas varidveis aleatdrias que sio discretas,
ou seja, varidveis aleatdrias que podem tomar apenas um ndmero finito de valores, ou entio um

34009
3
=
2 29004 e 0,02
= 9 3
z
=
=
E
¥ 14010 s 0,06 s (02
] 2 3
(44 (0.10 0,08 0,05
g 0O 7 1 3
Primeiro vendedor



SNeWsGGH

188  EstatisTica APLCADA

nimero infinito enumerdivel de valores (tantos valores quantos sio os ndmeros inteiros). Para qua-
se todas as varidveis aleatdrias discretas, os valores possivels constituem um subconjunio dos in-
teiros. Por exemplo, o niimero de caminhdes que os dois vendedores, conjuntamente, venderiio ¢
uma varidvel aleatdria discreta que apenas pode tomar um valor do conjunto finito de quatro va-
lores 0, 1. 2 ¢ 3. Em comparagiio, 0 nimero do langamento em gue um dado apresenta o 6 pela
primeira vex ¢ uma varidvel aleatdria discreta que pode tomar um valor no conjunto infinito enu-
merdvel de valores 1,2.3.4,. . _E possivel. embora extremamente improvivel, que sejam neces-
sdrios 1.000 langamentos do dado, ou um milhio de langamentos, ou talvez até mais, para que o
& apareca pela primeira vez, Ha também varidveis aleatérias continuas, que surgem guando lida-
mos com grandexas medidas numa escala continua, como o lempo, o peso ou a distincia. Essas
varidveis serdo estudadas no Capitulo 9.

I DiSTRIBUICOES DE PROBABILIDADE

Para obter a probabilidade assumida por uma varidvel aleatéria num valor particular, simplesmen-
te somamos as probabilidades associadas com todos pontos do espago amostral nos quais a varid-
vel aleatdria assume aquele valor. Por exemplo, para encontrar a probabilidade de ambos vende-
dores juntos venderem dois dos caminh@es na semana dada. somamos as probabilidades associa-
das com os pontos (0, 2), (1. 1) e (2, 0) na Figura 8.1, obtendo 0.04 + 0,06 + 0,08 = 0,18. Analo-
gamente, a varidvel aleatdria toma o valor 1 com uma probabilidade de 0,10 + 0,10 = 0,20, e dei-
xamos a cargo do leitor mostrar que para O ¢ 3 as probabilidades sio 0,44 ¢ (L18. Tudo isso estd
resumido na seguinte tabela:

MNimero de
camiihdes vendidos  Probabilidade
0 .44
1 0,20
2 0,18
3 0,18

Esta tabela e as duas que seguem ilustram o que gueremos dizer com uma distribuigio de pro-
babilidade, ou seja, é uma correspondéncia que associa probabilidades aos valores de uma varii-
vel aleatdria.

Uma outra correspondéncia dessas é dada pela tabela a seguir, que mostra o nimero de pon-
tos obtidos na jogada de um dado equilibrado:

Nimera de pontos na
Jogada de um dada Probabilidade

i e L b =
Sl— = = SRE= fh]= =

=]

Finalmente, para quatro langamentos de uma moeda equilibrada hd dezesseis resultados igual-
mente possiveis: KKKK, KKKC, KKCK, KCKK, CKKK, KKCC, KCKC, KCCK, CKKC, CK-
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CK, CCKK, KCCC, CKCC, CCKC, CCCK ¢ CCCC, onde K representa cara ¢ C representa co-
roa. Contando o ndmero de caras em cada caso e aplicando a férmula £ para resultados equiprovi-
veis, oblemos a seguinie distribuicio de probabilidade para o ndmero total de caras;

Meimero de
Serrmas Probabilidade
0 i
! i
2 i
3 it
4 is

Sempre que for possivel, procuramos expressar as distribuigtes de probabilidade por meio de
fSrmulas que nos permitam caleular as probabilidades associadas aos diversos valores de uma va-
ridvel aleatéria. Por exemplo, para o ndmero de pontos obtidos na jogada de um dado podemos
escrever

Fix) = % para x=1,2,3,4.5¢ 6
onde f{1) denota a probabilidade de obter um 1, f{2) denota a probabilidade de obter um 2, e as-

sim por diante, na notagio funcional usual. Aqui, a probabilidade de a varidvel aleatéria tomar o
valor x foi denotada por flx), mas poderfamos té-1a escrito igualmente como glx), h{x). mix), etc.

Verifigue que a distribuigio de probabilidade do ndmero de caras obtidas em quatro langamentos
de uma moeda equilibrada € dada por

()

'ﬁI]IT para x=0,1,2,3e4

4
Selucde  Calculando diretamente, ou utilizando a Tabela X1 do final do livro, obtemos (D) =1 (T)= 4,

4 4 4 : o j
(2) =6, (3)=4 u(4)= 1. Assim, as probabilidades parax =0, 1, 2, 3 ¢ 4 siio 'I“IE T:'n 'Fﬁ- % ¢
1'—6, o gue concorda com os valores dados na tabela & pidgina 514. =

Como os valores das distribuigoes de probabilidades sio probabilidades, € como as varidveis
aleatdrias devem lomar um de seus valores. lemos as duas regras seguintes gue se aplicam a qual-
quer distribui¢io de probabilidade:

s valores de uma distribui¢io de probabilidades devem ser niimeros do intervalo de
fal
A soma de todos os valores de uma distribuicio de probabilidades deve ser igual a 1.

Essas regras permilem-nos determinar se uma fungiio (dada por uma equaciio ou por uma tabela)
pode ou ndo servir como distribuigiio de probabilidades de alguma varidvel aleatdria.
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