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Da mesma forma, a Figura 5.9(b) e (¢) nos mostra que, quando f'(¢) ndo existe, f(x) pode ter ou ndo um extremo
relativo em c.

AY AY AY
0 X :
¢\ x :
2 X
(a) (b) ()
Figura 5.9

O ponto ¢ € D(f) tal que f'(c) = 0 ou f'(c) ndo existe, € chamado ponrto critico de f.
Portanto, uma condic@o necessaria para a existéncia de um extremo relativo em um ponto ¢ € que ¢ seja um ponto

critico.

E interessante verificar que uma fungdo definida num dado intervalo pode admitir diversos pontos extremos rela-
tivos. O maior valor da fungao num intervalo é chamado mdximo absoluto da fungdo nesse intervalo. Analogamente, o
menor valor é chamado minime absoluto.

Por exemplo, a fungdo f(x) = 3x tem um minimo absoluto igual a 3 em [1, 3). Ndo existe um madximo absoluto em
I1, 3).

A funcio f(x) = —x* + 2 possui um méximo absoluto igual a 2 em (—3, 2). Também podemos dizer que —7 é
minimo absoluto em [—3, 2].

Temos a seguinte proposigao, cuja demonstragao serd omitida.

5.4.5 Proposicio Seja f:[a, b] — IR uma fungdo continua, definida em um intervalo fechado [a, b]. Entdo T
assume maximo e minimo absoluto em [a, b].

Para analisarmos 0 miximo e o minimo absoluto de uma fun¢do quando o intervalo nio for especificado usamos as
definigbes que seguem.

5.4.6 Definicdo Dizemos que f(c) € o maximo absoluto da fungio f, se ¢ € D(f)e f(c) = f(x) para todos os
valores de x no dominio de f.

5.4.7 Definicdo Dizemos que f(c) é o minimo absoluto da fungio fse ¢ € D(f), e f(c) = f(x) para todos os
valores de x no dominio de f.

5.4.8 Exemplos

(i) A fungdo f(x) = x* + 6x — 3 tem um minimo absoluto igual a —12 em ¢ = —3, j4 que
f(—3) = —12 = f(x) para todos os valores de x € D(f )(ver Figura 5.10(a)).

(ii) A fungdo f(x) = —x* + 6x — 3 tem um méximo absoluto igual a 6 em ¢ = 3, ja que f(3) = 6 = f(x)
para todos os x € D(f) (ver Figura 5.10(b)).
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(@) (b)
Figura 5.10

5.5 Teoremas sobre Derivadas
5.5.1 Teorema de Rolle Seja fuma fungdo definida e continua em [a, b] e derivével em (a, b). Se f(a) = f(b) = 0,
entdo existe pelo menos um ponto ¢ entre a e b tal que f'(c) = 0.

Sob as mesmas hip6teses o teorema de Rolle pode ser estendido para fungdes tais que f(a) = f(b) # 0.
As Figuras 5.11 (a), (b). (¢) e (d) mostram exemplos de fungdes em que o Teorema de Rolle € vilido.

A
Y Y F 3
k= .
.';i c b )(:
(a) (b)
A
Y
Y A
. k
a c b x' x,
(c) (d)
Figura 5.11

Prova: Faremos a prova em duas partes.
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1% parte. Seja f(x) = 0, para todo x, @ = x = b. Entdio f'(x) = 0 para todo x, a < x < b. Portanto, qualquer
numero entre a@ e b pode ser tomado para c.

2% parte. Seja f(x) # 0, para algum x, a < x < b. Como f € continua em [a, b, pela proposicio 5.4.5, f atinge seu
mdximo e seu minimo em [a, b]. Sendo f(x) # 0 para algum x € (a, b), um dos extremos de f serd diferente de zero.
Como f(a) = f(b) = 0, esse extremo ser4 atingido em um ponto ¢ € (a, b).

Como f € derivavel em ¢ € (a, b), usando a proposi¢do 5.4.4, concluimos que f'(¢) = 0.

5.5.2 Teorema do Valor Médio. Seja f uma fungio continua em [a, b] e derivavel em (a, b). Entdo existe um
nimero ¢ no intervalo (a, b) tal que:

f(b) — f(a)

Friey =15—~

Antes de provar este teorema apresentaremos sua inferpretacdo geométrica.
Geometricamente, o teorema do valor médio estabelece que, se a funcdo y = f(x) € continua em [a, b] e derivivel
em (g, b), entdo existe pelo menos um ponto ¢ entre a e b onde a tangente & curva € paralela 4 corda que une os pontos

P (a, f(a)) e Q(b, f(b)) (ver Figura 5.12).

a c b X
Figura 5.12

Prova do teorema do valor médio: Sejam P (a, f(a)) e Q(b, f(b)). A equagio da reta Pb é
b) — f(a
y- fla) = LOZLE )

Fazendo y = h(x), temos:

he) =LO=LD (o) 4 pa),

Como /(x) é uma fungdo polinomial, A(x) € continua e derivdvel em todos os pontos.
Consideremos a fungdo g(x) = f(x) — h(x). Essa fungdo determina a distancia vertical entre um ponto (x, f(x)) do

R d
gréfico de f e o ponto correspondente na reta secante PQ.

Temos:

g(x) = f(x)

L (R}

A fungio g(x) satisfaz as hipéteses do Teorema de Rolle em [a, &]. De fato,
(i)  g(x) € continua em [a, b], jd que f(x) e h(x) sdo continuas em [a, b].
(ii) g(x) € derivdvel em (a, b), pois f(x) e h(x) sdo deriviveis em (a, b).

(i) g(a) = g(b) = 0, pois
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A

g@) = f@) - LO=LD 4 gy — 50y =0

s) = 1) - LR p iy @) =0

Portanto, existe um ponto ¢ entre a e b tal que g'(c) = 0.

Como g'(x) = f'(x) - W, temos:
g(0) = o) - LA
—a
¢, desta forma,
o - 10— 1)
a

e e e e R

5.6 Funcoes Crescentes e Decrescentes

5.6.1 Definicdo Dizemos que uma fungio f, definida num intervalo I, € crescente neste intervalo se para quais-

quer x;,X, € I, x; < x,, temos f(x;) = f(x;) (ver Figura 5.13).

AY

f(x,)
f(x,)

Figura 5.13 Figura 5.14

5.6.2 Definicdo Dizemos que uma fungdo £, definida num intervalo /, € decrescente nesse intervalo se para quais-
quer x;, X; € I, x; < x5, temos f(x;) = f(x;) (ver Figura 5.14).

Se uma fungdo € crescente ou decrescente num intervalo, dizemos que € mondtona neste intervalo.

Analisando geometricamente o sinal da derivada podemos determinar os intervalos onde uma fungéo derivivel ¢
crescente ou decrescente. Temos a seguinte proposicao.

5.6.3 Proposicdo Sejafuma fungdo continua no intervalo [a, b] e derivédvel no intervalo (a, b).
(i) Se f'(x) > 0 paratodo x € (a, b), entdo f € crescente em [a, b];

(i) Se f'(x) < 0 paratodo x € (a, b), entdo f ¢ decrescente em [a, b].

Prova: Sejam x, e x, dois niimeros quaisquer em [a, b] tais que x; < x,. Entdo f € continua em [x;, x,] e derivavel em
(x;, x3). Pelo teorema do valor médio, segue que:
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FEE (o ) el gie F{c) = f(xi)z = J;(x]) (1)

(i)  Por hipétese, f'(x) > 0 para todo x € (a, b). Entdo f'(c) > 0. Como x, < xy, x, — x; > 0.
Analisando a igualdade (1), concluimos que f(x;) — f(x,) > 0, ou seja, £(x,) > f(x;).

Logo, f € crescente em [q, b].

(i) Neste caso, f*(x) < 0 para todo x € (a, b). Temos entdo f'(c) < 0e x, — x, > 0.

Analisando a igualdade (1), concluimos que f(x,) — f(x;) < 0 e, dessa forma, f(x,) < f(x).

Logo, f € decrescente em [a, b].

Observamos que a hipétese da continuidade de f no intervalo fechado [a, b] € muito importante. De fato, tomando
por exemplo, a fungéo:

£10,1]->R
_Jx+1,parald=x<1
f(x) —[1 ,parax =1

temos que f'(x) = 1 > 0 paratodo x € (0, 1) e, no entanto, f ndo € crescente em [0, 1].

A proposi¢do ndo pode ser aplicada porque f(x) ndo € continua no ponto 1.

5.6.4 Exemplos Determinar os intervalos nos quais as fungdes seguintes sio crescentes ou decrescentes.
i f(x)=x+1

Vamos derivar a fungdo e analisar quais os nimeros x tais que f'(x) > O e quais os nimeros x tais que [ (x) < 0.
Temos:

F1{x) = 322

Como 3x? é maior que zero para todo x % 0, conclufmos que a funcao € sempre crescente.
A Figura 5.15 ilustra este exemplo.

AY

sl [ s
>V

-1/
Figura 5.15
(i) f(x) =x*—x+5.

Temos f'(x) = 2x — 1. Ento, para 2x — 1 > 0 ou x > 1/2 a fungdo € crescente.

Para 2x — 1 < 0 ou x < 1/2 a fungdo € decrescente (ver Figura 5.16).
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e

AY
4,75
1/2 i
Figura 5.16
2x> -4, sex=<1
1ii =
) f(x) {—x -1, sex=1
O grifico de f(x) pode ser visto na Figura 5.17.
AY
| |
T >
i X
2 '
-4

Figura 5.17
Se x < 1, entdo f'(x) = 4x. Temos:
dx >0 parax € (0,1);
4x < Qparax € (—=,0).
Se x > 1, temos f'(x) = —1. Entdo, f'(x) < 0 para todo x € (1,+). Concluimos que f € crescente em [0, 1]

e decrescente em (—oc, 0] U [1, +<).

5.7 Critérios para Determinar os Extremos de uma Funcao

A seguir demonstraremos teoremas que estabelecem critérios para determinar os extremos de uma fungao.

5.7.1 Teorema (Critério da derivada primeira para determinacio de extremos) Seja f uma fungio
continua num intervalo fechado [a, b] que possui derivada em todo o ponto do intervalo (a, b), exceto pos-
sivelmente num ponto c.

(i) Se f'(x) > Oparatodox <ce f'(x) < 0 paratodo x > ¢, entdo f tem um méximo relativo em c.

(i) Se f'(x) <Oparatodox < ce f'(x) > 0 para todo x > ¢, entdo f tem um minimo relativo em c.
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Prova do item (i): Usando a proposi¢do 5.6.3, podemos concluir que f ¢é crescente em [a, ¢] e decrescente em [c, b].
Portanto, f(x) < f(c) para todo x # c em (a, b) e assim f tem um médximo relativo em c.

Prova do item (ii): Pela proposicio 5.6.3, concluimos que f é decrescente em [a, c] e crescente em [c, b]. Logo
f(x) > f(c) para todo x # ¢ em (a, b). Portanto, f tem um minimo relativo em c.
A Figura 5.18 ilustra as diversas possibilidades do teorema.

AY AY 1‘\(
flc)=0

"y >0
g

LY I
n - e -
[« 2

bl

Figura 5.18

5.7.2 Exemplos

(i)  Encontrar os intervalos de crescimento, decrescimento e 0s mdximos e minimos relativos da fun¢fio
f(x) =x—7x +6.
Temos f'(x) = 3x* — 7, para todo x. Fazendo f'(x) = 0, vem:
32-7=0
ou, x= i\/‘?'/—ﬂu.
Portanto, os pontos criticos da fungao f sdo +\/?% g = \/ﬁ

Para x < —V7/3, f'(x) € positiva. Aplicando a proposi¢do 5.6.3, concluimos que f € crescente em
(=%, =V7/3). Para —V7/3 < x <V7/3, f'(x) ¢ negativa. Entdo f € decrescente em [—\/7/3,V/7/3]. Para
x >V17/3, f'(x) é positiva e, entdo, f ¢ crescente em [V 7/3, +x).

Pelo critério da derivada primeira concluimos que f tem um maximo relativo em —\/7 /3 e ftem um minimo rela-
tivoem +V7/3.

A Figura 5.19 mostra um esbogo do gréfico de f.

Figura 5.19
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(i) Seja
_J(x=2)*-3,5ex=5
f(")_{yz(xm)‘ se x > 5.

Sex < 5,temos f'(x) = 2(x — 2) e,se x> 5, temos f'(x) = 1/2.

Ainda f/ (5) = 1/2e f'(5) = 6. Logo, f'(5) ndo existe e entdo 5 € um ponto critico de f.
O ponto x = 2 também € ponto critico, pois f'(2) = 0.

Se x < 2, f'(x) € negativa. Entdo, pela proposicio 5.6.3, f¢é decrescente em (—, 2],

Se2 <x <5, f'(x) é positiva. Entdo f € crescente em [2, 5].

Sex > 5, f'(x) € positiva. Entdo f € crescente em [5, +=).
Pelo critério da derivada primeira, concluimos que f tem um minimo relativo em x = 2,
Apresentamos o grifico de fna Figura 5.20.

Figura 5.20

5.7.3 Teorema (Critério da derivada 2? para determinacdo de extremos de uma fungio) Sejam
fuma fungdo derivdvel num intervalo (a, b) e ¢ um ponto critico de f neste intervalo, isto €, f'(c¢) = 0, com
a < ¢ < b. Se fadmite a derivada f" em (a, b), temos:

(i) Se f"(c) < 0, ftem um valor mdximo relativo em c.

(i) Se f"(c) = 0, ftem um valor minimo relativo em c.

Prova: Para provar este teorema utilizaremos o seguinte resultado que nio foi mencionado no Capitulo 3. “Se lim f(x)
x—*a

existe e é negativo, existe um intervalo aberto contendo a tal que f(x) < 0 para todo x # a no intervalo.”

Prova do item (i): Por hipétese f”(c)existe e f"(c) < 0. Entio,

. f'(x) = f'(c)

"(c) = < 0.
e = B
Portanto, existe um intervalo aberto /, contendo c, tal que

1 x) — ’ c
Fixh=rie) f()<0.paratodox6f. (1
xX—c
Seja A o intervalo aberto que contém todos os pontos x € [ tais que x < c. Entdo, ¢ € o extremo direito do inter-

valo aberto A.
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Seja B o intervalo aberto que contém todos os pontos x € / tais que x > ¢. Assim, ¢ é o extremo esquerdo do inter-
valo aberto B.

Se x € A, temos x — ¢ < 0. De (1), resulta que f'(x) > f'(c).

Se x € B, x — ¢ > 0. De (1), resulta que f'(x) < f'(c).

Como f'(c) = 0, concluimos que, se x € A, f'(x) >0e,se x € B, f'(x) < 0. Pelo critério da derivada primeira
(Teorema 5.7.1), f tem um valor méximo relativo em c.

A prova de (ii) € andloga.
5.7.4 Exemplos Encontre os maximos e os minimos relativos de f aplicando o critério da derivada segunda.
(i) f(x) =18x + 3x? — 4x°,
Temos:
f'(x) =18 + 6x — 12x*
e f'(x)=6—24x

Fazendo f'(x) = 0, temos 18 + 6x — 12x* = 0. Resolvendo esta equagio obtemos os pontos criticos de f que sao
32e —1.

Como f"(3/2) = =30 < 0, f tem um valor méximo relativo em 3/2.

Como f"(—1) = 30 > 0, ftem um valor minimo relativo em —1.

@ f(x) =x(x—1)>%
Neste exemplo, temos:

fx®) =x-2(x=1) + (x - 1)*-1

=322 —-dx +1
e f"(x)=6x—4.

Fazendo f'(x) = 3x* — 4x + 1 = 0 e resolvendo a equagao obtemos os pontos criticos de £, que neste caso sdo
1e1/3.

Como f"(1) =2 > 0, ftem um valor minimo relativo em 1. Como f"(1/3) = =2 < 0, ftem um valor médximo
relativo em 1/3.

(iii) f(x) = 6x — 3x? + %xs.
Temos:
f'(x)

e [f"(x)=—-6+3x

3
6—6.x+§x2.

3
Fazendo f'(x) = 0, temos 6 — 6x + 2 x* = 0. Resolvendo a equagiio, obtemos x = 2, que neste caso € o tnico

ponto critico de f.

Como f"(2) = 0, nada podemos afirmar com auxilio do Teorema 5.7.3.

Usando o critério da derivada primeira ou a visualizagao do grafico da fungéo na Figura 5.21, podemos concluir que
a funcio dada € sempre crescente. Portanto, nio existem médximos nem minimos relativos.

Com as informagdes da se¢iio seguinte vamos poder constatar que (2, 4) € um ponto de inflexdo.
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Figura 5.21

“
5.8 Concavidade e Pontos de Inflexio

O conceito de concavidade é muito iitil no esbogo do grafico de uma curva.

Vamos introduzi-lo analisando geometricamente a Figura 5.22.

Na Figura 5.22 (a) observamos que dado um ponto qualquer c entre a e b, em pontos préximos de ¢ o gréfico de f
estd acima da tangente a curva no ponto P(c, f(c)). Dizemos que a curva tem concavidade voltada para cima no interva-
lo (a, b).

AY
y=f(x)

(b)

Figura 5.22

Como f'(x) € a inclinagdo da reta tangente & curva, observa-se na Figura 5.22(h) que podemos descrever essa
mesma situacdo afirmando que no intervalo (a, b) a derivada f'(x) € crescente. Geometricamente, isto significa que a
reta tangente gira no sentido anti-hordrio & medida que avangamos sobre a curva da esquerda para a direita.

Analogamente, a Figura 5.23 descreve uma fungio que tem concavidade voltada para baixo no intervalo (a, b).

Na Figura 5.23(b) vemos que a tangente gira no sentido horério quando nos deslocamos sobre a curva da esquerda
para a direita. A derivada f'(x) é decrescente em (a, b).
Temos as seguintes defini¢des:

5.8.1 Defini¢do Uma fungiio f ¢ dita concava para cima no intervalo (a, b), se f'(x) € crescente neste intervalo.
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AY

= f(x)

y=1(x)

m e = - - -

[
;
:
i
i
i
;
c

(@) (b)

Figura 5.23

5.8.2 Definicdo Uma fungdo f€é concava para baixo no intervalo (a, b), se f'(x) for decrescente neste intervalo.
Reconhecer os intervalos onde uma curva tem concavidade voltada para cima ou para baixo, auxilia muito no traga-
do de seu grifico. Faremos isso analisando o sinal da derivada f" (x).

5.8.3 Proposicao Seja fuma fungdo continua no intervalo [a, b] e derivével até 2* ordem no intervalo (a, b).
(i) Se f"(x) > 0 paratodo x € (a, b), entdo fé concava para cima em (a, b).

(i) Se f"(x) < 0 para todo x € (a, b), entdo f é concava para baixo em (a, b).

Provade (i): f"(x) = [f'(x)],se f"(x) > 0 paratodo x € (a, b), pela proposi¢io 5.6.3, f'(x) €é crescente no inter-
valo (a, b). Logo, f ¢ concava para cima em (a, b).

Analogamente, se prova (ii).
Podem existir pontos no grifico de uma fungéo em que a concavidade muda de sentido. Esses pontos sdo chama-
dos pontos de inflexdo.

5.8.4 Definicdo Um ponto P(c, f(c)) do grifico de uma fungdo continua f ¢ chamado um ponto de inflexdo, se
existe um intervalo (a, b) contendo ¢, tal que uma das seguintes situagdes ocorra:

(i) fé concava para cima em (a, ¢) e cOncava para baixo em (c, b).
(ii) fé€ cdncava para baixo em (a, c) e cOncava para cima em (c, b).

Na Figura 5.24, os pontos de abscissa c,, ¢, c; e ¢4 sdo pontos de inflexdo. Vale observar que ¢, e ¢4 $80 pontos de
extremos de f e que fndo € derivavel nesses pontos. Nos pontos ¢, e ¢, , existem as derivadas f'(¢,) e f'(c4). Nos cor-
respondentes pontos (¢, f(c,)) e (c4, f(c4)) a reta tangente corta o grafico de f.

AY

U-----_--—---

G &G G
Figura 5.24

c,

m I
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5.8.5 Exemplos Determinar os pontos de inflexdo e reconhecer os intervalos onde as fungdes seguintes tem con-
cavidade voltada para cima ou para baixo.

(i f(x)=(x-1)>~
Temos:

() =3(x—1)
e f"(x)=6(x—-1).

Fazendo f"(x) > 0, temos as seguintes desigualdades equivalentes:

6(x—1)>0
x—1>0
x>1.

Portanto, no intervalo (1, +), f"(x) > 0. Analogamente, no intervalo (—, 1), f”(x) < 0. Pela proposi¢do 5.8.3
[ € concava para baixo no intervalo (—, 1) e no intervalo (1, +) f é concava para cima.

No ponto ¢ = 1 a concavidade muda de sentido. Logo, neste ponto, o grifico de ftem um ponto de inflexio.

Podemos ver o grifico de f na Figura 5.25.

TY

Figura 5.25

(i) f(x) =x'-x%
Temos:

f'(x) =4x® - 2x
e f"(x)=12x*-2.
Fazendo f"(x) > 0, vem:

12x* -2>0

x? > 1/6.

V6

6
> — < - —
Entdo, x 3 ou x 6

Portanto, f tem concavidade para cima nos intervalos

(= ()
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6 V6
No intervalo ( = %, %). f"(x) < 0. Portanto, neste intervalo f ¢ céncava para baixo.
V6 +V6

Nos pontos ¢, = BCy = a concavidade muda de sentido. Logo, nestes pontos o gréfico de ftem pon-

6
tos de inflexao.

A Figura 5.26 mostra o grifico de f onde assinalamos os pontos de inflexdo.

AY

\CE
ol

Figura 5.26

b parax = 1

1 - (x—1)% parax > 1.

(iii) f(x) = [

Para x < 1, f'(x) =2x e f"(x) =2. Para x > 1, f'(x) = =2(x — 1) e f"(x) = —2. Logo, para
x € (—=,1), f"(x) >0 e, portanto, f é cbncava para cima neste intervalo. No intervalo (1, +%), f"(x) < 0.
Portanto, neste intervalo f € concava para baixo.

No ponto ¢ = 1, a concavidade muda de sentido e assim o gréfico de f apresenta um ponto de inflexdo em ¢ = 1.

O gréfico de f pode ser visto na Figura 5.27. Observamos que no ponto ¢ = I, f tem um méximo relativo.

AY

——
x¥

Figura 5.27

5.9 Analise Geral do Comportamento de uma Funcio

Utilizando os conceitos e resultados discutidos nas iltimas se¢des, podemos formar um conjunto de informagdes
que permite fazer a anélise do comportamento das fun¢des. O uso da representacdo algébrica em sintonia com a repre-
sentagdo grafica val propiciar uma discussdo interessante sobre virias propriedades e caracteristicas das fungoes. Essa
andlise € importante no contexto da resolucdo de problemas priticos que serd discutida na se¢do seguinte.
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5.9.1 Construcao de Graficos

O quadro a seguir apresenta um resumo que podera ser seguido para analisar o comportamento de uma fungéo a
partir de sua representagio algébrica. Neste caso sua andlise pode culminar com um esbogo grifico destacando as pro-
priedades e caracteristicas da fungao.

Etapas | Procedimento = Definicdes e Teoremas Utilizados
JA Encontrar D( f).
28 Calcular os pontos de intersecgido com os eixos.
_{Qpa_n@ao requer muito célculo.)
» | Encontrar os pontos criticos. B Secdo 5.4. _
44 Determinar os intervalos de crcscimentor :

e decrescimento de f(x). Proposigio 5.6.3.

5* | Encontrar os maximos e minimos relativos. | Teoremas 5.7.1 ou 5.7.3.
| & 2 =
| 6" | Determinar a concavidade e os pontos de inflexdo de f. Proposigdo 5.8.3.
T . Encontrar as assintotas horizontais e verticais, se existirem. Definigdes 3.14.1 e 3.14.3.

8 Esbogar o grifico.
m

5.9.2 Exemplos Esbogar o grifico das fungdes:

i f(x) =3x* — 8x> + 6x% + 2.

Seguindo as etapas propostas, temos:
14 etapa. D(f) = R.

2% etapa. Intersecgdo com o eixo dos y.
f) = 2.

Fetapa. f'(x) = 12x> + 24x? + 12x.

Resolvendo 12x* + 24x + 12x = 0, encontramos x; = 0 e x, = 1, que sdo os pontos criticos.

4% etapa. Fazendo f'(x) > 0, obtemos que 12x* — 24x? + 12x > 0 quando x > 0. Portanto, f € crescente para x = 0.

Fazendo f'(x) < 0, obtemos que 12x* — 24x* + 12x < 0 quando x < 0. Portanto, f € decrescente para x < (.

5% etapa. Temos f”(x) = 36x* — 48x + 12.
Como f"(0) = 12 > 0, temos que o ponto 0 € um ponto minimo e f(0) = 2 € um minimo relativo de f.
Como f"(1) = 0, nada podemos afirmar.

6% etapa. Fazendo f”(1) > 0, temos que 36x? — 48x + 12 > 0 quando x € [(—2,1/3) U (1, +=)].

Entdo, f é concava para cima em (—o, 1/3) U (1, +=).
Fazendo f”(x) < 0, temos que 36x° — 48x + 12 < O para x € (1/3, 1). Entdo f € concava para baixo em (1/3, 1).

Os pontos de abscissa 1/3 e | sido pontos de inflexao.

7% etapa. Nio existem assintotas.
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8 etapa. Temos na Figura 5.28 o esbogo do grifico.

xV

Figura 5.28

2

X
x—3

() f(x) =

O dominio de fé D() = R — {3}.

Temos,
i _ X(x—=6)
f (I) - (x _ 3)2
e
" _ 18x — 54_
f (x) - (x _ 3)4

Fazendo f'(x) = 0, temos:
—6
x(x 3 -0
(x —3)
e, entdo, x = () e x = 6 sfo pontos criticos.

Vemos que f'(x) > 0quando x € [(—x,0) U (6, +=)]. Assim, f¢é crescente em (— =, 0) U (6, +=). Fazendo
f'(x) <0, vemos que f é decrescente em [0, 6].

Como f"(0) < 0, temos que 0 € ponto de médximo relativo e, como f"(6) > 0, temos que 6 & ponto de minimo
relativo.

Ainda f(0) = 0 € o mdximo relativo de fe f(6) = 12 é o minimo relativo de f.
Fazendo

18x — 54

[CRE i

f'(x) =

obtemos que f é concava para cima em (3, +2) e fazendo

o« _ 18x—54
f (x)" (x_3)4<0’

obtemos que f € concava para baixo em (—, 3).
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Determinando os limites

2 9
i = — = 4x
o Sl
e
2 9
1- = —_—= — 00
e x=3 0

encontramos que x = 3 € assintota vertical. Ndo existe assintota horizontal.

A Figura 5.29 mostra o esbogo do gréfico de f(x) = LS
-y

\

AY

JI. 'l _’
3 6 X
Figura 5.29

Gil) f(x) = (x + 1),

O dominio de f(x) € D(f) = R.

f(x) corta o eixo dos y no ponto y = 1, jd que f(0) = 1. Corta o eixo dos x em —1, ja que resolvendo (x + "3 =0,
obtemos x = —1.
Fazendo

Fx) =3+ =0,

conclufmos que ndo existe x que satisfaga f'(x) = 0. Como f'(—1) ndo existe, o tinico ponto critico de fé x = —1.
Como f'(x) é sempre positiva, concluimos que a fung@o € sempre crescente. Nio existem madximos nem minimos.

Como

f"(x) = -_9—2 (I 4 1)—5;‘3'

conclufmos que, parax < —1, f”(x) > O e, portanto, f € concava para cima em (—%, —1). Quandox > —1, f"(x) <0
e entdo f € concava para baixo em (—1, +=).

O ponto de abscissa x = —1 ¢ um ponto de inflexao.

N#o existem assintotas.
A Figura 5.30 mostra o gréfico de f(x).
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>V

Figura 5.30

5.9.3 Analise de Graficos

Para o desenvolvimento desta secio estamos supondo o uso de uma ferramenta grifica para a construgdo inicial do
grifico da fungdo. A partir do gréifico sugerimos as etapas apresentadas no quadro a seguir para a analise do comporta-
mento da fungdo, destacando suas propriedades e caracteristicas.

" Etapas | Procedimento Observagiio Visual
1# Construgdo do grifico usando Verificar se a janela e a escala utilizadas estdo
I um software. adequadas para uma boa visualizagao.
2 Encontrar D(f). Observar a variagao no eixo dos x.
" Encontrar o conjunto imagem. Observar a variagido no eixo dos y.
48 Analisar as raizes reais da funcio. Verificar pontos em que a curva corta o
eixo dos x.
5" Analisar os pontos criticos, identificamos Observar o formato do gréfico, identificando
os extremos da fungao. pontos angulosos ou pontos em que a reta
tangente seja paralela ao eixo dos x.
6 Analisar os intervalos de crescimento Observar o grifico, verificando
| ou decrescimento. o crescimento e o decrescimento no €ixo
dos y 4 medida que os valores de x
‘ crescem.
™ '| Discutir a concavidade da fungéo e a ‘ Observar o formato do
. existéncia de pontos de inflexao. grifico: “concavidade para baixo” ou
i | “concavidade para cima”.
d | o o SR - — B — " .
8 | Analisar a existéncia de assintotas. Visualizar as tendéncias da curva,
rhrEil : L _- i

5.9.4 Exemplos
Discutir as propriedades e caracteristicas das fungoes:

1
(i) f(x)= %x"’ - 2x% - Exz + 30x + 10

Vamos seguir as etapas propostas:

1¢ Erapa. Na Figura 5.31 temos o gréfico da fungao.

24 Ertapa.

Para encontrar o dominio vamos observar o grifico e constatar que estamos diante de uma fungao cujo

dominio é formado por todos os nimeros reais, conferindo com o fato de estarmos diante de uma fungdo polinomial.
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P

Figura 5.31

3% Etapa. E possivel observar que o conjunto imagem estd no intervalo [f(—2),+%). Podemos fazer o célculo da
imagem de —2 e confirmar o resultado [—32, +5).

4% Etapa. Ao observar os pontos em que a curva corta o eixo dos x, podemos afirmar que esta fungdo tem duas raizes
reais. De forma aproximada podemos estimar os valores x = — 03ex = — 3,L.

5% Etapa. E possivel verificar a existéncia de dois pontos de minimos relativos e um ponto de méximo relativo. Temos:
»  ponto de minimo em ¥ = —2;
. ponto de maximo em x = 3;

. ponto de minimo em x = 5.

6% Etapa. O crescimento desta func@o estd bem identificado a partir da visualizagdo grdfica. Temos:
. decrescimento em ( — %, —2);
. crescimento em (—2, 3);
. decrescimento em (3, 5);
. crescimento em (5, +),

7* Etapa. Podemos observar que a fungio tem concavidade distinta em diferentes intervalos, apresentando dois pon-
tos de inflexdo. As abscissas desses pontos estdo proximas do zero e do quatro, delimitando os intervalos da concavidade
inicialmente para cima, posteriormente para baixo ¢ finalmente para cima.

8% Etapa. Esta fungdo nio tem assintotas.

(ii) flr)y=1+ cost

Seguindo as etapas propostas, temos:
1* Etapa. Na Figura 5.32 mostramos o gréfico da funcido.
2¢ Etapa. O dominio da fungdo € o conjunto dos mimeros reais.

3% Etapa. O conjunto imagem da func¢io € o conjunto dos niimeros reais.

: : L m
4% Etapa. A funcgao tem uma tnica raiz real proxima de x = =1
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4

e

5m/2 27 -3mw/2 m w2 w2 w  3m2 2w

Figura 5.32
5% Etapa. A fung¢io ndo admite pontos de maximos e de minimos.
6% Etapa. A funcido é sempre crescente.

7¢ Etapa. A funcdo tem de forma alternada intervalos de comprimento 7 em que a sua concavidade € voltada para cima

2n + 1
e depois para baixo. Os pontos de inflexdo estdo localizados em pontos tais que x = % com »n pertencente ao
conjunto dos nimeros inteiros.
8% Erapa. O grafico ndo tem assintotas.
4+ x%
m x = .
i) F() =40
1° Etapa. A Figura 5.33 mostra o grifico da fungio dada.
R §
34 5 86 8 9
Figura 5.33
2% Etapa. A funcio estd definida no conjunto dos nimeros reais, exceto nos pontos x = 2e x = —2.

3% Etapa. O conjunto imagem da fungdo pode ser representado por (—, —1) U[1, +=).
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A e
4“ Etapa. Esta fungdo ndo tem raizes reais.

5% Etapa. A fungdo apresenta em seu dominio um ponto de minimo relativo em x = 0.

6“ Etapa. Temos os seguintes intervalos de crescimento e decrescimento:
* decrescimento em (—=, —2)e (—2,0);

¢ crescimento em (0, 2) e (2, +=).

7 Etapa. A fungdo ¢ concava para cima no intervalo (—2, 2) e concava para baixo nos intervalos (—%, —2) e (2, +x).
Apesar de existir a mudanga da concavidade, a fungio néo tem pontos de inflexdo, pois a mudanga de concavidade ocorre
em pontos que nao pertencem ao dominio da fungdo.

8“ Etapa. Observamos a existéncia das seguintes assintotas:
* verticalemx = —2ex = 2;
* horizontalem y = —1.

Salientamos a partir dos exemplos discutidos que, para fazermos uma andlise detalhada do comportamento de uma
funcdo, € importante contar com as representagoes algébrica e gréifica da fungao.

5.10 Exercicios

1. Em cada um dos seguintes casos, verificar se o Teorema do Valor Médio se aplica. Em caso afirmativo, achar
® um niimero ¢ em (a, b), tal que

o _ f(b) — f(a)
pRey ==

Interpretar geometricamente.

(a) f(x)=£:a=2.b=3. (h) f(x)=§;a=*1,b=3.
(@ Ff(x) =x%a=0,b=4 (d f(x) =x%a=-2,b=0.
() f(x) =cosxia=0,b=m/2. (h f(x) =tgxia=m/4,b=3m/4.
(§) f(x)=tgxia=0.b=m/4 (h) f(x)=V1-x5a=-1,b=0.
@ f(x)=Vxa=-1b=1 B f(x) =|xka=-1,b=1.

2. A fungdo f(x) = x*7 — 1 étalque f(—1) = f(1) = 0. Por que ela nio verifica 0 Teorema de Rolle no interva-
lo[—1,1]?

3. Seja f(x) = —x* + 8x? + 9. Mostrar que f satisfaz as condigdes do Teorema de Rolle no intervalo [—3, 3] e
determinar os valores de ¢ € (— 3, 3) que satisfacam f'(c) = 0.

4. Usando o teorema do valor médio provar que:

(a) |senf —sena|=|0 —al, VO, a €E R;
(b) senf =46, 60=0
5. Determinar os pontos criticos das seguintes fungoes, se existirem.

(@) y=3x+4. (b) y=x*-3x+8.
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) y=2+2x—x. d y=(x—-2)(x+4).
() y=3-x () y=x"+2x>+5x+3.
(@ y=x'+4x’ (h) y=senx
(1) y=cosux (j) y=senx — cosux
(k) y=¢e"—x 0 y=(x"-9)7%
X

(m) == n) y=|2x- 3]

x x<=<0
(o) f(x) _{xz. =0

6. Determinar, algebricamente, os intervalos nos quais as fungdes seguintes séo crescentes ou decrescentes.

Fazer um esboco do grifico, comparando os resultados.

(@ f(x)=2x-1. (b) f(x) =3 - 5x.

© f(x)=3x2+6x+7. @ f(x)=x+2x%—4x+2.
@ f(x)=(x—1)(x—2)(x+3). ") f(x) =%+sen X,

(&) filx)=2% (h) f(x) =e™™

) f(x) = xe™. 0N flx) = xx_zl_

B Fo=xt % @ fx) = fsenx, x € [0, 27)

7. Determinar os mdximos e minimos das seguintes fungoes, nos intervalos indicados.

(@ f(x)=1-3x[-22] ®) f(x) =x*-4,[-1,3]
(c) f(x)=4-3x+3x%[0,3] d f(x)=x*-x4][0,5]
0 fx) =1 sz, =22, O flx)=|x—2[14]
(g) f(x) =coshx, [-2,2]. () f(x) =tghx,[-2,2]
() f(x) = cos 3x,[0,27]. () f(x) = cos’x,[0, 2]

(k) f(x) =sen’ x — 1,[0, w/2).
8. Encontrar os intervalos de crescimento, decrescimento, os maximos e os minimos relativos das seguintes fungdes.

(@) f(x)=2x+S5. (b) f(x) =3x*+6x+ 1.

(c) g(x) =4x’— 8x% (d) h(x) = %ﬁ k: %xz — 6% 44

fi—1
e |

(6’) f(f) = 2 (f) f(f) =r+%.
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1
(g) g(x)=xe" (h) h(x)=—x-
_ x4+ 4 x= =2
(@) f(x) =2 - 6x|. () g(x)={x2_2‘x> -2
3—-4t,1t>0 14+x x<—1
6 k(1) =\4 43 (=0 B JE=) p—p g o
10 — (x — 3)2, x< -2
(m) g(x) =4{5(x —1), —-2<x=-1

-Vl + (x —2)2, x> -1

: /-@ Encontrar os pontos de maximo e minimo relativos das seguintes funcées, se existirem. Fazer um esbogo do

grifico e comparar os resultados.

@ 1{x) ="T~6x+3 (b) g(x) =4x — x%
1 3 2 1 4 ) 3 2
(c) h(x)=§x +355 = Tt% (d) h(x)=1x =gk +4x° — 4x + 8.
e <0 .
(&) f@)= {3& oy M f(x) =6x¥ —2x.
@ flx)=5+(x-2)" Ry flx) =3+ (2x+3%
) - 4): ) ) _ x+1 )
(‘) g(x)_x2+4 (J) h(x)_x2_2x+2
k) flx)=(x+2)%(x—1)° (h  f(x) =x*V16 — x.

0g, X

1 g , i =
Mostrar que y = tem seu valor mdximo em x = e (nimero neperiano) para todos os nimeros g > 1.

Determinar os coeficientes a e b de forma que a funcdo f(x) = x* + ax” + b tenha um extremo relativo no ponto
(—2.1).

Encontrar @, b, ¢ e d tal que a fungdo f(x) = 2ax® + bx? — cx + d tenha pontos criticosem x = 0 e x = 1. Se
a > 0, qual deles € ponto de maximo, qual € ponto de minimo?

Demonstrar que a fungio y = ax’ + bx + ¢, x € R, tem méximo se, e somente se, a < 0; e minimo se, e
somente se, a > (.

Determinar os pontos de inflexdo e reconhecer os intervalos onde as fungdes seguintes tem concavidade voltada
para cima ou para baixo.

@ f(x)=—x>+ 52— 6r. ) f(x) =3x* — 10x> — 12x* + 10x + 9.
= s —3x
@ f(x)= T @ fix) =2xe*~
(¢} [f(x)=r*e 0 f(I)Z4VI+1_¥IZ_1-
t*+9

(h) f(t) =e'cost, t €10,27]
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15.

16.

, 2x — x3, x <1 _ Wi )
@ S = {x, x=1 W fx) = 4-x x>2
Seguindo as etapas apresentadas em 5.9.1, fazer um esbogo do grafico das seguintes fungdes:
—x> 3 5
(a) y=x2+4x+2 (b) y=-3—t+ ;—2x+g
(C) y = __x4 + §x3 = 2x2 (d) y =x + —
4 3 X
3Ix +1 4
e = =
€ {x:+ 2)(x— 3) 0 ) Vx+2
(g y=x" (h) y= In(2x + 3)
’@ Usando uma ferramenta gréfica, construir o gréfico das fungdes seguintes, analisando suas propriedades e
caracteristicas como apresentado em 5.9.3.
3 9 2
(@ y=(x-3)(x+2) (b) y=x" - x'—12x+3
= x* — 32x + 48 PR ..
() y=x x @ y=_"3
(e) e ) = cosh
# 2-2x-3 W y= *
@ y=e* (h) f(x) = x*senx
() f(x)=xV4—x? () f(x)=x’Inx

1

(k) f(x)=1In (.‘L’2 + 1) (H  f(x)= ﬁ

5.11 Problemas de Maximizacdo e Minimizacéao

A seguir apresentamos alguns problemas praticos em diversas dreas, onde aplicamos o que foi visto nas Segdes 5.4

e 5.7 sobre midximos e minimos.

O primeiro passo para solucionar estes problemas € escrever precisamente qual a fungio que devera ser analisada.

Esta fung@o poderd ser escrita em fungao de uma ou mais variaveis. Quando a fungéo ¢ de mais de uma varidvel, deve-
mos procurar expressar uma das varidveis em fungao da outra.

Com a fungdo bem definida, devemos identificar um intervalo apropriado e entéo proceder a rotina matemdtica apli-

cando defini¢des e teoremas.

5.11.1 Exemplos

(1) Na Biologia, encontramos a férmula ¢ = V - A, onde ¢ € o fluxo de ar na traquéia, V€ a velocidade do ar e
A a 4rea do circulo formado ao seccionarmos a traquéia (ver Figura 5.34).

=/l =

Figura 5.34
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Quando tossimos, o raio diminui, afetando a velocidade do ar na traquéia. Sendo r,, o raio normal da traquéia, a rela-
¢do entre a velocidade V e o raio r da traquéia durante a tosse ¢ dada por V (r) = a * r*(r, — r), onde a é uma constante
positiva.

(a) Calcular o raio r em que é maior a velocidade do ar.

(b) Calcular o valor de r com o qual teremos o maior fluxo possivel.

Solucdo:

(@) O raio r da traquéia contraida ndo pode ser maior que o raio normal r, nem menor que zero, ou seja,
O=r=n.

Neste item vamos encontrar 0 mdximo absoluto da funcdo V(r)em 0 = r < r,,.
Temos:

V(r) =ar’(r,—r):

V'(r) =2ar,r — 3ar.

) 2
Fazendo V'(r) = 2ary r — 3a r®, obtemos os pontos criticos r, = 3foen= 0.

Temos V"(r) = 2ar, — 6ar. Como V"(0) = 2a ry > 0, concluimos que r» = 0 € um minimo relativo. Como
V" (2/3 ry) é um valor negativo, concluimos que r;, = 2/3r, € um valor maximo relativo.
Para r € [0, ry), temos que 0 maximo absoluto é V (2/3r,) = 4a/27r;,

Diante deste resultado, afirmamos que a velocidade do ar na traquéia é maior quando o raio r dela € dois tergos do
raio ry da traquéia nao contraida.

(b) Podemos escrever a fungdo ¢ = V - A em fungao do raio r da traquéia:

d(r) = arz(r{. -r)-wrk

Queremos encontrar 0 maximo absoluto da funcio ¢(r) em 0 = r = r;,.
Temos ¢'(r) = damryr® — Sawr'.

Fazendo ¢'(r) = 4am ror® — Sawr® = 0, obtemos r, = 0 e r, = 4/5 ry como pontos criticos de @(r).

Temos ¢"(r) = 12awryr? — 20anr’.

Logo, ¢" (0) = 0 e &"(4/5r,) = —64/25a 7 ri. Concluimos que em 4/5r, temos um ponto de méximo relativo.
O ponto r; = 0 é um ponto de minimo relativo, pois a fungéo ¢(r) decresce em (— =, 0] e cresce em [0,4/5r,),

O méximo absoluto em [0, r,] serd ¢(4/5 r,), que € igual a 256/3.125a 7 r.

Portanto, o maior fluxo possivel € obtido quando r = 4/5 r,.

(2) Uma rede de dgua potdvel ligard uma central de abastecimento situada na margem de um rio de 500 metros
de largura a um conjunto habitacional situado na outra margem do rio, 2.000 metros abaixo da central. O custo
da obra através do rio € de R$ 640,00 por metro, enquanto, em terra, custa R$ 312,00. Qual € a forma mais
econdmica de se instalar a rede de dgua potdvel?

Solucdo: A Figura 5.35 esquematiza a fungdo que dard o custo da obra:

f(x) = (2.000 — x) - 312,00 + Vx> + 5007 - 640,00.
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—+——— (2000 - x) —+——x
CONJUNTO

HABITACIONAL

-— 500m

[}

CENTRAL DE
ABASTECIMENTO

Figura 5.35

Nosso objetivo serd calcular o minimo absoluto dessa fungao para 0 = x = 2.000.
Temos:

640,00x
X2 + 5007
Resolvendo a equagio

640,00x
=320 4 —m . ),
x2 + 500%

obtemos que x = 279,17 m € um ponto critico.

F(x) = —312,00 +

Temos:

5007 - 640,00
=] = (2 + 50007

Como f"(279,17) > 0, temos que x = 279,17 € um ponto de minimo relativo. Resta-nos saber se este minimo ¢
absoluto no intervalo 0 = x = 2.000.

Como o tinico ponto critico de f no intervalo aberto (0, 2.000) € x = 279,17, este ponto € minimo absoluto neste inter-

valo. Como f(0) = f(279,17) e f(2.000) = f(279,17), concluimos que a obra poderd ser realizada com o menor
custo possivel se a canalizagdo de dgua alcancar o outro lado do rio 279,17 m abaixo da central de abastecimento.

(3) Um galpdo deve ser construido tendo uma drea retangular de 12.100 m>. A prefeitura exige que exista um
espago livre de 25 m na frente, 20 m atréds e 12 m em cada lado. Encontre as dimensdes do lote que tenha a
drea minima na qual possa ser construido este galpdo.

Solugdo: A Figura 5.36 ajuda a definir a fungfio que vamos minimizar.

| 20m /

.:c%,yxfzwo /Z‘E.,
1-’/‘// r-|-

L L

a3

25m
|

Figura 5.36

Sabemos que A = 12.100m? = x - y. (1)
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A funcdo que definird a drea do lote €
S=(x+12 + 12)(y + 25 + 20)

=(x+24)(y + 45). (2)

. Substituindo em (2), vem

De (1), obtemos que y =

S(x)={x + 24)(12‘;00 + 45).

Esta € a fun¢do que queremos minimizar.

Temos:
y 45x* — 290.400
S'(x) = . ;
X
45x* — 290. 4
Resolvendo a equagio t ?9{) il = (, obtemos que x = s 3 L € um ponto critico. (x € uma medida e, por-
tanto, consideramos s6 o valor positivo.)
580.800 4430 44\/30
Temos que S"(x) = 5 e, portanto, S"( 3 ) Logo x = 3 ¢ um ponto de minimo. Fazendo
X

x= = 80,33 m, obtemos que

44/ 30
3

_ 12100 12.100
x 44\/30/3

= 150,62 m,

e, entdo, a drea minima € obtida quando as dimensdes do lote forem aproximadamente (80,33 + 24) m * (150,62 + 45) m.

(4) Uma caixa sem tampa, de base quadrada, deve ser construida de forma que o seu volume seja 2.500 m’. O
material da base vai custar R$ 1.200,00 por m? e o material dos lados R$ 980,00 por m”. Encontre as dimen-

sdes da caixa de modo que o custo do material seja minimo.

Solucdo:
Observando a Figura 5.37, escrevemos a fungdo que da o custo do matenal:

C = x?+ 1.200,00 + 4xy - 980,00. (D

—x—+

——+

—_—

ey

Figura 5.37
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e

Como V = x%y = 2.500 cm’, temos que a dimensdo y pode ser escrita como y = 2.500/x,

Substituindo esse resultado em (1), obtemos
C(x) = 1.200,00 - x* + 9.800.000,00/x,

que € a fungdo que queremos minimizar.
Temos:
2.400,00x* — 9.800.000,00

C'(x) = >

2.400,00x° — 9.800.000,00

X’

Resolvendo a equagio = (), encontramos

x=3 \3/?; = 15,983 m, que € o ponto critico que nos interessa.

De fato, para x = 15,983 vamos ter um ponto de minimo, ja que C" (15,983) > 0.

Portanto, as dimensodes da caixa de modo a obter o menor custo possivel sdo x = 15983 me y = 9,785 m.
(5) Supor que o custo total C(g) de producgio g toneladas de um produto, em milhares de reais, ¢ dado por
C(q) = 0,03¢° — 1,8¢*> + 39¢

Supondo que a empresa possa vender tudo o que produz, determinar o lucro mdximo que pode ser obtido, se cada
tonelada do produto € vendida a um preco de 21 milhares de reais.

Solucéo:

A funcdo receita total € dada pelo produto da quantidade ¢ de toneladas vendidas pelo prego unitario de cada tonela-
da, ou seja,

R(g) = 21gq.
O lucro obtido pela empresa € dado por
L(g) = 214 —R(g) 2 C(g).
Temos:
L(g) = 21 — 0,03¢” + 1,8¢> — 39¢
=—0,03¢° + 184> — 18¢
Esta € a funcgio que queremos maximizar. Derivando L(g), vem
L'(g) = —0,09¢° + 3,6g — 18.
Igualando a zero L'(g), obtemos g, = 34,14 e ¢, = 5,86, que sdo os pontos criticos.
Calculando a derivada segunda de L, vem

L"(qg) = —0,18g + 3,6

€, portanto,

L"(34,14) <0 e L"(586) >0
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Logo, ¢, = 34,14 € o ponto de maximo.
O lucro méaximo que pode ser obtido é L(34,14) = 289,705 milhares de reais.

A Figura 5.38 ilustra esse exemplo.

A
300
200
100
q (toneladas)
20 40 \ &
Figura 5.38

(6) A receita total e o custo total com a produgio e a comercializa¢io de um produto sdo dados pelas curvas R e
C da Figura 5.39. Determinar o nivel de produg@o que maximiza o lucro.

+(q)
80001
7000+
6000+
5000 +

Clg)
R(q)

3000 +
2000 +
1000

T — e | SN S| QR | S——) W—1
S0 100 150 200 250 300 350 400 450

Figura 5.39

Solucdo: O lucro L € dado pela diferenca entre a receita e o custo, ou seja,

L=R-C

Observando os gréificos de R e C, podemos verificar que o nivel de produgdo que maximiza o lucro € aproximada-
mente g = 250.

O lucro méximo é:
L(250) = R(250) — C(250)
= 5.000 — 3.000
= 2.000
E interessante observar que a andlise gréifica nos permite estimar qual o intervalo em que pode variar o nivel de pro-

dugio para que a empresa tenha lucro. Se a producdo deve ocorrer em lotes de 50 unidades, esse intervalo € de ¢ = 100
até ¢ = 350 unidades.

Também € interessante observar que no nivel de produgéo correspondente ao lucro maximo as curvas R e C tem
tangentes paralelas. Isso equivale a dizer que R’ = C', isto &, a receita marginal € igual ao custo marginal. Como L' =
R' — C', temos L' = 0 nesse ponto, ou seja, ¢ = 250 € o ponto critico de L.

Assim, esse exemplo ilustra como as andlises grafica e analitica conduzem ao mesmo resultado. Em geral, a uti-
lizagdo de uma ou outra depende das informagdes disponiveis.
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5.12 Exercicios

1. Um fio de comprimento / é cortado em dois pedagos. Com um deles se fard um circulo e com o outro, um quadrado.

(a) Como devemos cortar o fio a fim de que a soma das duas dreas compreendidas pelas figuras seja minima?

(b) Como devemos cortar o fio a fim de que a soma das dreas compreendidas seja maxima?

. Determinar o ponto P situado sobre o gréfico da hipérbole xy = I, que estd mais préximo da origem.

. Um fazendeiro tem 200 bois, cada um pesando 300 kg. Até agora ele gastou R$ 380.000,00 para criar os bois e con-
tinuard gastando R$ 2,00 por dia para manter um boi. Os bois aumentam de peso a uma razdo de 1,5 kg por dia.
Seu prego de venda, hoje, é de RS 18,00 o quilo, mas o preco cai 5 centavos por dia. Quantos dias deveria o fazen-
deiro aguardar para maximizar seu lucro?

. Achar dois niimeros positivos cuja soma seja 70 e cujo produto seja 0 maior possivel.

5. Usando uma folha quadrada de cartolina, de lado a, deseja-se construir uma caixa sem tampa, cortando em seus

cantos quadrados iguais e dobrando convenientemente a parte restante. Determinar o lado dos quadrados que devem
ser cortados de modo que o volume da caixa seja 0 maior possivel.

. Determinar as dimensdes de uma lata cilindrica, com tampa, com volume V, de forma que a sua drea total seja minima.

. Duas indistrias A e B necessitam de dgua potdvel. A figura a seguir esquematiza a posicao das indistrias, bem como
a posicdo de um encanamento retilineo /, jd existente. Em que ponto do encanamento deve ser instalado um reser-
vatorio de modo que a metragem de cano a ser utilizada seja minima?

A

A~

A=4km \“..‘ ,‘B

v L
Reser;ratério
C=12km

A

« O custo e a receita total com a produgdo e comercializagdo de um produto sdo dados por:
Clg) = 600 + 2,2¢

R(g) = 10g — 0,0064"
sendo 0 = g = 900.

(a) Encontrar a quantidade ¢ que maximiza o lucro com a venda desse produto.

(b) Qual o nivel de produgio que minimiza o lucro?

(¢) Qual o nivel de produgdo correspondente ao prejuizo maximo?

. O gréfico da fungio C(q) = K¢"* + F, ¢ € [q,, ,], sendo K, @ e F constantes positivas, ¢ denominado curva de

custos a curto prazo de Cobb-Douglas. Essa curva € bastante utilizada para representar os custos de uma empresa
com a producdo de um produto.

(a) Dar o significado da constante F.

(b) Verificar que, quando a > 1, a curva € concava para baixo e interpretar esse resultado do ponto de vista da
Economia.
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(¢) Supor K =2,a = 3e F = 8 e determinar, se existir, o valor de g que fornece o custo médio minimo.

(d) Usando os mesmos valores do item (c), determinar o nivel de produgdo que minimiza o custo marginal, no
intervalo 125 = g = 125.000.

Qual € o retdngulo de perimetro médximo inscrito no circulo de raio 12 cm?

Tragar uma tangente 2 elipse 2x’ + y? = 2 de modo que a drea do tridngulo que ela forma com os eixos coorde-
nados positivos seja minima. Obter as coordenadas do ponto de tangéncia e a drea minima.

Mostrar que o volume do maior cilindro reto que pode ser inscrito num cone reto € 4/9 do volume do cone.

Um cone reto € cortado por um plano paralelo a sua base. A que distincia da base deve ser feito esse corte, para que
o cone reto de base na sec¢do determinada, e de vértice no centro da base do cone dado tenha volume maximo?

Determinar o ponto A da curva y = x* + x que se encontra mais préximo de (7, 0). Mostrar que a reta que passa
por (7, 0) e por A € normal a curva dada em A.

Uma folha de papel contém 375 cm?® de matéria impressa, com margem superior de 3,5 cm, margem inferior de
2 cm, margem lateral direita de 2 cm e margem lateral esquerda de 2,5 cm. Determinar quais devem ser as dimen-
soes da folha para que haja o mdximo de economia de papel.

Uma janela tem a forma de um retingulo encimado por um semicirculo. Achar as dimensdes de modo que o
perimetro seja 3,2 m e a drea a maior possivel.
Um canhdo, situado no solo, é posto sob um angulo de inclinagdo a. Seja [ o alcance do canhdo, dado por

v vy
= ? sen a cos a, onde v e g sdo constantes. Para que dngulo o alcance é médximo?

Uma agéncia de turismo estd organizando um servigo de barcas, de uma ilha situada a 40 km de uma costa quase
reta, para uma cidade que dista 100 km, como mostra a figura a seguir. Se a barca tem uma velocidade de 18 km
por hora e os carros tém uma velocidade média de 50 km/h, onde deverd estar situada a estac@o das barcas a fim de
tornar a viagem a mais rapida possivel?

Estagao CIDADE

-
Ll

4

100 km

Uma cerca de | m de altura estd situada a uma distincia de | m da parede lateral de um galpéo. Qual o compri-
mento da menor escada cujas extremidades se apéiam na parede e no chao do lado de fora da cerca?

Seja s uma reta que passa pelo ponto (4, 3) formando um tridngulo com os eixos coordenados positivos. Qual a
equagdo de s para que a drea desse tridngulo seja minima?

Uma pista de atletismo com comprimento total de 400 m consiste de 2 semicirculos e dois segmentos retos, con-
forme figura a seguir. Determinar as dimensdes da pista, de tal forma que a drea retangular, demarcada na figura,
seja maxima.
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22,

23.

24,
285.

26.

217.

\ /

Um cilindro circular reto estd inscrito num cone circular reto de altura H = 6 m e raio da base R = 3.5 m.
Determinar a altura e o raio da base do cilindro de volume méximo.

Uma fébrica produz x milhares de unidades mensais de um determinado artigo. Se o custo de produgdo € dado por
C = 2x" + 6x% + 18x + 60 e o valor obtido na venda € dado por R = 60x — 12x2, determinar o niimero 6timo
de unidades mensais que maximiza o lucro L = R — C.

Um cilindro reto € inscrito numa esfera de raio R. Determinar esse cilindro, de forma que seu volume seja maximo.

Um fazendeiro deve cercar dois pastos retangulares, de dimensdes a e b, com um lado comum a. Se cada pasto deve
medir 400 m? de 4rea, determinar as dimensdes a e b, de forma que o comprimento da cerca seja minimo.

Um fabricante, ao comprar caixas de embalagens retangulares exige que o comprimento de cada caixa seja2 m e o
volume 3 m’. Para gastar a menor quantidade de material possivel na fabricagdo de caixas, quais devem ser suas
dimensdes.

Um reténgulo € inscrito num tridngulo retdngulo de catetos que mede 9 cm e 12 ¢cm. Encontrar as dimensdes do
retdngulo com maior 4rea, supondo que sua posicio ¢ dada na figura a seguir.

A

12

5.13 Regras de L'Ho#pital

Nesta se¢do apresentaremos um método geral para levantar indeterminagdes do tipo 0/0 ou %/, Esse método &

dado pelas regras de L'Hospital, cuja demonstracio necessita da seguinte proposigao.

5.13.1 Proposi¢do (Formula de Cauchy) Se fe g sdo duas funcdes continuas em [a, b, derivéveis em (a, b)

ese g'(x) # 0 paratodo x € (a, b), entdo existe um nimero z € (a, b) tal que:

f(b) — f(a) _ f'(2)
g(b) —g(a)  g'(2)

Prova: Provemos primeiro que g(b) — g(a) # 0. Como g € continua em [a, b] e derivavel em (a, b), pelo teorema do
valor médio, existe c € (a, b) tal que:

i BUD) — g(8). 1
gyt S )
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. s

Como, por hipétese, g'(x) # 0 para todo x € (a,b), temos g'(c) # 0 e, assim, pela igualdade (1),

g(b) — g(a) # 0
Consideremos a fungdo

- — Fla) — M} _
h(x) = f(x) - f(a) [g(b)_g(a) [g(x) — g(a))

A fungio h satisfaz as hipéteses do teorema de Rolle em [a, b], pois:

(i) Como fe g sdo continuas em [a, b, h € continua em [a, b];
(ii) Como fe g sdo derivdveis em (a, b), h é derivdavel em (a, b);
(1) hia) = h(b) =

Portanto, existe z € (a. b) tal que h'(z) = 0.

b -
Como h'(x) = f'(x) — [‘QT:—%E?)_] g'(x), temos:
() -f(a)], _—
f'(2) [g(b) — g€ (z) =0. (2)

Mas g'(z) # 0. Logo, podemos escrever (2) na forma:

f(b) - f(a) _ f'(2)
g(b) — g(a)  g'(2)

5.13.2 Proposicao (Regras de L'Hospital) Sejam fe g fungdes derivéveis num intervalo aberto /, exceto, pos-
sivelmente, em um ponto a € /. Suponhamos que g'(x) # 0 paratodo x #aem [.

(i) Se ll_r.r‘i'f(x) = hmg(x) =0e Itm ';:Ei; L, entdo Jl‘l_[g ';'3 }E; ;:—Ei—% = L:
(i) Selim f(x) = limg(x) = = e lim f% ; L. entéo lim ;Ex) lim {;Ei;
Prova do item (i): Suponhamos que lim 2 (x (x; tome a forma indeterminada 0/0 e que li_r+n “; :gg = L. Queremos

. Jkx)
rovar que lim =
P x=a g(x)

Consideremos as duas fungdes F e G tais que:

# L sex #
F(x)=[f(x)’ sex#a G(x):{g(x) sex #a
0, sex =a 0, sex = a.
Entéo,

lim F(x) = lim f(x) =0 = F(a)

limG(x) = hrn g(x) = 0=G(a).

x—*a

Assim, as fungdes F e G sdo continuas no ponto a e, portanto, em todo intervalo /.
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Seja x € I, x # a. Como para todo x # a em [, f e g sdo deriviveis e g'(x) # 0, as fungdes F e G satisfazem as
hipéteses da férmula de Cauchy no intervalo [x, a] ou [a, x]. Segue que existe um niimero z entre a ¢ x tal que
F(x) - F(a) _ F'(2)
G(x) —G(a) G'(2)

Como F(x) = f(x), G(x) = g(x), F(a) = G(a) = 0, F'(z) = f'(z) e G'(z) = g'(z), vem:

f(x) _f'(@)
g(x) g'(2)

Como z estd entre a e x, quando x — a4 temos que 7 — 4. Logo,

Cfw . F@ . F@)
e Rt e -

Observamos que se

lim f(x) = lim g(x) = 0oulim f(x) = lim g(x) = o,
. f'(x)

elim —/——
x—~a g'(x)

@) P
El—r-ll g(x) };Tl g'(x)

= %, a regra de L'Hospital continua vilida, isto &,

Ela também ¢é vilida para os limites laterais e para os limites no infinito.
A seguir apresentaremos varios exemplos, ilustrando como muitos limites que tomam formas indeterminadas
podem ser resolvidos com o auxilio da regra de L"Hospital.

5.13.3 Exemplos

; . 2
(i) Determinar lim — 2
x>0 € —
. 2x
Quando x — 0, o quociente R toma a forma indeterminada 0/0. Aplicando a regra L’ Hospital, vem:

2

xX+x-6
ii) Determinar im ————
(1) ecrmmarxl_’2 P —

O limite toma a forma indeterminada 0/0. Aplicando a regra de L'Hospital, temos:

. x*+x-—-6 o 2x+1 2-241
lim = = =

P —axt? Bor—-3 2.2-3

senx — x
iii) Determinar lim ——————
o) —0 e+ e *—2

Neste caso, temos uma indeterminacéo do tipo 0/0. Aplicando a regra de L'Hospital uma vez, temos:

sen x — X . cosx—1
—— = im —

=o et +e FT =2 xo0 ef—e™*
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Como o tltimo limite ainda toma a forma indeterminada 0/0, podemos aplicar novamente a regra de L'Hospital.
Temos:

cosx — 1 . —sen x -0
G ==l
—0 ef — e —0 et + e 2

: senx — X
Logo, lim ——————— = 0.
—0 eft+e T —2

ef -1
iv) Determinar m ———,
) x—=+m X0 + dx

Neste caso, temos uma indeterminagio do tipo o /sc. Aplicando a regra de L'Hospital sucessivas vezes, temos

eF—1 i e*

im ———= lim ————
e X Fdx  so+e3xt + 4

; e*

= lim —

X4 ISx

eI

= lim —

x—*t+m 6

= 4o

(v) Determinar lim (3x + 9)"*.

X Fopon
Neste caso, temos uma indeterminagio do tipo . Vamos transforma-la numa indeterminagao do tipo « /s com 0
auxilio de logaritmos e em seguida aplicar a regra de L"Hospital.

Seja L = lim (3x + 9)"* Entdo, In L = ln[ lim (3x + 9)'”1

x—+w X

Aplicando a Proposic¢do 3.5.2(g) e as propriedades de logaritmo, vem:

In L = lim In (3x + 9)*

i+ +=

= Wi S (349

x—++= X

. In(3x +9)
lim ————
x4+ X

Temos agora uma indeterminagdo do tipo /. Aplicando a regra de L'Hospital, obtemos

_3(B3x+9) 3
W L= HGET e ity e
V.3 1 e

Come In L = 0, temos L = 1 e, dessa forma,

lim (3x + 9V = 1.

x—*+m

(iv) Determinar lim x - sen 1/x.

x*+m

Neste caso, temos uma indeterminagdo do tipo ® - 0. Reescrevendo o limite dado na forma

sen 1/x

L)

lim x -sen1/x = lim

x—++= Pand = l/x

temos uma indeterminagao do tipo 0/0.
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Aplicando a regra de L'Hospital, vem:

1
bt e = i S0 1%
et I 4w ]./I
-1 1
—5= COE—
=20 -1
2
= lim cosl/x
=cos ()
= 1.
. . . 1 I
(vii) Determinar lim | — — ;
—0\x"+x cosx —1

Neste caso, temos uma indeterminagado do tipo ® — o, Reescrevendo o limite dado, temos:

1 1 cosx —1—x>—x

li == =1l :
.:l—%(xz + X cosx — 1) b (x? + x)(cosx — 1)

Temos, entao, uma indeterminagao do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’Hospital, vem:

lim( - I 1 )—lim cosx —1—x*—x
—o\x’+x cosx—1 0 (x* + x)(cosx — 1)

cift —senx —2x — 1
0 (¥ + x) * (—senx) + (cosx — 1)(2x + 1)

==

0

= &,

(viii) Determinar lim (2x2 + x)*.
x—+)"

Neste caso, temos uma indeterminagéo do tipo 0°. Com o auxilio de logaritmos, vamos transforma-la numa inde-
terminagdo da forma oo/o0.

Seja L = lim (2x? + x)*. Entio,
x=+{)"

InL = Lu[lim (22 + .r)‘:|
x—+)

lim [In (2x% + x)7]

x—=0"

]i_{gx In (22 + x)
= In (2x% + x)
x—0° 1/x
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Temos agora uma indeterminagdo do tipo 2/, Aplicando a regra de L' Hospital, vem:

4x + 1

Tk
by B= iy 2B
x—=0" —1

2
4x* + xz)
= lm| ———=——].
x—»ﬂ'( 2x2 + x
Aplicando novamente a regra de L'Hospital, obtemos:

.2
by e ]jm(_lfb\ +2x)
xl)t dx 41

_0

1

= 0.
Como In L = 0, temos L = 1. Logo,

lim (22 + x)* = L

x—0"

(ix) Calcular hm (l + —1-)

X= 2x

Neste caso, temos uma indeterminagdo do tipo 17, Usando logaritmos, vamos transformd-la numa indeterminagao

da forma 0/0,

x4 X

lanlﬂ[lim (1+i)]
b e ] 2x
lim [In (1 + i)r}
x—++a 2x
. 1
lim xIn (1 - —)
X=F 4+ Zx
1
In{1+ —
( Zx)

— ]j_m4_—o
x> +x I/I

1 X
Seja L = lim (1 o+ 2—) . Entéo,

il

I

Temos agora uma indeterminagéo do tipo 0/0. Aplicando a regra de L'Hospital, obtemos:

=l (1 + L)
2x% 2x

]-nL - xHTx —]./.1'2
— g 1/2
e T

2x
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WL - ¢ ¢ grag;

_12
1
=172,

1
Portanto, In L. = — e dessa forma L = e, Logo,

2

lim (1 + i) = el
X—*+m= 2x

5.14 Exercicios

11.

13.

15.

17.

19.

21. lim

23.

29.

. lim

Determinar os seguintes limites com auxilio das regras de L'Hospital.

. X2 —4x+4

. lim

=2 x*—x-=2

x2 + 6x
=0 x> + Tx? + 5x

. lim

6 —2x + 3x* — x*
=3 X =3 -x+3

tim x*—6x+7
x—*4m x3 +7I—1

i =8
x—*r+m 4.'.[2 —2x+ 4

lim —————
0 € — COSX

lim COs x
X2 (x . ?T/Z)z

) 1 1
lli'»%(zx—4_x~2)

. X T
lim ( - )
—m2\cotgx 2cosx

. senhx

0 Sen x

sec’x —2tgx
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#

5.15 Formula de Taylor

A Férmula de Taylor consiste num método de aproximacdo de uma funcdo por um polinémio, com um erro pos-
sivel de ser estimado.

5.15.1 Definicdo Seja f: I — IR uma fungéo que admite derivadas até ordem n num ponto ¢ do intervalo I. O
polinémio de Taylor de ordem n de f no ponto ¢, que denotamos por P,(x), é dado por:

P(x) = £(©) + PO — o) + I (v = )2+ $ 126 (o oy

Observamos que no ponto x = ¢, P,(c) = f(c).

5.15.2 Exemplo Determinar o polinémio de Taylor de ordem 4 da fungdo f(x) = ¢* no ponto ¢ = (.
Temos, f(x) = f'(x) = ... = f(x) = €' e assim

F(0) = f'(0) = ... = f™(0) =€ =

Portanto,
P4(x)=1+1(1—0)+l(x—U)E+L(JC—O)3+—1—(I'—ﬁ)4
2! 3 4!
- x‘
=1 % 2t +§+

é o polindmio de Taylor de grau 4 da fungdo f(x) = ¢" no pento ¢ = 0.
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Dado o polinémio de Taylor de grau n de uma fungao f(x). denotamos por R, (x) a diferenca entre f(x) e P, (x), isto
é, R,(x) = f(x) — P,(x) (ver Figura 5.40).

AY
e P

fix)

P Sa— P

- A——
N - ———

X
Figura 5.40
Temos, entio, f(x) = P,(x) + R,(x), ou mais explicitamente,
" (n)
F(x) = f(c) + f'(c)(x — ) + %(; —c)2H ..+ i# (x — ¢)" + R,(x). (D

Para os valores de x nos quais R, (x) € “pequeno”, o polinémio P,(x) dd uma boa aproximacao de f(x). Por isso, R, (x)
chama-se resto. O problema, agora, consiste em determinar uma férmula para R,(x) de tal modo que ele possa ser
avaliado. Temos a seguinte proposigio.

5.15.3 Proposi¢do (Formula de Taylor) Seja fia,b]— R uma fungio definida num intervalo [a, b].
Suponhamos que as derivadas f', f”, ..., f") existam e sejam continuas em [, b] e que f"" ") exista em (a, b).
Seja ¢ um ponto qualquer fixado em [a, b]. Entdo, para cada x € [a, b], x # ¢, existe um ponto z entre c € x
tal que:
(n) (n+1)
i_;%fl_(x - C)" ok I;_‘_LE)_(X _ c}u+l_ (2]

fG) = f@) + (@) (x =) + o+ G

Quando ¢ = 0, a Férmula de Taylor fica

(n) (mn+1)
f_('_an + wx:ﬁt
n.

f(x) =f(0) +f(0)x + .. + (n + 1)1

e recebe 0 nome de F6rmula de Mac-Laurin.

Prova: Faremos a demonstracdo supondo x > c. Para x < ¢, o procedimento € andlogo.

Sejam P, (1) o polinémio de Taylor de grau n de f no ponto ¢ e R,(f) o resto correspondente. Entdo,
f(n) = P,(r) + R,(r), para qualquer ¢t € [a, b].

Portanto, no ponto x, temos:

" (n)
0 =@ + @@ -0 + T - gre L+ D g v ryw),
Para provar (2), devemos mostrar que
(n+1
R, (x) = I a) '(2) (x — ¢)""', onde z é um nimero entre c e x.

(n+ 1!
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Para isso, vamos considerar a seguinte fungao auxiliar:

gile.x] - R

f"(1)
2!

(I - !)n-H
(x — c)"'”-

(x—1)2—

g(t) = f(x) = f(t) = fr()(x—1) =

(n)
.- f—nfi)— (x — )" = R,(x) -

Pelas propriedades das funcbes continuas, segue que g € continua em [c, x]. Pelas propriedades das funcdes
derivéveis, segue que g € derivdvel em (¢, x). Além disso, podemos verificar que g(c) = g(x) = 0.
Logo, g satisfaz as hipéteses do Teorema de Rolle em [c, x] e, portanto, existe um ponto z, entre ¢ € x, tal que
g'(z) =0.
Derivando a fung¢do g com o auxilio das regras de derivagdo e simplificando, obtemos:
i

Rn(x) = m (I - C){n+ll‘

e, conseqiientemente, a formula (2) fica provada.
Observando as férmulas (1) e (2), vemos que, na Férmula de Taylor apresentada, o resto R,,(x) € dado por

(n+1)
R(x) = ﬁ (x = &)™,

Essa forma para o resto é chamada Forma de Lagrange do Resto e a férmula (2) € dita Férmula de Taylor com Resto
de Lagrange. Existem outras formas para o resto, como a forma integral, que nio abordaremos aqui.

5.15.4 Exemplos

(i) Determinar os polindmios de Taylor de grau 2 e de grau 4 da fungdo f(x) = cosx, no ponto ¢ = (). Esbogar
o grifico de f e dos polinémios encontrados.

Usando o polindémio P,(x) para determinar um valor aproximado para €os % o que se pode afirmar sobre o erro
cometido?

Solugdo: Para determinar os polinémios pedidos, necessitamos do valor de f e de suas derivadas até ordem 4, no
ponto ¢ = 0.

Temos:
f(x) = cosx, f(0) =cos0 =1
f'(x) = —sen x, f'(0) = —sen0 =0

f"(x) =—cosx, f"(0) =—-cos0=1
f"(x) = senx, f"(0) =sen0 =0
f*(x) = cosx,  f*0) =cos0 =1
O polinémio de Taylor de grau 2, no ponto c, € dado por

o

4

(x =)~

P(x) = f(c) + f(e)(x —¢)

Como no nosso caso ¢ = 0, vem:
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"0 )
fun=fw)+fwn+f;’f
=l-+-0-.1r+%x2

xZ
:1—?

O polindémio de Taylor de grau 4, no ponto ¢, € dado por

(0 " (0 : iv .
A(x) = £0) + @) ) + T e L0 0 10,
=1+0'-t+%12+%x3+$x“
o B
=l-2*%

A Figura 5.41 mostra o grifico de f(x), P,(x) e P4(x). Comparando esses grificos, podemos observar que o gréfico
de P4(x) estd mais proximo do gréafico de f(x). Se aumentarmos n, o grifico de P,(x) se aproxima cada vez mais do gra-
fico de f(x).

AY
1
-2 n2
P¥) x
f(x)
Pu(x)
Figura 5.41

Usando o polindmio P,(x) para determinar um valor aproximado de cos % pela Férmula de Taylor, temos:
m™

cos
6

Fy(m/6) + Ry(m/6)

-1-5(8) a6 52 E)

onde z é um nimero entre 0 e 7/6.

Como f")(x) = —sen x e |—sen x| = 1 para qualquer valor de x, podemos afirmar que o resto R.;(%) satisfaz
|l—senzl (7Y _1 (7}
ROl =5 (a) =5 (3)
= (,000327.

m ;
Logo, quando calculamos o valor de cos—ﬁ— pelo polindmio P,(x), temos:
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bgpgbiain, -

T _ . (@/6)*  (w/6)
0056 =1 o + Y
= (),86606

e podemos afirmar que o erro cometido, em médulo, € menor ou igual a 0,000327.

T
(iii) Determinar o polinémio de Taylor de grau 6 da funcdo f(x) = sen 2x no ponto ¢ = @ Usar este

. i s
polindmio para determinar um valor aproximado para sen 3 Fazer uma estimativa para o erro.

& i . P T
Solugdo: Devemos calcular o valor da fungfo e suas derivadas até ordem 6, no ponto ¢ = i

Temos:
f(x) = sen 2ux, flmld)y =senw/2 =1
f'(x) = 2 cos 2x, f'(ml4) =2cosw/2 =0

f"(x) = —4 sen 2x, f(mwld) =24
f"(x) = —8 cos 2x, f"(m/4) =0
F¥x) = 16 sen 2x, Fait) =16
fY(x) = 32 cos 2x, fi(ald)y =0
fY0 = —64sen2x,  fY(m/4) = 264

O polinémio de Taylor de grau 6, no ponto ¢ = /4, é dado por:

! 4 T "(r )\ 00 (/4 \°
nw = (1) + LD (o m) S (x| L (1)

_ ﬂ( _z)z E( _z)“ Lﬂ( _ﬂ)"
=140+ 3 x A +0+4! x 4 + 0+ 6! X 4

7 m\ 2! m\* 26 m\°
“"E(“I) *a(*‘—z) ‘a(x‘z)-

: ™ .
Usando o polindmio Pg(x) para determinar sen 3 obtemos pela Férmula de Taylor:

seng = sen (2 - 7/6) = f(/6) = Py(m/6) + Re(7/6)

_1_2_2(3_2)2+2_“(£_3)‘_2_‘5(£__'-'z)”+f‘”""’(z)(E_E)T
S0 21\6e 4 N\6 4 6'\6 4 7 \6 4/

{(wii) 7
— 0.86602526 + L (2) (3 - 3) .

7 6 4

Como f"(x) = —128cos2x e | cos2x| = 1 para todo x, o resto R (%) satisfaz

128/ =

:
IRe(m/6)| = |5 (E - I) = 2,1407 - 10°°.
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Logo, usando o polinémio Pg(x) obtemos seng = (,86602526 e o erro cometido, em modulo, serd inferior a
2,1407 - 107°,

Usando a Férmula de Taylor, pode-se demonstrar a seguinte proposi¢do que nos da mais um critério para determi-
nagdo de maximos e minimos de uma funcfo.

5.15.5 Proposicao Seja f:(a,b) — R uma fungiio derivdvel n vezes e cujas derivadas f', f”, ..., f* sdo con-
tinuas em (g, b). Seja ¢ € (a, b) um ponto critico de f tal que f'(¢) = ... = f" (c) = 0e f"(c) # 0. Entdo,

(i) senépare f(c) = 0, ftem um méximo relativo em c;

(ii) senépare f(c) = 0, ftem um minimo relativo em ¢;

(iii) se n € impar, ¢ € um ponto de inflexdo.

5.15.6 Exemplos

(i)  Determinar os extremos da fungio f(x) = (x — 2)%

Temos f'(x) = 6(x — 2)°. Fazendo f'(x) = 0, obtemos x = 2, que € o {inico ponto critico de .

Calculando as derivadas seguintes no ponto x = 2, temos;

fiz) =30(x—25, f1(2) =0
f"(x) =120(x — 2)3, 2y =1
f(x) =360(x —2)7 2y =0
fx) =720(x —2), f9@2) =0
f(x) = 720, FOO(2) = T30£0,

Logo, x = 2 € um ponto de minimo relativo.

(i) Pesquisar mdximos e minimos da fungio f(x) = x> — x°.

Fazendo f'(x) = 5x* — 3x? = 0, obtemos os pontos criticos que sdo x; = 0,x;, = V3/5e x; = =V 3/5.
Calculando o valor das derivadas seguintes no ponto x, = 0, temos:

f"(x) =20x° — 6x,f"(0) =0

f"(x) =60x*—6,f"(0) =-6+#0

Como f"(0) # 0, concluimos que 0 é um ponto de inflexdo.
No ponto x, = V3/5, temos:

F(x) = 20x° — 6x, f"(V3/5) = 20(3/5)** — 6V/3/5

= 3/5(20%—6)

= 6V3/5>0.
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Logo, concluimos que x; = V 3/5 ¢ um ponto de minimo relativo.

No ponto x; = —V 3/5, temos:

I

f7(x) = 20%° = 6x, f(~ V/3/5) 3

20 (3)3ﬁ ~ 6(~V/3/5)
-6V/3/5 < 0.

Logo, o ponto x; = —V 3/5 é um ponto de médximo relativo.

5.16 Exercicios

1. Determinar o polinémio de Taylor de ordem n, no ponto ¢ dado, das seguintes fungdes:

(a) f(x)=e‘ﬂ;r=031;n=5. b)Y f(x)=e " ec=-1e2;n=4.
() f(x)=In(1 —x);c=0el/2;n=4 (d f(x) =senxic==/2;n=8.
() f(x)=cos2x;c=0em/2;n=6. N flx)= ic=0el;n=4

1+ x

2. Encontrar o polindmio de Taylor de grau n no ponto ¢ e escrever a fungio que define o resto na forma de Lagrange,
das seguinte fungoes:

(a) y=coshx;n=4,¢c=0. (b) y=tgx;n=3;c=m.
(c) y=\/;;n=3;c=l. (d) y=e"‘::n=4;c=0.

3. Usando o resultado encontrado no exercicio 1, item (¢), com ¢ = (), determinar um valor aproximado para In 0,5.
Fazer uma estimativa para o erro.

4. Determinar o polindmio de Taylor de grau 6 da func@o f(x) = 1 + cos x no ponto ¢ = 7. Usar este polindémio para
determinar um valor aproximado para cos (5#/6. Fazer uma estimativa para o erro.

1,
5. Demonstrar que a diferenga entre sen (@ + h) e sen a + h cos a é menor ou igual a 3 h.

%
6. Um fio delgado, pela agdio da gravidade, assume a forma da catendria y = a cosh 4 Demonstrar que para valores
2

X
pequenos de |x], a forma que o fio toma pode ser representada, aproximadamente, pela pardbola y = a + %

7. Pesquisar mdximos e minimos das seguintes fungdes:
(a) flx)=2x—4. (b) f(x) =4 —5x + 6x%
© f(x)=(x-4" ) f(x)=4(x+2)

(e) f(x)=xt—-2x* »  flx) =2 - _1_:2321,3'



Neste capitulo introduziremos a integral. Em primeiro lugar,
trataremos da integragao indefinida, que consiste no processo inver-
so da derivacao. Em seguida, veremos a integral definida — que ¢ a
integral propriamente dita — e sua relagdo com o problema de
determinar a area de uma figura plana, depois o Teorema
Fundamental do Calculo, que ¢ peca chave de todo Célculo
Diferencial e Integral, pois estabelece a ligacdo entre as operagdes
de derivacao e integracdo. Finalmente, estenderemos o conceito de
integral para funcdes continuas por partes e abordaremos as inte-
grais improprias.

6.1 Integral Indefinida

6.1.1 Definicdo Uma fungdo F(x) é chamada uma primitiva da fungdo f(x) em um intervalo / (ou simplesmente
uma primitiva de f(x)), se, para todo x € /, temos F'(x) = f(x).

Observamos que, de acordo com nossa defini¢iio, as primitivas de uma fungio f(x) estdo sempre definidas sobre

algum intervalo. Quando ndo explicitamos o intervalo e nos referimos a duas primitivas da mesma funcao f, entendemos
que essas fungdes sdo primitivas de f no mesmo intervalo I,

6.1.2 Exemplos

3
() F(x)= % € uma primitiva da funcdo f(x) = x%, pois

F'(x) =1/3+3x* = x* = f(x).

(i1) As fungdes G(x) = 3 + 4, H(x) = 13 (x* + 3) também sio primitivas da fungdo f(x) = x°, pois G'(x) =
H'(x) = f(x).

(iii) A funcdo F(x) = 1/2 sen 2x + ¢, onde ¢ € uma constante, é primitiva da fungao f(x) = cos 2x.

(iv) A fungio F(x) = 1/2x* é uma primitiva da fungdo f(x) = —1/x’ em qualquer intervalo que ndo contém a
origem, pois, para todo x # 0, temos F'(x) = f(x).

Os exemplos anteriores nos mostram que uma mesma funcdo f(x) admite mais de uma primitiva. Temos as seguintes
proposicoes.

6.1.3 Proposicdo Seja F(x) uma primitiva da funcio f(x). Entdo, se ¢ € uma constante qualquer, a fungao G(x) =
F(x) + ¢ também € primitiva de f(x).
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Prova: Como F(x) é primitiva de f(x), temos que F'(x) = f(x). Assim:
G'(x) = (F(x) + ¢)' = F'(x) + 0 = f(x),

0 que prova que G(x) é uma primitiva de f(x).
6.1.4 Proposicao Sef’'(x) se anula em todos os pontos de um intervalo /, entdo f € constante em /.

Prova: Sejam x, y € I, x < v. Como f é derivavel em /, f ¢ continua em [x, y] e derivdvel em (x, y). Pelo Teorema do
Valor Médio, existe z € (x, y), tal que

= I ()

f( =

Como f'(z) = 0, vem que f(y) — f(x) = 0 ou f(y) = f(x). Sendo x e y dois pontos quaisquer de /, concluimos que f
€ constante em /.

6.1.5 Proposicdo Se F(x) e Gix) sdo fungdes primitivas de f(x) no intervalo /, entéo existe uma constante ¢ tal que
G(x) — F(x) = ¢, para todo x € L

Prova: Seja H(x) = G(x) — F(x). Como F e G sao primitivas de f(x) no intervalo /, temos F'(x) = G'(x) = f(x), para
todo x € [. Assim:

H'(x) = G'(x) — F'(x) = f(x) — f(x) = 0, para todo x € L
Pela Proposigio 6.1.4, existe uma constante c. tal que H(x) = ¢, para todo x € /. Logo, para todo x € I, temos:
G(x) — F(x) = c.
Da Proposigdo 6.1.5, concluimos que, se F(x) é uma particular primitiva de f, entdo toda primitiva de f ¢ da forma
G(x) = F(x) + c,
onde ¢ é uma constante. Assim, o problema de determinar as primitivas de f se resume em achar uma primitiva particular.
6.1.6 Exemplo Sabemos que (senx)’ = cos x. Assim, F(x) = sen x ¢ uma primitiva da fungdo f(x) = cos x e toda
primitiva de f(x) = cos x é da forma
G(x) = sen x + ¢,
para alguma constante c.

6.1.7 Defini¢do Se F(x) é uma primitiva de f(x), a expressdo F(x) + ¢ € chamada integral indefinida da fungao
f(x) e é denotada por

J'f(x)dx = F(x) + c.

De acordo com esta notagdo o simbolo [ é chamado sinal de integragao, f(x) fungdo integrando e f(x) dx integran-
do. O processo que permite achar a integral indefinida de uma fungio é chamado integragdo. O simbolo dx que aparece
no integrando serve para identificar a variavel de integragao.

Da defini¢io da integral indefinida, decorre que:
(i) Jf(x)dx = F(x) + c& F'(x) = f(x).

(ii) Jf (x)dx representa uma familia de fungdes (a familia de todas as primitivas da fungdo integrando).
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A Figura 6.1 mostra uma familia de primitivas da fungfo integrando f(x) = x? + 1. Observamos que o valor da

constante, para a figura apresentada assumiu os valores C = —3,—2,—1,0,1, 2, 3.

F(X)+C

Figura 6.1

Propriedades da Integral Indefinida

6.1.8 Proposicdo Sejam f, g: I — IR e K uma constante. Entio:

(i) JKf(x)d.r - KJf(x)dx.

(1) J(f(x) + g(x))dx = J'f(.r) dx + jg(x)dx.

Prova do item (i):

Seja F(x) uma primitiva de f(x). Entdo, K f{x) € uma primitiva de K f(x), pois (K F(x))'= K F'(x) = K f(x). Dessa forma,
temos:

J'Kf(x)d.t = KF(x) + ¢ = KF(x) + K¢,
= K[F(x) + ¢] = KJ’f(x)dx.

Prova do item (ii):
Sejam F(x) e G(x) fungbes primitivas de f(x) e g(x), respectivamente. Entdo, F(x) + G(x) é uma primitiva da funcgéo

(f&x) + g(x)), pois [F(x) + G(x)]' = F'(x) + G'(x) = f(x) + g(x).
Portanto,

J(f(x) + g(x))dx = [F(x) + G(x)] + ¢
=[F(x) +G(x)]+¢; + cpondec =¢; + ¢,
=[F(x) + ] +[G(x) + ¢
= s+ [stxyax

O processo de integragdo exige muita intuigao, pois conhecendo apenas a derivada de uma dada fun¢io nés quere-
mos descobrir a fungdo. Podemos obter uma tabela de integrais, chamadas imediatas, a partir das derivadas das funcdes
elementares,
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6.1.9 Exemplos

(i) Sabemos que (sen x') = cos x. Entao JC{)Sx dx =senx + c.
(ii) Como (—cosf)’ = sen #, entdo Jsenﬁl dfd = —cos 6 + c.
(iii) [e"dx = ¢* + ¢, pois (e*)' = €.

g 3 s . S/aye . 223

(iv) x“ dx —gxf + ¢, pois (3/5x7°)" = x°°,

) J% = 2Vt + ¢, pois (2V71)' = 1/ V.

6.1.10 Tabela de Integrais Imediatas

f r
d
(1) |du=u+c @) f=lﬂ|u|+c
i a+1 g au
(3) utdu = Y + ¢ (« € constante # — 1) (4) a‘du = +c
(5) eddu=¢e"+c (6) senudu = —cos u + ¢
o4 J
(7 Jcosu du =senu + ¢ (8) fseczudu= tgu + ¢
(9) cosec’u du = —cotgu + ¢ (10 Jsec u-tgudu = secu + ¢
du
(11) |cosecu - cotgudu = —cosecu + ¢ (12) —i=arcsenu +c
o J — U
(13) [ arct +c (14) r du arcsec u + ¢
— 7] _— =
11+ u? B JuvVir -1
(15) |senhu du = coshu + ¢ (16) | coshu du = senhu + ¢
(17 |sech’udu =tghu + ¢ (18) Jcosechzudu = —cotghu + ¢
J
=
(19) |sechu-tghu du = —sechu + ¢ (20) Jcosechu + cotgh udu = —cosechu + ¢
(21) FL=argsenhu+c=ln|u+Vu2+1|+c
N1+
[ du
(22) |———==argcoshu+c=Inlu+ Vil -1/ +¢
a1 e =
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(23) J du  |argtghu +c¢, selu/<1 i) J du
1 —u? aI‘gCOtghu+c, SE|H| S f u\/’l——u‘?‘_ —argsechiu| +e
"ll 1 +u
T2 & 1 —u £

du
(25) J—: —arg cosech |u| + c.
N ecoseehlul

Usando as propriedades da integral indefinida e a tabela de integrais, podemos calcular a integral indefinida de algu-
mas fungdes.

6.1.11 Exemplos Calcular as integrais indefinidas.

(i) J(3x2 + 5+ Vx) dx.

Usando as propriedades da integral indefinida e a tabela de integrais, temos:

'[(3,\:‘2 S8 \/}?) dx = S[xzdx + S[dx + J.r”zdx

K on
=3 +5x+-—+
3 Sx 32 c

2
=3 + 8% ~|~§.1r3f2 + .
(i1) j(3secx - tg x + cosec’x)dx.

Temos:

I(3secx - tg x + cosec’x)dx = SJsecx tgxdx + Jcoseczxdx

= 3secx — cotgx + .

2
(iii) J sl P

COsEC x

Nesse caso, temos:

2

secx 1 Sen x

dx=J- . dx = |tgx- secx dx = secx + c.
cosec x COSX COSX

(iv) f(\%? + 1/3x)dx.

Temos:

J(\%? +1/3x)dx = [\%?dx + fusx dx

- Ix2’3dx +3 f gz

X
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DA |
=——+-Inlx| +
E I

3 1
= gxsﬁ + Elnlxl + c.

dx.

- J’x“ +3x 2+ 4
v

Vx
Temos:

Jx“ +3x7 12 + 4dx I( ¥ N 312 4
Vx Ve Vi vf) '

s J'(IIUS + 3x"5f6 g 4x'”3)dx

= J x'"3dx + 3 Jx'-‘fﬁdx * 4Jx_"'3dx

xl4,?3 xl,’ﬁ x2K3
==+ 3t hr
14/3 1/6 T

= 2047 4 185 + 627 +c.

(vi) J(Z cosx + %)dx.

Temos:

4x

J(Zcosx + %)dx = JZcosxdx + J\/;

JZcos.rdx + [x‘”zdx

1/2

=Zsenx+-1-75+c

=Zsenx+2\/;+c.

(vii) Kzer - %) dx.

cos’x  x
Temos:
2d
2e* — senzx - E‘f) dx = JZexdx - Jsenf dx + J—.,I
COS“X X cos“x X

= ZJ.e’“dx - Jsecx tg x dx + ZJx‘de

X x_ﬁ
= 2e —secx+2-—6+c

1
=" — secx—ﬁch.
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6.2 Exercicios

Nos exercicios de 1 a 10, calcular a integral e, em seguida, derivar as respostas para conferir os resultados.

(dx
15 = 2.
3. |(ax* + bx® + 3c)dx 4,
5. |(2x* — 3)%dx 6.
J
(V5 ) :
' Vay /¥ '
9. J.r“"\/;dx 10.
Nos exercicios de 11 a 31, calcular as integrais indefinidas.
[ x?
11. ) m’ dx 1 2.
13, |55 dx 14.
J cos“x
[ 4
15. J x4_x2d.r 16.
([ e 1
17. (—+\/;+—)dr 18.
J\2 t
B
19. |(e* — e F)dx 20.
[(x1? -5
21, = dx 22.
23. |sec’x(cos’x + 1)dx 24,
2= 1
25. J T dx 26.
X+ 1
( ; 3
27. (e‘ — N6t + ?)dr 28.
[
29. [tg’x cosec’x dx 30.

[ dt
3. |———Fonden € Z.
Jin =12y "

32. Encontrar uma primitiva F, da fungdo f(x) = x

2/3

1
9t + )dr
J( 1 £ Vx ;
E g
Idx
sen’x
f\/idr
312+ 3
A
fx x;c ]dx
(x* + 1
xxz dx
[ 9
J l_xzdx

(8x* — 9x3 + 6x2 —2x + 1
3 dx

cos 0 - tg6df

r(r+\/1?+\3/'r_+\‘7.;+\5/E)¢;h

-

(2 -V2e + cosh t)dt

( dx
J (ax)* + a*

[ 1 3
dsu - 2)5(: + E) dt

[ Inx
JxInx?

+ a # 0, constante.

dx

o

(x — 1)*(x + 1)%dx

+ x, que satisfaga F(1) = 1.
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33. Determinar a funcéo f(x) tal que
1
[f(.r)dx = x* + ECOSZI + c.

1
34. Encontrar uma primitiva da fungdo f(x) = 2 + 1 que se anule no ponto x = 2.
35. Sabendo que a fungdo f(x) satisfaz a igualdade

ff(x)dx =senx — XCOS X — %xz + ¢, determinar f(7/4).

36. Encontrar uma funcdo ftal que f'(x) + senx = O e AQ) = 2.

6.3 Método da Substituicdo ou Mudanca de Variavel para Integracio

Algumas vezes, € possivel determinar a integral de uma dada funcdo aplicando uma das férmulas bésicas depois de
ser feita uma mudanca de varidvel. Esse processo € andlogo & regra da cadeia para derivagio e pode ser justificado como
segue.

Sejam f(x) e F(x) duas fungdes tais que F'(x) = f(x). Suponhamos que g seja outra fungdo derivavel tal que a
imagem de g esteja contida no dominio de F. Podemos considerar a fungéio composta Fig.

Pela regra da cadeia, temos:

[F(g(x))]' = F'(g(x)) - g'(x) = f(g(x)) - g'(x), isto é F(g(x)) € uma primitiva de f(g(x)) - g'(x).

Temos, entao:
[risten - gar = Feta) + 0

Fazendo u = g(x),du = g'(x)dx e substituindo em (1), vem:

Jf(g(x)) - g'(x)dx = Jf(u) du = F(u) + c.

Na pritica, devemos entio definir uma fungdo u = g(x) conveniente, de tal forma que a integral obtida seja mais
simples.

6.3.1 Exemplos Calcular as integrais:

(i) sz dx.

1+ x*

Fazemos u = 1 + x*. Entio, du = 2xdx. Temos:

2x du
Jl +x2dx_ J?
=Inlul +c¢

=In(l+x}) +ec
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(ii) J sen’x cosx dx.

Se fizermos u# = sen x, entio du = cos xdx. Assim:

J’senzx cosx dx = J u® du

u3
= — 4
3

(iii) Isen(x + 7)dx.
Fazendo u = x + 7, temos du = dx. Entao,
[sen(x + 7)dx = J-sen udu

= —cosu + ¢

=—-cos(x +7) +ec

(iv) th xdx.
Podemos escrever Itg xdx = Jsen o
COS X
Fazendo u = cos x, temos du = —sen x dx e entdo sen x dx = —du. Portanto,
—d
thx dx = J__u = - J'd_u = —Inlul + ¢
u u
= —Inlcosx| + c.
dx
(V) J.(3x _ S)g'
Fazendo u = 3x — 5, temos du = 3 dx ou dx = 1/3 du. Portanto,
dy  _ (13du 1] ., 1w’
Lu—W'Jus‘aﬁ‘m‘?3+c

~Gx—3)

(vi) J(x + sec?3x)dx.

Podemos escrever:

J(x + sec?3x)dx = dex + JseCZSxdx

CTE®

+ Jsec 23xdx.
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Para resolver J's'e;r::2 3x dx, fazemos a substitui¢do u = 3x. Temos, entdo, du = 3dx ou dx = 1/3 du. Assim:
2 2, .1 1 2
sec”3x dx = |sec u-gdu=5 sec“u du

1
=%tgu+ c=§tg3x+c.

Substituindo em (1), obtemos:

2
f(x + sec?3x) dx = % + %tg?)x <+

" du
i) [0,

Como a # 0, podemos escrever a integral dada na forma

du
}'du _J a’ _lJ du
2+ a2 Pt ot @l
3 —2+1
a a

Fazemos a substituicdo v = w/a. Temos, entdo, dv = 1/a du ou du = a dv. Portanto,
J. du _iJ’adV _lJ' dv
B+ad )V +1 al+1

1
:Earctgv+c

1 u
=—arctg— + c.
a a

dx i
(). | e + 13

Para resolver esta integral devemos completar o quadrado do denominador. Escrevemos:

x2+6x+13=x24+2:3x+9—-9+13

= (x + 3)* + 4.
Portanto,

J dx _I dx
2+ 6x+ 13 (x+3)+4

Fazendo u = x + 3, du = dx e usando o exemplo anterior, obtemos:

4y 'J L. =1arct 2
2+6x+13 JuE+22 2 E3
= — t £ +-.G
= jarctg— ;

x+1 ax:

y JVx—Z
s |—

Nesse caso, fazemos a substitui¢io ¥ = V x — 2. Entdo, w=x—2oux = u*+ 2, ouainda, dx = 2 u du.
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Substituindo na integral, vem:

Imdﬁj u

—_— d
x+1 - T T T "

- Zuzdu_zjuzdu
T +3 T+ 3

Efetuando a divisao dos polindmios, temos:

Jm dx = zj(1 + u;?’ )du

x+1 + 3
oo o3 J ]
u-+3
du
—2u—6Ju2+3
2u 2 ct - +
= —=ar
WY
6 \V4 2
2Nx =2 = arct +c
V3 T
(x) Jvﬁ—zﬁm.

Escrevemos:

[Mdr= j\/md; - I:ﬂd;.

—-d
Fazendo u = 1 — 2¢%, temos du = —4tdt e entiio rdr = —4—“ Assim:
JVIZ — 2ttdt = Ju”z . —Tdu = —*%Juma’u
1 w2 —1
= = (1-2)" 4
232 7°% 76 ( i e

6.4 Exercicios

Calcular as integrais seguintes usando o método da substituigio.

—
-

J(zx2 +2x = 3)0(2x + 1)dx - f(x" - )V x?dx
J'S V4 — 3x?dx

5. J x? + 2xtdx 6. I(2‘+2)‘“‘dr

efdr j’el’x + 2



9. th xsec’x dx

s€n x

11.

cos

13. J’e" cos 2e*dx
15. J’sen (56 — =)d6

2 sec“@
17.
Ja+btg9

dy

8. | 5—
JyP—4y +4

21.

23. 3t* + dt

3dx
25, |——
Jx2—4x+1
(VX +
oy, |¥% 13a'x
-

29. |(sendx + cos2m)dx

”

31. |xe*¥dx
[ dt
33. Itine

r

35. [(&* + 2)%e¥dx

37. |—2E_ ax
J3 —senx

41. |tcost’dt

39. JxEV] + xdx

sen 8 dé

(5 — cosf)’

43, Js n'228 cos?26 db
45, J

10.

12,

14.

16.

18.

20.

22,

24.

26.

28.

30.

32.

34.

36.

38.

40.

42.

44,

46.
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Jsen“ xcosx dx

dx

JZsenx — S5cosx

Cos X

cos x°d

B | =

Jarcscny
V1 - y? y?
J dx

16 + x°

J sen # cos 6 d6

(er:u 4+ o M)Zd'x

ddx
J4x? + 20x + 34

[ e“dx
Je** + 16
[ 3dx
% In?3x

JZ‘” 'xdx

dt
] (2 +1)?

8x\V1 — 2x*dx

([ 4t dt

) 42 + 5

dv
I+ V)

8x2\Vo6x® + Sdx

e
[

sec?(5x + 3)dx

cotg u du
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a8. Icos\/; -

Vx
49, er —4dt 50. Irz(sen 2x? + 4x)dx

47. J’(l + e ™) e~%dt, a >0

6.5 Método de Integracio por Partes

Sejam f(x) e g(x) funéﬁes derivdveis no intervalo I. Temos:
[f(x) - g(x)] = f(x) - g'(x) + g(x) * f'(x)

ou,

f(x) - g'(x) =[f(x) - g(x)] — g(x) - f'(x).

Integrando ambos os lados dessa equagio, obtemos:

[f(x) + g'(x)dx = J‘U('X) - g(x)]dx - Jg(ar) - f'(x)dx,

ou ainda,
Jf(x) cg'(x)dx = f(x) - g(x) — J’g(x) - f(x)dx. (1)

Observamos que na expressdo (1) deixamos de escrever a constante de integragio, J4 que no decorrer do desen-

volvimento aparecerdo outras. Todas elas podem ser representadas por uma tinica constante c, que introduziremos no
final do processo.

Na pritica, costumamos fazer
u=f(x)=du=f"(x)dx

v=g(x)=dv = g'(x)dx
Substituindo em (1), vem

que ¢ a formula de integragdo por partes.

6.5.1 Exemplos
(i) Calcular J xe dx.

Antes de resolver essa integral, queremos salientar que a escolha de u e dv sio feitas convenientemente.
Nesse exemplo, escolhemos u = x e dv = e”* dv. Temos:
u=x = du=dx

-1
dv=ePdx = vy= Je‘h dx = Te'zx.

Aplicamos, entdo, a férmula

J'udv=u-v—Jvdu
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e obtemos:

w =1
Jx e ¥dx=1x" (Tl) e X — f—z— e Pdx.

Calculando a tltima integral, vem:

-1 1
Jx v Ty = Txe‘z" - Ze'h + c.

Observamos que, se tivéssemos escolhido 1 = ¢ ** e dv = x dx, o processo nos levaria a uma integral mais
complicada.

(ii) Calcular Jln x dx.
Seja

u=Inx = du=1/xdx
dv =dx = vzjd.rzx.

Integrando por partes, vem:

Jln xdx = (Inx) - x — Jx . %dx

]

xlnx — de

xlnx—x +ec.

(iii) Calcular Jxl sen x dx.

Neste exemplo, vamos aplicar o método duas vezes. Seja:

i = du= 2xdx Vi
dv=senxdx = v= Jsenx dx = —cosx.

Integrando por partes, vem:

sz -sen x dx = x*(—cosx) — J( — cos x)2x dx

= —x’cosx + ijcosxdx.

A integral Jx cos xdx deve ser resolvida também por partes. Fazemos,
u=x = du=dx
dv=cosxdx = v =Jcosxdx = sen Xx.

Temos:

chosxdx = xsenx — Jsen x dx.
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Logo:

[xzsen xdx =—x%cosx + 2[xsenx — Jsenx dx]

= —x%cosx + 2xsen x + 2cosx + c.

(iv) Calcular Jeh sen x dx.

Esse exemplo ilustra um artificio para o calculo, que envolve também duas aplicagdes da férmula de integracao por

partes.
Seja:
u=e> =  du=2e"dx
dv=senxdx = v =Jsenx dx = —cosx.

Aplicando a integracdo por partes, vem:
2x 2x ~ 2x
e“'senxdxr = e*(—cosx) — |(—cosx)2e~dx

= —e*Ccosx + ZJe"‘cosxdx.

Resolvendo Ieh cos xdx por partes, fazendo u = e** e dv = cos x dx, encontramos

Jez" sen x dx = —e™cos x + 2 [e*senx — J.sen x 2 e*dx]

= —¢*cosx + 2e**sen x — 4Jehsen 62 (2)

Observamos que a integral do 2° membro € exatamente a integral que queremos calcular. Somando 4 Je“ sen x dx
a ambos os lados de (2), obtemos:

5 Je“ sen x dx = —e*cosx + 2¢*sen x.

Logo,

(2e*sen x — e*cosx) + c.

1
2x

dx = —
JE’ SEn xdx 5

(v) Calcular Jscu% dx.

Nesse caso, fazemos:

2

i = sen” x =5 du = 2 sen x cos x dx
dv=senx dx = p = Jsenxdx = — COSX.
Entdo:

fserﬁx dx =sen’x + (—cosx) — J— cosx + 2 sen xcos xdx



—sen’x cosx — 2

3

3

cos”

6.6 Exercicios

X

—sen’xcosx + 2 Jcos ‘xsen x dx

+ c.

Carituto 6 Introducdo a integragdo EE

Resolver as seguintes integrais usando a técnica de integragao por partes.

-

1. |xsenSxdx
3. |te¥d:
o
:
5 |xIn3xdx
" . x
T | e 0052 dx
9. | cosec’ x dx
11. fxcoseczx dx
r
13. |e*“sen bx dx
15. |x*V1 — x*dx
f
17. |arctgax dx
19. [(x— 1)e *dx
[
21, [x%e*dx
23. |(x — 1)secxdx
25, .(x" Inxdx,neN
28 jln (x + V1 + xH)dx

2.

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24,

26.

28.

In (1 — x)dx

~

(x +1)cos2 x dx

cos >x dx

\/;111 xdx

x*cosaxdx

* N

Jarc cotg 2x dx

[In(ax + b) e
J Vax +b

In®2x dx

-

x?sen 4x dx

x2In xdx

[ X
arc sen E dx

e*cosdxdx
Jm(f +1) dx

Jx arc tg x dx

0
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;
29. [x’e“dx 30. Jxooszxdx
31. [(x + 3)%%dx 32. J'x x + ldx
33. |cos(Inx)dx 34, Jarc cos x dx
J
3 1 1/x
35. |sec’xdx J6. ?e dx.

6.7 Area

Desde os tempos mais antigos os matemdticos se preocupam com o problema de determinar a drea de uma figura
plana. O procedimento mais usado foi o método da exaustdio, que consiste em aproximar a figura dada por meio de
outras, cujas dreas sio conhecidas.

Como exemplo, podemos citar o circulo. Para definir sua drea, consideramos um poligono regular inscrito de n
lados, que denotamos por P, (Figura 6.2(a)).

Seja A, a drea do poligono P,. Entdo, A, = n Ay, onde Ar, € a area do triangulo de base /, e altura k, (Figura
6.2(b)).

I

I,

(a) (b)
Figura 6.2
by * By ;
Como Ay, = 5 €o perimetro do poligono P, € dado por p, = nl,, vem:
A =n iﬂ h?‘l = pﬂ * k?l
- . 2

Fazendo n crescer cada vez mais, isto €, n— + =, o poligono P, torna-se uma aproximagao do circulo. O
perimetro p, aproxima-se do comprimento da circunferéncia 27# e a altura h,, aproxima-se do raio r.

Temos:

; 2ar-r

lim A, = = 7rr’, que € a drea do circulo.
n—w 2

Para definir a drea de uma figura plana qualquer, procedemos de forma andloga. Aproximamos a figura por poli-
gonos cujas areas possam ser calculadas pelos métodos da geometria elementar.

Consideremos agora o problema de definir a drea de uma regido plana S, delimitada pelo grifico de uma fungfo
continua ndo negativa f, pelo eixo dos x e por duas retas x = a e x = b (ver Figura 6.3).
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AY y =f(x)

Figura 6.3

Para isso, fazemos uma parti¢do do intervalo [a, b], isto €, dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos, esco-
lhendo os pontos:

a=x<y<.<x, <x;<.<zx,=b
Seja Ax; = x; — x;_; o comprimento do intervalo [x;_,, x;].
Em cada um destes intervalos [x;_;, x;], escolhemos um ponto qualquer c;.

Para cada i, i = 1, ..., n, construimos um retingulo de base Ax; e altura f(c;) (ver Figura 6.4).

i1 y =1(x)
W
§§§$\ N "
X, = a0 X GX Xy G X Xu € X, = b X
Figura 6.4
A Figura 6.5 ilustra esses retingulos nos casosn = 4en = 8.
AY AY
s y = f(x) T y=1(x)
P A p ;‘ bl
SHE g . atHHBEHIR S
ARREA B AL L
a > X a b x

Figura 6.5
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A soma das dreas dos n retdngulos, que representamos por S, € dada por

S, = f(e)Ax; + f(e)Ax, + ... + f(c,)Ax,

= gf(cf)ax;.

Esta soma € chamada soma de Riemann da fungio f(x).
Podemos observar que 4 medida que n cresce muito e cada Ax;, i = 1, ..., n, torna-se muito pequeno, a soma das

reas retangulares aproxima-se do que intuitivamente entendemos como a érea de S.

6.7.1 Definicdo Sejay = f(x) uma funcfo continua, niio negativa em [, b]. A drea sob a curvay = f(x), de a até
b, € definida por:

n

A= lim > f(c)Ax,

méxAx,—+0 /=

onde para cada i = 1, ... n, ¢; € um ponto arbitrario do intervalo [x;_, x;].
E possivel provar que o limite desta definigéo existe e ¢ um niimero ndo negativo.

6.8 Distancias

O cidlculo da distAncia percorrida por um mével durante um periodo de tempo, sendo conhecida a velocidade do

mével em todos os instantes, pode ser visualizado como um problema inverso ao célculo da velocidade, como foi dis-
cutido na Se¢ao 4.2.

Quando a velocidade € constante, o problema do calculo da distdncia reduz-se a procedimentos elementares a par-
tir do conceito de que:

distincia = velocidade X tempo.

Quando a velocidade varia, precisamos elaborar um pouco mais as idéias para encontrar a distincia percorrida.
Como exemplo, podemos citar a distincia percorrida por um mével durante 10 segundos. A cada 2 segundos, a
velocidade € registrada. Na Tabela 6.1 apresentamos os dados obtidos.

Tabela 6.1
Tempo (segundos) 0 2 | 4 6 8 10 |
Velocidade (metros/segundo) 22 78 126 166 198 22 |

Para fazer uma estimativa da distancia percorrida nos primeiros dois segundos, podemos considerar neste periodo
de tempo a velocidade como uma constante igual a 22 m/seg. Assim, a distincia percorrida nos dois primeiros segun-
dos € igual a:

22 m/seg X 2 seg = 44 metros

Analogamente, durante o intervalo de tempo de 2 a 4 segundos, podemos considerar a velocidade constante igual a
78 m/seg e entdo a distdncia percorrida € de:

78 m/se\g X 2 seg = 156 metros

Se somarmos todas as estimativas, vamos ter a distancia total de forma aproximada:
22 X2+ 78X 2+ 126 X2+ 166 X2+ 198 X 2 + 222 X 2 = 1.624 metros.

Esses cdlculos podem ser visualizados graficamente na Figura 6.6.
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Podemos melhorar a nossa estimativa obtendo os valores da velocidade em intervalos de tempo menores (ver Tabela
6.2). Por exemplo, na Figura 6.7 mostramos a andlise para intervalos de segundo a segundo.

Tabela 6.2
-%mmﬂ%gmmm R o1l 2i3/4]5 6] 7 8]9 [10]n1
Velocidade (metros/segundo) 22 52 78 103 126 147 166 183 198 211 222 231

I -
7
5 2
154 é//
132 /é/
e o
88 7%%
66 /%%
44 .

22 G NI o

1234567 8910111213

Figura 6.7

Para o conjunto de informagdes dadas na Figura 6.7 vamos ter o espago percorrido pelo mével estimado em:
22 + 51 + 78 + 103 + 126 + 147 + 166 + 183 + 198 + 211 + 222 + 231 = 1.738 metros.

Observando este exemplo & possivel associar com a drea como foi discutida na secdo anterior, isto é, para calcular
a distancia percorrida por um mével cuja velocidade € dada por uma fungao v = v(f) podemos usar a Soma de Riemann
da funcdo para fazer estimativas ou usar similarmente a defini¢do de area:

Distancia =  lim Zv(c,)i\t

mdx Ax,—0
E bom lembrar que a gTandeza distancia ndo € igual a drea. O valor numérico € igual, mas estamos lidando com
grandezas diferentes.

w

6.9 Integral Definida

A integral definida estd associada ao limite da Defini¢do 6.7.1 e do Exemplo 6.8. Ela nasceu com a formalizacao
matemdtica dos problemas de dreas e problemas fisicos. De acordo com a terminologia introduzida na se¢ao anterior,
temos a seguinte defini¢ao.
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6.9.1 Definicdo Seja f uma fungao definida no intervalo [, b] e seja P uma particéo qualquer de [a, b]. A inte-
gral definida de f de a até b, denotada por:

ff (x)dx,

€ dada por:

n

b
Jf(-ﬂdx: lim 3 f(c)Ax;,

maxAx,—0 i=1

desde que o limite do 2* membro exista.

b
Se J f(x)dx existe, dizemos que f € integrdvel em [a, b].
a

b
Na notacéo J f(x)dx, os nimeros a e b sdo chamados limites de integracdo (a = limite inferior e b = limite
a

superior).

Se f € integrdvel em [a, b], entdo:
b b b
[reoax= [ = [ispas,

isto €, podemos usar qualquer simbolo para representar a varidvel independente.
Quando a fun¢do f € continua e ndo negativa em [a, b], a definigdo da integral definida coincide com a defini¢do da
area (Defini¢ao 6.7.1). Portanto, neste caso, a integral definida

ff(x)dx

€ a drea da regido sob o grifico de f de a até b.

Sempre que utilizamos um intervalo [, b], supomos a < b. Assim, em nossa defini¢do ndo levamos em conta os
casos em que o limite inferior ¢ maior que o limite superior.

6.9.2 Definicio
(a) Sea > b, entdo:

ffcx)dx = - | Fexyax

se a integral & direita existir.

(b) Sea = b e f(a) existe, entio:

rf(x)dx =0

‘a - . - -~ e . 3 . - -
E muito importante saber quais fungdes sao integréveis. Uma ampla classe de fungdes usadas no Célculo € a classe
das fungdes continuas. O teorema a seguir, cuja demonstragdo serd omitida, garante que elas so integraveis.

6.9.3 Teorema Sef¢ continua sobre [, b), entdo f ¢ integrivel em [a, b].

Propriedades da Integral Definida

6.9.4 Proposicao Se f¢ integrivel em [a, b] e k € um nimero real arbitrario, entdo k f € integrével em [, b] e
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a

rkf(x)dx =k ff(x)dx.

Prova: Como f¢€ integrivel em [a, b], existe o

lim if(c‘-)&x,-.

méxAx—0 j—3

e portanto, podemos escrever:

b n
I kf(x)dx = lim > kf(c)Ax,
a m =0 =1

n

=k lim flc)Ax;
1

méx Ag,—0 ;=

-h
— k J e

6.9.5 Proposicdo Se fe g sio funcdes integréveis em [a, b), entdio f + g € integrével em [a, b] e
b b b
f [f(x) + g(x)]dx = Jf(x)dx + J g(x)dx.

Prova: Se f € integravel em [a, b], existe o limite

. b
lim > f(c)Ax,queéa J f(x)dx.

max ﬂ.t,_’l} i=1
Se g € integravel em [a, b], existe o limite
n b
éIiﬁm ’ > glc)Ax, queéa J g(x)dx.
méx &x;—0 = 73

Escrevemos, entio:

Il

lim Y () + 8(e))Ax

max Ax,—+0 =

fr
J [f(x) + g(x)ldx

n

n
= lim lf(.c,-).f}.,vc,- 4 m&liﬁl}.}—'ﬂ IZ g(c)Ax;

méx Ar—0 =

Il

b b
Jf(x)dx + J g(x)dx.

a

Observamos que esta proposigdo pode ser estendida para um nimero finito de fungdes, ou seja,
b b b h

J [fi(x) + fo(x) + ... + fu(x)]Jdx = ij(x)da\f +* sz(x)dx t..+ an(X)dx-
] a i ]

Vale também para o caso de termos diferenca de fungdes, isto ¢,

f[ftx) - g(x)]dx = ff(x)dx 2 fg(x)dx.
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6.9.6 Proposicao Sea < c < bef¢ integrivel em [a, ] e em [c, b], entdo f ¢ integrével em [a, b] e

ff(x)a’x = J:f(x)dx + ff(x)dx.

Prova: Consideremos uma parti¢io no intervalo [a, b] de tal forma que o ponto ¢ (@ < ¢ < b) seja um ponto da par-
tigdo, isto €, ¢ = x;, para algum 1.

8.X %o B

X X X

Podemos dizer que o intervalo [a, ¢] ficou dividido em r subintervalos e [¢, b] em (n — r) subintervalos. Escrevemos
as respectivas somas de Riemann:

Zf(c,.mm > fle)Ax,.

i=r+1
Entio,

n r n
2f(e)bx; = 3 fle)dx; + T f(e)Ax,.
i=1 i=1 i=r+1
Usando a defini¢ao de integral definida, vem:

n

b
Jf(x)dx = lim fc)Ax;
a 1

mix Ay —+0 =

Il

i ( rlf(c;-)Axi- + 3 f(c‘-)ﬁx,-)

max Ax,—0 \ j= i=r+1

= lim_ Sf(@)bn+ lm 3 fe)Ax,

méx Ax,—0 5 max Ax,—0 ;=77

[f(.r)dx + ff(x)dx.

Esta propriedade pode ser generalizada: “Se f é integravel em um intervalo fechado e se g, b, ¢ sdo pontos quais-
quer desse intervalo, entdo:;

J:f(x)dx = ff(x)dx - ij(x)dx".

A Figura 6.8 ilustra a Proposicdo 6.8.6 para o caso em que f(x) > 0. A drea do trapezdide ABCD adicionada 2 drea
do trapezéide BEFC ¢€ igual a drea do trapezéide AEFD.

AY

N

o)
i3]
W
T+

i
O
>V

Figura 6.8
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6.9.7 Proposicdo Se fintegrdvel e se f(x) = 0 para todo x em [a, b], entdo:

J;bf(x)dx = (.

Prova: Como f(c¢;) = 0 para todo ¢; em [x;_,., x;], segue que:
Ef(c,-)Ax,- =0
i=1

Portanto,

lim 3 f(c)Ax =0

max Ax =0 o

b
e, dessa forma, J f(x)dx = 0.

6.9.8 Proposicdo Se fe g sdo integrdveis em [a, b] e f(x) = g(x)para todo x em [a, b], entdo:

h h
Jf(x)a'x = J g(x)dx,
Prova: Fazemos:
b b
I= ff(x)dx — Jg(;r)dx_
Devemos mostrar que / = 0. Usando a Proposic¢do 6.9.5, podemos escrever:

b b
I = Jf{x)dx = Jg(x}dx

b
. J (f(x) — g(x))dx.

Como f(x) = g(x) para todo x € [a, b], temos que f(x) — g(x) = 0 paratodo x € [a, b].

Usando a Proposicdo 6.9.7, concluimos que / = 0.

6.9.9 Proposicao Se f¢ uma fungio continua em [a, b], entdo:

b
EJ [f(x)|dx.

b
Jf(x}dx

Prova: Se f¢ continua em [a, b], entdo:

a) fé€integrivel em [q, b];

b) |f| € continua em [a, b];

¢) |f|também € integrdvel em [a, b].

263
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Sabemos que:
= () = fx) = If{x)].
Usando a Proposigdo 6.9.8, escrevemos:
b b b
J =f{x)|dx = J f(x)dx = J [f(x)ldx.
Pela Proposigdo 6.9.4, vem:

- rlf(x)ldxi rf(x)dxﬂ rlf(x)idx.

[

Usando a Propriedade 1.3.3(i), segue que:

rf{x)dx

a

b
= f If(x)1dx,

Na Proposi¢do a seguir, cuja demonstragfio serd omitida, apresentamos o Teorema do Valor Médio para integrais.

6.9.10 Proposicdo Se f¢é uma fungo continua em [a, b], existe um ponto ¢ entre @ e b tal que:
b
J’f(x)ﬂ'x = (b —a)f(e).

Se f(x) = 0,V x € [a, b], podemos visualizar geometricamente esta proposigio. Ela nos diz que a drea abaixo da
curva y = f(x), entre a e b, € igual a drea de um retangulo de base b — a e altura f(c) (ver Figura 6.9).

o) ===

Figura 6.9

6.10 Teorema Fundamental do Calculo

O teorema fundamental do Célculo nos permite relacionar as operagoes de derivagio e integragdo. Ele nos diz que,
b
conhecendo uma primitiva de uma fun¢do continua f:[a, b] = IR, podemos calcular a sua integral definida j f(t)de.

Com isso, obtemos uma maneira rapida e simples de resolver inimeros problemas préticos que envolvem o célculo da
integral definida.
Para apresentar formalmente o teorema, inicialmente vamos definir uma importante fungfio auxiliar, como segue.
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Tomamos a integral definida
b
f f(t)dt,

fixamos o limite inferior a e fazemos variar o limite superior. Entdo, o valor da integral dependera desse limite superior
varidvel, que indicaremos por x. Fazendo x variar no intervalo [g, b], obtemos uma fun¢do G(x), dada por:

G(x) = rf(:)df.

Intuitivamente, podemos compreender o significado de G(x) através de uma andlise geométrica. Conforme vimos
na Segio 6.9, se f(t) =0,V € [a, b], a integral

b
Jf(r)d.'

representa a drea abaixo do gréfico de fentre a e b (ver Figura 6.10(a)).
Da mesma forma,

G(x) = rf(r)dr

nos dd a érea abaixo do grifico de f entre a e x (ver Figura 6.10(b)). Podemos observar que G(a) = 0 e G(b) nos d4 a
drea da Figura 6.10 (a).

y=Fft) y=fft)

T Y AY —'J/:/

(a) (b)
Figura 6.10

Vamos, agora, determinar a derivada da fun¢do G(x). Temos a seguinte proposicio.

6.10.1 Proposicdo Seja f uma fungdo continua num intervalo fechado [a, b]. Entdo a fun¢do G:[a, b] = R,
definida por:

G = | s

tem derivada em todos os pontos x € [a, b] que € dada por:
G'(x) = f(x), ou seja,

d X
= [ f(de = f(x).

Prova: Vamos determinar a derivada G'(x), usando a defini¢do:

G(x + Ax) — G(x)
Ax .

G'(x) = lilllu
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Temos:

X

G(x) = jf({)dr;

4]

rx+Aax
G(x + Ax) = J f(r)dr,

x+Ax x
G(x + Ax) — G(x) = J’ f(t)dt — Jf(r}dr.

Usando a Proposigao 6.9.6, podemos escrever:

Jﬁmf(r)d: = rf(:)a‘r + r.‘&xf(r)dr

e, entio,
x+Ax

G(x + Ax) — G(x) f(t)dr — rf(:)d;

rf‘(.~:)dr + I

a X
x+ Ax
= j f(z)dr.
Como f € continua em [x, x + Ax], pela Proposi¢do 6.9.10, existe um ponto X entre x ¢ x + Ax tal que

X+ Ax
J F)de = (x + Ax — x)f(x)

= f(x)Ax.
Portanto,
lim G+ Ax) — G(x) _ umf(i)nxl
Ax—0 Ax ax—0  Ax
= Ai}ginf(x}.

Como x estd entre x e x + Ax, segue que X — x quando Ax — 0. Como f € continua, temos:

lim £(¥) = lim f(¥) = f(x).

Ax—0
Logo,

._EIEUG(I : A‘.:i —G) f(x), ou seja,
G'(x) = f(x).

Observamos que, quando x € um dos extremos do intervalo [a, b], os limites usados na demonstragéo serdo limites
laterais. G'(a) serd uma derivada a direita e G'(b), uma derivada a esquerda.

Uma importante conseqiiéncia desta proposicdo € que toda funcdo f(x) continua num intervalo [a, b] possui uma
primitiva que € dada por

G(x) = ff(r)dz.
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Outro resultado importante obtém-se da andlise geométrica. Voltando & Figura 6.10, podemos dizer que a taxa de
variaciio da drea da Figura 6.10(b) com relagdo a € igual ao lado direito da regiao.
Podemos, agora, estabelecer formalmente o Teorema Fundamental do Calculo.

6.10.2 Teorema Sef¢ continua sobre [a, b] e se F é uma primitiva de f neste intervalo, entao:
b
Jf(r)dr = F(b) — F(a).

Prova: Como f € continua sobre [a, b]. pela proposicdo 6.10.1, segue que:
x
G(x) = J f(r)dr

¢ uma primitiva de f nesse intervalo.
Seja F(x) uma primitiva qualquer de f sobre [a, b]. Pela Proposicdo 6.1.5, temos que:

F(x) =G(x) +C,V x € [a,b].
a b
Como G(a) = If(r)df =0e G(b) = [ f(t)dt, calculando a diferenca F(b) — F(a), obtemos:

F(b) — F(a) = (G(b) +¢c) — (G(a) + ¢)

= G(b) — G(a)

I

ff(f)dr =0

be(r}dr.

ia

b

Observamos que a diferenca F(b) — F(a) usualmente € denotada por F(¢)| . Também escrevemos:
a

b=F(b) = Fi).

[

b
Jf(x)dx = F(x)

6.10.3 Exemplos Calcular as integrais definidas:

3
(i) J xidx.
]
1., .
Sabemos que F(x) = 2% ¢ uma primitiva de f(x) = x. Portanto,

% 1 1 9
== 2=—--=4
2 2 2

3
1 1
Lxdx—zx 5

1

/2
(i) L costdt.

A fungdo F(r) = sen t € uma primitiva de f(r) = cos 1. Logo,
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w2
T
=sen— —sen0 =1.

/2
J cos tdr = sent
o 2

0

1
(iii) J. (x* — 4x? + 1l)dx.
o

Usando as propriedades da integral definida e o Teorema Fundamental do Célculo, temos:

1 1 | |
J(x3—4x2+1)dx= Jx3dx—4fx2dx+ de
0 0 0 0

Il

[
—
S
iy
b

) ' xdx
(iv) 3 -
X+ 1

Vamos, primeiro, encontrar a integral indefinida
- J £ .
x4+ 1

; s du
Para isso, fazemos a substitui¢do u = x* + 1. Temos, entdo, du = 2x dx ou xdx = ? Portanto,

I= J‘—du/2=lJ’d—u=1]n|ul + ¢
u 2] u 2

1
=Eln(x2+1) +
Logo, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos:

1
xdx 1 "
= +
Lx2+1 gl d)

0

1 1
-—ElnE—Elnl

1
= Zind
g

Observamos que, para resolver esta integral, também podemos fazer a mudanga de varidveis na integral definida,
desde que fagcamos a correspondente mudanga nos limites de integragéo.
Ao efetuarmos a mudanga de varidvel fazendo u = x? + 1, vemos que:

x=0=u=1;

x=1=u=2
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Entdo,
1 25 2 2
d 2 1/4d
1-2” :Jd_u/’_z_f_uzlm,u,
X 1 | u 2l m 2 1
1

1
=—1 f— —_—— 2.
2(1‘12 Inl) 2In

3

(v) fxe_"2+ ldx.

1

Calculamos primeiro a integral indefinida / = J'xe“z”dx,

Fazendou = —x% + 1, temos du = —2xdxoux dx = _c;_u. Assim:
—du -1 -1
I = u o, 2| [P0 = u
Je > > Jedu > e+ ¢
=_Tie_‘:” + c.
Logo,
2
N e | O s 1 -1 1
2+1 - -2+ — —4+1 -1+ _ -3
= — + = ==
Lxe X > e | > e 23 5 e +2

6.11 Exercicios

2 2 2
1. Calculando as integrais [, = szdx,ﬁ - Jxa’x e I, = de, obtemos I; = 7/3,, = 3/2 e [ = 1. Usando
I 1 1

esses resultados, encontrar o valor de :

2 2
a) J (6x — 1)dx b) [Zx(x +1)dx
1 1

2 2
c) J (x—1)(x — 2)dx d) J (3x + 2)%dx.
1

2. Sem calcular a integral, verificar as seguintes desigualdades:

3 3 14 =4 1
a) J(3x2+4)dxzjr(2x2+5}dx b) J _IEJ (———i)dx
1 1 _,ax 2 2 4

™ v /2
) [ senx dx =0 d) J — cosxdx = 0,
0

1 )
3. Se I\s/?dx = % calcular ff/ﬁdr.
1

0

/2 9'“_ /2
4. Se J 9cos?tdt = 0 » calcular J — cos’8d6.
0 1)
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5. Verificar se o resultado das seguintes integrais € positivo, negativo ou zero, sem calcula-las.

)Jn'!ﬂ dx
‘ X2

3
c) J (2x + 1)dx
g

6. Determinar as seguintes derivadas:

d X
a)aj \/t + 4dt

c) % qlt sen Idi.

2w
b) J' sen tdt

]

3
d) J (x> — 2x — 3)dx.
-1

ir " dx
dyl, >+ 9

7. Em cada um dos itens a seguir, calcular a integral da fungdo no intervalo dado e esbogar seu gréfico.

2x+5, —-1=x<0

a) f(x)={5 Oi:xi:l;em[—l,lj

b) f(x)=lIsenx|;em[—m, 7]
d)  f(x) =x—%:emf—l,l]
f)  f(x) =senx + |cosxl|, em [—a, 7]

8. Mostrar que:

a) J' sen 2xcos Sx dx = 0

—mW

c) rsen Sxcos2x dx = 0.

(Sugestdao: Usar as férmulas

S€n mx sen nx =
S€N MX COS nx =

COs mXx Cos nx =

onde m e n sdo dois nimeros inteiros quaisquer. )

[cos (m — n)x — cos (m + n)x],
[sen (m + n)x + sen(m — n)x]e

[cos (m + n)x + cos (m — n)x],

f(x) =2lxl;em[=1, 1]

f(x) = senx + Isen x|; em [—, 7]

b) J cos2x cos3x dx =0

m

9. Se f(x) € continua e f(x) = M para todo x em [a, b], provar que:

b
Jf(x)dx = M(b — a). Nustrar graficamente, supondo f(x) = 0.

10. Se f(x) € continua e m = f(x) para todo x em [a, b], provar que:

h
m(b—a) = f f(x)dx. Tlustrar graficamente, supondo m > 0.
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12.

14.

16.

18.

20.

22,

24.

26.

28.

30.

= .,

34.

35
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Aplicar os resultados dos exercicios 9 e 10 para encontrar 0 menor € o maior valor possivel das integrais dadas a

seguir:

4
a) J Sxdx

3
4
c) J lx — 1ldx
1
Nos exercicios 12 a 34, calcular as integrais.

J' x(1 + x)dx

5
J 12t — 4ldt
-2

4 4

hVxt+9
3
V2x — 1ldx

dx

r3
xV1+ xdx
0

(r2 Cos x

(1 + senx)’

<0

J'E\/Ex(\[r_ + \@)dx

2
[xlnxdx
1

+
J = de.
h x+2

Seja f continua em [—a, a]. Mostrar que:

]

a)  Se fé par, entdo f f(x)dx = ZJ f(x)dx.

1]

b)

13.

15.

17.

19.

21,

23.

25,

217.

29.

31.

33.

b)

r 2x*dx
-3

r (x* — 8x* + 16)dx.
-1

F (x* — 4x + 7)dx
-3

9
J 21Vt dt
4

rim/4

sen xcosxdx
J1rf4

rimw

lsen xldx
]

rd4
Ix? — 3x + 2ldx

k]

' Vdy
(2P

r dx
 Vx(Vx + 1)

2
J' sen’ x 4

4
J (2x + 1) dx
0

dx

J'ZSx + Tx? —5x+2
1

[(- )

Se f ¢ impar, entﬁoJ f(x)dx =0
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36. Usar o resultado do Exercicio 35 para calcular:

a) JZsenxdx b) Jcosxdx

™

1
c) J (x* + xHdx.
s |

6.12 Calculo de Areas

O célculo de 4rea de figuras planas pode ser feito por integragdo. Vejamos as situagdes que comumente ocorrem.

6.12.1 Caso | Cilculo da érea da figura plana limitada pelo gréfico de f, pelas retas x = a, x = b € 0 eixo dos x,
onde fé continua e f(x) = 0, V x € [a, b] (ver Figura 6.11).

AY
y = fix)

a b x
Figura 6.11

Neste caso, a drea ¢ dada por:

b
= J f(x)dx.

6.12.2 Exemplo Encontre a drea limitada pela curva y = 4 — x” e o eixo dos x.

A curva y = 4 — x” intercepta o eixo dos x nos pontos de abscissa —2 e 2 (ver Figura 6.12).

Figura 6.12

No intervalo [—2, 2], y = 4 — x? = 0. Assim, a drea procurada € a drea sob o grificode y = 4 — x*de —2até 2.

Temos:
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N\ ?

2 3
A=J (4-—11)dx=(4 ——)
o 3

-2

_ (-2 _ 2
[o-wm-(-- ) -3

Portanto, A = 32/3 (32/3 unidades de édrea).

6.12.3 Caso Il Calculo da 4rea da figura plana limitada pelo grifico de f, pelas retas x = a, x = b e 0 eixo x, onde
fécontinuae f(x) = 0, V x € [a, b] (ver Figura 6.13).

E ficil constatar que neste caso basta tomar o médulo da integral
b

J f(x)dx, ou seja,
a

A:

[ ()

Figura 6.13

6.12.4 Exemplos

(i) Encontre a drea limitada pela curva y = —4 + x? e o eixo dos x.

A curva y = x? — 4 intercepta o eixo dos x nos pontos de abscissa —2 e 2 (ver Figura 6.14).

Figura 6.14

No intervalo [—2, 2], y = x> — 4 < 0. Assim:

A=

2
I (x* — 4)dx
2

=321 32
= —ua.

3 3
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(i) Encontre a drea da regido S, limitada pela curva y = sen x e pelo eixo dos x de 0 até 277,

Precisamos dividir a regido S em duas sub-regides S, e S, (ver Figura 6.15).

AY

Figura 6.15

No intervalo [0, 7], y = sen x = 0 e no intervalo [, 277], y = sen x = 0. Portanto, se A, é a dreade S, e A, € a
4rea de §,, temos:

™
- J sen xdx +
0

2
J sen xdx
(s

T 2

&
0

= —COs5X — COs X

e

= —cosw + cog0 + |—cos2w + coswl
==(-D+1+1-1+(-1)

=4 u.a.

6.12.5 Caso lll Calculo da 4rea da figura plana limitada pelos graficos de fe g, pelas retas x = a e x = b, onde f

€ g sdo fungdes continuas em [a, b] e f(x) = g(x),V x € [a, b).
Neste caso pode ocorrer uma situagio particular onde fe g assumem valores ndio negativos para todo x € [a, b] (ver
Figura 6.16).

(i y = fx)
5 ¥ =%
a b X
Figura 6.16

Entdo, a drea € calculada pela diferenca entre a drea sob o grifico de f e a drea sob o grifico de g, ou ainda,

A= rf{x)dx - rg(x)dx
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b
= J (f(x) — g(x))dx.

Para o caso geral, obtemos 0 mesmo resultado. Basta imaginar o eixo dos x deslocado de tal maneira que as fungdes
se tornem n3o-negativas, V x € [a, b].

Observando a Figura 6.17, concluimos que:

b
A=a= [ (i) - g(0)ax

b
- [ - gtx)ax

Figura 6.17

6.12.6 Exemplos
(i) Encontre a rea limitadapor y = x’e y = x + 2.
Ascurvas y = x?e y = x + 2 interceptam-se nos pontos de abscissa —1 e 2 (ver Figura 6.18).
No intervalo [—1, 2] temos x + 2 = x”. Entfo,

2

2 x2 x
A= J_I(x+2—x2)dx = (?+21 —g)

=1

N e BN (W5 _(;1)3)
_(2+22 3)(2 P = -

¥
5 u.a.

Figura 6.18



596" Calculo A — Funcées, limite, derivagdo e integraco

(ii) Encontre a 4rea limitada pelas curvas y = x’ ey = x.

As curvas y = x> e y = x interceptam-se nos pontos de abscissa —1, 0 e 1 (ver Figura 6.19).

Figura 6.19

No intervalo [—1, 0], x < x° e, no intervalo [0, 1], x > x°. Logo,

1
A= r (x* — x)dx + J (x — x*)dx
=] 0

_(r_‘_ﬁ)“ +(x_2_r_‘)
FITY | I T

I
= = .4,
2

1

i}

Observamos que poderiamos ter calculado a drea da seguinte forma:

i
1
A= ZJ’ (x — x)dx = zua,
0. 2
pois a drea a esquerda do eixo dos y € igual a que se encontra 4 sua direita.
(iii) Encontre a drea da regido limitada pelas curvas y = x> — ley = x + L.

Ascurvas y = x> — le y = x + 1 interceptam-se nos pontos de abscissa —1 e 2 (ver Figura 6.20).

Figura 6.20

No intervalo [—1, 2], x + 1 = x> — 1. Logo,

2
A = J [(x +1) — (x> = 1)]dx
o |



Il

2
J (x — x* + 2)dx

L )
(2—3+2x

= 9/2 na

2

—1
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(iv) Encontre a drea da regido S limitada pelas curvas y — x = 6,y — x* = 0e 2y + x = 0.

Devemos dividir a regido em duas sub-regites S, e S, (ver Figura 6.21).

Figura 6.21

No intervalo [—4, 0], a regido estd compreendida entre os grificos de y = ?x ey =6 + x( regido S,).

No intervalo [0, 2], estd entre os grificos de y = x> e y = x + 6 (regido S,).

Se A, €adreade S, e A, € a drea de S,, entdo a drea A procurada € dadapor A = A + A,.

Cdlculo de A,: No intervalo [—4,0],6 + x = — £ Assim:

A

{}
J (6 + 3—x)dx
o 2
32\ [°
(ﬁx + T)

= ]2 una.

-4

Cdlculo de A,: No intervalo [0, 2], 6 + x = x°. Entdo,

2
A, = J{(ﬁ + x) — x’]dx
0

2 4

x x

- 4+ = - =
(6x > 4)

= 10 u.a.
y

2

0

Portanto, A = A; + A,= 12 + 10 = 22 u.a.

0
[16+0 - ~xpian
4
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6.13 Exercicios

Nos exercicios de 1 a 29 encontrar a drea da regiao limitada pelas curvas dadas.

1. x=1/2x=Vyey=—x+2

3. y=5-—x*ey=x+3

5. y=1-x*ey=-3

7. x=yy—x=2,y=—-2ey=3
9. y=e"x=0,x=1ey=0

M. y=lnx,y=0ex=4

13. y=senxey = —senx, x €[0,27]

15. y=coshx,y=senhx,x=—-lex=1

17. y=e*y=x+1lex=—1

19. y=-1-x*y=-2x—4

1

21. y= =
Y“a-u?"x

23. y=4—x’ey=x>— 14
25. y=2"y=2"ey=4
26, y=arcsenx,y=7n/2ex=10

28. y=Ix—2ley=2— (x —2)?

1
—y=2x+1lex=-3

2.

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22,

24.

26.

27.

29.

30. Encontrar a drea das regides §; e S, vistas na figura a seguir:

3 = 2pext =2y

1, 6
= —Xx‘gey=
y 6 ¥y

x+y=3ey+x*=3
. s
y=2Xx xey=20
x=yex=y

y=hhxx=ley=4

= Ccosxey= —cCcosx IEI:—EB—#]
J 4 ; 37 8

y=tgx,x=0ey=1

y=sen2x,y=x+2,x=0ex=mu/2

= 3 T 4
y= cosx,y:§x+ﬁ,xe E,—s—

x=vye ——-lx
yey 5

x=y'+lex+y=7

y=arcsenx,y=w/2ex=0

y=2msh%,x=—2,x=2&y=0

y=e*'—1l,y=—-xex=1
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-
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6.14 Extensoes do Conceito de Integral

Até 0 momento, calculamos integrais de fungdes continuas definidas em intervalos fechados e limitados. Em diver-
sas aplicagdes surge a necessidade de relaxar algumas dessas condigdes. Nas se¢des que seguem vamos estender o con-
ceito de integral para as seguintes situagdes:

. integrais de fungdes continuas por parte;
. integrais com limites de integra¢@o infinitos;

. integrais com integrandos infinitos.

Integrais de Funcdes Continuas por Partes

6.14.1 Definicdo Dizemos que f(x) € continua por partes em [a, b] se pudermos subdividir o intervalo [a, b] em
um ndmero finito de subintervalos.

[a,b] =[a = x5, 1] U [x, %] U ... U [x, . x, = b]

de tal forma que f(x) é continua em cada intervalo aberto (x,_;.x;) e para cada i existem os limites laterais corres-

pondentes.

]j_r.n.f(x) e li_l:n_f(.r).



o fﬁ !{Ii ~ Cdlculo A — Fungdes, limite, derivacdo e integracio

6.14.2 Exemplos
(i) A fungdo f:[0,4] > R

3 x,.0=sx=2
P& =11 00324

¢ uma fungdo continua por partes definida no intervalo [0, 4]. A Figura 6.22 mostra o seu grafico.

k2o

Figura 6.22

(i) A fungdo f:IR — IR
f(x) = x — [x]

sendo [x] a parte inteira de x, isto é, 0 menor inteiro menor ou igual a x, € uma fungao continua por partes. A Figura 6.23
mostra o gréifico dessa fungéo.

aY

3
2
1

g D -

-1
-2

Figura 6.23

6.14.3 Calculo da Integral de uma Funcédo Continua por Partes
Podemos calcular a integral definida de uma fung¢@o continua por partes como segue:

j.f(x)dx = [f(x)dx + Tf(x)dx s O, o Tf(x}dx.

a X,

=1

6.14.4 Exemplos
3

(i) Calcular [ = ff(x)dx. sendo f(x) = {

| x], -l=x=2
=2, 2LFEY



X. x=0

Temos xI = {_L sl

Portanto,

3 2 3
J;f(x)dx = J Ixldx + l lx — 2ldx

I
Tad f‘-.-\
=y
+
b | =
& S
TR
[SSHRE=N
|
o
SR
£
b | WO )
|
(@)
N’
|
T
B2
|
S
S
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A Figura 6.24 ilustra esse exemplo. E interessante observar que o resultado representa a drea hachurada e também

poderia ser obtido por geometria elementar.

Figura 6.24

(ii) Escreva uma expressio para F(f) = Jf(x)dx, sendo f(x) = {
0

A Figura 6.25 ilustra o grafico de f(x).

Figura 6.25

t

2

X

Parat € [0, 1], temos: F(r) = J’xdeE
0

0

f r2

x,0=x=1
2.1<x=2
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Parat € (1.2]; vem:

1 1 t
F(t) = J_f(.r)d.r ~ J.td.r+ Jde
{1 0 1
2|l t
=X
0 1
1
=E+2r—2
_ g3
- 2
Logo.
r_: O:=f=]
2 S
F(r) = 3
2t—-=, 1<r=2
5 t

Na Figura 6.26 apresentamos o gréfico da func¢ao F(r) obtida. E interessante observar que F(t) é continua, mas
ndo € derivivel no ponto t = 1, que € o ponto onde a fungdo dada f(r) ndo ¢ continua. Nos demais pontos ela € deri-
vivel e sua derivada é dada por F'(1) = f(r).

AY

w"

Figura 6.26

Integrais Improprias com Limites de Integracéo Infinitos

Em diversas aplicagoes, especialmente em estatistica, € necessario considerar a area de uma regido que se estende
indefinidamente para a direita ou para a esquerda ao longo do eixo dos x.

Na Figura 6.27 (a).(b)e(c) ilustramos as diversas situagoes. As dreas de tais regides “infinitas” podem ser calcu-
ladas usando as integrais impréprias que serdo definidas a seguir.

Ya \ aY /
2

v
>
v

Figura 6.27(a) Figura 6.27(b)
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Figura 6.27(c)

6.14.5 Definicao

+ o

b
(a) Sefé continua para todo x = a, definimos | f(x)dx = lim f f(x)dx se este limite existir.
J b—r+x

a

=

—

b
(b) Se f€ continua para todo x = b, definimos | f(x)dx = lim Jf(x)dx se este limite existir.
3 a——m=

+oo b

0
(c) Se fé continua para todo x, definimos ff{x)dx = lim Jf(.r)dx + lim Jf(x)dx se ambos os limites
a—r —x h—+x

]

—

existirem.

Para os itens (a) e (b), temos que, se o limite existir, a integral imprépria € dita convergente. Em caso contrario, ela
¢ dita divergente. No caso do item (c), se ambos os limites existirem, a integral imprépria € dita convergente. Se pelo
menos um dos limites ndo existir, ela € dita divergente.

E importante notar que o cilculo das integrais impréprias reduz-se ao cdlculo de integrais definidas e de limites. Por
exemplo, no item (a), calculamos a integral definida no intervalo [a, b], considerando que o limite inferior a € fixo e o
limite superior b € varidvel. A seguir, fazemos b mover-se indefinidamente para a direita, isto €, b = + .

As figuras 6.28 a 6.30 ilustram as diversas situagdes:

Figura 6.29

Figura 6.28

Figura 6.30
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6.14.6 Exemplos

1 1
(i) Calcular a drea soba curva y = 2 a direita de x = 5

A Figura 6.31 mostra a drea que desejamos calcular.

05 1 15 2 25 3 35

Figura 6.31
Temos:
d % 4
X b Jyy X
b
= lim ——
b4 X |,

I
T
58

|
Sa.

+

E'»—n
1
|

Portanto, a integral I converge e a drea procurada € dada por A = 2 u.a.

2
(i1)  Calcular, se convergir, a integral | = J. 5

(4 — x)?
Temos:
2
y dx
I_ETEL (4 — x)?

2

1

a—-=4 — x

a

: 1 1
N ﬂ];]‘]:E’ﬂ [2 4 i a]

1

2
: 1 : y .

Logo, a integral [ converge e seu valor é [ = > Na Figura 6.32 ilustramos este exemplo. E interessante observar que

o resultado obtido representa a drea da regido ilimitada, situada abaixo da curva y = A esquerdade x = 2.

I
(4 — x)¥
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Figura 6.32

(i11) E possivel encontrarmos em nimero finito que representa a drea da regifio abaixo dacurva y = —, x = 1?
X
e

. i I 1 .
Devemos verificar se a integral imprépria [ = J - dx converge ou diverge.

1
Temos,

b b
I = lim J 4% _ fim Inlx
1

b 4% X b=

1
I =lim [Inb — In1]
b= 4=
= -+ oo.
Logo, a integral imprépria diverge e, dessa forma, a resposta a pergunta formulada € ndo.

dx
3 :
x+3

(iv) Calcular, se convergir, I = J

—x

Temos:

" dx . P dx
= +
I al—]PTij I2 + 3 bl—l’l!i]ecJ;] 12 -+ 3

b

= lim lim —=arctg —
—a:l-'-b_.-m‘\/5 g\/ﬁﬂ

1 o,
—— arc =
=== V3 N3

1 —a 1
im —({0—arctg—= )+ lim — teb — 0
— \/i( . \/i) iy etgl—0)

(-5 53

St S

m
Logo, a integral imprépria converge e seu valor é I = ﬁ

=@
(v) Verificar se I = fsen x dx converge ou diverge.
0
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Temos:

o
Il

b
lim J sen x dx
b= += Jy

b

lim —cos x
b= 4=

0

lim [—cosb + 1],

h—* 4
Como lim cosb ndo existe, segue que a integral imprépria diverge.
b= +=

(vi) Uma aplicacdo interessante das integrais impréprias € estimar a quantidade total de dleo ou gés natural que
serd produzida por um pogo, dada sua taxa de produgéo.

Vamos supor que engenheiros de produgdo estimaram que um determinado pogo produzird gés natural a uma taxa
de f(t) = 700e°* milhares de metros ciibicos mensais, onde 1 € o tempo desde o inicio da produgio.

Estimar a quantidade total de gds natural que podera ser extraida desse pogo.

Como queremos conhecer o potencial de produgao do pogo, assumimos que 0 mesmo serd operado indefinidamente.
Entio, a quantidade total de gds natural que podera ser extraida € dada por:

= J 700e ¥ dt
0

T

lim J";'OO e 0 2d;
T—+x 0

Il

T

700 lim fe_‘u’dr

T—+=

Il

Vamos resolver primeiro a integral indefinida

L= J'e_”"z’dr.
Fazendo a substitui¢do u = —02f, du = —02dt, vem:
du
I = [e"-
: J i,
= —5 J-e“ - du
= —5¢" + ¢
= —5¢79% 4 ¢.
Portanto,

T
I =700 lim — Se ¥

T—+x

0
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= 700 [Tlim — S5e70T 4 S:|

—+®

= 3.500.
Logo. o potencial de produgio desse pogo € de 3.500 milhares de metros cibicos de gds natural.

Integrais Improprias com Integrandos Infinitos
Na se¢do anterior introduzimos as integrais impréprias com limites de integracdo infinitos, possibilitando calcular

drea de regioes ilimitadas, como exemplificamos nas Figuras 6.27.
Na Figura 6.33 ilustramos outras regides ilimitadas cuja drea, em alguns casos, pode ser calculada usando integrais

improprias.

b Y

r

c b

Figura 6.33(c)

Figura 6.33(a) Figura 6.33(b)

Temos a seguinte defini¢do.

6.14.7 Definicao

(a) Se f € continua em [a, b) e lirgl_f(x) = + =, definimos:

5

Tf(x)dx = lim [ f(x)dx

a

se este limite existir.

(b) Se fé continua em (a. b] e lim f(x) = = definimos:

b b
Jf(x)dx = rli?Jf(x)dx

se este limite existir.
(c) Se f € continua para todo x € [a, b], exceto parax = ¢ € (a, b), e tem limites laterais infinitos em ¢, definimos:

b 5 b
Jj‘(x)dx = lim Jf(x)dx + ]]__EI! [f(x)dx

se ambos os limites existirem.
Para os itens (a) e (b), temos que, se o limite existir, a integral imprépria € dita convergente. Em caso contrario, ela

¢ dita divergente. No caso do item (c), se ambos os limites existirem, a integral imprdpria € dita convergente. Se pelo

menos um dos limites ndo existir, ela € dita divergente.
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Nas figuras 6.34 a 6.36 ilustramos as trés situagdes.

AY AY

X, e,
a s>b b aaer b CC Cer b
Figura 6.34 Figura 6.35 Figura 6.36

E importante observar que as integrais improprias com integrandos infinitos tém a mesma notagao que as integrais
definidas. Na pratica, sempre que nos deparamos com uma integral definida, devemos analisar a fungio integrando para
verificar se ndo estamos diante de uma integral imprdpria.

6.14.8 Exemplos

; : ) : . 1 :
(i) E possivel encontrar um nimero finito que representa a area da regiao abaixo da curva y = —=, no inter-
valo (0,16]? \/;

16

. . . _ X .
Devemos verificar se a integral imprdpria I = j? converge ou diverge.
X

1]

Temos:
16
dx
I = lim J——
~0" ] Vx

r

= lim 2 Vx

r—0*

= lim (8 — 2Vr)

16
r

=8

Logo, a integral imprdpria converge e a drea da regido dada é A = 8 u.a.
A Figura 6.37 ilustra este exemplo.

1/4}-.

X,

2 4 6 8 10 12 14 16
Figura 6.37
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(i) E possivel encontrar um niimero finito que representa a drea da regido abaixo da curva para y = 1
intervalo [0, 1)? &

Na Figura 6.38 apresentamos a regido dada.

, NO

Figura 6.38

dx )
2 converge ou diverge.

Devemos investigar se a integral imprépria I = J 1

0
Temos:

5
I=limJ L3
i

=1 ) 1 — x

lim —In (1~ x)|]

s—*1"

lim[ —In(1 —5) + In1]

1"

=0,

Portanto, a integral imprépria diverge, ndo sendo possivel encontrar um ndmero finito que representa a drea da
regido dada.

5
(iii) Investigar a integral [ = [dix
& gr (x - 1)

)

Neste exemplo a fungdo integrando € continua. exceto no ponto x = 1. Além disso, ela tem limites laterais infini-
tos nesse ponto,

Temos, entio,

5 i
. dx i dx
= e —————
g sll’q]' J' (.x = 1)2'!.“‘ r]iﬂﬁ J (x = ])2'13
~7 r

5

.

lim3(x — D' + lim3(x — 1)'7
1" 2 ) 12

r

lim[3(s — 1)' = 3(=3)"] + lim[3 - 6'4 — 3(r — 1)'A]

=17 r—t
(0 +3V3) + (3V6 — 0)
=3(V3 + V6).
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Logo, a integral imprdpria converge e seu valor € 3( V3 + %). A Figura 6.39 ilustra este exemplo.

321 |1234567 8

Figura 6.39

7
(iv) Investigar a integral / J—dx
1 . .
g inte x = 1)’
~2

Como no exemplo anterior a fun¢io integrando € continua em todos os pontos do intervalo de integracio, exceto no
ponto x = 1, onde tem limites laterais infinitos. Temos:

5 ki

g dx ; dx
I = lim J—z + hm | ———
=1 ) (x—1)" 1) (x—1)
—2 r
Vamos ilustrar, neste exemplo, como € interessante calcular separadamente os limites, pois basta um deles nio exis-
tir para a integral imprépria ser divergente.
Temos:

5

limJ——dx = lim —
s—*]" (:c = 1)2 =1 x— 1|

-2
=1irn( =t + :
s—1\8s — 1 ‘—2—1

= 4o,

Logo, a integral imprépria diverge.

6.15 Exercicios

1. Dar um exemplo de uma fungdo continua por partes definidas no intervalo [—4, 4].

2. Calcular a integral das seguintes fun¢des continuas por partes definidas nos intervalos dados. Fazer o grifico das
fungoes dadas, verificando que os resultados encontrados sdo coerentes.

-x} 2=x=-1
a) f(x)=(—x —-1<x=1 b) f(.r)z{

X7, l1<x=2

x, 0=x=1
. lesx=3
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2, =-3=x=-1 %
&) f(x)=(lx "1<x=1
2 l<x=3
3. Calcular a integral das seguintes fung¢bes continuas por partes.

T 1
- , =x=2
2 e

a) f(x)= o b) f(I): (1_1)2,2<x£4
l+cosx.5<x£w

sen 2x, 0=x

tgx, 0O0=x=

o f(x)=

o
4
cos 3x, E<,1r-<E

4 3

4, Encontrar a dreasobacurvay = ¢ “, x = (.

4+

5. Investigar a integral imprépria J dx.

1
(x—3)*
2
+w
dx . .
6. Mostrar que ? ¢ divergente.
X
o
7. Verificar se a integral J ¢>*dx converge. Em caso positivo, determinar seu valor.

4o

b
8. Dar um exemplo de uma fungao f, tal que b!im J f(x)dx existe, mas a integral imprépria J f(x)dx é divergente.
—

—b —

9. Encontrar a drea sob o grifico dacurva y = (x + 1)72 x = 15,

10. Encontrar a drea sob o graficode y = 5 para x = 1.

A T

tx+1)

11. Engenheiros da Petrobras estimaram que um pogo de petrleo pode produzir d6leo a uma taxa de:
P(t) = 80e "™ — 80e " milhares de barris por més, onde f representa o tempo, medido em meses, a partir do
momento em que foi feita a estimativa. Determinar o potencial de produgao de dleo desse pogo a partir dessa data.

12. Investigar as integrais improprias seguintes,

0 0
a) J e‘dx b) j x.e “dx
+m 4=

c) Jlnxdx d) J’dx

] -
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dx 4dx
e Jx(m:)?3 Z J x + 1
e i)
$ +o0 4
4x
g) [ re “dx,r>=0 h) J m dx
1] —a0
; 1 .
13. Determinar a drea sob a curva y = 4— no intervalo [0, 4).
— X

14. Investigar as integrais impréprias.

1 1
dx Ja‘x
a) b —
J 1—2x ) x*
{ -3
3 5
dx xdx
o | J
9 — x? = 25 — x?
0
2 += v
x dx pryx
e) J 1 - x h Jﬁdx
-2 0

dx
# J(x —1y
1

1 1

) . dx dx . . Lo dx
15. Verificar que 11_1,%[ J? +- J ?] = 0, mas a integral imprépria J—; diverge.
=1 r =]

4
16. Encontre os valores de n para os quais a integral J x"dx converge (n € 7).
0



Neste capitulo, apresentaremos, inicialmente, alguns métodos uti-
lizados para resolver integrais envolvendo fungdes trigonométricas.

A seguir, veremos a integracdo por substitui¢do trigonométrica e a
integracao de funcdes racionais por fragcdes parciais.

Finalmente, abordaremos as integrais racionais de seno e cosseno
usando a substituicdo universal e as integrais envolvendo raizes
guadradas de trindmios do sequndo grau.

7.1 Integracido de Funcodes Trigonométricas

7.1.1  As integrais Jsen udue Jcos udu

As integrais indefinidas da fung@o seno e da fungio cosseno estio indicadas na tabela da Seg@o 6.1.9. Temos:

Jsenudn =-—cosu+Ce
J'cos udu=senu+ C.

7.1.2 Exemplos Calcular as integrais:
(i) J(,r + 1)sen (x + 1)°dx.

Usando o método da substituigio (Secdo 6.3), fazemos u = (x + 1) Entdo, du = 2(x + 1)dx. Temos:

J(x + 1)sen (x + 1)%dx = J% sen udu

1
—ECOS“ + C

= —%cos(.r + 1) + C.

1
(i) f e**cos (e™¥)dx.
(]
Vamos, primeiro, encontrar a integral indefinida:

1= Je:" cos (e )dx.
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Para isso, fazemos a substitui¢io u = ¢**, Temos, entdo, du = 2¢*dx. Portanto,

I= J%cosudu

1
=—=senu + C
> se
1 2
= —sen (e”*) + C.
2
Logo, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos:
1

1
1
J e cos (e*) dx = 5 sen (%)
L]

0

1
= E(szn e’ —senl).

7.1.3  As integrais th udu e Jcotg udu

As integrais indefinidas da fungdo tangente e da fungfo cotangente sio resolvidas usando o método da substituigao,
como foi visto no Exemplo 6.3.1 (iv). Temos:

th udu = J’S&D L du
cosu

= —Inlcosul + C

=Inl(cosu)”'l + C

= Inlsecul + C;

Jcotg udu = Icosu du
sen u

= Inlsenul + C.

7.1.4 Exemplos Calcular as integrais:

(i) ftg\/;d
vz o

Fazemos u = \/E Entio, du = ] dx. Temos:
2Vx

J’ tg\/;

N7 dx = 2 Inlsec Vx| + C.

(i) an_)(cmx_) dx.

Fazemos u = In x. Entdo, du = 1/xdx. Temos:

J&gim dx = Inisen (In x)| + C.



WS

CariTuto 7 Meétodos de integragdo 295
B

Ry

7.1.5 As integrais J-sec udu e Jcosec udu

Nestas integrais usamos um artificio de célculo para podermos aplicar o método da substitui¢ao.

Na integral da secante, multiplicamos e dividimos o integrando por sec u + tg u. Temos:

secu(secu +tgu
Isec udu = J ( £ Jdu
secu + tgu

Fazemos v = sec u + tg . Entdo, dv = (secu - tg u + sec ‘u)du. Portanto,

d
Jsec udu = JTV

=lIn|y + C
= Inlsecu + tgul + C.

Na integral da cossecante, multiplicamos e dividimos o integrando por cosec u — cotg u. Temos:

cosec u (cosec u — cotg u)
cosec udu = du.
cosec u — cotg u

Fazemos v = cosec u — cotg u. Entdo,
dv = [—cosec u - cotgu — (—cosec’u)] du

= (cosec’u — cosec u - cotg u)du.

dv
v

=lnp +C

Portanto,

Il

Jcosec udu

= In lcosec u — cotgul + C.

7.1.6 Exemplos Calcular as integrais:
(i) Jseo (5x — m)dx.

Fazemos u = 5x — 7. Entdo, du = 5dx. Portanto,

Jsec (5x — m)dx J% sec udu

1
= Elnlsec (5x— @) +tg(5x —w)| + C.

B Jr;’?y do
(11)

o SEN 20

,

Vamos, primeiro, encontrar a integral indefinida

dae
4= J’sen 20
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[

Para isso, fazemos u = 26. Entdo, du = 2d#. Portanto,

daf
Jsen 28 Jcosec 20de

1
= 3 Jcosec udu

In Icosec 26 — cotg 26| + C.

B | —

Logo, pelo Teorema Fundamental do Cilculo, temos:

/3 3
1 Wil
Lﬁ seiﬂzg =is In |cosec 26 — cotg 20| L2
1 2w 2w 1 T T
= — _ = [ —] —— — -—
Zlucosec3 cotg 2lncosec3 cotg3
1
= —In3.
2

7.2 Integracao de Algumas Funcoes Envolvendo Funcoes
Trigonométricas

7.2.1 As integrais Jsen"u du € Jcos"u du, onde n € um numero inteiro positivo

Nestas integrais, podemos usar artificios de cdlculo com auxilio das identidades trigonométricas.

sen‘x + cos’x = 1 (1)
5 1 — cos2x
senlx = ———————
2 (2)
o 1+ cos2x
2 (3)

visando a aplicagao do método da substituigdo. Os exemplos que seguem ilustram os dois possiveis casos: n € um nimero
impar ou n é um nimero par.

Estas integrais também podem ser resolvidas com o auxilio das féormulas de redugio ou recorréncia, conforme vere-
mos na Segdo 7.2.11.

7.2.2 Exemplos Calcular as integrais:

(i) va::s"q xdx.

Vamos, inicialmente, preparar o integrando para a aplicagio do método da substituigdo. Observamos que o artificio
que usaremos € vilido sempre que n for um nimero impar.
Fatorando convenientemente o integrando e aplicando a identidade (1), temos:



