29. Homotopia

29.1. Definigao. Sejam X e Y espagos topoldgicos, e sejam f,g € C(X;Y).
Diremos que f e g sao homotdpicas, e escreveremos f =~ g, se existir uma fungao
continua

H:Xx[0,1]—>Y

tal que
H(z,0) = f(z) (v€X),

H(w,1) = g(x) (a€X).
Diremos que H é uma homotopia entre f e g, e escreveremos H : f ~ g.

Se definimos
filz) = H(z,t) (xeX,0<t<1).

vemos que H representa uma familia de fungdes continuas f; : X - Y (0 <t <
1) tais que fo=fe f1=g.

29.2. Exemplo. Seja X um espago topolégico qualquer, e seja Y um
subconjunto convexo de R". Entéo qualquer par de fungoes f,g € C(X;Y) sdo
homotdpicas entre si. Basta definir

H(z,t)=(1—-t)f(z) +tglz) (reX,0<t<1).

29.3. Proposigao. A relagdo f ~ g € uma relacdo de equivaléncia em
C(X;Y).

Demonstragao. Se f € C(X;Y), entdo H : f ~ f, onde
H(z,t)=f(z) (reX,0<¢t<1).
Se Hy : f ~ g, entao Hy : g ~ f, onde
Hy(z,t) =Hi(z,1—-t) (zeX,0<t<1).
Se Hi: f~ge Hy:g~h, entdo Hs : f ~ h, onde

Hj(x,t) = Hy(z,2t) (zeX, 0<t< ),

N | =

Hs(z,t) = Hy(z,2t —1) (z€X, ~<t<1).

N |

29.4. Proposicao. Sejam X, Y, Z espacos topolégicos, e sejam fi1,91 €
C(X;Y) e f2,920 € C(Y;2). Se fi = g1 e f2~ ga, entao fao fi = gaogi.

Demonstragao. Sejam
Hy:fi~g1, Ha:fr~g,
e seja Hz : X x [0,1] — Z definida por

Hy(z,t) = Hy(Hy(2,1),t)  (z€X,0<t<1).
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Entao
H3(x,0) = Hz(H1(z,0),0) = Ha(f1(x),0) = fao fi(z) (z € X),
H3(x,1) = Hy(Hy(w,1),1) = Ha(g1(x),1) = g2 o g1(z) (z € X),

e portanto
Hs: faofi~gaogr.

29.5. Definigao. Um espaco topolégico X é dito contrdtil se a funcao
identidade ix () = # é homotépica a uma fungao constante c¢(x) = zp.

29.6. Proposicao. Um espaco topologico X € contrdtil se e sé se, para cada
espago topoldgico Y, qualquer par de fungdes f,g € C(Y; X) sao homotdpicas
entre si.

Demonstragao. Para provar a implicagao nao trivial, suponhamos que
X seja contratil, ou seja ix ~ ¢, e sejam f,g € C(Y;X). Entdo, usando a
proposicao anterior, segue que

f=ixof~cof=cogmixog=g.

29.7. Exemplo. Segue do Exemplo 29.2 que cada subconjunto convexo de
R™ é contratil.

Sabemos que dois espacos topoldgicos X e Y sao homeomorfos se e s6 se
existem f € C(X;Y)ege C(Y;X) taisque go f =ix e fog=iy.

29.8. Definigao. Diremos que dois espagos topoldgicos X e Y sao ho-
motopicamente equivalentes se existem f € C(X;Y) e g € C(Y;X) tais que
gof=ixefog=iy.

Se X e Y sao homeomorfos, é claro que X e Y sao homotopicamente equi-

valentes, mas a reciproca é falsa em geral.

29.9. Proposicao. Um espaco topologico X € contrdtil se e s6 se X €
homotopicamente equivalente a um espaco unitdrio.

Demonstragao. (=) Suponhamos que a identidade em X seja homotdpica
a uma fungdo constante ¢(z) = zo. SejaY = {z¢}, eseja j : Y — X a aplicagdo
inclusao. Entao joc=c~ix ecoj=1iy.

(<) Suponhamos que X seja homotopicamente equivalente a ¥ = {yo}.
Sejam f € C(X;Y)ege C(Y; X) taisque go f ~ix e fog~iy. Como go f
é uma funcao constante, vemos que X é contratil.

Na préxima secao precisaremos de uma variante da nocao de homotopia,
conhecida como homotopia relativa.

29.10. Definic¢ao. (a) Diremos que (X, A) é um par topoldgico se X é um
espago topoldgico, e A C X.
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(b) Diremos que f : (X, A) — (Y, B) é uma fun¢do continua se f : X —Y
¢ uma fungdo continua tal que f(A4) C B.

(¢) Diremos que (X, A) e (Y, B) sdo homeomorfos se existem fungdes continuas
Fi(X,4) = (Y,B) e g: (V,B) — (X, A) tais que go f = ix ¢ fog = iy.
Notemos que neste caso f : X — Y é um homeomorfismo e f(A4) = B.

(d) Diremos que duas fungdes continuas f,g : (X,4) — (Y,B) sao ho-
motopicas se existir uma fungao continua

H:Xx[0,1]—Y
tal que
= f(z) (z € X),
=g(x) (z € X),
H(z,t) = f(z) =9g(x) (x€A0<t<1).

Neste caso diremos que H é uma homotopia entre f e g relativa a A, e escreve-
remos H : f ~ g[A].

(e) Diremos que (X, A) e (Y, B) sdo homotopicamente equivalentes se existem
fungodes continuas f : (X, 4) —» (Y,B) e g: (Y,B) — (X, A) tais que go f ~
ix[A] e fog~iy[B].

Exercicios
29.A. Prove que cada espaco contratil é conexo por caminhos.

29.B. Prove que a relagio f ~ g[A] é uma rela¢do de equivaléncia no con-
junto de todas as fungdes continuas f : (X, A) — (Y, B).

29.C. Prove que, se (X, A) e (Y, B) sao homotopicamente equivalentes, entéo
X e Y sao homotopicamente equivalentes.

29.D. Prove que, se (X, A) e (Y, B) sdo homotopicamente equivalentes, entao
A e B sao homeomorfos.

29.E. Seja X um espaco topoldgico, e sejam a,b,c € X. Sejam f e g1 dois
caminhos em X entre a e b, e sejam f e go dois caminhos em X entre b e ¢. Se

fi=g[{0,1}] e fa~g[{0,1}],

prove que
J1* fa ~ g1 * g2[{0, 1}].
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