Capitulo 1

Conjuntos e Rela¢des

CONJUNTOS, ELEMENTOS

O conceito de conjunto aparece em todos os ramos da Matemitica.
Intuitivamente, um conjunto é qualquer colecio bem definida de objetos

ou séres e serd aqui designado por letras latinas maitsculas, 4, B, ...,X,
Y, ... Os objetos ou séres que constituem um conjunto chamam-se
elementos ou membros do conjunto e serdo designados por letras latinas
mintsculas, @, b, ..., x,y, ... A afirmagdo ‘‘p é elemento de 4" ou, equi-
valentemente, ‘“p pertence a 4’’, escreve-se

p € 4.

A negagio de p € A4 escreve-se p¢ 4.

H4, essencialmente, duas maneiras de especificar um dado conjunto.
Uma delas consiste em enumerar (quando possivel) seus elementos. Por
exemplo,

4 = {a,e,1,0,u}

representa o conjunto 4, cujos elementos sio as letras a, e, ¢, 0," #. Obser-
ve-se que os elementos vém separados por virgulas e incluidos entre
chaves {}. A outra maneira de caracterizar um conjunto consiste em
dar as propriedades que caracterizam seus elementos. Por exemplo,

B = {x:x inteiro, x > 0}

(Ié-se: ‘B é o conjunto dos elementos x tais que x é inteiro e x é maior
do que zero) representa o conjunto dos inteiros positivos. Emprega-se
uma letra mindscula — usualmente x — para representar um elemento
arbitrdrio do conjunto; os dois pentos equivalem a ‘‘tal que”’, e a virgula
corresponde.a conjungido ‘‘e”.
Exemplo 1.1: O conjunto B acima pode também escrever-se B = {1, 2, 3, ...}.
Note-se que -6 € B, 3€ B, e = € B.
Exemplo 1.2: Aparecem com freqiiéncia, em Matemaitica, os intervalos na reta, a
seguir definidos. @ e b sdo nameros reais, ¢ < b.
Intervalo aberto de extremos a e b = (a, b) = {x:a < x < b}
Intervalo fechado de extremosa e b = [g, 8] = {x:a < x < b}
Intervalo semi-aberto & esquerda, de extremos ¢ e b = (g, 8] = {x:a < x < b}

Intervalo semi-aberto & direita, de extremos ¢ e b = [a,d) = {x:¢ < x < b}
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Dois conjuntos 4 e B sdo iguais, o que se representa por A = B, quando cons-
tituidos dos mesmos elementos, i. e., quando cada membro de A pertence a B e cada
membro de B pertence a 4. A negagdo de 4 = B escreve-se 4 # B.

Exemplo 1.3: Seja E = {x:x2-3x +2 =0}, F={2,1} e G = {1, 2, 2, 1}. Entio,
E = F = (G. Note-se que um conjunto nido depende da maneira como seus elementos

néle comparecem. Um conjunto permanece o mesmo se seus elementos se repetem ou
se dispdem de maneira diferente.

Os conjuntos podem ser finitos ou infinitos. Um conjunto é finito se
consiste em # elementos diferentes, sendo 7 inteiro positivo; caso con-

trario, é infinito. Em particular, um conjunto constituido exatamente
de um elemento é chamado conjunto unitdrio.

SUBCONJUNTOS, SUPERCONJUNTOS

Um conjunto 4 é dito subconjunto de B (ou, equivalentemente, B
é superconjunio de A), escrevendo-se

ACB ou BDA,

se e sOmente se cada elemento de 4 é também elemento de B; i. e., se .
x € 4 implica que x € B. Diz-se também que 4 estd contido em B, ou
que B contém 4. A negac¢do de 4 C B escreve-se 4 € Bou B P 4 e
afirma que existe um x € 4 tal que x¢ B.

Exemplo 2.1: Considerem-se os conjuntc')s
A =,3 5 T :wh, B= {5, 10, 15,20, ...}
C={x:x é primo, x > 2} = {3, 5, 7, 11, ...}

Entdo, CC 4, pois todo niimero primo maior que 2 ¢ fmpar. Por outro lado, B & 4,
pois 10 € B mas 10 ¢ 4.

Exemplo 2.2: Designemos por N o conjunto dos inteiros positivos, por Z o conjunto
dos inteiros, por Q o conjunto dos nimeros racionais, € por R o conjunto dos ntimeros
reais. Tem-se:

NCZCQCR

Note-se que A C B n3o exclui a possibilidade de ser 4 = B. Na reali-
dade, podemos reformular como segue a definigdo de igualdade de con-
juntos:

Defini¢do: Dois conjuntos sio iguais se e somente se 4 CB e
BCA.

Se ¢ A C B, porém A4 = B, diz-se que A é subconjunto préprio de B,
ou que B contém A propriamente. Observe o leitor que alguns autores
empregam o simbolo C para designar um subconjunto, e o simbolo C
apenas para designar um subconjunto préprio.
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Das defini¢des até aqui dadas decorre nosso primeiro teorema:

Teorema 1.1: Sejam 4, B, C conjuntos quaisquer. Entdo: (i) AC4;
(i) se ACB e BC A4, entio A = B; (iii) se A CB e BCC, entdo
ACC.

CONJUNTO UNIVERSAL E CONJUNTO VAZIO

Em qualquer aplicagido da teoria dos conjuntos, todos os conjuntos
em estudo s3o subconjuntos de um conjunto fixo. Esse conjunto fixo cha-
ma-se conjunto universal, ou universo, e designi-lo-emos pela letra U.
Convém, outrossim, introduzir o conceito de conjunto vazio, isto &, o con-
junto desprovido de qualquer elemento. FEsse conjunto, designado por

&, é considerado finito e é subconjunto de qualgquer conjunto. Ent3o,
para qualquer conjunto 4, tem-se & C 4 C U.

Exemplo 3.1: Na geometria plana, o universo é constitufdo por todos os pontos do
plano. . :
Exemplo 3.2: Seja 4 = {x:x°> = 4, x {mpar}. Entdo, 4 é vazio, i. e.,, 4 = &.
Exemplo 3.3: Seja B = {¢f}. Entdo, B # &, porque B contém um elemento.

CLASSES, COLECOES, FAMILIAS, ESPACOS

Freqiientemente, os elementos de um conjunto sdo éles proprios tam-
bém conjuntos. Por exemplo, cada reta em um conjunto de retas é um
conjunto de pontos. Para atender a situagdes como esta, empregaremos
as palavras ‘“classe”’, “‘colec@o’” e ‘‘familia’’, como sindénimos de conjunto.
Usualmente, classe designa um conjunto de conjuntos, e colecdo ou fami-
lia um conjunto de classes. As expressdes subclasse, subcolecio e sub-
familia tém significados analogos ao de subconjunto.

Exemplo 4.1: Os elementos, ou membros, da classe {{2, 3}, {2}, {5, 6}} sdo os
conjuntos {2, 3}, {2} e {5, 6}.

Exemplo 4.2: Considere-se um conjunto 4. Chamemos #(4) ou 24, a classe de
todos os subconjuntos de 4. Em particular, se 4 = {g, b, ¢}, entdo

P(4) = {4, {a, b}, {a, ¢}, {b, c}, {a}, {0}, {c}, D}
Em geral, se 4 & finito e possui # elementos, entio % (4) tera 2" elementos.

A palavra espago significar4 para nés um conjunto ndo-vazio dotado
de uma estrutura matemitica, p. ex., espago vetorial, espago métrico, es-
paco topolégico.” Em tais circunstincias, chamaremos ponfos aos ele-
mentos de um espaco.

OPERACOES COM CONJUNTOS

A unido de dois conjuntos 4 e B, representada por 4 U B, é o con-
junto de todos os elementos que pertencem a 4 ou a B, i. e,

AUB={x:x € 4 ou x € B}



16 CONJUNTOS E RELACOES [CAP. 1

Emprega-se aqui a conjunc¢do ‘“‘ou’” no sentido de ‘‘efou’.
A intersec¢@o de dois conjuntos 4 e B, representada por 4 M B, é o
conjunto dos elementos que pertencem a A e a B, i. e.,
ANB={x:x €A ex€ B}

Se AN B =¢,isto é, se 4 e Bnio tém nenhum elemento em comum,
A e B dizem-se disjuntos. Uma classe & de conjuntos diz-se classe dis-
junita se cada par de conjuntos distintos em & ¢ disjunto.

O complemento relativo de um conjunto B para um conjunto 4, ou sim-
plesmente a diferenga de A e B, denotado por 4\ B, é o conjunto de ele-
mentos que pertencem a 4 mas ndo pertencem a B. Em outras palavras,

A\B = {x:x € 4, x¢ B}.
Note-se que 4 \ B e B sio disjuntos, i. e, (4 \B) N\ B = &.

O complemenio absoluto, ou simplesmente o complemento, de um con-

2

junto A, representado por A° é o conjunto de elementos que ndo per-
tencem a A, a saber

A°={x:x € U, x¢ 4}.
Em outras palavras, 4° é a diferenga do universo U e 4.

Exemplo 5.1: Os diagramas que seguem, chamados diagramas de Venn, ilustram
as operagdes acima definidas. Os conjuntos s3o representados por simples areas planas
e o universo U pela 4rea de todo o retangulo.

(D ?

Area sombreada: 4 N B Area sombreada: 4 U B
B.
Area sombreada: 4 \ B Area sombreada: A°

As operag¢des acima definidas satisfazem varias leis ou identidades, rela-
cionadas na T4bua 1, a seguir. Tem-se, na realidade, o
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Teorema 1.2: Os conjuntos satisfazem as leis da Téabua 1.

LEIS DA ALGEBRA DOS CONJUNTOS

Leis de Idempoténcia
la. AU4 =4 1b. AN4 =4

Leis Associativas
2a. (4UB)UC = 4UBUC) 2b. (ANB)NC = AN(BNC)

Leis Comutativas
3a. AUB = BUA 3b. ANB = BN4

Leis Distributivas

4a. AU(BNC) = AUB)NAUC) 4b. AN(BUC) = ANBUMUNC)
Leis de Identidade

S5a. AUZ =4 5b. ANU=4

6a. AUU=U 6b. AN =
Leis de Complemento

Ta. AUA°=T 7b. ANA° = &

8. (49°=4 8. U'=g, F°=U
Leis de De Morgan

9a. (AUB)° = A°NB° 9b. (ANB)® = A°UB®

Tébua 1
Observacio: Cada uma das leis acima decorre de uma lei anéloga
da l6gica. Por exemplo,
ANB={x:x€dex€B}={x:x € Bex € 4} = BN 4.
Aqui, utilizamos o fato de que a afirmacdo composta ‘‘p e ¢", represen-
tada por p A ¢, é logicamente equivalente & afirmagdo composta ‘‘q e p”,
isto é, g A p.
A relagdo entre a inclusio de conjuntos e as operagdes acima vem
a seguir.
Teorema 1.3: Cada uma das seguintes afirmacdes equivale a 4 C B:
@ ANB=4A4 (i) Be C 4° (v BUA =U
(i) AU B=B (iv AN B =g

PRODUTO DE CONJUNTOS

Sejan dois conjuntos 4 e B. O produto (cartesiano) de 4 e B,
denotade por 4 X B, constitui-se de todos os pares ordenados {a, b) tais
que ¢ €. e b € B, isto é:

A X B={{a,b):a €A4,b€ B}
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O produto de um conjunto por si préprio, isto ¢, 4 X .1, represent.-se
por A2,
Exemplo 6.1: O leitor estd familiarizado com o plano cartesiano R® = R X R

(Fig. 1-1 abaixo). Ali, cada ponto P representa um par ordenado (g, b, de nimeres reais
e vice-versa.

Exemplo 6.2: Seju 4 = {1, 2, 3} e B = {a, b}. Entio,
A X B={{1,a) (1,0), 2 a) (2,0), 3,a), {3, b))

- 3 B

b e b L !

2. !

41 i

et |3 oefs

1) 1] T o L] la L} a ‘|
+-1
T-2

-
T_s 1 2 3
Fig.1-1 Fig.1-2

Como 4 e B nio contém muitos elementos € possivel representar 4 X B por um diz
grama de coordenadas tal como na fig. 1-2 acima. As verticais pelos pontos de 4 «
as horizontais pelos pontos de B encontram-se em 6 pontos que representam 4 X B d¢
maneira 6ébvia. O ponto P € o par ordenado (2, b). Em geral, se um conjunto 4 tem «
elementos e um conjunto B tem ¢ elementos, 4 X B tem st elementos.

Observagdo: Pode-se definir rigorosamente a nogao de ‘“par orde
nado” (a, b) por {a,b) = {{a}, {a, b}}. A partir desta definicio, pode-se
provar a propriedade de “ordem’’:

(a,b) = {¢c,d) implica @ = ¢ e b = d.

O conceito de produto de conjuntos pode estender-se de maneira natu-
ral a um numero qualquer, finito, de conjuntos. Assim, o conjunto pro-
duto dos conjuntos Aj,..., 4dm, representado por

Ay X A X ... X Awn ou Him=1Ai

consiste de tddas -as m-uplas {(ai, as,...am), ordenadas, onde a, € A4,
para cada 1.

RELACOES

Uma relag@o (ou relag@o bindria) R de um conjunto 4 para um conjun-
to B associa a cada par {(a, &) de 4 X B exatamente uma das seguintes
afirmacoes:

(i) “a estd em relagdo com &', que se escreve a R b

(if) “a n3o estd em relagio com &', que se escreve a R b.
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Uma relagio do conjunto .1 para o préprio 1 é chamada relacdo em A.

Exemplo 7.1: A inclusio de conjuntos é uma relagio em qualquer classe de conjuntos.
Com efeito, dado um par qualquer de conjuntos 4 e B, tem-se 4 C B, ou 4 & B

Note-se que qualquer relagio R de um conjunto 4 para um conjunto
B define de maneira tinica um subconjunto R* de 4 X B como segue:

R* = {{a, b) :a R b}

Por outro lado, qualquer subconjunto R* de 4 X B define uma relagio
R de /1 para B como segue:

a R b se e sdmente se {a,b) € R*

Em vista da correspondéncia entre relagdes de .4 para B e subconjuntos
de 4 X B, podemos reformular a definigdo de relagdo, a saber:

Defini¢io: Uma relagio R de 4 para B é um subconjunto de 4 X B.

O dominio de uma relagdo R de 4 para B é o conjunto das primeiras

7

coordenadas dos pares em R, e seu contradominio é o conjunto das se-
gundas coordenadas, isto é:

dominio de R = {a :{a,b) € R},
contradominio de R = {b: (a, b) € R}.
A inversa de R, representada por R, é a relagdo de B para 4 definida por
= {(b,a): {a,b) € R}
Note-se que R pode ser obtida invertendo-se a ordem dos pares em R.
Exemplo 7.2: Considere-se a relagdo
= {(1,2), (1, 3), (2, 3}
em A = {1, 2, 3}. O domfnio de R é {1, 2}, o contradominio de R ¢é {2, 3} e
= {2, 1), G, 1), (3,2}
Note-se que R e R sio analogas, respectivamente, as relagdes < e > em 4, isto §,

(a,b) € R se e somente se a < b

{a, b) € R™! se e somente se a > b

A relagao zdentzdade em qualquer conjunto 4, designada por A ou
Ay, € 0 conjunto de todos os paresde 4 X A com coordenadas iguais, isto é,

a1 ={{a,a):a € 4}

A relagdo identidade é também chamada diagonal, em virtude de sua
posi¢io num diagrama coordenado de 4 X 4.
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RELACOES DE EQUIVALENCIA

Uma relagio R num conjunto 4, isto é, um subconjunto Rde 4 X 4,
é chamada relagdo de equivaléncia, se e sdmente se satisfaz os seguintes
axiomas:

[E.] Para todo a € 4, {a,a) € R.
[E.] Se {a,d) € R, entdo (b,a) € R.
[E:] Se (a,2) € R e (b,c) € R, entdo {a,c) € R.

Em geral, diz-se que uma relacio é reflexiva se e sb se satisfaz [E,], simé-
trica se e sb se satisfaz [E.] e transitiva se e s6 se satisfaz [E;]. Entio,
uma relacio R serd uma relagio de equivaléncia se e sdmente se for re-
flexiva, simétrica e transitiva.

Exemplo 8.1: Considere-se a relagio C, isto €, a inclusio de conjuntos. Recorde-se
(Teorema 1.1) que A C A para todo 4, e que, se A T Be BC (C, entdo A C C. Logo,
C & reflexiva e transitiva. Por outro lado, 4 € B e A4 # B implicam B & 4. Logo,
C ndo é simétrica e, conseqilentemente, nio é uma relagio de equivaléncia.

Exemplo 8.2: Na geometria euclidiana, a semelhanga de triAngulos é uma relagio de
equivaléncia. Com efeito, se @, B e v sdo triAngulos quaisquer, entdo: (i) @ é semelhante
a si mesmo: (ii) se a é semelhante a B, entdo 8 € semelhante a «; (iii) se « € semelhante a
B8 e B é semelkante a v, entdo « é semelhante a 7.

Se R é uma relacdo de equivaléncia em 4, entdo a classe de equiva-
léncia de qualquer elemento a € A, representada por [a], é o conjunto
de elementos com os quais a esti em relagdo:

[a] = {x:{a,x) € R).

A colega;) de classes de equivaléncia de 4, representada por A/R, é cha-
mada quociente de A por R:

AIR = {[a] :a € 4}.
O conjunto quociente 4/R goza das seguintes propriedades:
Teorema 1.4: Seja R uma relacio de equivaléncia em 4 e seja [«] a
classe de equivaléncia de ¢ € 4. Entdo:
(i) @ € [a] para todo a € 4.
(i) [a] = [4] se e somente se {a, b) € R.
(iii) Se [a] = [#], entdo [a] e [4] sio disjuntas.
Uma classe &/ de subconjuntos n3o-vazios de 4 é chamada uma par-
tigdo de 4 se e somente se (1) cada @ € 4 pertence a algum membro de
&/ e (2) os membros de &/ sdo disjuntos dois a dois. Entdo, o teorema

anterior implica o seguinte teorema fundamental das relagoes de equiva-
léncia:
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Teorema 1.5: Seja R uma relagio de equivaléncia em 4. Entdo o
conjunto quociente A/R é uma particzo de 4.

Exemplo 8.3: Seja Rs a relagio em Z (conjunto dos intciros) definida por x =y
(mod 5) que se 1& “x é congruente com y médulo 57 e que significa que x—y é divisi-
vel por 5. Entio Rs ¢ uma relacio de equivaléncia em Z. H4 exatamente cinco clas-
ses de equivaléncia distintas em Z'R;.

Eo=1{...,-10,-5,0,5,10,...} = ... = [-10] = [-5] = [0] = [5] =
Ex={..., -9,-4,1,6,11,...} = ... = [9]1 =[4]1 =[1] = [6] =
Es=1..., -8-32712, . .|= [-s] = [3] —[3}—[7]=
Es={..., -7,-2,3,8,13,...; = ... = [-1] =[2]1 =[] =[8] =
Es=1{.., ~6,-1,4,914...}=... = [-6] =[] =[] =[v] =

Observa-se que cada inteiro que seja expressavel de modo Gnico na forma x = 5¢ + 7,
com 0 < r < 5, é um membro da classe de equivaléncia Er, sendo 7 o resto. As classes
de equivaléncia sdo duas a duas disjuntas e Z = EqU E;1 U E: U Ez U Es.

COMPOSICAO DE RELACOES

Seja U uma relagio de 4 para B, e seja V uma relagio de B para C,
isto é, UC A.X B e VCBX C. Entdo, a relagio de /4 para C cons-
tituida de todos os pares ordenados {e,c) € 4 X C tais que, para algum
b € B,

{a,b) e U e {(bc)c 7V
chama-se composicio de U e V, e designa-se por Ve<U. (Obhserve o lei-
tor que alguns autores representam tal relagdo por U V.)

E conveniente introduzirmos, agora, mais alguns simbolos:

3, existe I, tal que V, para todo =>, acarreta ou implica
Podemos, ent3do, escrever
VoU= {{x,y):x €4,y € C;3b € B:{x,b) ¢ U, {b,y) € V}

Exemplo 9.1: Seja 4 = {1, 2, 3,4}, B={x, 5,3, v}, e C=1{506,7,8}; e seja
U= {{,x), (1,3), 2,2), G w), &uw)}e V=_{y3) 6), 8) w. Isoé,
U é uma relagio de 4 para B e V é uma relacio de B para C. Podemos ilustrar U e V
como segue:

B
x
Y
z

oo D )

-

Ent3o, (1,5)E VoUpoisy €EBe ({1, »)C U, (3, 5€V
(1,6)€E VoU poisy €EBe {1, 2WEU, (3 6)EV
3, 7YE VoUpoisw€EBe (3, w)E U, (w, NEV
4,NEVelUpoisw EBedwC U, w NEV
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Nenhum outro par ordenado pertence = Vo U, isto é,
VoU = {{1,5), (1,6), 3,7), & T)}

Note-se que Vo U constitui-se precisamente dos pares {x, ¥), para os quais existe, no dia-
grama acima, uma ‘“‘trajetéria” de x € 4 para y ¢ C, composta de duas setas, uma em

2

seguida A outra.
Exemplo 9.2: Sejam ["e V as relagdes em R definidas por

2 2

U= {(x,y:2"+y

=1} e V={y3):2y+ 3z=4}
A relagio Ve U, composta de U e V, pode ser obtida eliminando-se y das duas equagdes
x*+92=1¢e 2y +32=4 Em outras palavras,
VolU = {{x,z):4x2 4+ 9:2 =24z + 12 = 0}
Exemplo 9.3: Scja N o conjunto dos inteiros pasitivos, eRa relacio < em N, i. e.
(a,b) € R se e s6 se a <b. Donde (a,0)E R'se e s se a >b. Entio
RoR' = {lx,vy:x, v = N; 306 Nl(x,5)C R, (b, )€ R} =

=,y :x,yEN; 36ENb<x,b <y} =

= N\ {1} )N\ {1}) = {2 :%9E N5z y# 1}

R'%R={(xy:xy N; 30Nz CR 43ER"} =
={x,:x,ycN; 3bEN|E >, 6>y =NxN.
Note-se que RoR™! = R1oR,

Problemas Resolvidos

CONJUNTOS, ELEMENTOS, SUBCONJUNTOS
1. Seja A ={x:3x=6}. E4 =22

Solucdio: A é o conjunto que consiste do Unico elemento 2, isto é, 4 = {2}. O
nimero 2 pertence a 4; mas nio ¢é igual a 4. Existe uma diferenca fundamental
entre um elemento p e o conjunto unitirio {p}.

2. Indique quais dos conjuntos seguintes sio iguais: &, {0}, {T}. -

Solucdo: Sio todos diferentes entre si. O conjunto {0} contém um elemento, o

nimero zero. O conjunto & nio contém nenhum elemento; é o conjunto vazio.
O conjunto {&} contém um elemento, o conjunto vazio.

3. Indique quais dos conjuntos seguintes é o conjunto vazio:
() X={x:42=9,2x=4},() Y={x:x=x}, (i) Z={x:x + 8=8}.
Solucio: (i) Ndo ha nenhum nimero que satisfaga simultineamente 22=9e
2x =4. Logo, X = J. .

(ii) Admitindo-se que qualquer objeto seja &le préprio; entdo, Y € vazio. Na rea-
lidade, alguns autores definem o conjunto vazio por & = {x:x # x}.

(ili) O namero zero satisfaz x + 8 = 8; logo, Z = {0}. Entdo, Z # <.
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4.

Prove que 4 = {2, 3, 4, 5} ndo é subconjunto de B = {x : x par}.
Solug¢do: Devemos exibir ao menos um elemento de A que nfo o seja de B. Ora,
3€ 4 e 3¢ B; logo, A4 nio é subconjunto de B.

Demonstre o teorema 1.1 (iii): Se A C B e BC C, entdo 4 C C.

Soluc@o: Devemos mostrar que cada elemento de 4 também pertence a C. Seja
xE€ A. ACB implica em x € B. Mas BC C, logo x € C. Mostramos, entio,
que xE A=>xC C,ou 4 CC.

Prove: Se A é subconjunto do conjunto vazio &, entdo é 4 = .

Solucio: O conjunto vazio & é subconjunto de qualquer conjunto; em particular,
& T A. Mas, pela hipbtese do problema, 4 C &; logo, pela definigio 1.1, 4 = &.
Determine 2 (S) para S = {1, 2, 3}.

Solucdo: O conjunto Z(S) das partes de S é a classe de todos os subconjuntos de
S. Os subconjuntos de S sio {1, 2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1}, {2}, (3} e &.
Logo, 2S) = {s, 11,3}, (2,3}, (1,2}, {1}, {2}, 3}, &}

Observe-se que h4 2% = 8 subconjuntos de S.
Determine 2(S) para S = {3, {1, 4}].

Solucdo: Note-se, inicialmente, que S contém dois elementos: 3 e o conjunto
{1, 4}. Portanto, Z(S) contém 2% = 4 elementos: o préprio .S, o conjunto vazio
&, o conjunto unitario {3}, contendo o elemento 3, e o conjunto unitario {{1,4}}
contendo o conjunto{l, 4}. Em outras palavras,

25 = {S, 13}, {{1, 41}, &}

OPERACOES COM CONJUNTOS:

9.

10.

11.

Seja U=1{1,2, ...,8,9},4=1{1,2, 3,4}, B=1{2,4, 6, 8}, e

C=1{3,4,5,6}. Determine: (i) 4°, (ii) (AN C), (iii) B\C, (iv) (41U B)".

Solugsio: (i) A° constitui-se nos elementos de U que nio estio em A4; logo,

4°=1{5, 6, 7, 8, 9}.

(if) 4 N C constitui-se dos elementos que pertencem a 4 e a C; logo,
ANC=1{34eANOC°={1,25 6,7, 8, 9}.

(iii) B\C constitui-se dos elementos de B que nio estio em C; logo B\C = {2, 8}.

(iv) A U B constitui-se dos elementos que estio em 4 ou em B (ou em ambos); logo,
AUB=1{1,2,3,4,6,8} e (4UB)°=1{51, 9}.

Demonstre que (A\B) N B = &.

Soluciio: (A\B)NB = {x:x€ B, x€ A\B} = {x:x€ B, x€ 4, x¢B} =,
pois ndo existe elemento x que satisfaca simultdneamente x € B e x ¢ B.

Prove a lei de De Morgan: (4 U B)f = 4° N B-.

Solugiio: (AUB)’ ={x:xFAUB} = {x:x¢4, x¢B}) ={x:2€ 4° € B} =
= A°N B-
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12.

13.

14.

15.

CONJUNTOS E RELACOES [CAP. 1

Prove: B\A = BN A°.

Solugdio: B\A = {x:2€ B, x¢ 4} = {x:xE€ B, x€ 4% = BN 4%

Prove a lei distributiva 4 N (BU C)={4A N B)U 4 N 0.
Solugdo: ANBUC) = {x:x€ 4; x€EBUC} = {x:2€ 4; x€B ou x€C)

={x:2€4, x€B; ou x€4, xCCl={x:2CANB ou x€ANC}
=ANBUMENO.

'l

Note-se que, no terceiro estigio acima, usamos a lei de lbgica

pA@@V)=0@AQ V@A,

PR}

onde A corresponde a ‘“‘e”’, e V corresponde a ‘

‘ou”.
Prove: para quaisquer conjuntos 4 ¢ B, AN BCA4C4U B.

Solugdo: Seja x € AN B; entdo x € A4 e x € B. Em particular, x € 4. Entio,
ANBCA. Sex < A,entioxC Aoux€ B,i.e,x€AUB. Logo,AC4 U B.
Em outras palavras, AN B < 4 < 4 UB.

Prove o Teorema 1.3(1): A C B se e somente se 4 () B = A.

Solugde: Suponhamos 4 C B, e seja x € 4; entdo, por hipdtese, x & B. Logo, x €4
e xCB, i e, sCANB. Entio, 4 T4 N B. Mas, pelo problema anterior,
ANB C A. Logo, ANB = A.

Por outro lado, suponhamos 4 | B = A. Entdo, em particular, 4 © 4 ) B.
Mas, pelo problema anterior, 4 1 B C B. Logo, pelo teorema 1.1, 4 C B,

PRODUTOS DE CONJUNTOS, RELACOES,
COMPOSICAO DE RELACOES

16.

17.

Seja A = {a,b}, B = {2,3} e C = {3,4}. Determine:
HAXBUO, ()AdXBUMAXO.
Solugdio: (i) BU C = {2, 3, 4]. Entido,

AXBUC) = {{a,?2), {a,3), (a,4), b,2), (b,3), b, 4)}
G) 4 X B ={{a,2) (a3), (b 2), & 3)} e

A X C = {{a. 3), {(a,4), (b,3), &,4)};

(AXB)UMA XC) = {{a,2), (a, 3), (b,2), (b,3), {a,4), (b, $)}.
Note-se, de (i) e (i), que A X BUC) = (4 X B)U (4 X ().
Prove que 4 X (BN C) = (4 X B) N (4 X C).
Solucsio: 4 X (BN C) = {(x,3):xC 4,y€E BN C} =
={(x,9):2€ 4, y€E B, y€ C} = {{x,3):{x, )€ AXB, (x,y) CAXC} =
=AXBNMAXO



CAP. 1] CONJUNTOS E RELACOES 25

18.

19.

Seja R arelagio < ded = {1, 2, 3, 4}
para B = {1, 3, 5}, 1. e, {(e,b) € Rse

es6osea < b. 5 B

(i) Escreva R como conjunto de
pares ordenados. 8

(i) Faga o diagrama coordenado
de A X B. !

(iii) Determine o dominio de R, o con- A
tradominio de R e R I

(iv) Determine Ro R,

Solugio: (i) R consiste nos pares ordenados (a, b) €4 X B tais que a< b; logo.
R = {(1,3), (1,5), {2,3), (2,5), (3,5), {4, 5)}.

(ii) o diagrama de A X B € a figura acima.

(iii) O dominio de R é o conjunto das primeiras coordenadas dos pares de R, isto ¢,

{1, 2, 3, 4}. O contradominio de R é o conjunto das segundas coordenadas dos

pares de R, isto ¢, {3, 5}. R! se obtém a partir de R, invertendo-se os pares de R:

R'={(3,1), (5, 1), (3,2), (5,2), (5,3), (5,4)}.
(iv) Para determinar R R}, construam-se os diagramas de R™* e R, conforme abaixo.

Note-se que R (segundo fator do produto) se constrdi primeiro. Entdo,

RoR™ = {(3,3), (3,5), (5,3), (5,5)}

Seja T a relagdo, no conjunto R de numeros reais, definida por
xTysex €[n,n+1] ey € [n, n+ 1] para algum n. Faca o gra-
fico da relagao.

Solugda: 7 consiste dos quadrados sombreados abaixo:

o B
o
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20. Seja T a relacio no conjunto R dos reais, definida por x Ty se e
somente se 0 < x —y < 1.

(i) Exprima T e T7' como subconjuntos de R X R. Faca o grafico.
(i) Mostre que To T = {{x,2): |x —z|< 1}.
Solugiio: (i) T = {{(x,y):x,yER, 0 <x-y <1}

Tl ={ny:0x)ET)={(y):®»NWER, 0L y-x < 1}

Seguem-se os graficos de T'e 771

Grafico de T Grafico de T7!

(i1) Pela defini¢io de composigio de relagdes,
ToT7 = ({x,2): Yy CR|(x, NETH 3, € T} =
= {(x2):PER|@, =), (n2)ET} =
={(x,2):IYECR|I0Ly-x<1, 0L y-2< 1}
Seja S = {(x,2):x—3< 1}. Devemos mostrar que T°T! = 5.

Seja (x, z) pertencente a T©°T7 ! Entio, I3y[0 < y-x, y-z<1. Mas
0L y-2,y-251=>y-2<1=>y-2Z514y-x=> x-251.

Também, 0 < y-x, y-251 => y9-x<1 => y-x2<1+4+y-2z =>
-1<x-2

Em outras palavras, 0 < y—x, y—-2<1 => - 1< x-3<1 se e sdomente se
Jx—2] < 1.

Entdo, (x,z)€ S, istoé, ToT1CS.

Seja agora (x, z) pertencente a .S; entdo, |x—3z|< 1.

Seja y = max (x,2); entdo, 0 < y-x<1e 0 y-251.

Assim, (x, z) também pertence a T° T7%, isto §, SCTo T Logo, T°T! =S

21. Prove: Para duas relacdes quaisquer RCX XY e SCY X Z,

tem-se (S°eR)* = R0 S

Solugdio: (SoR)™! = {(z,x)|(x,2) € S°R} =
={(z,x): Iy € V|(x, ) E R, (3,2 € S} =
={ax):PEY|ENEST, (hx)E R} =R1osL



CAP.

1] CONJUNTOS E RELACOES 27

22. Prove: Para trés relagoes quaisquer, RC W X X, SCX X Y e

TrCYX2Z, temse (TeS)oR = To{SoR).

Solugio: (T°S)°R = {(w,z :IxC X|{w,x)C R, {x,5)C ToS} =

= {(w,5: I S X, € V|, x) E R, {5,9)ES, (n2}E T} =
= {(w, z): 3y - Y|, y)E S°R, (3,3)C€ T} = T°(S°R).

'

RELACOES REFLEXIVAS, SIMETRICAS, TRANSITIVAS E DE
EQUIVALENCIA

23. Prove: Se R é uma relagao em A4, isto é, R C 4 X 4, entdo:

i) R é reflexiva se, e somente se, Ay C R;

i) R & simétrica se, e sdmente se, R = R!;

{iii) R ¢ transitiva se, e sdmente se, Re R C R;

iv) R reflexiva implica em Re R D R e Ro R é reflexiva;

v) R simétrica implica Ro R = R' o R;

(vi) R transitiva implica R° R transitiva.

Solucdo: (i) Lembrar que a diagonal A4 = (a,a):a < 4 . R é reflexiva se, e so-
mente se, para cada a € 4, tivermos

{(a,a) < R se, e somente se, A4 C R.

a1} Decorre diretamente das defini¢des de inversa e simétrica.

{iii) Seja (@, c¢) € R°R; entio b€ 4 tal que {(a,b)C R e (b,c)C R. Mas, por
transitividade, (g, b), (b, c) = R implica {a, ¢) € R. Conseqiientemente, R° R C R.
Por outro lado, suponhamos R°RC R. Se (a, b), (b,c)< R, entio (g, c)C
S R°R C R. Em outras palavras, R é transitiva.

{iv) Seja (a,b) € R. Ora, R°R = {{a,¢):3b€ 4|, b)E R, {b,c)C R}.

Mas {(a, b) € R; e, como R ¢ reflexiva, (b, b) € R. Assim, {(a, b) & Ro R, isto

¢, RC RoR. Além disso, A4 < R C R°R implica R° R também reflexiva.

24.

25.

W) RORY = W, W AL M TR, bt Ry =

=g, ):IE A g, HER, b,) € R¥) = KRR
i) Sejam (g, b), (5,¢c) € R°R. Por (iii), R°R C R; logo, (a, b), (b, c) € R. Por-
tanto, {a,c) & R°9R, isto é, R° R & transitiva.
Seja a relacio R = {(1, 1), (2,3), (3,2)} em X = {1, 2, 3}. Deter-
mine se R é (i) reflexiva, (ii) simétrica, (iii) transitiva.
Solugdio: (i) R nio ¢ reflexiva, pois 2 € X, mas (2,2)¢ R.
(i) R ¢ simétrica, pois R = R.
(iii) R ndo ¢ transitiva, pois (3,2).€ R e (2,3)€ R, mas (3, 3)¢ R.
Considere-se o conjunto N X N, isto é, o conjunto dos pares orde-
nados de inteiros positivos. Seja R a relacio ~ em N X N, definida
por

(a,b)>~{c, d) se e s6 se ad = bc.
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26.
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Prove que R é uma relagdo de equivaléncia.
Selucdo: Note que, para todo {g, b) € N x N, (@, b>>={(a,b), pois ¢ = ba; logo,
R é reflexiva.

Suponha-se {(a, b) =2 {c,d). Entdo, ad = bc, o que implica em ¢b = da. Logo,
(¢, @) =2 {a, b) e, por conseguinte, R ¢ simétricu.

Suponha-se, agora, {a, b) =2 {c,d) e {c,d) =2 (e, f). Entio, ad =bc e cf =de. Assim,

Sir
(ad) (¢f) = (bc) (de) e, por cancelamento, af = be. Entio, {a, b) =<, f} e R é
transitiva.

Ora, como R ¢ simétrica, reflexiva e transitiva, R é uma relagio de eqguivaléncia.
Note-se que, se escrevermos o par ordenado (e, b) como uma fragio ;‘, entio a

relagio R acima é, de fato, a defini¢dao usual de igualdade de duas fragdes, isto €,

a

b

se e s6 se ad = be.

e

Demonstre o Teorema 1.4: Seja R uma relagio de equivaléncia em 4
e seja [a] a classe de equivaléncia de a € A. Entdo:

(i) Paratodoa € 4, a € [a]

(i) [a] = [#] se, e sdomente se, {(a, b) € R.

(iii) Se [a] # [#], entdo [a] e [5] sdo disjuntas.

Solucdo: (i) Como R ¢ reflexiva, (g, a) € R para todo a € 4 e, pois, o € [a].

(ii) Suponha-se {a,b) € R. Devemos mostrar que [a]=[b]. Seja xE[b]; entdo,
(b, x) € R. Mas, por hipbtese, {a, b) € R; logo, por transitividade, {a, ) € R. Por-
tanto, x€ [a], isto &, [b]C [a . Para provar que [a] C[b], notemos que o fato
de (a,b) € R acarreta, por simetria, (b, a) € R. Entdo, por um raciocinio analogo,
obtemos [a] (== [b] e, portanto, [a] = [b]

Por outro lado, se [a] = [b], entio, por reflexividade, 4€ [b] = [a], isto é,(a,b)¢ R.

(iii) Provaremos que, se [¢]N[b] # &, entio [a]=[6]. Ora, se [a] N [s]= @,

existe um elemento x€ A4 com xe[a] n [b] Logo, (a,x) € R e (b,x) € R. Por

sin:wletriai:, (x,b) € R e, por transitividade, (g, b) € R. Consegiientemente, por (ii),
a] = |b].

Problemas Propostos

CONJUNTOS, ELEMENTOS, SUBCONJUNTOS

27.

Indique qual (ou quais) dos conjuntos abaixo é (sdo) o conjunto vazio:
(i) {x:1<x<2 x€R} (iii) {x:x € I}
() {x:1 <x <2, x€N} (v) {x: x> < x, « € R},
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28.

30.

31.
32.

33.

Sejam os con]unto= A=4,2 , 8,9}, B=1{2,4,6, 8}, C=1{1.3,5,7,9},
D = §3; 4, 5}, {3, .5}. Qual désses conjunios € igual ao conjuuto X
abaixo ?

(i) X e B sio disjuntos, (i) XCDe X ¢ B,

i) XCcdeX<EC, (ivy XCCe X & 4.

Diga se sio verdadeiras ou falsas as afirmagGes abaixo:
(i) Todo subconjunto de um conjunto finito € finito.

(ii) Todo subconjunto de um conjunto infinito € infinito.

Discuta todas as relagdes de inclusdo e pertinéncia entre os trés conjuntos seguintes:

2,13}, 2, (D}

Prove que o intervalo fechado [a, b] ndo é subconjunto do intervalo aberto (a, b).

Determine o conjunto Z(U) das partes de U = {0, 1, 2} e o conjunto Z(V) das
partes de V = {0, {1, 2}}.

Indique o que € verdadeiro e o que é falso abaixo. (S é um conjunto qualquer
ndo-vazio, e 2* é o conjunto das partes de S):

@) S€2° i) Sc2® (i) {S}€2° (@(v){S} <2’

OPERACOES COM CONJUNTOS

34.

35.

36.
37.

38.

39.

10.

Considerem-se os conjuntos 4 = {1, 2, 3, {1, 2, 3}}, B = {1, 2, {1, 2}}. De-
termine: A U B, AN B, A\ B, B\ 4.

Em cada um dos diagramas de Venn abaixo, sombreie a 4rea correspondente a:
HANBUCGC, i) C\ 4 N B,

‘ A
A O
N,

(a) ()

Prove e mostre pelos diagramas de Venn que 4°\ B° = B\ 4.

(i) Prove que A N (B\C)=ANB\ANO.

(ii) D& um exemplo para mostrar que 4 U(B\C)# (4 UB)\(4 U O).

Prove que 24N 2B =24Y53 2428 ¢ 24Y8 D¢ um exemplo para mostrar
que 2410272 04N E,

Prove o Teorema 1.3: Cada uma das condigdes seguintes é equivalente a 4 C B:
() ANB=2A; (i) AUB=B; i) B°C 4% (iv)4A N B = &;

(v) BUA®=U.

(Observagdo: No probl. 15, j4 se provou a equivaléncia de 4 N B=4 e 4 < B).
Prove que 4 T Bseesbse (BNCO)UA =BN(CUA4) para qualquer C.
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PRODUTO DE CONJUNTOS, RELACOES, COMPOSICAO DE RELACOES

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Prove: A X (BUC) =AXB)UM X O).

Usando a definigZo de par ordenado, i.e., (g, b) ={{a} = {a, b}}, prove que (g, b) =

= (c,d)seesbsea=ceb=d.

Determine o niimero de relagdes distintas de um conjunto com m elementos para

um conjunto com 7 elementos (2, # inteiros positivos).

Seja R a relagdo definida no conjunto N dos inteiros positivos por
R={(x):x,3EN, 2+ 2y = 12}.

(i) Escreva R como um conjunto de pares ordenados. (ii) Determine o dominio de
R, o contradominio de R e de R™'. (iii) Determine R° R. (iv) Determine R™!° R.

Dada a relagio R = {{4, 5), (1,4), 4,6), (7,6), (3,7)} em N.
(i) Determine o dominio de R, o contradominio de R e R°L.

(ii) Determine R° R. (iti) Determine R™!°R.

Sejam as relagdes U e V definidas em R por U = {(x,y):x*+2y = 5} e
V={{(2):2x—y =3}. (2 Determine V° U. (¢) Determine U®° V.

Considere as relagdes < e < em R. Mostre que < U A=<, onde A ¢ a diagonal.

RELACOES DE EQUIVALENCIA

48.

49.

50.

51.

Indique o que é verdadeiro e o que é falso abaixo. (R e S sio relagdes (nio-vazias}
em um conjunto 4).
(1) Se R é simétrica, entdo R & simétrica.
(2) Se R ¢ reflexiva, entio RN R = .
(3) Se R é simétrica, entdio RN R #= .
(4) Se R e S sdo transitivas, entio R U S ¢ transitiva.
(5) Se R e S sao transitivas, entdo R (1S é transitiva.
(6) Se R e S sdo simétricas, entdo R U S é simétrica.
(7) Se R e S sdo simétricas, entdo R S é simétrica,
(8) Se R e S sdo reflexivas, entio R S é reflexiva.
Considere o conjunto N X N, de pares ordenados de inteiros positives. Seja =2 a
relagio em N X N definida por
(a,b)={c,d)se esbsea+d=04c
(i) Prove que =~ é uma relagdo _de equivaléncia. (ii) Determine a classe de equi-
valéncia de (2, 5), isto &, [(2, 5)].

Seja ~ a relagdo em R definida por x ~ y se e s6 se x — y € inteiro. Prove que ~ é
uma relagdo de equivaléncia.

2
Seja ~ a relagdo no plano Cartesiano R? definida por {(x,v)~ (w,z) se e sO
se x = w. Prove que ~~ € uma relagdo de equivaléncia e faga ¢ grafico de varias
classes de equivaléncia.
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S1.
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As classes de equivaléncia
sio as linhas verticais.
52.
[ J ® L] ®
L ] [ ] .—r o
A
9 [ ] ® - L ]
® [ ] C ®
———
® [ ] ® °
o (3 ® o

O gréfico acima ilustra uma classe de equivaléncia tipica. A distincia entre pon-
tos horizontais adjacentes é ¢ e a distincia entre pontos adjacentes verticais é b.



Capitulo 2

Funcdes
FUNCOES

Suponhamos que a cada elemento de um conjunto A corresponda
um Unico elemento de um conjunto B; a colecio f de tais correspon-
déncias é chamada uma fun¢do de A em B; escreve-se:

f:4— B ou A—'f—>B

O elemento (Ginico) de B correspondente a a € 4 pela f é represen-
tado por f(a) e é chamado o wvalor de f em a, ou a tmagem de a pela f.
O dominio de f é 4, o co-dominio é B. A cada fungdo f: 4 — B corres-

ponde a relacio em 4 X B dada por

{{(a, f(@)) :a € 4}

Chamamos a éste conjunto o grdfico de f. O contradominio de f,
representado por f[4], é o conjunto de imagens, i. €.,

flA] = {f(@):a € 4}

Duas fungdes f: 4 — B e g: 4 — B sdo iguais e escrevem-se f = g
se, e somente se, f(e) = gla) para todo a€ 4, i. e., se, e s6 se, f e g
tém o mesmo grafico. Portanto, ndo distinguimos entre uma fung3o e
seu grafico. Um subconjunto f de 4 X B, i. e., uma relagdo de 4 para
B, é uma fungio se, e sdmente se, tem a propriedade seguinte:

[F] Cada @ € A comparece como primeira coordenada em exatamente
wm par ordenado {(a, b) de f.

A negagdo f = g escreve-se f # g e corresponde a afirmag3o:
da € 4 : f(a) & g(a).

Exemplo 1.1: Seja f:R— R a fungio que faz corresponder a cada niimero real
o seu quadrado, i. e., para cada x € R, f(x) = x% Aqui f é uma fungdo real. Scu
grafico, {(x,x%):x € R}, é apresentado na fig. 2-1. O contradominio de f é o con-

junto dos ntimeros reais nio-negativos, i. e., f[R] = {x:x € R, x > 0}.

33
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Fig.2-1 Fig. 2-2

Exemplo 1.2: Sejam os conjuntos 4 = {a, b, ¢, d} e B = {x,v, 3 w}. Entio, o
diagrama da fig. 2-2 acima define uma fungdo de 4 em B. Aqui f{4] = {x, y, w}.
O grafico de f é a relagio

{a, v), &, x), (6,0 (& w}
Exemplo 1.3: Uma fungio f:A4 — B é chamada func¢do constante se existe um

bo € B tal que f(a) = bg para todo @ € A. O contradominio de uma fungio constante
é, pois, sempre um conjunto unitario, i. e., f[4] = {bo}.

Consideremos, agora, as fungdes f : 4 — B, g : B— C ilustradas abaixo:

> ® > ©

A fungdo de 4 em C que faz corresponder ao elemento @ € 4 o ele-
mento g (f(a)) de C é chamada funcao composta de f e g, e representa-se
por g o f. Entdo, por definicdo,

(g f) (@) = g (fla))

Note-se que, se considerarmos f C 4 X Beg C B X C como relagdes,
j4 temos definido o produto g- f (cap. 1). Os produtos g-f e gof sdo os
mesmos, no seguinte sentido: se f e g sdo fungdes, entfo g- f é uma funcido
&g f~gnf
Sef:X—>Y e ACX, entdao a restrigio de f a A, denotada por f|4,
¢ a funcgio de 4 em Y definida por

fl4(a) = f(a) para todo a € A.
Equivalentemente, f|4 = fM (4 X ¥). Por outro lado, se f: X —» ¥ ¢
a restrigio de uma fungio g:X* — ¥, onde X C X*, entdo g é uma
extensdo de f. '

FUNCOES BIUNIVOCAS, SOBRE, INVERSA E IDENTIDADE

Diz-se que uma funcdo f:4 — B é um-g-um (ou 1- 1) ou biunivoca
se a elementos distintos de A4 correspondem imagens distintas, i. e.,

fla) = fl@)=>a = d
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U'ma fungdo f: — B ¢ sébre (ou f é uma funcio de .1 sébre B) se
todo & £ B é imagem de algum ¢ £ 4, i. e, se
beB=>3ac4d]|fla) =20
Entao, se f é sdbre, f[.1] = B, i. e., co-dominio e contradominio coincidem.

Em geral, a relagio inversa /™ de uma fungio f C 4 x B n#o precisa

ser uma funcdo. Todavia, se f é biunivoca e sobre, entdo f* é uma fun-
¢ao de B sobre A e se chama funcio inversa.

A diagonal Ay C AX 4 ¢ uma fungio chamada fun¢do identidade em
.. Representa-se também por 14, ou 1. Aqui, é 14(¢) = a para todo
a=4. Obviamente, se /' : .l — B, entdo

lgof=f=Ffol,
Além disso, se f é biunivoca e sdbre e, portanto, tem uma inversa
7, entdo
Jhef=1y fof'=1g
A reciproca é também verdadeira:
Proposicao 2.1: Seja f: 141 — B e g:B — -, satisfazendo
gof=14efog=1z
Entdo, f*:B— 4 existe e g = f ..
Exemplo 2.1: Consideremos as fungdesf : R = R, ¢:R - R e /i:R — R, definidas por
fx) = €%, glx) = x®—x, B(x) = x>

A fungio f (fig. 2-3(a)) € I - 1; geometricamente, isto significa que cada linha horizon-
tal ndo contém mais de um ponto de f. A fungdo g (fig. 2-3(b)) € sbbre; geometricamente,
cada horizontal contém ao menos um ponto de g. Finalmente, a funcdo % (fig. 2-3(c)
ndo é I — I nem sébre, pois k(2) = h(-2) = 4, e k[R] é um subconjunto préprio de R, p. ex.)

.
/T

(2} f(x) = ex ) glx) = a3—2 (¢) h{x) = 22

Fig. 2-3

CONJUNTOS INDEXADOS, PRODUTOS CARTESIANOS
Uma classe indexada de conjuntos, representada por

{4, :2 € I}, {A;}ier ou simplesmente {4,}
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faz corresponder a cada 7 € I um conjunto A;, 1. e., ¢ uma funcdo de /
em uma classe de conjuntos. O conjunto 7 é chamado o conjunto-indice,
os conjuntos 4; chamam-se conjuntos indexados, e cada 7 € I é chamade
um 4ndice. Quando o conjunto-indice I é o conjunto de inteiros positi-
vos, a classe indexada {4,, 4,,...} chama-se uma segiéncia (de conjuntos).

Exemplo 3.1: Para cada # € N, inteiros positivos, seja

Dn = {x:x €N, x miltiplo de n}.

Entdo, D1 = {1, 2, 3,...}, Da={2,4,6,...}, Dsg =1{3,6,9,...}, ...

O produto cartesiano de uma classe indexada de conjuntos, & = {4, : 1 -
I}, representado por

IT{4;:4 € I} ou Ili;-l; ou simplesmente IT;4;

é o conjunto de tédas as funcgdes p : I — 4 tais que p(z) = @; € 4;. Re-

presentamos um tal elemento do produto cartesiano por p = (a;:7 € I).
Para cada 4, € I existe uma fungéo =;, chamada 4" fun¢do projecdo.

do conjunto produto IT;4; no 7,° conjunto coordenado 4, definido por

m, ((@: 11 € I)) = g

Exempo ".2: Recorde-se que R® = RX R XR ¢ o conjunto de todos os térmos or-
denados p = (a1, a2, a3) de ntimeros reais. Sejam, entdo, Ri, R2 e R3 copias de R. p pode
ser encarado como uma fungio em I = {1, 2, 3}, onde p(1) = a1 € Ry, p(2) = a2 € R»
e $(3) = as € R;. Em outras palavras,

R} =1II{R::i€1, R: =R},

OPERACOES GENERALIZADAS

As nogoes de unido e intersec¢d@o, originalmente definidas para 2 con-
juntos, podem generalizar-se para uma classe qualquer & de subconjuntos
de um conjunto universal U. A unido dos conjuntos de &, representada
por U {A4:4 €4}, é o conjunto dos elementos que pertencem a, ao
menos, um conjunto de & :

Uf{d:4cHd}={x:x€ U, A4 €A |x€ 4}

A intersecgdo dos conjuntos de &7, representada por fi {4 : 4 € &/},
é o conjunto dos elementos que pertencem a todo conjunto de &7 :

N{d:4ed}={x:x€ U, x €A para todo 4 € o}.

Para uma classe indexada de sobconjuntos de U7, digamos, &7 ==
= {4;:1 € I}, escrevemos

U {.41- 1 € I}, UiGIAi ou U,;:'li
para a unido dos conjuntos de &7, e '

N {4;:7 €I}, Miesd; ou N4,
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para a intersecgio dos conjuntos de &/. Também escreveremos

L’,-c,:lA,' == .-11 U ."12 U e n;n=1.4,; = :‘11 m Az m 55
para a unido e a intersecgdo, respectivamente, de uma seqiiéncia
{dy, Ao, ... } de subconjuntos de U.

Exemplo 4.1: Para cada 7 € N, inteiros positivos, seja Dn = {x : x € N, x mltiplo de
n} (v. exemplo 3.1). Entao,

U {Di|i>10} = {10, 11, 12,...} e Ni=1D:i= 2.
Exemplo 4.2: Seja I = [0, 1] e, para cada € I, 4: = [0,4]. Entio,
Uidi = [0, 1] e Nidi = {0}.

As leis distributivas e as leis de De Morgan também sio validas
para essas operagdes generalizadas:

Teorema 2.2: Para qualquer classe de conjuntos & = {4;} e qual-
(uer conjunto B,

(i) BU (miAi) = mi (B U Ai) (ii) BN (UiAi) == Uz’ (B N Ai)
Teorema 2.3: Seja &/ = {4;} uma classe de subconjuntos de U. Entio,
@) (Uid® = Md; () (N4, = U4
E de aplicacio freqiiente o teorema seguinte:

Teorema 2.4: Seja 4 um conjunto qualquer e, para cada p € 4, seja
G, um subconjunto de 4 talquep € G, C 4. Entdo, 4 = U {G,|p € 4}.

Observacido: No caso de uma classe vazia & de subconjuntos de um
conjunto universal U, é conveniente definir

Uld:dedl=FeN{d:4AcF}=TU
Donde
Ud,:scg)=FeNid;:icI}=U

FUNCOES DE CONJUNTO ASSOCIADAS

Sejaf: X — Y. Entdo, a imagem f [A] de qualquer subconjunto 4 de
X é o conjunto de imagens de pontos de 4, e a imagem inversa 1 [B] de
qualquer subconjunto B de ¥ é o conjunto de pontos de X, cujas imagens
estio em B. Isto é,

flAl={fx):x € 4} e f1[B]l = {x:x € X, f(x) € B}.
Exemplo 5.1: Seja a fungdo f: R — R definida por f(x) = »% Entio,
FI{1,3,4, 7} = {1,9,16,49}, f[(1,2)] = (1, 4).
Também, f1[{4,9}] = {-3,-2,2,3}, f1[(1, 9] =1.NUE -N.
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Assim, uma fungdo f: X — YV induz uma fungdo, também represen-
tada por f, do conjunto £ (X) de partesde X no conjunto £ (Y) de partes de
Y, e uma fungio 1 de Z(Y) em £ (X). As fungdesinduzidasf e/ cha-
mam-se fungoes de conjunto, pois sao correspondéncias de classes (de con-
juntos) em classes.

Observemos que a fungdo de conjunto associada f-! ndo é, em geral,
a inversa da fung¢io de conjunto associada f. P. ex., se f é a fun¢io do
exemplo 5.1, entdo

1o f[(1,2)] = f1[1,4] = (1,2) U (-2, —-1).

Note-se a diferenca de notagdo para uma fungdo e para suas fungoes
de conjunto associadas, i. e., f(a) denota o valor da fungdo original, e f[4] ¢
f1[B] denotam valbres das fungdes de conjunto associadas.

As fungdes de conjunto associadas gozam de véarias propriedades.
Mencionemos em particular:

Teorema 2.5: Seja f:X — V. Entdo, para quaisquer subeonjuntos
4 e B de X,
i) flAUBlI=fM41VUf[B] (i) fl4 N BICf4]N f[B]
(i) fLA\B]D F[41\f[B] (iv) 4 CB=>f[4]Cf[B]
e, mais geralmente, para qualquer classe indexada {4;} de subconjuntos
de X,
@) f[UiAi] = U;f [4,]
i) fIMN4:] C Nyf (4

O exemplo que segue mostra que, em geral, as inclusdes em (ii) e (iii)
n3o podem ser substituidas por igualdades.

Exemplo 5.2: Sejam os subconjuntos A = [1, 2] X [1, 2]
e B=[1,2] X [3,4], do plano R’ea projecio w :R2>R no pri- +5
meiro conjunto coordenado, i. e., o eixo dos xx. Observe-se que ! I
w[A]l=[1,2]ex [B]=[1,2leque ANB=gF=>7z[4A N Bl=4g.

Logo, 1,
Al N=[B]=[1,2]1#x[AUB]l = ¢&. _1

Além disso, A\ B = 4, de modo que St
-2 ~1 12

7 {A\B] = [1,2] # & = = [4]\n[B]. T

Por outro lado, a fun¢do de conjunto inversa é muito mais “bem com-
portada’’, no sentido de que a igualdade vale em ambos os casos. Isto &,

Teorema 2.6: Seja f: X — V. Entdo, para quaisquer subconjuntos
AeBde?, i
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) FLIU Bl = f1[A] U £1(B)
i) ;0 Bl=7141N 1 [B]
(i) fr LN B = AN [B]
(iv) A4 CB=>f1[4] Cf[B];
¢, de modo mais geral, para qualquer classe indexada {.I;} de subconjun-
tos de 17,
(1) LU 4] = Ut L] i) LN 4] = U [4)]
I como f1[V] = X, temos, como caso especial de (iii),
Coroldrio 2.7: Scja f: X -1 e 4 C Y. Entao
FULT = ¢ D
Scgue-se uma importante relagio entre as duas fungdes de conjunto:
Teorema 2.8: Seja f: N — 1 e seja A CX e BCY. Entio,
O ACFLof[4A]l, (@) BDfof1[B]
Conforme demonstrado préviamente, a inclusio em (i) ndo pode, em

weral, ser substituida pela igualdade.

ALGEBRA DAS FUNCOES REAIS

Seja F (X, R) a colecio de tdédas as fungGes reais definidas em um
conjunto X. Muitas operacdes sao ‘“‘herdadas’’ por & (X, R) das corres-
pondentes operagoes em R. Especificamente, seja f: X — R, g: X >R e
k¢ R; define-se, entdo:

(f+8:X—>R por (f+ g ) =f)+ gk
(k-f):X—R por (k-f)(x)=FE(fx)
(Ifh:X—R po (IfD) (@) = If&)]
(fg) : X - R por (fe) (x) = f(x) g(x)

I também conveniente identificar o ntimero real & € R com a fungio
constante f(x) = k para todo x € R. Entdo, (f 4+ &) : X - R ¢é a fungdo

(f + &) (%) = fx) + k.

Note-se que (fg) : X — R #ndo é a composi¢ido de fungdes f e g ante-
riormente definida.

it

=

Exemplo 6.1: Considerem-se as funcgoes
f = {<ll, 1/\: <b: 3\/’! e 2= {(d, 2)1 (br —1”-
de dominio X = {a,b}. Entio,

(3f - 29)(a) = 3f(a) - 2g(a) = 3(1)-2Q2) = -1
(3f —2¢) (6) = 3(b) - 2¢(b) = 3(3) -2(-1) = 11,
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isto é:
3f-2g = {{a,- 1), (b, 11}}
Também, como
lgl@) =[glx)] e (g+3) @) =gk)+3
lg] = {{a,2), (0, 1)} e g+ 3={{a35) & 2)}.
A colecdo & (X, R), com as operagdes acima, goza de varias proprie-
dades, algumas das quais constam do teorema abaixo.
Teorema 2.9: A colecio & (X, R) de tddas as fungoes reais definidas num
conjunto X, ndo-vazio, juntamente com as operacgdes acima, satisfaz o¢
seguintes axiomas de espago vetorial linear real:

[Vi]: A adigdo de fungdes f + g verifica:
1) f+g+r=Ff+@+h
(2 f+g=g+f
3 F0eF (X,R),i.e, 0: X>R|f+C—=F
(4 Para toda f € F (X,R),A-fcF (X,R),i.e,
+:XoR[j+(=p=0.
[Vo]: A multiplicagdo escalar % - f de uma fungdo f por um real k satisfaz:
(1) k-(k-f)=(kE)f
2 1-f=f
[Vs]: As operacdes de adigdo e multiplicagdo escalar verificam:
(1) k-Gt =k f+hg
(@) (E+E)f = k-f+E
Exemplo 6.2: Seja X = {1,2, ..., m}. Entdo, cada funcio f € & (X, R) pode escre-

&

£

ver-se como uma m-upla ordenada {f(1), ...,f(m)). Além disso, se
f={a1, ...,am) € g= (b1, ...,bm), entdo
f+g={a1+byaz+ba...,am+ bm)
e, para qualquer k € R, kef = (kay, ..., kan)

Neste caso, o espago vetorial linear real & (X, R) é chamado espago euclidianc
m-dimensional.

Exemplo 6.3: Diz-se que uma fungio fE€F (X, R) é limitada se e sdmente se
AM € R tal que |f(x)] £ M para todo x € X.

Seja B(X, R) a cole¢do de tddas as fungdes limitadas em & (X, R). Entdo, 8 (X, R}
goza das seguintes propriedades:
(i) Se f,g€ B(X,R), entdo f + g€ B(X,R)
(i) Se f€E B(X,R) e EER, entdo k€ B(X,R).
Qualquer subconjunto de # (X, R) que satisfaga (i) e (ii) é chamado um subespaucc
_(linear) de # (X, R).
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Problemas Resolvidos

FUNCOES

1.

3.

Diga se cada um dos diagramas abaixo define ou n3o uma funcio de
A ={a, b, ¢} em B = {x, y, 5}

(1) ii (i)

Solucdo: (i) Nio. Ndo hia nenhum correspondente do elemento b € A.

(ii) Ndo. A ¢ € A correspondem dois elementos: x e 2.

(iii) Sim.

Seja X = (1, 2, 3, 4}. Diga se cada uma das relagbes seguintes
é ou ndo uma funcio de X em X:

@) f = {2, 3), (1,4), (2, 1), 3, 2), (4 4)}
(ii) g = {(3’ 1>r 4, 2): <17 1>}
(i) 2 = {(2, 1), (3, 4), (1, 4), (2, 1), (4, 4)}

Solugdio: Tenha-se em mente que um subconjunto f de X X X ¢ uma fungio
f:X — X se, e somente se, cada x € X comparece como primeira coordenada em
exatamente um par ordenado em f.

(i) Nzo. Os dois pares ordenados diferentes (2, 3) e (2, 1) de f tém a mesma pri-
meira coordenada.

(ii) Nz@o. O elemento 2 nio comparece como primeira coordenada em nenhum
dos pares ordenados.

(iii) Sim. Conquanto 2 € X comparega como primeira coordenada em dois pares
ordenados de %, ésses dois pares sdo iguais.

Sejam as fungdes

f =1L 3) 42 5) (3, 3) (4 1), G, 2}}
g = {1, 4, (2’ 1), <3r 153 (4) 22, (3, 3>}

de X = {1, 2, 3, 4, 5} em X.

(i) Determine o contradominio de f e o de g.
(ii) Determine as funcGes compostas g of e f o g.

Solucfio: (i) O contradominio é o conjunto das imagens, isto é, o conjunto das
segundas coordenadas. Entao,

6« “

contradominio de f = {3, 5, 1, 2}
1. 2. 3,

]
g =15 1, 4
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(ii) Use a defini¢do de fungdo composta e calcule:
(go () =g (f(1)) =¢@) =1 (fe o)1) =f(g(1)) =f@4) =1
(gofN)2) =g (f2)) =¢B)=3 (foo)@) =f@E2)=/1)=3
(goNHB) =¢(fB) =¢@) =1 (Fea)B) =f(Q)=/1)=3
(ge @ =g(f@) =g(1) =4 Feg)d) =f(eg@)=f2)=>5
goNE) =g(fG) =22 =1 FogB) =f@G) =f3) =3
em outras palavras,
gof=1{{,1), 2,3) 3 1), & 4), G, 1)}
feg=1{1,1), (2,3) 33 &35} (53
Observe que go f# fo g
Sejam as funcdes f :R —R e g:R — R definidas por
flx) =22+ 1, glx) =% - 2.
Defina as fungGes compostas go f e fo g.
Solug@o: Calcule go f: R — R como segue:
EeNE)=g(f&x) =g@x+1)=Cx+1)°-2 =4’ +4x-1
Note que se pode chegar ao mesmo resultado escrevendo
y=fx)=2x+1, z=3()=3"-2
e eliminando y entre as duas equagdes, 1. e.,
z=192-2=Qx+1)2~-2 =457 4 4x 1.
Calcule, agora, feo g:R—R:
Fega=Ffk)=Ffx-2)=2@"-2)+1 =222-3.
Prove a lei associativa para a composigdo de fungdes, i.e.,sef : 4 — 73,
g:B—>Ceh:C—D,entao (ho g)of=1ho (geo f).
Solucdo: Como j& se provou a lei associativa para a composigdo de relagdes cm
geral, o resultado decorre imediatamente. Daremos também uma prova direta:
(o g)° f)(a) = (he g)(fla) = Re(f(@)), Vat 4
(ko (gof)@="rge ) =kEf@), Vae€4
Logo (hoglof=Hhvo(gef).

FUNCOES BIUNIVOCA E SOBRE

6.

Sejam as fungdes f: 4 — B, g: B— C. Prove:

“

(i) Se f e g sdo ‘“‘sdbre”, entdo go f: 4 — C também ¢é ‘‘sdbre’.
(ii) Se f e g sdo biunivocas, entdo.go f:4 — C também ¢ biuni-

voca.

Solucdio: (i) Seja ¢€ C. Como g é sdbre, b € B | g(®) =¢c. E, como f é
sdbre, 3a € 4 | f(a) = b. Mas entio (g° f) (@) = g(f(a)) =¢, i.e, gof tam-
bém € sbébre.

(ii) Suponhamos (g ° f) (a) = (g ° f) (@), i. e, g(f(a)) = g (f(a")). Entdo fa)=f(a’),
pois g é biunivoca; logo, a = a’, pois f é biunivoca. Entdo, g © f é também biuni-
voca.
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7. Seja.d=i-1,1],e/:d—.,g::d—.1ch:4— A definidas por

: T
f(x) = sen x, g(x) = senwy, h(x) = sen —- x.

Indique se cada uma das fungdes & (i) biunivoca; (i1) sbbre; (ii1) bi-
jetiva (i. e., biunfvoca e sobre).

Solugdio: Os graficos das fungdes sdo os seguintes:

S 1
-1
-1 0 1 0 1
o 3
) g(x) h(x)

A fungio f ¢ biunivoca; cada horizontal ndo contém mais de um ponto de f.
Nio ¢ ‘“sobre”, pois, p. ex., sen x # 1 para qualquer x € 4. Por outro lado, g
¢ “sébre”, pois cada horizontal contém, ao menos, um ponto de f; mas g nio é
biunivoca, porque, p. ex., g(-1) = g(0) = 0. Ja a funcio % é biunivoca e ‘‘sébre’’;
cada horizontal contém exatamente um ponto de %.
8. Prove que, se f: A — B e g:B— C sdo biunivocas e “‘sébre”, entdo
(go fY':C— A existeeéiguala flo gl :C— 4.
Solucio: Empregando a proposi¢do 2.1, mostra-se que
(flogho(@eN=1a e (gefle(flegh) =1B
Utilizando a lei associativa para composi¢io de fungdes,
(Fleghoe(@eN=rte(@le(gef)=
=flo((glogof)=flodof)=flof=14,
pois glog=1 e 1of=f=fo1. Analogamente,
geflo(flog)=gofolflogh=
=go((fofNegh)=goe(legl)=gog' =1g
9. Quando é que uma fungdo projegdo m; 111 {4;:4€ I} — 4;, 4;) # &,
é ‘‘sdbbre’ ?

Solu¢zo: Uma fungdo projegio é sempre ''sdbre’, desde que o produto car-
tesiano II {A4;:1 & I} seja ndo-vazio, i. e., desde que nenhum A; seja vazio.

CONJUNTOS INDEXADOS, OPERACOES GENERALIZADAS
10. Seja A4, = {x:x multiplo de =}, » € N inteiros positivos, e B; =
= [i,7+ 1], 7 € Z, inteiros. Determine:

(i) 45 M 45; (i) U {4;:4 € P}, sendo P o conjunto dos nlimeros pri-
mos; (iii)) B; M By; (v) U{B;:1€Z}; v) W {B;:2>7}) N 4.
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11.

12.

13.

14.
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Solucdo: (i) Os ntmeros que sio miltiplos de 3 e de 5 sio miltiplos de 15;
logo: A3 45 = Ais.

(ii) Todo inteiro positivo, exceto 1, é miltiple de, ao menos, um ndmero primo;
logo, U {4i:3€ P} = {2, 3, 4, ...} = N\[1}

(iii) BsNBs = {x:3<x<4, 4<x<5}={4}

(iv) Como todo nGimero real pertence a, ao menos, um intervalo [z, ¢ 4 1],
U {B:i:i € Z} = R, conjunto dos nimeros reais.

V) Wi{Bi: 227} N 45 = {x:x é miultiplo de 5, x > 7} = 45\{5} = {10, 15,
oo

Sejam D, = (0, 1/n), n € N inteiros positivos. Determine:
i) D; U D (iii) D, U Dy; v) U {D;:7 € 4 CN};
(i) D3 M Dy; (iv) D, N Dy; (vi) A {D; :7 € N}.
Solucdio: (i) Como (0,1/7) < (0, 1/3), D3 U D7 = Ds.
(i) Como (0, 1/20) < (0, 1/3), D3 N D2g = D2q.
(iii) Seja m = min {s, ¢}, i. e., o menor dos dois niimeros s e ¢ entdo, Dm = D, ou
D; e contém o outro. Logo Ds U Dy = Dp.
(iv) Seja M = max {s, ¢}, i. e., o maior dos dois ntimeros. Entdo D; N D; = Dyy.
(v) Seja ¢ € A o menor nimero em A. Entio, U {Di:i5 4 C N} = D,.
(vi) Se x € R, entio i€ N |x¢(0,1/). Logo, N {D::iE N} = &.
Prove o teorema 2.2 (ii) (Lei distributiva):
B N (Uierd:) = Uier (B N 4y).
Solucdo: |
BN (Uierds) = {x:x € B, x € Usjerds} =
= {x:x € B, 51’0€I|x€‘4i0} =
={x:FpCI|xCBNA4s) =
= Uier (BN 43i).
Prove: Se {4;:7 € I} é uma classe indexada de conjuntos, e 7, € I,
entao
Solugdio: Seja x € Nser Ai; entio, x € Ai para todo i€ I. Em particular,
x € Aiy. Logo, Nier 4i C 4s,
Seja agora y € Aiy. Como i€ I, y € Uier 4i. Logo, Aiy © Uier 4.

Prove o teorema 2.4: Seja 4 um conjunto e, para cada p € 4, seja
G, um subconjunto de 4 tal que p € G, C 4. Entdo, 4 = U{(G,:
p € 4}

Solucdo: Seja x € U {Gp:p € 4}. Entdo, Ip € 4 tal que x € Gpy < 4; logo,
x € A, portanto, U {Gp: p € A} € 4. (Em outras palavras, se cada Gp é um
subconjunto de 4, entdo a unido dos Gp é também subconjunto de *.)

Seja agora y € A. Entdo, y € Gy, portanto, v & U {Gp:p € 4}. Assim, 4
C U {Gp: p € A} e os dois conjuntos sdo iguais.
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15.

16.

17.

18.

Seja 4 = {1,2,3,4,5} ef: 4 — A definida pelo diagrama

Calcule (i) f [{1, 3, 5}1, @) f7[{2, 3, 4}1, GiD) /7 [{3, 511
Solucio:

@ fU1L, 3 511 = {f (), f3), fG)} = {4}.
Gi) f12, 3, 411 = {4 1, 3, 5}
(i) f1[{3, 5!] = &, pois nenhum elemento de 4 tem 3 ou 5 como imagem.

Considere a funcio f= R — R definida por f(x) = x*. Calcule:

() 0253, GD) F70-9)), GiD) S e [« <0}, (W [fx|4<x <
< 25].

Solugdo:

() fr{251] = {5, — 5}, pois f(3) = 25 = f(-5) e nenhum outro ndmero tem

25 por quadrado.

(i) f1[{-9}] = &, pois nenhum ntGmero real tem =9 como quadrado.

(i) fl{x:x <0}] = {0} pois f (0) =0<0 e o quadrado de qualquer outro

ntimero real é maior do que zero.

(iv) F1[{x:4 < x < 25}] consiste nos niimeros x tais que 4 < x? < 25. Entio,
llfx:4 <x <25} =[251U[-5 -2

Prove: Se f: X — V é biunivoca, entdo a fungido de conjunto asso-
ciada f: Z(X) — 2 (Y) também o é.

Solugdio: Se X = JJ, entio Z(X) = {JF}; logo, f: #(X)—> Z(Y) é biunivoca, uma
vez que dois elementos quaisquer diferentes de Z(X) nio podem ter a mesma
imagem; e isso pela simples razdo de que ndo h4 dois elementos diferentes em Z(X).

Se X # &, #(X) tem, ao menos, dois elementos. Sejam os elementos
A,BE P(X), mas A = B. Entio, p € X|pC€ 4, p¢ B (ou p € B, p & 4). Assim,
1) € f[A] e, como f é biunivoca, f() € f[B] (ou f(p) € f[B] e f(p) & flA]). Logo,
fl4] # f[B], e, conseqiientemente, a fungio de conjunto induzida é também
biunivoca.

Prove o teorema 2.5, (i) e (iii):

@ fl4 U Bl =f[41U f[B], (b) fIANf[B] Cf[4\B].
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Solugdo: (a) Mostremos, primeiro, que f[4 U B] € f{4] U f[Bl. Seja y ¢ f
[AUB),i.e,3x€AUB|f(x) =y Entio, ou x4 ou x7Z B; mas
xEA=>f(x) = yC f[4]
ou
¥ € B==>(x) = y = { [B].
Em qualquer dos casos, v € f[4] U f[Bl.
Provemos, agora, a inclusio inversa, isto &, f[4] U f[B] € fl4 U B]. Seja y < f
[A1Uf[B]. Entdo, y € f[4] ou y € f[B]; mas
YyEfAI=>FcCA|[f(x) =y
VESBI=>3E B [f() =y

Em ambos os casos, y = f (x), com x€ AUB, i.e, y£f[4 UB]
(b) Seja y € f[A1\f[B]. Entio, 3x €A |f(x) =, mas y ¢ {f(x):x € B}.
Logo, x € B, ou x € B\ 4; por conseguinte, y <€ f[4 \ B].

19. Prove o teorema 2.6, (ii) e (iii):

(@) 1[4 N Bl = AT 7 BBl

(b) 71 [A\B] = /7 [4]\ f7 [B].
Solucio: (a) Mostremos, primeiro, que f 1[4 N Bl < f1[4]Nf1[B]. Seja
x€f[ANB] Entio,f(x) EANB, fx) €A e f(x) EB,ouxEfl[d]lexCf?
[B]. Logo, x € f1[4]1N f*[B].
Para a inclusio inversa, seja x € f1[4] n,r‘ [Bl. Entdo, f(x)€ A e f(x)€ B,
i.e,f(x)€4ANB. Logo, x€f1[4N Bl
(b) Para mostrar que f* [4 \ B] C f! [4] \fl [B], suponhamos x € ! [4 \ B].
Entdo, f(x) EA\B, i. e, f(x) €A e f(x) ¢ B. Assim, x € f! [4] mas x ¢/
[B], i. e, x €f 1[4\ f(B].

Para a inclusio inversa, seja x € f1[4] \f 1 [B]. Entio, f (x) € A mas f(x) ¢ B,

ie,fx) € A\ B. Logo, xCf1[4\B].

ALGEBRA DAS FUNCOES REAIS

20. Sejam X = {a, b, c} ef, g € (X, R), definidas por
= {((l, 1)) <br _2>- (C, 3>}! g£= {<av —2(, (b,O), <C: l>}
Calcule: (i) f 4+ 2¢g, (i) fg-2f, (@iD) f+ 4, @Gv) [fl, 0
Solucdo:
(i) Calcule como segue: (f +2¢) (@)=f(a) +2g(@) =1-4 =-3.

(f+20) @O=f0) +2 ) =3+2=5.

Em outras palavras, f+2¢ = {{a,-3), (b,-2), {c, 5)}.
(ii) Analogamente, (fe-2H@=f(@gl@-2f@=>1)=2)-201)=-4.

fe-2HB)=f@g®-2f0) =(-2)0)-2(-2)=4
(fe-2)©@=f@)egl@-2f@) =@ D)-2@)=-3.
Isto é, fg—-2f = {(a,-4), (b,4), {, —3)}.
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(11i) Como, por defini¢io, (f + 4) (x} = f (x) + 4, some-se 4 a cada valor imagem,
i. e., & 2.® coordenada de cada par:

f+4 = {{a,5) (b,2), {,1)}.
(iv) Como |fl(x)} = [f(x)|, substitua-se a 2.® coordenada de cada par em f por seu
valor absoluto:

Ifl = {{a, 1), (3, 2), (c,3)}.

(v) Como f2(x) = (ff) (x) = f (x) = f (x) = (f (x)? substitua-se a 2.* coordenada de
cada par em f por seu quadrado:

= la, 1), (.4 (o 9.

21. Seja 0 € #(X,R) definida por 0 (x) = 0 para todo x € X.

Prove: Para qualquer f € #(X,R), () f+0 =7, (i) f0 = 0.
Solugdo: () (f+0)(x) =f() + 0 (x) = f(x) + 0 =f (*) para todo x € X;
logo, f + 0 = f. Note-se que U satisfaz as condigdes do elemento 0 no axioma
[V1] do teorema 2.9.

(i1) (fa) (x)=f(x) ) &) =f(x). (O‘)=0=6 (x) para todo x € X; logo fa =0.

22. Prove: # (X, R) satisfaz o axioma [V3] do teorema 2.9, 1. e, se f, g €
EFX,R) e k, ¥ €R, entio () k. (f+g ==Fk.f+Ek.g
i) (k+ &) .f=k.f+E.f
Soluggo: () [ . (f+ ) =k[(f+ @] =k[f@) +g@] =k @)+ %
@) k.fHE.0@=((.1HE+E.g &) =Ek(fE®)+ EkEE) para todo
x€ X, logo, . (f+g) =k .f+k.g Observe-se que utilizamos o {:to de que
k, f(x) e g (x) sio naimeros reais e verificam a lei distributiva.

(i) (B+k).NE)=((R+E)f(@x)=Fk(fE)+ k(&)

(k. fHEN@E =F.HNEFE .HE) =)+ LK)

para todo x € X logo, (R + k") .f=Fk.f+ k' .f
Problemas Propostos

FUNCOES

) . ~ -l [25-5sex>2

23. Sejam f:R—R e ¢:R —R fungdes definidas por f (x) = 1x2—2 elnesa
g(x) = 3x + 1. Determine (i) f(-2), (i) g(-3), (@ii) f@), @) (goNH ),
(v) (Fog) (2), (vi) (fof) Q).

24, Sejam f:R—>R e g:R —R fungdes definidas por f (x) = 243x+1, gkx) =
= 2x - 3. Estabelega férmulas que definam as fungdes compostas (i) f o g, (ii) gof,
(iii)fof.

25. Seja k: X — X uma fungio constante. Prove que, para qualquer fungdo f: X = X,
kof = k. Que se pode dizer de fok?

26. Considere a fungio f(x) = x, com x € R, x > 0. Diga se cada uma das fungdes

seguintes é ou ndo uma extensio de f:
(i) g1(x) = |x| para todo x € R, (i) gax) =%, x€C€[—1,1],
(iii) g3 (x) = (x 4 |x!)/2 para todo x € R, (iv) IR:R—R
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27.

FUNCOES [CAP. 2

Seja ACX e f: X =Y. A fungdo tnclusio j de A em X, denotada j:4 C X,
¢ definida por j(a) = a para todo a € 4. Mostre que f|A, restri¢io de f a 4, ¢é
igual & fungdo composta foj, i. e, fl4d =foj.

FUNCOES BIUNIiVOCA, SOBRE, INVERSA, IDENTIDADE

28.
29.
30.

31.

32.
33.

34.

35.

Prove que, para qualquer fungdo f: A —>B, é foly =f=1pof.
Prove que, se f: 4 = B & biunivoca e sdbre, entdo flof = 14, fofl = 15

Prove que, se f: 4 =B e g: B —> A satisfazem gof = 14, entdo f € biunivoca e
g € sObre.

Demonstre a proposigio 2.1: Se f: 4 > B e g:B—> A satisfazem gof=14¢
fog=1p entio f1:B—>A4 existe e g = f L.

Sob que condigdes a projegdo mi,: [ {4i:4 € I} — 43, ¢ biunivoca ?

Seja f: (-1, 1) >R definida por f (x) = x/(1 = |x|). Prove que f é biunivoca e
sbbre.

Seja R uma relagio de equivaléncia num conjunto nio-vazio 4. A fungdo natu-
ral » de 4 no conjunto quociente A/R é definida por 5 (a) =[a], a classe de equi-
valéncia de a. Prove que 5 é sbbre. -

Seja f: A —> B. A relagio R em A definida por a R a’ se, e s6 se, f (a) = f (@),
¢ uma relacio de equivaléncia. Se F representa a correspondéncia do conjunto
quociente A /R para o contradominio f[A] de f, 7 :lal —f [a], prove que:
(i) F:4/R—f[A] é uma funcdo biunivoca e sbbre.

(i) f=joFfon, onde n: A—>A/R é a fungio natural e j:f[4] C B & a funcio
inclusio.

—~

7 7 i
A->A4|R—>f[4]1>B

CONJUNTOS INDEXADOS E OPERACOES GENERALIZADAS

36.

37.

38.

39.

40.

Seja An = {x:x é multiplo de n} = {n,2n,3n, ...}, n €N, inteiros positivos.
Determine: (i) A2 N 4w, (i) Ae N As, (iii) A3 U Aqe, (iv) A3 N Ao, (v) As U Ay,
5, tEN; (vi) 4sN As, s, tEN; (vil) prove que se J C N ¢ infinito, entdo
N{di:s€J} = .

Seja Bi = (i, 7 + 1] um intervalo semi-aberto, 7€ Z, inteiros. Determine:
(i) BsU Bs, (ii) BsN Bz, (iii) Ufi4 B;, (iv) BsU By YBuss €z,

W) U7215=0Bs+i’ (vi) Usez Bsys

Seja Dn = [0, 1/n], Sa = (0, 1/n], Tw = 1[0, 1/n), n € N, inteiros positivos. De-
termine:

@ N {Da:n €N}, (i) N{sn €N}, (i) N {Ta:n € N},

Prove as leis de De Morgan: (i) (U;4:)° = Ni A

(i) (N:A49)° = Us; 45

Seja # = {4;:4C I} uma classe indexada de conjuntos, e JC K C I. Prove:
(@) U{di:iCJ} Cc U ({A4::4C K}

(i) N {4:::€J} D N {4::i€ K}
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41. Seja f:R—R definida por f (x) = x> + 1. Determine: (i) f [{~1,0, 1}],
(i) FUt0, 17}, Gi) fF[(=2,2)].
42. Prove que uma fungdo f: X — Y é biunivoca se, e sdmente se, f[4 N B] =
= f[A] Nf[B] para todos os subconjuntos 4 e B de X.
43. Seja f: X — Y. Prove que, para quaisquer subconjuntos 4 e B de X,
(@) flANBl Cfl4]Af[B]
(b) A B=>f[4] C f[B].
44. Seja f: X — 1. Prove que, para quaisquer subconjuntos 4 e B de ¥,
(@ f'l[AUBl=71141Uf1(B],
®) AcB=>7l14] c f1[B].
45. Prove o tecrema 2.8: Sef: X =Y, 4 C X e B CY, entio
() 4 ©flofl4], (i) B =fof"[Bl
46. Se f: X — Y é sdbre, prove que a fungio de conjunto associada f: Z(X) = 2(Y)
também é soObre.

47. Prove que uma fungio f : X = ¥ ¢ biunivoca e sébre se e somente se f [4°] = (f [4])°
para todo subconjunto 4 de X.

48. Prove que uma fungio f: X — ¥ é univoca se, e somente se, 4 = f1of[4] para
todo subconjunto 4 de X.

ALGEBRA DAS FUNCOES REAIS

49. Seja o conjunto X = {e, b, ¢} e consideremos as seguintes fungdes reais f e g de-
finidas em X:

f=1{{a,2), (&, =3) (e, -1},
g = {{a,~2), (,0) {, L}
Determine: (i) 3f, (i) 2f-3g, (i) fg, @Gv) |f], ) /5, i) [3fF-Fg|.
30. Seja A um subconjunto qualquer de um universo U.
Entdo, a fungdo real x4 : U —R definida por
1 se x€4

e (x)=l0 se x¢4

€ chamada a fung¢@o caracteristica de A. Prove que:
(i) xane = Xaxs, (i) xaus= xa + xB—Xanas, (i) XxaxB= Xa—-Xxans
51.  Prove que & (X, R) satisfaz o axioma [Vs] do teorema 2.9, i.e., se fEZ (X,R) e
k, k' CR,entio () k. (k' .f) = (kRR').f, @)1 o f=y
32. Paracada & € R, seja k£ € Z (X, R) a funcdo constante % (x) = & para todo x € X.
(i) Mostre que a colegio C de fungdes constantes, i. e, C = {k:k € R} é um sub-
espaco linear de Z (X, R). R
(ii) Seja @ : C—>R definida por « (k) = k. Mostre que o é univoca e sbbre, e
que, para quaisquer k, k' € R, é

a(k+E)=a®)+a®)
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24.

25,
26.
32.
36.
37.
38.
41.

49.

FUNCOES (CAL

Respostas dos Problemas Propostos

(i) 0, (i)-8, (i) 3, (iv) =2, (v) 9, (vi) —1

Q) (fog) (x) = 4x?=6x +1, (i) (gof)lx) =227 +6x—1, (i) (fofiix) =
=t 4+ 62 + 140% + 150 + 5

A fungdo fo k é uma fungdo constante

(i) sim, (il) ndo, (iii) sim, (iv) ndo

A; é um conjunto unitario, digamos Ai = las}, para { # i

(1) A4, (i) Aoy, (i) Az, (v) A1z, v) 45, v1) Aa

i) @, 6], (i) &, @) @, 21}, Gv) s, s + 31, (V) (s, s +16], (D) R
(@ {0}, Gi) &, (@ii) {0}

) {1, 2}, @) {3, -3, 4, -4}, @) {4, 5), G(v) 3, -2), (2, 3), (v) {x:x 21§,
(vi) R

@® 3 = {{a, 6), &, -9, {, -3)}
(i) 2f-35g = {{a, 14), (b, —6), {c, =T}
(i) fg = {{a,—4), b, 0), {c,-1)}

(v) |fl = {{a,2), (b, 3), (¢ 1)}

& = {{a8), ¥ -27), {-1)}
vi) |3 -fg| = {{a, 10}, (5, 9), {, 201



