Capitulo 4

Topologia da Reta e do Plano

A RETA REAL

O conjunto dos ntimeros reais, designado por R, desempenha papel pre-
ponderante na Matemética e, em particular, na anilise. De fato, int-
meros conceitos da Topologia sao abstragdes de propriedades do conjunto
dos ntimeros reais. O conjunto R pode caracterizar-se pela afirmacdo

‘R é u.a corpo arquimediano ordenado, completo”’. (Estas nogdes vém
explicadas no Apéndice.)

Usaremos aqui a relacio de ordem em R para definir a ‘“topologia
usual”’ para R.

Supomos o leitor familiarizado com a representacio geométrica de R
por meio de pontos de uma reta. Tal como na fig. 4-1, escolhe-se um pon-
to, chamado origem, para representar o 0 (zero), e outro ponto, usualmente
a direita do 0, para representar o nimero 1. Estabelece-se, entdo, uma
correspondéncia natural entre os pontos da reta e os nimeros reais, i. €.,
cada ponto da reta representa um dnico ntimero real, e cada ntmero real
é representado por um tnico ponto da reta. Por esta razio, referimo-nos
3 reta como refa real ou eixo real. Além disso, usaremos indistintamente
as palavras ponto e nilmero.
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CONJUNTOS ABERTOS EM R

Seja 4 um conjunto de nimeros rexis. Um ponto p € 4 é chamado
ponto interior de A se e sdmente se p partence a algum intervalo aberto
S, contido em A4:

p€eS,CA
O conjunto 4 & dito aberto (ou %-aberto) se, e sé se, cada um dos seus

pontos é ponto interior. (A significagdo da letra # se tornard evidente
no préximo capitulo.)

Exemplo 1.1: Um intervalo aberto 4 = (g, b) ¢ um conjunto aberto, pois podemos
escolher Sp = A para cada p € 4.

Exemplo 1.2: A reta real R é um conjunto aberto, pois qualquer intervalo aberto
Sp deve ser subconjunto de R, i.e., p € Sp C R.
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Observe que um conjunto nio é aberto desde que exista um ponto
seu que nio seja ponto interior.
Exemplo 1.3: O intervalo fechado B = [g, ] ndo ¢ um conjunto aberto, pois qualquer

intervalo aberto que contenha ¢ ou b conterd necessariamente pontos que nio perten-
cem a B. Os extremos a e b ndo sio pontos interiores de B.

Exemplo 1.4: O conjunto vazio & € aberto, pois ndo ha ponto em & que nio seja
ponto interior.

Exemplo 1.5: Os intervalos abertos infinitos, i. e., os subconjuntos de R definidos
e representados por

M

R, x>al =(g, ), {x:xCR,x<a} =(-w,a)
{x:xER} =R = (- », ©)

{x:x

sio conjuntos abertos. Por outro lado, os intervalos infinitos fechados, i. e., os subcon-
juntos de R definidos e representados por

{x:x€R,x>a} =[q,®), {x:2xCR, x<4a} =(-w,d]
ndo sio conjuntos abertos, pois @ € R ndo é ponto interior nem de [a, ®) nem de (- o, a].
Sio fundamentais os teoremas seguintes s6bre conjuntos abertos.

Teorema 4.1: A unido de um ntumero qualquer de conjuntos aber-
tos em R é aberta.

Teorema 4.2: A interseccio de um numero finito qualquer de con-
juntos abertos em R é aberta.

O exemplo que segue justifica a necessidade da condigdo de finitude
no ultimo teorema acima.

Exemplo 1.6: Consideremos a classe de intervalos abertos (e, portanto, de con-
juntos abertos)

{An = (—l/ﬂ, 1/”) n E N}: i €., {(_11 1); (_—;—'y —;_)1 (—%1 %)1 . }
Observe que a intersecgdo
Nre1dn = {0}

dos intervalos abertos consiste no tnico ponto 0, que n3o é um conjunto aberto. Em
outras palavras, uma intersecgdo arbitraria de abertos nio é necessariamente um aberto.

PONTOS DE ACUMULACAO

Seja 4 um subconjunto de R, i. e, um conjunto de néimeros reais.
Um ponto p € R chama-se ponto de acumulagdo, ou ponto limite de A4,
se e somente se, todo conjunto aberto G que contém p contém um pon-
to de A diferente de p; 1. e.,

G aberto, p € G=>4 N (G\{p}) = &.

O conjunto de pontos de acumulagéo de A4, representado por 4’, é
chamado o conjunto derivado de 4.
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Exemplo 2.1: Seja 4 = {1, % %, %, J' O ponto 0 (zero) é ponto de acumu-
lagio de A, pois qualquer conjunto aberto G com 0 & G contém um intervalo aberto
(a1, a2) © G com —a31 < 0 < a2z que contém pontos de A.

—
e
——
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-1 -3 -1 -1 -a 0 @ % 4

oo ]
ek

Observe que o ponto limite 0 de 4 nZo pertence a 4. Note também que 4 nio
tem qualquer outro ponto de acumulagio; entdo, o conjunto derivado de 4 é o conjunto
unitario {0}, i. e., 4’ = {0}.

Exemplo 2.2: Considere-se o conjunto Q dos niimeros racionais. Todo real p = R ¢
ponto limite de Q, pois todo conjunto aberto contém niimeros racionais, i. e., pontos de Q.

Exemplo 2.3: O conjunto dos inteiros Z = {...,-2,-1,0,1,2, ...} nfo tem ponto
de acumulagio. O conjunto derivado de Z é o conjunto vazio &.

Observagao: O leitor ndo deve confundir o conceito de ‘“ponto de
acumulac¢io de um conjunto’”’ com o conceito diverso (embora correlato)
de “limite de uma seqiiéncia”. Alguns dos problemas resolvidos e pro-
postos elucidarido a relagdo que hé entre ésses dois conceitos.

TEOREMA DE BOLZANO-WEIERSTRASS

A existéncia, ou nio-existéncia, de pontos de acumulagio de um con-
junto é uma questdo de importancia para a Topologia. Nem todo con-
junto (mesmo infinito, como no exemplo 2.3) possui um ponto de acumu-
lagdo.

Existe, entretanto, um caso geral importante que admite resposta
positiva.

Teorema (Bolzano-Weierstrass) 4.3: Seja 4 um conjunto infinito,
cotado, de reais. Entdo 4 tem ao menos um ponte de acumulagio.

CONJUNTOS FECHADOS

Um subconjunto 4 de R, i. e., um conjunto de niimeros reais, é fe-
chado se, e somente se, seu complementar A4° é aberto. Um conjunto fechado
pode definir-se também em térmos de seus pontos de acumulag3o.

Teorema 4.4: Um subconjunto 4 de R é fechado se, e sdmente se,
contém cada um dos seus pontos de acumulagio.

Exemplo 3.1: O intervalo fechado [a, b] ¢ um conjunto fechado, pois, seu comple-
mentar (-, a) U (b, ), que é a unido de dois intervalos abertos infinitos, é aberto.

Exemplo 3.2: O conjunto 4 = {1, %, %, —41—, . } ndo € fechado, pois, conforme o

exemplo 2.1, 0 é ponto de acumulacio de 4, mas ndo pertence a 4.

Exemplo 3.3: O conjunto vazio & e a reta real R sdo conjuntos fechados, pois seus
complementares R e J, respectivamente, sdo abertos.
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114 conjuntos que ndo sao nem abertos nem fechados, como se vé no
exemplo a seguir.
Exemplo 3.4: Considere-se o intervalo semi-aberto 4 = (g, b]. 4 nio ¢ aberto, pois

b = A ndo é ponto interior de 4, nem ¢ fechado, pms a¥ 4 mas a é ponto de acumu-
lagio de A. :

TEOREMA DE HEINE-BOREL

O teorema que segue d4 uma das propriedades mais importantes de
um intervalo fechado e limitado. Diremos aqui que uma classe de con-
juntos, & = {4;} cobre um conjunto 4, ou que é cobertura de A, se A
esti contido na unido dos elementos de &, i. e., 4 C U, 4,.

Teorema (Heine-Borel) 4.5: Seja 4 = [¢, d] um intervalo fechado e
limitado, e 4 = {G;|7 € I} uma classe de intervalos abertos que cobre 4,
i e, 4ACU;G. Entao, ¢ contém uma subclasse finita, digamos
e -, Gy}, que também cobre 4, i. e,

i) -
4CG,UG,U...UG,

Ambas as condicdes, ‘‘fechado” e “limitado’’, devem ser satisfeitas
por A para que o teorema seja valido, conforme o demonstram os dois
exemplos seguintes.

Exemplo 4.1: Considere o intervalo unitério aberto, limitado, 4 = (0, 1). Observe

que a classe
o _lo (1 ). . |
lGn (n+2 n)'n\NJ

de intervalos abertos cobre 4, i. e.,

AC@EDUEDUE DU,

A
i iGs
177 ve,
: { > v Gl
i o—
¢ T
4 e 4 4 = 4

mas nio ha unido de subclasses finitas de ¢ que contenha 4.
Exemplo 4.2: Considere o intervalo fechado infinito 4 = [1, ). A classe e
= {(0,2), (1, 3), (2,4), ...}
de intervalos abertos cobre 4, mas nenhuma subclasse finita o faz.

5 = g

v

o—4--0--|-0.
. -

S

0,2 = o
i
0
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SEQUENCIAS
Uma segiiéncia, denotada por

(51, 52y .. .0 (sx|m € N) ou {s,)

7

é uma func¢do cujo dominio é o conjunto N = {1, 2,3, ...} dos inteiros
positivos, i. e., uma seqiiéncia faz corresponder a cada inteiro positivo
n € N um ponto s,. A imagem s,, ou s(z), de # € N é chamada o enésimo
térmo da seqiiéncia

Exemplo 5.1: As seqiiéncias
(sn) = (1,3,5,...) () =5~ 39 - ) () = {1,0,1,0,..)
podem definir-se, respectivamente, pelas férmulas
[ 1 se n é impar

st) =2n-1, tn) = (12" umn) =51+ (1)t =
0 se

n
5 &

¢ par

Diz-se que uma seqiiéncia {s,|n € N) é lmitada se seu contrado-
minio {s,|# € N} é um conjunto limitado.

Exemplo 5.2: Considere as tr2s seqiiéncias do exemplo 5.1. O contradominio de
(sn) é {1, 3, 5,...}; logo, {sn) nio é uma seqiiéncia limitada. O contradominio de
(tn) é {—%, —i—, —%, %, ...{, que é um conjunto limitado; logo, (i») é uma seqiiéncia
limitada. O contradominio de (#») é o conjunto finito {0, 1); entdo, (#n) também é uma
seqiiéncia limitada.

Observe-se o seguinte: {s,|n € N) representa uma seqiiéncia e ¢é
uma fungdo. Por outro lado, {s,|#» € N} representa o contradominio
da seqiiéncia e é uma fungdo.

SEQUENCIAS CONVERGENTES
E a seguinte a definicio usual de seqiiéncia convergente:

Defini¢io: A seqiiéncia de ntimeros reais {(a,, @,,...) converge para b € R
ou, equivalentemente, o nimero real b é o limite da seqiiéncia {a,|n € N) —
O que se representa por

lima, =b, limae,=b ou a,—>b—

n—>o
se para cada ¢ > 0 existe um inteiro positivo #, tal que
n > n,=>|a, — b| <e.

Observe-se que |a, — b| < e significa que b—e < a, < b + ¢ ou, equi-
valentemente, que a, pertence ao intervalo aberto (b — ¢, b + ¢), que con-
tém . Além disso, como cada térmo apds o #, é interior ao intervalo
(b—¢€, b+ ¢), sdmente os térmos anteriores a @y, (¢ h&4 apenas um na-

mero- finito déles), podem ser exteriores ao intervalo (b —e, & + ¢).
Ent3o, podemos reformular nossa definigdo como segue:
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Defini¢do: A seqiiéncia {(a,|n € N) converge para b se todo conjun-
to aberto que contém & contém quase todos (i. e., todos menos um nt-
mero finito) os térmos da seqiiéncia.

Exemplo 6.1: Uma seqiiéncia constante {ao, ao, ao,...), tal como (1, 1, 1,...) cu
(-3, =3, =3,...), converge para ag, pois cada conjunto aberto que contém a¢ contém
todos os térmos da seqgiiéncia.

Exemplo 6.2: Cada uma das ceqﬁéncias
Lagm o L,0,5,0,50,50, ..., (L, -5 3, -5 -..)

converge para 0, pois qualquer intervalo aberto que contém 0 contém guase todos os tér-
mos da seqiiéncia.

Exemplo 6.3: Considere a seqiiéncia (7, e ), 1. e., a seqiiéncia

[t ,

‘3’3 se # ¢ par
=

i 1

|

{

1 - 2—(’1‘1)» se n ¢ impar.

Os pontos dispd2m-se como segue:

[

i ‘

0

ot

a
}
1
2

B ——a

A e
1

Observe-se que qualquer intervalo aberto que contenha 0 ou 1 contém um ndmero
infinito de térmos da seqiiéncia. Entretanto, nem 0 nem 1 é limite da seqtiéncia. Note-se,
todav1a que 0 e 1 sdo pontos de acumulagdo do contradominio da seqiiéncia, i. e., do con-

1 7

SUBSEQUENCIAS
Seja uma seqiiéncia {a;, s, a3, ...). Se (i,) é uma seqiiéncia de in-
teiros positivos tais que 7; < 7 < ..., entdo

(@iys Qigy Qigs - -}

é uma subseqiiéncia de {a,|7 € N)

. o _ 101

Exemplo 7.1: Considere a seqiiéncia (an) = {1, e T - (1, . 4, 8, . )é

A 1 L o3 T o
uma subseqiiéncia de (an), mas (5, 1; 5 T T e - ) nido o &, pois o elemento 1 an-
1 e o

tecede o elemento - na seqiiéncia original.

Exemplo 7.2: Conquanto a sequencxa (3, i %, %, %, >néo convirja, tem subse-
qiiéncias convergentes, como (2, T 8, 16, . ) (2, e 8, 16, . > Por outro lado,
a seqiiéncia (1, 3, 5, ...) ndo tem nenhuma subseqiiéncia convergente.

Como acabamos de ver, as seqiiéncias podem ter ou nio subseqiién-
cias convergentes.
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H4, todavia, um caso geral muito importante que admite resposta
positiva.

Teorema 4.6: To6da segiiéncia limitada de ntUmeros reais contém
uma subseqiiéncia convergente.

SEQUENCIAS DE CAUCHY

Uma seqiiéncia (g, |n € N) de ntmeros reais ¢ dita seqiiéncia de Cau-
chy se, e sbmente se, para cada e > 0 existe um inteiro positivo 7, tal que

naom > ng=> |a,—a, | <e.

Em outras palavras, uma seqtiéncia é de Cauchy se, e sb se, seus tér-
mos se tornam arbitrariamente préximos uns dos outros na medida em
que 7z aumenta.

Exemplo 8.1: Seja (ax|n € N) uma seqiiéncia de Cauchy de inteiros, i. e., cada
térmo da seqiiéncia pertence a Z = {...,-1,0,1,...}. Entdo, a seqiiéncia deve ser da
forma

(a1, as, ... ang b, b, b, ...),

i. e., a seqiiéncia deve ser constante, apds um certo térmo de ordem ny. Pois, se esco-
1 -
lhermos ¢ = <, entdo

an,am € Z e |an—am| <% => an = anm

Exemplo 8.2: Mostremos que tdda seqiiéncia convergente é uma seqiiéncia de
Cauchy. Seja an —>b e ¢ > 0. Entdo, 37 ¢ N suficientemente grande, tal que
7> ng =—> |an—0b]| <%e e m>mng=—> |am—2b| <7}s
Conseqiientemente, 7, m > ng=—>
len=am| = |an=b +b-am| < lan=b| + [b-an| < Fe+3e=-c
Logo, (an) é uma seqiiéncia de Cauchy.

CONJUNTO COMPLETO

Um conjunto A de ntmeros reais diz-se completo se tdda seqiiéncia
de Cauchy {a, € 4 | » € N) contida em 4 converge para um ponto de 4.

Exemplo 9.1: O conjunto Z = {...,-2,-1, 0, 1, 2,...} de inteiros é completo,
pois, como vimos no exemplo 8.1, uma seqiiéncia de Cauchy (an|7# € N de pontos de Z
¢ da forma (a1, a2, ..., any b, b, b,...) que converge para b €Z

Exemplo 9.2: O conjunto Q dos nimeros racionais ndo é completo. Com efeito, po-
demos escolher uma seqiiéncia de nimeros racionais, tal como (1, 1,4, 1,41, 1,412,...)
que converge para o niimero real 4/ 2, que nio pertence a Q.

Uma propriedade fundamental do conjunto R dos ntimeros reais é
que R é completo. Isto ¢,

Teorema (Cauchy) 4.7: Toda seqiiéncia de Cauchy de ntmeros reais
converge para um numero real.
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FUNCOES CONTINUAS

. E a seguinte a defini¢do usual de funcdo continua em térmos de
€ € 4:

Definicdo: Uma funcio f:R — R é continua no ponto x, se para cada
e > 0 existeum § > 0 tal que

|6 = %] <8=>|f(x) - flx)| <e.

A funcgdo f é continua se o é em cada ponto do seu dominio.

Observe-se que |x — x| < § significa que x, — 8 < x < x, + & ou,
equivalentemente, que x pertence ao intervalo aberto (x, — 8, x, + §).

Analogamente |f(x) — f(x,)| < e significa que f(x) pertence ao in-
tervalo aberto (f(x,) — ¢, f(xy) + ¢€). Entdo, a afirmagido

v — x| <8=>[f(x) — flx| <e
é equivalente a afirmacio
% € (%0 — 8, % + 8)=>fx) € (f(x) — e flx) + ¢,
que, por seu turno, equivale a
fl(x, — 8, x5 + 8)] esta contido em (f(x,) — e, f(x,) + e.
Podemos, entdo, reformular como segue a defini¢io prévia:

Definicio: Uma funcio f:R — R é continua num ponto p € R se
para qualquer conjunto aberto V;, que contenha f(p) existe um con-
junto aberto U, tal que f[U,] C Vj,. A fungio f ser4 continua se o
fér em todo ponto do seu dominio.

O diagrama de Venn abaixo facilita a compreensio da definicdo
supra.

Uma funcio continua pode caracterizar-se completamente em tér-
mos de conjuntos abertos como segue:

I3

Teorema 4.8: Uma funcgdo é continua se, e sdmente se, a imagem
inversa de cada conjunto aberto é aberta.



78 TOPOLOGIA DA RETA E DO PLANO [CAP. 4

Observe também que o teorema afirma igualmente que uma funcgio
n3o é continua se, e s6 se, existe um conjunto aberto cuja imagem inversa
ndo é aberta.

Exemplo 10.1: Considere a fungio f:R — R
definida por

x—1 sex <3
f(x)={

Lx+5) sex>3

e ilustrada no diagrama ao lado. O inverso do in-
tervalo aberto (1, 3) é o intervalo semi-aberto (2, 3],
que nio é um conjunto aberto. Logo, f ndo é con-
tinua.

Passemos, agora, a uma importante propriedade das func¢Ses conti-
nuas, a que nos referiremos mais adiante.

Teorema 4.9: Seja f : R — R continua no intervalo fechado [z, ?].
Ent3o, f toma ai todos os valdéres compreendidos entre f(a) e f(b).

Em outras palavras, se 3, é um n@mero real tal que f(a) <y, <
f(b), ou f(b) < 3, < f(a), entdo
A5, €R [ a<% b e flx) =19,

E o teorema de Weierstrass para as fungdes continuas, ou teorema do
valor intermedidrio de Weierstrass.

Observacdo: Uma funcio f:R — R é continua num subconjunto D
de R se é continua em cada ponto de D.

TOPOLOGIA DO PLANO

Um disco aberto no plano R? é o conjunto de pontos interiores a um
circulo de centro, digamos, » = {(a;, a;) e raio § > 0, i. e.,

D={{y:@—a)l+O—a) <& ={cR:dp g <}

Aqui, d (p, q) representa a distincia usual entre P = (a,0as)
dois pontos p = (a, a,) e ¢ = (b, b,) em R*: 2 Lo Y
.9 = V(@ = b + (@2 — b SR )
X s
O disco aberto desempenha, na topologia do g
plano R?, papel anélogo ao do intervalo aberto
na topologia da reta R.

Seja 4 um subconjunto de R?*. Um ponto p € A é ponto interior
de 4 se, e s6 se, p pertence a algum disco aberto D, contido em A.

p €D, CA.
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O conjunto 4 é aberto (ou %-aberto) se, e sdmente se, cada um de
seus pontos é ponto interior.
Exemplo 11.1: Obviamente, um disco aberto, todo o plano R% e o conjunto vazio & sio

subconjuntos abertos de R%Z  Mostremos, agora, que a intersecgio de dois discos abertos,
digamos

D1={g€R*:d(p1,q) <51} e D2= {gECR*:d(ps q) <83}
é também um aberto. Seja po € D1 N D2 de modo que
d(p1, po) <81 e d(p2, po) < o2

Fagamos r = min {81~ d(p1, po), 62—d(ps, po)} >0

e seja D = {g€R*:d(po, Q) <11}

Entdo, po € D € D; N D2 ou po € ponto interior de D1 N Do.

Um ponto p € R? é ponto de acumulagdo ou ponto limite de um subcon-

junto 4 de R’ se, e sdmente se, todo conjunto aberto G que contém p
contém um p~ito de 4 diferente de p, i. e.,

G CR? aberto, p € G => A N(G\{p}) =

Exemplo 11.2. Considere o seguinte subconjunto de R

1 1
4 = (x,y):y=sen—,x>0j
%

1+
O diagrama ao lado ilustra o conjunto 4. Note : A
que a curva, caminhando da direita para a esquer- //7
da, oscila cada vez mais rapidamente, i. e., os pontos ‘\p )
em que ela corta o eixo dos xx sio cada vez mais ~4-H

proximos uns dos outros. O ponto p = (O, %) é

ponto de acumulagdo de 4, pois 4 passard even-
tualmente por qualquer disco aberto que con- B
tenha p. De fato, cada ponto do eixo dos yy entre

-1 e, 1. e, cada ponto do conjunto

B={{yx=0-1<y<1} U
._-‘.

€ ponto de acumulagio de 4.

Um subconjunto 4 de R? é fechado se, e s6 se, seu complemento A° é
um subconjunto aberto de R?.

Uma seqiiéncia {py, ps, . . .) de pontos de R? converge para o ponto ¢ € R?
se, e s6 se, todo conjunto aberto que contém ¢ contém quase todos os
térmos da seqiiéncia.
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A convergéncia em R® pode caracterizar-se em térmos da convergéncia
em R, como segue:

Proposi¢ao 4.10: Seja a seqiiéncia
(b1 = (@1, b1), 2 = (@2, B2), .. .)
de pontos do R? e o ponto ¢ = {a, b) € R*. Entio,
Pn—q se, e s6 se, g, —>a e b, —b

Uma fungdo f: R* — R® é continua em p € R? se, e s6 se, para qual-
quer aberto Vj,, contendo f(p) existe um aberto U, contendo p e tal que
f [Up] C V/(p)'

Enunciamos, a seguir, teoremas para o R? anilogos aos j4 enuncia-
dos para a reta R.

s

Teorema 4.1*: A unifo de um nitmero qualquer de abertos de R? é
aberta.

Teorema 4.2%: A intersec¢io de um numero finito qualquer de aber-
tos de R? é aberta. ‘

Teorema 4.4*: Um subconjunto 4 de R? é fechado se, e s6 se, 4 con-
tém cada um dos seus pontos de acumulagio.

Teorema 4.8*: Uma funcido f : R?> — R® é continua se, e s6 se, a ima-
gem inversa de todo aberto é aberta.

Problemas Resolvidos

CONJUNTOS ABERTOS, PONTOS DE ACUMULACAO

1. Determine os pontos de acumulacio de cada um dos seguintes con-
juntos de nameros reais:

(i) N; (i) (e, b]; (i) Q°, conjunto dos irracionais.

Solucdo:

(i) N, o conjunto dos inteiros positivos, ndo tem ponto de acumulagdo, pois, se a ¢
um numero real qualquer, podemos achar um & > 0 suficientemente pequeno
para que o intervalo aberto (¢ -8, ¢ + 8) nio contenha nenhum ponto de N a
ndo ser a.

(i) Todo ponto p do intervalo fechado [a, b] é ponto de acumulagio do intervalo
(a, b], pois todo intervalo aberto que contenha p € [a, b] conterd também ou-
tros pontos de (a, b] que nio p.

(iii) Todo ntimero real p € R é ponto de acumulagio de QF pois todo intervalo
aberto contendo » € R conterad pontos de Q° (isto &, irracionais) que ndo p.
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e

Recordemos que A’ representa o conjunto derivado de 4, i. e., o con-
junto de pontos de acumulagio de 4. Determine conjuntos A4 tais
que (i) 4 e A’ sejam disjuntos, (ii) 4 seja subconjunto préprio de
A’, (iii) A’ seja subconjunto préprio de 4, (iv) 4 = 4"

Solucio:

(i) O conjunto 4 = {1, 4,5, ...} tem 0 (zero) como tnico ponto de acumulago.
Logo, 4" = {0} e 4 e A’ sdo disjuntos.

(i) Seja 4 = (a, b]. Como vimos no problema anterior, 4’ = [a, b]. Logo, 4 C 4".

(iii) Seja 4 = {0, 1, %, .;—, ..}. Entdo, 0, que pertence a 4, é seu unico pon-
to de acumulagio. Logo, A’ = {0} e 4" C A4.

(iv) Se 4 = [a, b], cada ponto de 4 € ponto de acumulagio seu, e nenhum outro
ponto é ponto de acumulagido de 4. Entdo, 4 = 4’ = [q, b].

Demonstre o teorema 4.1*: A unido de um ntumero qualquer de aber-
tos de R? & aberto.

Solucdo: Seja &/ uma classe de subconjuntos abertos de R%, H = U {G|G € &}, e
p» € H. O teorema estard provado desde que mostremos que p é ponto interior de
H, i. e., que existe um disco aberto Dp contendo p tal que Dy esteja contido em H.

Como pEH=U {(G:G 4},

’ 3Gy € f tal que p € Gy
Mas G € aberto; logo, existe um disco aberto Dp contendo p tal que

p€Dp C Go

Como Gy é subconjunto de H = U {G:G € &}, Dp também é subconjunto de H.
Logo, H ¢ aberto.
Prove que todo subconjunto aberto G de R? é a unifo de discos abertos.
Solucio: Como G € aberto, para cada p € G existe um disco aberto Dp tal

que p € Dp, € G. Entdo, G = U {Dp|p € G}.

Prove o teorema 4.2%: A intersec¢io de um ntumero finito qualquer
de abertos de R? é aberta.

Soluciio: Demonstraremos o teorema para o caso de dois abertos de R%. O caso
geral decorrerd por indugo.

Sejam G e H abertos de R* e p € GN H; entdo, p € G e p € H. Logo, existem
discos abertos Dj e Ds tais que

pEDICG e pEDyC H.

Entdo, p€ D1 N D2 © GN H. Pelo exemplo 11.1, a interseccio de dois discos
abertos quaisquer é aberta; por conseguinte, existe um disco aberto D tal que

pEDCD;ﬂDQCGﬂH.
Logo, p ¢ ponto interior de G 1 H e G | H é aberto.
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Seja p € G, aberto de R®.. Prove que existe um disco aberto 1.
com centro em p, tal que p € D CG.

Solugdio: Pela defini¢io de ponto interior, exis-
te um disco aberto D1 = {g € R?|d (p1, ¢) < 5},
com centro em p; e raio 8, tal que p € D1 < G.
Entdo, @ (p1,p) < 8. Ponhamos

r=5-d(p,p) >0
e seja D= {gER*d(p,q) < »;—r}. Entio, co-

mo mostra o diagrama, p € D C D; C G, on-
de D é um disco aberto com centro em p.

Seja p um ponto de acumulagdo de um subconjunto 4 de R®>. [Prove
que todo aberto que contém p contém infinitos pontos de A.

Solugdo: Seja G um aberto que contém p e so-
mente um numero finito de pontos de A dife-
rentes de p (digamos a1, a,. .., am). De acdrdo
com o problema anterior, existe um disco aberto
Dp com centro em p e raio 6, tal que p & Dy
C G. Escolhamos 7 > 0 menor do que § e me-
nor do que a distincia de p a qualquer dos pon-
tos ai,..., am; € seja

D ={q€R*d(p,q) < 51}

Entdo, o disco aberto D que contém p nio contém ay, ... @m; €, como DCDpCG,
D n3o contém quaisquer outros pontos de A diferentes de .

Esta tltima circunstincia contradiz o fato de que p € ponto de acumulagio de 4.
Logo, todo aberto que contém # contém um ntmero infinito de pontos de 4.

Observagio: Propriedade aniloga vale para a reta real R, i. e, se a € R é ponto
de acumulagio de 4 ,C R, entdo todo aberto de R que contém a contém infinitos
pontos de 4.

Seja um disco aberto D, com centro em p € R? e raio §. Prove que
existe um disco aberto D tal que (i) o centro D tem coordenadas racio-
nais, (ii) o raio de D é racional, (iii) p € D C D,.

Soluc¢dio: Suponhamos p = {a, b). Entdo, existem ndmeros
racionalis ¢ e d tais que

a<c<a+Lts e b<d<b+-las.
6 6

Seja ¢ = {¢, d). Note que d (p, q) < %6. Escolhamos, ago-
ra, um racional 7 tal que % i<r< % 5 eseja D o disco aber-

to com centro ¢, que tem coordenadas racionais, e raio 7 que é
racional. Entdo, como indica o diagrama, p € D C Dj,.

Prove que todo aberto G do plano R? ¢ a unido de um conjunto con-
tavel de discos abertos.

Solugdio: Como G é aberto, para cada ponto p € G existe um disco aberto Dp com
centre em p tal que p € DpCG. Mas, pelo problema precedente, para cada disco
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Dy existe um disco aberto Eptal que (i) o centro de Eptem coordenadas racionais,
(ii) o raio de Ep ¢é racional e (iii) p € E,CDp. Entio,

pE E,CD,CG,
e, conseqiientemente, G = U {E,: 5 € G}.
O teorema decorre, agora, de que hid sOmente um conjunto contavel de discos
abertos cujo centro tem coordenadas racionais e cujo raio ¢ racional.

10. Demonstre o teorema 4.3, de Bolzano-Weierstrass: Se 4 .é um
conjunto limitado infinito de ntmeros reais, entdo 4 contém, ao
menos, um ponto de acumulagzo.

Solu¢do: Como A4 € limitado, 4 € subconjunto de um intervalo fechado I; =
= [a1, b1], Bisseccionemos I; em % (a1 + b1) e notemos que ambos os subintervalos
fechados de I;.
1 1
[o1, 5 (@1 48] e [F (a1 +b0),81], ®
ndo podem conter um numero finito de pontos de 4, pois 4 € infinito. Seja Iz =
= [as9, b2] um dos intervalos em, (1), que contém infinitos pontos de 4.

Bisseccionemos [e. Como no caso anterior, um dos dois intervalos fechados
[e2,5 (a2 +82)] e [3 (a2 + b2), be]
deve conter infinitos pontos de 4. Seja I3 ésse intervalo.

Prosseguindo dessa maneira, obtemos uma seqiiéncia de intervalos fechados

encaixados
113123133
tais que cada I contém infinitos pontos de 4 e
lim [In| =0,

onde |In| denota a amplitude do intervalo In.

Pelo Principio dos Intervalos Encaixados dos niimeros reais (v. apéndice 4), existe
um ponto p em cada intervalo In. Se mostrarmos que p é ponto de acumulagdo
de A4, teremos estabelecido o teorema.

Seja Sp = (a, b) um intervalo aberto contendo p. Como lim |I»]| = 0,

3 79 € N tal que |Ing| < min (p—a,b-p).
Entdo, o intervalo In;, é um subconjunto do intervalo aberto Sp = (a, b), confor-
me indicado no diagrama abaixo.

il ety
. I,
L L]
& S cerarere o
a P b

Como In, contém um ndmero infinito de pontos«de 4, o mesmo ocorre com Sp.

Entdo, cada intervalo aberto que contém p contém pontos de 4 diferentes de p, isto
é, p é ponto de acumulagio de 4.

INTERVALOS FECHADOS

11. Prove que um conjunto F é fechado se, e somente se, seu comple-

74

mentar F° é aberto.
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13.

14.

15.

16.
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Soluciio: (F° = F, i. e, F é complemento de F°. Logo, por defini¢io, F ¢ fecha-
do se, e somente se, F° é aberto.

Prove que a unido de um numero finito de conjuntos fechados é
fechada.

Solugdo: Sejam Fy, ..., Fm conjuntos fechadose F = F1 U ... U Fm. Pela Lei de
De Morgan,

FP=(FU.. UF)=FNFN. . NF

Entdo F°¢ a intersecgio de um niimero finito de abertos Ff, e, assim, F° ¢ também
aberto. Logo, seu complemento F® = F é fechado.

Prove que a intersec¢do de um ntmero qualquer de conjuntos fe-
chados é fechada.

Solugio: Seja {F:} a classe de conjuntos fechados e F = N; Fi. Pela Lei de
De Morgan,

FC=(N:i F))’ = U; F}
Entdo, F°% unido de abertos, é também aberto. Conseqiientemente, F* = F &
fechado.

Demonstre o teorema 4.4*: Um subconjunto do R? é fechado se, e
somente se, contém cada um de seus pontos de acumulagao.

Soluc¢die: 3eja p ponto de acumulagio de um conjunto fechado F. Entdo, todo
disco aberto que contém p contém pontos outros de F que ndo p. Logo, ndo pode
haver um disco aberto Djp contendo p que esteja completamente contido no
complemento de F. Em outras palavras,  nio é ponto interior de F°. Mas F° é
aberto, pois F é fechado; logo, p nio pertence a F’ i.e, p € F.

Por outre lado, suponhamos que A contém cada um dos seus pontos de acumulagio.
Afirmamos que 4 é fechado, ou, equivalentemente, que A° é aberto. Seja p € A°
Como A contém cada um dos seus pontos de acumulagdo, p ndo é ponto de
acumulagdo de 4. Logo, existe, ao menos, um disco aberto Dy, contendo p, tal que
Dy ndo contém qualquer ponto de A4, isto é, Dp C A° e, portanto, p € ponto interior

7

de 4° Como cada ponto p € A° é ponto interior, A° é aberto e, conseqiientemente,
A é fechado. )

Prove que o conjunto 4’, derivado de um subconjunto 4 do R?, é
fechado.

Solucdo: Seja p ponto de acumulagido de 4’. Pelo teorema 4.4%, teremos demons-
trado nosso teorema se mostrarmos que p € 4’, i. e., que p também €& ponto de
acumulagio de 4.

Seja Gp um aberto contendo p. Como p € ponto de acumulagio de A’, Gp con-
tém, ao menos, um ponto g € 4’ diferente de p. Mas Gp é um aberto que contém
g € A’; logo, Gp contém (infinitos) pontos de 4. Logo,

o€ A4 talque a=p, a#gq, e a€ Gy
Isto é, cada aberto que contém p contém pontos de 4 outros que ndo p; logo

p €A

Prove que, se 4 é um conjunto fechado ¢ limitado de reais e
sup (4) = p, entdo p € 4.
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Solucdo: Suponhamos que p € A e seja G um aberto contendo p. Entdo, G contém
um intervalo aberto (b, ¢) ao qual p pertence, i. e, tal que b6 <p <¢. Como
sup (d) =pep ¢4,

o€ 4 talque b<a<p<yg,
pois, doutra forma, b seria cota superior de 4. Entdo, a € (b,c) CG. Assim,

cada aberto que contém p contém um ponto de 4 diferente de p; logo, p é ponto de
acumulacio de 4. Mas 4 é fechado; logo, pelo teorema 4.4% p € 4.

17. Demonstre o teorema 4.5, de Heine-Borel: Se I; = [¢, d,] é coberto
por uma classe ¢ = {(a;, b;) |7 € I} de intervalos abertos, entdo %
contém uma subclasse finita que também cobre 7.

Solu¢do: Suponhamos que ndo haja nenhuma subclasse finita de % que cubra Ii.
Bisseccionemos /1 = [¢1, d1] em % (c1+d1) e consideremos os dois intervalos fechados

[CL % (Cl + dl)] € [*;‘ (c1 + d1>, d1] 0% (1)

Pelo menos um désses dois intervalos ndo pode ser coberto por uma subclasse finita
de %, pois, do contrério, todo o intervalo /3 seria coberto por uma subclasse finita
de ¥. Seja, entdo, 12 = [c2, d2] um dos dois intervalos de (1), que ndo admite essa co-
bertura. Bisseccionemos J2. Como anteriormente, um dos dois intervalos fechados

[62, é (c2 + d2>] e [% (c2 + d2), dz]
nio pode ser coberto por uma subclasse finita de . Seja éle I3.

Continuando o processo, obteremos uma seqiiéncia de intervalos fechados encai-
xados I3 D 12D I3D ... tais que cada I, ndo pode ser coberto por uma subclasse
finita de ¢ e lim |[In| = 0, |I»| representando a amplitude do intervalo In.

Pela propriedade dos intervalos encaixados (V. apéndice), existe um ponto p em cada

In. Em particular, p € I1. Como ¢ é cobertura de I3, existe um intervalo aberto

(aig big) em ¢ que contém p. Logo, aiy < p < bi,. E, como lim |In| =0,
A€ N tal que [Iny| < min (p — aig, big— )

Entdo, conforme indicado no diagrama abaixo, o intervalo Ir, é um subconjunto

do intervalo (aij, biy) em &.

I
™o
z Il/ III/I Iy777/4 2
@iy p bio

Mas isso contradiz nossa escolha de In;. Assim, a hipétese inicial de que ndo existe

subclasse finita de ¢ que cubra I € falsa; logo, o teorema é verdadeiro.

SEQUENCIAS

18. Escreva os seis primeiros térmos de cada uma das seqiiéncias:

n .y _ [m—1 sen é&impar
@ st) = | n2 se n é par

1 se n =1
(i) #mn) = 12 se n =2
ttn— 1) +in+2) sen>2.
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Solucio:

(i) Duas férmulas sdo utilize das para definir esta fungdo. Substituamos 1, 3 e 5 em
s(n) = n—1, obtendo s1 = 0, s3 = 2, s5 = 4. Substituamos, em seguida, 2, 4 e 6 em
s(n) = n’ obtendo s2 = 4, ss = 16, s = 36. Temos, entdo, (0, 4, 2, 16, 4, 36, ...).

(ii) Aqui, a fungdo ¢ definida por meio de recorréncia. Cada térmo apds o se-
gundo € obtido por adicio dos dois térmos anteriores. Assim:

t1=1 fa=1i34+1t2=34+2=35

b i= 2 is=t1+t3=5+3=28

t3=tat+t1=24+1=3 te=1¢5+11a=8+5=13
Temos, entdo, (1, 2, 3, 5, 8, 13, ...).

]

It
I

Considere a seqiiéncia {a, = (—1)"' 27z — 1))
{1, —3,5, —=7,9, —11, 13, —15, ...)
Determine se cada uma das seqiiéncias abaixo é ou nio subseqiiéncia
de {(a,).
@ ¢, =4, 5, =3 —=171,9, 13, =11, —15, .. )
i) (e) s 3,5, 7; 9; 11, 13, ...)
G W)= =3 =7 —~if, =15, —19, <23, ... %

Il

Solugdo:

(i) Note que 5 vem antes de -3 em (bn), mas —3 vem antes de 5 em (as). Logo, (ba)
nido é subseqiiéncia de (an).
(it) Os térmos 3, 7 e 11 ndo comparecem em (ax); logo, {ca) ndo é subseqiiéncia de {(an).

(iii) A seqiiéncia (d») é subseqiiéncia de (an), pois (tn = 2n) = (2, 4,6, ...) é uma
seqiiéncia de inteiros positivos tal que 71 < 72 < 73 < ...; logo,

(@i, Gigy ...) = (@, a8, a6, ...) = (-3,~7,-11, ...)
é subseqiiéncia de {(an).
Determine o contradominio de cada uma das seqiiéncias
O G bhehalg..)
Gi) (1,0, —1,0,1,0, —1,0,1,0, —1,0,...)
(iii) (2, 4, 6, 8, 10, ...)

Solug¢do: O contradominio de uma seqiiéncia é o conjunto dos pontos imagem. Logo,
os contradominios das seqiiéncias dadas sdo:

O+ L L. 6,0 -1}, GEH) {2,468, ...)
Prove que, se o contradominio de uma seqiiéncia {(g,) é finito, entdo
a seqliéncia tem uma subseqiiéncia convergente.

Solucdio: Se o contradominio {a.} de (ax) € finito, entio um dos pontos imagem,
digamos b, aparece um ndmero infinito de vézes na seqiiéncia. Logo, (4, 5,0, ...)
é subseqiiéncia convergente de (az).
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22,

23.

24.

25.

Prove que, se lim ¢, = b e lim a, = ¢, entdo b = ¢.

Solucdo: Suponhamos b e ¢ distintos, e seja 8 = |b—c| > 0. Entdo, os intervalos
abertos B = (b—-335, b + %6) eC= (c-%a, c+ %6), que contém b e c, respec-
tivamente, sdo disjuntos. Como (aa) converge para b, B deve conter todos os térmos
da seqiiéncia, exceto um namero finito. Logo, C s6 pode conter um néimero finito
désses térmos. Mas isso contradiz o fato de que {aa) converge para c¢. Logo, b e ¢ ndo
podem ser distintos.

Prove que, se o contradominio {a,} de uma seqiiéncia {¢,) contém
um ponto de acumulagdo b, entdo (a,) contém uma subseqgiiéncia (a; )

que converge para b.

Solugde: Como b ¢ ponto de acumulagio de {a»}, cada um dos intervalos abertos
Si=0-1,b+1), Se=(b-4b+1), Ss=0-b+3), ...

contém um ndmero infinito de elementos do conjunto {as); logo, um ndmero
infinito de térmos da seqiiéncia (gs). Escolhamos uma seqiiéncia {g:,) como segue:
a;; ponto de Si;

ai, ponto de Sz tal que 73 > —11, i. e, tal que ai, venha apés ai;, na seqiiéncia (an);
ai; ponto de Sz tal que 73 > 72, etc.

Notemos que ¢ sempre possivel escolher o préximo térmo na seqii€ncia (as,), pois
h4 um namero infinito de térmos da seqiiéncia original {(a») em cada intervalo Sa.
Afirmamos que (g:,) satisfaz as condigSes do teorema. Lembremos que os térmos
da seqiiéncia (a,) foram escolhidos de modo que 71 <42 <43 < .... logo (a:,) ¢
subseqiiéncia de (az). Devemos mostrar que lim ai, = b. Seja G um conjunto
aberto contendo . Entdo, G contém um intervalo aberto (d1, d2) ao qual b pertence;

logo,d1 < b <da. Seja § = min (b—-di1, d2—b) > 0; entdo
Ine €N tal que 1/ng <6
Logo, Sny C (d1, d2) CG, e
' n>mny => ai, € SaC SpyC(d1,d2) CG

Assim, G contém quase todos os térmos da seqiiéncia (as,); isto é, lim a;, = b.

Prove que t6da seqiiéncia limitada de ntmeros reais contém uma
subseqiiéncia convergente.

Solucdo: Consideremos o contradominio {an} de {an). Se o contradominio é
finito, entdo (probl. 21), a seqiiéncia contém uma subseqiiéncia convergente. E,
se o contradominio € infinito, entdo, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, o con-
junto infinito limitado {an} contém um ponto de acumulagdo. Mas, entdo, tam-
bém neste caso, a seqiiéncia contém uma subseqiiéncia convergente.

Prove que tdda seqiiéncia de Cauchy, (a,), de ntimeros reais é cotada.
Solucdo: Seja e = 1. Entdo, pela definicdo de seqiiéncia de Cauchy,
A€ N tal que #,m >ng —> |an—an| <1

Em particular, m > no => |any—am| <1, ou, ang—1 < am < @ny + 1
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27.

28.
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Seja o = max {a1, a2, ..., ang, Gng + 1)
B = min (a1, @z, .. ., @ny, any - 1).

Entdo, o € cota superior do contradominio {e.} da seqiiéncia {(a») e B ¢ cota inferior.
Logo, (a») é uma seqiiéncia cotada.

Seja (@,) uma seqiiéncia de Cauchy. Se uma subsegiiéncia {a,}
de {a,) converge para um ponto b, entdo a seqiiéncia de Cauchy
também converge para b.
Solucdo: Seja ¢ > 0. Devemos achar um inteiro positivo #g tal que
n>ng =—> |an-b| <e
Como (an) é uma seqiiéncia de Cauchy,
€N tal que n,m > ng => |an—am| < ;— €
Também como a subsegiiéncia (ai,) converge para b,
Fin €N tal que |ai,—b] < é—e
Observe que podemos escolher im tal que 2m > #9. Logo,
n>mny => |an—b| = |an—as, + ai, - b|
< len-ai,| + |ai, —b]
< -21; e+ ?12- €= ¢
Logo (an) converge para b.

Observe que deve ser #m > 7o para podermos afirmar: z > no==>|an—ai,| < % €.

Prove o teorema (Cauchy) 4.9: Toéda segiiéncia de Cauchy {(a,) de
nlimeros reais converge para um ndmero real.

Solucio: Pelo problema 25, a seqiiéncia de Cauchy (an) é cotada. Logo, pelo teor.
4-6, a seqiiéncia cotada (an) contém uma subseqiiéncia convergente. Mas, pelo
problema precedente, a seqiiéncia de Cauchy (an) converge para o mesmo limite
que sua subseqiiéncia (ai,). Em outras palavras, a seqiiéncia de Cauchy (an) con-

verge para um nGmero real.

Determine se cada um dos seguintes subconjuntos de R é ou ndo
completo: (i) N conjunto dos inteiros positivos (ii)) Q°, conjunto
dos irracionais.

Solucdio: (i) Seja (an) a seqiiéncia de Cauchy de inteiros positivos. Se ¢ = %,
entdo, |an—am ! <e= % => an = anm
Portanto, a seqiiéncia de Cauchy (ax) é da forma (a1, a3, ..., ang b, 5,8, ...) que

converge para o inteiro positivo 8. Logo, N é completo.

(i) Observe que cada um dos intervalos abertos
101 101
Lty e G 5o

contém pontos irracionais. Logo, existe uma seqiiéncia (an) de irracionais tal que
an pertence ao intervalo aberto (-1/m, 1/n). A seqiiéncia {an) serd uma seqiiéncia
de Cauchy de pontos de Q° e convergird para o racional 0. Logo, Q° nio ¢é com-
pleto.
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CONTINUIDADE

29.

30.

31.

32.

Prove que, se a fungdo f:R — R ¢é constante, f(x) = a para todo
x € R, entdo f é continua. =

Solucio:

Meétodo 1: A funcgio f é continua se, e somente se, a inversa f'l [G] de qualquer
aberto G ¢ aberta. Como f(x) = a para todo x € R.

I sea®G
1 =
. J[R sea€ G

para qualquer aberto G. Em qualquer dos casos, f* [G] é aberto, pois R e & sdo
ambos abertos.

Método 2: Mostremos que f é continua em qualquer ponto xg, usando a defi-
nicio e— 8 de continuidade. Seja e > 0. Entdo, para qualquer & > 0, diga-
mos, § = 1,

[x—x0f <1 => |f(x)-f(xo)| = |a—a] =0 <e.

Logo, f é continua.

Prove que a funcio identidade f :R — R, i. e, a funcdo definida por
f(x) = x, é continua.

Soluciio:
Método 1: Seja G aberto. Entdo f![G] também é aberto. Logo, f é continua.

Meétodo 2: Mostremos que f é continua num ponto qualquer xg usando a definigdo
e — & de continuidade. Seja e > 0. Entdo, escolhendo ¢ = 3,

[x-x0] <8 => [f&)-fxo)| = |[x—x0] <5 = e
Logo, f é continua.
Sejam as funcdes f:R —>R e g :R — R continuar. Entdo, a com-

7

posta gof:R — R também é continua.

Soluc¢iio: Mostremos que a inversa (g °f)™! [G] de qualquer aberto G ¢ também um
aberto. Como g é continua, a inversa g! [G] é também um conjunto aberto. Mas como
f é continua, a inversa f* [g7}[G]] de g ! [G] é também um aberto. Lembremos que

oyt =frogt
Logo, oGl = (flegh Gl =g 6N

é um aberto. Assim, a composta g°f:R —R é continua.

Seja f: R — R continua, e f(g) = 0 para todo racional ¢ € Q. Entéo,
f(x) = 0 para todo real x € R.

Selugio: Suponhamos f(p) diferente de zero para algum real p € R, i. e.,
IpCR talque f(p) =1, |v| >0
Escolhamos ¢ = 3 |v|. Como f ¢ continua,

>0 tal que |x-p| <58 => [f@-fp)] <e=Flvl-
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33.

34.

35.
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Ora, ha pontos racionais em todo intervalo aberto. Em particular,
g€ Q tal que ¢€ {x:|x—p <5}
o que implica f@-f@®) = 1) = |v| <e= 5]l

uma impossibilidade. Logo, f(x) = 0 para todo x € R.

Prove o teorema 4.8: Uma funcdo f:R* — R® é continua se, e so-
mente se, a imagem inversa de todo aberto é também um aberto.
Solucdo: Seja f: R> —R? continua, e ¥ um subconjunto aberto de R%.  Devemos
mostrar que 1 [V] é também um aberto. Seja p € f}[V]. Entdo, f(p) © V. Pela
definicdo de continuidade, existe um aberto Up contendo p, tal que f[Up] C V.
Entdo, conforme indicado no diagrama abaixo,

Up T IUAICF V]
Mostramos, assim, que, para todo p € f~1 [V], existe um aberto Up tal que
p € UpCfHV]
Entéo,
1= U(uesp 1V,

e f1[V] é unido de abertos, sendo, portanto, também aberto.

Por outro lado, suponhamos que a inversa de todo conjunto aberto seja também um
aberto. Devemos mostrar que f é continua em qualquer ponto p € R. Seja V
um aberto contendo f(p), i. e., f(p) € V. Entdo, f* [V] é um aberto que contém p
com a propriedade que f[f"1 [V]]C V. Logo, f é continua em .

Dé um exemplo de duas funcdes f:R—-Reg:R—R taisque feyg
sejam, separadamente, descontinuas (ndo continuas) em cada ponto,
mas que sua soma f + g seja continua em cada ponto de R.

Solugdo: Considere as fungdes f e g definidas por

JO se x é racional

fl) = l

1) Il se x é racional
%) = l

1 se x € irracional 0 se x ¢é irracional.

As fungBes f e g sdo descontinuas em cada ponto de R, mas a soma f + g ¢ a fungio
constante (f 4 g) (x) = 1, que é continua.

Seja a fungdo f:R — R continua num ponto p € R. Prove que:

(i) Se f(p) > 0, existe um intervalo aberto S contendo p, tal que

f é positiva em todo ponto de S.
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(i) Se f(p) < 0, existe um intervalo aberto .S contendo p, tal que f é
negativa em todo ponto de .S.

36.

37.

Solucdo: Provaremos (i). A demonstragdo de (ii) é anéloga.
Suponhamos f(p) = ¢ > 0. Como f é continua em 2,
25 >0 tal que [x—p| <5 => [flx)-f(p) <e
ou, equivalentemente,
xC(p=8,p+38) => fx)€ (f(p)e f(B) + &) = (0, 2¢)
Assim, para todo ponto x no intervalo (p -8, p + 8), f(x) € positiva.

Seja f : R — R continua em todo

ponto de um intervalo fechado [a, 8], e Y
fla) <0<f(b). Entdo, existe um ponto
pE [a,b] tal que f(p) = 0. (Em outras
palavras, o grafico de uma fungio con-
tinua num intervalo fechado, que est4
af acima e abaixo do eixo dos xx, deve
cortar &sse eixo em, a0 menos, um pon-
to, conforme indica a figura ao lado.)

N

PRI -
)
T

Solucdo: Seja A o conjunto de pontos de [a, b] em que f é negativa, 1. e.,
A = {x|x € [q,0],f(x) <0}
Note que 4 ndo é vazio, pois, p. ex., a € A. Seja p = sup (4). Como a € 4,
a < p; e como b é cota superior de 4, p < b. Entio, p € [a, b].
Afirmamos que f(p) = 0. Se f(p) < 0, entdo, pelo problema precedente, existe um
intervalo aberto (p —§, p +.8) no qual f é negativa, i. e.,
(p-8, p +8)CA.
Entio p ndo pode ser cota superior de 4. Por outro lado, se f(p) > 0, existe um
intervalo (p -8, p + &) em que f é positiva; i. e.,
(p-8, p+)NA=g,
o que 1mplica que p ndo pode ser supremo de 4.
Assim, f(p) s6 pode ser zero, i. e., f(p) = 0.

Observagio: O teorema ¢ vélido e se demonstra de maneira analoga, no caso em
que f(b) <0 < f(a)-

Demonstre o teorema 4.9 (de Weierstrass): Se f:R — R ¢é continua
num intervalo fechado [a, 0], entdo f toma todos os valores empreen-
didos entre f(a) e f(b).

Solugdo: Suponhamos f(a) < f(b) e seja yo com nimero real tal que f(a) < yo < f(b).
Devemos provar que existe um ponto p tal que f(p) = yp. Consideremos a fungdo
g(x) = f(x) — yo, que tdmbém ¢ continua, e observemos que g(a) <0 < a(b).

Pelo problema precedente, existe um ponto p tal que g(p) = f(p) —yo = O.
Logo, f(p) = yo.

Demonstra-se andlogamente o caso em que f(b) < fla).
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Problemas Propostos

CONJUNTOS ABERTOS, CONJUNTOS FECHADOS, PONTOS DE ACUMULACAO

38. Prove: Se 4 € subconjunto finito de R, o derivado 4’ de 4 ¢ vazio, i. e., 4’ = &.
39. Prove: Todo subconjunto finito de R ¢ fechado.
40. Prove: Se 4 C B, entdo, A’ C B’

41. Prove: Um subconjunto B de R? é fechado se, e sb se, d(p, B)=0=> p € B, onde
d(p, B) = inf {d(p,q):q€ B}.

42. Prove: A U A’ é fechado para qualquer conjunto 4.

43. Prove: 4 U A’ é o menor conjunto fechado que contém 4, i. e., se F éfechado e
ACFCAUA/, entdio F=AUA4".

44. Prove: O conjunto de pontos interiores de qualquer conjunto A4, que se representa
por int (4), é aberto.

45. Prove: O conjunto de pontos interiores de 4 é o maior conjunto aberto contido em
4,i.e,seGéabertoeint (4) CGCA4,entioint (4) = G.

46. Prove: Os tnicos subconjuntos de R simultAneamente abertos e fechados sio & e R.

SEQUENCIAS
47. Prove: Se a seqiiéncia {az) converge para b € R, entdo a seqiiéncia {(|an—5|) con-
verge para 0.

48. Prove: Se a seqiiéncia {as) converge para 0, e a seqiiéncia (bn) € limitada, entdo
a seqiiéncia (anbn) também converge para 0.

49. Prove: Se an—>a e br —> b, entdo a seqiiéncia (an + bn) converge para a - b.
50. Prove: Se an —>a € bn —>b, entdo a seqiiéncia (an bn) converge para ab.

51. Prove: Se arn —>a e bn—>b, com br # 0 e b # 0, entdo a seqiiéncia {ar/br) converge
para a/b.

52. Prove: Se a seqiiéncia (an) converge para b, entdo téda subsegiiéncia {(ai,) de (an)
também converge para b.

53. Prove: Se a seqiiéncia (an) converge para b, entdo ou o contradominio {as} da se-
qiiéncia (an) é finito, ou b é ponto de acumulacido do contradominio {an}.

54. Prove: Se a seqiiéncia (an) é limitada e o contradominio {an} de (ax) tem exata-
mente um ponto de acumulagio b, entdo a seqiiéncia (gn) converge para b.

(Observaggo: A seqiiéncia (1, —,_f-, 2, —;—, 3, %, 4, ...) mostra que nio podemos prescin-
dir neste teorema da condigdo de ser a seqiiéncia limitada.)

CONTINUIDADE
55. Prove: Uma fungio f: R —R ¢ continua em a € R se, e sé se, para t6da seqiién-
cia (ag,) que converge para a, a seqiiéncia (f(e,)) converge para f(a).

56. Prove: Se f:R —R & continua em p € R, entdo existe um intervalo aberto S con-
tendo p, tal que f é cotada em S.

57. D& um exemplo de fungdo f : R = R contfnua em todo ponto de um intervalo aberto
S = (a, b), mas nio cotada em S.
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38.

62.
63.

64.

57

Prove: Se f: R =R ¢ continua em todo ponto de um intervalo fechado [a, 5], f é
af cotada. [Observagdo: Pelo problema anterior, v&-se que o teorema ndo é valido
se 4 nio é fechado.]

. Prove: Sejam f:R —>R ¢ ¢:R —R continuas. Entio, a soma f + g é continua,

sendo f + g definida por (f + g) (x) = f(x) + g(x).

. Prove: Seja f: R =R continug, ¢ & um namero real qualquer. Entio, a fungio

(kf):R =R é continua, kf sende definida por (kf) (x) = & (f(x)).

. Prove: Se f:R—R e ¢:R—R sio continuas, o conjunto {x € R:f(x) = g(x)} é

fechado.
Prove que a projecio =-:R?—R ¢ continua, = sendo definida por zz({g, b)) =a.

Considere as fungdes f: R = R e ¢ : R = R definidas por

{sen (1/x) se x # 0,

3 csen (1/x) se x # 0
flx) = ‘lo

[x
glx) = ‘10

se x =0 se x =0

Prove que g € continua em 0 mas f nio o ¢ al.

Lembremos que todo racional ¢ & Q pode escrever-se de maneira Gnica sob a forma
g=alb,aCZ bEN,eaecbh primos entre si. Isto pdsto, consideremos a funcio
f:R — R definida por

[0 se x ¢ irracional

fx) =5 i . .

ll,b se x € racional e x = a¢/b como acima.
Prove que f é continua em todo ponto irracional, mas é descontinua em todo ponto
racional.

Respostas dos Problemas Propostos

Consideremos a fungio y

-x para x <0
fx) = {

1/x para x > 0.
f é continua em todo ponto de R, exceto 0.
Entdo f é continua em todo ponto do inter-
valo aberto (0, 1), mas ndo é ai cotada. 2
(Ver grafico ao lado.)

Sugestdo: Use o resultado do problema 56
e o teorema de Heine-Borel.




