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14. (a) Faga o grifico de ¢(x ~ar) para r=0,1/a,2/a e t)/a se ¢(s) = sen 5. Note que para qualquer 1 # 0 o grafi-
co de v = ¢(x — ar) é igual ao de y = ¢(x) quando 1 = 0,56 que deslocado uma distancia ar no sentido
positivo do eixo dos x. Logo, a representa a velocidade na qual uma perturbagiio se move ao longo da
corda.

(b) Qual ¢ a interpretagdo de ¢(x + at)?
Um fio de ago com 3 ft (em torno de 1.5 m) € esticado por uma tensio de 50 1b (em torno de 222 newtons).
O fio tem densidade de massa de 0,026 1b/ft (em torno de 0,034 kg/m). '

(a) Encontre a velocidade de propagagio das ondas transversas no fio.

(b) Encontre as frequéncias naturais de vibragio.

(c) Se for aumentada a tensdo no fio. como vio variar as frequéncias naturais? Os modos naturais tam-
bém mudam?

16, Considere a equagao de onda

T
em um meio unidimensional infinito, sujeita as condigoes iniciais
uix.0) = f(xn w(x,.0) =0, -0 <X < 00,
(a) Usando a forma da solugio obtida no Problema 13, mostre que ¢ ¢ W tém gue satisfazer
Bx) +frix) = flx),
—p'(x) + ') =0,
(b) Resolva as equagoes do item (a) para ¢ ¢ 1, mostrando, assim, que
wix ) =4 [f(x—an) + flx+an).

Esta forma da solugio foi obtida por D'Alembert em 1746,
Sugestio: note que a equagdo ¥ix) = ¢'(x) pode ser resolvida escolhendo-se i (x) = o(x) + ¢

(l:) St."j'd
2 -
.f1_|-|—- \4- l < X [.

0, caso contririo
Mostre que
2, —l+at<y<l+at
flix —at) = o
0, caso contririo,

Determine tambem f(x + ar).
(d) Eshoce o grifico da solugio encontrada no item (b) em = 0,1 = 1/2a.1 = Va ¢ t = 2a, obtendo os

[ | I | | I
-% 21 = % 1 f x
u
e 1 — "‘Tl
[ . . |
-2 =1 1 2 x
u
P i =2
1 1
-3 -2 -1 1 2 3 x

FIGURA 10.7.7 Propagagio da perturbagio inicial em um meio unidimensional infinito.
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17.

resultados ilustrados na Figura 10.7.7. Observe que um deslocamento inicial produz duas ondas mo-
vendo-se em sentidos opostos e afastando-se da localizagdo inicial; cada onda consiste em metade do
deslocamento inicial.

Considere a equagio de onda
@ty = Uy
em um meio unidimensional infinito, sujeita as condi¢des iniciais
u(x,0) =0, u,(x,0) = g(x), —00 < X < 00.

(a) Usando a forma da solugdo obtida no Problema 13, mostre que
¢x)+ ¢ () =0,

—agp'(x) + ayr'(x) = g(x).
(b) Use a primeira das equagdes no item (a) para mostrar que yr'(x) = —¢'(x). Depois use a segunda equa-
¢do para mostrar que —2a¢’(x) = g(x) e, portanto, que

] X
W‘”:_f&fm g(€) dE + 6 (x0),

onde x, é arbitrdrio. Finalmente. determine 1 (x).
(c) Mostre que

1 x+af
wlx,t) = 2_(1./. g(&) ds.
r—at

Combinando os resultados dos Problemas 16 ¢ 17, mostre que a solugio do problema

5
@ Uy = Uy,

w(x.0) = fu. wy(x,0) = g(x), —00 < X <00
¢ dada por
1 l X+t
wix.r) = -[_ft,r—afJ+f(.r+ar)]+ —f g(&)dE.
2 2a Jo_u

Os Problemas 19 e 20 indicam como € possivel mostrar que a solugio formal (20), (22) das Egs. (1), (3) ¢ (9) €,
de fato, a solugio deste problema.

19,

20.

22.

Usando a identidade trigonométrica sen A cos B = L[sen(A + B) + sen(A - B)], mostre que a solugio (20)
do problema formado pelas Egs. (1).(3) e (9) pode ser colocada na forma (28).

Seja A(§) o deslocamento inicial em [0, L] estendido a (-L, 0) como uma fungio impar e estendido ao
resto da reta como uma fungido periddica de periodo 2L. Supondo a continuidade de /4 e suas derivadas
até segunda ordem, mostre por diferenciagiio direta que w(x, 1), dada pela Eq. (28), satisfaz a equagao de
onda (1) e as condigoes iniciais (9). Note, também, que, como a Eq. (20) satisfaz claramente as condigoes
de contorno (3), 0 mesmo ¢ verdadeiro para a Eq. (28). Comparando a Eq. (28) com a solugio do proble-
ma correspondente para a corda infinita (Problema 16), vemos que elas tém a mesma forma, desde que os
dados iniciais para a corda finita, definidos originalmente apenas no intervalo [0, L], sejam estendidos da
maneira indicada para todo o eixo dos x. Se isso for feito, a solugio para a corda infinita também € aplicdvel
para a corda finita.

. O movimento de uma membrana circular eldstica, como a membrana de um tambor, ¢ determinado pela

equagdo de onda bidimensional em coordenadas polares
Uy + (1)t + (/P )tgs = @ .

Supondo que u(r, 6, 1) = R(r)®(6)T(r). encontre as equagdes diferenciais ordindrias satisfeitas por R(r),
O e T(1).
A energia total E(r) da corda vibrante ¢ dada em fungido do tempo por

L
E() = f [; i (x,1) + %Tui(-r-f)] dx; M)
0

0 primeiro termo € a energia cinética devida ao movimento da corda e o segundo € a energia potencial
criada pelo deslocamento da corda de sua posigdo de equilibrio.

Para o deslocamento u(x, r) dado pela Eq. (20) — ou seja, para a solugiio do problema da corda com
velocidade inicial nula — mostre que

2T o 5 2
E() = 7 ) ', (ii
n=1
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Note que a expressio a direita do sinal de igualdade na Eq. (i) ndo depende de t. Logo, a energia total E
€ constante e, portanto, ¢ conservada durante o movimento da corda.

Sugestdo: use a equagio de Parseval (Problema 37 da Segio 10.4 e Problema 17 da Segdo 10.3) e lembre
que a*= T/p.
23, Ondas Dispersivas, Considere a equagio de onda modificada

a Uy +yiu=uy, O<x<L, >0 (1)

com as condi¢oes de contorno

w0,0)=0. wl.=0, >0 (ii)
e condigdes iniciais

u(x.0)=f). wx.0)=0 0O<x<lL. (iii)
(a) Mostre que a solugdo pode ser escrita como
v [nix? 7
ulx,r = Zc" cos (‘i I +y? af) sen E.

L

n=1

onde
2 L
2 nmwx
Cp = — (v)sen — dx.
G fu f L
(b) Usando identidades trigonométricas. escreva a solugdo na forma

_ gy nx nr
uix.0) = 3 gc.. [ sen = (¥ +ayh) + sen—(x — a,,n] .

Determine a,, a velocidade de propagagdo da onda.

(c) Observe que a,. encontrado no item (b), depende de n. Isso significa que componentes com com-
primentos de onda diferentes (ou frequéncias) se propagam com velocidades diferentes, resultando
em uma distorgao da forma original da onda com o passar do tempo. Este fenomeno ¢ chamado de
dispersiio. Encontre condigdes sob as quais a, ndo depende de n — ou seja. nio hd dispersio.

5t/ 24, Considere a situagio no Problema 23 coma* =1, L = 10 ¢
x=4, 4<x<35
fixy={6-x. S5<x<6,

0. caso contririo.

(a) Determine os coeficientes ¢, na solugio do Problema 23(a).
(b) Faga o grifico de

N )
gcﬂsen% para 0 < x < 10,

escolhendo N suficientemente grande de modo que o grifico mostre precisamente o gréfico de f(x).
Use este valor de NV para os outros grificos deste problema.

(c) Seja y=0.Faga o grilico de u(x, x) em fungdo de x para t = 60.

(d) Seja y = 1/8. Faga o grifico de u(x, x) em fungio de x para r = 20, 40. 60,

(e) Sejay= 1/ Faga o grifico de u(x, x) em fungdo de x para r = 20, 40, 60.

10.8 Equacao de Laplace

Uma das equagdes diferenciais parciais mais importantes que ocorrem em matematica aplicada esté as-
sociada ao nome de Laplace:'' em duas dimensdes, a equagdo é

e + Uy = 0, (1)

e. em trés dimensoes,

1A equagdo de Laplace recebeu este nome em honra a Pierre-Simon de Laplace, que a partir de 1782 estudou extensivamen-
te suas solugdes ao investigar a atragio gravitacional de corpos arbitrérios no espago. No entanto, a equagio apareceu pela
primeira vez em um artigo de Euler sobre hidrodinamica em 1752
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e + Uy + U, =0, (2)

Por exemplo, em um problema de calor a duas dimensdes espaciais a temperatura u(x, y, ) tem que satis-
fazer a equagdo diferencial

2
o™ (U + Uyy) = Uy, (3

onde ¢ ¢ a difusividade térmica. Se existir um estado estaciondrio, u sé depende de x e v e a derivada em
relacdo a r desaparece; nesse caso, a Eq. (3) se reduz a Eq. (1). Analogamente, para a solugdo estado es-
taciondrio do problema de condugao de calor tridimensional a temperatura tem que satisfazer a equagio
de Laplace tridimensional. As Eqs. (1) ¢ (2) também ocorrem em outros ramos da fisica matematica. Na
consideracdo de campos eletrostdticos a funcio potencial elétrico em um meio dielétrico sem cargas elé-
tricas tem que satisfazer a Eq. (1) ou a Eq.(2).dependendo do namero de dimensdes espaciais envolvidas.
“Analogamente, a funcao potencial de uma particula livre no espaco, sob a ago apenas de forcas gravi-
tacionais, satisfaz a mesma equacdo. Por essa razdo, a equagdo de Laplace também é conhecida como a
equacio do potencial. Outro exemplo aparece no estudo do movimento irrotacional estado estaciondrio
(independente do tempo) de um fluido bidimensional incompressivel nao viscoso. Esse estudo estd cen-
trado em duas fungdes, conhecidas como fungédo potencial velocidade e a fung¢do de fluxo,ambas das quais
satisfazem a Eq. (1). Em elasticidade, os deslocamentos que ocorrem quando uma barra perfeitamente
eldstica € torcida sdo descritos em termos da fung¢do de deformacio, que também satisfaz a Eq. (1).
Como ndo existe dependéncia no tempo nos problemas aqui mencionados, nao existem condigoes ini-
cials a serem satisfeitas pelas solugoes da Eq. (1) ouda Eq.(2). Elas precisam, no entanto, satisfazer certas
condigdes de contorno em uma curva ou superficie que marca a fronteira da regido na qual a equagio
diferencial vai ser resolvida. Como a equacdo de Laplace ¢ de segunda ordem, parece razodvel esperar
que sejam necessdrias duas condigoes de contorno para determinar completamente a solugio. Isso nio
ocorre, no entanto. Lembre-se de que no problema de condugio de calor para a barra finita (Segdes 10.5
e 10.6) foi necessdrio dar uma condigio em cada extremidade da barra, ou seja, wma condicio em cada
ponto da fronteira. Generalizando esta observagio para problemas multidimensionais, é natural entiao
dar uma condigdo sobre a fungdo u em cada ponto da fronteira da regiao onde procuramos uma solugio
paraa Eq. (1) ou (2). A condigio de contorno mais comum ocorre quanﬁmuado o valor de «em
cada ponto na fronteira; em termos do problema de condugiio de calor, isso corresponde a descrever a
temperatura na fronteira. Em alguns problemas é dado o valor da derivada, ou taxa de variagio, de u na
diregdio normal a fronteira; a condigio sobre um corpo isolado termicamente, por exemplo, ¢ desse tipo.
E possivel a ocorréncia de condigoes de contorno mais complicadas; por exemplo, pode ser especilicado
em parte da fronteira e sua derivada normal especificada no restante. O problema de encontrar uma solu-
¢do da equagio de Laplace com valores dados na fronteira ¢ conhecido como um problema de Dirichlet,
~_Fmr'nen.u,c,m a P G L. Dirichlet.”” Por outro Iado se 0§ v.llort,s (l.l cl«.nmda normal sao dados na tron~

Dlru.hln.l e de Neumann também sio COI‘lhtCldOb como o prlmurn eo M.Lundu prohlnm% de valores de
contorno da teoria do potencial, respectivamente.

Fisicamente, € razodvel esperar que os tipos de condigdes de contorno mencionados sejam suficientes
para determinar inteiramente a solugdo. De fato. ¢ possivel estabelecer a existéncia e a unicidade da solu-
¢do da equagdo de Laplace sob as condicoes de contorno mencionadas, desde que a forma da fronteira e
as fungdes que aparecem nas condigt')::s de contorno satisfagam certas condigoes bem fracas. No entanto,
as demonstragoes desses teoremas, e até seus enunciados precisos, estio aquém do escopo deste livro.
Nossa tinica preocupagdo serd a de resolver alguns problemas tipicos através do método de separagio de
varidveis e séries de Fourier.

Embora os problemas escolhidos como exemplos tenham interpretagoes fisicas interessantes (em ter-
mos de potenciais eletrostdticos ou distribuigdes de temperatura estado estaciondrio, por exemplo), nosso
objetivo principal ¢ mostrar algumas das coisas que podem ocorrer durante a solugio matematica. Vale a
pena observar também, mais uma vez, que problemas mais complicados podem, algumas vezes, ser resolvi-
dos expressando-se a solugio como a soma de diversos problemas mais simples (veja os Problemas 3 e 4).

"Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) foi professor em Berlim e, depois da morte de Gauss, em Gottingen. Em 1829
ele deu o primeiro conjunto de condigdes suficientes para garantir a convergéncia de uma série de Fourier, A definigio de
fungdo utilizada normalmente hoje em dia em cilculo elementar € a dada por Dirichlet em 1837. Embora mais conhecido
por seus trabalhos em andlise e equagdes diferenciais, Dirichlet foi também um dos mais importantes matemiticos do século
XIX na area de teoria dos niimeros.

Karl Gottfried Neumann (1832-1925), professor em Leipzig, fez contribui¢des em equacoes diferenciais, equagdes integrais
e varidveis complexas.
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Problema de Dirichlet em um Retdngulo. Considere o problema matemdtico de encontrar a fungio u que
satisfaz a equagdo de Laplace (1).

Ly + tyy =0,

no retangulo 0 < x < a.() < v < b, ¢ as condigbes de contorno

u(x,0) =0, u(x.b) =0, 0<x<a,

4
w(0,v) =0, wia,v) = f(y), 0<y<b, @)

onde f ¢ uma funcio dada em 0 < v < b (veja a Figura 10.8.1).

-‘\-
ulx,b) =0
b (a,b)
u(0,y)=0 Upe + Uy =0 ula,y) = f(y)
ulx,0)=0 a x

FIGURA 10.8.1 O problema de Dirichlet em um retangulo.

Para resolver este problema queremos construir um conjunto fundamental de solugoes satisfazendo a
equacio diferencial parcial e as condigdes de contorno homogéneas: depois, vamos superpor essas solu-
¢oes de modo a satisfazer a condigio de contorno restante. Vamos supor que

ulx,y) = X)Y(y) (3)
e substituir i na Eq. (1) por esta expressio. Obtemos
X A
-
onde i ¢ a constante de separagio. Obtemos assim duas equagdes diferenciais ordindrias
X" —iX =0, (6)
Y'+i¥Y =0 (7)
Substituindo 1 dada pela Eq. (5) em cada uma das condigdes de contorno homogéneas, encontramos
X0)=0 (8)
c
Y0) =0, Y(b) =0. (9)

Vamos determinar primeiro a solugdo da equagio diferencial (7) sujeita as condigoes de contorno (9).
Este problema é essencialmente idéntico ao encontrado anteriormente nas Segoes 10.1, 10.5 e 10.7. Con-
cluimos que existem solu¢des nio triviais se e somente se 4 for um autovalor, a saber,

r=ma/bP, n=12..., (10)

e Y(v) for proporcional 4 autofungdo correspondente sen(nmy/b). A seguir, vamos substituir A dado pela
Eq. (10) na Eq. (6) e resolver esta equagao sujeita a condigdo de contorno (8). E conveniente escrever a
solugio geral da Eq. (6) na forma

X (x) = ky cosh(nmx/b) + kasenh(nmx/b), (11)

de modo que a condigao de contorno (8) implica que k, = 0. Logo, X'(x) tem que ser proporcional a
senh(nx/b). Obtemos, assim, as solugdes fundamentais
nmwy

nmx
u,.(.\'.y}:senh—b— sen—-=, n=1,2 ... (12)

Essas fungoes satisfazem a equagdo diferencial (1) e as condigdes de contorno homogéneas para cada
valor de n.
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EXEMPLO

Para satisfazer a condigdo de contorno ndo homogénea em x = a que falta, vamos supor, como de ha-
bito, que podemos representar a solugao u(x, y) na forma

oQ oo
nwx nmwy
u(x,y) = Cully (X, y) = ¢,senh —— sen——, 13
(y)g,.,.(wgﬂ = 2 (13)
Os coeficientes ¢, sdo determinados pela condigdo de contorno
o0
nma nm
u(a,y) = EcnsenhT sen —BZ = f(y). (14)

n=1 .
Entdo as quantidades c, senh(nma/b) tém que ser os coeficientes da série de Fourier em senos de f de
periodo 2b e sido dadas por :

nmw nmwy

senh—a—gfbf ysen—— d 15

Portanto, a solu¢do da equagdo diferencial parcial (1) que satisfaz as condi¢oes de contorno (4) é dada
pela Eq. (13) com os coeficientes ¢, calculados pela Eq. (15).

Das Egs. (13) e (15) vemos que a solugio contém o fator senh(nmx/b)/senh(nmalb). Para estimar essa
quantidade para n grande, podemos usar a aproximagao senh = ¢%2, obtendo, assim,

senh(nmx/b) = %exp(nnx{b)
senh(nra/b) — 1exp(nma/b)

= exp[—nm(a—x)/b]

Este fator, entdo, comporta-se como uma exponencial com poténcia negativa; em consequéncia, a série
(13) converge bem rapidamente, a menos que a — x seja muito pequeno.

Para ilustrar esses resultados, sejama=3,b=2¢

N |V D<y=<l,
fo) = 2~y 1zyzd, (16)
Calculando ¢, da Eq. (15), vemos que
8sen(nm/2)
— .U (17)

" n’m?senh(3nn/2)
Logo. u(x, y) é dado pela Eq. (13). Mantendo 20 termos na série, podemos fazer o grifico de u(x, y) em fungio
de x e v, como mostra a Figura 10.8.2. Podemos, também, construir um grifico contendo curvas de nivel de u(xr,
v);a Figura 10.8.3 ilustra tal grdfico, com um incremento de 0,1 entre curvas adjacentes.

1 2 3 x

FIGURA 108.2 Grifico de u em fungio de x e y para 0 Exemplo 1.  FIGURA 10.8.3 Curvas de nivel de «(x, y) para o

Exemplo 1.

Problema de Dirichlet em um Circulo. Considere o problema consistindo na equagao de Laplace em uma
regido circular r < a sujeita a condigdo de contorno

u(a,8) = f(0), (18)

onde f € uma fungdo dada em 0 < 6 < 27 (veja a Figura 10.8.4). Em coordenadas polares, a equagio de
Laplace fica
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1 |
Wy + — Uy + = ttgg = 0. (19)
r r-

Para completar o enunciado do problema, observamos que para que u(r, #) esteja bem definida é neces-
sdrio que u scja peridica em # com periodo 2. Além disso, enunciamos, explicitamente, que u(r, ) tem
que ser limitada para 7 < a.jd que isso vai ser importante mais tarde,

¥

ula,8)=f6)

n,,+%u,+%a,=0

FIGURA 10.8.4 Problema de Dirichlet em um circulo.

Para aplicar o método de separagio de varidveis a este problema, vamos supor que
u(r.f#) = R(ri®(#), (20)

e substituir 1 na equagio diferencial (19) por essa expressio. Isso nos da

R'® + lR'(-) + LR(:)" =0;
r r-

ou

R" R "

,
rfrr—tr—==-—=23, 21

R + R 5 (21)
onde i € a constante de separagio. Obtemos assim duas equagdes diferenciais ordindrias

PR+ rR' — iR =0, (22

@'+ 10 =0. (23)

Este problema ndo tem condigdes de contorno homogéneas; lembre, no entanto, que as solugdes tém que

ser limitadas e periodicas em 6 com periodo 2. E possivel mostrar (Problema 9) que a condigio de perio-

dicidade implica que A tem que ser real. Vamos considerar os casos em que A € negativo, nulo e positivo.
Se » <0, fazemos X = —p°, onde p > 0. Entdo a Eq. (23) fica ©" - ;’® = 0 e, em consequéncia,

O(0) = c1e"’ + ™. (24)

Logo, @(#) sé pode ser periddica se ¢, = ¢; = 0, ¢ concluimos que A nio pode ser negativo.
Se i = 0. entdo a Eq. (23) fica ®" = 0, logo,

() =cy 4+ bl (25)

Para que ©(#) seja periddica, temos que ter ¢, = 0, de modo que ©(8) ¢ constante. Além disso, para A = 0.
a Eq. (22) fica

rFR'+rR =0. (26)
Esta equagio ¢ do tipo de Euler ¢ tem solugio
R{r) =k1 +k: Inr. (27)

O termo logaritmico ndo € aceitavel, ja que u(r.#) tem que permanecer limitada quando r — 0; portanto,
k; = 0. Entio, se A = 0, concluimos que (r, #) tem que ser constante, ou seja, proporcional a solugio

uy(r,0) = 1. (28)
Finalmente, se » > (), fazemos ). = ;*, onde u > 0. Entdo, as Egs. (22) e (23) ficam
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e
Q" + u’e =0, (30)
respectivamente. A Eq. (29) € uma equagdo de Euler e tem solugio
R(r) = k" + kar ™, (31)
enquanto a Eq. (30) tem solugao
O(A) = c;sen pb + ¢ cos pub (32)

Para que O seja periddica com periodo 2 € necessdrio que yt seja um inteiro positivo n. Com p1 = n a
solugao r* na Eq. (31) tem que ser abandonada, ja que ela se torna ilimitada quando r — 0. Portanto,
k, =0 ¢ as solugoes pertinentes da Eq. (19) sao

Un(r,0) = r" cosné, ve(r.8) = r'sennf, n=12,.... (33)

Essas fungdes, junto com wuy(r, #) = 1, formam um conjunto fundamental de solugoes para o problema em
questdo.

Como de hdbito, vamos supor que u pode ser expressa como uma combinagao linear das solugdes
fundamentais, ou seja,

oo
C
EU - Zr”lr:,, cos né + k, sennfl). (34)
n=l|

Entdo, a condi¢io de contorno (18) implica que

u(r,f) =

.=
wa,0) = 2 + Za”(u,cos nt + k,sennfl) = f(8) (33)
2 n=1
para 0 < 6 < 2z. A fungdo f pode ser estendida para fora desse intervalo de modo a ficar periddica com
periodo 2 tendo, portanto, uma série de Fourier da forma (35). Como a fungio estendida tem periodo 27,
podemos calcular seus coeficientes de Fourier integrando em qualquer periodo da fungao. Em particular,
¢ conveniente usar o intervalo original (0. 27): entdo,

d'cy =

%ﬁh f(8)cosnf db, n=012...; (36)

1 2r
ak, = —f f(@)sennt do, n=12,.... (37)
T Jo

Com essa escolha de coeficientes a Eq. (34) representa a solugido do problema de valores de contorno
formado pelas Egs. (18) e (19). Note que neste problema precisamos dos termos em senos ¢ em cossenos
na solugdo. Isso ocorre porque os dados de contorno foram dados em 0 < # < 27 ¢ tém periodo 27. Em
consequéncia, precisamos da série de Fourier completa, em vez da série s6 em senos ou sé em cossenos.

PROBLEMAS

.‘5; l. (a) Encontre a solugio u(x, y) da equagido de Laplace no retangulo 0 < x < a,0 < y < b, que satisfaz as
condigoes de contorno
u(0,y) =0, ufa,v) =0, 0D<y<b,
w(x,0) =0, u(x.b) =glx), 0<x<a.
(b) Encontre a solugdo se
X, 0<x=<aq/2,
80 = a—x, af2<x<a.

(c) Paraa=3eb =1, faga o grifico de 1 em fungdo de x para diversos valores de y e faca, também, 0
grdfico de u em fungao de y para diversos valores de x.

(d) Faga o gréfico tridimensional de 1 em fungdo de x e de y. Desenhe, também, diversas curvas de nivel
de u(x, y) no plano xy.
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2. )Encontre a solugio i(x, v) da equagio de Laplace no retingulo 0 < x <a.0 <y < b que satisfaz as condigoes
de contorno
u(0,y) =0, ula,y) =0, 0<y<b.
u(x.0) = hix). u(x.b) = 0. O<x<a
é?; 3. (a) Encontre a solugio u(x, y) da equagdo de Laplace no retangulo 0 < x < a,0 < y < b que satisfaz as
condigdes de contorno
u(0,y) =0, ula,v) = f(y). 0D<y<bh,
wix, 0y = hix), wix, by =0, D=x=<a.
Sugestao: considere a possibilidade de somar as solugdes de dois problemas, um com condigoes de

contorno homogéneas, exceto por u(a, ¥) = f(v). ¢ o outro com condicdes de contorno homogéneas,
exceto por u(x.0) = h(x).

(b) Encontre asolugio se h(x) = (x/a) e f(v)=1~- (v b).
(c) Sejama =2 e b = 2. Faca graficos da solugio de diversas maneiras: u em fungiio de x, u em fungio de
v.u em fungdo de x e de v ¢ curvas de nivel.
4. Mostre como encontrar a solugio u(x. ¥) da equagio de Laplace no retingulo 0 < x < a,0 < y < b que satis-
faz as condicoes de contorno
w0, v) = kiv), tia, vy = fivi 0<y<bh,
wix,0) = hix), uly,b) = gixy, 0<xy=<a.

Sugestao: veja o Problema 3.

e

Encontre a solugio u(r.#) da equagio de Laplace

e + (/P + (1 P, =0

fora do circulo r = a que satisfaz as condigoes de contorno
wia, ) = fid), <Hd <2,

sobre o circulo. Suponha que u(r, #) estd bem definida e ¢ imitada para r > a.
“?,@ (a) Encontre a solugio u(y, v) da equagao de Laplace na regido semicircular r < a,0 < # < 7, que satisfaz
as condigoes de contorno
uir, 0y =0, ulr.m) =0. 0D<r<a,
uta.#) = fiv), 0=<4H<n.
Suponha que « esti bem definida e € limitada na regido dada.
(b) Encontre a solugiio se f(#) = #(x —#).
(c) Sejaa=2 e faga grificos da solugio de diversas maneiras: « em fungio de r, i em fungdo de ¢, « em
funcio de ambos, r e 0, ¢ curvas de nivel,
7. Encontre a solugio u(v, v) da equagio de Laplace no setor circular 0 < r < a, () < 6 < «, que satisfaz as con-
digdes de contorno
u(r,0) =0, ulr.a) =10, D<r<a,
ula.f) = f(o), D<#d<a.
Suponha que « esti bem definida e € limitada no setor.
‘?’ 8. (a) Encontre a solugdo u(x, v) da equagio de Laplace na faixa semi-infinita 0 < x < a, v > 0, que satisfaz as
condigdes de contorno
u(,y) =0, ula.y) =0, y >0,
u(x.0) = f(x), O<xy=<a
¢ a condigio adicional de que r(x, v) — 0 quando vy — ~.
(b) Encontre a solugao se f(x) = x(a —x).
(c) Sejaa=5.Encontre o menor valor de y, para o qual u(x,v) < 0,1 para todo y = v,
9. Mostre que a Eq, (23) s6 tem solugdes periddicas se 4 for real.
Sugestao: seja b = —p’,onde p = v + o, com v e o reais,

10. Considere o problema de encontrar uma solugio u(x. v) da equagio de Laplace no retingulo 0 <x <a.0<
y < b que satisfaz as condi¢des de contorno

u (0,v) =0, wla,y) = fy). D<y<b,

u, (x,0) =0, u(x,b) =0, D<x<a.
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Este é um exemplo de um problema de Neumann.

(a) Mostre que a equagio de Laplace e as condiges de contorno homogéneas determinam o conjunto
fundamental de solugdes

Lp(x,y) = ¢y,
u,(x,y) = cq cosh(nmx/b) cos(nmy/b), =125 w0

(b) Através da superposigio das solugoes fundamentais do item (a) determine, formalmente, uma fungao
u que satisfaga também a condi¢do de contorno ndo homogénea u,(a.y) = f(v). Note que ao se calcular
u,(a, y) o termo constante em u(x, y) € eliminado e nio hd condi¢do da qual se possa determinar ¢,

Além disso, tem que ser possivel representar f por uma série de Fourier em cossenos de periodo 2h
sem termo constante. Isso significa que

ff(vldy:ﬂ

¢ uma condiciio necessdria para que o problema tenha solugio. Finalmente, note que ¢, permanece
arbitrdrio e, portanto, a solugdo estd determinada a menos desta constante aditiva. Esta € uma pro-
priedade de todos os problemas de Neumann.

- Encontre uma solugéo u(r, #) da equagao de Laplace no interior do circulo r = a que satisfaga a condicao
de contorno sobre o circulo

u.(a,0) = g(d), 0<8 < 2.
Note que este é um problema de Neumann e que sua solugdo estd determinada a menos de uma constante
aditiva. Enuncie uma condigiio necessdria sobre g(#) para que este problema possa ser resolvido pelo mé-
todo de separagdo de varidveis (veja o Problema 10).
0’/@ (a) Encontre asolugdo u(x,y) da equagio de Laplace no retingulo 0 <x < a,0 < y < b que satisfaz as con-
di¢oes de contorno
u(0,y) =0, w(a,y) =0, 0<y<b,
u,(x,0) =0, u(x,b) = glx), D<x<a.
Note que este ndo é um problema de Dirichlet nem de Neumann, mas um problema misto, no qual u é
dada em parte da fronteira e sua derivada normal ¢ dada no resto.
(b) Encontre a solugao se
X 0<x<a/2,
8¥) = a—-x, a/2<x<a.
(¢) Sejama =3e b = 1.Fazendo grificos apropriados. compare esta solugio com a do Problema 1.
."‘?, 13. (a) Encontre a solugio u(x, y) da equagio de Laplace no retingulo 0 < x < a,0 <y < b, que satisfaz as
condi¢des de contorno
u(0,y) =0, w(a,y) = f(y), 0<y<b,
u(x,0) =0, u,(x,b) =0, O<x<a.
Sugestdo: alguma hora vai ser necessdrio expandir f(y) em uma série envolvendo sen(my/2b), sen(3ny/2b),
sen(5my/2b), ... (veja o Problema 39 da Segio 10.4).
(b) Encontre a solugio se f(y) = y(2b - y).
(c) Sejama=3e b =2;faca grificos da solugio de diversas maneiras.
é?, 14. (a) Encontre a solugdo u(x, y) da equagio de Laplace no retingulo 0 < x < a,0 < y < b que satisfaz as
condigoes de contorno
1,(0,y) =0, u(a,y) =0, 0<y<b,
u(x,0) =0, u(x,b) = g(x), O<x<a.
(b) Encontre a solugio se g(x) = 1 + x*(x —a)’.
(c¢) Sejama =3 e b =2;faga grificos da solugio de diversas maneiras.
15. Escrevendo a equagao de Laplace em coordenadas cilindricas r, 6 ¢ z e depois supondo que a solugdo ¢
simétrica em relagiio ao eixo dos z (ndo depende de 6), obtemos a equagio
wy + (1/ru, +u,, =0.
Supondo que u(r, z) = R(r)Z(z), mostre que R e Z satisfazem as equagoes

rR" + R + ArR =0, Z'—)\Z =0,

A equagdo para R é uma equagdio de Bessel de ordem zero com varidvel independente Ar.
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&< 16, Fluxo em um Aquifero. Considere o fluxo de dgua em um meio poroso, como areia, em um aquifero. O
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fluxo ¢ bombeado por uma cabega hidraulica, uma medida da energia potencial da 4gua acima do aquifero.
Seja R:0 < x <a,0 < z < buma segao vertical do aquifero. Em um meio homogéneo uniforme, a cabega
hidraulica u(x, ) satisfaz a equagio de Laplace

e+t =0 emR. (i)

Se a dgua ndo puder Auir atraveés dos lados e do fundo de R, entio as condigdes de contorno serdo
u (0,2 =0, wlaz)=0, O<z=<bh (ii)
u-(x.0) =10, D<x<a. (1)

Finalmente, suponha que a condigao de contornoem z = b ¢é
w(x,b) =b + ax, 0D<x=<a, (iv)

onde « ¢ a inclinagdo do aquifero.

(a) Resolva o problema de valores de contorno dado para u(x. z).

(b) Sejama = 1000,b =500 ¢ « = 0,1. Desenhe curvas de nivel da solugdo em R, ou seja, desenhe algumas
curvas de nivel de u(x, z).

(c) A dguaflul ao longo de caminhos em R ortogonais as curvas de nivel de u(x, ) no sentido de u decres-
cente. Faga grificos de alguns dos caminhos de fluxo.

Deducao da Equacio de Calor. Nesta segio vamos deduzir a equacio diferencial que, pelo menos em
uma primeira aproximagio, governa a condugio de calor em sélidos. E importante compreender que a
anilise matematica de uma situagiao ou um processo fisico como este baseia-se, em ultima instancia, em
conhecimentos empiricos sobre o fendmeno em questdo. O matematico tem que comegar em algum lugar,
¢ este lugar ¢ dado pela experiéncia. Considere uma barra uniforme isolada termicamente nas superficies
laterais. de modo que o calor s pode fluir na diregao do eixo. Foi demonstrado muitas vezes que se duas
segoes retas paralelas de mesma drea A e temperaturas diferentes T e T, respectivamente, estiverem se-
paradas por uma pequena distancia d, uma quantidade de calor por unidade de tempo vai passar da segao
mais quente para a mais fria. Além disso, essa quantidade de calor ¢ dirctamente proporcional a drea A e
a diferenga de temperatura 17, - 71, ¢ inversamente proporcional a distancia de separagio d. Logo,

Quantidade de calor por unidade de tempo = x AT, = T,1/d, (1)

onde o fator positivo de proporcionalidade « ¢ chamado de condutividade térmica e depende principal-
mente do material' de que € feita a barra. A relagao (1) ¢ chamada muitas vezes de lei da condugio do
calor de Fourier. Repetimos que a Eq. (1) ¢ um resultado empirico, € ndo teodrico, e que pode ser, como
o foi muitas vezes, verificada por experimentos cuidadosos. Ela forma a base da teoria matematica de
condugao de calor.

Vamos considerar uma barra com se¢io reta uniforme, feita de material homogéneo, orientada de
modo que o ¢ixo dos ¥ coincida com o eixo da barra (veja a Figura 10.A.1). Vamos denotar por x =0 e
x = L as extremidades da barra.

H = —xAu, — ’--- 0—}7 H=xAu,

X=X X =xp+ Ax

0

FIGURA 10.A.1 Condugio de calor em um trecho da barra.

Vamos supor que os lados da barra estao perfeitamente isolados, de modo que nédo hd fluxo de calor
através deles. Vamos supor, também, que a temperatura u depende apenas da posigio axial x e do tem-
po t, e ndo das coordenadas y e z. Em outras palavras, estamos supondo que a temperatura permanece

“De fato, ¥ também depende da temperatura. mas se o intervalo de temperatura nio for grande demais serd satisfatério
supor x independentemente da temperatura.
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constante em qualquer segdo reta da barra. Esta hipotese ¢ satisfatoria, em geral, quando as dimensoes
laterais da barra sdo pequenas comparadas a seu comprimento.

A equagdo diferencial que governa a temperatura na barra expressa um equilibrio fisico fundamental:
a taxa segundo a qual o calor entra em qualquer parte da barra é igual a taxa segundo a qual o calor ¢
absorvido naquela parte da barra. Os termos na equagio sido chamados de termo de fluxo e termo de
absorgdo, respectivamente.

Vamos calcular primeiro o termo de fluxo. Considere uma parte da barra entre as segdes retas x = x; ¢
x =x, + Ax, onde x, é arbitrdrio e Ax é pequeno. A taxa instantanea de transferéncia de calor H(x,, () da
esquerda para a direita através da se¢do reta x = x, ¢ dada por

= —d/2
H(Ig.l') = ]JHI}IKA u(xg + d;’Z,I) : ulxy d{‘___‘”

= —k At (xg.1). (2)
O sinal de menos aparece nesta equagao porque s6 vai haver fluxo positivo de calor da esquerda para a
direita se a temperatura & esquerda de x = x, for maior do que a temperatura  direita: neste caso, u,(x, 1)
¢ negativa. De maneira semelhante, a taxa segundo a qual o calor passa da esquerda para a direita através
da segiio reta x = x, + Ax ¢ dada por

H(xo + Ax,t) = =k Aug(xg + Ax.t). (3)
Entiio a taxa total segundo a qual o calor entra no trecho da barra entre v = x, ¢ x = x, + Ax é dada por
O = H(xp,t) — H(xg+ Ax.t) = kAt (xp + Ax, 1) =t (X, )], (4)
¢ a quantidade de calor entrando nesse trecho da barra no intervalo de tempo Ar ¢
QAL = kAl (xg + Ax.1) — 1, (xg.1)] At. (5)

Vamos calcular agora o termo de absorgao. A variagio média de temperatura Au no intervalo de tem-
po At é diretamente proporcional & quantidade de calor Q Arintroduzida ¢ inversamente proporcional &
massa Am do trecho da barra. Logo,

. 1 QAL QAL
U=-——=——-
s Am spAAx
onde a constante de proporcionalidade s ¢ conhecida como o calor especifico do material da barra e p é
sua massa especifica.”® A variagio média de temperatura Au no trecho da barra em consideragio ¢ igual
a variagio de temperatura em algum ponto intermediirio x = x, +# Ax,onde 0 < # < 1. Portanto, a Eq. (6)
pode ser escrita como

(6)

At
w(xg +0Ax -+ A — ulxg+0Ax. 1) = —Q—— (7)
spAAX
ou como
QA = [u(xg +0Ax.t + Ar) — u(xg + Ax, 1)]spAAx. (8)
Para equilibrar os termos de fluxo e de absorgdo, igualamos as duas expressoes para Q Ar:
KAt (xo + Ax, 1) — (X0, DAL = spAfulxy + 0 Ax.t + At) — ulxg + 0Ax, 1)]Ax. (9)
Dividindo a Eq. (9) por Ax Ar e fazendo Ax — 0 ¢ Ar — 0, obtemos a equagio de calor ou de difusdo
)
O Uy = Uy, (10)
A quantidade &, definida por
a’ = «/ps (11)

¢ chamada de difusividade térmica ¢ ¢ um parametro que depende apenas do material de que é feita a
barra. As unidades de ¢ sio (comprimento)*/tempo. Valores tipicos de o sdo dados na Tabela 10.5.1.
Diversas condigdes relativamente simples podem ser impostas nas extremidades da barra. Por exem-
plo, a temperatura em uma extremidade pode ser mantida a um valor constante 7. Isso pode ser feito
colocando-se a extremidade da barra em contato com um reservatorio suficientemente grande, de modo

“A dependéncia da massa especifica ¢ do calor especifico na temperatura € relativamente pequena e serd desprezada. Assim,
tanto p quanto s serio considerados constantes.




EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS E SERIES DE Fourier 507

que qualquer fluxo de calor que possa haver entre a barra e o reservatério nio altera, sensivelmente, a
temperatura do reservatério. Na extremidade onde isso ¢ feito a condicio de contorno é

u=7T. (12)

Outra condigio de contorno simples ocorre se a extremidade estd isolada, de modo que nao ha fluxo
de calor através dela. Lembrando da expressao (2) para a quantidade de calor atravessando qualquer se-
¢ao reta da barra. concluimos gue a condigao de isolamento significa que esta quantidade é nula. Logo,

iy =0 (13)

é a condigdo de contorno em uma extremidade isolada.

Um tipo mais geral de condi¢do de contorno ocorre se a taxa de Auxo de calor através da extremidade
da barra é proporcional a temperatura ali. Vamos considerar a extremidade x = (), onde a taxa de fluxo
de calor da esquerda para a direita é dada por —«An (0.1); veja a Eq. (2). Entdo a taxa do fluxo de calor
saindo da barra (da direita para a esquerda) em x = 0 € wAu (0.1). Se essa quantidade for proporcional
temperatura (0, r), obtemos a condigdo de contorno

t(0,0) — hu(0,0) =0, =0, (14)

onde /1, € uma constante de proporcionalidade nio negativa. Note que i, = 0 corresponde a uma extremi-
dade isolada, enquanto /i, — ~ corresponde a uma extremidade mantida & temperatura zero.

Se o fluxo de calor estiver ocorrendo na extremidade direita da barra (v = L), entdao. de maneira ané-
loga. obtemos a condigio de contorno

(L, t)+ hau(l,t) =10, > (. (13)

onde. novamente. i, ¢ uma constante de proporcionalidade nio negativa.

Entdo, para determinar completamente o fluxo de calor na barra ¢ preciso ter a distribui¢io de tem-
peratura em um instante fixo, geralmente considerado como o instante inicial ¢ = 0. Essa condigdo inicial
¢ da torma

1(x,0) = f(x), 0= ¥= L. (16)

O problema entio ¢ determinar a solugiao da equacao diferencial (10) sujeita a uma das condigoes de
contorno de (12) a (15) em cada extremidade ¢ a condigio inicial (16) em ¢ = ().

Diversas generalizagoes da cquagao de calor (10) ocorrem na pritica. Primeiro. o material da barra
pode nio ser uniforme ¢ a se¢io reta pode nio ser constante ao longo de toda a barra. Nesse caso, os
parametros &, o, 5 ¢ A podem depender da varidvel axial v, Voltando para a Eq. (2). vemos que a taxa de
transferéncia de calor da esquerda para a direita através da segiio reta v = v, ¢ dada, agora, por

1 (,"“, ” = _K(."n}{“&]}}“\(.'([],” (l?)

com uma expressio andloga para F(x, + Ax, ). Se introduzirmos essas quantidades na Eq. (4) e, finalmen-
te.na Eq. (9), procedendo como antes, obtemos a equacio diferencial parcial

(k Au)y = spAu,. (18)
Vamos escrever.em geral, a Eq. (18) na forma

riu, = [ploul.,. (19)
onde p(x) = k(x)A(x) e r(x) = s(x)p(x)A(x). Note que estas duas quantidades sdo intrinsecamente posi-
tivas.

Uma segunda generalizacio ocorre s¢ existirem outras maneiras de entrar ou sair calor da barra. Su-

ponha que existe uma fonte que adiciona calor & barra a uma taxa G(x, f, 1) por unidade de tempo por

unidade de comprimento, onde G(x, r, 1) > 0. Nesse caso. precisamos somar o termo G(x, 1, 1) Ax Ar &
esquerda do sinal de igualdade na Eq. (9), o que nos leva 4 equagiio diferencial

rixu, = [poud, + Gl fu). (20)

Se G(x, t,u) < 0. estamos falando de um sumidoure que remove calor da barra a uma taxa G(x, t, ) por
unidade de tempo por unidade de comprimento. Para tornar o problema tratdvel, precisamos restringir a
forma da fungdo G. Em particular, vamos supor que G ¢ linear em u e que o coeficiente de  ndo depende
de 1. Temos, entdo,

Gx,tau) = F(x, 1) — g(x)u. (21)
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O sinal de menos na Eq. (21) foi introduzido para que determinadas equagdes, que vao aparecer mais
tarde, tenham suas formas habituais. Substituindo a Eq. (21) na Eq. (20). obtemos

r(xu, = [px)udy — glxyu + Flx,1). (22)

Esta equagdo é chamada, algumas vezes, equagdo de calor generalizada. Problemas de valores de contor-
no para a Eq. (22) serdo discutidos no Capitulo 11.

Finalmente, se em vez de uma barra unidimensional considerarmos um corpo com mais de uma di-
mensio espacial significativa, entdo a temperatura serd uma fungdo de duas ou trés varidveis espaciais,em
vez de s6 depender de x. Podem-se fazer consideragoes semelhantes as que nos levaram a Eq. (10) para
se deduzir a equagdo de calor em duas dimensoes,

az(u,_, + uyy) = Uy, (23)
ou em trés dimensoes,
az{uu + Uy +Uzz) = Uy (24)

As condigdes de contorno andlogas as Eqs. (12) e (13) para problemas multidimensionais correspondem
a uma distribui¢do de temperatura dada na fronteira ou a uma fronteira isolada. Analogamente, a distri-
buigio inicial de temperatura serd, em geral, uma fungdo de x e de v para a Eq. (23) e uma fungdo de x, y
e z para a Eq. (24).

Deduciio da Equacio de Onda. Neste apéndice vamos deduzir a equagio de onda em uma dimensao
espacial que descreve vibragoes transversas de uma corda ou um cabo eldstico: a corda cldstica pode ser
uma corda de violino, um esteio ou, possivelmente, um cabo de forga. A mesma equagio. no entanto, com
as variaveis interpretadas adequadamente, ocorre em muitos outros problemas ondulatorios com apenas
uma varidvel espacial significativa.

Considere uma corda perfeitamente elastica flexivel bem esticada entre suportes fixos no mesmo nivel
horizontal (veja a Figura 10.B.1a). Suponha que a corda esta no eixo dos x com suas extremidades em x =0
e x = L. Se a corda for colocada em movimento em algum instante inicial r = 0 (sendo puxada, por exemplo)
e depois € deixada sem ser perturbada, ela vibrard livremente em um plano vertical, desde que efeitos de
amortecimento, como a resisténcia do ar. sejam desprezados. Para determinar a equagdo diferencial que
governa esse movimento vamos considerar as forgas que agem em um pequeno trecho de comprimento Ax
da corda, entre os pontos x e x + Ax (veja a Figura 10.B.1b). Vamos supor que o movimento da corda ¢é pe-
queno e, como consequéncia, cada ponto na corda s6 se move em uma reta vertical. Vamos denotar por w(x,
1) o deslocamento vertical no ponto x ¢ instante ¢, Vamos denotar por 7'(x, 1) a tensdio na corda, que sempre
age na diregdo tangente, e por p a massa da corda por unidade de comprimento.

(a)

T(x + Ax, ¢}

——10+46

6~

Tx, t)

e
|
H

(b) (e)
FIGURA 10.B.1 (a) Uma corda eldstica sob tensio. (b) Um trecho da corda deslocada. (¢) Resolugio da
tensdo T em componentes.

ad
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A lei de Newton. aplicada ao elemento Ax da corda. diz que a forga externa total, devido a tensio nas
extremidades do elemento, tem que ser igual ao produto da massa do trecho pela aceleragido de seu cen-
tro de massa. Como ndo ha aceleragio horizontal, as componentes horizontais tém que satisfazer

T(x+ Ax,t)cos(0 + AB) — T(x.t)cosf = 0. (n

Denotando a componente horizontal da tensio (veja a Figura 10.B.1¢) por H.a Eq. (1) diz que H ¢ inde-
pendente de x.
Por outro lado, as componentes verticais satisfazem

T(x+ Ax.nsen(f + Af) — T(x.t)senf = p Ax un(X.1) (2)

onde ¥ ¢ a coordenada do centro de massa do trecho da corda em consideragio. E claro que ¥ estd no
intervalo v < ¥ < x + Ax. O peso da corda, que age verticalmente para baixo, é considerado desprezivel e
foi desprezado na Eq. (2).
Se a componente vertical de T for denotada por V, entdo a Eq. (2) pode ser escrita como
Vix+ Ax,t) = Vix,n
Ax

= puy(X,1).
Tomando o limite quando Ax — 0 nos dé
Vi(x, 1) = pug(x.t). (3)
Para expressar a Eq. (3) somente em fungio de «, note que
Vix,r) = Hintané = H(tu(x,1).
Logo,a Eq. (3) fica

(Huy) e = puy,

ou, como /{ ¢ independente de x,
Huy = puy. C))

Para movimentos pequenos da corda, podemos substituir £ = 7 cos ¢ por T. Entiao a Eq. (4) fica com sua
forma habitual,

@ty = Uy, (5)

onde
a=T/p. (6)

Vamos supor, ainda, que a’ é constante, embora iss0 ndo seja necessiario na nossa dedugdo, mesmo para
movimentos pequenos. A Eq. (5) ¢ chamada equagio de onda em uma dimensao espacial. Como T tem
unidades de forga ¢ p de massa/comprimento, a constante a tem unidades de velocidade. E possivel iden-
tificar a como a velocidade segundo a qual uma pequena perturbagio (onda) se move ao longo da corda.
De acordo com a Eq. (6), a velocidade da onda a varia diretamente com a tensdo na corda, mas € inver-
samente proporcional & densidade do material de que € feita a corda. Esses fatos estio de acordo com a
experiéncia.

Como no caso da equagio de calor, existem diversas generalizagoes da equagao de onda (5). Uma
equagdo importante, conhecida como a equagio do telégrafo, tem a forma

ty + Cvp+ kv = Hzl'n + F(x,1), (7)

onde v e k sdo constantes nao negativas. Os termos cv, kv e Flx, r) correspondem, respectivamente, a uma
forga amortecedora viscosa, uma forga restauradora eldstica e a uma forga externa. Observe a semelhan-
¢a da Eq. (7), exceto pelo termo a’v,,. com a equagdo para o sistema mola-massa deduzida na Segio 3.7;
o termo adicional a’v,, aparece devido a forgas eldsticas internas.

A equagio do telégrafo também governa o fluxo de tensdo, ou corrente, em uma linha de transmissdo
(dai seu nome); neste caso os coeficientes estdo relacionados a parimetros elétricos na linha.

Para um sistema em vibragio com mais de uma coordenada espacial significativa, pode ser necessério
considerar a equagio de onda em duas dimensoes,

@t + Uyy) = Uy, (8)
ou em trés dimensoes,

az{”_u + Uy + ) = Uy, (9)
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CAPITULO

11

Problemas de Valores

de Contorno e leoria de

AL R T R B AT A

Sturm—Liouwille

Depois de separar as variaveis em uma equagio diferencial parcial no Capitulo 10, encontramos diversas
vezes a equagao diferencial

X'4+41X =0, 0<x<L

com as condigoes de contorno

X(0) =0, X(L)=N0.

Este problema de valores de contorno ¢ o prototipo de uma classe grande de problemas importantes
em matemiitica aplicada. Esses problemas sao conhecidos como problemas de valores de contorno de
Sturm-Liouville. Neste capitulo, vamos discutir as propriedades mais importantes dos problemas
de Sturm-Liouville e suas solugdes: no processo, seremos capazes de generalizar um pouco o método de
separacio de variiveis para equagoes diferenciais parciais,

11.1 A Ocorréncia de Problema de Valores de Contorno em Fronteiras com Dois Pontos

No Capitulo 10, descrevemos o método de separagio de variaveis como um modo de resolver alguns
problemas envolvendo equagoes diferenciais parciais. O problema de condugao de calor, consistindo na
equagio diferencial parcial

u:'u“ = l;. Dex< L, >0 (1)
sujeita as condigoes de contorno
w(0, 1) = 0. u(l,r) =0, t>0 (2)
¢ a condigdo inicial
u(x,0) = f(x), 0D<x<L (3)

¢ um exemplo tipico dos problemas considerados aqui. Uma parte crucial no processo de resolugio de
tais problemas € encontrar os autovalores e autofungoes da equacao diferencial

X"+ArX =0, O<x<L (4)
com condigoes de contorno

X0)=0, XLy =0 )
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ou, talvez,
X0)=0 X(@L)=0. (6)

As fungdes seno e cosseno que aparecem ao se resolver a Eq. (4) sujeita as condigdes de contorno (5) ou
(6) sdo usadas para se expandir a distribuigdo inicial de temperatura f(x) em uma série de Fourier.
Neste capitulo vamos estender e generalizar os resultados do Capitulo 10. Nosso objetivo principal
é mostrar como o método de separacao de varidaveis pode ser usado para resolver problemas um pouco
mais gerais do que os das Eqs. (1), (2) e (3). Estamos interessados em trés tipos de generalizagoes.
Primeiro, queremos considerar equagoes diferenciais parciais mais gerais — por exemplo, a equagio

r(x)u = [p(Ouely — qx)u+ F(x, ). (7)

Esta equagio pode aparecer, como indicado no Apéndice A do Capitulo 10, no estudo da condugio de
calor em uma barra com propriedades varidveis na presenga de fontes de calor, Se p e r forem constantes
e se os termos da fonte g(x)u e F forem nulos, entdo a Eq. (7) se reduz a Eq. (1). A equacio diferencial
parcial (7) também ocorre na investigacdo de outros fendmenos de cardter difusivo.

Uma segunda generalizagio é permitir condigdes de contorno mais gerais. Em particular, queremos
considerar condigdes de contorno da forma

t, (0.1) — hyu(0,1) = 0. (L) + hau(l,t) =0, (8)

Tais condig¢des ocorrem quando a taxa de fluxo de calor através de uma extremidade da barra é proporcio-
nal & temperatura ai. Em geral, i, e b, sdo constantes ndo negativas mas, em alguns casos, podem ser negati-
vas ou depender de 1. As condigoes de contorno (2) sdo obtidas no limite quando /i, — oo e /i, — o¢. Outro
caso limite importante, i, = h, = 0, nos dd condigdes de contorno correspondentes a extremidades isoladas,

A ultima generalizagio que discutiremos neste capitulo trata da geometria da regido na qual o pro-
blema é dado. Os resultados do Capitulo 10 s6 sao aplicdveis a uma classe relativamente restrita de proble-
mas, basicamente aqueles nos quais a regido de interesse € retangular ou, em alguns casos, circular. Mais
adiante, neste capitulo, vamos considerar determinados problemas colocados em alguns outros tipos de
regioes geométricas.

Vamos considerar a equagio

rlx, = [poug]y — gxju (9)
obtida igualando-se a zero o termo F(x.r) na Eq. (7). Para separar as varidveis, vamos supor que
u(x.n = X)T), (10)
e substituir « na Eq. (9). Obtemos
reOXT = [p)X'|T - qo)XT (11)

ou, dividindo por r(x) X7,
' [p0X')  q)

T T o A S (12)
T r(x)X r(x)

Denotamos a constante de separagio por —A, antecipando o fato de que ela serd real e negativa em geral.
Da Eq. (12) obtemos as duas equagoes diferenciais ordindrias a seguir para Xe T:

[PO)X'] = q0)X + Ar(x)X =0, (13)
T'+AT =0, (14)

Substituindo u dado pela Eq. (10) nas Egs. (8) e supondo que /1, ¢ h, sio constantes, obtemos as condigoes
de contorno

X'(0) —hX©0) =0, X'(L)+hX(L)=0. (15)

Para prosseguir, precisamos resolver a Eq. (13) sujeita as condigoes de contorno (15). Embora este seja
um problema de valores de contorno linear homogéneo com fronteira com dois pontos mais geral do que
0 que consiste na equagdo diferencial (4) e condigdes de contorno (5) ou (6), as solugdes se comportam de
maneira bem parecida. Para qualquer valor de A, 0 problema (13), (15) tem a solugdo trivial X(x) = 0. Para
determinados valores de A, chamados de autovalores, existem outras solugdes ndo triviais, chamadas de
autofuncdes. Estas autofungdes formam a base para solugdes em série de diversos problemas em equa-
¢oes diferenciais parciais, tais como a equagao de calor generalizada (9) sujeita as condigdes de contorno
(8) e a condigio inicial (3).
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Neste capitulo vamos discutir algumas das propriedades de solugdes de problemas de valores de con-
torno com fronteiras de dois pontos para equagoes diferenciais lineares de segunda ordem. Considerare-
mos algumas vezes a equagio homogénea linear geral

Py + Qy' + Rx)y = 0, (16)

estudada no Capitulo 3. No entanto. em geral é melhor discutir equagoes nas quais os termos envolvendo
a primeira e a segunda derivada estio relacionados como na Eq. (13). Sempre é possivel transformar a
cquagio geral (16) de modo que os termos contendo as derivadas aparegam como na Eq. (13) (veja o
Problema 11).

Problemas de valores de contorno com equagdes diferenciais de ordem mais alta também podem
ocorrer; neles, o nimero de condigdes de contorno tem que ser igual & ordem da equagdo diferencial.
Como regra geral, a ordem da equagio diferencial ¢ par e metade das condigoes de contorno é dada em
cada extremidade do intervalo. Também ¢ possivel uma tinica condigio de contorno envolver valores da
solugdo e/ou de suas derivadas nos dois pontos de fronteira: por exemplo,

v(0) = w(L)=0. (17)

O exemplo a seguir envolve uma condi¢io de contorno da forma (15) e €, portanto, mais complicado
que os problemas na Secio 10.1.

Encontre os autovalores e as autofungoes correspondentes do problema de valores de contorno

'+ oy =0, (18)
vi0) =0, Vil +yih =0, (19)

Um exemplo de onde ocorre esse problema ¢ a condugio de calor em uma barra de comprimento unitirio. A
condigio de contorno em x = 0 corresponde a temperatura nula ai. A condigio de contorno em x = | corres-
ponde a taxa de Auxo de calor ser proporcional a temperatura nesse ponto, ¢ as unidades foram escolhidas de
modo que a constante de proporcionalidade seja 1 (veja o Apéndice A do Capitulo 10).

A solugio da equagio diferencial pode ter diversas formas, dependendo de 4. de modo que ¢ preciso consi-
derar diversos casos. Primeiro.se 2 = 0, a solugio geral da equagiao diferencial ¢

y=ocx+ci (20)
As duas condigoes de contorno impheam
cy =0, 2{'] +c; =0, {2”

respectivamente. A unica solugio das Egs. (21) € ¢, = ¢. = 0, de modo que o problema de valores de contorno
original nio tem solugdo nao trivial nesse caso. Logo, 2 = (1 ndo ¢ um autovalor.
Se & > 0, entio a solugio geral da equacdo diferencial (18) é

V=¢sen Vix +ecos Vix, (22)
onde v/A > 0. A condigio de contorno em x = 0 implica que . = (); da condigao de contorno em x = 1, obtemos
a equagao

ci(sen Vi o+ Vicos Vi) = 0.

Para uma solugio nio trivial v. precisamos ter ¢, # 0, logo A tem que satisfazer
sen v + Vicos VA = 0. (23)

Note que se A é tal que cosv/z = 0, entio seny/z # 0 e a Eq. (23) ndo é satisfeita. Logo, podemos supor que
cosv/x # 0; dividindo a Eq. (23) por cosy/4, obtemos

Vi = —tanva. (24)

As solugoes da Eq. (24) podem ser determinadas numericamente. Elas também podem ser encontradas, apro-
ximadamente, esbogando-se os grificos de f(v/A) = Vi e de g(v/2) = ~tanV/A para v/A > 0 no mesmo conjunto de
eixos ¢ identificando-se os pontos de intersegdo das duas curvas (veja a Figura 11.1.1). O ponto v/4 = 0 estd es-
pecificamente excluido deste argumento porque a solugdo (22) s6 é vilida para VA # 0. Apesar do fato de que
as curvas se intersectam ai, 4 = 0 nio € um autovalor, como ji vimos antes. As trés primeiras solugdes positivas
da Eq. (24) sdo VA = 2,029; V&, = 4913: /A3 = 7979. Como pode ser visto da Figura 11.1.1, as outras raizes
sio dadas, com precisdo razodvel, por 3, = (2n - 1)7/2 para n = 4,5, ..., e a precisao desta estimativa melhora
quando »n aumenta. Portanto, os autovalores sio
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Ay = 4,116, A =2414,

22 (25)
Ay = 63,66, A =Q@n—1n"/4 paran=4.,5,....
Finalmente, como ¢, = 0, a autofungio correspondente ao autovalor A ¢
dnlx, hp) = kyseny/a, x; n=1L12,..., (26)
onde a constante k, permanece arbitraria.
u
u=f02) '/
= 1
swel u=st®  TE
=—tan Vi :
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FIGURA 11.1.1 Solugio grifica de VA = —tan V.
Vamos considerar agora A < 0. Neste caso é conveniente fazer A = —p, onde > 0. Entdo a Eq. (14) fica
yi=py =0, (27)
e sua solugio geral ¢
¥ = ¢y senh /it x + ¢y cosh Jji x, (28)

onde /¢ > 0. Procedendo como no caso anterior, vemos que g tem que satisfazer a equagdo

VI = —tanh /1. (29)

Da Figura 11.1.2 ¢ claro que os grificos de flVi) = Vit e de g(Vi) = —tanh/I s6 se intersectam na origem.
Logo, nio existem valores positivos de /¢ que satisfazem a Eq. (29) e, portanto, o problema de valores de
contorno (18), (19) ndo tem autovalores negativos.

Finalmente, é necessirio considerar a possibilidade de que x possa ser complexo. E possivel mostrar, através
de um cilculo direto, que o problema (18), (19) ndo tem autovalores complexos. No entanto, na Segio 11.2 va-
mos considerar em mais detalhes uma grande classe de problemas que incluem este exemplo. Uma das coisas
que vamos mostrar ¢ que todos os problemas nesta classe t¢m apenas autovalores reais. Portanto, vamos omitir
a discussdo da ndo existéncia de autovalores complexos aqui. Concluimos, entio, que todos os autovalores ¢
autofungoes do problema (18), (19) sdo dados pelas Egs. (25) ¢ (26).

u
i u=fp="u
1 1
1 2 '
u =g(t) = ~tanhu
e B N, e — —i

FIGURA 11.1.2 Solugio grifica de /i = —tanh /j1.
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PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6, diga se o problema de valores de contorno dado ¢ homogéneo ou nao

homogéneo.
Loy +4y =0, y(=1)=0, y1)=0
2 [+ +4y =0, y0)=0, y1)=1
JVi+dy=senx, y(O=0 yl)=0
4, —y" + 22y = Ay, YOy =y(0)y=0. y(l)+yl)=0
S.—[(1+x)yV=2v+1, ¥-1)=0 yl)=0
6. =y =a(l+x)y.  y0) =0, y()+31)=0
Em cada um dos Problemas de 7 a 10, suponha que todos os autovalores sio reais.
(a) Determine a forma das autofungdes e a equagio satisfeita pelos autovalores nao nulos,
(b) Determine s¢ » = 0 é um autovalor.
(c) Encontre valores aproximados para 7, e X,, 0s dois autovalores nio nulos de menor maédulo.
(d) Estime 4, para valores de n grandes.
T V' +ay=0, y(0) =0, yim)+yiry=0
8. ¥ +ay=0, VI0) =0, v(hy+yvilh=0
9. V' 4+ ay=0, Y =y (=0, yh+y(H=0
10. y' = ay=0, v +y(0) =0, y1)=0

L1, Considere a equagio geral linear homogénea de segunda ordem

Py’ + Quoy' + Rix)y = 0. (i)
Procuramos um fator integrante g(x) tal que, ao se multiplicar a Eq. (1) por u(x), a equagdo resultante
pode ser escrita na forma

[PV + px)Rxy = 0. (ii)
(a) lgualando os coeficientes de v' nas Eqs. (1) e (ii). mostre que g tem que ser uma solugio de

Pu'=(Q-F")u. (i)

(b) Resolva a Eq. (iii). mostrando, assim. que

1 ' Qis) .
?’(,T} exp . m ds. {I\J

Compare esse resultado com o do Problema 41 da Segao 3.2,

Hnlx) =

Em cada um dos Problemas de 12 a 15, use o método do Problema 11 para colocar a equagdo dada na forma
[P)V']" + glx)y = 0.

12 y" = 2xy' + 4y =0, equagio de Hermite

13, ¢y +xy' 4+ (0 —vl)y=0,  equagio de Bessel

14. xy" + (1 —x)y' + Ay =0, equagdo de Laguerre

15, (1 =Xy —xy' +a’y =0, equagao de Chebyshev

16. A equagao

vy +0vy + kv = aZv“ + F{.t, 1), (l)

onde ¢* > 0,¢ > 0 e k > 0 sido constantes, é conhecida como a equacio do telégrafo. Ela aparece no estudo
de uma corda eldstica sob tensio (veja o Apéndice B do Capitulo 10). A Eq. (i) também ocorre em outras
aplicagoes. Supondo que F(x.r) = 0,seja v(x, ) = X(x)T(r).separe as varidveis na Eq. (i) e deduza equagoes
diferenciais ordindnas para X e 7T.

17. Considere o problema de valores de contorno

Y =2+ (0 +0y=0. y0) =0, y1)=0.
(a) Defina uma nova varidvel dependente u pela relagio y = s(x)u. Determine s(x) de modo que a equa-
¢do diferencial para u ndo tenha lermo em u'.

(b) Resolva o problema de valores de contorno para u e determine, assim, os autovalores € autofungdes
do problema original. Suponha que todos os autovalores sdo reais.

(¢) Resolva também o problema diretamente (sem definir ).
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18.

Considere o problema de valores de contorno
y' 4y + @4+ 90y =0, y(0)=0, y(L)=0.

(a) Determine, pelo menos aproximadamente, os autovalores reais e as autofung&es associadas proceden-
do como no Problema 17(a, b).

(b) Resolva também o problema dado diretamente (sem introduzir uma varidvel nova).

Sugestdo: no item (a), preste atengdo tanto as condigdes de contorno quanto a equagdio diferencial.

As equagoes diferenciais nos Problemas 19 e 20 diferem das encontradas nos problemas antecedentes, uma
vez que o pardmetro A multiplica o termo contendo y’, além do que contém y. Em cada um desses problemas,
determine os autovalores reais e as autofungdes associadas.

19. v/ +y' + A0 +y) =0, Y(0)=0, y(1)=0
20. x*y" — A(xy' —y) =0, y(1)=0, y2)-y(@2)=0

21.

22

Considere o problema
y'+ry=0, 29(0)+ ' (0) =0, y(l)=0.

(a) Encontre a equagio satisfeita pelos autovalores positivos.

(b) Mostre que existe uma sequéncia infinita de tais autovalores.

(c) Encontre A, e &,. Depois mostre que A, = [(2n + 1)71/2]* para n grande.

(d) Encontre a equagio satisfeita pelos autovalores negativos.

(e) Mostre que existe exatamente um autovalor negativo e encontre seu valor,
Considere o problema

¥ Ay =0, ay(0)+y'(0) =0, y(1)=0,

onde & ¢ uma constante dada.
(a) Mostre que para todos os valores de « existe uma sequéncia infinita de autovalores positivos,

(b) Se @ < 1, mostre que todos os autovalores (reais) sao positivos. Mostre que o menor autovalor tende
a zero quando « tende a | por valores mais baixos.

(c) Mostre que & =0 ¢ um autovalor se ¢ somente se « = 1.

(d) Sea>1,mostre que existe exatamente um autovalor negativo ¢ que este autovalor diminui quando «
aumenta.

Considere o problema

Y4y =0, y(0) =0, V(L)y=0.
Mostre que, se ¢, € ¢, sdo autofungdes associadas aos autovalores 4, e 4, respetivamente, com A, # A,
entdo
L
Gm(X), (X) dx = 0.
0

Sugestao: note que

¢:| + Am@m = 0, ¢: + Anthy = 0.
Multiplique a primeira dessas equagoes por ¢,, a segunda por ¢,, e integre de 0 a L usando integragao por
partes. Finalmente, subtraia uma equagio da outra.

Vamos considerar agora um problema de autovalores de ordem mais alta. No estudo das vibragoes trans-
versas de uma barra eldstica uniforme, chega-se a equagao diferencial

y{-ll = 3.}‘ = 0,

onde y ¢ o deslocamento transversal e A = mw*/EI,m é a massa por unidade de comprimento da barra, E ¢
o médulo de Young, I é o momento de inércia da segdo reta em relagdo a um eixo perpendicular ao plano
de vibragdo que contém o centroide e w é a frequéncia de vibragao. Entdo, para uma barra cujas proprie-
dades materiais e geométricas sio dadas, os autovalores determinam as frequéncias naturais de vibragio.
As condigoes de contorno em cada extremidade sdo, em geral, de um dos seguintes tipos:

y=y =0,  extremidade presa,
y=y"=0, extremidade apoiada ou com dobradica,

yr=y"=0, extremidade livre.
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Para cada um dos trés casos, encontre a forma das autofungdes e a equagdo satisfeita pelos autovalores
desse problema de valores de contorno de quarta ordem. Determine A, e A,, os dois autovalores de menor
mdédulo. Suponha que os autovalores s30 reais € positivos.

(a) y(0) =y" () =0, wL)=y"(L)=0
(b) y(0) =y"(0) =0, yL)=y(L)=0
(c) y(0)=v(0)=0. y(L)y=y"(L)=0 (vigacantiléver)

(]
h

Este problema ilustra o fato de que o autovalor pode aparecer tanto nas condigoes de contorno quanto na
equagdo diferencial. Considere as vibragoes longitudinais de uma barra eldstica reta uniforme de compri-
mento L. Pode-se mostrar que o deslocamento axial u(x, r) satisfaz a equagao diferencial parcial

(E/p)ige =ty Q<cx<L. t>0, (i)

onde E € o modulo de Young e p é a massa por unidade de volume. Se a extremidade em x = 0 estiver fixa,
entdo a condi¢do de contorno ai serd

u(0,1) =0, t >0 (ii)

Suponha que a extremidade em x = L estd rigidamente presa a uma massa m, mas ndo tem outras restri-
goes. Podemos obter a condigdo de contorno ai escrevendo a lei de Newton para a massa. Da teoria de
elasticidade, pode-se mostrar que a forga exercida na barra pela massa é dada por -EAu,(L, ). Logo, a
condigao de contorno ¢
EAu (L) + mug(L, ) =0, = 0. (iii)
(a) Suponha que u(x,r) = X(x)7(z). Mostre que X(x) ¢ T(r) satisfazem as equagdes diferenciais
X" +31X =0, (iv)
T "=ME/prT =0. (v)
(b) Mostre que as condigdes de contorno sio
X(0)=0, X'(L)-yilLX(L)=0, (vi)
onde y=mipAL ¢ um parimetro adimensional que fornece a razao entre a massa presa e a massa da barra.
Sugestdo: use a equagio diferencial para T(¢) para simplificar a condigdo de contorno em x = L.
(¢) Determine a forma das autofungoes ¢ a equagio satisfeita pelos autovalores reais das equagoes (iv) e
(vi).
{d) Encontre os dois primeiros autovalores », e i, se =05,

11.2 Problemas de Valores de Contorno de Sturm—Liouville

Vamos considerar agora problemas de valores de contorno com fronteiras de dois pontos, do tipo obtido
na Se¢io 1.1, separando as varidveis em um problema de condugio de calor em uma barra com proprie-
dades materiais varidveis e um termo de fonte proporcional & temperatura. Este tipo de problema ocorre
em muitas outras aplicagdes.

Esses problemas de valores de contorno estao associados, em geral, aos nomes de Sturm e Liouville.!
Eles consistem em uma equagao diferencial da forma

[Py = g(x)y + ir(x)y =0 (1)
no intervalo 0 < x < 1, junto com condigdes de contorno
a1y(0) + a2y’ (0) =0,  By()+ By (1) =0 )

'Charles-Frangois Sturm (1803-1855) e Joseph Liouville (1809-1882). em uma séric de artigos entre 1836 ¢ 1837, estabelece-
ram diversas propriedades da classe de problemas de valores de contorno associados a seus nomes, inclusive os resultados
enunciados nos Teoremas de 11.2.1 a 11.2.4. Sturm também ¢ famoso por um teorema sobre o niimero de zeros reais t:le um
polindomio e, além disso, tem muitos trabalhos em fisica e mecdnica. Além de sua pesquisa em andlise, dlgebra e tec:rm dos
nimeros, Liouville foi o fundador e editor durante 39 anos do importante Journal de mathématiques pures et appliquées. Um
de seus resultados mais importantes foi a demonstragio (em 1844) da existéncia de nimeros transcendentais.
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nas extremidades. Muitas vezes € conveniente introduzir o operador diferencial linear homogéneo L
definido por

Llyl = —[p()y'l + qx)y. 3)
Entdo, a equagdo diferencial (1) pode ser escrita como
Lyl = Ar(x)y. (C))]

Vamos supor que as fungdes p, p’, ¢ € r sdo continuas no intervalo 0 < x < 1 e que, além disso,
p(x)>0er(x)>0em todos os pontos 0 <.x < 1. Estas hipoteses sdo necessdrias para tornar a teoria o mais
simples possivel e manter, a0 mesmo tempo, uma generalidade razodvel. Estas condi¢bes sio satisfeitas,
de fato, em muitos problemas importantes da fisica matematica. Por exemplo. a equacgio y" + iy = 0, que
aparece repetidamente no capitulo anterior, € da forma (1) com p(x) = 1. g(x) = 0 e r(x) = 1. As condigdes
de contorno (2) sdo separadas, ou seja, cada uma envolve apenas um dos pontos de fronteira. Essas sio as
condi¢des de contorno separadas mais gerais possiveis para uma equagdo diferencial de segunda ordem.

Antes de estabelecer algumas propriedades do problema de Sturm-Liouville (1), (2), precisamos ob-
ter uma identidade, conhecida como identidade de Lagrange, basica no estudo de problemas de valores
de contorno lineares, Suponha que u e v sdo fungdes com derivadas segundas continuas no intervalo 0 <
x < 1. Entao}?

1 1
f Llulvdx = f [—(p) v + quv) dx.
0 0

Integrando a integral a direita do sinal de igualdade duas vezes por partes, obtemos

1 1 | 1
f Liulvdx = —p(o)u'(x)v(x) ‘0 + p{x}n(,x')v’(x)ln + / [—u(pv') + uqv]dx
0 0

[ I
= —p()[u' (x)v(x) —u(.t)l"(,r)]‘u-{-f wl.[v]dx.
]

Logo, passando para o lado esquerdo do sinal da igualdade a integral a direita, temos

1 ]
f [L[u]v —uLv]} dx = — p(x) [t/ (X)v(x) — u(x) |.-’(_'c)]‘“. (5)
0

que € a identidade de Lagrange.
Vamos supor, agora, que as fungdes « ¢ v na Eq. (5) satisfazem, também, as condigdes de contorno (2).
Entdo, supondo que «, # 0 e que B, # 0, a expressio a direita do sinal de igualdade na Eq. (5) fica

1
—p(0) [ @V (o) — uv' )] |

= —p(1) [’ (V1) — u(v'(D)] + p0) [« 0)v(0) — u(0)v'(0)]

= —p(l) [—%u(l)v(l) + 'z'

2

u(l)v(l}] + p(0) I:—a—Lu(O)v(OJ - a—lu([))u(U'}:]
[+ %) (2 5)

=
O mesmo resultado vale se o, ou g, for nulo; a demonstragdo neste caso € ainda mais simples e fica a
cargo do leitor. Assim, se 0 operador diferencial L for definido pela Eq. (3) e se as fungdes u ¢ v satisfize-
rem as condigoes de contorno (2), a identidade de Lagrange se reduzird a

1
'/; {L{u]v — uL[v]} dx = 0. (6)

Vamos escrever a Eq. (6) de maneira ligeiramente diferente. Definimos, na Eq. (4) da Segio 10.2, 0 pro-
duto interno (1, v) de duas fungdes reais « e v em um intervalo dado; usando o intervalo 0 < x < 1, temos

1
(H,v}=f wu(x)v(x) dx. )
0

Com esta notagdo, a Eq. (6) fica
(L[u],v) — (u, L[v]) = 0. (8)

: 5 — 1
*Para simplificar, algumas vezes vamos usar a notagio f; f dx,em vezde fj f(x) dx.
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Para provar o Teorema 11.2.1. mais a frente vamos precisar trabalhar com fungdes complexas. Por ana-
logia com a definigio na Segio 7.2 para vetores. definimos o produto interno de duas fungoes complexas
em0 < x <1 como

1
(. v) =f u(x)vix) dx, (9)
0

onde v ¢ o complexo conjugado de v. E claro que a Eq. (9) fica igual 2 Eq. (7) se u(x) e v(x) forem reais.
E importante saber que a Eq. (8) permanece vilida sob as condi¢des enunciadas se u e v forem fun-
¢oes complexas ¢ o produto interno (9) for usado. Para ver isso, podemos comegar com a quantidade

1

L[u]v dx e seguir os passos que levam a Eq. (6) usando o fato de que p(x). g(x).«,.a,. B, e B, sdo todos
0
reais (veja o Problema 22).

Vamos considerar algumas das implicagdes da Eq. (8) para o problema de Sturm-Liouville (1), (2). Va-
mos supor, sem demonstragio,” que este problema tem, de fato, autovalores e autofungdes. Nos Teoremas
de 11.2.1 a 11.2.4. a seguir, enunciamos diversas de suas propriedades importantes, embora relativamente
elementares. Cada uma dessas propriedades € ilustrada para o problema de Sturm-Liouville bésico

Vi4dy=0,  y0)=0. y(1)=0, (10)

cujos autovalores sio 2, = n°w?, com autofungoes associadas ¢, (x) = sen nxx.
Todos os autovalores do problema de Sturm-Liouville (1), (2) sdo reais.

Para provar este teorema, vamos supor que » € um autovalor (possivelmente complexo) do problema
(1).(2) e que ¢ ¢ uma autofungio associada, também possivelmente complexa. Vamos escrever i = ju + iv
e @(x) = Ulx) + iV(x).onde p, v, U(x) e V() sdo reais. Entio. fazendo u = ¢ e v = ¢ na Eq. (8), temos

(Llg].¢) = (¢. L)) (1)
Sabemos, no entanto, que L|¢] = irg. de modo que a Eq. (11) fica
(hrg, ) = (¢, Are). (12)

Usando a definigio (9) do produto interno para escrever a Eq. (12) por extenso, obtemos
1 !
f Ar(x)@(x)p(x) dy = f GXVAF(X)P(X) dx. (13)
i 0
Como r(x) é real,a Eq. (13) se reduz a

1
(h — I)f r(x)é(x)d(x)dx = 0,
0

ou

1
G- [ rO[U () + V()] dx = 0. (14)
1]

O integrando na Eq. (14) nio ¢ negativo nem identicamente nulo. Como o integrando € continuo, segue que a

‘integral é positiva. Portanto, o fator A — 4 = 2iv tem que ser nulo, Logo, v = 0 ¢ A € real, 0 que prova o leorema,

Uma consequéncia importante do Teorema 11.2.1 € que, para se encontrar autovalores e autofungoes
de um problema de valores de contorno de Sturm-Liouville basta procurar autovalores reais. Lembre-se de
que foi isso que fizemos no Capitulo 10. Também ¢ possivel mostrar que as autofungdes do problema
de valores de contorno (1), (2) sido reais. Uma demonstragio estd esbogada no Problema 23,

Se ¢, e ¢, sdo duas autofungdes do problema de Sturm-Liouville (1), (2) associadas aos autovalores 4,
€ i, respectivamente, e se A, # A,, entdo

1
f r(x)¢y (x)¢,(x) dx = 0. (15)
0

A demonstragio pode ser encontrada, por exemplo, nos livros de Sagan (Capitulo 5) ou Birkhoff e Rota (Capitulo 10).
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Teorema 11.2.3

Este teorema expressa a propriedade de ortogonalidade das autofungdes em relagio a fungio peso r,
Para provar o teorema, observamos que ¢, e ¢, satisfazem as equacoes diferenciais

L] = Ayry (16)

Li¢n] = Aar¢n, (17)

respectivamente. Fazendo u = ¢,, v = ¢, e substituindo L [u] e L [v] na Eq. (8). obtemos

(Lirdr. ) = (@1, rorgn) = 0,
ou, usando a Eq. (9),

| 1
Jqf r{x)¢1(x)33(x)dx—izf &1 (X)F(X)P, (x) dx = 0.
0 0

Como 4., r(x) € ¢,(x) sdo reais, esta equagao fica

1
(A = lz)f r(x)¢; () (x) dx = 0. (18)
0

Mas, por hipdtese, &, # A, l0go ¢, € ¢, tém que satisfazer a Eq. (15). ¢ o teorema estd demonstrado.

Os autovalores do problema de Sturm-Liouville (1), (2) sdo todos simples, ou seja. cada autovalor estd
associado a somente uma autofungio linearmente independente. Os autovalores formam uma sequén-
cia infinita e podem ser colocados em ordem crescente, de modo que

AM<h<Ai<-r<hy <

Além disso, 4, — o0 quando n — co.

A demonstragio deste teorema é um pouco mais avangada do que a dos dois teoremas antecedentes, e
serd omitida. No entanto, a demonstragio de que os autovalores sio simples estd indicada no Problema 20,

Observamos novamente que todas as propriedades enunciadas nos Teoremas de 11.2.1 a 11.2.3 sio
exemplificadas pelos autovalores A, = n°x° e autofungdes ¢,(x) = sen nxy do problema exemplo (10). E
claro que os autovalores siio reais, As autofungoes satisfazem as relagdes de ortogonalidade

I I
f P () (x) dx = f senmmx sennmx dy =0, m # n, (19)
0 0

estabelecidas na Segio 10.2 por integragio direta. Além disso, os autovalores podem ser ordenados de
modo que A, < A, < ... ¢ i, — 00 quando n — oc. Finalmente, cada autovalor estd associado a uma tnica
autofungdo lincarmente independente.

Vamos supor que os autovalores do problema de Sturm-Liouville (1), (2) estdo ordenados como indi-
cado no Teorema 11.2.3. Existe uma autofungio ¢, associada a cada autovalor A,, determinada a menos
de uma constante multiplicativa. E conveniente, muitas vezes, escolher a constante arbitrdria que multi-
plica cada autofungio de modo a satisfazer a condigio

1
fr(xmi(x)dx:l, n=12.... (20)
0

A Eq. (20) ¢ uma condigio de normalizagio, e as autofungoes que satisfazem essa condigio sio ditas nor-
malizadas. De fato, neste caso elas formam um conjunto ortonormal (em relagio a fungio peso r), pois
satisfazem, também, a relagio de ortogonalidade (15). Algumas vezes € qtil combinar as Egs. (15) e (20) em
uma unica equagio. Para isso, definimos o simbolo 3, conhecido como a fungao delta de Kronecker,* por

0, sem #n,
an— {1. sem=n. {2”
Usando a delta de Kronecker, podemos escrever as Eqs. (15) e (20) como
1
f r(xX)@m(x), (x) dx = 8,. (22)
0

‘Leopold Kronecker (1823-1891), um aluno de Dirichlet, esteve as_sncindo  Universidade de Berlim a maior parte de sua
vida.embora (ji que era independentemente rico) sé tenha tido posigio como professor a partir de 1883. Trabalhou em teoria
dos nimeros, fungdes elipticas, dlgebra e suas inter-relagoes.
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PROBLEMAS DE VALORES DE CONTORNO E TEORIA DE STURM-LIOUVILLE 32_1

Determine as autofungdes normalizadas do problema (10):
Vi+ay=0, ¥0) =0, y(1)=0.

Os autovalores deste problema sdo 4, = 7, 4, = 47°, ... 4, = 0’ ... ¢ as autofungdes associadas sdo k, sen mx,
k; sen 2xx, ... k, sen nxx. ..., respectivamente, Nesse caso a fungio peso ¢ r(x) = 1. Para satisfazer a Eq. (20),
precisamos escolher &, tal que

I
f (kysennzx)’ dy = 1 (23)
1]
para cada valor de n. Como
1 t
R;f sen’ nrxdx = i\"f (3 = Lcos2nax)dx = LK.
(i} i}

a Eq. (23) ¢ satisfeita se k, for escolhido como sendo v/2 para cada valor de n. Logo. as autofungdes normaliza-
das do problema de valores de contorno dado sio

¢ulx) = V2sennrx, n=1273,.... (24)

Determine as autofungoes normalizadas do problema
Y'+ay=0, viy =0, ¥ +yl)=0. (25)
No Exemplo 1 da Segio 11.1 vimos que os autovalores 2 satisfazem a equagio
sen \.-*"A_,. + 2, cO8 \: =0 (26)
e que as autofungoes associadas sio
dalx) = k, seny/a, x. (27)

onde k, ¢ arbitrdria. Podemos determinar &, da condiciio de normalizagao (20). Como r(x) = | neste problema,
lemos

. 1
[ ¢3,[.l') dx = k:: f sen’ Vg Xy
i i

I - . — O T
2 | g fo | X SeNL A, X
..ﬂﬂ-[‘ (E—FLKT!&E\ .’.1-_.1] d.l—;\"(i— '4—'— ,:)

s i —sen i, cos Vi,

0

5 2k —sen2Vh,

= k =k

" A " 2/

5 1+ cos? Vi,

= !\n —2'__-
onde usamos a Eq. (26) no altimo passo. Logo, para normalizar as autofungoes ¢,. precisamos escolher
5 12
ky = (;) ; (28)
A +cos’ Vi,

As autofungoes normalizadas do problema dado sio
V2seny/A, x

”L‘-) = __"'_-,'_"-'_""".;:
¢ (1 4 cos* /a2

n=12,.... (29)

Vamos considerar agora o problema de expandir uma fungao f dada em uma série de autofungoes do
problema de Sturm-Liouville (1), (2). Jd vimos exemplos de tais expansdes nas Se¢oes de 10.2 a 10.4, Por
exemplo, mostramos que se fé continua, tem derivada seccionalmente continuaem 0 < x < 1 e satisfaz as
condigoes de contorno f{0) = f(1) = 0, entdo f pode ser expandida em uma série de Fourier da forma

f(x) = Z b, sennmx. (30)

n=1
As fungbes sen nax, n = 1,2, ..., sdo precisamente as autofungdes do problema de valores de contorno
(10). Os coeficientes b, sao dados por

!
by = Zf fx)sennmx dx (31)
0
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Teorema 11.2.4

EXEMPLO

¢ a série (30) converge para cada x em 0 < x < 1. De maneira andloga, f pode ser expandida em uma
série de Fourier em cossenos usando-se as autofungdes cos nxx,n =0, 1,2, ..., do problema de valores de
contorno y" + 4y =0,y"(0) =0,y'(1) = 0.

Suponha que uma fungio f dada, satisfazendo condi¢des convenientes, pode ser expandida em uma
série infinita de autofungdes do problema de Sturm-Liouville mais geral (1), (2). Se isso puder ser feito,
entao

flx)= Zc,.qbn(.t), (32)

n=1
onde as fungdes ¢,(x) satisfazem as Egs. (1) ¢ (2) ¢. também, a condigio de ortogonalidade (22). Para
calcular os coeficientes na série (32), multiplicamos a Eq. (32) por r(x)¢,,(x), onde m é um inteiro positivo
fixo, e integramos de x = 0 a x = 1. Supondo que a série pode ser integrada termo a termo, obtemos

1 ac 1 o
f r(-r}f{-t)‘ﬁm (x)dx = Z Cn f r(X)pm (x)Pn(x) dx = Z CnBmn-
0 n=1 0 n=1 (33 )

Logo, usando a definig¢ao de §,,,, temos

1
Con = f r()f (), (x) dx = (f, roy,). m=12.....
0 (34)

Assim, os coeficientes na série (32) foram determinados formalmente. A Eq. (34) tem a mesma estrutura
que as f6rmulas de Euler-Fourier para os coeficientes de uma série de Fourier. e a série em autofungdes
(32) também tem propriedades de convergéncia semelhantes as das séries de Fourier. O teorema a seguir
¢ andlogo ao Teorema 10.3.1.

Sejam ¢,. @5, ..., ¢, ... as autofungdes normalizadas do problema de Sturm-Liouville (1), (2):
[Py — qx)y + Ar(x)y =0,

a1y(0) + a2y’(0) = 0, Biy(1) + B2y'(1) = 0.

Suponha que fe f’ sdo seccionalmente continuas em 0 < x < 1. Entao a série (32), com os coeficientes ¢,
dados pela Eq. (34), converge para [f(x+) + f(x=)]/2 em cada ponto do intervalo aberto 0 < x < 1.

Se fsatisfizer outras condigdes além dessas, serd possivel estabelecer uma conclusido mais forte. Suponha
que além das hipéteses do Teorema 11.2.4 a fungio f¢ continuaem 0 < x < 1. Se @, = 0 na primeira das
Eqgs. (2) [de modo que ¢,(0) = 0]. suponha que f(0) = 0. Analogamente, se £, = 0 na segunda das Egs. (2),
suponha que f(1) = 0. Caso contririo, ndo hid necessidade de se supor nenhuma condigio de contorno
para f. Entao, a série (32) converge para f(x) em todos os pontos do intervalo fechado 0 < x < |,

Expanda a fungdo
fx)y=x, D=x=<1 (35)

em termos das autofungdes normalizadas ¢, (x) do problema (25).
Vimos. no Exemplo 2. que as autofungdes normalizadas sio
dn(x) = k,seny/A, x, (36)

onde k, é dada pela Eq. (28) e A, satisfaz a Eq. (26). Para encontrar a expansdo para f em termos das autofun-
goes ¢, escrevemos

f(f) = ZG.%(I). (3?)

n=|

onde os coeficientes sdao dados pela Eq. (34). Logo,

1 |
Co == f FX)@n(x) dx = K, f xseny/A, xdx.
0 (1]

Integrando por partes, obtemos
seny/A,  €osyAy, 2sen/A,
Ch =K - =k, —,

An ™
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onde usamos a Eq. (26) na ultima passagem. Substituindo k, dada pela Eq. (28), obtemos
22 sen/x,

o Aa(l +cos? /3,12 i
Portanto,
Jiee=4 i sen/1, seny/k, x (39)

a1l +cos? Vi)

Observe que embora a expressio a direita do sinal de igualdade na Eq. (39) seja uma série em senos, ndo estd
incluida na discussio sobre séries de Fourier na Segao 104,

Problemas Autoadjuntos. Problemas de valores de contorno de Sturm-Liouville tém importancia pro-
pria, mas podem ser vistos também como pertencentes a uma classe muito maior de problemas que tém
muitas das mesmas propriedades. Por exemplo, existem muitas semelhangas entre problemas de Sturm-
Liouville e o sistema algébrico

AX = X, (40)

onde a matrizn x n A € real e simétrica ou autoadjunta. Comparando os resultados mencionados na Se-
¢ao 7.3 com os desta se¢do. observamos que em ambos os casos os autovalores sao reais e as autofungdes
ou autovetores formam um conjunto ortogonal. Além disso, as autofungoes ou autovetores podem ser
usados como uma base para se expressar uma fungio ou vetor essencialmente arbitrario, respectivamen-
te, como uma soma. A diferenga mais importante ¢ que a matriz tem apenas um numero finito de autova-
lores ¢ autovetores, enquanto um problema de Sturm-Liouville tem uma infinidade. E interessante, e de
importancia fundamental em matematica, que esses problemas aparentemente diferentes — o problema
matricial (40) e o problema de Sturm-Liouville (1), (2) — que aparecem de maneiras diferentes, sdo, de
fato, parte de uma tinica teoria subjacente. Normalmente. referimo-nos a essa teoria como a teoria dos
operadores lincares, ¢ ela faz parte da drea de andlise funcional.

Vamos mostrar agora algumas generalizagoes para os problemas de Sturm-Liouville que ainda preser-
vam os principais resultados dos Teoremas 11.2.1 a 11.2.4 — a existéncia de uma sequéncia de autovalores
reais que tendem a infinito. a ortogonalidade das autofungoes e a possibilidade de se expandir uma fungao
arbitrdria em uma série de autofungoes. Estas generalizagoes dependem da validade da relagio crucial (8).

Vamos considerar o problema de valores de contorno que consiste na equagao diferencial

Llv] = Ar(x)y. 0=x<I, (41)

onde

oy, ¥
Lyl = Pyx) == +--- +P;:‘.r;;'~!i + Po(x)y, (42)
dx dx
e n condigoes de contorno lincares homogéneas nas extremidades do intervalo. Se a Eq. (8) for valida
para um par de fungoes suficientemente diferencidaveis que satisfagam as condigdes de contorno, entdo
o problema dado ¢ dito autoadjunto. E importante notar que a Eq. (8) envolve restrigdes tanto sobre a
equagao diferencial quanto sobre as condigoes de contorno. O operador diferencial L tem que ser tal que
0 mesmo operador apareca em ambos os termos da Eq. (8). Para isso, é preciso que L tenha ordem par.
Além disso, um operador de segunda ordem tem que ter a forma (3), um operador de quarta ordem tem
que ter a forma

LIyl = [p)y"]” = [qx)y'] + s(x)y, (43)

e operadores de ordem mais alta t1€m que ter uma estrutura analoga. Além disso, as condigbes de contorno tém
que ser tais de modo a eliminar os termos de fronteira que aparecem durante a integragao por partes usada
para se deduzir a Eq. (8). Por exemplo, em um problema de segunda ordem isso € verdadeiro para as condi-
¢oes de contorno separadas (2) e também em outros casos, um dos quais € dado no Exemplo 4 a seguir.

Vamos supor que temos um problema de valores de contorno autoadjunto para a Eq. (41), onde L[y]
¢ dado pela Eq. (43). Vamos supor que p, g, r e s sdo continuas em 0 < x < | e que as derivadasde pe g
indicadas na Eq. (43) também sdo continuas. Se, além disso, p(x) > 0 e r(x) > 0 em 0 < x < 1, entdo vai
existir uma sequéncia infinita de autovalores tendendo a +~0, com autofungdes ortogonais em relagdo a
fungio peso r e uma fungdo arbitriria podera ser expandida em uma série de autofungoes. No entanto, as
autofungoes podem nio ser simples para esses problemas mais gerais.

Vamos considerar agora a relagio entre problemas de Sturm-Liouville e séries de Fourier. Observa-
mos, anteriormente, que as séries de Fourier em senos e em cossenos podem ser obtidas usando-se as au-
tofungoes de determinados problemas de Sturm-Liouville envolvendo a equagdo diferencial y" + Ay = 0.
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EXEMPLO

Isso levanta uma pergunta: podemos obter uma série de Fourier completa, incluindo os termos tanto em
senos como em cossenos, escolhendo-se um conjunto apropriado de condigdes de contorno? A resposta
¢ dada pelo exemplo a seguir, que serve para ilustrar. também. a ocorréncia de condi¢des de contorno
nao separadas.

Encontre os autovalores e autofun¢des do problema de valores de contorno
y' +iy=0. (44)
y(=L)—y(L) =0, Yv(=Ly—=y(L)y=0. (45)

Este ndo é um problema de Sturm-Liouville, jd que as condigdes de contorno nio sio separadas. As condigoes
de contorno (45) sdo chamadas condi¢des de contorno periddicas. jd que ¢las forcam que y e v' tenham os mes-
mos valoresem x = L e x = - L. De qualquer modo, a demonstragzo de que o problema (44). (45) ¢ auto-adjunto
¢ direta. Um cdlculo simples estabelece que 2, = 0 é um autovalor e com autofungio associada ¢,(x) = 1. Além
disso, existem autovalores adicionais A, = (/L) k. = (27/L), ....5, = (nx/L)*. ... A cada um desses autovalores
ndo nulos correspondem duas autofungdes linearmente independentes: por exemplo, associadas a A, existem
duas autofungdes ¢, (x) = cos(nmx/L) e ¥, (x) = sen(nmx/L). Isto ilustra o fato de que os autovalores podem nio
ser simples quando as condigdes de contorno nio sdo separadas. Além disso. se procurarmos expandir uma
fungao dada de periodo 2L em uma série de autofungdes do problema (). (45). obteremos a série

x
ap Z nrx nTx
f(t) - -5 ¥ n=1 (a" o L W bﬂ “ER I ) ’

que ¢, simplesmente. a série de Fourier de f.

Nio vamos considerar mais problemas com condi¢oes de contorno nio separadas, nem trataremos de
problemas de ordem maior do que a segunda. exceto em poucos problemas. Existe. no entanto, outro tipo
de generalizagio que queremos discutir. E o caso em que os coeficientes p. g e r na Eq. (1) ndo satisfazem
condigoes de continuidade e positividade tdo estritas como as enunciadas no inicio desta segio. Tais pro-
blemas sdo chamados de problema de Sturm-Liouville singulares e seriio tratados na Segiao 11.4.

PROBLEMAS

Em cada um dos Problemas de 1 a 5, determine as autofungoes normalizadas do problema dado.
Ly +iy=0. y0)=0 y(1)=0

Yy +iy=0, Yy =0, y»hh=0

LY Ay =10, V=0, ¥v(l)=0

Y =0, V(0)=0, y()+y(l)=0; vejaaSecioll.l,Problemas8.

vVi=2yY +(1+L)y=0, v =0, y(1)=0; vejaaSecioll.l.Problema 17.

th B WM

ey
Em cada um dos Problemas de 6 a 9, encontre a expansdo em autofungoes 3 a,é,(x) da fungio dada, usando
as autofungdes normalizadas do Problema 1. el

6. flx) =1, 0D<x<l 7. f(x) =x. D<r<l
05.t~:% 2x D<x<i
8. flx) = : 9. fx) = 1 :
: ;3 Sx=1 1, 3 <x=]

oc
Em cada um dos Problemas de 10 a 13, encontre a expansio em autofungoes 3 a,¢,(x) da funcio dada usando

as autofungdes normalizadas do Problema 4. n=
10. f(x) =1, D=<x=<1 11. f(x) =x, 0<x=<1

s D<x<i
12. f(x)=1-—x, 0<x<l 13; f(.r}=lo‘ %sxsi

Em cada um dos Problemas de 14 a 18, determine se o problema de valores de contorno dado ¢ autoadjunto.
4. y'+y +2y=0, y0 =0 y1)=0

15 142" +20y +y=0, y(@0) =0, y)+2y(LH=0

16. y'+y=4y, yO)-y1)=0, y@©0-y1)=0

17. A4+ 23y + 2y +y = A1 + %)y, yO) =y 1) =0, y(0)+2y(1)=0

18. y'+iy=0, y0=0, ym+y@ =0
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19. Mostre que se as fungoes u e v satisfazem as Eqs. (2) e se @, = 0,0u f, = 0, ou ambos, entio,
1
plx) [n'ull'(r} - lll.\‘)t"{.\'}] |“ =1,
20. Neste problema, esbogamos uma demonstragdo para a primeira parte do Teorema 11.2.3; que os autovalo-

res do problema de Sturm-Liouville (1), (2) sdo simples. A demonstragdo é por absurdo.

(a) Suponha que um autovalor dado A ndo € simples. Entdo existem duas autofuncoes ¢, e ¢, associadas
lincarmente independentes, ou seja, uma nao € multipla da outra.

(b) Calcule o wronskiano W(g,, ¢,)(x) ¢ use as condigdes de contorno (2) para mostrar que W(,, ¢,)(0) = 0.

(c) Use o Teorema 3.2.6 para chegar a uma contradigio, o que estabelece que os autovalores 1ém que ser
simples, como enunciado no Teorema 11.2.3.

21, Considere o problema de Sturm-Liouville
—[pCOy'| + g(x)y = ar(x)y,

a v(0) + a2y (0) =0, Bivily + By’ (1) =0,
onde p. g ¢ rsatisfazem as condigoes enunciadas no texto.
(a) Mostre que, se A for um autovalor e se ¢ for uma autofungio associada. entdao

] ]
,f ro’ dy =[ (pd” + qo*) dv + %pm«pfu) = :—'pm;o-‘un_
i 1] A 2

desde que e, # 0 ¢ g. # 0. Como este resultado tem que ser modificado se «- =0 ou fi, =0?
(b) Mostre que.se g(x) = 0e.se 8./8, e -« /i, ndo forem negativos, entdo o autovalor 4 serd maior ou igual
a z¢ro,
(c) Sobas condigoes doitem (b), mostre que o autovalor 4. ¢ estritamente positivo a menos que «; = f, =0
eqgly)=0paratodoxem0 < x < 1.
22, Deduza a Eg. (8) usando o produto interno (9) e supondo que i ¢ v sio fungdes complexas.
|
Sugestao: considere a quantidade f Llu]vdx, separe 1 ¢ 1 em suas partes reais ¢ imagindrias e proceda
COmo no texto. o
23, Neste problema. esbogamos uma demonstragio de que as autolungoes do problema de Sturm-Liouville
(1).(2) sdo reas.
(a) Sejam 2 um autovalor ¢ ¢ uma autolungio associada, Suponha que ¢(x) = U(x) + iV(x) e mostre que
U e V sio também autofungoes associadas a 2.
(b) Usando o Teorema 11.2.3, ou o resultado do Problema 20, mostre que U e V sdo linearmente depen-
dentes.
(c) Mostre que ¢ tem que ser real. a menos de uma constante multiplicativa que pode ser complexa.
24. Considere o problema
v = - vilhy =0, yw2)=0.
Note que 4 aparcce como um coeliciente de ', além do proprio y. E possivel estender a defini¢ao de pro-
blema autoadjunto para este tipo de problema e mostrar que este problema particular ndo ¢ autoadjunto.
Mostre que o problema tem autovalores, mas que nenhum deles ¢ real. Isso ilustra que, em geral, proble-
mas que ndo sio autoadjuntos podem ter autovalores que ndo sio reais,

Deformagio de uma Coluna Elistica. Na investigagao da deformagio de uma coluna eldstica de comprimento
L sob uma forga axial P (Figura 11.2.1a), somos levados a equagio diferencial

yY A =0, 0O<x<lL. (i)

O pardmetro A € iguala P/El, onde E é o médulo de Young ¢ /¢ o momento de inércia da segdo reta em relagio
a um eixo que passa pelo centroide e ¢ perpendicular ao plano xy. As condigoes de contornoemx=0e x = L
dependem de como as extremidades da coluna estao apoiadas. Condigoes de contorno tipicas sio

y=y =0,  extremidade fixa;
v=y"=0, extremidade apoiada (com dobradiga).

A barra ilustrada na Figura 11.2.1a estd simplesmente apoiada em x = 0 ¢ presa em x = .. Deseja-se determinar
os autovalores ¢ autofungdes da Eq. (1) sujeita a condigdes de contorno adequadas. Em particular, o menor
autovalor i, dd a forga que faz com que a coluna se deforme ou possa ficar em uma posigao de equilibrio curva,
como ilustrado na Figura 11.2.16. A autofungao associada descreve a configuragao da coluna deformada. Note
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que a equagio diferencial (i) ndo estd coberta pela teoria descrita nesta sego. E possivel mostrar, no entanto,
que em cada um dos casos dados aqui todos os autovalores sio reais e positivos. Os Problemas 25 e 26 tratam
de problemas sobre deformagio de colunas.

25.

26.

& 27.

(a) (b)
FIGURA 11.2.1 (a) Uma coluna sendo comprimida. (h) Forma da coluna deformada,

Para cada uma das condicdes de contorno a seguir, encontre o menor autovalor (a forga de deformagio)
de v + 4y" = 0 e encontre também a autofungido associada (a forma da coluna deformada).

(a) y(0) =y"(0) =0. yLy=y"(L)=0

(b) y(0) = y"(0) =0, v(iL)y=y(L)=0

(c) y(0)=y'(0)=0. L) =y()=0

Em alguns problemas de deformagio. o parametro autovalor aparece nas condigoes de contorno, além da
equagao diferencial. Tal caso ocorre quando a coluna estd presa em uma das extremidades e a outra extre-
midade estd livre. Neste caso, a equagio diferencial y™ + 23" = 0 tem que ser resolvida sujeita as condigdes
de contorno

vi0) =0, V0 =0, y'(L)y=0, Y(L) + ay'(L) =0,

Encontre 0 menor autovalor e a autofungio associada.

Substincias dissolvidas em um aquifero sdo transportadas por dois mecanismos separados. O processo
pelo qual um soluto é transportado pelo grande movimento do fluxo da dgua subterrinea ¢ chamado de ad-
veegio. Além disso, o soluto é espalhado pelas flutuagoes em escala pequena na velocidade da dgua subterra-
nea ao longo de caminhos tortuosos do luxo dentro de poros individuais, um processo chamado de dispersiao
mecinica. A forma unidimensional da equagio de advecgio-dispersio para uma substincia dissolvida nio
reativa em um meio poroso isotrépico homogéneo saturado sob um fluxo uniforme regular é

¢+ vey = Degy, D<x< L, t>0, (1)

onde ¢(x. 1) € a concentragio do soluto. v ¢ a velocidade linear média da dgua subterrianea, D € o coeliciente
da dispersio hidrodindmica e L é o comprimento do aquifero. Suponha que as condigdes de contorno siio

c(0,0) =0, c(L,t) =0, t>0 (ii)
e que a condigdo inicial ¢
c.0)=fx), O<x<lL, (iii)

onde f(x) ¢ a concentragiio inicial dada do soluto.

(a) Suponha que c(x.r) = X(x)T(r), use 0 método de separagiio de varidveis ¢ encontre as equagoes satis-
feitas por X(x) e 7(r). respectivamente. Mostre que o problema para X(x) pode ser escrito na forma
de Sturm-Liouville

[P()X) + Ar(0)X =0, 0<x<lL, (iv)
X(0) =0, X'(L)=0, (v)

onde p(x) = r(x) = exp(-vx/D). Logo, os autovalores sio reais e as autofungdes sio ortogonais em
relagio a fungdo peso r(x).
(b) Seja u* = i — (v/4D%). Mostre que as autofungdes sao

X, (x) = €"P senp,x, (vi)
onde p, satisfaz a equagio

tanpul = -2Dpjv. (vii)

"
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(¢) Mostre graficamente que a Eq. (vii) tem uma sequéncia infinita de raizes positivas e que 1, = (27— 1)x/2L
para n grande.
(d) Mostre que

]

L Ao de s L gl 3
_/.‘. rix) X (x)dx = 3 + ‘FF‘:. sert ppl..
(¢) Encontre uma SL'\:Ut;iO formal do pmhlcma (i]. [ii], (iil} em lermos de uma série de aulofunqées
X, (x).

(f) Sejame=1.D=035L=10e flx)=45(x~3),onde § ¢ a fungio delta® de Dirac. Usando a solugiio encon-
trada no item (e). faga o grifico de c(x, 1) em fungio de x para diversos valores de 1, tais como 1 = 0,5; 1;
3:6 ¢ 10. Faga também o grifico de c(x. 1) em fungdo de r para diversos valores de x. Note que o nimero
de termios necessarios para se obter um grifico preciso depende fortemente dos valores de re de x.

(g) Desereva em poucas palavras como a solugio evolui com o tempo.

[}
o5

Um rastreador ndo reativo em uma concentragio ¢, estd sendo continuamente introduzido em um fluxo
regular na extremidade ro acima de uma coluna de comprimento L cheia de um meio granular homogé-
neo. Supondo que a concentragido do rastreador na coluna ¢ inicialmente nula, o problema de valores de
contorno que modela o processo ¢

¢, + ve, = Deyy, O<x<L. 130,
c(0,1) = ¢y, c(L,ry =0, t >0,
clx,0) =0, D<x<lL,
onde efx. ), ve D sio como no Problema 27.
(a) Suponha que ¢(v.1) = ¢, + ulx, 1) ¢ encontre o problema de valores de contorno satisfeito por u(x, r).
(b) Procedendo como no Problema 27, encontre u(x.r) em termos de uma expansio em autofungoes.
(¢) Sejamuv=1.D=05.¢ =1¢L = 10.Faga graficos de c(x.r) em fungio de x para diversos valores de t
¢ tamb¢ém em funcido de ¢ para diversos valores de v,
(d) Descreva em poucas palavras como a solugao evolui com o tempo. Por exemplo, quanto tempo leva
para a solugio praticamente coincidir com a solugio estado estaciondrio?

11.3 Problemas de Valores de Contorno Nao Homogéneos

Nesta se¢io vamos discutir como resolver problemas de valores de contorno nido homogéneos tanto para
equagoes diferenciais ordindrias quanto para parciais. A maior parte de nossa atengiio estard direcionada
para problemas onde s6 a equagio diferencial ndo ¢ homogénea. enquanto as condigdes de contorno
sdo homogéneas. Vamos supor que a solugio pode ser expandida em uma sériec em autofungées de um
problema relacionado homogéneo ¢ vamos determinar depois os coeficientes nesta série, de modo que
o problema ndo homogéneo seja satisfeito. Vamos descrever este método primeiro para problemas de
valores de contorno para equagoes diferenciais lineares ordindrias de segunda ordem. Depois, vamos
ilustrar sua utilizagio em equagdes diferenciais parciais resolvendo um problema de condugio de calor
em uma barra com propriedades varidaveis e na presenga de fontes de calor.

Problemas de Sturm-Liouville nao Homogéneos. Considere o problema de valores de contorno que
consiste na equagao diferencial nio homogénea
Liy] = —[p)y'] + qx)y = pr(x)y + f(x), (1)
onde y ¢ uma constante dada e f¢ uma fungio dada em 0 < x < 1, e nas condigoes de contorno
a1 ¥(0) + a2y'(0) = 0, Biy(l) + Bay'(1) = 0. (2)

Como na Segdo 11.2, vamos supor que p, p’, ¢ ¢ r sio continuas em 0 < x < 1 e que p(x) >0 e r(x) >0 ai.
Vamos resolver o problema (1), (2) usando as autofungdes do problema homogéneo associado que con-
siste na equagao diferencial

Lly] = ir(x)y (3)

Veja a Segio 6.5, especialmente a Eq. (16) daquela segiio.
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e nas condigoes de contorno (2). Sejam A, < X, < ... <&, < ... 0s autovalores deste problema e sejam ¢,
@1y +eor s ... As autofungoes normalizadas associadas.

Vamos supor que a solugao y = ¢(x) do problema ndo homogéneo (1), (2) pode ser expressa como uma
série da forma

o0
P(x) = an¢::(xJ- (4)
n=1
Da Eq. (34) da Secao 11.2, sabemos que
1
ba= f r(x)@(x)¢n(x) dx, n=1,2,.... (5)
0

No entanto, como ndo conhecemos @(x) ndo podemos usar a Eq. (5) para calcular b,. Em vez disso, vamos
tentar determinar b, de modo que o problema (1), (2) seja satisfeito e depois usar a Eq. (4) para encontrar
¢(x). Note que ¢ dado pela Eq. (4) sempre satisfaz as condi¢des de contorno (2).jd que cada ¢, satisfaz.

Vamos considerar, agora, a equagio diferencial que ¢ tem que satisfazer. Ela ¢ simplesmente a Eq. (1)
com ¢ no lugar de y:

L[¢](x) = pr(x)¢(x) + f(x). (6)

Vamos substituir a série (4) na equagdo diferencial (6) e tentar determinar b, de modo que a equagdo
diferencial seja satisfeita. O termo 4 esquerda do sinal de igualdade na Eq. (6) fica

L[Qﬁ](” = [Z b"¢”:l (x) = an[‘[‘pn](-‘:}
n=1

n=1

o
= Z by r(xX)p,(x), (7)
n=1
onde supusemos que podemos trocar a ordem das operagoes de soma ¢ de diferenciagio.
Note que a funcao r aparece na Eq. (7) e. também, no termo per(x)p(x) na Eq. (6). [sso sugere reescre-
ver o termo nio homogéneo na Eq. (6) como r(x)[f(x)/r(x)],de modo que r(x) aparega. também, multipli-
cando esse termo. Se a fungio f/r satisfaz as condigoes do Teorema 11.2.4, entio

flo) > _
'r_(;)' = ;Cn‘pn[-t)' (8)
onde, usando a Eq. (5) com f/r no lugar de .
Lo fo :
Cp = r(x)——g¢u(x)de = | f(x)¢,(x)dx, A= 2nws (9)
0 rx) 0

Usando as Eqs. (4), (7) e (8) para substituir ¢(x), L[¢](x) e f(x), respectivamente, na Eq. (6), obtemos

o oo (=]
Z bu;‘wr(-ﬂ‘ﬁbfr(-ﬂ = pur(x) Z butpy(x) + r(x) Z CppplX).

n=| n=1 n=l1

Depois de juntar os termos e cancelar o fator comum nio nulo r(x). temos

5
Y [ = 1)y — cn]ba(x) = 0. (10)
n=|

Se a Eq. (10) for satisfeita para todo x no intervalo 0 < x < |, entdo o coeficiente de ¢, (x) terd que ser zero

para todo n; veja o Problema 14 para uma demonstragio deste fato. Logo,

(An = )by —cn =0, n=12,.... (11)

Precisamos agora considerar dois casos principais, um dos quais tem dois subcasos.
Suponha, primeiro, que u # A, paran = 1,2, 3, ..., ou seja, u € diferente de todos os autovalores do
problema homogéneo correspondente. Entao

Cn
b, =
! )\'ﬂ —H

% n=1,2.3»-~- (12}

o0

y=¢x) = E lﬂ‘v‘:“%(x). (13)

n=1
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Teorema 11.3.2
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A Eq. (13), com ¢, dado pela Eq. (9). ¢ uma solugio formal do problema de valores de contorno nio
homogéneo (1), (2). Nosso argumento nao prova que a série (13) converge. No entanto, qualquer solugiao
do problema de valores de contorno (1), (2) satisfaz claramente as condigoes do Teorema 11.2.4; de fato,
satisfaz as condi¢oes mais fortes dadas no pardgrafo que segue o teorema citado. E razodvel, portanto,
esperar que a série (13) convirja em cada ponto, ¢ este fato pode ser estabelecido desde que, por exemplo,
fseja continua,

Vamos supor agora que u € igual a um dos autovalores do problema homogéneo correspondente, por
exemplo, u = 2,;entio, a situagdo € muito diferente. Neste caso, paran =m.a Eq. (11) tem a forma
0-b, - ¢, =0.Novamente, precisamos considerar dois casos.

Se p =4, ¢, # 0,entdo ¢ impossivel resolver a Eq. (11) para b, ¢ o problema ndo homogéneo (1),
(2) ndo tem solugao.

Se ji = 4, ec, =0,entdo a Eq. (11) € satisfeita independentemente do valor de b_: em outras palavras,
b,, permancce arbitrario. Neste caso, 0 problema de valores de contorno (1), (2) tem solugdo. mas ela ndo
¢ tnica, ja que contém um miltiplo arbitrdrio da autofun¢io ¢,,.

Como ¢, ¢ dado pela Eq. (9), a condigdo ¢,, = 0 significa que

1
[ f(_t)gﬁ,,‘(_(‘] dx =0. (14]
]

Logo, se jt = &,,.0 problema de valores de contorno nido homogéneo (1), (2) s6 pode ser resolvido se f for
ortogonal & autofungao associada ao autovalor 4,
Os resultados que acabamos de obter formalmente estao resumidos no teorema a seguir.

O problema de valores de contorno ndo homogénco (1), (2) tem uma tnica solugio para cada f conti-
nua sempre que g for diferente de todos os autovalores do problema homogéneo associado: a solugio
¢ dada pela Eq. (13). e a série converge para todox em 0 < x < |. Se ¢ for igual a um autovalor 4, do
problema homogéneo associado, entdo o problema de valores de contorno ndo homogéneo nao tem
solugio, a menos que fseja ortogonal a ¢, ou seja, a menos que a condigio (14) seja valida. Neste caso,
a solugdo ndo ¢ unica e contém um multiplo arbitrdrio de ¢,,(x).

A parte principal do Teorema 11.3.1 ¢ enunciada, algumas vezes, da seguinte forma:

Para um dado valor de g, ou o problema ndo homogéneo (1), (2) tem uma tnica solugio para cada f
continua (se y for diferente de todos os autovalores 4, do problema homogéneo associado), ou entdo o
problema homogéneo (3), (2) tem uma solugdo ndo trivial (a autofungio associada a 2,,).

Essa tltima forma do teorema ¢ conhecida como a alternativa de Fredholm.” Este ¢ um dos teoremas
basicos da andlise matemiitica, ¢ ocorre em muitos contextos diferentes. Vocé pode conhecé-lo em cone-
xdo com conjuntos de equagoes algébricas lineares, onde a propriedade de o determinante da matriz de
coeficientes ser ou ndo nulo substitui as afirmagdes sobre p e 4,,. Veja a discussio na Segio 7.3,

Resolva o problema de valores de contorno

Y2y =-x (15)
v0) =0,  y()+y(l)=0. (16)
Este problema particular pode ser resolvido diretamente de mancira elementar e tem solugio
sen v2.x X (17)
Y e
T senv2+ V2cosv2 2

*0 matematico sueco Erik Ivar Fredholm (1866-1927), professor na Universidade de Estocolmo, estabeleceu a teoria moder-
na de equagdes integrais em um artigo fundamental publicado em 1903. O trabalho de Fredholm enfatizou as semelhangas
entre equagdes integrais e sistemas de equagdes algébricas lineares. Existem, também, muitas relagdes entre equagdes dife-
renciais e equagoes integrais; por exemplo, veja a Segdo 2.8 ¢ o Problema 22 da Segio 6.6,
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O método de solugio descrito a seguir ilustra 0 uso de expansiao em autofungdes, um método que pode ser
usado em muitos problemas que nio podem ser resolvidos por procedimentos elementares.
Comegamos colocando a Eq. (15) na forma

—V' =2y +x (18)

de modo a ficar com a mesma forma que a Eq. (1). Procuramos a solugao do problema dado como uma série
em termos das autofungdes normalizadas ¢, do problema homogéneo associado

y'+ay=0, v0) =0, y(Li+yi()=0. (19)
Estas autofungdes foram encontradas no Exemplo 2 da Secdo 11.2 e sdo
dn(x) = k,seny/h, x, (20)
onde i
ka;(ﬁﬁ—:) ) (21)
e i, satisfaz

scn\/k—,,-:—\/l_,,cos\/l_,,=0. (22)

Lembre que vimos, no Exemplo 1 da Segio 11.1. que
a = 4116, Ay =24 14,
hs = 63.66, i = Q2n—=12%/4 paran=4,5 ...
Supondo que y € dado pela Eq. (4).

x
y= Z buQ"n{I).
n=|

segue que os coeficientes b, sdo dados pela Eq. (12).

Cll
=2
onde os ¢, sdo os coeficientes da expansiio do termo nio homogéneo f(x) = x na Eq. (18) em fungio das auto-
fungdes ¢,. Esses coeficientes foram encontrados no Exemplo 3 da Segio 11.2 ¢ sio
2 2sen/a,

T Aall + cos? Vi)

b, =

Cr (23)

Juntando tudo, obtemos finalmente a solugio

= sen /i, i B
: _4.21:5‘,.(1,,-3(1 Feow Jim VA .
Embora as Eqgs. (17) e (24) paregam muito diferentes, elas sdo, de fato, duas expressoes diferentes para a
mesma fungdo. Isso segue da unicidade no Teorema 11.3.1 ou 11.3.2, jd que A = 2 ndo ¢ autovalor do problema
homogéneo (19). Por outro lado, pode-se mostrar a equivaléncia das Egs. (17) e (24) expandindo-se a expressio
a direita do sinal de igualdade na Eq. (17) em termos das autofungdes ¢,(x). Para esse problema é claro que a
formula (17) € uma expressido mais conveniente para a solugio do que a Eq. (24). No entanto, enfatizamos mais
uma vez que em outros problemas podemos nio ser capazes de obter a solugio, exceto por métodos envolven-
do séries (ou métodos numéricos).

Problemas de Condugdo de Calor Nao Homogéneos. Para mostrar como a expansiio em autofungoes
pode ser usada para se resolver problemas envolvendo equagoes diferenciais parciais, vamos considerar
a equagiio do calor generalizada

r(xu, = [pougle — gx)u + F(x,1) (25)
com as condigdes de contorno
w, (0,0) = hyu(0,0) =0, u(1,0) + hau(l,t)y =0 (26)
e a condigao inicial
u(x,0) = f(x). (27)

Este problema foi discutido, anteriormente, no Apéndice A do Capitulo 10 e na Segdo 11.1. Nesta ltima
segido fizemos u(x, r) = X(x)T(r) na equagio homogénea obtida, supondo que F(x,r) = 0, e mostramos que
X(x) tem que ser solugio do problema de valores de contorno
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—[pXT +q)X = Ar(x) X, (28)
X(0-mhX0)=0,  X1)+hX(1)=0. (29)

Se supusermos que p, ¢ ¢ r satisfazem as condi¢oes adequadas de continuidade ¢ que p(x) e r(x) sdo
sempre positivas, o problema (28). (29) € um problema de Sturm-Liouville, como discutido na Segéo
11.2. Assim, obtemos uma sequéncia de autovalores A, < 4, < ... < A, < ... e autofungoes normalizadas
associadas ¢ s ..o e

Vamos resolver o problema de valores de contorno ndo homogéneo dado (25), (26), (27) supondo que
u(x.r) pode ser expresso como uma série de autofungoes

-
ulx, ) = Zb,;(l)tp,.(x_). (30)
n=1
¢ mostrando depois como determinar os coeficientes b,(1). O procedimento ¢ basicamente o mesmo
utilizado no problema (1), (2) considerado antes, embora seja mais complicado sob certos aspectos. Por
exemplo. os coeficientes b, agora dependem de 1,Jd que. caso contrério, 1 6 dependeria de x. Note que as
condigoes de contorno (26) sio automaticamente satisfeitas por uma expressio da forma (30), pois cada
&,(x) satisfaz as condigdes de contorno (29).
Vamos substituir u na Eq. (25) pela expressio na Eq. (30). Dos dois primeiros termos na expresso a
direita do sinal de igualdade na Eq. (23) obtemos. formalmente,

a ~ i L+ +]
[p(x)ue], — gl = — !:p{.tl Zh“(r]%(x)] —¢(x) Z by () ey (x)

dx n=1 n=1
20
= Z by (O [p(x)¢, ()] — g(x)d(x)]. (31)
n=1
Como[p(x)¢, ()] — qg(x)d,(x) = —4,r(x)@,(x). obtemos, finalmente,
oo
[ploin ], —glx)u = —r(x) Zb,,[r}l,,¢,,{.r). (32)

fr=|
Vamos considerar, agora, a expressio a esquerda do sinal de igualdade na Eq. (25). Temos

;j x
rixu = ”'t]ii—r Zh,;(f](,ﬁ,,[.t)

n=l

x
= r(x) Zb;,u}o’m(.r}. (33)
n=1
Temos também que expressar o termo nido homogénceo na Eq. (25) com uma série de autofungoes.
Mais uma vez, é convenicnte considerar a razido F(x, 1)/r(x) e escrever
F(x,1)
rix)

x
=) 7alDn(x), (34)
n=1

onde os coeficientes sio dados por

Y Fxn
wll) = | . A
Yaull) fu rix) ) du(x)dx

1
=f F(x, 0 (x) dx, n = Y200 (35)
0

Como F(x, 1) € dado, podemos considerar as fungoes y, (1) como sendo conhecidas.
Juntando todos esses resultados, substituimos as Eqgs. (32), (33) e (34) na Eq. (25) e vemos que

™ oo o0
r(x) Z b;(f}ﬂf’n{x} ==F(X) Z by (D Appy(x) 4 r(x) Z Va(t) P (x). (36)
n=1 n=|\ n=|
Para simplificar a Eq. (36), cancelamos o fator r(x) de todos os termos e escrevemos tudo dentro de um
somatorio:
D [BL0) + 2ubu(t) — yalt)]balx) = 0. (37)

n=]
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EXEMPLO

2

Mais uma vez, para que a Eq. (37) seja vélida para todo x em 0 < x < | € preciso que a quantidade dentro
dos colchetes seja nula para todo n (veja, novamente, o Problema 14). Logo, b, (1) ¢ uma solucdo da equa-
¢do diferencial ordindria linear de primeira ordem

by, (t) + Anba(t) = yu(0), n=12,..., (38)
onde y, € dado pela Eq. (35). Para determinar completamente b, (r), precisamos de uma condigao inicial
b, (0) = By, n=12,... (39)

para a Eq. (38). Obtemos isso da condigéo inicial (27). Fazendo = 0 na Eq. (30) ¢ usando a Eq. (27),
lemos

x o0
u(.r.ﬂ) = Z bfl(0)¢llt.'t) = Z Bn(bn(x) =f(1} [40)

n=1 n=|

Logo, os valores iniciais B, sdo os coeficientes da expansdao em autofungoes de f(x). Portanto,

1
B, = f r(x)f(x)¢,(x) dx, =12 00n (41)
0

Note que tudo que estd a direita do sinal de igualdade na Eq. (41) ¢ conhecido, de modo que podemos
considerar B, como conhecido.

O problema de valor inicial (38). (39) pode ser resolvido pelos métodos da Se¢ao 2.1. O fator integran-
te € p(r) = exp(a,¢), e segue que

(]
b, (1) = Be " +f e 1y (s) ds, n=12.... (42)
]

Os detalhes deste cdleulo sdo deixados para o leitor. Note que o primeiro termo a direita do sinal de igual-
dade na Eq. (42) depende da fungio fatravés do coeficiente B, enquanto o segundo depende do termo
nao homogéneo F através dos coeficientes y,(s5).

Assim, uma solugao explicita do problema de valores de contorno (25), (26), (27) é dada pela Eq. (30),

o
iix,t) = an(”fpn(x)-
n=1
onde os coelicientes b,(r) sdo determinados pela Eq. (42). As quantidades B, ¢ y,(3) na Eq. (42) sdo dadas,
por sua vez, pelas Eqs. (41) e (35). respectivamente.
Resumindo, para usar esse método para resolver um problema de valores de contorno como o dado
pelas Eqgs. (25), (26). (27), precisamos:

1. Encontrar os autovalores 4, e as autofungdes normalizadas ¢, do problema homogéneo (28), (29).
Calcular os coeficientes B, ¢ y,(s) das Egs. (41) e (35), respectivamente,

Calcular a integral em (42) para determinar b,(1).

Somar a série infinita (30).

=

Como alguns ou todos esses passos podem ser dificeis, 0 processo inteiro pode ser bastante complica-
do. Uma caracteristica que facilita ¢ que com frequéncia a série (30) converge rapidamente. caso em que
bastam alguns poucos termos para se obter uma aproximagio adequada da solugio.

Encontre a solugio do problema de condugio de calor

Up = Uy +X€7, (43)
u(0,1) =0, u L) +u(l,n)y =0, (44)
u(x,0) = 0. (45)

Novamente, vamos usar as autofunc¢oes normalizadas ¢, do problema (19) e supor que a solugdo i € dada pela

Eq. (30) _
u(x,) =Y ba(0) (x).

n=1

Os coeficientes b, sio determinados da equagio diferencial

b:' + Anbn = }’n“)‘ {46)
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onde 4, ¢ o n-ésimo autovalor do problema (19) e y,(1) € 0 n-ésimo coeficiente na expansio do termo nio ho-
mogéneo xe ' em termos das autofungocs ¢,. Temos. entio,

! |
Yull) = f xe ' (x)dy =e! f X, (x) dx
i} 0

f

| =CREs (47)
ondec, = f x¢,(x) dx € dado pela Eq. (23). A condigdo inicial para a Eq. (46) é
0
ja que a distribuigao inicial de temperatura (43) € zero em toda parte. A solugao do problema de valor inicial
(46).(48) ¢
¢ [Aa—=10t _
bu(r) = e ;"rf e e ds = c et e——_————l
n Ag—1
L‘" =t —hal
= e — ey, (49)
Ay—1

Logo. a solugio do problema de condugio de calor (43). (44). (45) ¢ dada por

= (seny/A,) (e — et ysen /1, x
n(.t..f)=4z G il . (50)

ralhy = il 4 cos? )

A solugdo dada pela Eq. (50) é exata, mas complicada. Para avaliar se € possivel obter uma aproximagio sa-
tisfatoria da solugiio usando-se apenas uns poucos termos desta série precisamos estimar sua velocidade de
convergéncia. Primeiro. dividimos a série na Eq. (30) em duas partes:

= T o P - 3
= sen i, senyi, x e a'sen i, senyi, x B

Ko (h — 1)(1 + cos /i) _42 ) 1)

wix, 1)y =4de’ .
e = Ak, = 1)(1 +cos? V3,)

Lembre, do Exemplo | na Segio 111, que os autovalores 7, sdo aproximadamente proporcionais a »°. Na pri-
meira série da Eq. (51) os fatores trigonométricos sio todos limitados quando i — ~¢: portanto, essa série con-

n
el =1

~ ~x
verge de maneira semelhante as séries Y 277 ou 3 n ' Logo. sio necessirios, no maximo, dois ou trés termos

para se obter uma excelente aproximagio para esta parte da solugio, A segunda série contém o fator adicional
e de modo que converge mais ripido ainda para £ > 0; todos os termos depois do primeiro sio despreziveis.
quase que certamente.

Outras Generalizagoes. Expansocs em autofuncgoes podem ser usadas para se resolver uma variedade
muito maior de problemas do que a discussio precedente ¢ os exemplos podem sugerir. Por exemplo,
condi¢Oes de contorno nio homogéncas independentes do tempo podem ser tratadas de maneira seme-
lhante ao que [oi feito na Segio 10.6. Para reduzir o problema a um com condigdes de contorno homo-
géneas, subtraimos de 1« uma fungio v escolhida de modo que satisfaga as condi¢des de contorno dadas.
Entdo a diferenga w = 1 — v satisfaz um problema com condigdes de contorno homogéneas, mas com um
termo ndo homogéneo e uma condigio inicial modificados. Este problema pode ser resolvido pelo pro-
cedimento descrito nesta segio.

Uma dificuldade em potencial no uso de expansio em autofungoes ¢ que ¢ preciso encontrar as auto-
fungoes normalizadas do problema homogéneo associado. Para uma equagio diferencial com coeficien-
tes varidveis isso pode ser dificil, senido impossivel. Em tais casos é possivel, algumas vezes, usar outras
fungdes, como autofungdes de um problema mais simples que satisfaga as mesmas condigdes de contorno.
Por exemplo, se as condigoes de contorno forem

u(0.1) =0. u(l.r) =0, (52)

pode ser conveniente substituir as fungdes ¢,(x) na Eq. (30) por sem nrx. Essas fungoes satisfazem, pelo
menos, as condi¢des de contorno, embora em geral ndo sejam solugdes da equagio diferencial homogé-
nea associada. A seguir, expandimos o termo nio homogéneo F(x, r) em uma série da forma (34), com
¢,(x) substituido, novamente, por sen ny, e depois substituimos tanto 1 quanto F na Eq. (25). Juntando
os coeficientes de sen nrx para cada n, temos um conjunto infinito de equagdes diferenciais lineares de
primeira ordem para determinar b (1), b.(1). ... A diferenga essencial entre este caso e o considerado
anteriormente € que agora as equagdes para as fungdes b, (1) estdo acopladas. Assim, elas ndo podem
ser resolvidas uma a uma como antes, mas tém que ser tratadas simultaneamente. Na pritica, o sistema
infinito ¢ substituido por um sistema finito aproximado, do qual sdo calculadas aproximagdes com um
numero finito de coeficientes.
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Problemas de valores de contorno para equagdes de ordem mais alta do que segunda ordem podem
ser resolvidos, muitas vezes, por expansio em autofungdes. Em alguns casos o procedimento segue, quase
que exatamente, o procedimento para equagoes de segunda ordem. No entanto, também podem aparecer
complicagdes variadas.

Finalmente, enfatizamos que a discussdo nesta segao foi puramente formal. Argumentos separados,
algumas vezes bastante elaborados, sdo necessdrios para se estabelecer a convergéncia da expansdo em
autofungdes ou justificar alguns dos passos usados, como a diferenciagio termo a termo da série de au-
tofungoes.

Existem, também, outros métodos bem diferentes para se resolver problemas de valores de contorno
ndo homogéneos. Um desses leva a uma solugao expressa como uma integral definida, em vez de uma sé-
rie infinita. Esta abordagem envolve certas fungdes conhecidas como fungdes de Green e, para equagdes
diferenciais ordindrias, é o assunto dos Problemas de 28 a 36.

PROBLEMAS

Em cada um dos Problemas de 1 a 5, resolva o problema dado usando expansdo em autofungoes.
1. ¥y 42y =—x, y(0)=0, y(1)=0
2.y 42y =—x, y(0) =0, y(1)=0; vejaaSegio1l.2.Problema7.
3.y 42y = —x, yi(0)=0, y(1)=0: vejaaSegioll.2. Problema 3.
4. v 42y =—x, Y0)y=0, y)+y(l)=0; vejaaSecio 1.2, Problema 11.
5. "4+ 2y=—1+|1 -2|. y0)=0, yl)=0
Em cada um dos Problemas de 6 a 9, determine uma expansido formal em série de autofungoes para a solugio
do problema dado. Suponha que fsatisfaz as condigoes do Teorema 11.3.1. Diga para quais valores de 1 a so-
lugio existe.
6. V' + py = —f(x), yOy =0, y()=0
7. ¥+ py = —f(x), y=0, yl)=0
B v+ py=—f(x), Y(0)y=0, y()=0
9. ¥y + py = —f(x), y)y=0, y(h+yl)=0
Em cada um dos Problemas de 10 a 13, determine se existe algum valor da constante a para o qual o problema
tem solugdo. Encontre a solugio para cada um desses valores.
10, y'+aly=a+x, y0)=0, y(l)=0
1. y' +dxly=a +x, y(0)=0, y1)=0
12. y' + iy =a, Y0 =0 y(1)=0
13 v +n’y=a—cosnx, y()=0, y(1)=0
14. Sejam ¢,. ..., @,. ... as autofungdes normalizadas da equacio diferencial (3) sujeita as condigdes de con-
torno (2). Se f: Cuipa(x) convergir para f{x), onde f{x) = 0 para todo x em 0 < x < | mostre que ¢, = () para
todo n. =]
Sugestdao: multiplique por r(x)é,(x), integre e use a propriedade de ortogonalidade das autofungoes.
I5. Seja L um operador diferencial linear de segunda ordem. Mostre que a solugio y = ¢(x) do problema

Lyl = f(x),

ay(0) +ayy'(0) =a, By + By’ (ly=b
pode ser escrita como y = u + v,onde u = ¢,(x) e v = ¢,(x) sdo solugdes dos problemas
Llu)l =0,

au(0) + axtd (0) = a, Py + g (1) = b

Liv] = f(x),

av(0) + av'(0) =0, Pru(l) + Bv'(1) =0,
respectivamente.
16. Mostre que o problema

Y +rly=n’x, yO0O) =1 y(1)=0
tem solugdo



17.

18.
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y =€) SENTX + COSTTX + X,

Mostre também que esta solugio nao pode ser obtida separando-se o problema como sugerido no Proble-
ma 15, ji que neste caso nenhum dos dois subprohlemas pode ser resolvido.

Considere o problema

V' 4 plx)y +qlx)y = 0. y0)=a, y(l)=5s.
Suponha que v = 1 + v. onde v € qualquer funcio duas vezes diferencidvel satisfazendo as condigoes de
contorno (mas nio, necessariamente. a equacao diferencial). Mostre que 1 € uma solugdo do problema

u’ + plou +qglou = gix), w0y =0, ul)=0,

onde g(x) = =[v" + p(x)r" + g(x)v] e € conhecida uma vez escolhida v. Assim, a ndo homogeneidade pode
ser transferida das condiges de contorno para a equagédo diferencial. Encontre uma fungio v para este
problema.

Usando o método do Problema 17. transforme o problema

V4 2y =2—4x, vilh =1, yh+y(l)y=-2

em um novo problema no qual as condigoes de contorno sio homogéneas. Resolva este dltimo problema
observando o Exemplo | do texto.

Em cada um dos Problemas de 19 a 22, use expansio ¢em autofungdes para encontrar a solugdo do problema
de valores de contorno dado.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

26.

U, = Uy — X, w0, =0, w(l,np=0, nx.0)=sen(xx/2)

veja o Problema 2.

w=u,+e', w,(0.n=0, wu l.oo+uwl.n=0, wx0)=1-x:

veja a Segio 11.2, Problemas 10 e 12.

=ty +1— |1 —2x|, wiDn=0, wl.n=0 wx0)=0;
veja o Problema 5.

=ty + e (1 —x), w0, =0, w(l.y=0 ulx,0) =10
vejaa Segao 1.2, Problemas 6 e 7.
Considere o problema de valores de contorno
rix)n, = [pow], = gou + Flx),
wl0,0 = T,. ull.nn =1, u(x,0) = f(x).
(a) Seja v(x) uma solugio do problema

[plep’] — glx)e = —Fxh. vih =Ty, v(l)=T,.

Se wlx.r) = ulx.r) - v(x). encontre o problema de valores de contorno satisfeito por w. Note que este pro-
blema pode ser resolvido pelo método desta segio.
(b) Generalize o procedimento do item (a) para o caso em que u satisfaz as condigoes de contorno

1, (0,0) — hu(0.0) = T, (1) + hau(l, ) = Ts.

Em cada um dos Problemas 24 e 25, use 0 método indicado no Problema 23 para resolver o problema de
valores de contorno dado,

=ty — 2, 25. 1y =y — T COS X,
w00 =1, wu(l,n =0, w (0.0 =0, wul,ny=1,
u(x.0) =x*—2x+2 1(x.0) = cos(3rx/2) — cosx

O método de expansiio em autofungdes ¢ (itil, muitas vezes, para problemas nio homogéneos relacionados
com a equagdo de onda ou suas generalizagoes. Considere o problema

r(ou, = [pu,). — g+ Fx,1), (1)
u(0.1) — hyu(0.0) = 0. w0, (1,0 + hu(lr) =0, (i)
u(x,0) = f(x), 1w (x,0) = g(x). (1i1)

Este problema pode aparecer em conexio com gencralizagoes da equagio do telégrafo (Problema 16 na

Segdo 11.1) ou vibragdes longitudinais de uma barra eldstica (Problema 25 na Segido 11.1).

(a) Fagau(x.r) = X(x)7(1) na equagio homogénea correspondente a Eq. (i) e mostre que X(x) satisfaz as
Eqgs. (28) ¢ (29) do texto. Denote por 4, e ¢,(x) os autovalores e as autofungdes normalizadas desse
problema.
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(b) Suponha que u(x,t) = 3 b,(0)¢,(x), e mostre que b,(r) tem que satisfazer o problema de valor ini-
cial ni=l

b:(f) =t krrbm{f:' =~ Yrr('r)v bn (D) = Uy, b:,(o) = 18::-

onde a,, B, € ¥,() sdo os coeficientes das expansoes de f(x). g(x) e F(x, )/r(x). respectivamente, em
termos das autofungdes ¢,(x), .... ¢, (x), ...

27. Neste problema, vamos explorar um pouco mais a analogia entre problemas de Sturm-Liouville de valores
de contorno e matrizes autoadjuntas. Seja A uma matriz autoadjunta n x n com autovalores i, ... x e
autovetores ortogonais associados §, ..., §".

Considere o sistema nao homogéneo de equagoes
AX — ux=bh, (1)

onde p é um nimero real dado e b é um vetor dado. Vamos mostrar um modo de resolver a Eq. (i) que é
andlogo ao método apresentado no texto para se resolver as Egs. (1) e (2).

(a) Mostre queb =Y hE" onde b, = (b,&").
i=1

(b) Suponha que x = Y ;6" e mostre que. para que a Eq. (i) seja satisfeita, é necessdrio que a, = b /(7 ~ ).
Logo, =1

}
(b.§") :
= Z rn. (“)
A=
desde que g nio seja um dos autovalores de A. p =k, parai=1,....n Compare este resultado com a Eq.
(13).
Funcdes de Green.” Considere o sistema ndo homogéneo de equagoes algébricas
AXx — ux=h, (i)
onde A ¢ uma matriz autoadjunta n x n, ;¢ um nimero real dado ¢ b ¢ um vetor dado. Em vez de usar
uma expansdo em autovetores como no Problema 27, podemos resolver a Eq. (i) calculando a matriz
inversa (A — pl)', que vai existir se g nio for um autovalor de A, Entio
x = (A —uD7'b. (i1)
Os Problemas de 28 a 36 indicam um modo de se resolver problemas de valores de contorno nido homogéneos
andlogo & utilizagio da matriz inversa para um sistema de equagdes algebricas lineares. A fungio de Green tem
um papel semelhante a inversa da matriz de coeficientes. Este método leva a solugoes expressas em forma de
integral definida, em vez de série infinita. Exceto no Problema 35, vamos supor, por simplicidade. que g = 0.
28. (a) Mostre pelo método de variagio dos pardmetros que a solugio geral da equagio diferencial

= f(x)
pode ser escrita na forma
yv=¢(x)=c +cx— / (x —$)f(s) ds,
0

onde ¢, e ¢, sdo constantes arbitrdrias.
(b) Suponha que y = ¢(x) também satisfaz as condigdes de contorno y(0) = 0. y(1) = 0. Mostre que. nesse
caso,

¢ =0, c;—f (1 —s)f(s)ds.

(c) Mostre que, sob as condigoes dos itens (a) e (b). ¢(x) pode ser escrita na forma

P(x) = f s(1 = x)f (5) d.\‘+f x(1 —5)f(s)ds.
0

x

"As fungdes de Green levam este nome em homenagem ao inglés George Green (1793-1841). Ele foi quase que inteiramente
autodidata em matemitica e fez contribuigoes significativas em eletricidade ¢ magnetismo, mecinica dos fluidos e equagoes
diferenciais parciais. Seu trabalho mais importante foi um ensaio sobre eletricidade e magnetismo, publicado privadamente em
1828. Nesse artigo Green foi o primeiro a reconhecer a importancia das fungdes potenciais. Introduziu as fungdes conhecidas hoje
como fungdes de Green para resolver problemas de valores de contorno, e desenvolveu teoremas sobre transformagdes integrais,
dos quais o teorema de Green no plano é um caso particular. No entanto, esses resultados nio se tornaram conhecidos em larga
escala até que o ensaio de Green fosse republicado na década de 1850 através dos esforgos de William Thomson (Lord Kelvin).
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(d) Definindo
s{il—x), D=<s<u,

Glx,s) = D
(¥.5) I.t(l—s]. XLF<T,

mostre que a solugio pode ser escrita na forma

1
P(x) = f G(x,5)f (5) ds.
U]

A fungiio G(x, s) que aparece no integrando ¢ uma fungdo de Green. A utilidade da fungio de Green
estd no fato de que ela é independente do termo nio homogéneo na equagio diferencial. Assim, uma vez
determinada a fungdo de Green, a solugdo do problema de valores de contorno ¢ determinada por uma
tinica integragao para qualquer termo ndo homogéneo f{x). Além disso, note que nio ha necessidade de se
determinar constantes arbitrdrias, jd que ¢(x) como dada pela formula integral envolvendo a fungio
de Green satisfaz automaticamente as condigdes de contorno.

Por um procedimento semelhante ao do Problema 28, mostre que a solugio do problema de valores de
contorno

-0 +y) =fx), y0)y=0, y1)=0

é
1
y=¢ix)= [ Gix,5)f (s) ds,
0
onde
sens sen(l — x)
———, 0<s5<y,
: senl
Glx,s5) =
senxsen(l —s)
——, x<s5=1
sen |
E possivel mostrar que o problema de Sturm-Liouville
Lyl = =|ptx)¥] + qix)y = flx), (i)
a v(0) + a2y’ (0) = 0, pivil) + Bay'(1) =0 (i)
tem uma solugio em termos da fungao de Green
!
V=) =f Gix,s)f (5) ds. (1)
i}

desde que & = 0 nilo seja um autovalor de L|v] = iy sujeita as condigdes de contorno (ii). Além disso,
G(x.s) ¢ dada por
=y /pOW (), 05 =<x,

Glx,s) = (“)
=y (X)) /poyW(y, wx), x<s=<1,

onde v, é uma solugio de L[y] = 0 satisfazendo a condigio de contorno em x = 0, y, ¢ uma solugio de
L|v] = 0 satisfazendo a condigio de contorno em x = 1 e W(y,, y,) € o wronskiano de y, e y,.

(a) Verifique que a fungio de Green obtida no Problema 28 ¢ dada pela formula (iv).

(b) Verifique que a fungio de Green obtida no Problema 29 ¢ dada pela formula (iv).

(¢) Prove que p(x)W(y,.v.)(x) é uma constante mostrando que sua derivada € nula.

(d) Usando a Eq. (iv) e o resultado do item (¢), mostre que G(x.s) = G(s, x).

(e) Verifique que y = ¢(x) na Eq. (iii), com G(x, ) dada pela Eq. (iv), satisfaz a equagio diferencial (i) e
as condigdes de contorno (i1).

Em cada um dos Problemas de 31 a 34, resolva o problema de valores de contorno dado determinando a fun-
¢do de Green apropriada e expressando a solugio como uma integral definida, Use as equagdes de (i) a (iv) do

Problema 30.

3. =y =flx), YO =0 yl)=0

2. «y'=f®, yO=0. y)+yd)=0
33 (" +y) =fo), Y =0, yI)=0
34, —y'=f), yO)=0 y()=0
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35. Considere o problema de valores de contorno
Llyl = =[p(x)y'] + qx)y = pr(x)y + f(x), (i)

a1 y(0) + ay'(0) = 0, Biy(L) + Bay'(1) = 0. (i1)

De acordo com o texto, a solugio y = ¢(x) € dada pela Eq. (13), onde ¢, € definido pela Eq. (9), desde que
p ndo seja um autovalor do problema homogéneo associado. Neste caso, € possivel mostrar também que a
solugio € dada por uma fungao de Green integral da forma

1
y = ¢(x) :f Gox,s,0)f (5) ds. (iii)
0
Note que, neste problema, a funcio de Green também depende do pardmetro .
(a) Mostre que, para que essas duas expressoes para ¢(x) sejam equivalentes, é preciso que

i (X))o (s
Glx.s.p) = Z¢i_“). (iv)

onde A, e ¢; sdo os autovalores e autofungdes. respectivamente. das Eqs. (3), (2) do texto. Novamente,
vemos da Eq. (iv) que g nio pode ser igual a nenhum autovalor 4.
(b) Deduza a Eq. (iv) diretamente supondo que G(x, s, ) tem uma expansio em autofuncdoes da forma

G(x.s, 1) = Za,(t 1)y (s (v)
=1
Determine a,(x, ) multiplicando a Eq. (v) por r(s)o/(s) e integrando em relagioasdes =0ays = 1.

Sugestao: mostre primeiro que A, ¢ ¢, satisfazem a equagao

1
di(x) = (b — u]f Gilx, s, )r(s)g(s) ds. (vi)
0

36. Considere o problema de valores de contorno
—d*y/ds =8(s—x),  y(0)=0, vil)=0,

onde s ¢ a varidvel independente. s = x é um ponto definido no intervalo 0 <s < | ¢ § ¢ a fungdo § de Dirac (veja
a Segio 6.5). Mostre que a solugao deste problema ¢ a fungao de Green G(x, s) obtida no Problema 28,

Ao resolver o problema dado, note que 8(s —x) =0 nos intervalos 0 < s <x e x <5 < 1. Note, ainda. que
—dylds dd um salto de tamanho | quando s passa pelo valor x.

Este problema ilustra uma propriedade geral, a saber, que a fungio de Green G(x, s) pode ser identifi-
cada como a resposta no ponto s de um impulso unitirio no ponto x. Um termo nio homogéneo mais geral
fem 0 < x < 1 pode ser visto como uma distribui¢io continua de impulsos de tamanho f{x) no ponto x. A
solugiio do problema de valores de contorno nio homogéneo como uma integral envolvendo a fungido de
Green pode ser interpretada, entdo, como o resultado da superposic¢io de respostas ao conjunto de impul-
sos representados pelo termo nio homogéneo f(x).

11.4 Problemas de Sturm—Liouville Singulares

Nas segoes precedentes deste capitulo consideramos problemas de Sturm-Liouville de valores de con-
torno: a equagao diferencial

Lyl = —[p)y] +qx)y =ar(x)y, 0<x<l, (1)

junto com condigdes de contorno da forma
a1y(0) + a2y’ (0) = 0, (2)
Biy(1) + Boy'(1) = 0. 3)

Até agora sempre supusemos que o problema era regular, ou seja, que p era diferencidvel, g e r continuas
e p(x) >0 e r(x) > 0 em todos os pontos do intervalo fechado. No entanto, existem também equagdes de
interesse fisico nas quais algumas dessas condigdes ndo sao satisfeitas.

Por exemplo, suponha que queremos estudar a equagao de Bessel de ordem v no intervalo 0 < x < 1.
Esta equagio ¢ escrita, algumas vezes, na forma®

SA substituigio t = v/A x reduz a Eq. (4) & forma padrio fy" + 1y' + (£ =)y = 0.
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,

[N vh
—(xy)' + = Axy (4)

de modo que p(x) = x, g(x) = v/x e r(x) = x. Logo. p(0) = 0.r(0) = 0 e g(x) € ilimitada e, portanto, descon-
tinua quando x — 0. No entanto, as condigbes impostas nos problemas de Sturm-Liouville regulares siao
satisfeitas nos outros pontos do intervalo.

Analogamente, para a equagao de Legendre temos

A=) =1y, —-l<x<l, (5)

onde 7 = ¢(u + 1). p(x) =1 - x7, g(x) =0 e r(x) = 1. Aqui, as condigdes sobre p, g e r sido satisfeitas no
intervalo 0 < x < |, exceto em x = |, onde p se anula.

Usamos o termo problema de Sturm-Liouville singular para nos referir a uma determinada classe de
problemas de valores de contorno para a equagdo diferencial (1) nos quais as fungoes p, ¢ e r satisfazem
as condig¢oes enunciadas anteriormente no intervalo aberto ) < x < 1, mas pelo menos uma dessas fungdes
deixa de satisfazer uma ou mais dessas condigoes em um (ou ambos) dos extremos do intervalo. Vamos
descrever em maiores detalhes, mais tarde nesta secdo, condigdes de contorno separadas adequadas. Pro-
blemas singulares podem ocorrer, também, se o intervalo for ilimitado, por exemplo, 0 < x < oc. Ndo
consideraremos este tltimo tipo de problema singular neste livro,

Como exemplo de um problema singular em um intervalo finito. considere a equagao

0y +avy =0, (6)
ou
—(xv) = sy, (7)

no intervalo 0 < x < 1, e suponha que 4 > 0. Esta equagio aparece no estudo das vibragoes livres de uma
membrana circular eldstica e seria mais discutida na Se¢do 11.5. Se definirmos uma nova variavel inde-
pendente f por ¢t = /A x, entao

dy dy d'y  _d%
ax - Vtar ae Tt ar
Logo.a Eq. (6) fica
tdy —dy 1
ﬁ ps (—h-—: + Vi E; + ’l»_/iy =0,
ou, cancelando o fator comum \/; em cada parcela.
f%{-‘;+{;—':+!_\'=0. (8)

A Eq. (8) ¢ a equagio de Bessel de ordem zero (veja a Segiio 5.7). A solugdo geral da Eq. (8) parar>0¢
y=cpolt) + e Yy(0):
portanto, a solugdo geral da Eq. (7) parax>0¢
y = cldo(Varx) + e Yo(Vix), (9)
onde /, e Y, denotam as fungoes de Bessel de primeira e segunda espécies, respectivamente, de ordem

zero. Das Egs. (7) e (13) da Segao 5.7, temos

N (—l)m}.m.\f:m
Ju(\/l—x}=1+ZW. x>0, (10)

m=1

T 22m (ml}l

2 X 3 x (=1yn+! S y2m
Yu(ﬁ.r)=—[(y+ln£§3).ﬁ;(\/§.ﬂ+z( e ] x>0, (1)

m=1

onde H,=1+(112) + ...+ (IUm)ey = lim (H,, —In m). Os grificos de y = J,(x) e y = ¥,(x) sdo dados
na Figura 5.7.2. mesxc
Suponha que procuramos uma solugao da Eq. (7) que satisfaga também as condigdes de contorno

y(0) =0, (12)
y(1) =0, (13)
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tipicas do que encontramos em outros problemas neste capitulo. Como /,(0) = 1 e ¥;(x) — —o00 quando x
— 0, a condigdo y(0) = 0 s6 pode ser satisfeita escolhendo-se ¢, = ¢, = 0 na Eq. (9). Assim, o problema de
valores de contorno (7), (12), (13) s6 tem a solugdo trivial.

Uma interpretacdo deste resultado € que a condi¢do de contorno (12) em x = 0 € restritiva demais
para a equacdo diferencial (7). Isso ilustra a situagdo geral, a saber, que ¢ preciso considerar um tipo de
condigdo de contorno modificada em um ponto singular da fronteira. No problema em consideragio, su-
ponha que pedimos apenas que a solugdo (9) e sua derivada permanecam limitadas. Em outras palavras,
definimos como condi¢io de contorno em x = 0 a condi¢ao

y, " limitadas quando x — 0. (14)

Esta condigdo pode ser satisfeita escolhendo-se ¢, = 0 na Eq. (9), de modo a eliminar a solugdo nio
limitada Y. A segunda condigédo de contorno, y(1) = 0, fornece. entéo,

Jo(v/2) =0. (15)

E possivel mostrar’ que a Eq. (15) tem um conjunto infinito de raizes positivas discretas, que fornecem os
autovalores 0 < A, < &, < ... <4, < ... do problema dado. As autofungdes associadas sio

b (x) =Jn(\/l_nx). (16)

determinadas a menos de uma constante multiplicativa. O problema de valores de contorno (7), (13),
(14) € um exemplo de um problema de Sturm-Liouville singular. Este exemplo ilustra o fato de que se
as condigdes de contorno sao relaxadas de maneira apropriada. entdo um problema de Sturm-Liouville
singular pode ter uma sequéncia infinita de autovalores e autofungoes, como no caso de um problema de
Sturm-Liouville regular,

Devido & sua importancia nas aplicagoes, vale a pena investigar problemas de Sturm-Liouville singu-
lares um pouco mais. As duas questoes principais que importam sio:

1. Precisamente qual tipo de condigoes de contorno pode ser permitido em um problema de Sturm-Liouville
singular?

2. Al que ponto os autovalores e autofungdes de um problema de Sturm-Liouville singular tém as mesmas
propriedades que um problema regular? Em particular, os autovalores siio reais, as autofungoes sio orto-
gonais ¢ uma fungao dada pode ser expandida em uma série de autofungoes?

Ambos esses pontos podem ser respondidos através de um estudo da identidade

I
f (Lltt)v — ul[v]}de =0, (17)
0

que teve um papel essencial no desenvolvimento da teoria de problemas de Sturm-Liouville regulares.
/amos, entdo, investigar as condigdes sob as quais esta relagao ¢ vilida para problemas singulares, onde a
integral (17) pode ser uma integral imprépria. Para ser especifico, vamos considerar a equagio diferencial
(1) e supor que x = 0 ¢ um ponto singular de fronteira ¢ x = 1. ndo. A condigio de contorno (3) é imposta
no ponto regular x = 1, mas vamos deixar sem especificar, por enquanto, a condigio de contorno em x = 0.
De fato, nosso objetivo principal ¢ determinar quais os tipos de condigoes de contorno que podem ser
permitidos em um ponto singular da fronteira para que a Eq. (17) continue vilida.
Como o problema de valores dlc contorno que estd sendo investigado € singular em x = (), escolhemos

I
¢ >0 ¢ consideramos a inlcgralf Ll{ulvdx,em vez dcf L{u]vdx, como na Se¢io 11.2. Depois vamos
€ 0

fazer € tender a zero. Supondo que u e v tém, pelo menos, duas derivadas continuas em e < x < | ¢ inte-
grando por partes duas vezes, obtemos

! 1
f {LIulv - uL[v]] dx = —p(x) [t/ (x)v(x) — u(x}v’(.r)] J ) (18)

O termo de fronteira em x = 1 ¢ eliminado, novamente, se u e v satisfazem a condigao de contorno (3), e
assim

'A fungdo J, estd bem tabulada; as raizes da Eq. (15) podem ser encontradas em diversas tabelas, por exemplo, as contidas em
Jahnke ¢ Emde, ou em Abramowitz e Stegun. Vocé também pode usar um sistema de dlgebra computacional para calculi-
las rapidamente. As trés primeiras raizes da Eq. (15) sio /A = 2,405, 5,520 e 8,654, respectivamente, com quatro algarismos
significativos; /i, = (n - %)z para n grande.
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|
[ [ Ly — uL[v]} dx = ple) [t/ (€)v(e) — ule)'(e)] .

: (19)
Tomando o limite quando ¢ — 0, temos
1
f {Lluv — uL[v]} dx = lim p(e) [u'(e)v(e) — ule)v'(e)].
0 €0 (20)
Logo, a Eq. (17) é valida sc, ¢ somente se, além das hipdteses enunciadas anteriormente, tivermos
lim p(e) [t/ (e)v(e) — ule)'(e)] =0
lim p(e) [w/()v(e) = ule)v'(e)] 1)

para todo par de fungdes i e v na classe em consideragio. A Eq. (21) €, portanto, o critério que determi-

na quais as condigdes de contorno permitidas em x = 0. se este for um ponto singular de fronteira. Uma
condigio semelhante € colocada em x = 1 se este for um ponto singular, a saber,
; p A A kT

‘Il_r_n“p(l e][n(l ew(l —e) —u(l —e)v'(l e)]_O. 22)

Resumindo, como na Se¢éio 11.2, um problema de valores de contorno singular para a Eq. (1) é dito au-
toadjunto se a Eq. (17) for vilida, possivelmente como uma integral imprépria, para cada par de fungoes
1 e v com as seguintes propriedades: duas vezes continuamente diferencidveis no intervalo aberto 0 < x <
1. satisfazendo uma condigio de contorno da forma (2) em cada ponto regular de fronteira e satisfazendo
uma condigio de contorno suficiente para garantir a Eq. (21),se x = 0 for um ponto singular de fronteira,
oua Eq.(22).se v =1 for um ponto singular de fronteira. Se pelo menos um ponto de fronteira € singular,
entio a equagio diferencial (1), junto com as duas condigdes de contorno do tipo que acabamos de des-
crever, forma um problema de Sturm-Liouville singular.

Por exemplo. para a Eq. (7) temos p(x) = x. Se ambas as fungdes v e v satisfazem a condigio de contor-
no (14) em x = 0. ¢ claro que a Eq. (21) € viilida. Logo. o problema de valores de contorno singular, que
consiste na equagdo diferencial (7). na condigio de contorno (14) em x = 0 ¢ em qualquer condigdo de
contorno da forma (3) em x = |, ¢ autoadjunto.

A diferenga mais gritante entre problemas de Sturm-Liouville regulares e singulares ¢ que em um
problema singular os autovalores podem ndo ser discretos. Em outras palavras, o problema pode ter so-
lugoes nao triviais para todo valor de A, ou para todo valor de 4 em algum intervalo, Em tais casos, diz-sc
que o problema tem espectro continuo. Pode acontecer que um problema singular tenha uma mistura de
autovalores discretos e espectro continuo. Finalmente, € possivel que exista apenas um conjunto discreto
de autovalores, como no caso regular discutido na Se¢io 11.2. Este ¢ o caso, por exemplo, do problema
que consiste nas Egs. (7). (13). (14). Em geral, pode ser dificil determinar o que ocorre, de fato, em um
problema dado.

Uma discussio sistematica de problemas de Sturm-Liouville singulares ¢ bastante sofisticada' e re-
quer uma extensao considerdvel dos métodos apresentados neste livro. Vamos nos restringir a alguns
exemplos relacionados a aplicagoes [isicas; em cada um desses exemplos, sabe-se que existe um conjunto
infinito de autovalores discretos.

Se um problema de Sturm-Liouville singular tem apenas um conjunto discreto de autovalores e au-
tofungoes, entdo a Eq. (17) pode ser usada, como na Segdo 11.2, para provar que os autovalores de tal
problema sdo reais e que as autofungoes sio ortogonais em relagio a fungdo peso r. A expansdo de uma
fungdo dada em uma série de autofungdes segue, entio, como na Segio 11.2,

Tais expansoes sdo tteis, como no caso regular, para se resolver problemas de valores de contorno nio
homogéncos. O procedimento ¢ bastante semelhante ao descrito na Segao 11.3. Alguns exemplos para
equagoes diferenciais ordindrias estio indicados nos Problemas de 1 a 4, ¢ alguns problemas para equa-
goes diferenciais parciais aparecem na Segdo 11.5.

Por exemplo, as autofungoes @, (x) = Jo(v/A, X) do problema de Sturm-Liouville singular

—(xy")" = hxy, D<x<l,
v, ¥ limitados quando x — 0, y(1)y=0
satisfazem a relacdo de ortogonalidade

1
f X (X) ¢, (x) dx = 0, m#n (23)
0

"Veja, por exemplo. o Capitulo 5 do livro de Yosida listado nas referéncias no final deste capitulo.
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em relacdo a fungdo peso r(x) = x. Entdo, se f ¢ uma fun¢ao dada, supomos que

flx) = ZC:JO(\/EI)' (24)

n=1

Multiplicando a Eq. (24) por xJo(+/A,, X) € integrando termo a termo de x =0 a x = 1, obtemos

1 00 1
/ xf(x}fu(\/)._,,,x) dx = chf xJU(\/k_m,r) J'u('\/r,, x)dx. (25)
0

0 n=1
Devido a condigio de ortogonalidade (23), a expressio a direita do sinal de igualdade na Eq. (25) contém
um unico termo; logo,

1
f .rf(x)J’g(\/Ex) dx
0
1
f x],% (mx) dx
0

: (26)

Cpp =

o que determina os coeficientes na série (24).

A convergéncia da série (24) ¢ obtida por uma extensio do Teorema 11.2.4 para cobrir este caso.
Pode-se mostrar, também, que este teorema ¢ vidlido para outros conjuntos de fun¢oes de Bessel, solugdes
de problemas de valores de contorno apropriados, para os polindmios de Legendre e para solugoes de
outros problemas de Sturm-Liouville singulares de interesse considerdvel.

E preciso enfatizar que os problemas singulares mencionados aqui nio sao. necessariamente, tipicos.
Em geral, problemas de valores de contorno singulares sdo caracterizados por espectro continuo, em vez
de conjuntos de autovalores discretos. O conjunto correspondente de autofungoes ¢, portanto, nio enu-
merdvel, € ndo existem expansoes em série do tipo descrito no Teorema 11.2.4. Elas sao substituidas por
representagoes integrais apropriadas.

PROBLEMAS ! Encontre uma solugao formal para o problema de valores de contorno nio homogéneo

—(xy) = pxy+ f(x),

y, v limitados quando x — 0, y(l) =0,
onde f ¢ uma fun¢io continua dada em 0 < x < 1 e p ndo ¢ um autovalor do problema homogéneo asso-
ciado.

Sugestdo: use uma expansio em série semelhante as utilizadas na Segio 11.3.

~J

Considere o problema de valores de contorno
—(xy")" = Axy,
y, v limitados quando x — 0, V(1) = 0.

(a) Mostre que A, = 0 ¢ um autovalor deste problema com autofungao associada ¢, (x) = 1. Se » > 0,
mostre, formalmente, que as autofungoes sio dadas por ¢, (x) = J,( /%, x), onde /%, ¢ a n-ésima raiz
positiva (em ordem crescente) da equagio Jj(+v/2) = 0. E possivel mostrar que existe uma sequéncia
infinita de tais raizes.

(b) Mostre que,se m,n=0,1,2, ... entao

1
f Xp (X) ey () dx = 0, m ?{: n.
0

(c) Encontre uma solugdo formal para o problema ndao homogéneo
—(xy") = pxy + f(x),

y, ¥ limitados quando x — 0, Y1) =0,
onde f¢ uma fungdo continua dada em 0 < x < 1 e p ndo € um autovalor do sistema homogéneo associado.
3. Considere o problema
—(xy) + (K /x)y = Axy,
y, ¥ limitados quandox — 0, y(l) =0,
onde k ¢ um inteiro positivo.
(a) Usando a substituigio ¢ = v/Ax, mostre que a equagio diferencial dada se reduz a uma equagio de

Bessel de ordem & (veja o Problema 9 da Secdo 5.7). Uma solugio ¢ J,(1): uma segunda solugio line-
armente independente, denotada por Y,(¢), € ilimitada quando ¢ — 0.
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(b) Mostre, formalmente, que os autovalores 4,, Ay, ... do problema dado sao os quadrados dos zeros po-
sitivos de J,(v/A) e que as autofungdes correspondentes sao ¢,(x) = J,(v/3.x). E possivel mostrar que
existe uma sequéncia infinita de tais zeros.

(c) Mostre que as autofungdes ¢,(x) satisfazem a relagdo de ortogonalidade

1
[ X () (x) dx = 0, m#n.
(1]

(d) Determine os coeficientes na expansdo formal em série
ax

f(’-] = Z an¢n (x).

f=|
(e) Encontre uma solugdo formal do problema ndo homogéneo

—(xy) + (K2 /)y = pxy + f(x).
v, ¥ limitados quandox — 0, y(1) =0,
onde f ¢ uma fungdo continua dada no intervalo 0 < x < 1 e 4 ndo ¢ um autovalor do problema ho-
mogéneo associado.
4. Considere a equagdo de Legendre (veja os Problemas de 22 a 24 da Segdo 5.3)
—[(1=x?)y'] =ay
sujeita as condigoes de contorno
y(0) =0, v, ¥ limitados quandox — 1.
As autofungdes deste problema sdo os polindmios de Legendre de grau impar ¢,(x) = P(x) =x.¢, = Py(x) =
(3x'=3x)2, ....¢.0x) = P, (x),....correspondendo aos autovalores 7, =2, 5. =4-3,...2, =2n(2n - 1), ....

(a) Mostre que
i

G (X)p,(x)dx = 0, m#n.

(b) Encontre uma solugio formal do problema ndo homogéneo
—[(1 = X" = py + flx),
vy =0, v. ¥ limitados quandox — 1,

onde f¢ uma fungio continua dada em 0 < x < 1 ¢ ju ndo é um autovalor do problema homogéneo asso-
ciado.

5. A equagio
(=) =xy +ay=0 (i)
¢ a equagao de Chebyshev: veja o Problema 10 da Segio 5.3.
(a) Mostre que a Eq. (i) pode ser escrita na forma
=2y =20 ="y, —l<x<l. (ii)
(b) Considere as condigoes de contorno
v, V' limitados quandox — —1, v, ¥ limitados quandox — 1. (iii)

Mostre que o problema de valores de contorno (ii), (i) ¢ autoadjunto.

(c) Pode-se mostrar que o problema de valores de contorno (i1). (iii) tem os autovalores 4, = 0, 4, = 1,
k=4, ... 3, =, . As autofungdes correspondentes sdo os polindomios de Chebyshev T, (x): Ty(x) = 1.
Ty(x)=x, T.(x) = 1 = 2¢°, ... Mostre que

1
f M dx =0, m#£n. (iv)
i [l o= .\"')1""

Note que esta ¢ uma integral imprdpria convergente.

11.5 Observacdes Adicionais sobre o Método de Separacao de Variaveis:
Uma Expansao em Funcdes de Bessel

Estamos interessados, neste capitulo, em estender o método de separagio de varidveis desenvolvido no
Capitulo 10 para uma classe maior de problemas — aqueles que envolvem equagdes diferenciais mais

i
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gerais, condigdes de contorno mais gerais ou regioes geométricas diferentes. Indicamos, na Segao 11.3,
como tratar uma classe mais geral de equagdes diferenciais ou de condicdes de contorno. Vamos nos con-
centrar, aqui,em problemas colocados em diversas regides geométricas, com énfase naqueles que nos levam
a problemas de Sturm-Liouville singulares quando as varidveis sdo separadas.

Devido a sua simplicidade relativa, assim como a importncia fisica considerdvel de muitos problemas
onde ele € aplicdvel, 0 método de separagdo de varidveis merece seu lugar importante na teoria e em
aplicagoes de equacdes diferenciais parciais. No entanto, este método tem determinadas limitagoes que
nao devem ser esquecidas. Em primeiro lugar, o problema tem que ser linear, de modo que o principio
de superposicio possa ser usado para se construir solugdes adicionais, formando-se combinagdes lineares
das solugoes fundamentais de um problema homogéneo apropriado.

De um ponto de vista prético, precisamos, também, ser capazes de resolver as equagoes diferenciais
ordindrias obtidas apés a separagio das varidveis de um modo razoavelmente conveniente. Em alguns
problemas onde, em principio, 0 método de separagio de varidveis poderia ser aplicado, seu valor pratico
torna-se muito limitado devido a falta de informagéo sobre as solugoes das equagoes diferenciais ordind-
rias que aparecem.

Além disso, a geometria da regido envolvida no problema fica sujeita a restrigdes bastante severas. Por
um lado, € preciso usar um sistema de coordenadas no qual as varidveis possam ser separadas e a equa-
¢ao diferencial parcial possa ser substituida por um conjunto de equagdes diferenciais ordindrias. Para a
equagdo de Laplace, existe cerca de uma duzia de tais sistemas de coordenadas: apenas as coordenadas
retangulares, cilindricas e esféricas devem ser familiares & maioria dos leitores deste livro. Por outro lado,
a fronteira da regido de interesse tem que ser formada por curvas ou superficies onde uma das varidveis
permanece constante. Assim, em um nivel elementar estamos limitados a regides limitadas por retas ou
arcos circulares em duas dimensdes, ou por planos, cilindros circulares, cones circulares ou esferas em trés
dimensoes.

Em problemas tridimensionais, a separagio de varidveis no operador de Laplace u,, + 1, + 1. leva a
equagdo X" + LX = 0 em coordenadas retangulares, a equagio de Bessel em coordenadas cilindricas ¢ @
equagdo de Legendre em coordenadas esféricas. Esse fato ¢ responsivel, em grande parte. pelo estudo
intensivo que foi feito dessas equagdes e das fungdes definidas por elas. Vale a pena observar, também,
que duas das tiés situagdes mais importantes levam a problemas de Sturm-Liouville singulares, em vez
de regulares. Os problemas singulares niio sio, portanto, excepcionais e podem ter interesse maior do que
os regulares. O resto desta segio ¢ dedicado a um exemplo envolvendo a expansio de uma fungio dada
em uma série de fungoes de Bessel.

Vibragées de uma Membrana Eldstica Circular. Na Segio 10.7 [Eq. (7)] observamos que as vibragoes trans-
versais de uma membrana eldstica fina sdo governadas pela equagio de ondas a duas dimensoes

az(un + tyy) = Uy. ()

Para estudar o movimento de uma membrana circular, € conveniente escrever a Eq. (1) em coordenadas
polares:

, 11
a- (U" + —u, + —zllga) = U,. (2)
r r

Vamos supor que a membrana tem raio unitdrio, que estd presa em toda a circunferéncia e que, inicial-
mente, ocupa uma posi¢ao deslocada da posi¢ao de repouso, independente da varidvel angular 6, de onde
é solta no instante ¢ = 0. Devido a simetria circular da condigio inicial e da condigio de contorno, ¢ natu-
ral supor que u também é independente de 6, ou seja, que u ¢ uma fungio, apenas, de 7 e 1. Nesse caso, a
equagio diferencial (2) fica

a (u,, s -l-u,) = Uy, D<r<1, t>0, (3)
r
A condigio de contornoem r=1¢
u(l,n =0, =0, 4)
e as condigdes iniciais sio
u(r,0) = f(r), 0<r=l, (5)

w(r,00=0, 0=<r<l, (6)
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onde f{r) descreve a configuragao inicial da membrana. Por consisténcia, precisamos também que f{1) =
0. Finalmente, enunciamos explicitamente a condigio que u é limitadaem 0 < r < 1.
Supondo que u(r, 1) = R(r)1(z) e substituindo na Eq. (3), obtemos
R'+(/nR" 171" )
— R C&T ™ ™
Antecipamos que a constante de separagao tem que ser negativa, escrevendo-a como —-+° com A > 0.'' A
Eq. (7) nos leva. entdo, as seguintes equagoes diferenciais ordindrias:

PR"+rR +3*r*R=0, (8)
T+ 32T = 0. 9)
Logo, da Eq. (9),
T(r) = ki seniat + k- cos rat. (10)
Definindo uma nova varidvel independente £ = Ar na Eq. (8), obtemos
EE% +5j—‘: +ER=0, (11)
que ¢ a equagdo de Bessel de ordem zero. Portanto,
R =c1Ju(§) + c2Yo(§), (12)

onde J, e Y, sdo as fungoes de Bessel de primeira e segunda espécies, respectivamente, de ordem zero
(veja a Segao 11.4). Em fungao de r, lemos

R= C[.’U(:'.r) + ¢ Yn{).r). (l"‘)

A condigdo de limitagao que u(r.1) tem que satisfazer implica que R tem que permanccer limitada quan-
do r — 0. Como Y,(ir) — oc quando r — 0, precisamos escolher ¢. = 0. A condigio de contorno (4)
implica. entdo, que

Jo(h) = 0. (14]

Em consequéncia, os valores permitidos para a constante de separagio sio obtidos das raizes da equagio
transcendental (14). Lembre da Segdo 11.4 que J(2) tem um conjunto discreto infinito de zeros positivos,
que denotamos por Ay, As A e Ay e emoordem crescente. Além disso, as fungoes J, (7,r) sio as auto-
fungoes de um problema de Sturm-Liouville singular e podem ser usadas como base para uma expansdo
em série da fungio dada f. As solugoes fundamentais deste problema, satisfazendo a equagio diferencial
parcial (3). a condigio de contorno (4) ¢ a condig¢do de limitagdo. sio

w(r, ty = Jy(h,r)seni,at, #=1200 (15)

Va(r.t) = Jylhy,r) coshuat, n=12..... (16)

Vamos supor, agora, que u(r, t) pode ser expressa como uma combinagio linear infinita das solugoes
fundamentais (15), (16):

o
u(r,t) = Z [Kntty(r 1) + cuvn(r,0)]

n=1
=
A Z |kpJo(Ayr)sen dpat + c,Jy(h,r) cos i,at]. (17)
=1
As condigdes iniciais implicam que
oc
u(r.0) =" eudo(hnr) = f(r) (18)
n=1
e que
w(r.0) =Y dnaknJo(hnr) = 0. (19)
n=1

Denotando a constante de separagdo por =A%, em vez de, simplesmente, -, evitamos muitos radicais na discussio a seguir.
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Da Eq. (26) da Segdo 11.4, obtemos

1
f rf (NJo(har) dr
0 : n:l.Z..... (20)

k, =0, Cp = i
f rUoGr) P dr
0

Logo. a solugdo da equagdo diferencial parcial (3) que satisfaz a condigdo de contorno (4) e as condi¢oes
iniciais (5) e (6) ¢ dada por

u(r,) =y eplo(hnr) cos Aqat (21)

n=1

com os coeficientes ¢, definidos pela Eq. (20).

PROBLEMAS ! Considere a equagio de Laplace u,, + u,, = 0 no paralelogramo cujos vértices sio (0, 0), (2,0),(3.2) e (1,
2). Suponha que a condigao de contorno no lado y =2 é u(x,2) = flx) para | < x < 3 e que, nos trés outros
lados, 1 = 0 (veja a Figura 11.5.1).

y n
D C D C
. (1::9) (3.2) (0,2) (2,2
| | |
Al 0 B(2,0) ® A'|(0,0) B'(2,0) &
(a) (h)

FIGURA 1L.5.1 A regido no Problema 1.

(a) Mostre que ndo existem solugdes nio triviais da equagio diferencial parcial da forma u(x, v) = X(x)
Y(v) que satistagam, também, as condigdes de contorno homogéneas.

(b) Sejam & =x = Y2y, = y. Mostre que o paralelogramo dado no plano xy ¢ transformado no quadrado
0<&<2,0<n<2no plano &y Mostre que a equagio diferencial ¢ transformada em

5
Flze — Ugy + ty, = 0.

Como as condigoes de contorno sio transformadas?
(c) Mostre que, no plano &n, a equagio diferencial nio tem solugoes da forma

g,y =UEVin.

Assim, no plano xy, a forma da fronteira impede que se encontre uma solugio pelo método de separagio
de varidveis, enquanto no plano &, a regido € aceitdvel, mas as varidveis da equagao diferencial nio podem
mais ser separadas.

Encontre o deslocamento u(r, 1) de uma membrana circular eldstica de raio 1 em vibragio satisfazendo a
condigdo de contorno

)

u(l,y=0, 20,
e as condigdes iniciais
u(r,0) =0, w(r,0) = g(r), 0<r<l,

onde g(1) =0.
Sugestdo: a equagdo diferencial a ser satisfeita € a Eq. (3) desta segdo.

3. Encontre o deslocamento u(r. ) de uma membrana circular eldstica de raio | em vibragio satisfazendo a
condigio de contorno
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u(l.r)y =0, =0,
€ as condig¢Oes iniciais
u(r,0) = f(r). w,(r,0) = g(r). O<r=l,

onde f(1)=g(l)=0.
4. A equagio de onda em coordenadas polares €

Uy + (1/r)u, + (Url)uw =a *u,.
Mostre que. se ufr. 6.0 = R(r)Q(A)T(r), entdo R, & e T satisfazem as equagdes diferenciais ordindrias

PR+ rR 4 (A2 —nh)R =0,

0" +n’'0 =0,
T'+3a’T =0.
5. Em coordenadas cilindricas r. 4. . definidas por
X =rcoséd, y=rsenf, =1

a equacao de Laplace fica
Wy T+ (I!’f-)“r + (l,}."l)lhm +U.. = 0.

(a) Mostre que se uir. #.2) = R(r)@(H#)Z(z). entao R, ® e Z satisfazem as equacoes diferenciais ordind-
rias
" 3 e ] 1
PR +rR + (32 —nHR =0,
0+ e =0,
Z'—-3Z=0,
(b) Mostre que.se uir,#, 2) ¢ independente de ¢, entdo a primeira equagio no item (a) fica
rR +rR +3rR =0,
a segunda ¢ totalmente omitida ¢ a terceira permanece inalterada.
6. Encontre a temperatura estado estaciondrio em uma barra semi-infinita () < z < 20,0 < r < I, se a tempe-

ratura ¢ independente de # ¢ tende a zero quando 7 — oc. Suponha que a temperatura u(r, z) satisfaz as
condi¢des de contorno

w(l,2) =0, 2= 0,

u(r.0) = f(r), 0=<r=
Sugestao: Veja o Problema 3.

7. A equagio
Vo + vy K0 =0
¢ uma generalizagio da equagao de Laplace, chamada, algumas vezes, de equacao de Helmholtz.”
(a) Em coordenadas polares, a equagao de Helmholtz fica
Uy 4 (1/r)u, + (1/r)vgs + kv = 0.
Se v(r.6) = R(r)&(#). mostre que R ¢ © satisfazem as equagoes diferenciais ordindrias
PR +rR + (K = )R=0, 0" +x0=0.

(b) Considere a equagao de Helmholtz no disco r < ¢. Encontre a solugdo que permanece limitada em
todos os pontos do disco, que ¢ periddica em # com periodo 27 e satisfaz a condigdo de contorno v(c,
#) = fl#). onde f ¢ uma fungio dada em 0 < 6 < 271,

Sugestdo: a equacao para R € uma equagio de Bessel. Veja o Problema 3 na Secdo 11.4.

"“Hermann von Helmholtz (1521-1894) estudou medicina e fisiologia; no inicio de sua carreira fez contribuigbes importantes
em éptica e actstica fisiologicas. incluindo a invengao do oftalmoscopio em 1851, Mais tarde seus interesses mudaram para
a fisica, especialmente mecanica dos fluidos e eletrodinamica. Durante sua vida, foi catedratico de fisiologia ou de fisica em
diversas universidades alemias
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8.

10.

Considere o fluxo de calor em um cilindro de comprimento infinito e raio 1: 0 < r< 1,0 < 6 < 2p,
—oc < z < 0o. Suponha que a superficie do cilindro é mantida & temperatura zero e que a distribuigio inj-
cial de temperatura é uma fungdo que sé depende da varidvel radial . Entio, a temperatura u sé depende
de r e t e satisfaz a equagio de calor

a1t + (1/1u,] = uy, D<r=<1. >0,
e as seguintes condigdes inicial e de contorno:
u(r,0) = f(r), 0<r<l,

u(l,rn) =0, r>0,
Mostre que

x
24,2
ur.d) =Y culo(ar)e™ ",
n=|

onde J(%,) = 0. Encontre uma férmula para ¢,
Em coordenadas esféricas p.A.¢ (p> 0,0 <8< 2r,0 < ¢ < 7), definidas por

X = pcosfsendg, y = psenfiseng, I = peosg,

a equacao de Laplace fica

Pty + 2p1t, + (6567 @)itgs + sy + (cOt Pty = 0.
(a) Mostre que. se u(p. 0. ¢) = P(p)O(A)P(¢). entdo P, O e & satisfazem equagdes diferenciais ordindrias
da forma
PP +2pP — 1P =0,
Q"+ 170 =0,
(seIf $)®" + (seng cos @)’ + (psen’ ¢ — 33)d = 0.
A primeira destas equagdes € do tipo de Euler. enquanto a terceira estd relacionada i equagio de Legendre,
(b) Mostre que se u(p, 0. ¢) ¢ independente de 6, entdo a primeira equagio no item (a) permanece inalte-
rada, a segunda ¢ omitida e a terceira fica
sen® $)@” + (seng cos g)d' + (jsen’ gy = 0,
(¢) Mostre que se definirmos uma nova varidvel independente por s = cos ¢, entdo a equagio para @ no
item (b) fica
, d'® do 2
l=5)— 25— +p"o =0, -l <s< L.
( ds- ds ! ="
Note que esta € a equagido de Legendre.
Encontre a temperatura estado estaciondrio u(p. ¢) na esfera de raio unitdrio se a temperatura ¢ indepen-
dente de # e satisfaz a condigio de contorno

u(l,¢) = f(¢), 0<¢=<n

Sugestdo: Veja o Problema 9 ¢ os Problemas de 22 a 29 da Segio 5.3. Use o fato de que s6 as solugoes da
equagio de Legendre que sio finitas em ambos os pontos £1 ¢ que sio polindmios de Legendre.

11.6 Séries em Funcdes Ortogonais: Convergéncia na Média

Na Secdo 11.2 afirmamos que. sob certas condigdes, uma fungio dada f pode ser expandida em uma série
em autofungdes de um problema de Sturm-Liouville de valores de contorno e que a série converge para
[fix+) + fix-)]/2 em cada ponto do intervalo aberto. Sob condigdes um pouco mais restritivas, a série
converge para f{x) em todos os pontos do intervalo fechado. Este tipo de convergéncia é conhecido como
convergéncia pontual. Nesta segdo vamos descrever um tipo diferente de convergéncia, especialmente
util para séries em fungdes ortogonais, tais como autofungoes,

Suponha que temos um conjunto de fungdes ¢, @y, ..., ¢,, que sdo continuas e satisfazem a condigio

de ortogonalidade

0, i#],

1
[ e d={ " 7 (1
0 y 1=,
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onde r ¢ uma fungao peso nao negativa. Suponha, também, que queremos aproximar uma fungio dada f,
definida em 00 < x < |, por uma combinagdo linear de ¢, ..., ¢,. Ou seja, se

n
Su0) =Y agi(x), @)
=1
queremos escolher coeficientes a,. ... a, de modo que a fungdo S, fornega a melhor aproximagao possivel

de fem 0 < x < 1. O primeiro problema que encontramos ¢ enunciar, precisamente, o que queremos di-
zer com “a melhor aproximacio possivel de fem 0 < x < 17, Existem diversos significados razodveis que
podem ser dados a esta frase.

1. Podemos escolher n pontos v . ....x, nointervalo 0 < v < | e exigir que S, (v) tenha o mesmo valor que fix)
em cada um desses pontos. Os coeficientes ay, ... ¢, sao encontrados resolvendo-se o seguinte conjunto de
equagoes lineares algébricas:

Zn,o,‘q}:fl.\-,;, E=S) DR & (3)

i=1
Este procedimento é conhecido como o método da colocagdo. Ele tem a vantagem de que é muito ficil
escrever as Egs. (3): ¢ preciso, apenas. calcular as fungdes envolvidas nos pontos x,. ..., x,. Se esses pontos
forem bem escolhidos ¢ se n for bem grande, presume-se que S,(v) ndo serd, apenas, igual a fix) nos pontos
escolhidos, mas estard, tambem, razoavelmente proximo em todos os outros pontos. No entanto, a colocagio
tem diversas desvantagens. Uma é que se for adicionada mais uma fungdo bisica ¢,.,, serd necessario mais
um ponto x,_, e fodos os coeficientes terdo que ser recalculados. Isto significa que nio é conveniente melho-
rar a precisio de uma aproximagio pelo método de colocagio incluindo-se termos adicionais. Além disso. os
coeficientes a, dependem dos pontos xp. ..., e ndo é obvio qual o methor modo de selecionar esses pontos.

2. De modo alternativo. podemos considerar a diferenga If(x) - S,(x)! e tentar torna-la a menor possivel. O
problema aqui € que Ifiv) — S (1) € uma tungido de v e dos coeficientes a,., ....a,. ¢ ndo € claro como calcular
os a. A escolha dos ¢, que torna If{xv) - § () menor em um ponto pode torna-lo maior em outro. Um modo
de proceder pode ser considerar, entao, o supremo’ de [f{x) = 8, (v) parax em 0 < v < | e escolher a,. ...
a, de modo a tornar esta quantidade a menor possivel. Ou seja, se

Eaay. ....4, = sup If(x) — Sa(x)l, (4)
(e 4%

escolhaa,....a, de modo a minimizar £ . Este meétodo ¢ intuitivamente muito bom e é usado. com frequén-
cia, nos cileulos tedricos. No entanto. na pratica em geral é muito dificil, se ndo impossivel. escrever uma
formula explicita para E (a,. ..., ). Além disso, este procedimento tem uma desvantagem em comum com
i colocagio: ao se adicionar um termo a §, (x). temos que recaleular todos os coeficientes precedentes. Por
i550 ndo ¢ muito usado em problemas priticos.

3. Outro modo de proceder € considerar

3)

A a,) = [ rix)if(x) — 8,00 dx. (
Se r(x) = L entao [, ¢ a drea entre os grificos de v = fla) ¢ v = S5,(x) (veja a Figura 11.6.1). Podemos entdo
determinar os cocficientes a, de modo a minimizar /. Para evitar complicagdes resultantes da utilizagio de
valores absolutos, ¢ mais conveniente considerar. em vez disso,

1
Rtay,.... a,) :f rix)ffix) — S0 dx (6)
-"
]
y= Sn(x} :
I
|
|
|
y=flx) i
I
1
i
L -
1 x

FIGURA 11.6.1 Aproximagio de flx) por §,(x).

—e——

1) supremo (sup) € uma cota superior que € menor do que todas as outras cotas superiores. O sup de uma fungdo limitada
sempre existe ¢ é igual ao miximo da fungdo, se ela tiver maximo,
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como nossa medida da qualidade da aproximagdo de f(x) pela combinagio linear §,(x). Embora R, seja
claramente semelhante a [, sob alguns aspectos, ndo tem a interpretagio geométrica simples de /,. Apesar
disso. matematicamente é muito mais facil trabalhar com R, do que com /,. A quantidade R, ¢ chamada de
erro médio quadratico da aproximagio de fpor S,. Se a;, ....a, forem escolhidas de modo a minimizar R |
diremos que S, aproxima fno sentido da média quadritica.

Para escolher a,, ....a, de modo a minimizar R,, precisamos satisfazer as condigdes necessdrias

R, /da; =0, i=1...,0 (7)
Fscrevendo a Eq. (7) e observando que 95, (x:a,, ..., a,)/da, ¢ igual a ¢,(x). obtemos
3R, L
- =2 f r(x)[f (x) = $,(x)]¢i(x) dx = 0. (8)
da; 0

Substituindo S,(x) pela expressdo dada na Eq. (2) e usando a relagio de ortogonalidade (1). temos

1
aj =[ r(x)f(x)e;(x) dx, i Lomuayiy (9)
0

Os coeficientes definidos pela Eq. (9) sdo chamados de coeficientes de Fourier de f em relagdo ao con-
junto ortonormal ¢,. ., ... ¢, e & fungio peso r. Como as condigdes (7) sao apenas necessdrias ¢ ndo sufi-
cientes, para que R, seja um minimo € preciso um argumento separado para se mostrar que. de fato. K, é
minimizado se os a, forem escolhidos pela Eq. (9). Este argumento esti esbogado no Problema 3.

Note que os coeficientes (9) sdo os mesmos da expansdo em série de autofungdes cuja convergéncia,
sob certas condigoes, foi enunciada no Teorema 11.2.4. Assim, S, (x) ¢ a n-ésima soma parcial desta série
e constitui a melhor aproximagio de f{x) na média quadritica que € possivel com as fungdes o, ... ¢,.
Vamos supor, daqui em diante, que os coeficientes a, em S, (x) sdo dados pela Eq. (9).

A relevincia da Eq. (9) tem dois outros aspectos importantes. Em primeiro lugar ela fornece uma
formula para cada a, separadamente, em vez de como um conjunto de equagoes algébricas para a,. ... a,.
como o método da colocagio, por exemplo. Isso se deve a ortogonalidade das fungoes bidsicas ¢,. ... ¢,
Além disso, a férmula para a, é independente de n, o nimero de termos em S, (x). O significado prético
disso ¢ o seguinte: suponha que para se obter uma melhor aproximagao para fdesejamos usar uma apro-
ximagao com um nimero maior de termos — digamos & termos, com & > 1. Entdo, ndo hd necessidade
de se recalcular os n primeiros coeficientes em §;(x). Basta calcular, usando a Eq. (9), os coeficientes a, . .

..., (1, que apareceram devido as fungdes basicas adicionais ¢,.,. ..., ¢;. E claro que se as fungoes f.re @,
forem complicadas, pode ser necessdrio calcular as integrais numericamente.
Vamos supor agora que existe uma sequéncia infinita de fungoes ¢, ... . ... continuas e ortonormais

no intervalo 0 < x < 1. Suponha, além disso. que quando n cresce sem limite o erro médio quadratico R,
tende a zero. Nesse caso, dizemos que a série infinita

Z a;pi(x)
=1

converge na média quadritica (ou, simplesmente, na média) para f(x). Convergéncia na média é um tipo
de convergéncia essencialmente diferente da convergéncia pontual considerada até agora. Uma série
pode convergir na média sem convergir em cada ponto. Isto ¢ plausivel, gecometricamente, jd que a drea
entre as duas curvas, que se comporta do mesmo modo que 0 erro médio quadritico, pode ser zero mes-
mo que as fungdes ndo sejam iguais em todos os pontos. Elas podem diferir em qualquer conjunto finito,
por exemplo, sem afetar o erro médio quadratico. E menos 6bvio, mas também verdadeiro. que mesmo
que uma série convirja em todos os pontos ela pode nao convergir na média. De fato, o erro médio qua-
drdtico pode até tornar-se ilimitado. Um exemplo desse fendbmeno é dado no Problema 4.

Suponha que queremos saber quais as fungdes, definidas no intervalo 0 < x < 1, que podem ser re-
presentadas por uma série infinita do conjunto ortonormal ¢,.i = 1.2, ... A resposta depende do tipo de
convergéncia que queremos. Dizemos que o conjunto ¢,, ..., ¢,, ... € completo em relagio a convergéncia
na média quadritica para um conjunto de fungdes F se, para cada fungio fem F, a série

(= ]
f) =) aigix), (10)
=1
com os coeficientes dados pela Eq. (9) converge na média. Existe uma definigio semelhante para o com-
pletamento em relagdo & convergéncia pontual.
Teoremas relacionados a convergéncia de séries como as da Eq. (10) podem ser reformulados em fun-
¢io da idéia de completamento. Por exemplo, 0 Teorema 11.2.4 pode ser enunciado da seguinte maneira:
as autofungoes do problema de Sturm-Liouville
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=[PCOYT + gy = ar(v)y, 0O0<x<l, (11)
ay(O) +aay(0) =0, Ayl + By (1) =0 (12)

sdo completas em relagdo & convergéncia pontual usual para o conjunto de fungdes continuasem 0 < x <
1 com derivada seccionalmente continua neste mesmo intervalo.

Se a convergéncia pontual for substituida por convergéncia na média, o Teorema 11.2.4 podera ser
bastante generalizado. Antes de enunciar tal tcorema. anilogo ao Teorema 11.2.4, precisamos definir o
que € uma fungio de quadrado integravel. Uma fungiio f ¢ dita de quadrado integravel no intervalo 0 < x < |
se ambas, f e f% sdo integriveis' nesse intervalo, O teorema a seguir ¢ semelhante ao Teorema 11.2.4,
exceto que envolve convergéncia na média,

As autofungdes ¢, do problema de Sturm-Liouville (11),(12) sdo completas em relagio 4 convergéncia
na média para o conjunto de fungdes que sao de quadrado integravel em 0 < x < 1. Em outras palavras,
dada qualquer funcio de quadrado integrdvel f, a séric (10), com os coeficientes dados pela Eq. (9).
converge para f(x) na média quadratica.

A classe de fungdes especificadas no Teorema 11.6.1 €. de fato. muito grande. A classe de fungoes de
quadrado integrdvel inclui fungdes com muitas descontinuidades. inclusive alguns tipos de descontinuida-
des infinitas, assim como funges que ndo sio diferencidveis em ponto algum. Todas essas fungdes podem
ser expandidas em séries de autofuncdes do problema de Sturm-Liouville (11).(12) que convergem na
media, No entanto, em muitos casos essas séries nao convergem pontualmente, pelo menos nio em todos
0s pontos. Assim, ¢ mais natural associar a convergéncia na media a séries de fungdes ortogonais. como
autofungoes, do que a convergéncia pontual.

A teoria de séries de Fourier discutida no Capitulo 10 € simplesmente um caso particular da teoria
geral de problemas de Sturm-Liouville. Por exemplo. as fungoes

Gulx) = '\/2 sennTx (13)
a0 as autofungoes normalizadas do problema de Sturm-Liouville
¥+ Ay =0, vy =0, yl)=0. (14)

Logo, se f¢ uma fungio dada de quadrado integravel em 0 < x < [, entdo. de acordo com o Teorema
11.6.1, a séric

flx)= Z B (X) = 2 Z by, senmmx, (13)
onde m=1 m=1
1 1
by = f fxX)@um(x)dx = v’if f(x) senmmxdx, (16)
0 0

converge na média. A série (15) ¢ precisamente a série de Fourier em senos discutida na Segio 10.4. Se f
satisfizer as condigdes mais fortes enunciadas no Teorema 11.2.4, entiio esta série converge pontualmente,
além de convergir na média. Analogamente, uma séric de Fourier em cossenos estd associada ao proble-
ma de Sturm-Liouville

y' +ay=0. Y0)=0, y()=0. (17)

Seja flx) = | para 0 < x < 1. Expanda f{x) usando as autofungdes (13) e discuta a convergéncia, pontual e na
média, da série resultante.
A série tem a forma (15) ¢ seus coeficientes b, sio dados pela Eq. (16). Logo,

1 V2
by = \/ff senmaxdy = —(1 — cosmm), (18)
A mmx

“Para a integral de Riemann usada no cileulo elementar. as hipoteses de que fe £ so integraveis sio independentes, ou seja,
existem fungoes f tais que f € integrdvel e f nao €, e vice-versa (veja o Problema 6). Uma integral generalizada. conhecida
como a integral de Lebesgue, tem a propricdade (entre outras) que, se ff € integravel, entdo ftambém o é, A expressio de
quadrado integrdvel tornou-se usual em conexio com esse Lipo de integragio.
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¢ a n-¢sima soma parcial da série ¢
n
1 — cosm
Sa(x) =2 E ———— senmmx. (19)
m=1
O erro médio quadratico €

1
R, = f [f(x) = S.(0)) dx. (20)
0

Caleulando R, para diversos valores de n ¢ fazendo um grafico do resultado, obtemos a Figura 11.6.2. Esta
figura indica que R, decresce sempre que n cresce. E claro, o Teorema 11.6.1 afirma que R, — 0 quando
11 — nc. Pontualmente, sabemos que S, (x) — flx) = 1 quando n — oc; além disso, S, (x) tem o valor nulo
em x = 0 e x = 1 para todo n. Embora a série convirja pontualmente para cada valor de x, o supremo do
erro nio diminui quando n aumenta. Para cada n. existem pontos arbitrariamente proximos de x = 0 ¢ de
1 = 1 onde o erro estd arbitrariamente proximo de 1.

R,
0,20
0,18
0,16 |-
0.14
0.12
0,10 - »
0,08
0,06
0,04
002 *

T

T

|
L]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 n

FIGURA 11.6.2 Dependéncia em n do erro médio quadratico R, no Exemplo 1.

O Teorema 11.6.1 pode ser estendido para cobrir problemas de valores de contorno autoadjuntos com
condigdes de contorno periddicas. tais como o problema

y' 4+ iy =0, (21)

y(=L)=y(L) =0, Yi=L)=y(L)=0 (22)

considerado no Exemplo 4 da Secio 11.2. As autofungdes do problema (21), (22) sdo ¢,(x) = cos(nzx/L)
paran=0,1.2,... ¢ ¥ (x) = sen(nzx/L.) paran = 1.2, ... Se f for uma fungio dada de quadrado integravel
em -L <.x < L, entdo sua expansdo nas autofungoes ¢, e v, ¢ da forma

QM - nxx nax X
flx)= 3 +§ (a,, cos I + by sen—L—). (23)
onde
1 [t nmwx
Ay = -E.[Lf(.r)cosde. n=0,12,..., (24)
1 nmx
b, = — ] —dx, =1,2, 000 2
L[Lf{t)sen I dx n=1,2 (25)

Esta expansdo € exatamente a série de Fourier de f discutida nas Seg¢oes 10.2 e 10.3. De acordo com a
generalizagio do Teorema 11.6.1, a série (23) converge na média, qualquer que seja a fungio de quadrado
integravel f, embora f possa ndo satisfazer as condigdes do Teorema 10.3.1, que garante convergéncia
pontual.
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PROBLEMAS ¢ 1.
&

I

Estenda os resultados do Exemplo 1 encontrando o menor valor de # para o qual R, < 0,02, onde R, é dado
pela Eq. (20).

Seja flx) = xpara 0 < x < | e seja @,,(x) = V2 senmox.

(a) Encontre os coclicientes b, na expansio de flx) em termos de ¢, (x), ¢,(x). ....

(b) Caleule o erro médio quadrdtico R, para diversos valores de n e faga um grifico dos resultados,

(c) Encontre o menor valor de n para o qual K. < 0.0].

. Siga as instrugdes do Problema 2 usando f{x) = x(1 - x)parall<x < 1.

Vamos mostrar, neste problema, que a convergencia pontual de uma sequéncia S, (x) nao implica conver-
géncia na média. ¢ reciprocamente.
(a) Seja S,(x) =nyxe ™ 2,0 < x < 1. Mostre que S,(x) — 0 quando n — = para cadaxem 0 < x < 1.
Mostre, também, que ! n
R, = f [0 =S8, (x)] dx = :':1 —e™)
b 2

e, portanto, R, — o~ quando n — =. Logo. a convergéncia pontual ndo implica convergéncia na
média,

(b) Seja S, (x) =x"para0 <x < lesejafly)=0paral <y < 1. Mostre que

!
% 1
R, = f [fx) = 8, ix)]- dx

2n+1"
e, portanto, §,(x) converge para f{x) na media. Mostre, tambem. que 8, (x) ndo converge para f(x) pontual-
mente em () < x < 1. Logo. a convergéneia na média ndo implica convergéncia pontual,
Suponha que as fungdes ¢,. ..., ¢, satisfazem a relacdo de ortogonalidade (1) ¢ que uma fungio dada flx)
deve ser aproximada por S,(x) = ¢,¢,(x) + ... = ¢.0,(x). onde os coeficientes ¢, nio sio, necessariamente. 0s
da Eq. (9). Mostre que o erro médio quadritico R dado pela Eq. (6) pode ser escrito na forma

n f

o |
R, =] PO dy — Zuf - Z(r, — ).
11 l

onde o0s a, 530 os coeficientes de Fourier dados pela Eq:".?l. Muostre que K, ¢ mimmizado se ¢, = a, para cada i.
Vamos mostrar. neste problema. através de exemplos. que a integrabilidade (no sentido de Riemann) de f
¢ de f ¢ independente,

e M Dex=l,
(a) Sejafix) = l“‘ =

1 1
Mostre ql:uf Jix) dy existe como uma intevral impropria, mmaf 7(x) dx nio existe,
[}] t

1. xracional,
—1, xirracional.

(b) Sejafix) = I

I !
Mostre qucf F2(x) dy existe, mmaf f(x)dv nilo existe.
V]

Suponha que queremos construir um conjunto de polindbmios ortonormais no intervalo 0 < x < 1, f(x).
filx). fix), ..., filx), ..., onde f,(x) tem grau k. Em outras palavras, os polinGmios t&ém que satisfazer

!
ife) = [ Flofulx)ydy = 8.
JU

(a) Encontre f(x) escolhendo o polinomio de grau zero tal que (fi.f,) = 1.

(b) Encontre f|(x) determinando o polindomio de grau um tal que (£, f,) =0¢ (f,,f) = 1.

(c) Encontre fi(x).

(d) A condigdo de normalizagio (fi. f;) = | € um tanto complicada de se usar. Seja g,(x), g,(x). ... g (x). ...
a sequéncia de polinémios ortogonais em 0 < x < 1 normalizados pela condigio g,(1) = 1. Encontre
gulx). g(x) e g:(x) e compare com f(x). f.(x) e filx).

Suponha que queremos construir um conjunto de polindmios ortogonais no intervalo ~1 < x < 1, P(x),

P((x), ... Py(x). ..., onde P,(x) tem grau k: veja o Problema 7. Suponha, além disso, que P,(x) é normali-

zada pela condigdo P,(1) = 1. Encontre P,(x). P,(x). P-(x) ¢ P.(x). Note que estes sio os quatro primeiros

polinomios de Legendre (veja o Problema 24 da Segio 5.3),

. Este problema desenvolve outros resultados associados & convergéncia na média. Sejam R (a,, ..., a,),

S,(x) € a, definidos pelas Eq. (6), (2) ¢ (9), respectivamente.
(a) Mostre que
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1 n
R.= yde -y a.
ﬁ reoffdx - a

t=1
Sugestdo: substitua S, na Eq. (6) pela soma ¢ integre, usando a relagio de ortogonalidade (1).

1
(b) Mostre que iaf < f r(x)f*(x) dx. Este resultado € conhecido como a desigualdade de Bessel.
=1 0

o0
(c) Mostre que 3 a? converge.
=1

1 )
(d) Mostre que lim R, = f rofi(x)dx = Y a’.
n=+20 U "HI

o0
(e) Mostre que Y ai¢;(x) converge para f(x) na média se, e somente se,
fe=]

1 o
riOff (v de=) a.
hawe-3

i=1
Esse resultado é conhecido como a equagio de Parseval.

Nos Problemas de 10 a 12, sejam ¢y, ¢-. ..., @,,. ... as autofun¢des normalizadas do problema de Sturm-Liouville
(11).(12).
10. Mostre que se a, é o n-ésimo coeficiente de Fourier de uma fungio de quadrado integrivel f. entio
lim a, =0.
==
Sugestio: use a desigualdade de Bessel, Problema 9(b).
1. Mostre que a série

G + () + o+ Px) A+
nio pode ser uma série de autofungdes para nenhuma fungdo de quadrado integravel.
Sugestao: veja o Problema 10,
12. Mostre que a série
o=(x) ()
o1(x) + —(_J— Four i 2

V2 Yz
nio pode ser uma série de autofungdes para nenhuma fungio de quadrado integrivel,
Sugestdo: use a desigualdade de Bessel, Problema 9(b).

13. Mostre que a equagio de Parseval no Problema 9(¢) ¢ obtida formalmente elevando-se ao quadrado a
série (10) correspondente a f, multiplicando pela fungio peso r e integrando termo a termo,

Os livros a seguir foram mencionados no texto em conexdo com determinados teoremas sobre problemas de Sturm-—
Liouville:

Birkhoff, G.. and Rota, G.-C., Ordinary Differential Equations (4th ed.) (New York: Wiley, 1989).

Sagan, H., Boundary and Eigenvalue Problems in Mathematical Physics (New York: Wiley, 1961: New York: Dover,
1989).

Weinberger, H., A First Course in Partial Differential Equations (New York: Wiley, 1965; NewYork: Dover, 1995).

Yosida. K.. Lectures on Differential and Integral Equations (New York: Wiley-Interscience, 1960: New York: Dover,
1991).

Os livros a seguir sdo fontes convenientes para dados numéricos ou grificos sobre fungoes de Bessel ¢ de Legen-
dre:

Abramowitz, M., and Stegun, L. A. (eds.). Handbook of Mathematical Functions (NewYork: Dover, 1965): originally
published by the National Bureau of Standards.Washington, DC, 1964,

Jahnke, E.. and Emde, F, Tables of Functions with Formulae and Curves (Leipzig: Teubner, 1938; New York: Dover.
1945).
Os livros a seguir também contém muita informagdo sobre problemas de Sturm-Liouville:

Cole. R. H.. Theory of Ordinary Differential Equations (New York: Irvington, 1968).

Hochstadt, H., Differential Equations: A Modern Approach (New York: Holt, 1964: New York: Dover, 1975).

Miller, R. K., and Michel, A. N., Ordinary Differential Equations (New York: Academic Press, 1982).

Tricomi, F. G., Differential Equations (New York: Hafner, 1961).
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Secgao 1.1

|
3.
3
7
9,
1.
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26.
28.
29,
30.
31
32.
33.

A

v — 3/2quandor— x 2. vse afasta de 3/2 quando t — oc

v se afasta de -3/2 quando  — ~ 4. y— -2 quandot — o¢

v se afasta de -1/2 quando r — ~ 6. v se afasta de -2 quando t — so

y=3-y B.y=2-3y

y=y-2 10, v =3y—1

v=_0e vy =4 sdo solugdes de equilibrio; v — 4 se o valor inicial é positivo; v se afasta de 0 se o valor
inicial € negativo.

v =0¢ y =5 sio solugoes de equilibrio; v se afasta de 5 se o valor inicial ¢ maior do que 5;y — O se o

valor inicial ¢ menor do que 5.

. v =0 ¢ solugdo de equilibrio; v — 0 se o valor inicial ¢ negativo: vy se afasta de 0 se o valor inicial é

positivo,

. v=0¢ vy =2sdo solugoes de equilibrio; v se afasta de 0 s¢ o valor inicial € negativo; y — 2 se o valor

inicial estd entre 0 e 2; v se afasta de 2 se o valor imaial € maior do que 2.

() 16. (c) 17. (g) 18. (b) 19. (h) 20. (e)
. () dq/dt =300(107 - gl0*):gemg.t em h

(b) g — 10* g; ndo

. dV/jdt = —kV*3 para algum &k ~ 0,
. dufdt = —0,05(u — 70); u senF, r em minutos
(@) dg/dt =500 - 04g.qemmg.remh (b) ¢ — 1250 mg

(a) mv' = mg - kv? (b) v— /mg/k

(c) k=2/49

y € assintdtico a f — 3 quando f — X 27. y — Oquando t — o0
y — o0, 0 ou -0, dependendo do valor inicial de v

v — oo ou —o¢, dependendo do valor inicial de y

Vv — o0 ou —oo ou v oscila, dependendo do valor inicial de v

v — —00 oU é assintdtico a /2t — 1, dependendo do valor inicial de v
y — 0 e entdo deixa de existir depois de algum instante 1,2 0

¥ — o ou -o00, dependendo do valor inicial de y

Secao 1.2

(]

(a) y=5+(yg— 5™’ (b) y=(5/2) + [yy — (5/2)]e™*

() y=5+(yo— 5>

A solugdo de equilibrio é v = 5 em (a) e (¢).y = 5/2 em (b): a solugdo tende ao equilibrio mais depressa
em (b) ¢ (¢) do que em (a).

(@) y=5+(a-5¢ (b) y = (5/2) + [yo — (5/2)]e*

(C) y= S5+ (vo — 5)6’21

A solugdo de equilibrio ¢ y =5 em (a) e (c), y = 5/2 em (b): a solugdo se afasta do equilibrio mais de-
pressa em (b) e (¢) do que em (a).

555
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3. (a) y=ce™ +(b/a)
(¢) (i) O equilibrio € mais baixo e € aproximado mais rapidamente. (ii) O equilibrio ¢ mais alto. (iii) O
equilibrio permanece 0 mesmo e ¢é aproximado mais rapidamente.

4. (8)y.=b/a (b)Y =aY

5. (a) yi(0) = ce” (b) y = ce” + (b/a)

6. y=ce " +(b/a)

7. (a) T =2In18 = 5.78 meses (b) T = 21n[900/(900 — py)] meses
(¢) po=900(1 —e®) =8978

8. (a) r=(In2)/30 dias™ (b) r=(In2)/Ndia™'

9. (a) T=5In50= 19.56s (b) 71834 m

10. (a) dv/dt=98, v(0)=0 (b) T = J/300/39=782s
(c) v =76,68 m/s

11. (b) v =49tanh(r/5) m/s (e) x =245Incosh(r/5) m
() T=948s

12. (a) r =0,02828 dia™' (b) Q1) = 100g-"02828¢

(c) T =245dias
14. 16201n(4/3)/In2 = 672.4 anos

15. (a) u=T+ (g — T)e ™ (b) kr =1In2
16. 6,69 h
17. (a) Q(t)=CV(1—e ") (b) Q1) = CV =Q,,

(¢) Q) = CVexpl—(t—1)/RC]
18. (a) Q' =3(1-10"'Q), Q) =0
(b) Q(r) = 10°(1 — e=*/'"), rem h; depois de 1 ano Q = 9277.77 ¢
(c) Q' =-30Q/10%, Q(0) = 927777
(d) Q) = 927777 */""" 1 em h: depois de 1 ano Q = 670.07 g
(e) T =2,60anos
19. (a) ¢' = —q/300, q(0) =5000¢g (b) g(r) = 5000e~30
(c) ndo (d) T=300In(25/6) = 428,13 min=7.136 h
() r = 2501n(25/6) = 356,78 gal/min

Segio 1.3
1. Segunda ordem, linear 2. Segunda ordem. ndo linear
3. Quarta ordem, linear 4. Primeira ordem, ndo linear
5. Segunda ordem, ndo lincar 6. Terceira ordem, lincar

15. r=-2 16. r= &l

17. r=2,-3 18. r=0,1,2

19. r=-1,-2 20. r=1,4

21. Segunda ordem, linear 22. Segunda ordem, ndo lincar

23, Quarta ordem, linear 24, Segunda ordem, ndo linear

CAPITULO 2 Segio2.l

1. (c) y= ce™ 4+ (1/3) — (1/9) + e~ %; y é assintdtica a /3 — 1/9 quando { — o0
2. (c) y=ce +e*/3; y - oo quando r = 00

3. (c) y=ce” +1+re'/2; y— 1 quando t — oc

4, (¢) y=(c/t)+ (3cos2t) /4t + (3 sen2t)/2; y € assintotica a (3 sen 21)/2 quando { — oo
5. (c) y=ce” —3e'; y — 00 ou—o0 quando { — o0

6. (¢) y=(c—tcost+sent)/f; y— 0quandor — o0

7. (c) y= e’ +ce y — 0 quando t — o0

8. (c) y = (arctant+¢)/(1 4+ %), y — 0 quando 1 — ¢

9. (c) y=ce"*+3t—6; y é assintética a 3r — 6 quando 1 — oo
10. (¢) y=—te™" +ct: y — 00,0,0u—00 quando { — o0
11. (c) y=ce™ +sen2r —2cos2t; y ¢ assintStica a sen 2r — 2cos 2t quando [ — o0
12. (¢) y=ce™ +32 — 12+ 24; y é assintéticaa 3> — 12t + 24 quando 1 — oo

13, y =3¢ +2(¢ — 1) 14, y=(*-1e /2
15. y = 3 — 4 + 67 + 1)/127 16. y = (sent)/t*
17. y = (t +2)* 18. y =17%[(x*/4) — 1 —tcost +sent]

19. y=—=(1+0e/t', t#0 20. y=(t—-14+2e"/t, t#0
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21. (b) y=—%cost+ §sent+ (a+3)e% apg=—1%
(c) yoscila paraa = ap !
22. (b) y = =3¢+ (a+3)e’ ap=-3
(c) y — —ocoparaa=ap
23. (b) v =2 +aB3x + 4™ - 272 /3x + 4); ay=—2/(371 +4)
(c) v— Oparaa=a
24 (b) v=te™" + (ea—1)e '/t ag=1/e
(¢) v— Oquandot — 0 para a =ay
25. (b) v = —(cost)/f +x%a/dr; ay=4/n°
(¢) ¥ — } quandor — 0 paraa=ag
26, (b) v=(¢' —e+asenl)/sent; ay= (e —1)/senl
(c) y— lparaa=ay
27. (r,v) = (1.364312;0.820082) 28. y; = —1,642876
29. (b) ¥ = 12+ & cos2t + & sen 2t — e/ y oscila em torno de 12 quando ¢ — o0
(c) r=10,065778

30. yo=-5/2

31, yp = —16/3; y — —oc quando t — oo para y, = —16/3

39. Veja o Problema 2. 40. Veja o Problema 4.
41. Veja o Problema 6. 42. Veja o Problema 12.

Seciao 2.2

L3y -22=¢ y#0 2.3 -2In[l4+x = x#-Ly#0
3.y ' ~cosx =c¢sey# 0 também y =0; em toda parte
4 3y+y—P =0 y#E-312

L

2tan2y — 2x —sen 2y = csecos2y # 0; também y = £(2n + 1)z /4 para todo inteiro
m; em toda parte

6. y =sen[ln x| +c¢]sex #0ely] < 1: também y = %1

7.y - 42 —eM)=c y+e#0 8 3y 4y —x'=¢ emtoda parte

9. (a) yv=1/(x" —x—6) () 2<x<3

10. (a) y = —v2x — 20" +4 €) —l<x<2

11 (a) v =[2(1 = x)e' = 1]'7 (c) =168 <x < 0.77 aproximadamente
12. (a) r=2/(1 —=2In#) (©) 0<6 < J&

13. (a) v = —[2In(] +x%) +4]'* (c) —co <y <00

11

14. (a) y = [3—2./1 +.r1] : (©) Il < V5

15. (@) y= -1+ 3VAT-15 (c) x> 3V15

16. (a) v == /(x*+ 1)/2 (c) —c<xr<oo

17. (a) y =5/2— Jx' —es +13/4 (c) —1.4445 < x < 4,6297 aproximadamente
18. (a) y=—3+ 165 —8c* —Be* (c) |x| <2,0794 aproximadamente

19, (a) y = [r —arcsen (3cos® x)]/3 (c) Ix—m/2| < 06155

1/3

20. () v = [}arcsen v? +1] (© —-1<x<l

2 ¥ =3 —x—x*+2=0, lxj<1
22,y —dy - =—1, | -1]<16/3V30u-128 <x < 160
23 y=-1/(*2+2x~1); x=-2
4. y=-32+JyIx—e +13/4; x=Inl
25. y=-3/2+sen2x+ 1/4; x=m/4 26. y=tan(x’+2); x=-1
27. (a) v — dseyp > 0; y=0sey; =0, y— —oosey; <0
(b) T = 329527

28. (a) y — 4 quandor — oc (b) T =2.84367
(¢) 3.6622 < y, < 4,4042
e —
29. .\':Ey-i-a :bflnlay+b1+k: a#0,ay+b#0
30. (e) Iy + 2xPly—2x| =c 3L (b) arctan (y/x) —In|x| = ¢
32. (b) ¥4y —ex' =0 33. (b) ly=x|=cly+3x°; tambémy=x

34. (b) ly +xlly+4x)* =c

35. (b) 2x/(x+y) +Injx +y| = ¢; tambémy = —x

36. (b) x/(x+¥) +Inlx| =c; tambémy = —x 37. (b) [xPlx’ —=5)%| = ¢
38. (b) clx® = |y* — &%
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Secio 2.3
1. t = 1001In 100 min = 460,5 min 2. Q) = 120p[1 — exp(—1/60)]; 120y
3, Q=50e%(1 —e ) Ib=7421b
4. Q=200+t~ [100(200)2/(200 4 1)1 Ib, 1 < 300; ¢ =121/125 Ib/gal;
lim ¢ = 1 Ib/gal

5. (a) Q(t) = e +25 - £ cost + 5 sent
(c) nivel = 25; amplitude = 25+/2501/5002 = 0,24995

6. (c) 13041s

7. (a) (In2)/ranos (b)9,90anos (c)8,66%

8. (a) k(" =1)/r  (b)k=$3930  (c)9.77%

9. k = $3086,64/ano; $1259.92 10. (a) $89.034,79 (b) $102.965,21

I. (a) t= 13536 meses (b) $152.698.56

2. (a) 0,00012097 ano™! (b) Qpexp(—0.,00012097¢), tem anos
(c) 13.305anos

13. P =201.977,31 — 1977,31e™?", 0 <t < t; = 6,6745 (semanas)

14. (a) r =2,9632; nio (b) T =10In2 = 69315

(¢) =63805
15. (b) y. =0,83 16. t=1In%/In | min = 6,07 min
17. (a) u(r) = 2000/(1 + 0,048 (c) T=75077s

18. (a) u(t) = ce™ + Ty + kT, (k cos wt + wsenwi)/(k* + )

(b) R=9,11°F;, r=351h

() R=kT)/VKk*+@’; t=(1/w)arctan (w/k)
19. (a) c =k + (P/r) + [co = k = (P/r)]e™": limc=k+(P/n)

(b) T=(VIn2)/r; T=(VInl0)/r

(c) Superior, T' = 431 anos; Michigan. T = 71 4anos: Erie, T = 6.05 anos; Ontirio, T = 17.6 anos
20. (a) 50,408 m (b) 52485 21. (a) 45,783 m (b) 5.129s
22. (a) 48,562 m (b) 5,1945s
23. (a) 176,7 fu/s (b) 10745 1t (c) 15ft/s (d) 236,65
24. (a) dv/dx = —pv (b) = (66/25)In 10 mi~! = 6.0788 mi '

(¢) =900/(11In10)s = 355335

= m'g kuy\  muy m ( kv.,)
25. =— — . O i
(a) xp ) In (l + mg) G 7 [} X In(!+ e
26. (a) v=—(mg/k) + lvo + (mg/k) exp(=kt/m)  (b) v =w — gt sim

(¢) v=0parat>0
27. (a) v =2d%g(p - p')/9  (b) e=4na’g(p—p)/3E
28. (a) 11,58 m/s  (b)1345m  (c) k > 0.2394 kg/s
29. (a) v=RY2g/(R+x) (b) 506h
30. (b) x=wutcosA, y = —gr*/2 + utsen A +h
(d) —16L%/(u*cos* A) + Ltan A +3 > H
(e) 0,63rad < A < 0,96 rad (f) 1w=106.89 ft/s, A =0,7954 rad
31. (a) v=(ucosA)e™, w=—g/r+ (usen A +g/rie”"
(b) x =ucosA(l —e™)/r, y=—gt/r+ (usenA+g/ri(l —e")/r+h
(d) u=1453ft/s, A = 0,644 rad
32. (d) k = 2,193

Segdo 2.4

1.0<t<3 20<tr <4

3. m/2<t<3n/2 4, —o0o<t<-2

5. 2<t<2 6. 1l<t<n

7. 2t+5y>00u2t+5y <0 8. f+y <1
9.1-2+y*>00ul = +y2 <0, 1#0,y#0

10. Em todo o plano 11. y#0, y#3

12. t£nmwparan=0,41,£2,...; y#-1 13 y==%/y5—4se yo #0; |t| < |yl/2

14. y=[(1/y0) — 1 'seyo #0; y=0seyy=0;
Ointervaloé|fl<1fmseyu>0; _m{‘{msc};nﬁn

15.y=y0;,f2tyf,+1scyg #0; y=0sey =0
ointervalo é—1/2y} <t <cosey, #0; —oco <t <ocosey; =0
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16. y = :t\ﬁlnli +) 4+~ —exp(=3y}/D1'} <t <
17. y—= 3sey > 0; v=0sey = 0; v— —oosey, <0
18. y = —xcseyy <0 y = Oseys 20 19. y > Osey, <9; y — ocsey; = 9
20. y — —xose ¥y < ¥ = —0,019: caso contrdrio y é assintéticaa /1 — 1
21. (a) Nio (b) Sim:fagat, = %2 na Eq. (19) no texto
(c) Iyl < (4/3)"° = 1.5396
22. (a) v,(r) é uma solugdo para r 2 2; y,(1) ¢ uma solugio para todo
(b) f ndo ¢ continuaem (2.-1)
1 1 !
26. (a) yit) = D wa) = ey ]m ps)gls) ds
28. v = +[51/(2+ 5¢)]'? 29. v=r/(k +cre™)
30. y = x[e/(o + cee” )] ]
t 2
. y=% lu(u/ [Zf pis)ds + c“ condep(r) = exp(2l sent + 27Tr)
fo
2. y=tl-eMpara0<t<1; y=i(e? —1)e ¥ parat>1
33 y=eZparal<sr<1: y=e“"parar>1
Seciio 2.5
1. v =0¢ mmstavel
2. y = -a/b € assintoticamente estivel. v = 0 ¢ instivel
3. v =1 ¢ assintoticamente estavel, vy = 0 ¢ v = 2 sdo instivels
4. v =0¢ instdvel 5. v =0 ¢ assintoticamente estivel
6. vy =0 ¢ assintoticamente estivel 7. () y=[v, = (L =y kt)/[1 + (1 = y,)ki]
8. v =1¢ semiestivel
9, v=-1 ¢assintoticamente estdvel. v = 0 ¢ semiestavel. v = | € instivel
10. y = =1ey=1sid0 assintoticamente estiaveis, v = 0 ¢ instivel
11. y =0 ¢ assintoticamente estivel, v = b/a” ¢ instavel
12, y =2 é assintoticamente estivel, v = 0 ¢ semiestivel. v = -2 € instivel
13. y=0¢y=1sio semiestivels
15. (a) © = (1/rIn4; 55452 anos
(b) T=(1/r)In[B(l —a)/(] = fra]: 175,78 anos
16. (a) v =0¢instavel, v = K ¢ assintoticamente estavel
(b) Convexa para 0 <y < K/e,concavapara Kie < v < K
17. (a) v = Kexp{[In(yy/K)le ") (b) vi2) = 0.7153K = 57.6 x 10" kg
(¢) r=2215anos
18. (b) (h/a)\/k/am; sim (¢) kja < na’
19. (b k*/2g(za)’
20. (¢) Y =Ey;=KE[l - (E/n] (d) Y, = Kr/dpara £ = r/2
21 (a) yi2 = K[LF /1 = (4h/rK)]/2
22, (a) y =0¢ instavel,y = 1 € assintoticamente estivel

23.
24,
25.

28.

(b) y=yo/lvo+ (1 —vpe ™

(a) y=yoe™™ (b)) x =xqexpl—ayy(l — e 7)/B] (c) xyexpl—ayy/B)
(b) z=1/[v+ (1 —v)e] (c) 0.0927

(a,b) a = 0: y = 0 é semiestdvel.

a >0y = a é assintoticamente estdvel e y = —/u é instivel.

. (a) a = 0:y =0 ¢ assintoticamente estdvel,

a>0:y=04éinstavel; y = Va e y = —Va so assintoticamente estdveis.

. (a) a < 0: vy = 0 ¢ assintoticamente estdvel e y = a é instdvel.

a=0:y=0 ¢ semiestdvel.
a>0:v=0¢instivel e y = a ¢ assintoticamente estavel.
pale " — 1]

(a) ,l_if?_‘: x(t) = min(p,q); xln) = qeam —p

plat
pat +1

(b) fI_i_:r’i.t(r} =p; x(f)=

559



560 ResrosTAS DOS PROBLEMAS

Secio 2.6

L 243x+y-2y=c 2. Nio € exata

3. 8 —Xy+2x+27 +3y=c 4, 22y +2xy=c

5. ax’ +2bxy+ oyt =k 6. Nio ¢ exata

7. ¢'sen y +2ycosx =¢; tambémy =0 8. Nio é exata

g, eWeos2x+¥ —3y=c 10, ylnx+322 -2y =c
11. Nio ¢ exata 122 x* +y*=c

13. y= [,r + 28— 3.:2] 12, x| <283
14, y = [x— (24x° + x* — 8 —16)%]/4, x > 0.9846

15. b=3 xy+2y=c¢ 16. b=1: e 4+¥r=c

19. ¥ +2Inly| =y 2=c: tambémy=0 20. e‘seny-+2ycosx=c

21, 02 = (P =2y +2)e =c¢ 22, X’e*seny=c

24, u(n) = cxpr(:) dr, ondet=xy 25. ux)y=e*; (GBxly+yHer =c¢

26, ux) =e™; y=ce*+1+ e 27. u(yv) =y, Xxy+ycosy—seny=c
28 u(y) =e¥/y; xe¥ —Inlyl=c; também y =0

29, u(y) =seny; e‘seny+y =c 30. p) =y X*+3xy+yt=c

3L uy)=xy;, Xy+3t+y =c

Secao 2.7

1. (a) 1,2:1,39;1,571:1,7439 (b) 1.1975:1.38549: 1.56491; 1,73658
(c) 1,19631:1,38335:1,56200; 1,73308 (d) 1.19516;1,38127; 1.55918; 1.72968

2. (a) 1,1; 1,22; 1,364; 1.5368 (b) 1,105: 1,23205; 1,38578; 1,57179
(c) 1.10775: 1,23873; 1,39793: 1.59144 (d) 1.1107; 1,24591; 1.41106; 1,61277

3. (a) 1.25; 1,54; 1,878; 2,2736 (b) 1,26; 1,5641: 1.92156; 2,34359

(c) 1,26551; 1.57746; 1,94586; 238287 (d) 1.2714; 1,59182: 1.97212; 2,42554
4. (a) 0,3;0,538501: 0,724821: 0,866458
(b) 0.284813;0,513339: 0,693451; 0,831571
(c) 0,277920:0,501813; 0,678949; (0.815302
(d) 0,271428: 0,490897; 0.665142:0,799729
. Converge para y 2 (; niio estd definida para y <0 6. Converge para y 2 0 diverge para y <0
. Converge
. Converge para ly(0)l < 2,37 (aproximadamente); diverge nos outros casos
9. Diverge 10. Diverge
1. (a) 2.30800;2.49006;2,60023: 2.66773;2.70939: 2.73521
(b) 2.30167;2,48263;2,59352;2.66227:2,70519:2,73209
(c) 2,29864;2.47903;2,59024; 2,65958; 2,70310; 2,73053
(d) 2,29686;2.47691;2.58830; 2,65798; 2,70185; 2,72959
12. (a) 1,70308;3.06605;2.44030; 1,77204; 1,37348: 1,11925
(b) 1.79548;3,06051;2,43292:1,77807: 1,37795; 1,12191
(c) 1.84579:3.05769;2.42905:1,78074:1.38017; 1,12328
(d) 1.87734:3.05607;2,42672: 1,78224: 1.38150; 1,12411
13. (a) —1.48849; —0,412339; 1.04687; 1,43176: 1.54438;1,51971
(b) —1.46909; —0,287883; 1,05351; 1.42003; 1,53000: 1,50549
(c) —1,45865;—0,217545;1,05715; 1,41486; 1.52334; 1,49879
(d) —1,45212; —0,173376;1,03941: 1.41197; 1.51949; 1,49490
14. (a) 0,950517:0,687550;0,369188; 0.145990; 0,0421429; 0,00872877
(b) 0,938298:0,672145; 0.362640; 0.147659: 0.0454100; 0,0104931
(c) 0,932253:0.664778; 0,359567; 0.148416; 0,0469514: 0.0113722
(d) 0,928649:0,660463; 0 357783;0,148848; 0,0478492;0,0118978
15. (a) —0,166134; —0,410872; —0,804660; 4,15867
(b) —0,174652; —0,434238; —0,889140; —3,09810
16. Uma estimativa razodvel para y em ¢ = 0,8 € entre 5,5 ¢ 6. Nao € possivel obter uma estimativa confidvel
em t = 1 dos dados especificados.
17. Uma estimativa razodvel para y em ¢ =25 ¢ entre 18 e 19. Nio € possivel obter uma estimativa confid-

vel em t = 3 dos dados especificados.
18. (b) 2,37 < g < 2,38 19. (b) 0,67 < a < 0,68

00 ~1 tn



RESPOSTAS DOS PROBLEMAS

Secio 2.8
L dw/ds=(s+1)2+w+2?% w®=0 2 dwds=1=(w+3) w0=
n ﬂ-rﬁ
3. (a) ¢u(n = Z—k‘— (c) lim,_. @, (1) =¢* -1
k=t
i gk )
4. (a] du(r) = ( k}' (C) llmn—-'\: ¢n(t) = e =1
k:]
5. (a) dal) =) (=DM + D2 () lims @0(0) =4deP 2 —
k=1
n+l
6. (a) dal) =t— o (c) lim,_.x @u(n) =1t
flk 1 11 1
7. (d]‘;"n{ﬂ—-;mz—_—“ 8. d)o{!‘)——zz———-—a-k—_-i—)—
I r il P 7 2:“ i
9, == o M, .
Wh=3 al=3tig =gt n G
f'l' r‘l .-'.‘f‘ 1;“} fl'
10. =1 =f— — il mfie s
@@ ¢y =1 ()=t i cp:mhr rlve AT AT T
. rt
11 (a) ¢ (t) =1, ¢‘2{f}=f—i+$‘-a~,+0(11
S S o Y S P 1L
¢;<r_|=r—2—!+§+5-3_~|+ P + 0",
T S /5 31:"
¢4[”=I_E+§_3T+ +0(")
_ A
12, (a) ¢(t) = =1 —1" — 3
2 "‘4 K o
ff}:“’=-’f—i —6- I—?—'_’_j'f'o“'
T A | A
rm(r}——r—i E_T{I+4_N+O“)
(S AR | R i 3
¢.ll”=—|"—3 3 —f;(']—'i']—TO(f]

Secio 2.9
Loy = (=1D"09)"yy; vy, — 0 quandon — o

2. ¥ya=w/(n+1). y,— Oquandon — o
3y =nv+ D+ 1/2 y,— coquandon — x
4y = Yo sen=4koun=4k - 1.

el —¥o, sen =4k —2oun =4k - 3;

Yo ndo tem limite quando n — oc

5.y, =05"yy - 12) +12;  y, — 12quandon — =

6. v, =(=1"05)" (v, —d) +4 y,— dquandon — x

7. 7.25% 8. $2283.63

9, $258.14

10. (a) $804,62 (b) $877.57 (c) $1028,61

11. 30anos:$804,62/més; $289.663,20 total 20 anos: 3899,73/més;
$215.935,20 total

12. $103.624.62 13. 9,73%

16. (b) u, — —oc quando n — oo
19. (a) 4.7263 (b) 1,223% (c) 3.5643 (e) 3.5699

Problemas Variados

1. y = (¢/x?) + (x%/5) 2. 2y+cosy—x—senx=c

3.0 +xy=3y—y=0 4 y=-3+ces

5. 2y+axy+x=c 6. y=x"'(1-¢'"")

7. X 4+x=y -y =c 8. y=(4+cos2 —cosx)/x>

9. ¥y+x+y=c 10 x+Inlx|+x7"+y~2In|y| = c; também y =0
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CAPiTULO 3

111

13.
15.

17.

19.
21.

23.
25
27.
29.
31

34.

35

36.
38.

39,
40,

(,r;3}+.w+e =
y= tan(x+r-+c)
y= ¢/cosh’(x/2)

y=ce* -

ey +xy =X =c¢
20 + 3%y —dx+y =c
/3 -t
e e
y=— 4 —
R t
(x*/y) + arctan(y/x) = ¢

(4 ¥+ e

arctan(y/x) —Iny/x* +y? =¢

S +xy=-4
(a) y=t4(—0n"

(c) v=sent+ (ccost— isenn)”!

(a)v' = [x(t) +blu="b

12. y=ce™ +e*In(l + ¢

14, 22 + 2xy 4 2y? = 34

16. e"*cosy +e*senx = ¢

18. y=e> f e ds+3e7™
0

20. e +e ¥ =c

2. ¥ +3y-x4+3x=

24.sen ysen’x = ¢

26 e +Inlx|=¢
28. X +¥y=c
30. ()»Z/r1+(»/x3}_¢

32. —=—'cf —ds+—
(b) y=1- 1+2:(c-r)"

(b)yv= [bf w(t)de + c];',u(r}, uit) = exp[—(af’f?.) — bi)

v=at + e+ 1Int

3. y=c¢Int+c2+1t

v= (/) In|k —0/(k+ 0| +crsec; = k> 0; y=(2/k)arctan(t/k) + case

ci=—k><0; y==-2t"+esec; =0

o o {r—"c;)../r+€‘ + Ca:

~...c|e fgcy—te™!

também v = ¢

tambémy =c¢ Sugestio: p(v) = v= ¢ um fator integrante.

‘T‘ =cit—In|l +cit] +casee, #0; y= 1:’ +csec; =0, tambémy=c¢

43, y=csen(r+¢;) = kysent + k; cost
HS. 140 = ﬂ:%{_\'— 2y + )\

também y =¢ 47. ¢ =(t+c) +¢

49. ;=2t1-:r3

.\*JInr— In(f +IJ—5arclanr+2+~ln2+ =T

Ly=ce ' +ce?
4. y= (‘|£"r"“ + C:t’r
6. v=c "7 + eV

41.
2. y=cit+ 6
44 W -2ey+a=2r; tambémy=c
46. vin|y| =y +r|y + t=cs
48 y=30+1)"?
50
5Ly=42+3
Secio 3.1

1. yv=c1¢f + e

3. v=0e'2 4 e

5. y=¢ +cze™

7. v = ¢, expl(9 + 3v/3)t/2] + c2 expl(9 — 3v3)t/2]
8

26.

27.
28,

f—bco

y = (2/v/33) expl(—1 + V33)1/4] —

Ly = I[ﬁe—w—n i l*J__uer-l.. y - ooquandof — 00

(b) ¥y =0,71548 quando:

(b) tm=In[(12+38)/(12 +
(c) B = 6(1 +/3) = 16,3923
(a)y=d/c (b)aY"+bY’
(a) b>0e0<c<bfda

.}=c1cxp[(l+~/_}r]+czexp[(l—-f)rl 9. y=¢: y— 00quandot— o0
Ly=j3e"—1e¥ y— 0quandor— oo
A:-—l—e" y— —lquando t — o<
.y = 2(13 4 5V13) expl(~5 + VI3/2] + £ (13 = 5V13) expl(-5 — VI3)t/2); y — Oquando

11. y = 12¢* —8¢'%;  y - —ooquandot — o0

(2/V/33) expl(—=1 — V33)t/4):  y — oo quandot — o0

y — —ooquando’ — 20

Zﬁ)leZ

18. 2" +5y +2y =0

L y= _%en+2:fz ik %e-“.{_zuz:
yn +yu L 6}' s 0
.y=4i€¢+e"'; ominimoéy=lemt =1In2

. y=—¢+3¢%, omiximo é y = jemt =1n(9/4), y =0ems =1n9
.a=-2

2. f=-1

. v— Oparawx <0;y torna-se ilimitado para e > 1
Ly—=0 para o < 1;ndo extslc « tal que todas as solugdes ndo nulas se tornam ilimitadas
(@) y=1(1+2B)e 4} td -

In6 0,71670 (c) p=2
(@) y=(06+pe -4+ ﬁ)e-“‘
28)), ym= 26+ P)P/@+p)

(d) ty = In(3/2), Ym — o

+cY =0
(b)e <0

(¢) b<0e0<c<b/da
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Segiio 3.2
1. =1e' 2.1
3 e 4, xlet
5. —e¥ 6.0
7. 0<t < 8. —x<t<l
9.0<r<4 10, 0 <t <
11.0<cx <3 12, Z2<x<3n/2
14. A equagio ¢ ndo linear. 15, A equagio ¢ ndo homogénea.
16. Nio 17. 3re” +ce”
18. 1e' + ct 19. SW(f.g)
20. —4(rcost —sent)
21. v, e v, formam um conjunto fundamental de solugdes se e somente se @b, - a,b, # (0,
2. m(n =i+, ) =-le¥+ e
23, yi() = —1e MV dem=D 0 yo(n) = =LY 4 feY
24. Sim 25. Sim
26. Sim 27. Sim
28, (b)) Sim. (c) [v,(1). vi(r)] € [v, (1), vi(1)] sdo conjuntos fundamentais de solugdes: [y.(1). vi(1)] e [vi(r). ys(1))
ndo sio
29, cr'e’ 30. ¢ cost
31 ¢/x 32. ¢/(1 —x%)
34, 2/25 35. 3/e = 4946
36. p(t) = 0 para todo
40. Se t, for um ponto de inflexdo ¢ se v = (1) for uma solugio, entdo. da equagdo diferencial, p(r,)@'(1,) +

qlt,)o(r,) = 0.

42. Sim, y= (’.e"""'zf Rt + cre
43. Ndo "
4 Sim. y= L [r1 f wdr + (':]. pix) = exp[— f (1 + ﬂ) d.r]
pix) 0w ! X X
45, Sim. y = ey 47 P 3 (L = =0
48. (1= xu" =2 +efa+ Hpu =0 49, p" —xp =10
51. As equagoes de Legendre e de Airy siao autoadjuntas.
Segiio 3.3
1. ecos2 +iesen2 = —1,1312 +2,4717 2. ¢*cos3 —ie'sen 3= —7.3151 — 1,0427i
3 -1
4. ¢ cos(r/2) — ie” sen(/2) = —e*i = =7.3891i
S. 2cos(In2) — 2isen(In2) = 1,5385 — 1,2779
6. 7' cos2Inm) + iz 'sen(2Inm) = —0.20957 + 0,23959i
7. y = c1€' cost + cre'sent 8. y =cie'cos V51 + cae'sen /5t
9. y =016 + eV 10. y = cje™' cost + e sent
11. ¥y = cje ¥ cos 2t + c:e Ysen 2t 12. y = ¢;cos(3t/2) + casen(3t/2)
13. y = cje™* cos(t/2) + cae~"sen(t/2) 14, y = 1" + c,e7 43
15. y=cre " cost + c2e™'* sent 16, y = cye™¥ cos(3t/2) + cre™ ¥ sen(3t/2)
17. y = | sen 21; oscilagio regular
18, y = e ¥ cost + 2¢~* sent: oscilagao decrescente
19. y = —¢'~"Zsen 2; oscilagiio crescente
20. ¥ = (1+2V3)cost — (2 — /3)sent; oscilagio regular
21, y =3¢ cost+ je 2 sent;  oscilagio decrescente
22, y=2e " cost + 2" ""sent;  oscilagdo decrescente

23.

24,

26.

(a) u=2¢"%cos(vV231/6) — (2//23)e"/ sen (v231/6)

(b) = 10,7598

(a) u=2e"""cos(v341/5) + (7//34) e "sen(v/341/5)

(b) T = 14,5115

() y=2e""cos 51+ [(@+2)/vSle*sen V5t (b)a = 150878
(¢) £ =[x —arctan[2V/5/(2 4+ &)]}/V/5 (d) n/v5

(a) y=e “cost+ae“sent (b) T = 18763

() a=1 T=74284 a=; T=43003% «=2, T=15116
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35. y = ¢y cos(In?) + casen(Int) 36 y=at™ + ot
37 y=ctteos(iinn + e 'sen(flne) 38y =yt + ot
3. y=af+ot 40. y =cytcos(2Int) + carsen(2Int)
41 y=cit+cat™ 42. y = ¢t~ cos(Int) + car~*sen(In 1)
44. Sim, y =c cosx+cseny, x= fe"l"l dr
45. Nio
46. Sim. y = cie~"" cos(v/312/4) + ez~ sen (V312 /4)
Seciio 3.4
l. y=cie' + cate' 2. y=cie? 4 eate?
3. v=ce ' et 4. y=cre™¥? +cyre™*
5. y = )€ cos 3t + caesen 3t 6. y = cie¥ + cate’™
7. y=ce™? + e 8 y=ce ¥ +care”
9. y = ¢ +cate®” 10. y = e "2 cos(1/2) + c:e " Zsen(1/2)
1. y =26 — 1e*?, y— —ooquandof — oo
12. y=2e¥, y—»ooquandor— oo
13, y=—ePcos3t+ 3¢ *sen3t, y— Oquandot — oo
14. y = 7e-2t+h 4 51e=%1+1), y — Oquando f — oo
15. (a) y= e gu,-.wz (b) [ = %
(c) to=16/15, yo= _ge-ﬂf—‘ = _(),33649
(d) y=e 2 4 (b4 e ¥ b=-3
16. y =27+ (b—1ye'*; b=1
17. (a) y=e"? + %Ie’”"'"' (b) ry = %. yu =5e73 =224664
(c) y=e+(b+ He?
(d) tyy =4b/(1 +2b) — 2 quando b — oo; yy = (1 +2b)exp[-26/(1 +2b)] — v
quandob — oo
18. (a) y =ae ¥+ (3a— )7 (b) a=}
23 (=1 4.y =17
25. yatt) = ' Int 26. ya(t) = te'
27. yy(x) = cosx? 28. ya(x) =x
29. ya(x) s 30. ya(x) = x" "2 cosx
X ) i
32. y =c,e“’:-zf 7R d + cre707 2 33, y2(0) =,\'|(f)f yiis)exp I:—f ptr)dr] ds
0 W %o
34, yy(n)=1"1Int 35. yalt) = cost’
36. ya(x) =x 37. yalx) =x " cosx
39. (b) yo + (a/b)y, 41, y=cff + et Int
2. y=ct'? et 2 1ny 43. y =t + ™
4. y=cit ' + et Int 45 y =it + . Int
46. v = ¢t cos(3In1) + cat sen(31n¢)
Seciio 3.5
L y=qae +ce -
2. y=cie'cos2t + e sen 2t + % sen2t — S cos
3. y=cie¥ +ce + e + Hle™ 4. y=c +ce¥ 4+ 3r— tsen2t — lcosu
5. y=c1cos3t +casen 3t + (92 — 61 + e + 3
6. y=cie” +cte”™ + Pe!
T.y=ce’ +ce™? 40— 61+ 14 — L sent — 2 cost
8. y=cicost+cysent — §rcos2t — Ssen2t
9. u = ¢y coswyt + casenaxnt + (w3 — w?)~ coswt
10, 1 = ¢y cos wot + c28en wot + (1/2wp)t senawyt
11. y = cie™ cos(v/151/2) + crePsen(V151/2) + Le' = Lo~
12. y=cie™ +c2e® + ¢1e? + Le¥ 13 y=¢—je—1-1
14, y = Lsen2t — %cosZr +iP—L4de 15 y=dte =3¢ + P +4
16, y = & + e — Le¥ — te¥ 17. y = 2cos2t — L sen2t — 3rcos2t
18. y =e'cos2t + je'sen 2t + te~' sen 2
19. (a) Y1) = t(Aot* + A\ + Ay® 4 Ast + Ay) + t(Bot® + Byt + By)e ™

+ Dsen3t + Ecos3t
(b) Ao =2/15, Ay =-2/9, A; =8/27, Ay = —8/27, Ay =16/81, B, =—1/9,
B, =-1/9, B, =-2/271, D= -1/18, E =-1/18
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(ﬂ) Y(f) = Agt +A1 + f(Bul' +Bi)Sch+f(D|]f+ D[)COST
(b) Ag=1, Ay =0, B, =0, By=1/4, Dy = -1/4, D, =0

21. (a) Y () = €' (Acos2t+ Bsen21) + (Dgt + D))e¥sent + (Egt + Ey)e* cost
(b) A=—1/20, B=—3/20, Dy = -3/2, D, = -5, Eo=3/2, Ey =1)2
22. (a) Y(1) = Ae™' +1(Byf* + Byt + By)e " cost + t(Dyt* + Dyt + Ds)e~"sent
(b) A=3, By=-2/3, Bi=0,B;=1,Dy=0,D, =1, D, =1
23. (a) Y1) = Agl* + Ayt + Ay + 12(Bot + B))e¥ + (Dyt + Dy)sen 2t + (Eqt + Ey) cos 2t
(b) Ap=1/2, A; =1, A, =3/4, B4=2/3, B, =0, Dy=0, D; =-1/16.
Ey=1/8. Ey =1/16
24. (a) Y (1) = t(Apl> += A1 + Az)sen 2t + t(Byr* + Byt + By) cos 2t
(b) Ao =0, A; =13/16, A; =7/4, By = -1/12, B, =0, B, = 13/32
25. (a) Y(0) = (Ao = Ayt + Ax)e'sen 2t + (Byr® + Byt + Ba)ef cos 2t +
e "(Dcost + Esent) + F¢'
(b) Ag=1/52, A, = 10/169, A; = —1233/35.152, By = —5/52, B, = 73/676,
By = —4105/35.152, D=-3/2, E=3/2, F=12/3
26. (a) Y(r) =t(Agr = Ayp)e™ cos2t + t(Byt + By)e 'sen 2t + (Dot + Dy)e ™ cost +
(Egt + Ey)e ¥sent
(b) Ay =0, A, =3/16, By =3/8, B, =0, Dy =-2/5, D, = =7/25. E, =1/5,
Ey=1/25
27. (b) w = —_% +(.'|(""
N
28, y =cicosht +casenit + Y [an /(22 —m*x?)| senmt
m=1
2%;*:‘ ( O<t<x
° —(1 +m/2ysent — (m/2)cost + (m/2)e™ ™, t>m
I 1. ﬁe’ sen2t — te'cos2t, O0<t<x/2
30. y= i S 1 /2y e
=31 +¢" ~je~t cos2r — 3 (1 + " )e " sen s, 1>x/2
31. Nio M oy=cqe e - i
Segio 3.6
1. Y()=¢ 2. Y() =
3. Y1) =3t 4. Y(1) =207
5. v =cycost+ casent— (cost)In(tant + sect)
6. y = cycos3t + casendr + (sen3t) In(tan 3r + sec3r) — |
7. y=ce ™ fcte™ —e ¥ Int
8. y=cicos2t+crsen2r + j(sen2r) Insen2s — 3rcos 2
9. vy =ccos(t/2) + c:sen(t/2) + rsen(t/2) + 2[Incos(t/2)] cos(t/2)

12,

13.
15.
17.

19.

23,

24,

26.

30.
32.

.y =cie' +cate’ — L In(l + %) + te' arctant
Ly = L‘u’l‘ +Czt’]’ o [[t,.\u-n - ez{'_’]]g(s) ds

y=ccos2t+casenr + % f[sen 2(r — s)gis) ds

Y =!4FlInt 14. V()= =27
Y =1lu- e 16. Y(1) = —}.,3(21’ — 1)
Y(x) = (¥(Inx)* 18. Y(x) = —3x'? cosx
xe — 1 .
Yl-ﬁ=fﬁg(r)d! 20, Y(x}=x—’f’2fr-‘-"-sem.r—:)g(f}d;

r
(b) y =wycost+ v, scnr+f sen(t — s)g(s) ds

o

t ]
y=(h-a) f [¢7 — e Ngln)ds 25. y= u“f " sen pu(t — 5)g(s) ds
o o

]
yz= f (r —s5)e”" " gls)ds 29. y=at+c + 42 Int
U]
y=at" e+ &t y=al+n+cae+ -1

y=ce + it —- %tZr - 1ye™!

565
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Segio 3.7
. u=Scos(2t—48). &= arctan(4/3) = 0,9273
2. u=2cos(t—2m/3)
3. u=2J3cos(3t —48), &=—arctan(1/2) = —0,4636
4. u=13cos(mt —48), &= +arctan(3/2) =4,1244
5. u= }cosSrft. tems; w=8radlss, T=n/ds, R=1/4ft
6. u=3senldrem, tems. t=nu/l4s
7. u=(1/4v2)sen(8V2Z1) — {5 cos(8v21) ft, rems; w =8v2 radss,

T =n/4y2s, R=JIT 388 =0,1954ft, §=n —arctan(3/v2) =2,0113
. Q=10"%¢os2000t C, rems
u = e "2 cos(4v61) + (3/v6) sen(4v/61)] cm, tems;
w=4veradls, Ty=x2V6s, TyT=T7/2V/6=14289, r=04045s
10, 1= (1/8/3De ¥sen (23310 ft. tems: t=7x/2V/31s. ©=15927s
11. u = 0,057198¢"4% cos(3.87008  — 0,50709) m,rems;  p = 3.87008 rad’s,
/ey = 3.87008/+/15 = 0.99925
12. Q =10"%2e™ 3 — ¢7'") C; tems
13. y = 2079 = 1,4907
16, r=vAT+ B, rcosti =B, rsenf=—A; R=r; §=0+(dn+1)x/2,

O Qo

n=0,12,...
17. y =8 Ibs/ft 18. R=10'Q
20. vy < —yup/2m 22. 2n/V/31
23. y =5lbs/ft 24. k=6, v=425

25. (a) Tt =41.715 (d) =173, mint =487
(e) T =(2/y)In(400/y = — y2)

26. (a) u(ry =er [ul,\ 3km — y2 cos ut + (2mug + yup) sen m] /akm — 2
(b) R? =4m(kui + yugr, + md)/(dkem — y?)

27. pli" + pogu=0, T = :rr\/m

28. (a) u=V2senv2t  (c) hordrio

29, (a) u=(16/V127)e " sen(V1271/8) (c) horirio
30. (b) u=acos(yk/mt)=by/m/ksen(y/k/mt)

32. (b) u=sent, A=1,T=2n (c)A =098, T =607
(d) e=02,A=096,T=59:. €¢=03 A=094,T=574
fe==01, A=103T=655 e=-02 A=106,T=690: e€=-03,

A=111,T=741
Segio 3.8
l. =2sen8tsen ¢t 2. 2sen(t/2) cos(131/2)
. 2cos(3mt/2) cos(mt/2) 4. 2sen(7t/2)cos(t/2)

u' 42561 = 16cos3t, w(0) =}, W(©0) =0, wemfttems
"+ 100+ 98 =2sent/2), w(0)=0, u'(0)=003 wemm.rems
. (a) u=j35c05160 + L cos3t  (c) w=16radls
(@ u= ﬁ[léﬂc"‘ cos(v731) + %’w'y"ni’e"' sen(v/731) — 160 cos(1/2) +
3128 sen(t/2)]
(b) Os dois primeiros termos sio transientes. (d) w=4V3rads
9. u=F(cosTr—cos8r) = Hsen(t/2)sen (15t/2) ft, tems
10. u = (cos8t + sen 8t — 8rcos8r) /4 ft, rems;  1/8, n/8, m/4, 37/8s
11. (a) 5;(30cos2t+sen2n)ft, tems  (b) m = 4slugs'
12. u = (v/2/6) cos(3t = 37/4) m, tems

® N oW

Fo(t —sent), O<r<nm
15. u= Fol(2m = 1) — 3sent], m<t<2n
—4Fgsent, 2r<t<o@

' A palavra slug significa lesma. mas, neste contexto, ¢ uma unidade de massa no sistema inglés: ¢ uma massa que acelera
I pé por segundo ao quadrado quando sob a agiio de uma forga de 1 libra: 1 slug = 14.5939 kg. (N.T.)
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Q1) = 10-8(e™ ™ — 3¢~ '™¥ L. 3) C, rems, Q(0,001) = 1,5468 x 107°;
0(0,01) = 29998 x 105 Q(1) — 3 x 10~* quando t — oo

17. (a) u = [32(2 — ") cos wt + Bwsen wt]/(64 — 63e” + 16w*)
(b) A = 8/v/63 — 6307 + 160  (d)w=3V14/8= 14031, A =64//127 =5.6791
18, (a) u = 3(cost = coswr)/(w* — 1)
19, (a) u = [(w* + 2)cost — 3coswt]/(w* — 1) + sent
Secio 4.1
1. —oco< <00 2.t>0o0ut <0
3.r>lL,oul0<t<l.our<0 4.1r=10
S o3l <x<—7/2. —af2<x<l. l<x<nf2, n/2<x<3n/2....
6. —0<x<—-2 -2<x<2, 2<x<x
7. Linearmente independente
8. Linearmente dependente: f.(1) + 3f:(1) = 2f(1 =0
9. Linearmente dependente: 2,(1) + 13f,(1) = 3/:(0) = 7f,(r) =0
10. Linearmente independente 1.1
12. 1 13. —6e ™™
14. e~ 15, 6x
16. 6/x 17. sen’r = §5(5) — j cos 2
19. (a) agln(n — L)in =2y -1 +anin =1y 25t +-- -+ a,t"
(h} (apr" + ﬂ,r"'l — e+ a et
(©) e.e’ et e sim Wiee'.e¥ e V) #£0, -0 <t <
21. W(t) = ce™™ 2. Wi=c
23. W) =¢/P 24, W)=/t
27. y =€ + oo + o1 Woy=citt +o + et + 1)
Se¢io 4.2
1. ﬁ‘,lll.‘r_ulnlm.‘r] 2. Zt,lli'."r H+2mT|
3. 3‘,m+2m-n 4, t,fl:,h 214 2me]
5. 2‘,J||1I.‘r-m+‘.‘m‘ri 6. ﬁrxllﬁn;'-h&:mﬂ
7.1, %(—l +iv3). %i-] —=iv3 8, 2WHg-m% U Twilk
9, 1,4 =1, 10. (V3+i)/v2 = (V3+i) V2
11. y= (.'||‘."I +{'1.'(" + e’ 2. y= C;('J + (':fl'." +C_if:r.’!
13. y=cie' +c2e¥ +cre! 4.y =¢; + caf + cre® + cyte™
15. y = cycost+casent+ ¢ ¥ Y(cycos H+egsenst) +e V32 (g cos 11+ cqsen 1)
16. y = ¢pe' + cre™! + cse + cie™™

17.
18.
19.
20.

21

3

vy =01 + oot + cirte + e +este™! e
v=c 4l +cief —cpet +cscost 4 cpsent
V=) 4 ¢! +c3¢7 = 1 COST + cssent

v=c + e + e7'(cicos V31t +cysen V31)

.y =¢€(c; +cafycost + (ca+cyt)sen t] + e [ (¢s + cal) cOSt + (c7 + cst) sen (]
22
24.
25.
26.
27.
28.
29,
31
33.
3s.

36.

37.
38.
39.

/z /<
y = (c; + 1) cost + (cy + cst)sen f 23, y =y + etV 4 pyet?-VON
v =ce t + czer--.‘u.:,- + (‘38":"':"
y=cre " + cye~" cos(t/V3) + cze P sen(t/V/3)

y =1 + e 4 o3tV 4 gyt
y=ce” 4 ee e cos 2t + ey sen 2t
y =cie7 cost + cre sent + cye Y cos(V31) + e ¥ sen(v31) .
y=2—2cost + sent 30. y=le"V2sen(t/V2) - je'?sen(t/v2)
y=2r-3 32. y=2cost—sent
Vel petleoe® 34y et Befcost+ fesen:
y =818~/ + 8~
3 3 " 17v3
y=He'cost — Fe'sent — Le ¥ cos(vV31) + Tf"*’seu(ﬁ:)

y = (cosht —cost) + J(senh t — sent)
(a) W(t) = c,uma constante  (b) W(t) = -8 (¢c) W) =4
(b) uy = cycost + ¢ sent +cycosVOr 4 cysen V6t
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Seciio 4.3
L y=cé +oate +cse” + jte 43
y = cye! + e +c3cost + cysen t — 3t — {rsent

y =ce~ +cacost+cysent + e +4(t—1)
y =c¢ + ¢ +cze”’ + cost

=+ ot Fese Foie =Lt = Lt - ki

y = ¢, COSt+ € sent + 3OSt + cat sent + 3 + § cos 2

y = ¢ + 6ot + 03t 4 cae”! + e es cos(v31/2) + o sen(v31/2)] + 5t
Ly=ci+ct ot +ce” + §sen2r+ L cos 2t

9. y= (1 —cos2e) + {F

10, y = (t—4)cost — (3t +4)sent+ 3t +4

. y=1+3(2+30) -1

12. y=—3cost— % sent+ e + fe' + Fe¥ + T cos2t — ¥ sen 2
13. Y(1) = (A + A\ + Ast + A5) + Br?e'
14. Yir) = t(Agt + Ay)e™" + Beost + Csent

15. Y(1) = A’¢' + Beost + Csent

16. Yir) = Ar® + (Byt + By)e' + t(Ccos2t + Dsen2t)

17. Y(1) = t(Agf® + Ayt + Az) + (Bot + By) cost + (Cot + Co) sent

18. Y(1) = Ae' 4 (Byt + By)e™ +te™(C cost + Dsent)

19. ko=ag, kn=ape" +ay@"' +-.. +a,a +a,

PO ~F O SRR e

Secio 4.4

l. y=¢;+cacost+cysent —Incost — (sent) In(sect +tany)

2. y=c1+ 6 + e — 3 Ly=ce+ae et + Lot
4. y=c;+cycost+cysent+In(sect +tant) — fcost + (sent) Incost

5. y=ce +cycost+cisent — }e“ cost

6. y =c1COST+¢a5€n [+ C3t COSt + cat sent — (12 sen't

7. vy =€ + ;0080 + c3sent — 1(cost) Incost + J(sent) Incost — Srcost

]
- jtsen 1+ 1 (e"/coss) ds
ty

]
B.y=¢ 4+ e +ce” —Insent + In(cosr+ 1) + .'zu*f (c"‘/sen s) ds

i
i
+ %e"[ (e’,a'scn 5) ds
{1]

9.¢=0,¢;=2 ¢c3=1em resposta ao Problema 4
10. ¢4 =2, =], 3 = -], cs = } em resposta ao Problema 6
1L ¢ =3, =1, ¢ =1, o = 0 em resposta ao Problema 7
12. ¢, =3, 62 =0, ¢; = —¢™?, 1, = 7/2 em resposta ao Problema$
13. Y(x) =x'/15

4. Y= % [ [¢* —sen (t — 5) — cos(t — 5))g(s) ds
Jig
1
15. Y= '3] [senh (¢ —5) — sen(t — 5)]g(s) ds
fo
16. Y(1) =1} f e —5)g(s)ds; Y(t) = —te'Inlt|
oy

17. Y() = } f (/) =203 /0) + (/) g (o) dt
X0

CAPITULO 5 Segio5.1

1.p= 2. p=2
3.p=00 4_p=%
5-P=% 6. p=1
7.p=3 8. p=e
i n 2n+1 o

(—=1)"x K
% ) T B=00 10 Y=, p=o
§(2n+1}! ;n!



I1.
13.

15.

17.

18.

RESPOSTAS DOS PROBLEMAS

l+{(x-1), p=c 122 1-2(x+ D)+ (x+1)’, p=o
S (x—1)" :

DB e LS 14, Y-12 p=1

n=] n=i)

Z-\’"- p=1 16. Z(—l)"“ (x=2)", p=1

o n=0)

Yy =142 +32+483 4+... =+ 1" +---

}"'=23+3z 2 4+4 W+ A+ 2P D e
V' —al+2a;r+3a3r'+4a4\' + (4 Dax" + -

= Zna,.x"“ Z(n + a1 X"

n=(l

Y= 201 + 6aax + 12a.0° + "Ocajt" o (2004 Daygaax" + -

= Zﬂ(ﬂ - Da.x"* = Zm =2+ Da,_x"

h=2 n=ll
21. Ztn+2)m + Dayx" 22, Z:a,._:r"
n=0} n=21
23. Zm + Da,x" 24, Z [(n+2)(n+ Daye: — nin — la, "
n=l) =1
25. Z [(rn+ 2)(n + Dayys + na, |x” 26, a; + Z [+ Dagyy +a,-y]x"
n=>0 n=|
27. Z:[[n + Dina,.,y + a,)x" 28. a, = (=)"ag/n!, n=12,...; ae
n={l
Secio 5.2
1. (a) ayr=a,/(n+2)n+1)
(bd) yi(x) =1 + . + x + — rh = S = coshx
' 4 @ il i~ 2n) '
o s o X
mir) = — e — e = e = 5¢ h
ylO=x+ 54T+ =) Gy =senhs
2. (a) apex = ay/in+2)
v . o x® . = I:n
(h.d)"IL‘)=l+?+ﬁ+2-4‘6+“.-n#1ﬁ
_ . ® B =, 2 ix2t]
=St I3t Is g T T &
3. (a) (n+2)ay —auy —ay, =0
() i) =1+3x=17+ e =1+ x =17
ya0) = (x = D+ =17 +'tt—1) +'(x-l) +-
4. (a) ap.a = —Ka,/(n+4)n+3) a:=ay=0
k: 4 ;\4 8 kﬁ_‘.IE
b.d, = +
() =1~ 3.4.7-8 3.4.7-8.11.12
C (—l}"‘"(k by
=1+
"2}3-4 T8 - (dm+3(4m+4)
kz.\"‘ k“xg k"t’”
(X)=x— — -
724 1573589 358091213
(=D (2xHyme!
=x|1+
[ Z"r 5-8-9--.(dm+4)(dm + 3)
Sugestao: faga n = 4m na relagao de recorréncia.m=1,2.3. ...
5. (a) (n+2)(n+ Day.2 = n(n +Dana+a, =0, n21; a=-la

(b) yi(x) =1—}o¥ — g2 — gt . o =x -t - bt = L
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6.

10.

11.

12.

14

(il) ns2 = _(n2 —2n ‘{"4)3;1“2(” + in+ 2}]' n> 2; G ol By _ial
(b) yi(x) =1 —x2+ bx* — £x 4 ..
y2(x) = x = 3 + ¥ = 1‘1;3[; x4

. (2) @pi2 = —a,,f{n+1). n=0, I.H...‘
* x“ ,"6 es (—1}".":"
= Pt RIS |
®d) ywW=1-T+:3-733*+ +"Z.;1 PR
] XJ o XS .'(")r + o S {—1)”,\:“"*’1
}z(.r)—x—i T, Y =i 'ﬂ_1—2'4‘6~-(2n)

(@) @pia = —[(1+ 1P + @y +ap)/(n+D(n+2), n=12,...

a; = —(ap +a)/2
) yw=1-x—-12+x=-17-Fx-1"+
e =E-D-jx-0+ix-D - -1+

L (a) 42)(n+ Dagsa + (1~ 21{n 3a, =0 n=012...

(b) ) =1-32%, y(0) =x-x/3
{a) 4(” + 2)“n+2 - (ﬂ - 2)6‘,, = 0: n=0.1.2:s
2

I
(b.d) )’:(I}=1‘-%. Y A = E s e e e 5.6

12 240 2240 4"2n—-12n+1)
(a) 3(n+2ap—n+Da, =0 n=012...

2 o¥ 3 3:§5i(2n-1) ,
GHnW=1+T+3+ G e

oL +£r+ + g Ao Q) oniy
Y0 =X+ 58 + X + g '35 .(2n+1,-

(a) (n+2)(n+ Daysz — (n+ )na,_; + (n - 1)::,, =0 n=01,2

2 _ o o xt
(b-d)."ll’x)=1+'2—+—6""2—4+"-+;?-—>--. yx)=x

(@) 2n +2)(n + l)a,m + (n +3)a,=0; n=0, l,...

7 S 2n+ 1)
s S A f _ln R
(bd) yi(x)=1 .r +3——,\ g bk (ol —-—2"{2 S
bl 15 x’ L4600 (2n+2) i
ne=i-at gttt S © b
(a) 2in+2)(n+ Dapr + 30+ Da,y +(n+3a, =0, n=012....

®) ) =1-3x=2) +j(x -2+ Zx=2)' +
X =x-2)-3x-2"+ {6 -2+ Zx =2+

15. (a) y=2+x+x+ Ix* 4 }x" S (c) cerca de |x| < 0,7
16. (a) y=—143x+x* -3 = et +. (c) cerca de |x| < 0,7
17. (a) y=4—-x—4x2 + éx’ “t‘+ (c) cercade |x| < 0,5
18. (a) y=-3+2x— 32 - ,t’ ;t‘+ (c) cerca de |x| < 0.9
19. (a) y;(x)-l—-(x—l) - HE-D'+ Hlx=-1°0+
pE@=x-1)-1tx-1 - H =1+ He=1) +-
Aoy, MG ) G AG= 40— 8)
21. (a) nx)=1- 2‘ R W ¥ 5 4
A=2 (L =2)(-6) (h—2)(h —6)(x—10) .
PRy mE =g S 7 =
() L, x, 1-2¢, x— 3, 1-d + § x— $0 + 30°
(©) 1, 2, 4% -2, 8 — 12x, 160t — 486" + 12, 32 — 160¢° + 120
22. (b) y=x—x/6+--
Segiio 5.3
1. ¢"0)=-1, ¢"(0)=0, oY) =3

NwE W

L¢'0)=0,  ¢"O)=-2, ¢¥(0)=0

¢"(1) =0, ") =-6, ¢P(1)=42

¢"(0) =0, ¢"(0) = —ap, ¢“¥(0) = —4da

p=00, p=00 6.p=1, p=3, p=1
p= l‘ p= \fj 8. p= 1



RESPOSTAS DOS PROBLEMAS

9. (a) p=oo (b) p=0x (c) p=c¢ (d) p=o0 (e) p=1
MHpr=v2 (2p= (h)yp=1 (i) p=1 G) p=2
(k) p=V3 () ﬂ—l (m) p=o¢c @ p=oo
(2! - a?)a? (4 —a?)(2" — ol
10. (a) yi(v) =1 — Ft' a xt - % x5 —
[(2m —2)? —a?]--- (2* — &¥)a? o
- (2m)! '
1 —a’ (3~~aul—a)
yn =x+ — 28 5 -
(@m—1) —a]-- (1 —a? ; ——
(2m + 1)!
(b) yi(x)ouy:(x) termina com x" dependendo se « = n € par ou impar
(c)n=0,y=1; n— Ly=x; n=2,y=1-2% n=3, y=x~- ;.r‘
1. w(r] =1+ He x4 o =x— st Lt LT
ﬂ =
12, _r,m= -+ gt -+ m=x-fr+ 400 - b4
p =00
13. i) =1+2 + 55t + 5+ v =x+ 1+ &5+ Ifﬁx’ reny,
p=m/2
4y =1+ 0+ &6 - fx® 40w =x -t F St Tt
p=1
[5. Nio é possivel especificar condigdes iniciais arbitririas em x = 0; logo, x = () ¢ um ponto singular.
X X
16 y=1l4x+ =+ =+ =¢
2! i n:." .
x X X X
17._x:I+?+24+ ﬁ+ -
18. y=l+x+ix+ ;,t‘ +
1
9. y=l4x4+x 4+ 2"+ = -
“ " L] 3 o
L8 voox X
20). y:nn(l +.1+2—+ — +---)+"(,‘.f - m —---+m+---)
—'rl..('+2(t'—|-—\'-——)—w’— -2y —a°
N _‘.2 (\ ]]'1‘.11
hl.r':'_(fil(l €+2 '2"3—+ .,Hnl +.- )
P - < N K 5 .
+("+'2"? T34 33 )
= ¥ /2 'tz_‘ﬁ___'t‘l_..’. x il
= aye + x4+ 'i' 3 7.4 3 3
23 1, 1=32, 1102 + 8t x o x-30, x40+ 4
24 (a) 1, x. (32 = /2, (5x% = 30)/2. (35x* — 3007 + 3)/8, (63x7 — 70x° + 15x)/8
(c) P 0; Py £0,57735; Py, 0, £0.77460; Py, +0.33998. +0,86114;
Ps, 0, £0,53847, £0.90618
Segio 5.4

L. y=cx ! 4+ cax?

2. y=clx+ 1" +ole+ 1712
4. y=cix ' cos2In|x|) + cax ! sen(2In x|
6. y=cilx-D3 +ei(x—1)

13, y =24 —x7!
15. y=27 -7 In x|

Ly=cxl +exIn|x
5. y=cx+cxinx|
T y= qlxlt‘-h Va2 + c2|‘r|l_5_"ﬁ| 2
8. y = 1lx? cos(L V3 In|x]) + calx* *sen (/3 1n [x])
9. y =X + 23 In x|
10. y=c1(x = 2)2cos(2In |x — 2]) + e2(x — 2) * sen(2In |x — 2|)
11 y = cilxl "2 cos(1 V15 1n [x]) + c2lx|"*sen (V15 In |x))
12. y = c1x + cx*?
14, y =2x"cos2Inx) — x2sen(2lnx)
16. y =x"'cos(2Inx)

. x =0, regular; x =1, irregular

17. x = 0. regular

19, x =0, irregular; x =1, regular

571
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20, x =0, irregular; x = =1, regular 21. x =1, regular; x = —1, irregular
22. x =0, regular 23. x = -3, regular
24, x =0, —1, regular; x=1, irregular 25, x = 1. regular; x = -2, irregular
26, x =0, 3, regular 27. x =1. =2, regular
28. x =0, regular 29. x = 0. irregular
30, x =0, regular 31. x =0. regular
32. x =0, +nm, regular 33. x=0. £nm, regular
34, x =0, irregular; x = £nx, regular 35 a <1
36. >0 7.y =2
3B.oa=1
39. (a) @ <1lep>0
(b) ¢<lep=0,oua=1le >0
(¢) w>1lef>0
(d) @ >lep=0,oue=1ep>0
(¢) x=1leg=0
) X X
41 5=e [ e e e i
- ““( 7§ " 7-4.5-9 )
44, Ponto singular irregular 45. Ponto singular regular
46. Ponto singular regular 47. Ponto singular irregular
48. Ponto singular irregular 49. Ponto singular irregular
Secio 5.5
p=2
1. (b 2r—=1)=0; = - s : et é‘ sex
(b) r(2r—=1) a TR+ 1] n=sn=0
A bse ity o F r x s
Ll g [1 53 " T45 8  2oA650-18 |
-i_ ( - l )n.‘.lrl +
2%n!5-9-13-- - (4n+ 1)
3G X! Ie
d 21X ::1 _— — KA
() Jat TR T O T T L D
i (= K DR
2713711 - (4n—1)
2 iy
2.b) P-}=0; a,= n=irn=-4

(b)) rr—=1)=0; a,=

(b)) r@Gr-1)=0; a,=

(n+r?—3%

© oo =22 1-

(_ 1 )m

1 X2
ekl *

1 ayd
2!(1+§)(2—§)(§) L

Xy
+ == ot
m![l-_{)(2+%)<--(nl+§) (2) ¥ :]

(d) ya(x) =x713 {l -

(="

-

1 xy? 1 X
1(1-1 G) AT he-H (%)4 T

X yom
+ -— -
m!(l—%](z_%}...(m_%}(z) + ]

Sugestao: faga n = 2m na relago de recorréncia,m = 1,2,3, ...

Ay

2

_(n+r)(n+r—1);

rn= 1, r = 0

. X x* (_I)H
(c).\’1(x)—x|:1—-1T2-!+ﬁ+---+mx"+---]
a,_
‘{b)rzzl]; ﬂnzm; r1=r3:[]
X 2
c =l4d st o=+t s+
(c) yi(x) (15)ﬂ-+{2”2+ +(n!):+
ay-2

T+ nBr+n -1

r =

3 r; = 0



10,

12.

13.

RESPOSTAS DOS PROBLEMAS

1 /x? 1 £y
= pifd =Tt -
() yin) =x [I m(z)+zr7-13(2) e

2) - ]

u

(3"
m!7T-13...(6m + 1)

c) vilx) =121 - + — -
5 [ 114+2v2) 211 +2V2)2 +2V2)

(-
+ X
n(1+2V2)242V2) - (n+22) ]
X " X N
10 -2v2) 211 =2V2)(2 - 2V2)

(d) yaix) =x2 [] -

-1
+ .\."+"‘
(1 = 2¢2)(2 = 2V2) - (1 — 2v2) ]

(b) r* =0; +na,=a,: n=r=0

2 x . i
(c)\|(t)——l+r+2 T e el
by 2rr +r—1=0; (":l+7r—|Hﬂ¥r+]m,.+2a,,_:=l];
r1=%. ry=—1
X X’ & (=Dmx
c) wilx :_‘-[’- 1 = — e 31 i e i
(€) yix) ( 7737 mT Al Am+3 T )

4

5 (=1)"x
st (1t By D
(). ya(x) = x (I r+2“'\ ?}f!SA")"(4l!l—3]+ )

(b)) PP —dr43=0: m+r—3}m+r—lmn-- in+r—=a,.y=0; =3,
o
(¢) mi(v) =x ( —r+— st - -‘-)
nlin+2)
b) F=r+3i=0 (m+r-Pa,+a, =0 n=r=1/2
‘.l‘ .'l." t__l'rv' 2m \
— 1__ L S 1. =i [ SN
(c) yi{x) =x' ( + 5 4+ IR )
.(a) P =0 r,:ﬁ.r;:(}
alo + 1) wloe+ )12 —ale+1)]
h Xl = _ - X — 2
(b) yi) =14 ——5=(x=1) PRETIRE) (x—1D*+
el 4+ D[ -2 —ale+ 1) [n(n—l}—u(u*l)]
-1) x—-1)
N 2%(n')?

(a) ry =14, ro =0emambos v = +1
(b) yi(x) = [x=1)'72

N (=DM +2a) - 2n— 1 +2a)(1 = 2a) - (2n — 1 — 2a)

1 ey
) +§ 22+ 1)! - ”]
yix) =1

o0

(~1)"a{1+a}---(n—1+a)(—u]{l—u)--'{n-1—a) i
+§ Al-3-5..-2n—1) =
() P=0;, rn=0 r=0 a,,={—"_“%""—"
—A (=AMl —=2) ( =M1 =A)-- (ﬂ—-l—-l)
; —_— R e S A
© nw =1+GErt —a% ()

+ saw
Para & = n, os coeficientes de todos os termos depois de x" sio nulos.

. (e)[(n=1)*=1]b, = =b, , e é impossivel determinar b..

-l xZ ] x'.’ (__1)," M
1) =1-— =)+ 3
(d) y2(0) = 1.5(2) 215. ”( ) mS-11...(6m - 1) (E) B -
Suge\mn faga n = 2m na relagdo de recorréncia.m=1.2,3. ...
Ay 1
. - = }_ = ———— = yPr=—
(by r=2=0; a I =2 n=v2,n V2
X X7

r1=|
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