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14. (a) Faca o grafico de 0(x — at) para t = 0, 1/a, 2/a e Oa se .0(s) = sen s. Note que para qualqucr t * 0 o miifi-
co de y = 0(x — at) e igual ao de y = 0(x) quando t = 0, sO que deslocado uma distancia at no sentido
positivo do elm) dos x. Logo, a representa a velocidade na qual uma perturbacao se move ao longo da
corda.

(b) Qual 4 a interpretac5o de 0(x + at)?

Um fio de ago corn 5 ft (em tomb de 15 m) e esticado por uma tensão de 50 lb (em torno de 222 newtons).
0 fio tem densidade de massa de 0,026 lb/ft (em torno de 0,034 kg/m).

Encontre a velocidade de propagagdo das ondas transvcrsas no fio.
Encontre as frequencias naturals de vibragilo.

(c) Se for aumentada a tens5o no fio. comb viio variar as frequencias naturals? Os modos naturals tam-
hem mudam?

16. Considere a equacAo de onda

em um mein unidimensional infinito, sujeita As condicOes iniciais

u(x, = f (x),	 ut(x,0) = 0,	 —oc < x < oc.

Usando a forma da solugäo obtida no Problema 13, mostre que 0 e tém que satisfazer
0(r) + (x) = f (x),

--0'(x)± *'(x) = 0.

Resolva as equacitcs do item (a) para dr e pG, mostrando. assim, que

t =	 [f(x - at) + .1. (x + at)] .

Esta forma da solugao foi obtida por D'Alembert cm 1746.
Sugestao: note que a equacCto ;VW = (Y(x) pode ser resolvida escolhendo-se tKr) = 0(x) + c.

Seja
2. —1 < x < 1,

f(.v) =
0, caso contrario

Mostrc que

f(.r- at) =

Detcrmink.• tamb4m f(x + at).

Eshoce o grilico da solucao encontrada no item (b) em t = 0, r = 112a, t = 1/a e t = 2/a, ohtendo os

—1 ±	 < < 1 + trt,
caso contrario.
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FIGURA 10.7.7 Propagacäo da perturbacAo inicial em um meio tmidimensional intinito.
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resultados ilustrados na Figura 10.7.7. Observe que urn deslocamento inicial produz duas ondas mo-
vendo-se em sentidos opostos e afastando-se da localizacRo inicial; cada onda consiste em metade do
deslocamento inicial.

Considere a equacao de onda

a2 ttxx = u„

em urn mein unidimensional infinito. sujeita as condicOes iniciais

u(x , 0) = 0.	 tii(x , 0) = g(x),	 —00 < x < 00.

(a) Usando a forma da solucäo obtida no Problema 13, mostre que

95 (x) + * GO = 0,

(x) +	 (x) = g(x).

	(h) Use a primeira das equagOes no item (a) para mostrar que 	 '(x) =	 Depois use a segunda equa-
cäo para mostrar que -24;(x) = g(x) e, portanto, quo

1
(0(x) = - — f g	 + 00(0),

2a

onde x, 6 arbitraria Finalmente. determine VI(X).
(c) Mostre que

f r,-at
u(x,t) = 7a	 nt	 g()	 .

Combinando os resultados dos Prohlemas 16 e 17, mostre que a soluciio do problema

a- itxx = u„,

u(x. 0) = f (x).	 ui (x, 0) = g(x),	 —0o < < 00

é dada por
1	 1

u(x.t) = - [t (x - at) + f (x + at)1 + 
2
—

a	
g(0•	

rat

Os Problemas.19 e 20 indicam como é possivel mostrar que a solucão formal (20), (22) das Eqs. (1), (3) e (9) 6,
de fato, a solucao deste problema.

Usando a identidade trigonometrica sen A cos B = +[sen(A + B) + scn(A - B)], mostre que a solucão (20)
do problem formado pelas Eqs. (1). (3) e (9) pode ser colocada na forma (28).
Seja It	 o deslocamento inicial em [0. L] estendido a ( -L, 0) como uma funcao impar e estendido ao
resto da rota como uma func5o periOdica de periodo 2L. Supondo a continuidade de h e suas derivadas

	

ate segunda ordem, mostre por diferenciacTio direta que 	 , I), dada pela Eq. (28), satisfaz a equaciio de
onda (1) e as condicOes iniciais (9). Note, tambem, que, como a Eq. (20) satisfaz claramente as condicOes
de contorno (3),o mesmo e verdadeiro para a Eq. (28). Comparando a Eq. (28) corn a solucao do proble-
ma correspondente para a corda infinita (Problema 16), vemos que elas tern a mesma forma, desde que os
dados iniciais para a corda finita, definidos originalmentc apenas no intervalo [0, L], sejam estendidos da
mancira indicada para todo o eixo dos x. Se isso for feito, a solucao para a corda infinita tambem e aplicavel
para a corda finita.
0 movimento de uma membrana circular elastica, como a membrana de um tambor, e determinado pela
CCillaga0 do onda hidimensional em coordenadas polares

„ + (1/ r)u, + (1/r2 )ttue = a -2 uil.

Supondo que u(r, 0, t) = R	 (0)1.(t), encontre as equagOes diferenciais ordinarias satisfeitas por R(r),
0(0) e T(t).
A energia total E(t) da corda vibrante e dada em fungdo do tempo por

E(t) = f0	 ;put̀  (x,	 1+	 2	
(i)

o primeiro termo 6 a energia cinetica devida ao movimento da corda e o segundo e a energia potencial
criada polo deslocamento da corda de sua posicdo de equilfbrio.

Para o deslocamento it(x, t) dado pela Eq. (20) — ou seja, para a solucao do problema da corda corn
velocidade inicial nula — mostre que

7r2E(t) =	 T	 ,z2cn2.
4L

11=1
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Note que a expressäo a direita do sinal de igualdade na Eq. (ii) nâo depende de t. Logo, a energia total E
constante e, portanto. e conservada durante o movimento da corda.

Sugesulo: use a equacao de Parseval (Problem 37 da Secão 10.4 e Problema 17 da Seca° 10.3) e lembre
que a 2 = TI p.

23. Ondas Dispersivas. Considcre a equac5o de onda modificada

a -2 u„ + y 2 u =

corn as condicOes de contorno

0 < < L, t > 0	 (i)

	

u(0, t) = 0.	 u(L.t) = 0,	 t > 0
e condicOes iniciais

u(x, 0) = f (x),	 tti(x, 0) = 0,	 0 < x < L.

Mostre que a solucilo pode ser escrita comp
/n2,72	 11;TX

11(X, t) = E c,; cos 
(‘ L2	  

+ y 2 at	 sen
Ln=1

onde
1.2 f

	

_	 rut x

L 0

	

c„ = —
	

f(x)sen L— dx.

Usando identidades trigonometricas. escreva a solucdo na forma
1 ' I1.7	 MT

ll(X, I) = 
2
— E c,,[ sen 

L
—(x + a„r) + sen 

L
—(x — a„t)].

n= i
Determine a„, a velocidade de propaga45o da onda.

(c) Observe que a „. encontrado no item (b), depende de n. Isso significa que componentes corn corn-
primentos de onda diferentes (ou frequacias) se propagam corn velocidades diferentes, resultando
em uma distorcdo da forma original da onda corn o passar do tempo. Este femimeno e chamado de
dispersiio. Encontre condiOes sob as quais a„ ndo depende de a — ou seja, ndo ha dispersilo.

4p"? 24. Considere a situa45o no Problema 23 corn a = = I, L = 10 e

x — 4.	 4 < x < 5.

	

f(x) =	 6 — x.	 5 < x < 6,
0, caso contrario.

Determine os coeticientes c„ na solu45o do Problema 23(a).
Faca o graft() de

11.7 XE c„ sen —
10	

para 0 < x < 10,
n=i

escolhendo N suficientemente grande de modo que o grafico mostre precisamente o graft() de f(x).
Use este valor de N para os outros graticos deste problema.
Seja y = O. Fuca o eratico de u(x „r) em fun45o de x para t = 60.
Seja y = 1/8. Rica o graft() de 11(x, x) em funciio de x para t = 20,40, 60.

(e) Seja y = 1/4. Rica o gratico de t(x, x) em fun45o de x para t = 20.40, 60.

10.8 Equasio de Laplace

Uma das equagOes diferenciais parciais mais importantes que ocorrem em matematica aplicada esta as-
sociada ao nome de Laplace:" em duns climensOes, a equacäo

+ Ily, = 0,	 (1)

e, em trës dimensOes,

"A equactlo de Laplace recebeu este nome em honra a Pierre-Simon de Laplace, que a partir de 1782 estudou extensivamen-
te suns solucOes ao investigar a atraci-to gravitacional de corpos arbitrarios no espaco. No entanto. a equacäo apareceu pela
primcira vez em urn artigo do Euler sobre hidrodinamica em 1752.  
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14, ttyy	= 0.	 (2)

Por exemplo, em urn problema de calor a duas dimensOes espaciais a temperatura u(x, y, t) tern que satis-
fazer a equacao diferencial

a2(uxx	 o vr) = u,,	 (3)

onde a2 6 a difusividade termica. Se existir urn estado estacionario,u so depende de xeye a derivada em
relacao a t desaparece; nesse caso, a Eq. (3) se reduz a Eq. (1). Analogamente, para a solucao estado es-
tacionario do problema de conducao de calor tridimensional a temperatura tem que satisfazer a equacao
de Laplace tridimensional. As Eqs. (1) e (2) tambem ocorrem em outros ramos da ffsica matematica. Na
consideracao de campos eletrostaticos a funcao potencial eletrico em urn meio dieletrico sem cargas el&
tricas tern que satisfazer a Eq. (1) ou a Eq. (2). dependendo do flamer° de dimensOes espaciais envolvidas.

—Analogamente, a funcao potencial de uma particula livre no espaco, sob a acao apenas de forcas gravi-
tacionais, satisfaz a mesma equacao. Por essa razao, a equacao de Laplace tambem e conhecida como a
equacao do potencial. Outro exemplo aparece no estudo do movimento irrotacional estado estacionario
(independents do tempo) de urn fluido hidimensional incompressfvel nä° viscoso. Esse estudo esta cen-
trado em duas funcOes, conhecidas como furred° potencial velocidade e a funcao de fluxo, ambas das quais
satisfazem a Eq. (1). Em elasticidade. os deslocamentos que ocorrem quando uma barra perfeitamonte
elastica é torcida sao descritos em termos da funcao de deformacao, que tambem satisfaz a Eq. (1).

Como ilk, existe dependencia no tempo nos problems aqui mencionados, nao existem condicOes ini-
ciais a serum satisfeitas pelas solucOes da Eq. (1) ou da Eq. (2). Elas precisin, no entanto, satisfazer certas
condicOes de contorno em uma curva ou superficie que marca a fronteira da regiao na qual a equacao
diferencial vai ser resolvida. Como a equacao de Laplace 6 de seguncla ordem, parece razoavel esperar
que sejam necessarias duas condicOes de contorno para determinar completamente a solucao. Isso nao
ocorre, no entanto. Lembre-se de que no problema de conducao de calor para a barra finita (SecOes 10.5
e 10.6) foi necessario dar uma condicao em cada extremiclade da barra, ou seja, Luna condicao em coda
potao do fronteira. Generalizando esta observacao pant problemas multidimensionais, é natural entao
dam uma condicao sobre a funcao a em cada ponto da fronteira da rcgiao onde procuramos uma solucao
para a Eq. (1) ou (2). A condicao do contorno mais comum ocorre quaffilo e especificado o valor de a em
cada ponto nrifronteira: cm termos do prohlema de conducao de calor, isso corresponde a descrevor a
temperatura na fronteira. Em alguns problems e dado o valor da derivada, ou taxa de variacao, do a na
direcao normal a fronteira: a condicao sobre um corpo isolado termicamente, por exemplo, e desse tipo.
E possivel a ocorrencia de condicOes de contorno mats complicadas: por oxemplo, a podo ser especificado
em parte da fronteira c sua derivada normal ospeciticada no rostanto. 0 problema de oncontrar uma solu-

da equacao do Laplace corn valores dados na fronteira 6 conhecido como um problem, de Dirichlet,.
em homenagem a P. G. L. Dirichlet.'' For out ro lado, se os valores da derivada normal sao dados na fron-
teira, o problema e dito um problema de Neumann, ein homenagem a K. G. ICialinann.' 3 Os problemas de
Dirichlet e do Neumann tambem sao conhecidos como o primeiro e o segundo problemas de valores de
contorno da teoria do potencial, respectivamente.

Fisicamente, a razoavel esperar que os tipos de condicOes de contorno mencionados sejam suficientes
para determinar inteiramente a solucao. De fato.e possfvel estabelecer a existencia e a unicidade da solu-
cao da equacao de Laplace sob as condicOes de contorno mencionados, dcsde que a forma da fronteira e
as funcOes quo aparecem nas condicOes de contorno satisfacam certas conclicties bem fracas. No entanto,
as demonstracaes desses teoremas, e ate seus enunciados precisos, estao aqua, do escopo deste livro.
Nossa Unica preocupacao sera a de resolver al g,uns problemas tipicos atraves do metodo de separacao de
variaveis c series de Fourier.

Embora Os prohlemas escolhidos CO()rn exemplos tenham interpretaciies ffsicas interessantes (em ter-
mos de potonciais eletrostaticos ou distribuicOes de temperatura estado estacionario, por exemplo), nosso
objetivo principal é mostrar algumas das coisas quo podem ocorrer durante a solucao matematica. Vale a
pena obsorvar tambem, mais uma vez,que prohlemas mais complicados podem, algumas vezes, ser resolvi-
dos expressando-se a solucao como a soma de diversos problemas mais simples (veja os Problemas 3 e 4).

'Teter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) foi professor cm Berlim c, depois da morte de Gauss. em Gottingen. Em 1829
ele deu o primeiro conjun to de condicties suficientes para garantir a convergéncia de uma sale de Fourier. A definicdo de
funcao utilizada normalmente hoje em dia cm calculo elementar e a dada por Dirichlet em 1837. Embora mais conhecido
por seus trabalhos em an iIise e equacOes cliferenciais, Dirichlet foi tambem um dos mais importantes matematicos do sculo
XIX na area de teoria dos ntImeros.
''Karl Gottfried Neumann (1832-1925). professor em Leipzig. fez contribuicaes em equagOes difcrenciais, equitcOes integrals
e variaveis complexas.



EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS E SERIES DE FOURIER 499

Problema de Dirichlet em urn Reteingulo. Considere o problema matematico de encontrar a functio a que
satisfaz a equacao de Laplace (1).

axx uyy = 0,

no retangulo 0 < x «r, 0 < y < b, e as condicOes de contorno

a(x, 0) = 0,	 u(x,b) = 0,	 0 < x < a,

a(0,y) = 0,	 u(a,y) = f (y),	 0 < y < h,
	 (4)

ondef e Lima funcao dada cm 0 < y < b (veja a Figura 10.8.1).

u(0,y) =

u(x.b) = 0

U	 U yy = 0

(a, b)

u(a,y) = f(y)

ti

b

u(sc,0) = 0	 a	 x

FIGURA 10.8.1 0 problema de Dirichlet em urn retingulo.

Para resolver este problema queremos construir urn conjunto fundamental de solucOes satisfazendo a
equacao diferencial parcial e as condicOes de contorno homogéneas; depois, vamos superpor essas solu-
cOes de modo a satisfazer a conclicao de contorno restante. Vamos supor que

a(x,y) = X (x)Y (y)	 (5)

e substituir a na Eq. (1) por esta expressao. Obtemos

X"

X
uncle A 6 a constante de separacdo. Obtemos assim dims equitcOes diferenciais ordinarias

— ;.X = 0,	 (6)

+	 Y = O.	 (7)

Substituindo a dada pela Eq. (5) cm cada uma das condicOes de contorno homogeneas, encontramos

	

X(0) = 0	 (8)

e

Y(0) = 0,	 Y (b) = O.	 (9)

Vamos determiner primeiro a solucao da equacao diferencial (7) sujeita as condicties de contorno (9).
Este problema e essencialmente identico ao encontrado anteriormente nas SecOes 10.1, 10.5 e 10.7. Con-
clufmos que existem solucOes nao triviais se e somente se A for urn autovalor, a saber,

A = Orr /b)2

	

	 (10)= 1,2,...,

e Y(y) for proporcional a autofuncao correspondente sen(wry/b). A seguir, vamos substituir A dado pela
Eq. (10) na Eq. (6) e resolver esta CqUilga0 sujeita a condicao de contorno (8). E conveniente escrever a
solucOo geral da Eq. (6) na forma

X (x) = k i cosh(mr.r/b) + k2 senh(mrx/b),	 (11)

de modo que a condicäo de contorno (8) implicit que k, = 0. Logo, X(x) tern que ser proporcional a
senh(m.r.vlb). Obtemos, assim, as soluOes fundamentals

1171" X	 Fur y
un (x,y) = senh — sen	 ,	 n = 1,2,....	 (12)

Essas funcOes satisfazem a equagOo diferencial (1) e as condicOes de contorno homogëneas para cada
valor de n.
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Para satisfazer a condicao de contorno nä° homogenca em x = a que falta, vamos supor, corno de ha-
bit°, que podemos representar a solucao u(x, y) na forma

	

00
	 oc

u(x,y) =	 c„u„(x,y) = E cnsenh 
nn x 

sen
nir y 

.	 (13)

	

„_t	 „-11

Os coeficientes c„ sao determinados pela conclicao de contorno
CO

u(a,y) =
n	 1

Entao as quantidades c„ senh(tura/b) tern que ser os coeficientes da serie de Fourier em senos de f de
period() 2b e sao dadas por

aura	 2
senh	

=— J
	 f (y)sen n7 

y 
dy.	 (15)

b 0

Portanto, a solucao da equacao diferencial parcial (1) que satisfaz as condicOes de contorno (4) e dada
pela Eq. (13) corn os coeficientes c„ calculados pela Eq. (15).

Das Eqs. (13) e (15) vemos que a solucao cont6m o fator senh(n7rx/b)/senh(tura/b). Para estimar essa
quantidade para n grande, podemos usar a aproximacao senh 	 e/2, obtendo, assim,

	

senh(turx/b)	 i exp(n7rx/b)
= exp[ nn (a — x)/ b]

senh(nrra/b) exp(nn al b)

Este fator, entao, comporta-se coma uma exponencial corn potencia negativa; em consequencia, a serie
(13) converge bem rapidarnente, a menos que a - x seja muito pequeno.

EXEMPLO

1

Para ilustrar esses resultados, scjam a = 3, b = 2 e

f (Y) =	 y,

Calculando c„ da Eq. (15), vemos que

0<y<1,
1 < y < 2. (16)

8 sen(mr/2)
cn =

	

	 (17)
senh(3tur/2)

Logo, u(.v, y) c dado pela Eq. (13). Mantendo 20 termos na serie. podemos taxer o graft° de u(x, y) em funcâo
de x e y, comb mostra a Figura 10.8.2. Podemos, tambem,construir urn gratico contendo curvas de nivel de u(x.
y): a Figura 10.8.3 ilustra tal grafico, corn um increment() de 0,1 entre curvas adjacentes.

FIGURA 10.8.2 Grafico de a cm funcao de x e y para o Exemplo 1. FIGURA 10.8.3 Curvas de nivel de u(x, y) para
Exemplo 1.

Problema de Dirichlet em um Circulo. Considere o problem consistindo na equacao de Laplace cm uma
regiao circular r < a sujeita a condiciio de contorno

u(a,0) = f(0),	 (18)

onde f e uma fur-10o dada em 0 < 0 < 27r (veja a Figura 10.8.4). Em coordenadas polares, a equacao de
Laplace flea

an a
c„ senh — sen 

wry
b = f (Y). (14)
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u„ 
1	 1

+ -ur + u00 = 0.
r r-

(19)

Para completar o enunciado do problema, observamos que para que u(r, 9) esteja bem definida a neces-
sario que u seja periOdica em 0 corn period° 27. Al6rn disso, enunciamos, exphcitamente, que u(r, 0) tern
quc ser limitada para r < a, ja que isso vai ser importante mats tarde.

FIGURA 10.8.4 Problema de Dirichlet em urn circulo.

Para aplicar o metodo do separaciio de varitiveis a este problem, vamos supor que

u(r, 0) = R(r)0(0),

e substituir ti na equagfio diferencial (19) por essa expressiio. Isso nos da

R"E) + 
1
-
r
	+ 

1 
Re" = 0,

r-
OU

2 R"	 R'	 0,,
r — + r = - 	 X,

onde A 6 a constante de separacao. Obtemos assim duas equacOes diferenciais ordindrias

r2 R" + rR' - XI? = 0,

	0" + AC-) = 0.	 (23)

Este problema ntio tem condicOes de contorno homogeneas; lembre, no entanto, que as solucees tern que
ser limitadas e periOdicas em 0 corn period() 27r. E possfvel mostrar (Problema 9) que a condi(*) de perio-
dicidade implica que A. tem que ser real. Vamos considerar os casos em que 	 negativo, nulo e positivo.

Se A < 0, fazemos A = -p', onde p > 0. Entao a Eq. (23) fica 0"- 	 = 0 e, em consequencia.

0(0) = c l e°	 oe -14 ° 	 (24)

Logo, OH so pode ser periOdica se c, c 2 = 0, e conclufmos que Mio pode ser negativo.
Se A = 0, então a Eq. (23) fica 0" = 0, logo,

0)(0) = c 1	 c 2 0 .	 (25)

Para que	 seja periOdica, temos que ter c 2 = 0, de modo que 0(0) a constante. Alem disso, para ti = 0.
a Eq. (22) fica

	

r2 R" + rR' O.	 (26)

Esta equacäo c do tipo de Euler e tern solucâo

R(r) = k 1 + k2 In r.	 (27)

0 termo logaritmico não 6 aceitavel, ja que u(r, 9) tern que permanecer limitada quando r	 0; portanto,
k 2 = 0. Entao, se = 0, conclufmos que u(r, 0) tern que ser constante, ou seja, proportional a solucäo

	

uo(r , 0) = 1.	 (28)

Finalmente, se A > 0, fazemos A = p onde p > O. Entdo, as Eqs. (22) e (23) ficam

r2 R" + rR' - p 2 R = 0	 (29)

(22)
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(30) 

respectivamente. A Eq. (29) é uma equacâo de Euler e tern solucäo

R(r)	 k	 +	 ,	 (31)

enquanto a Eq. (30) tern solucão

	

0(e) = sen,u19 + cos u0	 (32)

Para que 0 seja periOdica corn period° 27 6 necessario que 	 seja urn inteiro positivo n. Corn ,u = n a
solucao r-" na Eq. (31) tern que ser abandonada, que ela se torna ilimitada quando r	 0. Portanto,

= 0 c as solucOes pertinentes da Eq. (19) sao

u„(r,0) = rn cos n0,	 v„(r. 0) = esennO,	 n = 1, 2, ....	 (33)

Essas funcOes, junto corn u„ (r, 0) = 1, formam urn conjunto fundamental de solucOes para o problema em
questdo.

Como de habit°, vamos supor que pode ser expressa como ulna combinacão linear das solucees
fundamentals, ou seja,

10	
Co

,60 = — + E r„ (c„ cos n0 + k„senn0).
2

Entao, a condicao de contorno (18) implica que

(34)

Co
ii(a 7 9) = — +

2
an (c„cos n0 + k,,sennO) = f (0) (35)

n -=

para 0 < < 27r. A funcaopode ser estendida para fora desse intervalo de modo a ficar periOdica corn
period() 27 tendo. portanto, 1.1111Z1s6rie de Fourier da forma (35). Como a funcilo estendida tem period° 27r,
podemos caicular seus coeficientes de Fourier integ.rando em qualquer period() da funcao. Em particular,
6 conveniente usar o intervak) original (0, 27): entao.

2'Ta" c„ = f 

2:r

	

f (0) cos n0 do,	 -)= 0, 1, 	 	 (36)
0

	

a" k„ = f f (0)senn0 dO	 n = 1,2 	 	 (37)

Com essa escollm de coeficientes a Eq. (34) representa a solucao do problema de valores de contorno
formado pelas Eqs. (18) e (19). Note que neste problema precisamos dos termos em senos c em cossenos
na solu45o. Isso ocorre porquc os dados de contorno foram dados cm 0 < 0 < 27 e tern periodo 27r. Ern
consequacia, precisamos da serie de Fourier completa, em vez da sdrie so em senos ou so em cossenos.

PROBLEMAS

02, 1. (a) Encontre a solueiio a(x. , y) da equacao de Laplace no retangulo 0 < x < a, 0 < y < b, que satisfaz as
condicOes de contorno

	

a(0,y) = 0,	 u(a,y) = 0,	 0 < y < b,

	

a(x,0) = 0,	 ti(x,b) = g(x).	 0 < x < a.

(b) Encontre a solucilo se

	

g(x)(x)
	 < x < a/2,

Para a = 3 e b = 1, faca o grafico de a cm funcao de x para diversos valores de y e faca, tamb6m, o
grafico de a em funcao de y para diversos valores de x.

Faca o grafico tridimensional de a em funcao de x e de y. Desenhe, tambem, diversas curvas de nivel
de a(x,y) no piano xy.

7 0

a — x. a/2 < < a.
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2. Encontre a solucAou(x, v) da equacdo de Laplace no retangulo 0<x < a, 0 < y < b que satisfaz as condicOes
de contorno

u(O,y) = 0,	 u(a,y) = O.	 0 < y < b.

u(x, 0) = h(x).	 11(x b) = 0.	 0 < x < a.

12, 3. (a) Encontre a solucao u(x, y) da equac5o de Laplace no retAngulo 0 < x < a, 0 < y < b que satisfaz as
condicOes de contorno

u(0,y) = 0,

u(x, 0) = h(x),

u(a,y) = f(v).

u(x,b) = O.

0 < y < b,

0 < x < a.

Sugesulos considere a possihilidade de somar as solucOes de dois problemas, urn corn condicOes de
contorno homogéneas, exceto por u(a. y) = f(y). e o outro corn condicOes de contorno homogéneas,
exceto por u(x, 0) = h(x).
Encontre a solucao se It(x) = (xla) : e f(y) = 1 — (v h).

Sejam a = 2 e b = 2. Faca graficos da soluciio de diversas maneiras: a em funcilo de x, u em funcao de
v, tt cm fungdo de .v e de y e curvas do nivel.

Mostre como encontrar a solucdo u(x. y) da equacdo de Laplace no retânaulo 0 <x < a, 0 < y < b que satis-
faz as condicOes de contorno

	

u(O,y) = k(y),	 u(a.y) = .f (y).	 0 < y < h,

	

u(x, 0) = h(x),	 u(x,h) = g(.11.	 0 < .r < a.

Sugesulo: veja o Prohlema 3.
Encontre a soluciio 10.0) da equaciio de Laplace

+ (11011,	 (1/ r2 )11_4 = 0

fora do &cut() r = a que satisfaz as condicOes de contorno

it(11,0) = f (0), 	 0 <

sohre o circulo. Suponha quc u(r, 9) estii bem definida e 6 limitada para r > a.

(a) Encontre a soluciio u(x, y) da equacAo de Laplace na re:65o semicircular r < a, 0 < 9 < ;7, que satisfaz
as condicties de contorno

	

u(r , 0) = 0,	 u(r, 7r) = 0.	 0 < r <a.

u(a,0) = f (0).	 0 < 9 <

Supon ha que u cstd hem delinida e 6 limitada na regiao dada.
(h) Encontre a soluciio se f(0) = 0(7r — 0).

(c) Seja a = 2 e faca grzificos da solucilo de diversas maneiras: u em funciio de r, a em func5o de 0, u cm
funcao de ambos, r e 0, e curvas de nivel.

7. Encontre a soluc5o 11(x, v) da equacao de Laplace no setor circular () < r «1,0 < 9 < a. que satisfaz as con-
dicOes de contorno

	

u(r,0) = 0,	 u(r,a) = 0.	 0 < r < a.

u(a,0) = f (0),	 0 < 9 < a.

Suponha que u estii hem definida c c limitada no setor.
8.. (a) Encontre a soluc5o u(x, y) da cquacao de Laplace na faixa semi-infinita 0 < x <a, y > 0, que satisfaz as

condicOes de contorno
11(0,y) = 0,	 u(a.y) = O.	 y > O.

u(x,0) = f (x),	 0 <	 < a
e a condicao adicional de que u(x, y) —> 0 quando y

(h) Encontre a solucäo se f(x) = x(a — x).

(c) Seja a = 5. Encontre o menor valor de y„ para o qual u(x y) < 0,1 para todo y > Yo.
Mostre que a Eq. (23) so tem solucOcs periOdicas se ). for real.
Sugesuio: seja =	 onde p = v + kr, corn v e a reais.
Considere o prohlema de encontrar uma soluc,io 11(x. v) da equacUo de Laplace no retangulo 0 < x < a,0 <
y < b que satisfaz as condicOes de contorno

	

u., (0, y) = 0,	 = f (y).	 0 < y < b,

	

uy (x,0) = 0,	 tty(x,b) = 0,	 0 < x < a.
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Este é urn exemplo de um problema de Neumann.
Mostre que a equacdo de Laplace e as condicOes de contorno homogeneas determinam o conjunto
fundamental de solucides

uo(x,y) = co,

u„(x,y) = cosh(n;rx/b)cos(wry/b), 	 n = 1,2  3 

Atraves da superposicdo das solucOes fundamentais do item (a) determine, formalmente, uma funcao
que satisfaca tambem a condicdo de contorno ndo homogenea a(a, y) = f(y). Note que ao se calcular

y) o termo constante em u(x, y) é eliminado e não ha condicdo da qual se possa determinar c„.
Além disco, tern que ser possfvel representar f por uma serie de Fourier em cossenos de perfodo 2b
sem termo constante. Isso significa que

ff (y) dy = 0

é uma condic5o necessaria para que o problema tenha solucão. Finalmente, note que co permanece
arbitrario e, portanto, a solucdo esta determinada a menos desta constante aditiva. Esta e uma pro-
priedade de todos os problemas de Neumann.

A

Encontre uma solucao :0,0) da equacdo de Laplace no interior do circulo r = a que satisfaca a condicdo
de contorno sobre o circulo

a r (a, 0) = 8(0), 0 < 0 < 27r.

Note que este e urn problema de Neumann e que sua soluciio esta determinada a menos de uma constante
aditiva. Enuncic uma condicdo necessaria sobre g(0) para que este problem possa ser resolvido pelo me-
todo de separacdo de variaiveis (veja o Problema 10).
(a) Encontre a solucdo u(x,y) da equacdo de Laplace no retangulo 0 < x < a, 0 < y < b que satisfaz as con-

dicties de contorno
u(0,y) = 0,

n(x, 0) = 0,

u(a,y) = 0,

u(x,b) = g(x),

0 < y < b,

0 < x < a.

e, 13.

Note que este ndo 6 urn problema de Dirichlet nern de Neumann, mas um problema misto, no qual a 6
dada em parte da fronteira e sua derivada normal e dada no resto.

Encontre a solucdo se

0 < x <
8(x) = a — x,	 1:12 < x < a.

Sejam a = 3 e b = I. Fazendo gralicos apropriados, compare esta soluc5o corn a do Problema 1.
(a) Encontre a solucdo u(x, y) da equac5o de Laplace no retangulo 0 < x

condicaes de contorno
0 < y < b, que satisfaz as

u (0, y) = 0,	 u(a,y) = f(y),	 0 < y < b,

11(x, 0) = 0,	 tt,;(x,b) = 0.	 0 < x < a.

Sagesaio: alguma hora vai ser necessario expandir f(y) em uma serie envolvendo sen(zy/2b), sen(37y/2b),
sen(57ry/2b),	 (veja o Problema 39 da Secdo 10.4).

Encontre a solucdo se f(y) = y(2b — y).

Sejam a = 3 e b = 2; faca graficos da solucdo de diversas maneiras.
t2, 14. (a) Encontre a soluc5o u(x, y) da equac5o de Laplace no retangulo 0 < x < a, 0 < y < b que satisfaz as

condicaes do contorno
ux (0,y) = 0,	 u,(a,y) = 0,	 0 < y < b,

u(x , 0) = 0,	 u(x,b) = g(x),	 0 < x < a.

Encontre a solucdo se g(x) = 1 + ,r2 (x — a)=.

Sejam a = 3 e b = 2; faca graticos da solucao de diversas maneiras.
15. Escrevendo a equacdo de Laplace em coordenadas cilindricas r, 0 e z e depois supondo que a solucdo é

simetrica em relacdo ao eixo dos z (n5o depende de 0), obtemos a equacdo

+ (11 r)u, + a„ = 0.

Supondo que u(r, z) = R(r)Z(z), mostre que R e Z satisfazem as equacOes

	

rR" + R' + A. 2 rR = 0,	 Z" —	 Z = 0.

A equacdo para R e uma equacdo de Bessel de ordem zero corn variavel independente Ar.
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E2. 16. Fluxo em um Aquifer°. Considere o fluxo de agua ern um meio poroso, como areia, cm urn aquifer°. 0
fluxo 6 bombeado por uma cabeca hidrriulica,uma medida da enereia potencial da agua acima do aquifero.
Seja R : 0 < x < a, 0 < z < b uma secao vertical do aquifer°. Ern um meio homogeneo uniforme, a cabeca
hidraulica u(x, z) satisfaz a equacao de Laplace

+ u-- = 0 em R. (i)

Se a agua nao puder fluir através dos lados e do fundo de R, entâo as condicOes de contorno serdo

u,(0, z) = O. ux(a.z) = O.	 0 < z < b	 (ii)

u z (x.0) = O.	 0 < x < a.	 (iii)

Finalmente, suponha que a condicao de contorno em z = b

u(x, b) = b + ax,	 0 < x < a,	 (iv)

onde a e a inclinaglo do aquifer°.
Resolva o problema de valores de contorno dado para u(x. z).
Sejam a = 1000, b = 500 c a = 0.1. Desenhe curvas de nivel da solucao em R, ou seja, desenhe algumas
curvas de nivel de u(x, z).

(c) A agua flui ao longo de caminhos em R ortoeonais as curvas de nivel de u(x, z) no sentido de u decres-
cente. Faca eraficos de alguns dos caminhos de fluxo.

Dcdricilo da Equacao de Calor. Nesta secao vamos deduzir a equacao diferencial que, pelo menos em
uma primeira aproximacão, governa a conducao de calor em sOlidos. E importante compreender que a
analise matematica de uma situacao ou um processo fisico Como este baseia-se, em tiltima instancia, em
conhecimentos empiricos sobre o femilneno em questao. 0 matematico tern que comecar em algum lugar,
e este lugar e dado pela experiencia.Considere uma barra uni forme isolada termicamente nas superficies
laterals, de modo que o calor so pode fluir na direcao do eixo. Foi demonstrado muitas vezes que se duas
secOes rotas paralelas de mestna area A e temperaturas diferentes T, c T. respectivamente, estiverem se-
paradas por uma pequena clistancia d, uma quantidade de calor por unidadc de tempo vai passar da secao
mais quente para a mais fria. Alem disso, essa quantidade de calor e diretarnente proporcional a area A e
a di ferenca de temperatura I 1'2 — T,I.e inversamente proporcional a distancia de separacao d. Logo,

Quantidade de calor por unidade de tempo = KA I — T,11(1,	 (1)

onde o fator positivo de proporcionalidade n 6 chamado de condutividade termica e depende principal-
mente do material" de que e feita a barra. A relricao (1) 6 chamada muitas vezes de lei da conducao do
calor de Fourier. Repetimos que a Eq. (1) e um resultado empiric°, c nao teOrico, e que pode ser, como
o foi muitas vezes, verificada por experimentos cuidadosos. Ela forma a base da teoria matennitica de
conduciio do calor.

Vamos considerar uma barra corn secao reta uniforme, feita de material homogeneo, orientada de
modo que o eixo dos x coincida corn o eixo da barra (veja a Figura 10.A.1). Vamos denotar por x = 0 e
X L as extremidades da harm.

APÈNDICE

A

	 H = k-Aux

x = xo x = ,X0 LIC

FIGURA 10.A.1 Conducao de calor em urn trecho da barra.

Vamos supor que os lados da barra estilo perfeitamente isolados, do modo que nao ha fluxo de calor
atraves deles. Vamos supor, tambem, que a temperatura u depende apenas da posicao axial x e do tem-
po t, e nao das coordenadas y e z. Em outras palavras, estamos supondo que a temperatura permanece

"De faro, k tambëm depende da temperatura, mas se o intervalo de temperatura nao for grande demais sera satisfat6rio
supor K independentemente da temperatura.

H =
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constante em qualquer secao reta da barra. Esta hipOtese 6 satisfatOria, em geral, quando as dimensties
laterais da harra sdo pequenas comparadas a seu comprimento.

A equacão diferencial que governa a temperatura na barra expressa um equilfbrio ffsico fundamental:
a taxa segundo a qual o calor entra em qualquer parte da barra é igual a taxa segundo a qual o calor ë
absorvido naquela parte da harra. Os termos na equacao sao chamados de termo de fluxo e termo de
absorcao, respectivamente.

Vamos calcular primeiro o termo de fluxo. Considere uma parte da harra entre as secOes retas x = x0 e
x = x, + Ax, onde x 0 é arbitrario e Ax é pequeno. A taxa instantânea de transferacia de calor H(x„. t) da
esquerda para a direita atrav6s da secAo reta x = x, 6 dada por

144 + d/2, t) — 14x0 — d/2, t) 
H (xo, t ) = — lim KA

= — KAUx (X0, t). (2)

O sinal de menos aparece nesta equacao porque so vai haver Iluxo positivo de calor da esquerda para a
direita se a temperatura a esquerda de x = x, for maior do que a temperatura a direita: neste caso,ux(x0,t)
é negativa. De maneira semelhantc, a taxa segundo a qual o calor passa da esquerda para a direita atraves
da secdo reta .v x,+ Axe dada por

//(xo + Ax, t) = —k-Aux (x, + Ax, t).	 (3)

Entho a taxa total segundo a qual o calor entra no trecho da harra entre x = x„ e x = x„ + Ax é dada por

Q = H(x0 ,t) — H(x0 + Ax. t) = KA[u x (xo + Ax, t) — u.,(x0,01.	 (4)

a quantidade de calor entrando nesse trecho da barra no interval() de tempo At é

QA! = Altt .,(xo + Ax. t) — tt,(x0 .1)1 At.	 (5)

Vamos calcular agora o termo de absorcdo. A variacäo m6dia de temperatura Au no intervalo de tem-
po Ate diretamente proporcional a quantidade de calor Q At introdufida e inversamcnte proporcional a
massa Am do trecho da barra. Logo,

QAt	 QAt
Au =

	

	 •	 (6)
s Am spA Ax

onde a constante de proporcionalidade s e conhecida como o calor especilico do material da harra e p
sua massa especifica.' A variaclio media de temperatura Au no trecho da harra em consideracdo e igual

variaciio de temperatura em algum pont ° interm ed rio =.v„ +t Ax. onde 0 <0 < 1. Ikmanto, a Eq. (6)
pude ser escrita como

u(vo + B Ax, t + At) — u(ro + A.v. t ) =

ou como

QAI = lu(v0 + OAx, t + At) — u(xo + 0Ax, t)IvpAA.r.

Para equilibria os termos de Iluxo e de absor0o, igualamos as duas expressOes para Q At:

KA [u .,(zo + Ax, t) — Ilx (X0, t)1At = spA[u(x0 + °AA. , t + At) — u(xo + 0 Ax, t)1 Ax. 	 (9)

Dividindo a Eq. (9) por Ax Ate fazendo Ax —0 0 c At — 0, obtemos a equacao de calor ou de difitsiio

A quantidade a', definida por

a ` uxx = ut.

= K ps

(10)

chamada de difusividade termica c i! urn pariimetro que depende apcnas do material de que é feita a
harra. As unidades de ot : s5o (comprimento)'/tempo. Valores tipicos de a' silo dados na Tabela 10.5.1.

Diversas condicoes relativamente simples podem ser impostas nas extremidades da barra. For exem-
pt°, a temperatura em uma extremidade pode ser mantida a urn valor constante T. Isso pode ser feito
colocando-se a extremidade da barra em contato corn um reservatOrio sulicientemente grande, de modo

'`A dependencia da massa cspccifica e do calor especitico na temperatura é relativamente pequena e sera desprezada. Assim.
Canto p quarto s series considerados constantes.

'I

spA Ax

Q At
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que qualquer fluxo de calor que possa haver entre a harra e o reservatOrio tido altera, sensivelmente, a
temperatura do reservatOrio. Na extremidade onde isso e feito a condicäo de contorno

= T .	 (12)

sutra condicdo de contorno simples ocorre se a extremidade esta isolada, de modo que no hd fluxo
de calor atraves dela. Lembrando da expressäo (2) para a quantidade de calor atravessando qualquer se-
cão reta da barra.concluimos que a condicdo de isolamento significa que esta quantidade e nula. Logo,

= 0	 (13)

é a condicAo de contorno em uma extremidade isolada.
Cm tipo mais geral de condicao de contorno ocorre se a taxa de fluxo de calor atraves da extremidade

da harra e proporcional a temperatura ali. Vamos considerar a extremidade x = 0, onde a taxa de fluxo
de calor da esquerda para a direita 6 dada por —KAtt,(0,t): veja a Eq. (2). Entdo a taxa do fluxo de calor
saindo da harra (da direita para a esquerda) em x = 0 e KAtt,(0.t). Se essa quantidade for proporcional
temperatura tt(0,t). ohtcmos a condicao de contorno

	

11 .,(0,t) — h i tt(0,t) = 0,	 t > 0,	 (14)

onde h, 6 uma constante de proporcionalidade MU) negativa. Note que h, = 0 corresponde a uma extremi-
dade isolada. enquanto h,	 ac corresponde a uma extremidade mantilla a temperatura zero.

Se o fluxo de calor estiver ocorrendo na extremidade direita da barra (x = L), entao. de mancira ana-
toga, obtemos a conclicdo de contorno

	

t) + h 2 tt(L, t) = 0,	 t > 0,	 (15)

onde. novamente. h, c uma constante de proporcionalidade nao negativa.
Entdo, para determinar completamente a flux() de calor na harra 6 precis() ter a distribuicao de tem-

peratura cm um instante fixo. geralmente considerado como o instants inicial t = 0. Essa condicao inicial
da forma

tt(x, 0) = f (x),	 0 < x < L.	 (16)

0 prohtenia cilia() 6 detcrminar a solucilo da equacao diferencial ( 10) sujeita a uma das condieOes de
contorno de (12) a (15) cm cada extremidade c a condiciio inicial (16) cm t = ().

Diversas gencralizacOes da equacao de calor ( I()) ocorrem na priitica. Primeiro, o material da harra
pode nno ser uniforme e a secdo reta pock ndo ser constitute ao longo do toda a barra. Nesse caso, os
paramet •os K. p, S e A podcm depender da variiivel axial x.Voltando para a Eq. (2), vemos que a taxa de
transferencia de calor da esquerda pant a direita atraves da secdo reta .v x„ 6 dada, agora, por

// (x0, = -K (4)A (ro)ux (xo,	 (17)

corn uma expressdo analoga para //(x„ + Ax, t). Se int roduzirmos essas quantidades na Eq. (4) e, finalmen-
te, na Eq. (9), procedendo como antes, obtemos a equitcdo diferencial parcial

(K Allay = spAtt i .	 (18)

Vamos escrever,ent geral, a Eq. (18) na forma

r(x)u, = [p(x)11„.1,,	 (19)

onde p(x) = fC(.0/1(.0 e r(.v) = s(x)p(x)A(x). Note que estas duas quantidades sao intrinsecamente posi-
tivas.

Lima segunda generalizacao ocorre se existirem outras maneiras de entrar ou sair calor da barra. Su-
ponha que existe uma font(' que adiciona calor a barra a DIM taxa G(x. t,u) por unidade de tempo por
unidade de comprimento, onde G(x, t, u) > 0. Nesse caso, precisamos sonar o tenno G(x, t, it) Ax At a
esquerda do sinal de igualdade na Eq. (9), o que nos leva a equacdo diferencial

r(x)tt, = (p(x)11,1, 	 G(x, t,	 (20)

Se G(x,t,tt) < 0, estamos falando de um sumidottro que remove calor da barra a unlit taxa G(x, t, u) por
unidade de tempo por unidade de comprimento. Para tornar o problema tratavel, precisamos restringir
forma da fungdo G. Em particular, vamos supor que G e linear cm it e que o coeficiente de it nao depende
de t. Temos, entao,

	

G(x, t, it) = 7 (x, t) — q(x)tt.	 (21)



T(x, t)

0

508 CAPiTULO DEZ

0 sinal de menos na Eq. (21) foi introduzido para que determinadas equacOes, que vac) aparecer mais
tarde, tenham suas formas habituais. Substituindo a Eq. (21) na Eq. (20), obtemos

r(x)ut = [13 (x) uxix — g(x)u F(x, t). 	 (22)

Esta equacao é chamada, algumas vezes. equaczio de calor generalizada. Problemas de valores de contor-
no para a Eq. (22) seräo discutidos no Capitulo I 1 .

Finalmente, se em vez de uma barra unidimensional considerarmos um corpo corn mais de uma
mensdo espacial si g.nificativa,entdo a temperatura sera uma funcäo de duas ou tres variaveis espaciais, em
vez de sO depender de x. Podem-se fazer consideraciies semclhantes as que nos levaram a Eq. (10) para
se deduzir a equacdo de calor em duas dimensOes,

a 2 (uxx Ityy) = u	 (23)

ou cm tres dimensOes,

a 2 (ttxx	 ttyy	 u„) = tit.	 (24)

As condicaes de contorno andlogas as Eqs. (12) e (13) para problemas multidimensionais correspondem
a uma distribuicäo de temperatura dada na fronteira ou a uma fronteira isolada. Analogamente, a distri-
buicao inicial de temperatura sera, em geral, uma funcilo de x c de y para a Eq. (23) e uma funcao de x,y
c z para a Eq. (24).

APÈNDICE

B

Deduciin da Equacao de Onda. Neste apendice vamos deduzir a equacAo de onda em 11111a dimensão
espacial que descreve vibraci5es transversas de ulna corda ou um caho ehistico: a corda ehistica pode ser
uma corda de violino, urn esteio ou, possivelmente, um caho de for-ca. A mesma equac5o. no entanto, corn
as variaveis interpretadas adequadamente, ocorre cm muitos outros problems ondulatorios corn apenas
uma variavel espacial

Considere uma corda perfeitamente eltistica flexivel hem esticada entre suportes lixos no mesmo nivel
horizontal (veja a Figura 10.B. la). Suponha que a corda esta no eixo dos .v corn suas extremidades em x = 0
e x = L. Se a corda for colocada em movimento em algum instante inicial t = 0 (sendo puxada, por exemplo)
e depois e deixada sem ser perturbada, ela vibrara livremente cm urn piano vertical. desde que efeitos de
amortecimento, como a resistencia do ar. sejann desprczados. Para determinar a equa0o diferencial que
governa esse movimento vamos considcrar as forcas que agem em um pequeno trecho de compri [tient() Ax
da corda, entre Os pontos x e .v + Ax (veja a Figura 10.B. 1 b). Vamos supor que o movimento da corda r pe-
queno e. comp COIISCCILI'llCia, cada ponto nit corda so se move em ulna rota vertical. Vamos denotar por u(x,
t) o dcslocamento vertical no ponto x e instante t. Vamos denotar por T(x, t) a tens5o na corda, que sempre
age na direciio tangente, c por p a massa da corda por unidade de comprimento.

1'	 T

x

x = 0 x = L

(a)

T(x + Jx, t)

At9

H = T cos()

V= Tsene

(b)	 (c)
FIGURA 10.13.1 (a) lima corda eltistica sob tenstio. (b) Um trecho da corda deslocada. (c) Resoluctio da
tens5o Tem componentes.
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A lei de Newton, aplicada ao elemento Ax da corda. diz que a forca externa total, devido a tensdo nas
extremidades do element°, tem que ser igual ao produto da massa do trecho pela aceleracäo de seu cen-
tro de massa. Como nä° ha aceleraciio horizontal, as componentes horizontals tern que satisfazer

T(x +	 I) cos(0 + AO) — T(x, t) cos 6) = 0.	 (1)

Denotando a componente horizontal da tensao (veja a Figura 10.B.1c) por I I, a Eq. (1) diz que II e inde-
pendente de x.

Por outro lado, as componentes verticals satisfazem

T(x + Ax, t)sen(O + AO) — T(x,t)sen0	 p Ax it„ (., t)	 (2)

onde 6 a coordenada do centro de massa do trecho da corda ern consideracdo. E claro que x esta no
intervalo x < < x + Ax. 0 peso da corda, que age verticalmente para baixo, e considerado desprezfvel e
foi desprezado na Eq. (2).

Sc a componente vertical de 7' for denotada por V, então a Eq. (2) pode ser escrita como

V(x + Ax, t) — V (x,t)

Tomando o limite quando Ax —> 0 nos dA

1/,(x,t) = pu tr(x, I).	 (3)

Para expressar a Eq. (3) somente em (Inca° de it. note que

t)	 H (t) lane = II(t)tt,(x,t).

Logo, a Eq. (3) fica

(Httx)., = putt,

ou, como // independente de .v,

= pit„•	 (4)

Para movimentos pequenos da corda, podemos substituir II = T cos 0 por T. EntAo a Eq. (4) tica corn sua
forma habitual.

onde
a2	 T/p.

Vamos supor, ainda, que a' e constante, embora isso nä° seja necessiirio na nossa deducao, mesmo para
movimentos pequenos. A Eq. (5) e chamada equacao de onda em uma dimensäo espacial. Como T tern
unidades do for-0 e p de massa/comprimento, a constante a tem unidades de velocidade. E possfvel iden-
titicar a como a velocidade segundo a qual uma pequena perturbacdo (onda) se move ao longo da corda.
De acordo corn a Eq. (6), a velocidade da onda a varia diretamente corn a tensäo na corda, mas a inver-
samente proporcional a densidade do material de que e feita a corda. Esses fatos est5o de acordo corn a
experitl'ncia.

Como no caso da equaciio de calor, existem diversas gencralizacOes da equacith de onda (5). Uma
equac5o importante, conhecida como a equacao do telegrafo, tem a forma

•if + cv 1 + kv =	 + F (x , t),	 (7)

onde u e k sdo constantes ffio negatives. Os termos cv, kv e F(x, t) correspondem, respectivamente, a uma
forca amortecedora viscosa, uma forca restauradora elastica e a uma forca externa. Observe a semelhan-
ca da Eq. (7), exceto pelo termo	 corn a equacdo para o sistema mola-massa deduzida na Secão 3.7;
o termo adicional a 2 t . „ aparece devido a for-gas elasticas internas.

A equacao do telegrafo tamb6m governs o fluxo de tens -do, ou corrente, em uma linha de transmissão
(dal seu nome); neste caso os coeficientes estilo relacionados a parAmetros eletricos na linha.

Para urn sistema em vibracdo corn mais de uma coordenada espacial significativa, pode ser necessario
considerar a equacao de onda em duas dimensOes,

a2 (tt .rx + liyy)	 Hi( ,	 (8)

ou em tre's dimensOes,

a2 (u  + Uyy Uzz	 = Un •
	

(9)

= P u ri (T,
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CAPiTULO ;7'7 

11

Problemas de Valores
de Contorno e Teoria de
Sturm Liouville

Depois de separar as variaveis em uma ecluaciio diferencial parcial no Capitulo 10.cncontramos di% ersas
vexes a equac5o diferencial

X" +	 = 0 ,	 0 < x < I .

coin as condicOes de contorno

X ( 0 ) = 0.	 X(1_, )	 0.

Este problema de valores de contorno e o prototipo de uma classe grande de problemas importantes
em matematica aplicada. Esses problemas sao conhecidos coma problemas do valores de contorno de
Sturm-Liouville. Neste capitulo, vamos discutir as propriedades nubs importances dos problems
de St II -Liouville e suns solucOes: no processo, seremos capazes de generalizar um pouco o im:.todo de
separacilo de variaveis part equacOes diferenciais parciais.

11.1 A Ocorrencia de Problema de Valores de Contorno em Fronteiras corn Dois Pontos

No Capftulo 10, deserevemos 0 imitodo de separacao de variaveis como urn modo de resolver alguns
problemas envolvendo equacOes diferenciais parent's. 0 problema de conducno de calor, consistindo na
equac5o diferencial parcial

a2/(u = u,,	 0 < x < L, t > 0,	 (1)

sujeita as condicOes de contorno

u(0, t) = 0,	 u(L,	 = 0,	 t > 0	 (2)

e a condicao inicial

u(x,0) = f (x),	 0 < x < L
	

(3)

c urn exemplo tipico dos problemas considerados aqui. Uma parte crucial no processo de resolucao de
tais problems é encontrar Os autovalores e autofuncOes da equacäo diferencial

X" + XX = 0,	 0 < x < L	 (4)

corn condicOes de contorno

X(0) = 0,	 X (L) 0
	

(5)

511
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ou, talvez,

X'(0) = 0,	 X' (L) = 0.	 (6)

As functies scno e cosseno que aparecem ao se resolver a Eq. (4) sujcita as condicOes de contorno (5) ou
(6) sao usadas para se expandir a distribuicao inicial de temperatura f(x) em uma serie de Fourier.

Neste capitulo vamos estender e generalizar os resultados do Capitulo 10. Nosso objetivo principal
e mostrar como o metodo de separacao de variaveis pode ser usado para resolver problemas urn pouco
mais gerais do que os das Eqs. (1), (2) e (3). Estamos interessados em tres tipos de generalizacOes.

Primeiro, qucremos considerar equagOes diferenciais parciais mais gerais — por exempla, a equacao

r(x)u, = [p(x)ux.I., — g(x)u + F(x, t).	 (7)

Esta equacao pode aparccer, como indicado no Apendice A do Capitulo 10, no estudo da conducao de
calor cm uma barra corn propriedades variaveis na presenca de fontes de calor. Se p e r forem constantes
e se os termos da fonte q(x)u e F forem nulos, entao a Eq. (7) se reduz a Eq. (1). A equacao diferencial
parcial (7) tambem ocorre na investigacao de outros fenelmenos de carater difusivo.

Uma segunda generalizacao e permitir condicOes de contorno mais gerais. Em particular, qucremos
considerar condicOes de contorno da forma

	

ux (0, t) — h i u(0,t) = 0.	 11.,(L, + h 2 u(L,t) = 0.	 (8)

Tais condicOes ocorrem quando a taxa de fluxo de calor atraves de uma extremidade da barra e proporcio-
nal a temperatura af. Em geral,ll, e h 2 sao constantes nä° negatives mas,em alguns casos, podem ser negati-
vas ou depender de t. As condicOes de contorno (2) sac) obtidas no limite quando h, —> oo e 1, 2 —> oc. Outro
caso limite importante, h i = 12 2 = 0, nos da condicOes de contorno correspondentes a extremidades isoladas.

A anima generalizacao que discutiremos neste capitulo trata da geometria da regiao na qual o pro-
blema 6 dado. Os resultados do Capitulo 10 so sao aplicaveis a uma classe relativamente restrita de proble-
mas. basicamente aqucles nos quais a re g iao de interesse é retangular ou, em alguns casos, circular. Mais
adiante, neste capitulo, vamos considerar determinados problemas colocados em alguns outros tipos de
regiOes geometricas.

Vamos considerar a equaciio

r(x)u, =	 — q(x)u
	

(9)

obtida igualando-se a zero o termo [(.y , t) na Eq. (7). Para separar as variaveis, vamos super q tic

rt(x.0 = X(x)7.(0,	 (10)

e substituir u na Eq. (9). Obtemos

r(x-)XT'	 [p(x)X'I'T — q(x)XT	 (11)

ou, dividindo por r(x)XT,

[P(x)X'I'	 q(x)
	  = —A.

T	 r(x)X	 r(x)

Denotamos a constante de separacao por	 antccipando o fato de que ela sera real e negativa em geral.
Da Eq. (12) obtemos as duas equagOes diferenciais ordiniirias a seguir para X e

[p(x)X']' — q(x)X + Ar(x)X = 0,	 (13)

T' + AT = 0.	 (14)

Substituindo u dado pela Eq. (10) nas Eqs. (8) e supondo que h, c h, sao constantes, obtemos as condice•es
de contorno

	

X'(0) — h i X (0) = 0.	 (L) + h 2 X (L) = 0.	 (15)

Para prosseguir, precisamos resolver a Eq. (13) sujcita as condicaes de contorno (15). Embora este seja
urn problema de valores de contorno linear homogeneo corn frontcira corn dois pontos mais geral do que
o que consiste na equaciio diferencial (4)e condicaes de contorno (5) ou (6), as solucCies se comportam de
maneira hem parecida. Para qualqucr valor de A. o problema (13), (15) tem a solucao trivial X(x) = 0. Para
determinados valores de A, chamados de autovalores, existem outras solucties nao triviais, chamadas de
autofunciies. Estas autofuncOes formam a base para soluciaes em serie de diversos problemas cm equa-
cOes diferenciais parciais, tais como a equacao de calor generalizada (9) sujcita as condicaes de contorno
(8) e a condicao inicial (3).

;

(12)
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Neste capftulo vamos discutir algumas das propriedades de solucOes de problemas de valores de con-
torno corn fronteiras de dois pontos para equagOes diferenciais lineares de segunda ordem. Considerare-
mos algumas vezes a equacao homogénea linear geral

	

P(x)y" Q(t)y R(x)y = 0.	 (16)

estudada no Capftulo 3. No entanto. em geral é melhor discutir equagOes nas quais os termos envolvendo
a primeira e a segunda derivada estzio relacionados como na Eq. (13). Sempre é possfvel transformar a
equacão geral (16) de modo que os termos contend() as derivadas aparecam como na Eq. (13) (veja o
Problema 11).

Problemas de valores de contorno corn equagOes diferenciais de ordem mais alta tambem podem
ocorrer: neles, o ntimero de condicOes de contorno tem que ser igual a ordem da equacäo diferencial.
Como regra geral, a ordem da equacdo diferencial é par e metade das condicOes de contorno é dada em
cada extremidade do intenalo.Tambem possfvel uma Unica condicdo de contorno envolver valores da
solucao e/ou de suas derivadas nos dois pontos de fronteira; por exemplo,

v(0) — y(L) = 0.	 (17)

0 exemplo a seguir envolve uma condicão de contorno da forma (15) e é, portanto, mais complicado
que os problems na Secão 10.1.

Encontre os autovalores e as autofuncOes correspondentes do problema de valores de contorno

y"	 = 0,	 (18)

y(0) = 0.	 y'(1) + y(1) = 0.	 (19)

Urn exempt() de onde ocorre esse problema e a conduc5o de calor em ulna harra de comprimento unitzirio. A
condicao de contorno em = 0 corresponds a temperatura nula af. A condicao de contorno em x = I corres-
ponds a taxa de flux() de calor ser proportional a temperatura nesse ponto, e as unidades foram escolhidas de
modo que a constante de proporcionalidade seja 1 (veja o Apendice A do Capftulo 10).

A soluc5o da equac5o diferencial rode ter diversos formas. dependendo de 	 modo que e preciso consi-
derar diversos casos. Primeiro. se  j. = 0. a solucao geral da equacao diferencial é

As duas condicOcs de contorno implicam

y = c i x + c2. (20)

= 0.	 2c, + c2 = 0,	 (21)

respectivamente. A Unica solucao das Eqs. (21) e c, = c, = 0, de modo que o problema de valores do contorno
original nao tern solucao lino trivial nesse caso. Logo, 	 = 0 mio é urn autovalor.

Se A. > 0, entao a soluczio geral da equacão diferencial (18) e

y = c1 seri sfi. x + c2 cos j. x,	 (22)

onde	 > 0. A condic5o de contorno e m x = 0 implica que c: = 0; da condicao de contorno em .v = 1, obtemos
a equacao

cI (sen1T. + sfi., cos.) = 0.

Para uma solucao rid() trivial v. precisamos ter c; �- 0, logo A tem que satisfazer

• sen 1"; +	 cos	 = 0.	 (23)

Note que se A é tal que cos. = 0, entilo sen j � 0 e a Eq. (23) nil()	 satisfeita. Logo, podemos supor que
cos. * 0; dividindo a Eq. (23) por cos.J, obtemos

= — tan..	 (24)

As solucOes da Eq. (24) podem ser determinadas numericamente. Elas tambem podem ser encontradas, apro-
ximadamente,esbocando-se cis gralicos de f(-1)7) =	 e de g(j) =	 para	 > 0 no mesmo conjunto de
eixos c identificando-se os pontos de interseczio das duas curvas (veja a Figura 11.1.1).0 ponto 	 = 0 esta es-
pecificamente excluldo deste argument() porque a solucâo (22) so é will& para 	 * 0. Apesar do fato de que
as curvas se intersectam af, x = 0 n'ao é um autovalor, como ja vimos antes. As tres primeiras solucOes positives
da Eq. (24) sdo	 2,029;	 4,913:1X3 7,979. Como pode ser visto da Figura 11.1.1, as outras rafzes
são dadas, corn precisào razoavel, por 	 (2n — 1)7r/2 para n = 4,5,	 e a precisao desta estimativa melhora
quando n aumenta. Portanto, os autovalores sdo
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Al	 4,116,	 A2	 24,14,

A3 7=, 63,66,	 An	 (2n - 1)2 7 2 /4	 para n = 4,5,....
	 (25)

Finalmente, corno c2 = 0, a autofuncao correspondente ao autovalor X é

On(x , Xn) = kn senli7,x;	 n = 1,2, ... ,	 (26)

onde a constante k„ permanece arbitraria.

FIGURA 11.1.1 Solucao grafica de f = - tan

Vamos considerar agora A < 0. Neste caso e convenicntc fazer 	 -p, onde p > 0. Erna° a Eq. (14) flea

(27)

e sua solucao geral

y = c1 senh	 +c2 cosh , < x,	 (28)

onde Ee > 0. Procedencto com p no caso anterior, versos que Fe tent clue satisfazer a equacao

Ec = - tanh Ec.	 (29)

Da Figura I 1.1.2 t3 clam que os graficos de f( N/T) =	 e de g(lit) =	 s6 se intersectam na origem.
Logo, nao existent valores positivos de n/T que satisfazem a Eq. (29) c, portant°, o problema de valores de
contorno (18), (19) nao tern autovalores negativos.

Finalmente,6 necessario considerar a possibilidade de que a possa ser complex°. E possivel mostrar, atraves
de um calculo direto, que o problema (18), (19) nao tem autovalores complexos. No entanto, na Seca° 11.2 va-
mos considerar ern mais detaches uma grande classe de problemas que illeilIC111 este exemplo. Uma das coisas
que vamos mostrar é que todos os problernas nesta classe tern apenas autovalores teats. Portanto. vamos omitir
a discussao da n.io existacia de autovalores complexos aqui. Conclufmos, cntao, que todos os autovalores e
autofuncOes do problema (18), (19) silo dados pelas Eqs. (25) e (26).

1

FIGURA 11.1.2 Solucao grafica de "Ft = - tanh
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Em cada um dos Problemas de 1 a 6, diga se o problema de valores de contorno dado e homogdneo ou nä°
homogéneo.

y" + 4y = 0,	 y(-1) = 0, y(1) = 0

[(1 x2 )y'r + 4y. = 0,	 y(0) = 0, y(1) = 1

y" 4y = senx,	 y(0) = 0, y(1) = 0

–y" + x2y = Ay,	 y'(0) – y(0) = O. y'(1) + y.(1) = 0

– 1(1 + x2 )Y1' =	 + 1,	 y(-1) = O. Y( 1 ) = 0
–y" = A(1 +x2 )y,	 y(0) = 0, y'(1) + 3y(1) = 0

Em cada um dos Problemas de 7 a 10, suponha que todos os autovalores sao reais.
Determine a forma das autofuncOes e a equacao satisfeita pclos autovalores nao nulos.
Determine se ?. = 0 e um autovalor.
Encontre valores aproximados para ?.: e A2, os Bois autovalores nao nulos de menor modulo.
Estime para valores de n grandes.

y" +Ay= 0, y(0) = 0, y(7r)+ y'(:r ) = 0

y" +	 = 0, y'(0) = 0. y(1) + y'(1) = 0

y" + Ay = 0, y(0) – y'(0) = 0,	 y. (1) + y'(1) = 0

y" – Ay = 0, y(0) + y'(0) = 0,	 y. (1) = 0

11. Considere a equacão geral linear homogenea de segunda ordem

P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0.	 (I)

Procuramo um fator integrante ii(A) tal (JUL!, ao sc multiplicar a Eq. (i) por /2(x), a equacao resultante
pode ser escrita na forma

(x)/'(x)y'I' + p(x)R(x)y = 0.

Igualando os coelicientes de v' nas Eqs. (i) e (ii), mostre que tt tem que ser uma solucao de

Ptt ' = (Q –

Resolva a Eq. (iii). mostrando, assim. que

OS)
p (X) =	 exp	 — ds.	 (iv)

P(x)	 P(s)

Compare esse resultado corn o do Problema 41 da Secao 3.2.
Em cada um dos Problemas de 12 a 15, use o metodo do Problema I 1 para colocar a equacao dada na forma
[p(x)y']' + q(x)y = 0.

12. y" – 2xy' + Ay = 0,	 equacao de liermite

PROBLEMAS

x2y"	 4. (x2 – 1,2)y = 0. 	 equacao de Besse(

xy" + (1 – x)y' + Ay = 0,	 equacao de Laguerre

(1 – x2 )y" – xy' + ce 2 y = 0,	 equacao de Chebyshev
A equacao

v + cv t + kv = a2 v .„ + F(x, t),	 (1)

onde a2 > 0, c > 0 e k > 0 sao constantes, é conhecida como a equacao do telegrafo. Ela aparece no estudo
de uma corda elastica sob tensäo (veja o Apadice 13 do Cap(tulo 10). A Eq. (i) tambem ocorre em outras
aplicacties.Supondo que F(x.t)= 0, seja t'(x, t) = X(x)T(t),separe as varkiveis na Eq. (i) e deduza equacaes
diferenciais ordinãrias para X e T.

17. Considere o problema de valores de contorno

y" – 2y' + (1 + is.)y = 0,	 y(0) = 0, y(1) = 0.

Derma uma nova variAvel dependents tt pela relacao v . =s(x)ii. Determine s(x) de modo que a equa-
cao diferencial para u nao tenha termo em u'.

Resolva o problema de valores de contorno para u e determine, assim, os autovalores e autofunceles
do problema original. Suponha que todos os autovalores sao reais.

(c) Resolva tambem o problem diretamente (sem definir u).
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18. Considere o problema de valores de contorno

y" + 4y' + (4 + 9A)y = 0,	 y(0) = 0, y'(L) = O.

Determine, pelo menos aproximadamente, os autovalores reaise as autofuncees associadas proceden-
do como no Problema 17(a, b).
Resolva tambOm o problema dado diretamente (sem introduzir Lima variavel nova).

Sugesulo: no item (a), preste atencäo tanto as condicaes de contorno quanto a equacäo diferencial.

As equagOes diferenciais nos Problemas 19 e 20 diferem das encontradas nos problemas antecedentes, uma
vez que o parAmetro multiplica o termo contendo y', alem do que contern y. Em cada urn desses problemas,
determine os autovalores reais e as autofuncOes associadas.

y" + + A.(y' + y) 0,

x2 y" —	 — y) = 0,

21. Considere o problema

y'(0) = 0 . y(1) = 0

y(1) = 0, y(2) — y'(2) = 0

y" + Ay = 0,	 2y(0) + y'(0) = 0, y(I) = 0.

Encontre a equacao satisfeita pelos autovalores positivos.
Mostre que existe uma sequencia infinita de tais autovalores.
Encontre A, e A,. Depois mostre que X„ === [(2n + 1)7/2] = para n grande.
Encontre a equacao satisfeita pelos autovalores negativos.

(e) Mostre que existe exatamentc urn autovalor negativo e cncontre seu valor.
22. Considere o problema

y" + Ay. = 0,	 cey(0) + y'(0) = 0, y(1) =0.

onde a 6 um constante dada.
Mostre que para todos os valores de a existe uma sequencia infinita de autovalores positivos.
Se a < I, mostre que todos os autovalores (reais) sao positivos. Mostre que o menor autovalor tende
a zero quando a tende a 1 por valores mais baixos.
Mostre que X = 0 é um autovalor Sc e somente se a = I.
Se a > I, mostre que existe exatamente um autovalor negativo c que este autovalor diminui quando a
aumenta.

23. Considere o problema

y" + Ay = 0,	 y(0) = 0, y'(L) = 0.

Mostre que, se 0„, e 	 sdo autofuncOes associadas aos autovalores A,, e A„, respetivamente. corn A„, 	 X.
entilo

r.

Cbm(x)On(x)(1.r = 0.

Sugesuio: note que

yam + Am g5„. = 0,	 0;; + A,,c6„ = 0.

Multiplique a primeira dessas equagOes por 0„, a segunda por cb„, e integre de 0 a L usando integrac5o por
partes. Finalmente, suhtraia uma equacao da outra.

24 . Vamos considerar agora urn problema de autovalores de ordem mais alta. No estudo das vibrac -Oes trans-
versas de uma barra elastica uniforme, chega-sea equacilo diferencial

y(4) — Ay. = 0,

onde y é o deslocamento transversal e X = mm'/E/; in é a massa por unidade de comprimento da barra. E
o modulo de Young, 6 o moment° de inercia da secão reta cm relacilo a um eixo perpendicular ao piano
de vibraciio que contem o centroide e w é a frequencia de vibraciio. Ent5o, para ulna barra cujas proprie-
dades materials e geometricas sao dadas, os autovalores determinant as frequencias naturals de vibracilo.
As condicOes de contorno cm cada extremidade sac), em geral, de urn dos scguintes tipos:

y = y' = 0,	 extremidade presa,

y = y" = 0,	 extremidade apoiada ou corn dobradica,

y" = y"' = ,	 extremidade livre.
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Para cada um dos trés casos, encontre a forma das autofuncOes e a equacäo satisfeita pelos autovalores
desse problema de valores de contorno de quarta ordem. Determine A e A 2 , os dois autovalores de menor
mOdulo. Suponha que os autovalores sac) reais e positivos.

y. (0) = y"(0) = 0,	 y(L) = y"(L) = 0

y(0) = y"(0) = 0,	 y(L) = y'(L) = 0

(c) y(0) = y'(0) = 0,	 y"(L) = y"'(L) = 0 (viga cantilever)

25. Este problema ilustra o fato de que o autovalor pode aparecer tanto nas condicOes de contorno quanto na
equac5o diferencial. Considere as vibraceles longitudinais de uma barra elastica reta uniforme de compri-
memo L. Pode-se mostrar que o deslocamento axial u(x, t) satisfaz a equacão diferencial parcial

	

( El P) Itxr =	 0 < x < L.	 t > 0,	 (i)

onde E é o modulo de Young e p 6 a massa por unidade de volume. Se a extremidade em x = 0 estiver fixa,
ent5o a condicão de contorno of sera

u(0,t) = 0,	 > 0.	 (ii)

Suponha que a extremidade em x = L esta rieidamente presa a tuna massa m, mas nao tem outras restri-
cOes. Podemos obter a condic5o de contorno of escrevendo a lei de Newton para a massa. Da teoria de
elasticidade, pode-se mostrar que a forca exercida na barra pela massa é dada por 	 t). Logo, a
condicao do contorno

	

EAtt,(L,t) + mit„(L,t) = 0,	 t > 0.

(a) Suponha que zi(v. t) = X(x)T(t). Mostre que X(x) e T(t) satisfazem as equagOes diferenciais

X" + ;.X = 0,

	

T" 	p)T = 0.

(h) Mostre que as condicOes de contorno s5o

	

X(0) = 0,	 X'(L) — yALX (L) = 0.	 (vi)

onde y = ml pA L a urn par5metro adimensional que fornece a raz5o entre a massa presa e a massa da barra.
Sugestlio: use a equactio diferencial para T(t) para simplilicar a condicão de contorno em x = L.

Determine a forma das autofuncOes e a equac5o satisfeita pelos autovalores reais das equacaes (iv) e
(vi).
Encontre os dots prime iron autovalores	 e	 se y = 0.5.

11.2 Problemas de Valores de Contorno de Sturm—Liouville

Vamos considerar agora problemas de valores de contorno corn fronteiras de dois pontos, do tipo obtido
na Seca° 11.1, separando as variaveis cm um problema de conduc5o de calor em uma barra com proprie-
dades materiais varitiveis c um termo de fonts proporcional a temperatura. Este tipo de problema ocorre
em muitas outras aplicacoes.

Esses problemas de valores de contorno estäo associados, em geral, aos nomes de Sturm e Liouville.'
Eles consistem em uma equacäo diferencial da forma

[p(x)y'l — (x)y Ar (x)y = 0	 (1)

no intervalo 0 < x < 1, junto com condicaes de contorno

ce tY(0) + a2)/ (0) = 0 ,	 fitY(1) + fi2)/ ( 1 ) = 0
	

(2)

'Charles-Francois Sturm (1803-1855) e Joseph Liouville (1809-1882). em uma serie de artigos entre 1836 e 1837, estabelece-
ram diversas propriedades da classe de problemas de valores de contorno associados a seus nomes, inclusive os resultados
enunciados nos Teoremas de 11.2.1 a 11.2.4. Sturm tamb6m a famoso por urn teorema sobre o nilmero de zeros reais de urn
polintimio e, alem disso, tent muitos trabalhos em fisica e mecAnica. Akm de sua pesquisa em analise, algebra e teoria dos
ndmeros, Liouville foi o fundador e editor durante 39 anos do importante Journal de mathematiques pares et appliquees. Um

de seus resultados mais importantes foi a demonstracAo (em 1844) da exiskncia de nUmeros transcendentais.
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nas extremidades. Muitas vezes é conveniente introduzir o operador diferencial linear homogeneo L
definido por

= -[p(x)y']' + q(x)y.	 (3)

Entdo, a equacdo diferencial (I) pode ser escrita como

4v] = Xr(x)y.	 (4)

Vamos supor que as funcOes p, p', q e r sac) continuas no intervalo 0 < x < 1 e que, alem disso,
p(x) > 0 e r(x) > 0 em todos os pontos 0 < x < 1. Estas hipOteses säo necessarias para tornar a teoria o mais
simples possfvel e manter, ao mesmo tempo, uma generaliclacle razoavel. Estas condicaes sdo satisfeitas,
de fato, em muitos problemas importantes da ffsica matematica. Por exempt°, a equacao y" + Ay = 0, que
aparece repetidamente no capitulo anterior, é da forma (1) corn p(x) = 1,	 = 0 e r(x) 1. As condicöes
de contorno (2) sao separadas. ou seja, cada uma envolve apenas um dos pontos de fronteira. Essas sac, as
condicOes de contorno separadas mais Gerais possfveis para uma equacao diferencial de segunda ordem.

Antes de estabelecer algumas propriedades do problema de St urm-Liouville (1), (2), precisamos ob-
ter uma identidade, conhecida como identidade de Lagrange, basica no estudo de problemas de valores
de contorno lineares. Suponha que u e r sno funcOes corn derivadas segundas continuas no interval() 0 <
x < 1. Entao,'

L[u]v dx = I [-(pu')' v + gm]] dx.

Integrando a integral a dircita do sinal de igualdade duas vezes por partes, obtemos

fo L[u]v dx -p(x)u' (x)v(x) + p(x)u (x)v/ (x)0
I 

+	 u(pv')/ +
)0	 fo

iv] d.x.

f
111,[v] dx.

o
Logo, passando para o lado esquerdo do sinal da igualdade a integral a dircita. temos

J
U 1/ [u]v - u1.[	 dx = - p(x) [u' (x)v(x) - u(x)v'(x)] 

0
	 (5)

que é a identiclade de Lagrange.
Vamos supor, agora, que as funcOes u e	 na Eq. (5) satisfazem, titml)m, as condicOes de contorno (2).

Entno, suponclo que a, 0 0 e que 13 2 0 0, a expressAo it direita do sinal (le igualdade na Eq. (5) iica

-p(x) [u' (x)v(x) - u(x)C(x)ilo

= - p(1) Pi(l)v(1) - u(1)11(1)1+ p(0) [ti t (0)v(0) - u(0)v' (0)]

PI= -p(1) [- -PI 11(1)v(1) + — u(1)v(1)1+ p(0) [---u(0)v(0) + 
CY
—u(0)v(0)1

132	 /32	 a2	 ce2

=0.
0 mesmo resultado vale se a, ou p, for nap: a demonstracao neste caso é ainda mais simples e fica a

cargo do lcitor. Assim, se o operador diferencial L for definido pela Eq. (3) e se as funcOes u c r satisfize-
rem as condicOes de contorno (2), a identiclade de Lagrange se recluzira a

IL[u]u - uL1vn dx = 0.	 (6)

Vamos escrever a Eq. (6) de maneira licteiramente diferente. Definimos, na Eq. (4) da Secao 10.2, o pro-
duto interno (u, v) de duas fur-10es reais u e v em urn intervalo dado; usando o intervalo 0 < x < 1. temos

(u, v)	 u(x)v(x) dx.	 (7)
0

Corn esta notacão, a Eq. (6) Pica

(L[u], v) - (u, I,[v]) = 0.	 (8)

= Para simplificar,algurnas vezes vamos usar a notacilo LI f dx, em vez de Li f (x) dx.

= -p(x)tu'(r)v(x) - 11(x)v'(x) I
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Para provar o Teorema	 mais a frente vamos precisar trabalhar corn funcOes complexas. For ana-
logia corn a definicao na Seca() 7.2 para vetores. definimos o produto interno de duas fungi:5es complexas
em 0 < x < 1 como

(ii, v) - f it(v)i)(v) dx, 	 (9)
f

onde 1.7 é o complexo conjugado de v. E claro que a Eq. (9) fica igual a Eq. (7) se ii(x) e v(x) forem reais.
E importante saber que a Eq. (8) permanece valida sob as condicOes enunciadas se it e v forem fun-
gi-5es complexas e o produto intern() (9) for usado. Para ver isso, podemos comecar corn a quantidade

dx c seguir os passos que levam a Eq. (6) usando o fato de que p(x),  q(x), a,, a,, 13, e tJ2 säo todos

reais (veja o Problema 22).
Vamos considerar algumas das implicacOes da Eq. (8) para o problema de Sturm-Liouville (1), (2). Va-

mos supor, sem demonstrac5o, 3 que este problema tern, de foto, autovalores e autofuncOes. Nos Teoremas
de 11.2.1 a 11.2.4, a seguir, enunciamos diversas de suas propriedades importantes, embora relativamente
elementares. Cada uma dessas propriedades é ilustrada para o problema de Sturm-Liouville basic()

y" + Ay = 0,	 y(0) = 0, y(1) = 0, 	 (10)

cujos autovalores sao A„ = n 272 , corn autofuncOes associadas 0„(x) = sen trT.V.

Teorema 11.2.1 Todos os autovalores do problema de Sturm-Liouville (1), (2) s5o reais.

Para provar este teorema, vamos supor que 	 um autovalor (possivelmente complexo) do problema
(1), (2) c que e uma autofunci-to associada, tambem possivelmente complexa. Vamos escrever ti = 	 + iv
c 0(x) U(x) + iV(x), onde fit, v, U(x) e V(x) sao reais. EntSo. fazendo u = e v = rp na Eq. (8), temos

( L (0L 0) = (O. Lioi).	 (11)
Sabemos, no entanto, que 1.101 = Xr0, de modo que a Eq. (11) flea

(A.r0 , 0) = (0, Xr0).	 (12)

Usando a de (Mica° (9) do produto intern() para escrever a Eq. (12) por extenso, obtemos

)..r(x)0(x)(x) dx = f 95(x).7*(x);(x)	 (13)

Como r(x) é real, a Eq. (13) se rcduz a

(X - X) 
I 

r(x)0(x)0(x) dx = 0,

ou

(X - X) f r(x)[ U 2 (x) + V 2 (x)] dx = 0.	 (14)

0 integrando na Eq. (14) nao c negativo nem identicamente nulo. Como o integrando é continuo, segue que a
integral é positiva. Portant°, o fator 	 = 2iv tern que ser nula Logo, v = 0 e A e real, o que prova o teorema.

Uma consequacia importante do Teorema 11.2.1 e que, para se encontrar autovalores e autofuncOes
de urn problem de valores de contorno de Sturm-Liouville basta procurar autovalores reais. Lembre-se de
que foi isso que fizemos no Capitulo 10. Tambem é possivel mostrar que as autofuncOes do problema
de valores de contorno (1), (2) s5o reais. Uma demonstracao esta esbocada no Problema 23.

Teorema 11.2.2 Se 0 1 e 02 säo duas autofuncOes do problema de Sturm-Liouville (1), (2) associadas aos autovalores A,
e A 2, respectivamente, e se A., � A 2, entäo

foi
r(x)0 1 (x)02 (x) dx = 0.	 (15) 

3A demonstracAo pode ser encontrada, por exempt°, nos livros de Sagan (Capitulo 5) ou Birkhoff c Rota (Capitulo 10).

fo
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Este teorema expressa a propriedade de ortogonalidade das autofuncaes em relacao a funcäo peso r.
Para provar o teorema, observamos que O, e 	 satisfazem as equagOes diferenciais

1_,[0 1 ]	 (16)

L[02 1	 X2r02,

respectivamente. Fazendo II = (1) 1 , v = O, e substituindo 1. [u] e L [v] na Eq. (8), obtemos

( X i r (19 1,(2) — (01, A 2 r02) = 0,

ou. usando a Eq. (9),
• 1	 1

r(x)(1)1(x)02(x)	 — A 2 f 01 (X) i. (X)02 (X)	 = 0.

Como A,,r(x) e 4)2(x) sao reais, esta equacao fica

(A t — A2) f r(x)01(X)02(X)dx = 0.

Mas, por hiptitese,),, # A 2 , logo 0, e (62 tern que satisfazer a Eq. (15), e o teorema esta demonstrado.

Teorema 112.3 Os autovalores do problem de Sturm-Liouville (1), (2) sac) todos simples, ou seja, cada autovalor esta
	 	 associado a somente uma autofuncao linearmente independente. Os autovalores formam uma sequën-

cia infinita e podem ser colocados em ordeal crescente, de modo que

A t < A2 <A3 < • " < A li < • • • •

Akin disso, A„ —> oc quando n	 oc.

A demonstracao deste teorema e um pouco mats avancada do que a dos dois teoremas antecedentes, e
sera ornitida. No entanto, a demonstracao 	 que Os autovalores sao simples esta indicada no Problem 20.

Observamos novamente que todas as propriedades cnunciadas nos Teoremas de 11.2.1 a 11.2.3 sao
exemplilicadas pelos autovalores	 = n'71.= e autoluncOes 0„(x) sen fru do problema exemplo (10). E
clam que os autovalores 	 reais. As autofuncOes satisfazem as relacOes 	 ortogonalidade

Ifo cb„,(.04)„ (X) (lx =	 sell/n:7X SCIltrt X	 = 0. in A n,	 (19)

estabelecidas na Seca° 10.2 por integracao direta. Al6m disso. Os autovalores podem ser ordenados de
modo que < <	 e A„ —> oo quando n	 oo. Finalmente, cada autovalor esta associado a uma Unica
autofuncao linearmente independente.

Vamos supor que os autovalores do problem de St urm-Liouville (1), (2) estao ordenados como indi-
cado no Teorerna 11.2.3. Existe uma autoftincao (1)„ associada a cada autovalor A„, determinada a menos
de uma constante multiplicative. E conveniente, muitas vezes, escolher a constante arbitrziria que multi-
plica cada autofuncao de modo a satisfazer a condicao

r (.000)	 = 1,	 n = 1, 2, . . . .	 (20)

A Eq. (20) 6 LlIlla COIldiCa0 de normalizacao, e as autofuncOes que satisfazem essa condicao sao ditas nor-
malitadas. De fato, neste caso elan formam um conjunto ortonormal (em rein :do funcao peso r), pois
satisfazem, tambem, a relacao de ortogonalidade (15). Algumas vezes 6 Util combinar as Eqs. (15) e (20) em
uma Unica equacao. Para isso, dclinimos o slmbolo S,„„, conhecido como a funcao delta de Kronecker, 4 por

0,	 5.,se In	 n,

1 

(22)

'Leopold Kronecker (1823-1891), urn aluno de Dirichlet, esteve associado a Universidade de Berlitn a maior parte de sua
vida, embora	 que era independeatemente rico) so tenha tido posicao como professor a partir de 1883.Trabalhou em tcoria
dos rnimeros, functies elipticas, algebra c suas inter-relacties.

611111 - , se In	 n

Usando a delta de Kronecker, podemos escrever as Eqs. (15) e (20) como

f r (x) ,(Pm(ttn(x)(x) dx = (5,tin •

(21)
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EXEMPLO	 Determine as autofuncOes normalizadas do problema (10):

1	 y" + Ay = 0,	 y.(0) = 0, y(1) = 0.
1,

Os autovalores deste problema sit() X, =r 2 , A 2 = 472 , ..., ;.„ = rt 2;r 2 ,	 e as autofuncOes associadas sao k, sen
k, sen 27rx,	 k„ sen wrx....,respecti v a men te . Nesse caso a fungdo peso é r(x) = 1. Para satisfazer a Eq. (20),
precisamos escolher k„ tal que

(k„ sent/7.0 2 dx = 1	 (23)

para cada valor de n. Como

k,2, f SC11 . n7rx dx = k„2	— 1 cos 2tm-x)dx =

a Eq. (23) e satisfeita se k„ for escolliido como sendo ,/2 para cada valor de n. Logo, as autofuncties normaliza-
das do problema de valores de contorno dado sao

q5,,(x)	 ./sentur.x.	 n = 1.2  3	 (24)

Determine as autofuncOes normalizadas do problema

y" +	 = 0,	 y(0) = 0, y'(1) + y(1) = 0. 	 (25)

No Exemplo 1 da SecZio 11.1 vimos que os autovalores i., satisfazem a equacdo

sen v	 + ,,/T.„ cosT.„ = 0	 (26)

e que as autofuncOes associadas sao

0„(x) =	 (27)

onde k„ 6 arbitraria. Podemos determinar k„ da condicao de normalizacäo (20). Como r(x) = 1 neste problema.
temos

fI
0,2,(x)dx = k 2 f sen2 

= k,, f	 — ; cos 2IZ.r)
o \—

dx 	x sen	 x
2	 4,/7.„ )  

7 2	 — se n 2	 ,	 —sen 	 cos
=	 	  =k

4	
n 	 •

07,

1 + cos=	 cos'- ,/r„
2	

,

onde usamos a Eq. (26) no Ultimo passo. Logo, para normalizar as autofuncOes 0„. precisamos escolher
-,	 \ 1/2

k„ _	 	 (28)
 + cos'-	 ) .	 (28)

As autofuncOes normalizadas do problema dado sao

.4 sens/T,x 
0,, (x) =

	

	 n = 1,2 	 	 (29)
(1 + cos-- ,,/,)1/2.'

Vamos considerar agora o problema de expandir uma funcäo f dada em uma serie de autofuncOes do
problema de Sturm—Liouville (I), (2). Ja vimos exemplos de tais expansOes nas SecOes de 10.2 a 10.4. Por
exemplo, mostramos que sefe continua, tem derivada seccionalmente continua em 0 <x < 1 e satisfaz as
condicOes de contornof(0) = f(1) = 0, entaof podc ser expandida em uma serie de Fourier da forma

cc
f	 = E b„ sen nz.r.	 (30)

n.I
As funcOes sen MTX, n = 1, 2,	 sao precisamente as autofuncOes do problema de valores de contorno
(10). Os coeficientes b„ sac) dados por

b„ 2 f f (x)sentur x dx
	 (31)

EXEMPLO

2

1.0
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e a sale (30) converge para cada x em 0 < x < 1. De maneira analoga,f pode ser expandida em uma
serie de Fourier cm cossenos usando-se as autofuncOes cos II:TX n = 0, 1,2, ..., do problema de valores de
con torno y" + Xy = 0, y'(0) = 0, y' (1) = 0.

Suponha que uma funcao f dada, satisfazendo condicOes convenientes, pode ser expandida em uma
serie in finita de autoluncOes do problema de Sturm—Liouville mais geral (1), (2). Se isso puder ser feito,
entdo

ti

	

f = ECnOn(X),	 (32)
n=1

onde as funcOes 0„(x) satisfazem as Eqs. (1) e (2) e. tambem. a condicao de ortogonalidade (22). Para
calcular os coeficientes na serie (32), multiplicamos a Eq. (32) por r(x)Ø„,(x), onde m é um inteiro positivo

e integramos de x 0 a .v = 1. Supondo que a serie pode ser integrada termo a termo, obtemos

I

00 f

	

fo r(x)f (x)(/)„,(x) dx E	 r(x).75„,(x)0,, (x) dx = E c ,,8 „,„

	

n=1	 (33)

Logo, usando a definicao de 6„„„ temos

c„, = f r(x)f (x)0,n(x) dx =	 rOn).	 = 1,2 , 	 	
(34)

Assim, os coeficientes na serie (32) foram determinados formalmente. A Eq. (34) tem a rnesma estrutura
que as formulas de Eulcr—Fourier para os coeficientes do uma serie de Fourier. e a serie em autofuncides
(32) (anthem tem propriedades de convergencia semelhantcs as das series de Fourier. 0 teorema a seguir

anal( To ao Tcorema 10.3.1.

Sejam 0,02 ,	 ... as autofunc -des normalizadas do problema de St urm—Liouville (1), (2):

[p(x)y']' —	 (x)y + (x)y = 0,

a iY(0) a2)/ (0) = 0,	 fi y ( 1 ) + fi2y'(1) = 0.

Suponha quef ef sao seccionalmentc continuas em 0 < .v < 1. Etna() a serie (32), corn os coeficientes c„
dados pela Eq. (34), converge para {fix+) f(x—)]l2 em cada ponto do intervalo aberto 0 <.v < 1.

Se f satisfizer outras condigOes alem dessas, sera possivel estabelecer uma conelusao mais forte. Suponha
que alum das hipOteses do Teorema 1 1.2.4 a (mica° f e continua cm 0 < .v < 1. Se a, = U na primeira das
Eqs. (2) [de modo que 0„(0) = 0]. suponha que j(0) = 0. Analogamente, se 13, = 0 na segunda das Eqs. (2),
suponha que f( I) = 0. Caso contriirio, nao ha necessidade de Sc supor nenhuma condicao de contorno
para f Entao. a serie (32) converge para f(x) em todos os pontos do interval() fcchado 0 < x < 1.

Expanda a funcrio

f (X) =	 0 <	 < 1	 (35)

em termos das autoluncOes normalizadas 0„(x) do problema (25).
Vimos. no Exempt() 2, que as autofuncacs normalizadas szio

	

(x ) = k„ sen	 x,	 (36)

onde k„ ë dada pela Eq. (28) e satisfaz a Eq. (26). Para encontrar a expansào para f ern termos das autolun-
gOes escrevemos

f(x) = ECnOn(X)s	 (37)

onde os coeficientes silo dados pela Eq. (34). Logo,

	

c„ = f f (x)0n (x)dx = k„	 x sen	 x dx.
0

I ntegrando por partes, obtemos
(sen 	 cos IXT, )	 2 se nk,,= A„	 „IAn;	 A„

Teorema 11.2.4

EXEMPLO

3
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onde usamos a Eq. (26) na Ultima passagem. Substituindo k„ dada pela Eq. (28), obtemos
24 seri 47,

c„ -
1/2x „ (1 + cos21—An) (38)

Portanto,
senVZ seri, ;b7, x

f Cr) = 4 E	 (39)
n= X„( 1 + cos- ,A-C) •

Observe que embora a expressdo a direita do sinal de igualdade na Eq. (39) seja uma serie em senos. nao esta
incluida na discussao sobre series de Fourier na Seca° 10.4.

problemas Ainoadjuntos. Problemas de valores de contorno de Sturrn-Liouville tern importancia pro-
pria, mas podem ser vistos tamb6m como pertencentes a uma classe muito major de problemas que tem
muitas das mesmas propriedades. Por cxemplo, existem muitas semelhangas entre problems de Sturm-
Liouville e o sistema algebrico

Ax = Xx.	 (40)

onde a matriz n xnA6 real e simetrica ou autoadjunta. Comparando os resultados mencionados na Se-
ca° 7.3 corn os desta secao. observarnos que em ambos os casos os autovalores sAo reais e as autofuncOes
ou autovetores formam um conjunto ortogonal. Alem disso, as autofuncaes ou autovetores podem ser
usados como uma base para se expressar uma fungao ou vetor essencialmente arbitrario, respectivamen-
te, como uma soma. A diferenca mais importante e que a matriz tern apenas um nOmero finito de autova-
lores c autovetores, enquanto urn problema de Sturm-Liouville tern um infinidade. E interessante, e de
importancia fundamental em matematica, que esses problemas aparentemente diferentes — o problema
mat ricial (40) e o problema de Sturm-Liouville (1), (2) — que aparecem de maneiras diferentes, sac), de
fat°, parte de tuna Unica teoria subjacente. Normahnente. referimo-nos a essa teoria como a teoria dos
operadores lincares, e cla faz parte da area de analise funcional.

Vamos mostrar agora aleumas generalizacOes para os problems de Sturm-Liouville que ainda preser-
vam Os principals resultados dos Teoremas 11.2.1 a 11.2.4 — a existencia do uma sequencia de autovalores
reins que tendem a intinito, a ortogonalidade das autoluncOes e a possihilidade de se expandir uma funcao
arbitraria em uma serie de autolungOes. Estas generalizacOes dependem da validade da relagfio crucial (8).

Vamos considerar o problema de valores de contorno que consiste na equagao diferencial

L[y] = ),r(x)y,	 0 < x < 1.	 (41)

onde

d"y	 dy
L EA = Pn(x)dx”— + • • + Pi(x)— + Po(x)y, 	 (42)

e n condic -Oes de contorno lineares homogeneas nas extremidades do interval°. Se a Eq. (8) for valida
para um par de fungOes suticientemente diferenciaveis que satisfacam as condicOes de contorno, entfio
o problem dado 6 dito autoadjunto. E importante notar que a Eq. (8) envolvc restricties tanto sobre a
equacão diferencial quaint) sobre as condigOes de contorno. 0 operador diferencial L tern que ser tal que
o mesmo operador apareca em ambos os termos da Eq. (8). Para isso, e preciso que L tenha ordem par.
Alen) disso, urn operador de segunda ordem tem que ter a forma (3), um operador de quarts ordem tern
que ter a forma

L[yl = (1)(x)y"1” - fq(.0y1' s(x)y,	 (43)

e operadores de ordem mais alta tem que ter ulna estrut ura analoga. Alen) disso, as condicOes de contorno tern
que ser tais de modo a eliminar os termos de fronteira que aparecem durante a integracAo por partes usada
para se deduzir a Eq. (8). Por exemplo, em um probleina de segunda ordem isso é verdadeiro para as condi-
cOes de contorno separadas (2) e tambem em outros casos, um dos quais é dado no Exemplo 4 a seguir.

Vamos supor que temos urn problema de valores de contorno autoadjunto para a Eq. (41), onde L[y]
6 dad() pela Eq. (43). Vamos supor que p, q, r e s sdo continuas em 0 < x < 1 e que as derivadas de p e q
indicadas na Eq. (43) tamb6m sac) continuas. Se, além disso, p(x) > 0 e r(x) > 0 em 0 < x < 1, então vai
existir uma sequencia infinita de autovalores tendendo a +oo, corn autofuncOes ortogonais em relagdo
funci-io peso r e ulna funcão arbitraria podera ser expandida em uma serie de autofuncOes. No entanto, as
autolungOes podem nao ser simples para esses problems mais gerais.

Vamos considerar agora a relagao entre problems de Sturm-Liouville e series de Fourier. Observa-
mos, anteriormente, que as series de Fourier em senos e em cossenos podem ser obtidas usando-se as au-
tofungOes de determinados problemas de Sturm-Liouville envolvendo a equagao diferencial y" + Xy = 0.



Encontre os autovalores e autofuncOes do problema de valores de contorno

+	 = 0,	 (44)

y(- L) - y(L) = 0,	 y'( - L) - y'(L) = 0.	 (45)

Este nao e urn problema de Sturm-Liouville, j5 que as condicOes de contorno nao sao separadas. As condicOes
de contorno (45) sac) chamadas condiciies de contorno periiidicas.ja que elas forcam que y e y' tenham os mes-
mos valores em x= L ex= -L. De qualquer modo, a demonstracào de que o problema (44). (45) é auto-adjunto

direta. Urn calculo simples estabelece quo = 0 é um autovalor e corn autofuncao associada Mx) = 1. Aldm
disso, existem autovalores adicionais	 = (7r/L ) 2 , x, =	 :.„ =	 ... A cada um desses autovalores
nä° nulos correspondem dons autofuncOes linearmente indopendentes: por exemp!o, associadas a X„, existent
duas atitofuncOes 	 = cos(n7rx/L) e ifr„(x) = sen(irrx/L). Isto ilustra o fato de quo os autovalores podem rid()
ser simples quando as condicOes de contorno nao sao separadas. Alein disso. se  procurarmos expandir uma
fungdo dada de periodo 2L em uma sdrie de autofuncOes do problema (44). (45), obteremos a set-le

ao	 11 7x
f	 = —2 + E (a„ cos	 b„ sen1-7)

que e, simplesmente, a sërie de Fourier de f.

EXEMPLO

4
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Isso levanta uma pergunta: podemos obter uma sèrie de Fourier completa. incluindo os termos tanto em
senos como em cossenos, escolhendo-se urn conjun to apropriado de condicOes de contorno? A resposta
é dada pelo exemplo a seguir. que serve para ilustrar. tambem, a ocorrëncia de condicOes de contorno
nao separadas.

Nao vamos considerar mais problemas corn condicOes de contorno nao separadas, nem trataremos de
problemas do ordem major do que a segunda. exceto em poucos problemas. Existe, no entanto, outro tipo
de generalizacdo quo queremos discutir. E o caso em que os coeficientes p,ger na Eq. (1) nao satisfazem
condicOes de continuidade e positividade tao estritas como as en unciadas no inicio (testa secao.Tais pro-
hlemas sao chamados de problema do Sturm-Liouville singulares e serao t rat ados na Secao 11.4.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 5, determine as autofunceies normalizadas do problema (Judo. 
I. y" + 4 = 0,

y" + Xy = 0.

y" + Xy = 0,

y" + Xy = 0,

y(0) = 0, V(1) = 0

/(0) = 0, y(1) = 0
y'(0) = 0, y'(1) = 0

/(0) = 0, y'(1) 4- y(1) = 0: veja a Secao 11.1, Problema 8. 

y" - 2y' + (1 + X)y = 0,	 y(0) = 0, y(1) = 0; veja a Secao 11.1. Problema 17.

Em cada um dos Problemas de 6 a 9, encont re a expansdo em autofuncOes E a„ 0„(x) da fungdo dada, usando
as autofuncties normalizadas do Problema 1.
6. f(x) = 1,	 0 < x < 1	 7. f (x) = x,	 0 < x < 1

 2x.	 0 < .v < 1,
8. f(x) = / 1

0 < x < 2

< r < 1	 50,	 I	
9. f (x) =

1,	 < x < 11

Em cada un dos Problemas de 10 a 13. encontre a expansão em autofuncties E a„ „(x) da funcilo dada usando
as autoruncaes normalizadas do Problema 4.

10. f	 = 1,	 0 < x < 1	 11. f (r) = x.	 0 < x 5 1

1.	 0 < x <
12. f (x) = 1 - x,	 0 < x < 1	 13. f(x) =

0,	 < x < 1

Em cada urn dos Problemas de 14 a 18. determine se o problema de valores de contorno dado e autoadjunto.
y" + y + 2y = 0,	 y(0) = 0, y.(1)
(1 + x2 )y” + 2xy' + y = 0,	 y(0) = 0,	 y(1) + 2y'(1) = 0

y" y = Xy,	 y(0) - y'(1) = 0, y'(0) - y(1) = 0
(1 + x2 )y"+ 2ry + y = X(1 + x2 )y,	 y(0) - )/(1) =0, y'(0) + 2y(1) = 0

18. y" + Xy = 0,	 y(0) = 0, y(7r) + y'(7r) =

n=1
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Mostre que se as funcOes It e v satisfazem as Eqs. (2) e se a2 = 0, ou P2 = 0, ou ambos, entdo,
I

p(.0[11'(x));(x) - u(x)).?"(x)] 	 = 0.
0

Neste problema,esbocamos uma demonstracao para a primeira parte do Teorema 11.2.3: que os autovalo-
res do problema de Sturm-Liouville (I), (2) são simples. A demonstracâo 6 pm absurdo.

Suponha (AC DM autovalor dado A. näo 6 simples. Entdo existem duas autofuncOes 0, e 02 associadas
linearmente independentes, ou seja, uma nâo 6 mtiltipla da outra.

Calcule o wronskiano W(0,, 0:)(x) e use as condicOes de contorno (2) para mostrar que W(0 1 , 0,)(0) = 0.

(c) Use o Teorema 3.2.6 pant chegar a uma contradica- o. o que estahelece que os autovalores tern que ser
simples. como en unclad° no Teorema 11.2.3.

21. Considers o problem de Sturm-Liouville

-[p (x )Y' I' + q(x)Y = Ar(x)y,

	ce l y(0) + ce2y'(0) = 0,	 fily(1) + /32y'(1) = 0.

onde p, q e r satisfazem as condOes enunciadas no texto.

Mostre que. se A for urn autovalor e se 0 for ulna autofuncilo associada. entao
• I	 tA

 j
r02 dx = f (p0'2 + q0 2 ) clx + )9 p(1)0 2 (1) - (1 1)( 0)0 2 (0 ).

u	 0	 02	 0(2

desde que ci: # 0 e ti: 0 0. Como este resultado tern que ser modificado se a. = 0 ou t4. = 0?

Mostre que. se q(x) > 0 e,se OA e -cr,Ice, ndo forem negativos, entilo o autovalor A sera major ou igual
a zero.

(c) Sob as condicOes do item (b). mostre que 0 autovalor A é estritamente positivo a menos que a, = 0, = 0
e q(x) = (1 para todo x em 0 <x < I.

Deduza a Eq. (8) usando o produto interne (9) e supondo que u e t! silo funOes complexas.

f
i

	

Sugestilo: considers a quantidade	 Lluji,1 dx, separe ir e r em suas panes reais e imaginarias e proceda
0como no texto.

23. Neste problema. esbocamos tuna dernonstracdo de que as itutoluncOes do problema de Sturm-Liou \ ille
(1), (2) silo reins.

Sejam A urn autovalor e 0 ulna autoluncilo associada. Suponha que 0(x) = U(x) + iV(x) e mostre que
U e V sat) tanibt:'m autofuncOes associadas a A.

Usando o Teorema 11.2.3, ou o resultado do Problema 20, mostre que U e V silo linearmente depen-
dentes.

(c) Mostre que 0 tern que ser real, a menos de ulna constante multiplicativa Wit: pods ser complexa.

2-1. Considere o problema

	

y"	 - y),	 y(1) = 0,	 y(2) = 0.

Note que n aparece como urn coeliciente de y', alem do prOprio y. E possivel estender a definicao de pro-
blema autoadjunto para este tipo de problema e mostrar que este problema particular ndo e autoadjunto.
Mostre que o problema tern autovalores, mas que nenhum deles e real. Isso ilustra que, em geral, proble-
mas que n5o sao autoadjuntos podem ter autovalores que nao silo reais.

Deform: Kau de uma Colima Eistica. Na investigacito da deformacão de uma coluna eliistica de comprimento
L soh uma forczt axial I' (Figura 11.2.1a), somos levados a equacilo diferencial

y" + Ay" = 0,	 0 < x < L.	 (i)

O parametro A 6 igual a PIEI,onde E e o modulo de Young eléo moment() de inercia da secao rota em relaczlo
a um eixo que passa pelo centroide e e perpendicular ao piano xy. As condicOes de contorno em x = 0 e x = L
dependem de como as extremidades da coluna estilo apoiadas. CondicOes de contorno tipicas sdo

y = y' = 0,	 extremidade fixa;

y = y" = 0.	 extremidade apoiada (corn dobradica).

A harra ilustrada na Figura 11.2.1a esta simplesmente apoiada em .x = 0 e presa em x = 1.. Deseja-se determinar
os autovalores e autofunceies da Eq. (i) sujeita a condicties de contorno adequadas. Em particular, o menor
autovalor a., dzi a forca que faz corn que a coluna se deforme ou passa ficar em uma posicão de equilibrio curva,
como ilustrado na Figura 11.2.16. A autofuncão associada descreve a configuracäo da coluna deformada. Note
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que a equacäo diferencial (i) nao esta coberta pela teoria descrita nesta secäo. E possivel mostrar, no entanto,
que em cada urn dos casos dados aqui todos os autovalores são reais e positivos. Os Problemas 25 e 26 tratam
de problems sobre deformac5o de colunas.     

L x   

x = 0	 x = L

(a)	 (b)

FIGURA 11.2.1 (a) lima coluna sendo comprimida. (h) Forma da coluna deformada.

25. Para cada uma das condicoes de contorno a seguir, encontre o menor autovalor (a forca de deformacao)
de y(4 ) + Ay" = 0 e encontre tambem a autofunciio associada (a forma da coluna deformada).

y(0) = y"(0) = 0. y(L) = y"(L) = 0

y(0) = y"(0) = 0. y(L)	 y'(L) = 0

(c) y(0) = y'(0) = 0. y(L) = y'(L) = 0
26. Em alguns problemas de deformacilo. o pariimetro autovalor aparece nas condiceies de contorno, akin da

equacao diferencial.Tal caso ocorre quando a coluna esta presa em uma das extremidades e a outra extre-
midade esta livre. Neste caso. a equacao diferencial y( .” + Ay" = 0 tem que ser resolvida sujeita ins condicOes
de contorno

y(0) = 0.	 y'(0) = 0,	 y"(L) = 0,	 y'''(L) + Xy'(L) = 0.

Encontre o menor autovalor e a autofuncalo associada.
e, 27. Substalncias dissolvidas em urn aquifero	 transportadas por doffs mecanismos separados. 0 processo

pelo qua! um soluto é transportado pelo grande movimento do flux° da iigua stihterriinea e chaniado de ad-
vecciio. Al6n1 disso.o soluto e espalhado pelas Ilia tiacOcs cm escala pequcna nit velocidade da agua subterra-
nea ao longo de caminhos tort uosos do tlit\o dentro de poros individuals, um processo chaniado de dispersal°
meanie:I. A forma unidimensional da equac5o de advecc50-dispers5o para uma	 dissolvida nao
reativa em um mein poroso isotropico hottiogil'neo saturado sob um Iluxo uniforme regular e

c,	 = Dc„,	 0 < x < L,	 t > 0,	 (I)

onde c(x, t) é a concentratc5o do soluto. t' 6 a velocidade linear media da tigua subterr5nea, D e o coelicientc
da dispersiio hidrodinamica e L e o comprimento do aquifero. Suponha clue as condicOes de column() s5o

c(O,t) = 0,	 c.,(1„	 = 0,	 t > 0

e que a condicao inicial é

c(x. 0) = f (x),	 0 < x < L,	 (ii

onde f(x) 6 a concentracAo inicial dada do soluto.
Suponha que c(x. t) = X(x)T(t). use o metodo de separac5o de variaveis e encontre as equacOes satis-
feitas por X(x) e T(t), respectivamente. Mostre que o problema para X(x) pode ser escrito na forma
de Sturm-Liouville

[p(x)X'J' + Ar(x)X = 0,	 0 < x < L,	 (iv)

X(0) = 0,	 X' (L) = 0,	 (v)

onde p(x) = r(x) = exp(-rx/D). Logo. os autovalores s5o reais e as autoluncOes s5o ortogonais em
relacdo a func5o peso r(x).

Seja itt 2 = A - ( 04D 2 ). Mostre que as autoluncOes säo

X„(x) = e"I20 senp.„x,	 (vi)

onde tt„ satisfaz a equacâo

tan pi, =	 (vii)
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Mostre graficarnente que a Eq. (vii) tern uma sequencia intinita de raizes positivas e que it„ :=1" (211— 1)7/2L
para n grande.
Mostre que

r.
r(x)X,2,	

V
(x)dx =	 + 	 serf p„L.

2	 4D/2. 2fo
Encontre uma solucdo formal do problema (i), (ii), (iii) em termos de uma serie de autofuncOes
X„(x).
Sejam v = 1. D = 0.5. L = 10 e f(x). S(r — 3), onde S é a fungdo delta' de Dirac. Usando a solucdo encon-
trada no item (e). foga o grafico de c(x, t) cm funcao de x para diversos valores de t, tais como t = 0,5; 1;
3;6 e It). Foca tamhem o grafico de c(x, t) em funcao de t para diversos valores de x. Note que o mimero
de terms necessarios para se obter um grafico preciso depende fortemente dos valores de t e de x.
Descreva em poucas palavras como a solucdo evolui coin o tempo.

02, 28. Urn rastreador nao reativo em uma concentracdo co esta sendo continuamente introduzido em um fluxo
regular na extremidade rio acima de uma coluna de comprimento L cheia de urn mein granular homoge-
neo. Supondo que a concentracao do rastreador na coluna c inicialmente nula. o problema de valores de
contorno que modela o processo

c, +	 = Dc„,	 0 < x < L,	 t > 0,

c(0,t) = co,	 cx(L,t) = 0,	 t > 0.

	

c(x, 0) = 0,	 0 < x < L,

onde c(x, t), v e D sao como no Problema 27.
(a) Suponha que c(x. t) = + 1(x, 1) e encontre o problema de valores de contorno satisfeito por u(x, t).

Procedendo como no Problema 27. encontre 1(x,t) cm termos de uma expansrio em autofuncOes.
Sejam r = 1. D = 0.5. c,,= 1 c L = 10. Foca grriticos de c(x, t) em funciio de x para diversos valores de t
e tambem em fungdo de t para diversos valores de x.
Descreva em poucas palavras como a solucdo evolui como tempo. Por exemplo, quanto tempo leva
para a solucrio praticamente coineidir corn a soluc5o estado estacionario?

11.3 Problemas de Valores de Contorno Nao Homogeneos

Nesta seciio vamos discutir como resolver problemas de valores de contorno nao homogeneos tanto para
equaciies diferenciais ordinririas quanto para parciais. A rnaior parte de nossa atenciio estard direcionada
para problemas onde so a equacao difcrencial nao c homogenezt, enquanto as condicties de contorno
sao homogeneas. Vamos supor que a solucao pods scr expandida em uma serie em autofuncOes de urn
problema relacionado homogenco e vamos determinar depois os cocticientes nests serie, de modo que
o problema nao homotzenco seja satisfeito. Vamos descrever este metodo primeiro para problemas de
valores do contorno para equacaes diferenciais lineares ordinarias de segunda ordem. Depois, vamos
ilustrar sua utilizacno em equagOes diferenciais parciais resolvendo um problema de conducao de calor
em uma barra corn propriedades variaveis c na prescnca de fontes de calor.

Problemas de Sturm—Liouville nao Homogeneos. Considere o problema de valores de contorno que
consiste na equacao diferencial nao homogenca

L[y] = —[p(x)11' + q(x)y gr(x)y + f(x), 	 (1)

onde u é uma constante dada e f e uma funcao dada cm 0 < x < 1, e nas condicoes de contorno

aiy(0) + a2Y(0) = 0,	 Pty(1) + p2Y (1) -= 0.	 (2)

Como na Secão 11.2, vamos supor que p, p', q e r sao continuos cm 0 < x < 1 e que p(x) > 0 e r(x) > 0 af.
Vamos resolver o problcma (1), (2) usando as autofuncOes do problema homogeneo associado que con-
siste na equacdo diferencial

L[y] = Xr(x)y	 (3)

`veja a Seca° 6.5, especialmente a Eq. (16) daquela
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e nas condicOes de contorno (2). Sejam X, < X 2 <	 < X„ <	 os autovalores deste problema e sejam
...,0„, ... as autofuncoes normalizadas associadas.
Vamos supor que a solucao y 0(x) do problema nao homogéneo (1), (2) pode ser expresso como uma

serie da forma

0(x) = E bnCin(x)•	 (4)
n=1

Da Eq. (34) da Secdo 11.2, sabemos que

bn = f r (x)c5 (x)(bn(x) dx,	 n	 1, 2, ....	 (5)

No entanto, como nao conhecemos 	 nao podemos usar a Eq. (5) para calcular b„. Em vez disso.vamos
tentar dcterminar b„ de modo que o problema (1), (2) seja satisfeito e depois usar a Eq. (4) para encontrar
0(x). Note que cp dodo pela Eq. (4) scmprc satisfaz as condicoes de contorno (2). jai que cada 0„ satisfaz.

Vamos considerar, agora, a equacao diferencial que irti tem que satisfazer. Ela e simplesmente a Eq. (1)
corn 0 no lugar de y:

L[01(x) = ti r (x)C-v) +f (x) . 	(6)

Vamos substituir a série (4) na equacAo diferencial (6) e tentar cleterminar b„ de modo que a equacAo
diferencial seja satisfeita. 0 termo A esquerda do sinal de igualdade na Eq. (6) fica

L101(x) = L	 E bn(Pn	 =	 bni-tOn1(x)
I= I	 n=.1

oc

I) „ An , ' (x )On(x ).	 (7)
n= I

onde supusemos que podemos trocar a ordem das operacOes de soma e de cliferenciagfio.
Note que a funcAo r aparece na Eq. (7) e, tainbt3m, no termo jrr(x)0(x) na Eq. (6). Isso sugere reescre-

ver o termo nao homogéneo na Eq. (6) como r(x)If(x)/r(v)1. de modo quc r(x) a pareco. tambin, multipli-
cand° esse termo. Se a funcao JIr satisfaz as condicOes do Teorcrna 11.2.4, entcio

	

f	 _ Ecnv.,„ nxi, (8)r(x) n=1
onde, usando a Eq. (5) corn fir no lugar de (p.

	

cn = f r(x)—r(x) On(x)	 =	 f	 (X) ( Ix,	 nI	 f (X)	
•	

(9)

Usando as Eqs. (4), (7) e (8) para substituir 0(x), 1,[01(x) e j(x). respectivamente. na Eq. (6), obtemos
o	 oc

	

E bnAnr(045n =	 > Non + r (x) E cnon co.
n=1	 n=1	 n=1

Depois de juntar os termos e collector o fator column nao nut° r(x). temos

E [(A„ — ti. )bn — cn]On (X ) = O.
	 (10)

n=I

Sc a Eq. (10) for satisfeita para todo .x no interval° 0 < x < 1, entfio o coeficiente de 0„(x) tern quc ser zero
para todo n; veja o Problema 14 para ulna demonstracao deste fato. Logo,

(X„ — ic)b„ — c„ = 0,	 n = 1, 2, ....	 (11)

Precisamos agora considerar dois casos principals, um dos quills tem dots suhcasos.
Suponha, primeiro, que is 0 A„ para n = 1, 2, 3, ..., ou seja, it é diferente de todos os autovalores do

problema homogaeo correspondente. Ent5o

= 
c,,

n = 1,2,3, ... ,
An —

e

cnY = Cb (x) = E 	  (x).An — it
n=1
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A Eq. (13), corn dado pela Eq. (9), é uma solucao formal do problema de valores de contorno nao
homogeneo (1), (2). Nosso argumento nä° prova que a serie (13) converge. No entanto, qualquer solucao
do problema de valores de contorno (1), (2) satisfaz claramente as condicOes do Teorema 11.2.4; de fato,
satisfaz as condicaes mais fortes dadas no paragrafo que segue o teorema citado. E razoavel, portanto,
esperar que a serie (13) convirja em cada ponto. e este fato pode ser estahelecido desde que, por exemplo,
f seja continua.

Vamos supor agora que p e i gual a urn dos autovalores do problema homogeneo correspondente, por
exemplo, u = .A,„; entilo, a situacäo e muito diferente. Neste caso, para n = tn, a Eq. (11) tern a forma
0 • b„,— c„,= 0. Novamente, precisamos considerar dois casos.

Se g =	 e c„, r 0, entao é impossivel resolver a Eq. (11) para b„, e o problema nao homogeneo (1),
(2) nao tern solucao.

Se p =	 e c„, = 0, entao a Eq. ( 1 1 ) e satisfeita independentemente do valor de b...: em outras palavras,
b,„ permanece arbitrArio. Neste caso, o problema de valores de contorno (1), (2) tern soluclo.  mas ela nao
é Unica, ja clue cont6m urn mfiltiplo arhitririo da autofungdo

Como c„, e dado pela Eq. (9), a condicAo c„,. 0 signitica que

ff (x)0„,(x)	 = 0.	 (14)

Logo, se p =	 o problema de valores de contorno nao homogeneo (1), (2) so pode ser resolvido se f for
ortogonal a autofunc5o associada ao autovalor A„,.

Os resultados que acabamos de obter formalmente estao resumidos no teorema a seguir.

problema de valores de contorno nao homogeneo (1), (2) tem uma finica solucao para cada f conti-
nua sempre que p for diferente de todos os autovalores do problema homogeneo associado: a solucao
6 dada pela Eq. (13), e a serie converge para todo x cm 0 < x < 1. Se p for igual a urn autovalor A,„ do
problema homogeneo associado, então o problema de valores de contorno nao homogeneo nao tern
solu45o, a menos que f seja ortogonal a 0„,, ou seja, a menos que a concliciio (14) seja valida. Neste caso,
a soluciio nao 6 Unica e cont6m urn milltiplo arhitrArio de 0„,(x).      

A parte principal do Teorema 11.3.1 ë enunciada, algumas vezes, da seguinte forma:

Para urn dado valor de p, ou o problem nao homogeneo (1), (2) tern 11111i1 Unica solucao para cada
continua (se p for diferente de todos os autovalores A„, do problema homogeneo associado), ou entdo o
problema homogeneo (3), (2) tern uma soluciio nao trivial (a autofuncão associada a A.„).

Essa Ultima forma do teorema e conhecida como a alternativa de Fredholm." Este e um dos teoremas
bAsicos da andlise matemAtica, e ocorre em muitos contextos diferentes. Voce pode conhecë-lo em cone-
xäo corn conjuntos de equacaes algebricas lineares, onde a propriedade (1e o detcrminante da matriz de
coeficientes ser ou nao nulo suhstitui as afirmacOes sohre p e A„,. Veja a discussao na Secão 7.3.

Resolva o problema de valores de contorno

y” + 2y = —x,

v(0) = 0,	 y(1) + y'(1)	 0.

Este problem particular pode ser resolvido diretamente de maneira elementar e tern solucäo
sen \hx

Y = sen .F2 + 12 cos 12	 2'

^0 matematico succo Erik [val . Fredholm (1866-1927), professor na Universidade de Estocolmo, estabeleceu a teoria moder-
na de equagOes integrals em urn artigo fundamental publicado em 1903. 0 trabalho de Fredholm enfatizou as semelhancas
entry equacaes integrals e sistemas de equacaes algêbricas lineares. Existem, tambem, muitas relacties entre equacOes dife-
renciais e equacOes integrals; por exemplo, veja a Secâo 2.8 c o Problem 22 da Seca) 6.6.

Teorema 11.3.2

EXEM PLO

1

(17)
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O metodo de solucdo descrito a seguir ilustra o use de expansdo em autofunceles, urn metodo que pode ser
usado em muitos problemas que nao podem ser resolvidos por procedimentos elementares.

Comecamos colocando a Eq. (15) na forma

—y"= 2y+x (18)

de modo a ficar corn a mesma forma que a Eq. (1). Procuramos a solucao do problema dado como uma serie
em termos das autoluncties normalizadas ¢„ do problema homogeneo associado

	

+ ;.y = O.	 y(0) = 0, y(1) + y'(1)	 0.	 (19)

Estas autofuncOes foram encontradas no Exemplo 2 da Secao 11.2 e Si()

q5„(x) = k„ sen,/T, x,	 (20)

onde
2	 \ I/2

1 + cos2

	 (21)

e A,, satisfaz

	

sen	 +T.„ cos fX7., = 0.	 (22)

Lemhre que vimos, no Exemplo 1 da Secdo 11.1, que
.	 4,116,	 X,	 24,14,

A 3--- 63.66,	 ;.„	 (2n — 1) 2g2 /4	 para n = 4,5 	

Supondo que y e dado pela Eq. (4).

y =	 bno„(x),

segue que os coeficientes b„ sdo dados pela Eq. (12).

b„ =
A„- 2

onde os c„ são os coeficientes da expanstio do termo ndo homogeneo f(x) ..v na Eq. (18) em funcdo das auto-
funcOe3 4)„. Esses coeficientes foram encontrados no Exempt() 3 da Secdo 11.2 c sdo

2,//sen

k„ =

c„

(23)CI: -
X„(1 + cos2 1C)1/2.

Juntando tudo, obtemos tinalmente a solucdo

sen fr,„

— 2)(1 + COS 2 ,/),7,) sen \fir:” x.
y 4 E 	 	 (24)

Embora as Eqs. (17) e (24) parecarn muito diferentes, elas sdo, de fato, duas expressaes diferentes para a
mesma fungdo. Isso segue da unicidade no Teorema 11.3.1 ou 11.3.2,0 que = 2 ndo autovalor do problema
homogeneo (19). Por outro lado, pode-se mostrar a equivalencia das Eqs. (17) e (24) expandindo-se a expressdo
a direita do sinal de igualdade na Eq. (17) em termos das autofunc'Oes (I)„(x). Para esse problema e claro que a
fOrmula (17)6 uma expressdo mats conveniente para a soluciio do que a Eq. (24). No entanto, enfatizamos mais
uma vez que em outros problems podemos tido ser capazes de obter a solucdo,exceto por metodos envolven-
do series (ou metodos numericos).

problemas de Conduclio de Calor Nilo Homogerteos. Para mostrar como a expansdo em autofuncOes
pode ser usada para se resolver problemas envolvendo equagOes diferenciais parciais, vamos considerar
a equacdo do calor generalizada

r(x)11, =[p(x)tt.,1, — q(x)u + F(x, t)
	

(25)

corn as conclicties de contorno

u,(0,t) — h i WO,	 0,	 tix(i,	 +	 0	 (26)

e a condicao initial

11(x, 0)	 f(x). (27)

Este problema foi discutido, anteriormente, no Apendice A do Capftulo 10 e na Seca() 11.1. Nesta Ultima
secdo fizemos ii(x, t) = X(x)T(t) na equacdo homogenea obtida, suponclo que F(x , t) = 0, e mostramos que
X(x) tern que ser solucdo do problema de valores de contorno



[p(x) E b,,(00;,(01— q(x) E b„(00„(x)ax ,.=, 	 n= I

a
[p cou.d., — q cou =

CO
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— [p (x ) X ']' + q(x)X = At- (x)X,,	 (28)

X' (0) — IOC (0) = 0,	 X' (1) + ii2X(1) = 0.	 (29)

Se supusermos que p, q c r satisfazem as condicOes adequadas de continuidade e que p(x) e r(x) sao
sempre positivas. o problem (28). (29) é um problem de Sturm—Liouville, corno discutido na Seca°
11.2. Assim, obtemos uma sequencia de autovalores A, < A, < 	 < A,, <	 e autofuncOes normalizadas
associadas	 02 • • • • • (15"' • • • •

Vamos resolver o problema de valores de contorno nao homogeneo dado (25), (26), (27) supondo que
u(x, t) pode ser expresso como uma serie de autofuncOes

t ) = E b„(00„(x),	 (30)
n=1

mostrando depois como determinar Os coeficientes b,,(t). 0 procedimento é basicamente o mesmo
utilizado no problema (I), (2) considerado antes. embora seja mais complicado sob certos aspectos. Por
exemplo, os coeficientes b„ agora dependem de t que. caso contrario, u so dependeria de x. Note que as
condiceies de contorno (26) sac) automaticamente satisfeitas por uma expressao da forma (30), pois cada
(/)„(x) satisfaz as condicks de contorno (29).

Vamos substituir u na Eq. (25) pela expressao na Eq. (30). Dos dois primeiros termos na expressao
direita do sinal de igualdade na Eq. (25) obtemos. formalmente.

DC

b,,(t)llp(x)(/„(x)1 — q(-046n(x)}. 	 (31)
n=1

Como I p(x)0" ,(x)r — l/(x)4„(x)—X„r(x)0„(x), obtemos, finalmente,
ti

[P(O u.d., — 0-011= — r(x) E b„m0x,.„(0•	 (32)
n=1

Vamos considerar. agora, a expressao esquerda do sinal de iguaklade na Eq. (25). Temos

a .”

	

r Mu; = r(x)
at	

00	— 	 b„,„ (.0
= 1

= r(x) E b ,(t)0„(x).	 (33)
h=I

Temos tambal que expressar o termo nao immogënco na Eq. (25) corn Unlit serie de autofunceics.
Mais uma vez, é conveniente considerar a razao 	 01 r(x) e escrever

F(x, t)

r(x)
=	 (00,1(x),	 (34)

n=1

onde os coeficientes sao dados por

I	 F(x, t)
Yn( t )	

f 
r(x)  r (x)	

(6„(x) dx

= f F(x,t)(1)„(x) dx,	 n = 1,2 , 	 	 (35)

Como F(x, t) é dado, podemos considerar as funcOes y„(1) corno sendo conhecidas.
Juntando todos esses resultaclos,substituimos as Eqs. (32), (33) e (34) na Eq. (25) e vemos que

00
	

DC	 00

r (x) E t',7(t)45,.(x) = — r(x)E bn(t ) Xn0,1(x) + r (x ) E y,.(t)on(x).	 (36)
n= I	 n.1	 n=1

Para simplificar a Eq. (36), cancelamos o fator r(x) de todos os termos e escrevemos tudo dentro de urn
somatOrio:

OC

E [b,7(t) A. , bn(t) — Yn( t )145n(x) = O.
	 (37)

n.1

0
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Mais uma vez, para que a Eq. (37) seja \Aida para todo x em 0 <x < 1 e preciso que a quantidade dentro
dos colchetes seja nula para todo n (veja, novamente,o Problema 14). Logo, b„(t) e uma solucdo da equa-
cdo diferencial orclinaria linear de primeira ordem

b;,(t)	 ;.„Bn(t) = Yn(t),	 n = 1, 2,	 ,	 (38)

onde y„ é dado pela Eq. (35). Para determinar completamente b„(t), precisamos de uma condicao inicial

b„ (0) = B„,	 tr = 1, 2, ...	 (39)

para a Eq. (38). Obtemos isso da condicao inicial (27). Fazendo t = 0 na Eq. (30) e usando a Eq. (27),
temos

7C

tt(x, 0) =	 b„(0)0„ (v) =	 Bi1 g5,1(x) = "'CO .	 (40)
n=1	 11=1

Logo, os valores iniciais B„ sao os coeficientes da expansao em autofuncties de f(x). Portanto,

B„ = f r (x )f (x)On(x)dx,	 n	 1, 2, ....	 (41)

Note que tuck) que esta a direita do sinal de igualdade na Eq. (41) 6 conheciclo, de modo que podemos
considerar B„ como conhecido.

0 problema de valor inicial (38). (39) pode ser resolvido pelos metodos da Seca) 2.1. 0 fator integran-
te é p(t) = exp(A.A. c segue que

f

u 

l

b„(1) = B„e-- ;-:: +	 e--;..„ki-s) Yn(s ) d s ,	 n , -, I, 2, ....	 (42)

Os detalhes deste ctilculo silo de ixados para o leitor. Note que 0 primeiro termo a direita do si nal de igual-
dade na Eq. (42) depende da funcao f at raves do coeliciente B„, enquanto o segundo depends do termo
nao homogdneo F atraves dos coeticientes y„(s).

Assim, uma solucao explicita do problema de valores de contorno (25), (26), (27) 6 dada petit Eq. (30),

t) =	 bit(t)On(x),

onde os coeficientes b„(t) sao determinados pela Eq. (42). As quant idacles B„ c y„(N) na Eq. (42) silo dadas,
por sua vez, pelas Eqs. (41) e (35), respectivamente.

Resurnindo, para usar esse metodo para resolver urn problema de valores de contorno como o dado
pelas Eqs. (25), (26). (27), precisamos:

I.	 Encontrar os autovalores A,, e as autotuncOes normalizadas (/)„ do problema liontogaeo (28). (29).
Calcular os coeficientes B„ e y„(s) das Eqs. (41) e (35), respectivamente,
Calcular a integral cm (42) para determinar b„(t).

4.	 Somar a serie infinita (30).

Como alguns ou todos esses passos podein ser dificeis, o process) inteiro pode ser bastante complicit-
do. [Jima caracteristica que facilit y e que corn frequincia a serie (30) converge rapidamente. caso em clue
bastam alguns poucos termos para se obtcr Lima aproximac5o aclequada da

Encontre a soluciio do problema de conduc5o de calor

u t =	 + xe-` ,	 (43)
u(0,t) = 0,	 //,(1,t)+ u(1,t) = 0,	 (44)

it(x.0)	 0.	 (45)

Novamente, vamos usar as autolunoes normanzadas 0„ do problema (19) e supor que a soluciio u é dada pela
Eq. (30)

u (x,t) = E 13„(t)0„(x).

Os coeticientes b„ sao determinados da equaciio diferencial

h;, A„bn = Y„(0,	 (46)



PROBLEMAS DE VALORES DE CONTORNO E TEORIA DE STURM-LIOUVILLE 533

onde A„ e o n-esimo autovalor do problema (19) e y^ (t) é o n-esimo coeficiente na expansao do termo nao ho-
mogeneo.re . ' em termos das a moiling -6es 0„.Temos.entao,

y„ = f .re -t rp„(x)	 =	 f .r0„(x) dx
0	 0

= cne-`	 (47)
onde c„ = f .1:0„(x)dx dado pela Eq. (23). A condic5o inicial para a Eq. (46) e

b,,(0) = 0	 (48)

ja que a distribui45o inicial de temperatura (45) e zero cm toda parte. A solucäo do problema de valor inicial
(46), (48) e

ft , , e (^^ - "` - 1b„(t) = e '"`	 e' n 'c„e-s ds
At, - 1

c„
- e-A" t ).	 (49)- 1

Logo. a soluciio do problema de conducäo de calor (43),  (44). (45) é dada por

(sen ,rA7,) (e' - e- '" i )sen, / A
u(x,t) = 4 E

	

	 	 (50)
- 1)11 + cos=

A soluc5o dada pela Eq. (50) é exata, mas complicada. Para avaliar sc é possivel obter uma aproximacäo sa-
tisfatOria da soluc5o usando-se apenas uns poucos termos desta serie precisamos estimar sua velocidade de
convergencia. Primeiro, dividimos a serie na Eq. (50) em duas partes:

E 	 sen	 sen,,/;..„ x
4 E

-  e'^r sen fr.„ sen 1T; x 
ircr,	 4e'	 (51)A (; - 1)(	 + cos =	(). - 1)(1 + cos= 07, )•

Lembre, do Exeniplo 1 na SecAo 11.1. que Os autovalores s5o aproximadamente proporcionais a n'. Na pri-
meira serie da Eq. (51) os fatores trigonometricos sao todos limitaclos quando n —> 7!C; portanto. essa serie con-

,
verge de maneira semelhante as series E i. , ou E n'. Logo. s5o necesslirios, no maximo• dois ou tres termos

„=I

para se obter uma excelente aproximac5o para esta parte da soluciio. A segunda serie contem p fator adicional
e'-`, de modo que converge mais ripido ainda para t > 0: todos os termos depois do primeiro sao despreziveis.
quase que certamente.

°turas Generalizaciies.	 ExpansOes em autoluncOes podem ser usadas para se resolver lima varicdade
muito major de problemas do quc a discuss5o precedente e Os excmplos podem sugerir. Por exempt°,
condicOes de contorno n5o homogeneas independentes do tempo podem ser tratadas de maneira seme-
Ihante ao quc for feito na Seca° 10.6. Para reduiir o problema a um corn condicaes de contorno homo-
geneas, subtrafmos de tt uma funcão c escolhida de modo que satisfaca as conclicOes de contorno dadas.
Ent5o a di ferenca w = u - I satisfaz urn problema corn conclicOes de contorno homogeneas, mas corn urn
termo nao homogeneo c uma condicao inicial modificados. Este problema pode ser resolvido pelo pro-
cedimento descrito nests secão.

IJma diticuldade em potencial no use de expansilo em autofuncOes c que é precis() encontrar as auto-
funcOes normalizadas do problema homogeneo associado. Para uma equacao diferencial corn coeficien-
tes variaveis isso pode ser (Illicit, sena() impossfvel. Em tais casos é possfvel, algumas vezes, usar outran
funceies,como autofuncOes do tun problem mais simples quc satisfaca as mesmas condiciies de contorno.
For exemplo, se as condicOes do contorno tbrern

140,0 = 0,	 u(1,t) = 0,	 (52)

pode ser conveniente substituir as fur-10es q5„(x) na Eq. (30) por scm mr.r. Essas funcôes satisfazem, pelo
menos, as condicOes de contorno, embora em geral nao sejam solucOes da equac5o diferencial homoge-
nea associada. A seguir, expandimos o termo nao homogeneo F(x, t) em uma serie da forma (34), corn
0„(x) substituido, novamente, por sen 117X, e depois substituimos tanto it quanto F na Eq. (25). Juntando
os coeficientes de sen furx para cada n, temos um conjunto infinito de equagOes di ferenciais lineares de
primeira ordem para determinar b,(t), b 2 (t), ... A diferenca essencial entre este caso e o considerado
anteriormente é, que agora as equagOes para as funcOes 6„(t) estao acopladas. Assim, elas nao podem
ser resolvidas uma a uma como antes, mas tern que ser tratadas simultaneamente. Na pratica, o sistema
infinito e substitufdo por urn sistema finito aproximado, do qual sao calculadas aproximacOes corn urn
!Miner() finito de coeficientes.
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Problemas de valores de contorno para equagOes de ordem mais alta do que segunda ordem podem
ser resolvidos, muitas vezes, por expansäo em autofuncOes.Em alguns casos o procedimento segue, quase
clue exatamente, o procedimento para equacees de segunda ordem. No entanto, tambem podem aparecer
complicacOes variadas.

Finalmente, enfatizamos que a discusstio nesta secäo foi puramente formal. Argumentos separados,
algumas vezes bastante elaborados, stio necessarios para se estabelecer a convergencia da expans5o em
autofuncOes ou justificar alguns dos passos usados, como a diferenciacao termo a termo da serie de au-
tofuncOes.

Existem, tambem, outros mdtodos bem diferentes para se resolver problemas de valores de contorno
não homogeneos. Um desses leva a uma solucäo expressa como uma integral definida, em vez de uma se-
rie intInita. Esta abordagem envolve certas funcOes conhecidas como funcOes de Green e, para equacOes
diferenciais ordinarias, e o assunto dos Problemas de 28 a 36.

PROBLEMAS Em cada um dos Problems de 1 a 5, resolva o problema dado usando expanstio em autofuncOes. 
y" + 2y —x,

y" + 2y = —x,

y" + 2y = —x,
y" + 2y = —x,

y(0) = 0, y(1) = 0

y(0) = 0, /(1) = 0;	 veja a Seca() 11.2. Problema 7.

Y'(0) = 0, y'(1) =	 veja a Seca° 11.2, Problema 3.

y'(0) = 0, y'(1) + y(1) = 0; veja a Seca° 11.2. Problema 11. 

y" + 2y = —1 +	 — 2xl,	 y(0) = 0, y(1) = 0
Em cada um dos Problemas de 6 a 9, determine uma expanstio formal em s&ie de autofuncOes para a soluctio
do problema dado. Suponha que f satisfaz as condicOes do Teorema 11.3.1. l)iga para quaffs valores do ji a so-
lucao existe.

y" + ily = —f(x),	 y(0) = 0, y'(1) = 0

Y" + itY = -f(x),	 y'(0) = 0, y(1) = 0

.Y" +	 = -f(x),	 y(0) = 0, y(1)=0

.Y" + itY = -f(x),	 y'(0) = 0, y'(1) + y(1) = 0

Em cada urn dos Problemas de 10 a 13, determine se existe algum valor da constitute a para o quad o problem
tem solucao. Encontre a soluctio para cada urn desses valores.

y" + 7r 2y = a + x,	 y(0) = 0, y(1) =
y" + 47r 2y = + x,	 y(0) =0, y(1) = 0
y" + 7r 2y = a,	 y'(0) = 0, y'(1) = 0
y" + rr 2y = a — cos rrx,	 y(0) = 0, y(1) = 0
Sejain	 ..., (/),„ ... as autoluncOes normalizadas da equacdo diferencial (3) sujeita as condicOes de con-

.°
torno (2). Se E c„0„(x)convergir para fix), onde f(x) = 0 para todox em 0 < x < 1, mostre que c„= 0 para
todo n.	 n=i

Sugesuio: multiplique por i(x)4)„,(x), integre e use a propriedade de ortogonalidade das autofuncOes.
Seja L urn operador diferencial linear de segunda ordem. Mostre que a soltic5o y = 0(x) do problema

LILT = f (x),

a'IY(0) + a2Y(0) = a,	 t31Y(1) + zy'( 1 ) = b

pode ser escrita como y =11 + v, onde u = 0,(x) e v = 0,(x) s'ao soluceies dos problems
L[u] = 0,

a l u(0)+ a2 te(0) = a,	 iu(1)± )62 W(1) = b

e
L i e ] -= f(x),

a l v(0) + ce 2 v'(0) = 0,	 1311)(1) + /32 v'(1) = 0,

respectivatnente.
Mostre que o problema

2y = 2x,	 y(0) = 1, y(1) = 0

tern solucâo
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y =	 sen .7TX + cos rrx + x.

Mostre tambem que esta solucao nao pode ser obtida separando-se o problema como sugerido no Proble-
ma 15, jai que ncstc caso nenhum dos dois suhprohlemas pode ser resolvido.

Considere o problema

y" + p(x)y" + ci(x)y = 0.	 y(0) = a, y(1) = b.

Suponha que y	 + v. onde u e qualquer funcao duas vezes diferenciavel satisfazendo as condicOes de
contorno (mas nao, necessariamente, a equacao diferencial). Mostre que it é uma solucao do problema

it" 4-p(x)tt' +0.r)11 = ,g(X).	 u(0) = 0, 11(1) = 0,

onde g(x) = -[v" + p(x)1 . ' + q(x)v] e e conhecida uma vez escolhida u. Assim, a nao homogeneidade pode
ser transferida das condicOes de contorno para a equacao diferencial. Encontre uma funcao r para este
problema.
Usando o metodo do Problema 17, transforme o problema

y" + 2y =2 -4x,	 y(0) = 1,	 y(1) + y'(1) = -2

em um novo problema no qual as condicOes de contorno sao homogeneas. Resolva este Ultimo problema
observando o Exemplo 1 do texto.

Em cada um dos Problemas de 19 a 22. use expansao em autofuncOes para encontrar a solucao do problem
de valores de contorno dado.

u, = uxx -.v,	 u(0,1) = 0,	 u,(1,r) = 0,	 It(x.Or = sen(ir.v/2);
veja o Problema 2.
ur ==. tt .„ + e 1 .	 t) = 0,	 11,0,0 + tt(1. t) = 0,	 11(x,0)= I - x;
veja a Seca() 11.2, Problems 10 e 12.
a, =	 + 1 -11 - irk	 1(0, t) = 0, 101, t) = 0,	 ii(x,	 = 0:
veja o Problema 5.

a, =	 + e -1 (1 - x),	 WO,t) = 0, it, (1, = 0.	 u(x,	 = 0;
veja a Secao 11.2, Problemas 6 e 7.

23. Considere o problema de valores de contorno

r(x)t4 = Ip(x) 11 :1, - q (x )i t + F(x),

11(0,	 = T1 ,	 tt(l.t = T2 ,	 u(x,0) = f (x).
Seja u(x) uma solucao do problema

1P(x)t/ 1 ' - q(x)t' =	 u(0) = T1 , v(1) = T,.

Sc iv(.v, t) = 11(x, t) - u(x),encontre o problema de valores de contorno satisfeito por w. Note que este pro-
blema pode ser resolvido pelo metodo desta secao.

Generalize o procedimento do item (a) para o caso em que tr satisfaz as condicOes de contorno

tt .,(0,t) - h i tt(0,t) = T.	 11 .1 (1,1) + l: 2 1(1,0 = T2.

Em cada urn dos Problemas 24 e 25, use o metodo inclicado no Problema 23 para resolver o problem de
valores de contorno dado.

24. u, =	 - 2,	 25. le; = tt„ - 7 2 cos 7r.r,
u(0,t) = 1.	 tt(1,t) = 0,	 . u .,(0.t) = 0,	 tt(1,t) = 1,
u(x.0) = x2 - 2x + 2	 11(x.0) = cos(37rx/2) - cos 7IX

26. 0 metodo de expansao cm a utoluncaes 6 ntil, muitas vezes, para problemas nao homogeneos relacionados
corn a equacao de onda ou suas generalizacbes. Considere o problema

r(x)ti„ =1p(x)u,l, - q(x)tt + F(x,t), 	 (1)

u,(0,t)	 it I t(0,1) = 0.	 tt,(1,t) + 11 2 11(14) = 0,	 (ii)

	

tt(x, 0)	 f (x).	 u, (x, 0) = g(-0.	 (iii)

Este problema pode aparecer em conexao coin generalizacOes da equacao do telegrafo (Problem 16 na
Seca() 11.1) ou vibraceles longitudinais de uma barra elastica (Problema 25 na Secao 11.1).
(a) Faca 11(x, t) = X(x)T(t) na equacao homogenea correspondents a Eq. (i) e mostre que X(x) satisfaz as

Eqs. (28) c (29) do texto. Denote por X„ e &(x) os autovalores e as autofuncOes normalizadas desse
problema.
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co

(b) Suponha que u(x , = E b„(00„(x), e mostre que b„(t) tern clue satisfazer o problema de valor ini-
cial	 n=1

b,;(0 + A„b„(t) = y„(t), 	 b„(0) = a,,, b;,(0) = fl,,,

onde a,,, fl, c y,,(0 sao os cocficientes das expansOes de f(x), g(x) e F(x, 011-(x), respectivamente, em
termos das autofuncaes

27. Neste problema, vamos explorar urn pouco mais a analogia entre problemas de Sturm—Liouville de valores
de contorno e matrizes autoadjuntas. Seja A uma matriz autoadjunta n x n corn autovalores	 e
autovetores ortogonais associaclos e ,	 e "

Considere o sistema não homogéneo de equacties

	

Ax — px = h,	 (i)
onde p é um minter° real dado e b e um vetor dado. Vamos mostrar urn modo de resolver a Eq. (i) que
analog° ao metodo apresentado no texto para se resolver as Eqs. (1) e (2).

Mostre que b = E bie „ onde b, = (b,
i=1

(h) Suponha que x = E	 e mostre que, para que a Eq. (i) seja satisfeita, é necessario que a, = bl(:..— p).

Logo,	 i=1
11

	

= E '" "	 (ii)
A;i=1

desde que p Mk) seja um dos autovalores de A, p	 para i =	 n. Compare este resultado corn a Eq.
(13).

Funciies de Green.' Considere o sistema nao homogêneo de equacOes algébricas

	

Ax — px = b,	 (i)
onde A e uma matriz autoadjunta n x n, p c um nnmero real dado e b e um vetor dado. Em vez de usar
uma expansdo em autovetores como no Problema 27, podemos resolver a Eq. (i) calculando a matriz
inversa (A — //1)- 1 , que vai existir se 11 ndo for urn autovalor de A. Entdo

x = (A — /dr i b.	 (ii)

Os Problemas de 28 a 36 ludic= urn modo de se resolver problemas de valores de contorno ndo homogeneos
andlogo tr utilizacdo da matriz inversa para um sistema de equagOes algebricas lineares. A funcao de Green tem
urn papel semelhante a inversa da matriz de coeticientes. Este metodo leva a solucOes expressas em forma de
integral delinida, em vez de sesie infinita. Exceto no Problema 35. vamos supor, por simplicidade, que p = 0.
2$. (a) Mostre pelo mdtodo de variacao dos pardmetros que a solucilo genii da equacdo diferencial

—y" = f (x)

pode ser escrita na forma
,

fy = OW = c 1 + C2X —	 (x — s)f (s ) ds,

onde c, e c, sao constantes arbitrarias.
Suponha que y = 0(x) tamhem satisfaz as condicaes de contorno y(0) = 0, y(1) = 0. Mostre que, nesse
caso,

C1 = 0,	 C2 = f (1 — s)f (s) ds

(c) Mostre que, sob as condiciies dos itens (a) e (h). 0(x) pode ser escrita na forma
1	 1

cp(x) = f s(1 — x)f (s) ds + f x(1 — s)f(s)ds.

'As funcOes de Green levam este flume em homenagem ao inglt:s George Green (1793-1841). Etc foi quase que inteiramente
autodidata em matematica e fez contribuicOes signiticativas em eletricidade c magnetismo, mecânica dos Iluidos e equacães
diferenciais parciais. Seu trahalho mais importante foi urn ensaio sobre eletricidade e magnetism°, puhlicado privadamente em
1828. Nesse artigo Green foi o primeiro a reconhecer a importilncia das funcOes potenciais. introduziu as funcöes conhecidas hoje
como funcOes de Green para resolver problemas de valores de contorno, e desenvolveu teoremas sobre transformacaes integrais.
dos quais o teorema de Green no piano 6 urn caso particular. No entanto, esses resultados niio se tornaram conhecidos em larga
escala ate que o ensaio de Green fosse repuhlicado na decada de 1850 atraves dos esforcos de William Thomson (Lord Kelvin).
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(d) Definindo

G(x, ․ ) = s(1 — x),
x(1 — s),

mostre que a solucäo pode ser escrita na forma

I0(x) = f G(x, ․)f (s) ds.
o

A funcao G(x, s) que aparece no integrando e uma func5o de Green. A utilidade da func5o de Green
esta no fato de que cla é independente do termo nao homogéneo na equacdo diferencial. Assim, uma vez
determinada a funcAo de Green, a solucao do problema de valores de contorno e determinada por uma
Unica integrac5o para qualquer termo nao homogéneof(x). Alern disco, note que nao ha necessidade de se
determinar constantes arbitrarias, ja que (/)(x) como dada pela fOrmula integral envolvendo a funcâo
de Green satisfaz automaticamentc as condicOes de contorno.
Por um procedimento semelhante ao do Problema 28, mostre que a solucäo do problema de valores de
contorno

—(y" + y) = f (x).	 y(0) = 0, y(1) = 0

e

y=0(.0= f G(x, ․)f (s) ds,
0

onde

sens sen(1 — x)
0 < s < x,

sen 1
G(x, ․) =

senxsen(1 — s)
	 , x < s < 1.

sen I

E possivel mostrar que o problema de Sturm—Liouville

= — 1P(x).)/1' + q (x)Y = I (x),

a i y(0) + ce 2y' (0) = 0,	 fry(1) + f32y' (1) = 0

tem Lima solucrio em termos da funcao de Green

y = 4)(x) = f G(x, ․ )f(s) ds,
0
	 (iii)

desde que = 0 nao seja um autovalor de L[v] = ),y sujeita its condicOes de contorno (ii). Al6m disco,
G(.v. ․ ) 6 dada por

yi(s)y2(x)/p(x)VV(y1,y2)(x), 0	 s	 x,
G(x, ․ )	 (iv)

Yi(x).),2(s)/P(x)W(Yi..Y2)(x), x 	 s < 1,

onde y, e uma soluci'm de L[y] = 0 satisfazendo a condicao de contorno em x = 0, y2 é uma solucilo de
L[y] = 0 satisfazendo a condicAo de contorno em x = 1 e	 y2) é o wronskiano de y, e y,.

Verifique que a func5o de Green obtida no Problema 28 6 dada pela formula (iv).
Verifique que a funcilo de Green obtida no Problema 29 é dada pela fOrmula (iv).
Prove que p(x)VV(y,, y ..)(x) é uma constante mostrando que sua derivada e nula.
Usando a Eq. (iv) e o resultado do item (c), mostre que G(x, s) = G(s„v).

(e) Verifique que y = 0(x) na Eq. (iii), cum G(x, s) dada pela Eq. (iv), satisfaz a equacào diferencial (i) e
as condicaes de contorno (ii).

Em cada urn dos Problemas de 31 a 34, resolva o problema de valores de contorno dado determinando a fun-
cao de Green apropriada e expressando a solu45o como uma integral definicla. Use as equaceies de (i) a (iv) do
Problema 30.

—y"	 f(x),	 y'(0) = 0, y(1) = 0

—y" = f(x),	 y(0) = 0, y(1) + y'(1) = 0

— (y" + y) = f (x), y'(0) = 0, y(1) = 0

—y" = f (x),	 y(0) = 0, y'(1) = 0

0 < s < x,
x < s < 1,
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35. Considere o problema de valores de contorno

L[y] = —4p(x)y1' q(x)y = it r(x)y + f (x),

ce tY(0) ce2Y(0) = 0,	 PIY(1) /32y'(1) = 0.

Dc acordo corn o texto, a solucao y =	 é dada pela Eq. (13), onde c„ é definido pela Eq. (9), desde que
nao seja urn autovalor do problema homogeneo associado. Neste caso, é possfvel mostrar tambem que a

solucao ë dada por uma funcao de Green integral da forma

y 0(x) =
p r

 G(x,s,	 (s)	 (iii)

Note que, neste problema, a funcao de Green tambem depende do parametro
Mostre que, para que essas duas expressOes para q5(x) sejam equivalentes, é preciso que

G(x.s, LI) =	
95,(-04E(S)	

(iv)
X i —

onde e (pi sao os autovalores e autofuncOes. respectivamente. das Eqs. (3), (2) do texto. Novamente,
vemos da Eq. (iv) quc u nao podc scr igual a nenhurn autovalor ;.,.
Deduza a Eq. (iv) diretamente supondo que G(x, s, p) tern uma expansao em autoluncep es da forma

G(x.s•	 = E ai(x.P)C5ifs).
	

(v)
:=1

Determine a(x, i t) multiplicand° a Eq. (v) por r(s)6 ..(s) e integrando em relacao a s de s=0as=

Sugestao: mostre primeiro que A, e satisfazem a equacao

Ø1 (x) = (A i — it.) f G(x,s, p)r(s)g5i(s)ds. 	 (vi)

36. Considere o problema de valores de contorno

—d2 y ds2 = 3(s —	 y(0) = 0, y.(1) = 0,

onde s 6, a variavel independente,s = x e urn porno detinido no intervalo 0 < s < I e S e a funcao S de Dirac (veja
a Seca° 6.5). Mostre que a solucao deste problema e a funeao de Green G(x s) obtida no Problema 28.

Ao resolver o problema clack), note que S(s —.v) = 0 nos intervalos 0 <s<xex<s< 1. Note, ainda, que
—dylds (la um salto de tamanho I quando s passa pelo valor x.

Este problema ilustra uma propriedade geral. a saber, que a funcao de Green G(x, ․ ) pode ser
cada como a resposta no Porto s de urn impulso uniuirio no porno x. Lim termo nao homogeneo mais geral
f ern 0 < x < I pode ser visto como uma distribuicao continua de impulsos de tamanhof(x) no ponto x. A
solucao do problema do valores de column() nab homogeneo como uma integral envolvendo a funcao de
Green pode ser interpretada, ent3o, comb o resultado da superposicao de respostas ao conjunto de impul-
sos representados pelo termo nao homogeneo f(x).

11.4 Problemas de Sturm—Liouville Singulares

Nas secOes precedentes deste capitulo considcramos problemas de Sturm—Liouville de valores de con-
torno: a equacao diferencial

	

L[y] = Hp(x)yi + q(x) v' = )r (x)y,	 0 < x < 1,	 (1)
junto corn condicaes de contorno da forma

	

cr i y(0) + a2)/(0) = 0,	 (2)

	

P t y(1) + 13-2Y(1) = 0.	 (3)

Ate agora sempre supusemos que o problema era regular, ou seja, que p era di ferenciavel, q e r contfnuas
e p(x) > 0 e r(x) > 0 em todos os pontos do intervalofechado. No entanto, existem tambem equac -Oes de
interesse ffsico nas quais algumas dessas condicties nil() sao satisfeitas.

Por exentplo, suponha que queremos estudar a equacao de Bessel de ordem v no intervalo 0 < .v < 1.
Esta equacao é escrita, algumas vezes, na forma'

"A substituiciin t = f x reduz a Eq. (4) a forma padrao t2y" + ty' + (t2 — 1 •2 )y = 0.
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v2
-(xy1 )' +	 = Lvy (4)

de modo que p(x) = x, q(x) = v2/x e r(x) = x. Logo,p(0) = 0. r(0) = 0 e q(x) é ilimitada e, portanto,descon-
anua quando x	 0. No entanto, as conclicOes impostas nos problemas de Sturm-Liouville regulares
satisfeitas nos outros pontos do intervalo.

Analogamente. para a equaciio de Legendre temos

-[( 1 - x2 )Y1 ' = Ay,	 -1 < x < 1,	 (5)

onde = a(a + I). p(x) = 1 - x2 , q(x) = 0 e r(x) = 1. Aqui. as concliceies sobre p, q e r são satisfeitas no
intervalo 0 < x < 1, exceto em x = I. onde p se anula.

Usamos o termo problema de Sturm-Liouville singular para nos referir a uma determinada classe de
problemas de valores dc contorno para a equactlo diferencial (1) nos quais as fungi:5es p, q e r satisfazem
as condicOes enunciadas anteriormente no intervalo aberto 0 <x < I mas pelo menos uma dessas funcOes
deixa de satisfazer ulna ou mais dessas condicties em um (ou ambos) dos extremos do intervalo. Vamos
descrever em maiores detalhes, mais tarde nesta secäo,condicOes de contorno separadas adequadas. Pro-
blemas singulares podem ocorrer, tambem, se o intervalo for ilimitado, por exemplo, 0 < x < oo. NAo
consideraremos este ultimo tip() de problema singular neste livro.

Como exemplo de um problema singular em um intervalo finito, considere a equacdo

xy"	 + A.xy = 0,	 (6)

ou

=	 (7)

no intervalo 0 <.r < 1, e suponha que A > 0. Esta equac5o aparece no estudo das vibracOes livres de uma
membrana circular ehistica e sera mais discutida na Secäo 11.5. Se delinirmos uma nova variavel inde-
pendente t por I = f x, cntao

dy	 dy	 d: y
=	d

2 y
dx	 dt 	 (11

Logo. a Eq. (6) fica

t	 (1 2 y ,5.dy 
+ti 

t	 =j A dt 2	dt

ou, cancelando o Eater corn UM 1)7. em cada parcela.

d2y	 dy
t — + — +	 = O.	 (8)

dt2	dt	 •

A Eq. (8) c a equac5o de Bessel de ordem zero (veja a Secâo 5.7). A solucao geral da Eq. (8) para t > 0 é

y = eth(t) +	 Yo(t);

portant°, a solucAo geral da Eq. (7) para x > 0 é

y = c 1 ./0 (j.x) +	 Yo(.5.x),	 (9)

onde e 170 denotam as funcOes de Bessel de primeira e segunda especies, respectivamente, de ordem
zero. Das Eqs. (7) c (13) da Secilo 5.7, temos

	

°C	 1	 1 yn	 x. 2m

	

x > 0,	 (10)

	

Jo(Jx) = 1 + ,n=I 	
22'n(m!)2

Yo(i x) = - [(y + In  2  ) Jo(j.x) +7
m.1
	 22mn (m1)2

2	 nfi.x	 -,.. ( _ 1 ) ,,i+ t Hmel.x.2,,,

onde H„, = 1 + (1/2) + ... + (1/,,,) e y =	 I i M (H,,, - In in). Os graficos de y = Mx) e y = Y„ (x)sat) dados
?if --.• "C

na Figura 5.7.2.
Suponha que procuramos uma solucao da Eq. (7) que satisfaca tambem as condicOes de contorno

y(0) = 0,	 (12)

y(1) = 0,	 (13)

x > 0,	 (11)
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tfpicas do que encontramos em outras problemas neste capftulo. Como Jo(0) = 1 e Y„(x)-> -oo quando x
-> 0, a condicäo y(0) = 0 so pode ser satisfeita escolhendo-se c; = c2 = 0 na Eq. (9). Assim, o problema de
valores de contorno (7), (12), (13) so tem a solucdo trivial.

Uma interpretacao deste resultado é que a condicäo de contorno (12) em x = 0 é restritiva demais
para a equacao diferencial (7). Isso ilustra a situacão geral, a saber, que d preciso considerar um tipo de
condicäo de contorno modificada em um ponto singular da fronteira. No problema em consideracao, su-
ponha que pedimos apenas que a solucao (9) e sua derivada permanecam limitadas. Em outras palavras,
definimos como condicäo de contorno em x = 0 a condicão

y, y' limitadas quando x -> 0. 	 (14)

Esta condiczio pode ser satisfeita escolhendo-se c, = 0 na Eq. (9), de modo a eliminar a solucao nao
limitada Y. A segunda condign. ° de contorno, y(1) = 0, fornece. e ludo,

Joe	 = 0.	 (15)

E possfvel mostrar9 que a Eq. (15) tern urn conjunto infinito de rafzes positivas discretas, que fornecem os
autovalores 0 < X, < X, < 	 < < ... do problema dado. As autofunceles associadas sdo

(x)("Tn x).	 (16)

determinadas a menos de uma constante multiplicativa. 0 problema de valores de contorno (7), (13),
(14) é um exemplo de urn problema de Sturm-Liouville sin gular. Este exemplo ilustra o fato de que se
as condiciies de contorno säo relaxadas de maneira apropriada. entiio um problema de Sturm-Liouville
singular pode ter uma sequencia intinita de autovalores e autofuncOes,como no caso de um problema de
Sturm-Liouville regular.

Devido a sua importancia nas aplicacOes, vale a pena investigar problemas de St urm-Liouville singu-
tares um pouco naffs. As duas questOes principals que importam sno:

Precisamente qual tipo de condicOes de contorno pode ser permitido em um problema de Sturm--I jouville
singular?
Atd que ponto os autovalores e autoluncOes de urn problema de St urm-Liouville singular tem as mesmas
propriedades que urn problema regular? Em particular, os autovalores sno reins. as autofuncOes silo orto-
gonais e uma funcno dada pode ser expandida cm uma serie de autofuncOes?

Amhos esses pontos podem ser respondidos at ravOs de urn cstudo da identidade

I
que teve urn papel essencial no desenvolvimento da teoria de problemas de Sturm-Liouville regulares.
Vamos, elfin°, investigar as condicOes sob as quais esta relacno e la ida para problemas singulares, onde a
integral (17) pode ser uma integral imprOpria. Para ser especifico.vamos considerar a equacno diferencial
( I ) e supor que x = 0 0 um ponto singular de fronteira e .v = 1. nao. A condicao de contorno (3) é imposta
no ponto regular .v = 1, mas vztmos deixar seam especiticar, por enquanto, a condicão de contorno cm x = 0.
De fato, nosso objetivo principal 6 determinar quais os tipos de condicaes de contorno que podem ser
permitidos em um ponto singular da fronteira para que a Eq. (17) continue valida.

Como o problema de valores d e
r 

contorno que esta sendo investigado é singular em x = 0, escolhemos

f	
I

> 0 e consideramos a integral	 L[u]vdx, cm vez de	 L[u]t . dx, como na Seca° 11.2. Depois vamos
f	 o

faze!. E tender a zero. Supondo .que u e v tem, polo menos, duas derivadas continuas em € < x < 1 e inte-
grando por partes duas vezes, obtemos

- u I Jul} dx = -p(x)[u'(x)1.-(x) - u(x)11(x)1
	

(18)

0 termo de fronteira em x = 1 6 eliminado, novamente, se u e r satisfazem a condicdo de contorno (3), e
assim

funciio J, esta bem tahulada: as rafzes da Eq. (15) podem ser encontradas em diversas tabelas, por exempt°, as contidas em
Jahnke e Emde, ou em Abramowitz e Stegun. Voce tambem pode usar um sistema de algebra computacional para calcula-
las rapidamente. As tres primeiras rafzes da Eq. (15) são	 2,405, 5,520 e 8,654, respectivamente, corn quatro algarismos
significativos;	 — 1/4):r para n grande.

I II	 u I did} dx -= 0,	 (17)
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I 11,1u]v - uLlvil dx = p(e) [u'(E)v(E) — u(e)1/(c)].
( 1 9 )

Tomando o limite quando e	 0, temos

{Oil y - uL[vl } dx = limp(c) [u (E)v(0 - u(E)11 (01 .
E-o

Logo, a Eq. (17) e valida se, e sornente se, alem das hipOteses enunciadas anteriormente, tivermos

limp(E)	 (E)v(E) - u(e)C (E)] =	
(21)

para todo par de fun0es u e v na classe em consideracão. A Eq. (21) 6, portant°, o criterio que determi-
ne quais as condi0es de contorno permitidas em x 0. se este for urn ponto singular de fronteira. Uma
condicao semelhante e colocada em .v = 1 se este for um ponto singular. a saber,

limp(1 - c) [u' (1 - E)v(1 - E) - u(1 - E)v"(1 c)] = 0.	
(22)

Resumindo, como na Sec5o 11.2, um problema de valores de contorno singular para a Eq. (1) 6 dito au-
toadjunto se a Eq. (17) for valida, possivelmente como uma integral imprOpria, para cada par de fun0es
u e v corn as se guintes propriedades: duas vezes continuamente diferencidveis no intervalo aberto 0 <x <
1, satisfazendo uma condicäo de contorno da forma (2) em cada ponto regular de fronteira e satisfazendo
uma condiciio de contorno suficiente para garantir a Eq. (21), se x = 0 for urn ponto singular de fronteira,
ou a Eq. (22), se x = I for urn ponto singular de fronteira. Se pelo menos um ponto de fronteira 6 singular,
entilo a equacao diferencial ( I ), junto corn as duas condi0es de contorno do tipo que acahamos de des-
crever, forma urn problema de Sturm-Lionville singular.

Por exempla. para a Eq. (7) temos p(x) = .v. Sc ambas as fun0es u e v satisfazem a condi45o de contor-
no (14) ern x = 0. 6 clam que a Eq. (21) é valida. Logo. o problem de valores de contorno singular, que
consiste na equaczio diferencial (7), na condicao de contorno (14) em .v = 0 e em qualquer condicão de
contorno da forma (3) cm .v = 1, 6 autoadjunto.

A diferenca mais gritante entre problemas de Sturm-Liouville regulares e singulares a que em urn
problema singular os autovalores podem n5o ser discretos. Em out ras palavras, o problem pods ter so-
Iu0es n5o triviais para todo valor de A, ou para todo valor de X em algum intervalo. Em tail casos, diz-se
que o problem tern espectro continuo. Pode acontecer que um problema singular tenha uma mistura de
autovalores discretos e espectro continuo. Finalmente, 6 possivel que exista apenas um conjunto discreto
de autovalores. como no caso regular discutido na Seca() 11.2. Este 6 o caso, por exemplo, do problem
que consiste nas Eqs. (7), (13), (14). Em geral, pock ser dificil determinar o que ocorre, de fato, em um

problema dada.
Uma discuss5o sistemiitica de problemas de Sturrn-Liouville singulares 6 hastante sofisticade e re-

quer uma extens5o considerdvel dos metodos apresentados neste livro. Vamos nos restringir a alguns
exemplos relacionados a aplicaceies ffsicas: em cada urn desses exemplos, sake-se que existe urn conjunto
infinito de autovalores discretos.

Se urn problema de Sturm-Liouville singular tem apenas um conjunto discreto de autovalores e au-
tofun0es, então a Eq. (17) pock ser usada, como na Sec5o 11.2, para provar que os autovalores de tal
problem s5o reais e que as autofuncOes sao ortogonais em relac5o a func5o peso r. A expansao de uma
funcAo dada em uma s6rie de autofuncOes segue, ent5o, como na Sec5o 11.2.

Tais expanseies sao dteis.como no caso regular, para se resolver problemas de valores de contorno nao
homogeneos. 0 procedimento é hastante semelhante ao descrito na Secão 11.3. Alguns exemplos para
equa0es diferenciais ordindrias est5o indicados nos Problemas de 1 a 4, c alguns problemas para equa-
Oes diferenciais parciais aparecem na Seczio 11.5.

Por exemplo, as autofun0es	 (x) = J0 ( .17,„ x) do problema de St urm-Liouville singular

= Axy,	 0 < x < 1,

y,	 limitados quando x 	 0,	 y(1) = 0

satisfazem a relactlo de ortogonalidade 

f
Io x0„,(x)(/),,(x) dx = 0, m L n	 (23)   

'"Veja, por exemplo. o Capitulo 5 do livro de Yosida listado nas referiMcias no final deste capftulo.

(20)
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em relagao a funcao peso r(x) = x. Entao, se f e uma luncäo dada, supomos que
00

f (x) =	 0(„x).	 (24)
n=

Multiplicando a Eq. (24) por x.10( j x) c integrando termo a termo de x = 0 a x = 1, obtemos

xf (x)J00,„ dx =	 cf o(VA, x) .10 (1Z dx.

Devido a condicao de ortogonalidade (23), a expressao a direita do sinal de igualdade na Eq. (25) content
um tinico termo; logo,

CO

o que determina os coeficientes na serie (24).
A convergéncia da set-le (24) é obtida por Lima extensao do Teorema 11.2.4 para cobrir este caso.

Pode-se mostrar, tambem, quc este teorema e valid° para outros conjuntos de funcOes de Bessel, solucOes
de problemas de valores de contorno apropriados, para os polinOmios de Legendre e para solucOes de
outros problemas de Sturm-Liouville singulares de interesse consideravel.

E precis() enfatizar que os problemas singulares mencionados aqui nao sao, necessariamente, tfpicos.
Em geral, problemas de valores de contorno singulares sao caracterizados por espectro continuo, em vez
de conjuntos de autovalores discretos. 0 conjunto correspondente de autofuncOes 6, portanto, nao enu-
meravel, e nao existent expansoes cm serie do tipo descrito no Teorema I I .2.4. Elas sao substituiclas por
representacOes integrais apropriadas.

PROBLEMAS Encontre uma solucao formal para o problema de valores de contorno nao !tonic-tan°

= PXY + f (x),

y, y limitados quando x	 0,	 y(1) = 0,
onde f e uma funcao continua dada em 0 < x < 1 e F L nao 6 um autovalor do problema homogeneo asso-
ciado.
Sugestlio: use uma expansao em serie semelhante as utilizadas na Seca() 11.3.
Considere o problema de valores de con tomb

= kry,

y, y' limitados quandox	 0,	 y'(1) = 0.
Mostre que	 = 0 6 um autovalor deste problema corn autofuncao associada 0„(x) = 1. Se k > 0,
mostre, formalmcnte, quc as autofuncOes sao dadas por 0,, (.0 =	 onde Nr/7,; e a n-esima raiz
positiva (cm ordem crescents) da equacao	 = 0. E possivel mostrar que existe uma scquencia
inlinita de tais rains.

Mostre que, se m, n = 0. 1,2, ..., en tiio

x(6,n(x)(6,,(x) dx = 0,	 m	 n.

(c) Encontre tuna solucao formal para o problema nä° homog6neo

-(x.)/ )' = /EU + f (x),

y, y' limitados quandox	 0,	 y'(1) = 0,

ondefd uma funcA0 continua dada cm 0 < x < 1 e pt nao é urn autovalor do sistema hothoo6neo associada.
3. Considere o problema 

-(xy')' + (k 2 /x)y = ?ay,

y, y' limitados quandox	 0,	 y(1) = 0,
onde k é um inteiro positivo.
(a) Usando a substituicao t =	 mostre que a equacao diferencial dada se reduz a uma equacao de

Bessel de ordem k (veja o Problema 9 da Seca° 5.7). Uma solucao e JA W: uma segunda solucao line-
armente independente,denotada por Yk(t),6 ilimitada quando t	 0.
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Mostre, formalmente, que Os autovalores A,, A,, ... do problem dado Sao os quadrados dos zeros po-
sitivos de .1,(J) e que as autofuncOes correspondentes sac) 0„(x) =Jk(j.;-,x). E possfvel mostrar que
exists uma sequencia infinita de tais zeros.
Mostre que as autofuncOes 0„(x) satisfazem a relacäo de ortogonalidade

	

x4)„,(x)cp„ (x) dx = 0,	 in	 n.

(d) Determine os coeficientes na expansao formal em serie
00

f(x) = E an0n(x).

(c) Encontre uma solucâo formal do problema nao homogeneo

–(xy')' + (k2 /x)y = pxy + f(x),

y, y' limitados quandox	 0,	 y(1) = 0,

onde f c uma funcao continua dada no intervalo 0 < x < 1 e p nao 6 um autovalor do problem ho-
mogeneo associado.

Considere a equacao de Legendre (veja os Problemas de 22 a 24 da Seca° 5.3)

– [(1 – x2 )y'' ] ' = Ay

sujeita as condicOes de contorno

y(0) = 0,	 y, y' limitados quandox	 1.

As autofuncties dente problema sao os polinOmios do Legendre de grau Impar 0,(x)= P,(x) = .v.4)2 = P3(x).
(5x' – 3x)12, ...,0„(x)= P,„_,(x), 	 correspondendo aos autovalores ;.; = 2,A: = 4 3,	 = 2n(2n – 1), ....
(a) Mostre que

0,,,(04),	 dx = 0.	 in � n.

(h) Encontre uma solucao formal do problema nao homogeneo

–[(1 – x2 )y"I' = py + f (x),

y(())= 0,	 y,	 limitados quandox 	 1,

onde f e ulna funcao continua dada cm 0 < x < 1 e i t nao 6 um autovalor do problema homogeneo asso-
ciado.
A equacao

	

(1 – x2 )y" – xy' +	 = 0
	

(I)

6 a equacao de Chebyshev: veja o Problem 10 da Seca° 5.3.
Mostre que a Eq. (i) pode ser escrita na forma

( 1	 x 2 ) 1/2yr = A(1 — .r2)-I/2y,	 –1 < x < 1.	 (ii)

Considere as condi45es de contorno

y, y' limitados quandox –i. –1,	 y, y' limitados quando.v	 1.	 (iii)

Mostre que o problema de valores de contorno (ii). (iii) 6 autoadjunto.
(c) Pode-se mostrar que o problema de valores de contorno (ii), (iii) tern os autovalores 	 = 0, A, = 1,

= 4, ..., A„ =	 As autofuncOes correspondentes sao os polinOmios de Chehyshev T„(x): T„(x) = 1,
Ti (x) = x, Tz(x) = I – 2x 2 ,	 Mostre que

	

1.„i(x)Tn(x) 
dx = 0,	 in	 n.	 (iv)

J_ I (1 –x2)112

Note que esta c uma integral imprOpria convergente.

11.5 Observasks Adicionais sobre o Metodo de Separacao de Variaveis:

Uma Expansao em Funsiies de Bessel

Estarnos interessados, neste capltulo, em estender o metodo de separacao de variaveis desenvolvido no
Capitulo 10 para uma classe major de problemas — aqueles que envolvem equacães diferenciais mais
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gerais, condigOes de contorno mais gerais ou regiOes geomaricas diferentes. Indicamos, na Secao 11.3,
como tratar uma classe mais geral de equagOes diferenciais ou de condigOes de contorno. Vamos nos con-
centrar, aqui, em problemas colocados em diversas regiOes geomdtricas, corn enfase naqueles que nos levam
a problemas de Sturm-Liouville sin o ulares quando as variaveis sdo separadas.

Devido a sua simplicidade relativa, assim como a importancia fisica considerdvel de muitos problemas
onde ele é aplicavel, o m6todo de separacilo de variaveis merece seu lugar importante na teoria e em
aplicacOes de equagOes diferenciais parciais. No entanto, este mdtodo tem determinadas limitagOes que
nao devem ser esquecidas. Em primeiro lugar. o problema tern que ser linear, de modo que o princfpio
de superposigdo possa ser usado para se construir solucOes adicionais, formando-se combinagOes lineares
das solucOes fundamentais de um problema homogeneo apropriado.

De urn ponto de vista pratico, precisamos, também, ser capazes de resolver as equagOes diferenciais
ordimirias obtidas apOs a separacdo das variaveis de urn modo razoavelmente conveniente. Em alguns
problemas onde, em princfpio, o metodo de separagdo de variaveis poderia ser aplicado, seu valor pratico
torna-se muito limitado devido a falta de informacdo sobre as solugOes das equagOes diferenciais ordina-
rias que aparecem.

Alem disso, a geometria da regido envolvida no problema fica sujeita a restrigOes bastante severas. Por
urn lado, é preciso usar um sistema de coordenadas no qual as variaveis possam ser separadas e a equa-
c'do diferencial partial possa ser substitufda por um conjunto de equagOes diferenciais ordinarias. Para a
equacdo de Laplace, existe cerca de uma dfizia de tail sistemas de coordenadas: apenas as coordenadas
retangulares, cilindricas e esfericas devem ser familiares a maioria dos leitores deste livro. Por outro lado,
a fronteira da regido de interesse tem que ser formada por curvas ou superffcies onde uma das variaveis
permanece constante. Assim. em urn nivel elementar estamos limitados a regiOes limitadas por retas ou
arcos circulares em duas dimensOes,ou por pianos, cilindros circulares, cones circulares ou esferas em trés
climensOes.

Em problemas tridimensionais, a separacdo de variaveis no operador de Laplace uu + u,, + a„ leva a
equacdo	 +	 0 cm coordenadas retangulares, a equacdo de Bessel em coordenadas cilindricas e a
equaglio de Legendre em coordenadas csfericas. Esse fato a responsavel, em grandc parte, polo estudo
intensivo que foi feito dessas equagOes e das fungOes definidas por elas. Vale a pena observar, tambern,
que duas das tres situagOes mais importantes levam a problemas de Sturm-Liouville singulares, em vez
de regulares. Os problemas singulares nao sao, portan to, exccpcionais e poclem ter interesse maior do que
os regulares. 0 resto desta secdo c dedicado a um exernplo envolvendo a expansdo de tuna fungi -to dada
em uma s6rie de fungOes de Bessel.

Vibragies de uma Membrana Eldstica Circular. Na Seciio 10.7 [Eq. (7)] observamos que as vibragOes trans-
versals de uma membrana clastica Tina sao governadas pela equacdo de ondas a duas dimensOes

+ uyy )	 u„.	 (1)

Para estudar o movimento do uma membrana circular, é conveniente escrever a Eq. (1) cm coordenadas
polares:

a- (11„	
1 

a+ -
r

,	
1

r
-2 /leg) = ttrt .	 (2)

Vamos supor que a membrana tern raio unitario, que esta presa em toda a circunferencia e que, inicial-
mente, ocupa uma posicdo deslocada da posicao de repouso, independente da variavel angular 0, de onde
é solta no instante t = 0. Devido a simetria circular da condicdo initial e da condicdo de contorno, é natu-
ral supor que a tambc'm e independente de 0, ou seja, que u é uma funcao, apenas, de r e t. Nesse caso, a
equacdo diferencial (2) fica

a2 (urr + -tt r ) = 11" ,	 0 < r < 1, t > 0.	 (3)

A condicao de contorno em r = 1 é

, t) = 0,	 t > 0,	 (4)

e as condicOes iniciais sac,

ti(r, 0) = f (r),	 0 < r < 1,	 (5)

u,(r, 0) = 0,	 0 < r < 1,	 (6)
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onde f(r) descreve a configuracao inicial da membrana. Por consistencia, precisamos tambem que f(1) =
0. Finalmente, enunciamos explicitamente a condicão queue limitada em 0 < r < I.

Supondo que u(r. t) = R(r)T(t) e substituindo na Eq. (3), obtemos

R" + (11r)R'	 1 T"

R	
_A2.	 (7)a2 T

Antecipamos que a constante de separacao tern que ser negativa, escrevendo-a como —i. 2 corn X > 0. 11 A
Eq. (7) nos leva, entao, as seguintes equagOes difcrenciais ordintirias:

r2 R" + TR' + X 2 r2 R = 0,

	

T" + X 2 a2 7.	0.

Logo, da Eq. (9),

T(t) = k 1 senAat k7 cos -Ara .

Definindo uma nova variavel independente	 = Xr na Eq. (8), obtemos
,i2 p	 dl?"	 2

A2	
R = 0,

quc é a equacao de Bessel de ordem zero. Portanto,

	

R = c i Jo() + C2 NO,	 (12)

onde e Yt, silo as funcOes de Bessel de primeira e segunda especies. respectivamente, de ordem zero
(veja a Seca° 11.4). Em funcäo de r, lentos

	

R	 ciA(Xr) c2 Yo(Xr).	 (13)

A condicdo de limitacao que tr(r, t) tem que satisfazer implica quc R tem que permanecer limitada quan-
do r —+ 0. Como Yo(Xr)	 pc quando r —> 0, precisamos escol her c, = 0. A condi45o de contorno (4)
implica, entAo, que

	

Jo(A) = 0.	 (14)

Em consequéncia,os valores permitidos para a constante de separacaoszio obtidos das rafzes da equaciio
transcendental (14). Lembre da Sec5o 11.4 queJ,,(X) tem urn conjunto disereto infinito de zeros positives,
que denotamos por X,, X 2 ,	 ..., X„,	 em ordem crescente. Alum disco, as funcOes J„(?.„r) silo as auto-
funcOes de urn problema de Sturm—Liouville singular e podem set- usadas como base para uma expansao
cm scric da funciio dada! As solucOes fundamentals dcstc problema, satisfazendo a equaciio diferencial
parcial (3),a condictio de contorno (4) e a condicAo de limitaciio, silo

	

un (r, t) = Jo(X„r) sen Xot,	 n = 1,2 	 	 (15)

	

(r, t) = Jo(X„r) cos Xot,	 n = 1, 	 	 (16)

Vamos supor, agora, quc u(r, 1) pode ser expressa como uma combinacäo linear inlinita das solucties
fundamentals (15),(16):

tt(r,t)	 E[k„It„(r,t)+c„i'„(r, t)]
„=l

C•C

.=	 1k,J0(Anr)sen X„at cdo(Xnr) cos 'A n al I . 	 (17)
n=1

As condicOes iniciais implicam que
oc

1(1%0) = Ecdo(Xnr) =J (r)
n=1

e quc

u t (r. 0) = E Xn aktifo( Aa r) = 0.
n=1.

"Denotando a constante de separacilo por 	 ern vez de, simplesmente, 	 evitamos muitos radicals na discussäo a seguir.



fo
Logo, a soluciio da equacao diferencial parcial (3) que satisfaz a condicao de contorno (4) e as condicaes
iniciais (5) e (6) é dada por

f0 if (r)Jo(Anr)
k„ = 0,	

=	
n = I, 2, ....	 (20)

r(.10(X„r))2 dr

1)

D	 C	 D'
(I, 2)	 (3, 2)	 (0, 2)

A (0, 0)	 B (2, 0)	 x A' (0, 0)	 B' (2, 0)

(a)	 (h)

FIGURA 11.5.1 A regiao no Problem:1 1.

C'
(2, 2)
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Da Eq. (26) da Secâo 11.4, obtemos

00

u(r, t) = E c„.10 (X„r) cos X„at	 (21)
n=1

corn os coeficientes c,, clefinidos pela Eq. (20).

PROBLEMAS	 I. Considere a equacão de Laplace u„. + u,„.= 0 no paralelogramo cujos vertices sâo (0. 0), (2. 0), (3, 2) e (1,
2). Suponha que a condicao de contorno no lado y = 2 é u(x, 2) = f(x) para 1 < x < 3 e que. nos tres outros
lados. u = 0 (veja a Figura 11.5.1).

(a) Mostre que n5o existent solucOes 160 triviais da equaciio diferencial parcial da forma u(x, y) = X(x)
Y( que satisfaom. tambt.ri. as condicOes de contorno homogeneas.

(h) Sejam i = x — 1/2 y. = y. Mostre que o paralelogramo dado no piano xy e transformado no quadrado
0 < < 2,0 < r1 < 2 no piano Eq. Mostre que a equac5o diferencial e transformada cm

4 •• — 11 E ,, f 11" = 0.

Como as condicOes de contorno sao transformadas?
(c) Mostre que. no piano 	 a equacao diferencial n5o tem solucOes da forma

u(,q) = U(OV (o).

Assim, no piano .vv, a fortha da fronteira impede que sc eneontre uma solucdo pelo metodo de separacdo
de varidveis,enquanto no piano Eq, a regi5o e aceitdvel, mas as varidveis da equacdo diferencial ndo podem
mail ser separadas.
Encontre o deslocamento u(r, t) de uma membrana circular eliistica de raio 1 em vibracao satisfazendo a
condicdo de contorno

u ( 1, t) = 0,	 t > 0,

e as conclicaes iniciais

u(r, 0) = 0,	 ui(r, 0) = g(r),	 0 < r < 1,

onde g(1) = 0.
Sugesuio • a equacao diferencial a ser satisfeita e a Eq. (3) desta sect-to.
Encontre o deslocamento 1(r, r) de uma membrana circular elastica de raio 1 em vibraciio satisfazendo a
condicao de contorno
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u(1, t) = 0,	 r > 0,

e as condicOes iniciais

ti(r,O)	 f (r)•	 ut(r,0) = g(r).	 0 < r < 1.

ondef(1)= g(1)= 0.
A equacäo de onda em coordenadas polares é

ll rr + ( 11r)11,. + (11r2 )ttoo = a-21t„.

Mostre que, se 10,0.o = R(r)0(9)T(t),entao R, E) e T satisfazem as equagOes diferenciais ordintirias

r2 R -	 + (A2 r2 _ n 2 )R = 0,

0" + n 2 0 = o.

T" + A 2a2 T = O.
Em coordenadas cilindricas r.0. z. definidas por

x = r COS 0,	 V = rsen	 Z = Z.

a equacao de Laplace flea

+ (11r)ti, + (1Ir 2 )ttoo + u„	 0.

Mostre que se to r. 0. z) = R(r)8(0)Z(z).entfto R. B e Z satisfazem as equagOes diferenciais ordina-
ritis

1.2	 + rR' +(.1 2 r2 — it 2 )R = 0,

	

(-)"	 It 2 E). = 0,

Z" — :4. 2 Z = o .

Mostre que, se to r. tt, z) e independente de 0, entilo a primeira equacäo no item (a) flea

R" + r + X 2 r2 R = 0,

a segunda c totalnicnte omitida e a terceira permanece inalterada.
Encontre a temperatura estado estacionario em unlit burnt semi-intinita 0 < z < c.0 < r < I, se a tempe-
ratura e independente de H e tende a zero quando z	 oc.;. Suponlia que a temperatura u(r, z) satisfaz as
condicOes de contorno

u(L z)= 0,	 z > 0.

u(r. 0) = f(r),	 0 < r < 1.

,S'ugesttio: Veja o Prohlema 5.
A equacao

+ vvy +	 =

é uma generalizactio da equaciio de Laplace, chamada, algumas vezes, de equitc5o de Helmholtz.''
Em coordenadas polares, a equacao de Helmholtz fica

ur, + ( 1 /r) t), + (11r2 )vog + k 2 v = 0.

Se v(r, 0) = Rtr)B(0). mostre que R e B satisfazem as equagOes diferenciais ordiniirias

	

r2 R" + r R' + (k 2 r2 — X 2 )R = 0,	 0" + X2 C-) _= 0.

Considere a equacäo de Helmholtz no disco r < c. Encontre a solucao que permanece limitada em
todos os pontos do disco, que c periOdica em 0 corn period() 27r e satisfaz a condicäo de contorno v(c,
0) = f(0), onde f e uma funcâo dada em 0 < 9 < 27r.

Sugestao: a equacao para R e uma equacao de Besse'. Veja o Problema 3 na Seca° 11.4.

12 Hertnann von Helmholtz (1821-1894) estudou medicina e fisiologia; no inicio de sua carreira fez contribuicaes irnportantes
em Optica e actistica lisiolOgicas, incluindo a invencdo do oftalmoscOpio em 1851. Mais tank seus interesses mudaram para
a fisica,especialm ente mectinica dos fluidos c cletrodinâmica. Durante sua vida, foi catedrAtico de fisiologia ou de fisica em
diversas universidades alemäs.
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Considers o fluxo de calor em um cilindro de comprimento infinito c raio 1: 0 < r < 1 , 0 < 0 < 27r,
–oc < z < oc. Suponha que a superficie do cilindro e mantida a temperatura zero e que a distribuicAo ini-
cial de temperatura é uma funcab que so depende da variavel radial r. Etna°, a temperatura u so depende
de rete satisfaz a equacao de calor

+ (1/0141 = 1 1,	 0 < r < 1. t > 0,

e as seguintes condicOes inicial e de contorno:
u(r,	 = f (r),	 0 < r < 1.

u(1,t) = 0,	 t > 0.
Mostre que	

u(r, t) = Ecdo(?.„r)e--a2Ait,
=.1

onde J„(A„) = 0. Encontre uma formula para c.,.
Em coordenadas esfericas p.0.0 (p > 0, 0 < 0 < 27,0 < 0 <	 definidas por

x = p cos 0 sen cp,	 y = psen0sen0,	 z = p COS 0,

a equagEto de Laplace flea

p-u„„ 2pu,, + (csc2 0)uoo +	 + (cot 0)tio = 0.

Mostre que, se u(p, 0, 0) = Pt p)0(9)(1)(0), ent5o P. 	 c (1) satisfazem equagOes diferenciais ordimirias
da forma

p2P• 2pir —	 = 0.

+ A 2 0 = 0,

(sen2 O)(1)" , 	(setup cos 0)(1)' + ( ii 2 sen2 0 – ;,..2 )4) = 0.

A primeira fiestas equagOes é do tipo de Euler, enquanto a terceira esta relacionada a equacilo de Legendre.
Mostre que se u(p, 0,0) e independente de 0, ent5o a primeira equitcao no item (a) permanece inalte-
rada. a segunda c omitida e a terceira tica

(sen2 (!))(1)" + (sen0 cos 0)(1)' + ( p 2 sen2 0)(1) = 0.

(c) Mostre que se detinirmos uma nova varidvel independente por s = cos 0, enta) a equaciio para (1) no
item (b) lieu

, (12 (	 (10
(1 — s- ) 

(15 
– 2s—

(IS 
+ i t 2 (1)= 	 0.	 —1 < s < 1.

2 

Note que esta ë a equacilo de Legendre.
10. Encontre a temperatura estado estaciomirio u(p, 0) na esfera de raio uniuirio se a temperatura é indepen-

dente de 0 e satisfaz a condicAo de contorno

u(I.0) = f (0),	 0 < 0 < r.

Sugestiio: Veja o Problema 9 e Os Problemas de 22 a 29 da Seciio 5.3. Use o fato de que so as solucOes da
equacAo de Legendre que sac) finitas em ambos os pontos ±.1 é que silo polinOmios de Legendre.

11.6 Series em Funsiies Ortogonais: Convergencia na Media

Na Seca° 11.2 afirmamos clue, sob certas condicOes, uma funcAo dada f pole ser expandida em lima serie
em autofuncOes de um problem de Sturm–Liouville de valores dc contorno e que a serie converge para
[f(x+) + f(.v– )1/2 cm cada ponto do intervalo aberto. Sob condicOes um pouco mais restritivas, a serie
converge paraf(x) em todos os pontos do intervalo fechado. Este tipo de convergéncia é conhecido como
convergéncia pontual. Nesta seciio vamos descrever um tipo diferente de convergência. especialmente
Mil para series em funcOes ortogonais, tais como autofuncOes.

Suponha que temos urn conjunto de NI-10es 0,, 02 , ..., 0„, que sao continuas e satisfazem a condicão
de ortogonalidade

1. 
r (Oh (x)(Pi (x) dx	 10.

1, i = j
	 (1)



y = Sn(x)

go Air
Y f(x)

1
FIGURA 11.6.1 Aproximacao de f(x) por S„(x).        
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onde r é uma funcäo peso nao negativa. Suponha. (anthem, que queremos aproximar uma funcao dada f,
definida em 0 < x < I. por uma combinacao linear de q5,,	 Ou seja, se

Sn(x) =	 (400),	 (2)
=i

queremos escolher coeficientes	 a„ de modo clue a funcao S„ forneca a melhor aproximacao possivel
de f ern 0 < < I . 0 primeiro problema que encontramos é enunciar, precisamente, o que queremos di-
zer corn "a melhor aproximacao possivel de f ern 0 < x < 1". Existem diversos significados razoaveis que
podem ser dados a esta frase.

1. Podemos escolher n pontos x,. 	 v„ no intervalo 0 <.x < 1 e exigir que S,,(.v) tenha o mesmo valor quef(x)
em cada um desses pontos. Os coeficientes a,,	 a„ sae encontrados resolvendu-se o seguinte conjunto de
equacOes lineares algebricas:

Ea:0; (xj)	 f tx,),	 1 = 1 ,... , n.	 (3)
i.1

Este procedimento e conhecido como o metodo da colocacao. Ele tem a vantagem de que é muito Neil
escrever as Eqs. (3); é preciso. apenas. calcular as funcbes envolvidas nos pontos x,,	 x„. Se esses pontos
forem bern escolhidos e se /I for hem Grande, presume-se que S„(x) nao sera, apenas, igual a f(x) nos pontos
escolhidos, mas estara. tambem, razoavelmente prOximo em todos os outros pontos. No entanto, a colocacao
tern diversas desvantagens. Uma e que se for adicionada mais uma fungdo basica (/)„,,, sera necessario mais
um panto	 e todos os coeficientes terao que ser recalculados. Isto significa que nao é conveniente mclho-
rar a precisao de uma aproximacao pelo metodo de colocacao incluindo-se termos adicionais. Alem disso, os
coeficientes u, dependcm dos pontos .v 1 . 	 v„,e nao e Obvio qual o melhor modo de selecionar esses pontos.
De modo alternativo. podemos considerar a diferenca If(x) - S„(.v)I e tentar torna-la a menor possivel. 0
problem aqui e que lf(x) - S,; (.v) é uma funcao de .v e dos coeficientes a,. ....a„.e nao 6 claro como calcular
os a,. A escolha dos a, que torna If(x) - S (.v)I menor em um panto pode torna-lo maim cm outro. Urn modo
de proceder pode ser considerar, entao. o supremo'' de If(x) - .5„(x)I para .v cm 0 < .v < 1 e escolher a,. ....
a„ de mod() a tornar esta quantidade a menor possivel. ()u seja, se

E„(a: 	 a„ - sup if	 - S„(x)I. (4)

escolha a,, ....a„ de modo a minimizar E. : . Este metodo a intuitivamente muito horn e 6 usado. corn frequen-
eia, nos calculus teoricos. No entanto. 	 pratica em geral e muito dificil. se nä° impossfvel. escrever uma
fOrmula explicita para E„(a ] .	 a„). Alem disso. este procedimento tem uma deSValltagCM em conium corn
a colocacao: ao se adicionar um termo a S„(x), temos que recalcular todos os coeticientes precedentes. Pot
isso nao a muito usado em problems praticos.

3. Outro modo de proceder e considerar

1„(a 1 	a,,) =	 r(x)If(x) - .5„(x) I dx.	 (5)

Se r(x) = 1. entao í„ e a area entre os graficos de v = f(x) c y = S„(x) (veja a Figura 11.6.1). Podemos entao
cleterminar os coeficientes a, de modo a minimizar /„. Para cvitar complicacOes resultantes da utilizacao de
valorcs absolutos, e mais conveniente considerar. ern vez disso,

R„(a, 	 a „) = I r(x)[f(x)  - S„(x)J 2 dx	 (6)

"0 supremo (sup) é uma cola superior que e menor do que todas as outran colas superiores. 0 sup de uma funcdo limitada
semprc existe e e igual ao maxim da funcâo, se ela liver maximo.
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como nossa medida da qualidade da aproximacao de f(x) pela combinacao linear S„(x). Embora R„ seja
claramente semelhante a /„ sob alguns aspectos, nao tern a interpretacao p,eometrica simples de 1 „. Apesar
disso.matematicamente é muito mais facil trahalhar com R„ do que corn I. A quantidade R„ e charnada de
err() in6dio quadratic) da aproximacao de f por S„. Se cr,,	 forem escolhidas de modo a minirnizar R„,
diremos que S„ aproxima f no sentido da media quadnitica.

Para escolher a ) . • .., a„ de modo a minimizar R„. precisamos satisfazer as condicOes necessarias

a R„laa, = 0,	 i = 1,	 ,n.

Escrevendo a Eq. (7) e observando que aS„(.v: a 1 , ...,a„)laa, é igual a 0,(x), obtemos

a R,, 
= 2 f r(x)[f (x) - S„(x)j0,(x) dx = 0.

an,	 0

Subst t [Undo S „(x) pela expressao dada na Eq. (2) e usando a relacao de ortogonalidade (1). temos

r. r(x)f(x)$r(x) dx,	 i = 1, . , n.

Os coeficientes definidos pela Eq. (9) sac) chamados de coeficientes de Fourier de f ern relacao ao con-
junto ortonormal cb,, 02 , ...	 e a funcao peso r. Como as condicOes (7) sao apenas necessarias e nao sufi-
cientes,para que R„ seja um minim() é preciso um argumento separado para se mostrar que. de fato. R„ é
minimizado se os a, forem escolhidos pela Eq. (9). Este argumento esta esbocado no Prohlema 5.

Note que os coeficientes (9) sac, os mesmos da expansao em serie de autofuncees cuja convergencia,
sob certas condicOes, foi enunciada no Teorema 11.2.4. Assim, S„(x) é a n-esitna soma parcial desta serie
e constitui a melhor aproximacao de f(x) na media quadratica que 6 possfvel com as funcOes 	 0„.
Vamos supor, daqui em diante, que os coeficientes a, em .S.„(.v) sac) dados pela Eq. (9).

A relevancia da Eq. (9) tern Bois outros aspectos importantes. Em primeiro lugar ela fornece uma
fOrmula para cada a, separadamente, em vez de como urn conjunto de equagOes algebricas para a,. ....a„.
como o metodo da colocacilo, por exempla. Isso se deve a ortogonalidade das funcOes basicas
Alem disso, a fOrmula para a, 6 in dependente de n. 0 numero de termos cm S„(x). 0 significado prritico
disso e o seguintc: suponha que para se otter uma melhor aproximacao para f desejamos usar uma apro-
xi:Tina° corn um !limier() major de terrnos — digamos k termos, com k > n. Ewa°, nao ha necessidade
de se recalcular os n primeiros coeficientes em Sk(x). Basta calcular, usando a Eq. (9), os coeficientes a„,,,

ak que apareceram devido as funcOes brisicas adicionaiscp„.,.	 (/),. E clan) que se as funcOes f. r e 0„
forem complicadas, pode ser necessario calcular as integrals numericamente.

Vamos supor agora que existe uma sequencia inlinita de funcOes 0,,	 continuas e ortonormais
no intervalo 0 < x < 1. Suponha, akin disso, que quando n cresce sem I imite 0 erro medio quadratic() I?„
tende a zero. Nesse caso, clizemos que a serie intinita

E
i= t

converge na media quadratica (on, simplesmente, na media) para J(x). Convergencia na media e urn tipo
de convergencia essencialmente diferente da convergencia pontual considerada ate agora. Uma serie
pode convergir na media sem convergir em cada ponto. Isto e plausfvel, geornetricamente. ja que a area
entre as duns curvas, que se comporta do mesmo modo que o err() medio quadratic), pode ser zero mes-
mo que as funcOes nä() sejam iguais em todos os pontos. Elas podem diferir em qualquer conjunto Imito,
por exemplo, sem afetar o ern) medio quadratic°. E menos Obvio, mas tambem verdadeiro. que mesmo
que uma serie convirja cm todos os pontos ela pode nao convergir na media. De fato, o erro media qua-
dratics pode ate tornar-se ilimitado. Um exempt() desse fenemeno c (Judo no Problema 4.

Suponha que queremos saber quais as funcOes, definidas no intervalo 0 < x < 1, que podem ser re-
presentadas por uma serie infinita do conjunto ortonormal	 i = 1,2, ... A resposta depende do tipo de
convergencia que queremos. Dizemos que o conjunto	 completo em relacao a convergencia
na media quadratica para um conjunto de funcOes .F se, para cada funcao f ern .F, a serie

f(x) = Eai0i(x),	 (10)
i=1

corn os coeficientes dados pela Eq. (9) converge na media. Existe uma definicao semelhante para o com-
pletamento em relacao a convergencia pontual.

Teoremas relacionados a convergencia de series como as da Eq. (10) podem ser reformulados em fun-
gao da idêia de completamento. Por exempla, o Teorema 11.2.4 pode ser enunciado da seguinte maneira:
as autofuncOes do problema de Sturm-Liouv ille

(9)
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-EP(x)Y1 /	 q(x)y = Xr(x)y,	 0 < x < 1,

ov(0) + ce2Y (0) = 0, 	 filY(1) + 02Y(1) = 0

( 1 1 )

(12)

sat) completas cm relacäo a convergencia pontual usual para o conjunto de fungi:5es continuas em 0 < x <
1 corn derivada seccionalmente continua neste mesmo intervalo.

Se a convergencia pontual for substituida por conver gencia na media, o Teorema 11.2.4 podera ser
bastante generalizado. Antes de enunciar tal teorema. analog° ao "feorema 11.2.4, precisamos definir o
que e tuna funcão de quadrado integravel. Uma fungilofe dita de quadrado integravel no inter valo 0 < .v < 1
se ambas, f e	 sat) integraveis" nesse intervalo. 0 teorema a seguir é semelhante ao Teorema 11.2.4.
exceto que envolve convergencia na

Teorema 11.6.1 As autofuncOes 0, do problema de Sturm-Liouville (1 I ), (12) sao completas em relacao a convergencia
	 	 na media para o conjunto de funcOes que sao de quadrado integnivel em 0 < x < 1. Em outras palavras,

dada qualquer funczio de quadrado integravel f, a serie (10), corn os coeficientes dados pela Eq. (9),
converge paraf(x) na media quadratica.

A classe de funcOes especificadas no Teorema 11.6.1 e, de fato, muito grande. A classe de funcOes de
quadrado integravel inclui funcees com muitas descontinuidades, inclusive alguns tipos de desconti nuida-
des infinitas, assim como funcOes que nao sao diferenciavcis em pont() algum.Thdas essas func -Oes podem
ser expandidas em series de autoluncOes do problem de St urm-Liouville (11). (12) que convergem na
media. No entanto, em muitos casos essas series nfio convergem pontualmente, pelo menos nä° em todos
os pontos. Assim, a mais natural associar a convergencia na media a series de funcOes ortogonais. como
autofuncOes, do que a convergencia pontual.

A teoria de series de Fourier discutida no Caplan() 10 é simplesmente um caso particular da teoria
genii de problemas de Sturm-Liouville. Por exempla, as funcOes

0„(x) 3 senturx	 (13)

sao as autoluncOes normalizadas do probletna de Sturm-Liouville

y" + a.y = 0,	 y(0) = 0, y(1) = 0.	 ( 14)

Logo, se f c uma lun45o dada de quadrado integravel cm 0 < x < I. entiio, de acordo corn o Teorema
11.6.1, a serie

f (x) = E b,„0„,(x) = V L E b„, sennurx,
m= l1

1
f	

1
b,„ =	 f (x)Ø„,(x) thc = ,r2 0 f (x) sennur.v (Ix, 

converge na media. A serie (15) e precisamente a serie de Fourier em senos discutida na Sectio 10.4. Se f
satisfizer as condicOes mais fortes enunciadas no Teorema 11.2.4, entfio esta serie converge pontualmente,
alem de convergir na media. Analogamente, uma serie de Fourier em cossenos esta associada ao proble-
ma de Sturm-Liouville   

y"	 =- O.	 y'(0) = 0, y'(1) = 0.	 (17)

EXEMPLO

1 
Seja f(x) = 1 para 0 < x < 1. Expanda f(x) usando as autotuncOes (13) e discuta a convergencia, pontual e na
media, da serie resultante.

A serie tem a forma (15) e seus coeficientes b,,, sao dados pela Eq. (16). Logo,

bm = f sennurx dx = — (1 - cos nz7r), 	 (18)
o	 nur  

"Para a integral de Riemann usada no (Aleut() elementar, as hipOteses de quefef sao integrziveis sao independentes. ou seja.
existem funcOes f tais que f e integrzivel e f n5o C. c vice-versa (veja o Problema 6). Uma integral generalizada. conhecida
como a integral de Lebesgue, tern a propriedade (entre outras) que, se f e integravel, ent50 f tambCm o C. A express5o de
quadrado integnivel tornou-se usual em conex5o com esse tipo de integracAo.

onde
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c a n-sima soma parcial da serie

n 1 — cosnrr
S„(x)= 2 E ScI1MTX.	 ScI1M7TX.

/7/3T
in=1

0 erro m6dio quadratico e

R„ = f (/. (x) — S„(x)1 2 dx.

Calculando R„ para diversos valores de n e fazendo urn grafico do resultado, obtemos a Figura 11.6.2. Esta
figura indica que R„ decresce sempre que n cresce. E claro. o Teorema 1 1.6.1 afirma que R„	 0 quando

oc. Pon tualmente, sabemos que S„(x)	 f(x) = 1 quando n	 oo; al6m disso, S„(x) tern o valor nulo
em	 0 e	 1 para todo n. Embora a serie convirja pontualmente para cada valor de x, o supremo do
erro nä() diminui quando n aumenta. Para cada n. existem pontos arbitrariamente prOximos de x = 0 e de
.v = 1 onde o erro esta arbitrariamente prOximo de 1.

R„

0.20

0,18

0,16

0.14

0,12

0.10

0.08

0,06

0,04

0.02

•

•

• • • •

2	 4	 6	 8	 10	 12	 14	 16 n

FICURA 11.6.2 Dependacia em it do erro medio quadrMico R„ no Exemplo I.

0 Teorema 11.6.1 pode ser estendido para cobrir problems de valores do contorno autoadjuntos corn
condicbes de contorno periOclicas. tail como o problema

y" + Ay = O.	 (21)

y(—L) — y(L) = 0.	 y'(— L) — y'(L) = 0	 (22)

considerado no Exemplo 4 da Seciio 11.2. As autofuncOes do problema (21), (22) siio 0„(x) = cos(n;r.v/L)
para n = 0, 1.2, ... e *„(x) = sen(n:r.v/L) para n = 1.2, ... Se f for uma funciio dada de quadrado integriivel
em —1. < .v < L, ent5o sua expansilo nas autofuncOes 0„ e Vi„ c da forma

(23)

1 f	
INT X

1.

a„ = —	 f (x) cos	 dx.	 n = 0, 1, 2 	 	 (24)

	

L _ L	L

L

I- mrx
h„ = —	 f (x)sen — dx,

1 f
n = 1,2, ....	 (25)

	

_ L	 L

Esta expansäo é exatamente a serie de Fourier de f discutida nas Seciies 10.2 e 10.3. De acordo com a
generalizacão do Teorema 11.6.1, a serie (23) converge na m6dia,qualquer que seja a funcão de quadrado
integravel f, embora f possa n5c) satisfazer as condicties do Teorema 10.3.1, que garante convergencia
pontual.

0

a0
JC

 /13TX	 turx
f(x) = -

2 
+ E (a„ cos

L	
+ h„ sen 	

L
n= I

uncle
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PROBLEMAS	 Estenda os resultados do Exemplo 1 encontrando o menor valor de n para o qual R,, < 0,02, onde R„ é dado
pela Eq. (20).

	

442, 2.	 Seja f(x)	 x para 0 < x < 1 e seja Ø„,(x) = f Senn/7X.

Encontre os coeficientes b„, na expans5o de f(x) em termos de 0 1 (x), 02 (x), ....
Calcule o erro medio quadratic° R„ para diversos valores de n e faca urn gralico dos resultados.

(c) Encontre o menor valor de n para o qual R,. < 0.01.

	6'2 3.	 Siga as instrucaes do Problema 2 usando f(x) = x( I - x) para 0 < x < 1.
Vamos mostrar, neste problema, que a convergència pontual de 1.1111a sequencia S„(x) nao implica conver-
gencia na media. e reciprocamente.
(a) Seja S„(x) = nsge -" ' 2 , 0 < x < 1. Mostre que S„(x) 	 0 quando n	 x para cada x cm 0 < x < 1.

Mostre, tambem, que
R,, = f 10 - S„(X) ) 2 dx = 17: ( 1 - C")f

c, portant°, R„ -+ oc quando n-,. .:,- . Logo. a converancia pontual nao implica convergéncia na
media.

(h) Seja .5„(x) = x n para 0 < x < I e seja f(x) = 0 para 0 < x < 1. Mostre que
I	 1

R„ = f if (x) - S„(x)j 2 dx = 	
0	 2n + 1'

e, portanto. S„(x) converge para f(x) na media. Nlostre. tamb6m.que S„(x) nao converge para f(x) pontual-
mente cm 0 <x < 1. Logo. a convergacia na media n5o implica convergencia pontual.
Suponha que as funcOes 0,. ...,0„ satisfazem a relacao de ortogonalidade ( I ) c que uma tumid() dada f(x)
deve ser aproximada por S„(x) = c,0,(x) + ... - c„q„(x). onde os coelicientes c„ nao silo, necessariamente. os
da Eq. (9). Mostre que o erro medio quadratic° R„ dado pela Eq. (6) pode ser escrito na forma

.1	 I!	 :

R„=
 j

r(x)f 2 (X ) dx - E a: ÷ E (c, _ 0i)2,
0 i

onde Os a, siio Os coeficientes de Fourier dados pela Eq. (9). Mostre que R„ 6 mininlilad0 se c, = a, para cada i.
Vamos mostrar, neste problema. atraves de exemplos. que a integrahilidade (no sentido de Riemann) de f
e de I 6 independents.

x -L-2 , 	 0 < x < I.
(a) Seja f(x) =

0,	 x = O.
i	 1f

0
Mostre que	 f (.r) dx existe coma ulna integral imprOpria. mas f - (x) dx nao existe.

u
{	 1„r rational,

f
Mostre que f f2 (x) dx existe, mas	 f(x) dx nao existe.f

Suponha que queremos construir urn conjunto de polinOmios ortonormais no intervalo 0 < x 	 1, f,(x).
f,(x), f2(x),	 f,(x),	 onde f,;(x) tem grau k. Em outras palavras, os polinOmios tern que satisfazer

..ifk) = f fi (x)fk (X) dx = Sm.

Encontre f,(x) escolhendo o polinCimio de grau zero tal que (f„, f„) = 1.

Encontre f,(x) determinando o polinOmio de grau urn tal que (f,,. f) = 0 e (f,, f,) = I.
Encontref.,(x).
A condic5o de normalizacao (f,, f) = 1 e urn tanto complicada de se usar. Seja g„(x),g,(x), ...,g,,(x),
a sequacia de polinOmios ortogonais em 0 < x < 1 normalizados pela condicrio g,( I) = 1. Encontre
go(x), g,(x) e g2(x) e compare comf„(x),f, (x) e f,(x).

Suponha que queremos construir um conjunto de polinOmios ortogonais no intervalo -1 < < 1, P„(x),
1),(x),	 Pk(x),	 onde Pk (x) tern grau veja o Problema 7. Suponha, alem disso, que P,(x) é normali-
zada pela condicâo P,(1) = 1. Encontre P„(x).  P,(x). P2 (x) e P3(x). Note que estes silo os quatro primeiros
polinOmios de Legendre (veja o Problema 24 da Secão 5.3).
Este problema desenvolve outros resultados associados a convergOncia na media. Sejam R„(a 1 ,	 a„),
S,,(x) e a, definidos pelas Eq. (6), (2) e (9), respectivamente.

Mostre que

Seja f (x) =
-1, x irracional.
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R„ =
f 1

 r(x)f2 (x)dx — E
i=1

Sugestilo: substitua S„ na Eq. (6) pela soma e integre. usando a relaczlo do ortogonalidade (1).

Mostre que E	 < J r(x)f2 (x)dx. Este resultado e conhecido como a desigualdade de Bessel.
i=i

00
Mostre que Eti• converge.=
Mostre que lim R„ = f r(x)f2 (x) dx — E

n.oc i=100
Mostre que E aicb,(x) converge para f(x) na media se, e somente se,

	

i=1	 I	 00
r(x)f- (x) dx =

1.,
Esse resultado e conhecido como a equaczio de Parseval.

Nos Problemas de 10 a 12, sejam	 as autofuncifies normalizadas do problema de Sturm-Liouville
(11), (12).

Mostre que se a„ é o ti-esimo coeficiente de Fourier de uma funcTio de quadrado integravel f, entao
lim a,, = 0.

Sugestao: use a desigualdade de Bessel. Problema 9(h).

Mostre que a serie

41(x) + (%!". (X ) ± • • • + &( r) + • • •

Mio pode ser uma sale de autofunciies para nenhuma funciio de quadrado integravel.

Sugestiio: veja o Problema 10.

Mostre que a serie
02(x)

	

41(x)+ 	 + • • • + —n(,_x) + • • •

nao pode ser uma serie de autofuncOes para nenhuma funcilo de quadrado integrzivel.

Sugestao: use a desigualdade de Besse!, Problema 9(b).

Mostre que a equacao de Parseval no Problema 9(e) e obtida formalmente etevando-se ao quadrado a
serie (10) correspondente a J, multiplicand() pela funcilo peso r e in tegrando term() a termo.
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Sagan. H., Boundary and Eigenvalue Problems in Mathematical Phycies (New York: Wiley, 1961: New York: Dover.
1989).

Weinberger. H.. A First course in Partial Differential Equations (NewYork: Wiley, 1965; NewYork: Dover. 1995).

Yosida. K., Lectures on Differential and Integral Equations (New York: Wiley-Interscience, 1960; New York: Dover.
1991).

Os livros a seguir sat) fontes convenientes para dados n mericos ou grzificos sobre funcOes de Bessel e de Legen-
dre:

Abramowitz, M., and Stegun, I. A. (eds.). Handbook of Mathematical Functions (NewYork: Dover, 1965); originally
published by the National Bureau of Standards.Washington. DC. 1964.

Jahnke, E., and Emde, F.. Tables of Functions with Formulae and Curves (Leipzig: Teubner, 1938; New York: Dover.
1945).

Os livros a seguir tambem content muita informac5o sobre problems de Sturm-Liouville:

Cole. R. H., Theory of Ordinary Differential Equations (New York: Irvington. 1968).

Hochstadt, H., Differential Equations:A Modern Approach (New York: Holt, 1964; New York: Dover. 1975).

Miller, R. K., and Michel, A. N., Ordinary Differential Equations (New York: Academic Press, 1982).

Tricomi, E G., Differential Equations (New York: Hafner, 1961).



Respostas dos
Problemas

CAPiTULO 1	 Seca() LI

1. y	 3/2 quando t	 2. y se afasta de 3/2 quando t	 oc
3. y se afasta de -3/2 quando t	 x	 4. y -0 -1/2 quando r -0 oo
5. y se afasta de -1/2 quando r -	 cc	 6. y se afasta de -2 quando t	 co
7. y . 3 - y	 8. y' = 2 - 3y
9. y' = y - 2	 10. y' = 3y - 1

I I. y = 0 e y =4 sac) solucCies de equilibrio; v	 4 se o valor inicial 6 positivo; y se afasta de 0 se o valor
inicial é negativo.
y = 0 c y = 5 sRo solucOes de equilibrio; y se afasta de 5 se o valor inicial 6 maior do que 5; y	 0 se o
valor inicial é menor do que 5.
v = 0 6 solucäo de equilibrio; y	 0 se o valor inicial c negativo; y se afasta de 0 se o valor inicial
positivo.
y = 0 c y = 2 siio solucaes de equilibrio:y se afasta de 0 se o valor inicial d negativo; y -0 2 se o valor
inicial esta entre 0 e 2;y se afasta de 2 se o valor inicial d maior do que 2.
(j)	 16. (c)	 17. (g)	 18.	 (h)	 19. (h)	 20.	 (e)
(a) dq/dr = 300(10 -2 - q10'):q cm g. r em h
(h) q -> 104 g; nao
dl/ /tit = -kV 2/ 3 para algum k 0.
clu/dt = -0.05(u - 70); u sen°F, r em minutos
(a) del/	 = 500 - 0,4q; q em mg, t cm h	 (b) q -0 1250 mg
(a) nu,' = mg - kv 2	(b) v	 ,/mg/k
(c) k = 2/49
y d assintOtico a t- 3 quando t -0 co	 27. y	 0 quando t -> 00
y	 oc, 0 ou -cc, dependendo do valor inicial de y
y -> cc ou -co, dependendo do valor inicial de y
y	 co ou -oo ou y oscila, dependendo do valor inicial de y
y -> -oc ou d assintOtico a -,./2t - 1, dependendo do valor inicial de y
y	 0 e então dcixa de existir depois de algum instante ti > 0
y	 oo ou -00, dependendo do valor inicial de y

Secäo 1.2

I. (a) y = 5 + (yo - 5)e'	 (b) y = (5/2) + [yo - (5/2)]e-2'
(c) y = 5 + (yo - 5)e-2'
A solucdo de equilibrio d y =5 em (a) e (c), y = 5/2 cm (b); a solucao tende ao equilibrio mais depressa
em (b) e (c) do que em (a).

2. (a) y = 5 + (yo - 5)ei	 (b) y = (5/2) +	 - (5/2)Je2'
(c) y = 5 + (yo - 5)e21
A solucäo de equilibrio é y = 5 em (a) e (c), y = 5/2 em (b); a soluctio se afasta do equilibrio mais de-
pressa em (b) e (c) do que em (a).
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q(0) = 5000 g (t) = 5000e-o3"'
T = 300 In(25/6) 428,13 min 7.136 h

(b) q
(d)

556 RESPOSTAS DOS PROBLEMS

(a) y = ce-°` + (b/a)
(c) (i) 0 equilibrio e mais baixo e 6 aproximado mais rapidamente. (ii) 0 equilibrio 6 mais alto. (iii)
equilibrio permanece o mesmo e é aproximado mais rapidamente.
(a) ye =	 (b) Y' = aY
(a) yi(t)=
y = cc"' + (b/a)
(a) T = 21n 18 -14 5.78 meses
(c) po = 900(1 - e -6 ) 897,8

(a) r = (In 2)/30 dias-1
(a) T = 51n 50 -= 19.56 s
(a) duldt = 9,8, v(0) = 0
(c) v *:-L, 76,68 m/s

(f) T Z.= 9,48 s

(c) T 24,5 (has
1620 In(4/3)/ In 2 672,4 anos
(a) u = T + ( 1 0 - T)e-kr
6,69 h
(a) Q(t) = CV (1 - e-oRc)
(c) Q(t) = CV exp1-(t - ti)/RC]

18. (a) Q' = 3(1 - 10- 4 Q), Q(0) = 0

Q(t) = 104 (1 - e-300I ),t ern h: depois de 1 ano Q 9277.77 g
Q' = -3Q/104 . Q(0) = 9277,77

(d) Q(t) = 9277,77e -"4 , t cm depois de 1
(e) T 1-=., 2,60 anos

19. (a) q' = -q/300,
(c) nao
(e) r = 250 In(25/6)	 356,78 gal/min

(b) y = cen + (b/a)

(b) T = 2 ln[900/(900 - po)] meses

(b) r = (ln 2)/Ndia-1
(b) 718.34 m
(b) T = .1300/4,9 7.82 s

(b) v = 49 tanh(t/5) m/s11.	 (e) x = 245 In cosh(t/5) m

(a) r 2.-4 0,02828 dia -112.	 (b) Q(t) = 100e-"2828'

(b) kr = In 2

(b) Q(t)-). CV =

ano Q 670,07 g

Seciio 1.3
I. Segunda ordem, linear
3. Quarta ordem, linear
5. Segunda ordem, nao linear

15. r = -2
17. r = 2, -3
19. r -1, -2
21. Segunda ordem, linear
23. Quarta ordem, linear

2. Segunda ordem, nil() linear
4. Primeira ordem, nao linear
6. Terceira ordem. linear

16. r = ±1
18. r = 0,1,2
20. r = 1.4
22. Segunda ordem, nil° linear
24. Segunda ordem, nao linear

CAPiTULO 2	 Seciio 2.1

(c) y = ce-3( + (03) - (1/9) + e -2`; y d assintOtica a //3 - 1/9	 quando t
(c) yc= e2t 	 t3e2'/3; y	 se quando t	 oo
(c) y = ce' + 1 +1 2 e-72; y	 1 quando t	 cc
(c) y (c/t) + (3 cos 20/4/ + (3 sen 20/2; y 6 assintOtica a (3 sen 20/2 quando t	 00
(c) y = ce2' - 3e'; y -> co ou -co quando t	 oo
(c) y (c - t cost + sen t)/( 2 :	 v	 0 quando t -> cc
(c) y	 + ce -12 ; y	 0 quando t	 co
(c) y = (arctan t + c)/(1 4. -2,2) ; y	 0 quando t	 oo
(c) y = ce- 1 /2 + 3t - 6; y e assintOtica a 3t - 6 quando t -* co
(c) y = -te" +ct; y	 oo, 0, ou -oo quando t	 co
(c) y = ce' + sen 2t - 2 cos 2t; y e assintOtica a sen 2t - 2 cos 2t quando t	 oo
(c) y = ce-`/2 + 3t 2 - 12t + 24; y 6 assintOtica a 31 2 - 12t + 24 quando t 	 co

13. y = 3e` + 2(/ - 1)e2 '	 14. y	 (t2 - 1)e-272
15. y = (3t 4 - 41 3 + 61 2 + 1)/121 2	16. y = (sen 01(2
17. y = (t + 2)e2'	 18. y = 1.--2 [(7 2 / 4, _4+)	1 - t cos t +sent]
19. y = -(1 + 0e-7e, t A 0	 20. y = (1- 1 + 2e-`)It, t A 0

-* 00
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(b) y =	 cos t + s sen t + (a + De`i2 ; no =
(c) y oscila para a = ao
(b) y = -3eti3 + (a + 3)e/2 ; ao = -3
(c) y	 -oo para a = ao
(b) y = [2 + a(37 + 4)e2"3 - 2e-'/2)/(37 + 4); ao = -2/(37 + 4)
(c) y	 0 para a = no
(b) y = to -` + (ea -1)e - ' It; no =11e
(c) y -> 0 quando t -> 0 para a= ao
(b) y = -(cost)/t'- + 7 2 a/4t2 ; ao = 4/72
(c) y ->	 quando t	 0 para a = a()
(b) y= (e' - e + a sen 1)/sen t; no = (e - 1)/sen 1
(c) y	 1 para a = ao

27. (1, y) = (1,364312;0,820082) 	 28. yo = -1.642876
(b) y = 12 + A	 788cos2t + sen 2t - 7,3- e -fict ; y oscila em torno de 12 quando t	 oo
(c) r = 10,065778
yo = -5/2

31. yo = -16/3; y -> -oo quando t -> oo para yo = -16/3
39. Veja o Problema 2. 	 40. Veja o Problema 4.
41. Veja a Problema 6.	 42. Veja o Problema 12.

Seclio 2.2

1. 3y 2 - 2x 3 = c; y¢ 0 	 2. 3y2 - 21n11 +x 3 1 = c; x A -1.y 5.1-- 0
+ cos x = c sey 0 0; tambërn y = 0; em toda parte

3y. + y2 - X3 ± x = c;	 y 0 -3/2
2 tan 2y - 2x - sen 2x = c se cos 2y r= 0; tamb6m y = ±(2n + 1)7r/4 para todo inteiro

em toda parte
y =sen[ln lx1 + cl se x A 0 e <1;	 tambêm y = ±1

7. y2 - x 2 + 2(e - e -x ) = c; y + eY 0 0	 8. 3y + y3 - x 3 = C; em toda parte
(a) v = 1/(x2 - x - 6)	 (c) -2 < x < 3
(a) y =	 - 2x2 + 4	 (c) -1 < x < 2
(a)	 v = 12(1 - x)et - 11 10	 (c) -1,68 < x < 0,77 aproximadamente
(a) r = 2/(1 - 21n0)	 (c) 0 < B <
(a) y = -[2 Im1 + x 2 ) + 41 L2	(c) -00 < X < 00

(a) y = [3 - 2 31 +	 112	 (c) lx1 < 415.

(a) y =	 + .14x2 - 15	 (c) x >

(a) y = - i(X2 + 1)/2 	 (c) -cc <.x < 00

(a) y = 5/2 - 3X 3 - ex + 13/4	 (c) -1,4445 < x < 4,6297 aproximadamente
(a) y = -	 +	 - 8e - 8e- x 	 (c) 1x1 < 2,0794 aproximadamente
(a) y = Err - arcsen (3 cost x)1/3	 (c) Ix - 7/21 < 0.6155

(a) y = [; (arcsen	 + 1]"	 (c) -1 < < 1

y3 - 3y2 - x - x3 + 2 = 0, lx1 < 1
y3 - 4y - x3 = -1,	 1X 3 - 11 < 16/3	 ou -1.28 < x < 1,60
y= -1/(x2 /2 + 2x - 1); x= -2
y = -3/2 + ,/2.r - e + 13/4; x = In 2

25. y = -3/2 + jsen 2x + 1/4; x = 7r/4	 26. y	 tan(r 2 + 2x); x = -
(a) y	 seyo > 0;	 y = 0 seyo = 0;	 y-	 SeY0 < 0
(1)) T = 3,29527
(a) y -+ 4 ququando t -> oo	 (b) T = 2,84367
(c) 3,6622 < yo < 4,4042

x = 
c 
y + 

ad -
,

bc 
In lay + + k;	 a 0 0, ay' + b 0

a	 a-
(e) ly + 2x 1 3 IY - 2-r 1 = c	 31. (b) arctan (y/x) - In lx1 = c

32. (b) X2 -1- y2 - cx3 = 0	 33. (b) ly - x1 = cly + 3x1 5 ; tamba.1 y = x
(b) ly + -YI ly + ,1x1 2 =
(b) 2x/(x + y) + In lx + yl = c; tambem y = -x

36. (b) x/(x + y) + In 1x1 = c; tatnbem y = -x 37. (b) 1x1 3 1x2 - 5y2 1 = c
38. (b) clx13 = 1y2 x2
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Sec5o 2.3

1. t = 100In WO min Z-1' 460,5 min
	 2. Q(t) = 120y[l — exp(—t/60)]; 120y

3. Q 	 50e-0.2 (1 — e -02 ) lb 7,42 lb
Q(t) = 200 + t — [100(200) 2 /(200 + 1) 2 ] lb,	 t < 300; c = 121/125 lb/gal;
lira c	 1 lb/gal

	

6;.505io e-riso + 25 _	 2051

	

-5	 cos t + 5 ,2042 sen t(a) Q(t) =
(c) nivel = 25; amplitude = 25 2501/5002 0,24995
(c)	 130.41 s
(a) (ln 2)/r anos	 (b) 9,90 anos	 (c) 8,66%
(a) k(e" — 1)/r	 (b)	 $3930	 (c) 9,77%
k = $3086,64/ano;	 $1259,92	 10. (a) 589.034,79	 (b) $102.965,21
(a) t	 135,36 meses	 (b) $152.698.56
(a) 0,00012097 ano- I	(b) Qo exp(-0,000120970, t ern anos
(c)	 13.305 anos
P = 201.977,31 — 1977,31e 0n2n ,	 0 < t < t1 6,6745 (semanas)
(a)	 r a.- 2,9632; nilo	 (b) r = 101n 2	 6,9315
(c) r = 6,3805

15. (b)	 0,83	 16. t = In V /In min L- 6.07 min
(a) n O ) = 2000/(1 + 0,048t)' 13	(c) r	 750.77 s
(a) WO= ce-k` + To + kT I (k cos cot + cosencot)/(k 2 + w2)

9,11°F;	 r ".:4' 3,51 h
R	 k /./k2 +w2 ; r = (1/co) arctan (w/k)

19. (a) c = k + (P/r) + [co — k — (P1r)]e-"Iv: lim c = k +(Pk)

T = (V In 2)/r: T = (V In 10)/r
Superior. T = 431 anos; Michigan. T = 71.4 anus; Erie. T = 6.05 anus; Ontario. T = 17,6 anos

20. (a) 50,408 m	 (b) 5,248 s	 21. (a) 45.783 m	 ( b) 5.129 s
(a) 48,562 m	 (b) 5,194 s
(a)	 176.7 ft/s	 (b)	 1074,5 ft	 (c)	 15 ft/s	 (d) 256,6 s
(a) duldx =	 v	 (b)	 = (66/25) In 10 mi -1 :=4. 6.0788 mi
(c) r = 900/(11 In 10) s L-' 35,533 s

o

	

nt 2g	 kvo	 m

	

)	 uo	 m	 k v
(a) x,	 -- In	 1 + —	 +	 t„,	 — In 1 + —)

	

k2	 m g	 mg
26. (a) v = —(mg/k) + Ivo + (mg/k)I exp( —kt/m)	 (b) r = — gt: sim

(c) v = 0 para t > 0
27. (a) vL = 2a 2g(p —	 (b) e = 4ira3g(p — p')/3E

(a) 11,58 m/s	 (b) 13,45 m	 (c) k > 0,2394 kg/s
(a) v = Ri2g1(R + x)	 (0) 50,6 0

30. (b) x = ut cos A, y = —gt 2 12+ut sen A + h
(d) —16L 2 /(u2 cost A) + L tan A + 3 > H

	(e) 0,63 rad < A < 0,96 rad	 (f) u = 106.89 ft/s, A = 0,7954 rad
31. (a) v	 (tt cos A)e-",	 w = —g/r + (u sen A + g/r)e-"

(b) x = it cos A(1—e-")/r, y = —gt/r+ (it sen A + glr)(1— e-")/r + h
(c1) rt = 145,3 ft/s, A = 0,644 rad

32. (d) k = 2,193

Seca() 2.4

1. 0 < t < 3
	

2. 0 < t < 4
3. 7r/2 < t < 37r/2
	

4. —oo < t < —2
5. —2 < t < 2
	

6. 1 < t <
7. 2t + Sy > 0 011 2t + 5y < 0	 8. 1 2 + y2 <1
9, 1 — (2 + y2 > 0 Ou 1 — t 2 + y2 < 0, r 0, y 0

10. Em todo o piano	 11. y	 0, v A 3

12. t	 tur para n	 0, ±1, ±2 .... ;	 ye -1	 13. y = ±iy,2) — 4t 2 se Yo A 0; It1 < IYoI/2

y = [(1/yo) —	 I se yo #0;	 y = 0 se yo = 0;
o interval° 6 Iti < 1/VT se yo > 0; —oo < t < oo se yo	 0

y = Yo/12ty(+ lseyo � 0;	 y = 0 se yo = 0;
o interval° 6 —1/2y ) < t < oo se yo 00; —oo < t < cc se yo = 0
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y = ± 1, I i 111(1 + t 3 ) + yii;	 -[1 - exp(-3yZ/2)1" < t < co
y -). 3 se yo > 0: y = 0 se yo = 0; y -> -oo se yo < 0

19. y -4. 0 se yo 9; y -> co se yo > 918. y --> -oc se yo < 0; y -> 0 se yo > 0
y .- -oo se yo < y, ';',--' -0,019; caso contrario y 6 assintOtica a ,5-17

(a) Niio	 (b) Sim: faca t,,= 1/2 na Eq. (19) no texto
(c) lyl < (4/3)' 2 =-- 1,5396

22. (a) y,(1) 6 uma soluctio para t .� 2: yAt) 6 LIMa solucâo para todo t
(b) f n5o 6 continua cm (2, -1)

1	 1	 i
26. (a) y i (i) = -:

	
Y2( t ) 

= --
	 p(s)g(s)ds

	

AU)	 P0) ,,,

28. y = ±151/(2 + 5ct5 )J 1/2	 29. y = r/(k + ere')
y = ± EE / (a ± cee-2ff )JI/2

I	 7

y = ± p 0	
I

)	 2	 p(s)ds + c	 . onde WO = exp(21 sent + 2 Tt)I
to

y = 1(1 - e -2') para 0 < t < 1; y = -!;(e2 - 1)e -2 ' para t > 1

y = CI para 0 < t < 1; y = e- ''''' para t > 1

Secii() 2.5

y = 0 ë. instavel
y = -alb 6 assintoticamente estiivel.y = 0 6 instavel
y= 1 e assintoticamente estavel, v = c v = 2 sao instaveis
y= 0 6 instavel	 5. y= 0 e assintoticamente estavel

6. y = 0 6 assintoticamente estavel	 7. (c) y = [y„ (I - y„)kt]/[ I + (1 - y„)kt]
y = 1 6 semiestavel
y -1 e assintoticamente estavel,y = 0 e semiestavel.y = 1 c instavel
y = -1 e y = 1 sac) assintoticamente estaveis,y = 0 6 instavel
y= 0 e assintoticamente estavel. y= b =la 2 6 instavel
y= 2 6 assintoticamente estavel, y= 0 6 scmiestavel.y = -2 6 instavel
y 0 e y= 1 silo semiestaveis
(a) r = (1/01n 4; 55.452 anos
(b) T = (1/ r)111[0(1 - a)/(1 - /3)a}: 175.78 anos
(a) y = 0 6 instavel,y = K e assintoticamcnte estavel
(b) Convexa para 0 < y < Kle, cOncava para Kle <	 < K

17. (a) y = K exp{ [In(yo/K)]e-"I	 (b) y(2) -1' 0.7153K	 57.6 x	 kg
(c) r	 2,215 anos

18. (b) (h/a),/ kla7r; sim	 (c)	 k /a < 7ra2
19. (b k2/2g(aa)2

(c) Y = Ey2 = KE[1 - (E/r)]	 (d) Y„, = Kr/4 para E = r/2
(a) Y12 = K[1	 - (4h/ rK) j/2

(a) y= 0 6 instavel,y = 1 e assintoticamente estavel
( b) Y = Yof[Yo + (1 - yo)e't
(a) y = yoe- 13 ' (c) xo exp(-ayo/f3)(b) x = .vo exp[-ay0 (1 -	 131

(b) z = 1/[v + (1 - u)e13 '1 	 (c) 0.0927
(a,b) a = 0: v = 0 6 semiestavel.
a> 0: y= f e assintoticamente estavel e y=-	 instavel.
(a) a < 0:y = 0 6 assintoticamente estavel.

	

a > 0: y = 0 é instavel; y = jti e y =	 sit() assintoticamente estaveis.
(a) a< 0: y= 0 e assintoticamente estavel e y= a 6 instavel.
a = 0: y = 0 6 semiestavel.
a> 0: y= 0 C instavel ey=ad assintoticamente estAvel.

pq[e(q-l"' - 1]
28. (a) lim x(t) = min(p, q);	 x(t) - 	

gea(q - P) ' - p
pat

(b) lira x(t) = p: x(t)
pat +

L
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Sectio 2.6
1. x2 + 3x + — 2y = c
3. x3 — x2y + 2x + 2y3 +3y = c
5. axe + 2bxy + cy2 = k
7. c' sett y	 2y cosx = c; tambem y = 0
9. e'Y cos 2x + x2 — 3y = c

I 1 . Niio 6 exata
y = [v	 — 3x2 ]/2, Ix' < ,123-3/3

y [x — (24x3 + X2 - 8x — 16)1/2J/4,
15. 13 = 3; x2y2 + 2x3y = c
19. X2 2 In lyl — Y-2 = c; tamb6m y = 0
21. xy 2 — (y 2 — 2y + 2)eY = c

24. (t) = exp f R(t) dt, onde r = xy

26. it (x)	 ;	 y = ce + 1 +	 27. it (y) = y; xy + y cos y — sett y = c
R(y) e2Y /y; xe2  — In IA	 tambem y = 0
u(y) = seny; e sen y + y2 = c	 30. ,u(y) = y2; xs 3xy + y4 = c

31. p(x,y) = xy; x3y + 3x2 + y3 =

Seclio 2.7
(a) 1,2; 1,39; 1,571; 1,7439 (b) 1.1975: 1,38549; 1.56491; 1,73658
(c) 1.19631;1,38335;1.56200: 1,73308 (d) 1,19516; 1,38127; 1.55918; 1,72968
(a) 1.1; 1,22;	 1,364;	 1,5368 (b) 1.105: 1,23205: 1,38578; 1,57179
(c) 1,10775: 1,23873; 1,39793; 1,59144 (d) 1.1107;	 1,24591;	 1,41106;	 1,61277
(a) 1,25; 1,54; 1,878; 2.2736 (1)) 126; 1,5641; 1,92156: 2,34359
(c) 1,26551: 1.57746; 1,94586; 2,38287 (d) 1,2714; 1,59182: 1,97212; 2,42554
(a) 0.3; 0.538501; 0324821: 0,866458

0,284813; 0,513339; 0.693451; 0,831571
0.277920; 0,501813; 0.678949; 0.815302

( d) 0,271428: 0,490897; 0,665142; 0.799729
5. Converge para y	 0; Mio esta definida para y < 0	 6. Converge para y	 0: diverge para y < 0

Converge
Converge para ly(0)1 < 2,37 (aproximadamente); diverge nos out ros casos

9. Diverge	 10. Diverge
11. (a) 2,30800; 2,49006; 2,60023:2,66773; 2.70939; 2.73521

2,30167; 2,48263; 2.59352: 2.66227; 230519; 2,73209
2.29864; 2,47903; 259024; 2,65958; 2,70310: 2,73053

(c1) 2,29686; 2.47691: 2.58830; 2,65798; 2.70185; 2,72959
12.	 (a)	 1,70308: 3,06605; 2,44030; 1.77204; 1,37348; 1.11925

1,79548; 3,06051; 2,43292; 1,77807; 1,37795; 1.12191
1.84579; 3,05769; 2,42905; 1,78074;1,38017; 1,12328

(d) 1,87734; 3,05607; 2,42672; 1,78224; 1,38150: 1,12411
13. (a)	 —1,48849; —0,412339; 1.04687; 1.43176: 1,54438; 1,51971

—1,46909; —0,287883;1.05351; 1.42003: 1,53000; 1.50549
—1,45865; —0,217545;1.05715; 1,41486; 1.52334;1,49879

(d) —1,45212; —0,173376; 1,05941; 1,41197; 1,51949; 1,49490
14. (a) 0,950517; 0,687550; 0,369188; 0,145990; 0.0421429; 0.00872877

0,938298; 0,672145; 0,362640: 0.147659; 0,0454100; 0.0104931
0,932253; 0.664778; 0,359567; 0.148416; 0.0469514; 0,0113722

(d) 0,928649; 0,660463; 0 357783; 0,148848; 0,0478492; 0,0118978
(a) —0.166134; —0,410872; —0,804660;4,15867
(b) —0,174652; —0,434238; —0,889140; —3,09810
Uma estimativa razotivel para y cm t = 0,8 6 entre 5,5 e 6. I\15o e possivel obter uma estimativa confiavel
em t = 1 clos dados especificados.
Uma estimativa razoavel para y em t = 2,5 6 entre 18 e 19. Nao 6 possivel obter uma estimativa

em t = 3 dos dados especificados.
(b) 2,37 < ao < 2,38	 19. (b) 0.67 < ao < 0,68

2. Niio é exata
4. x2y2 + 2xy = c
6. Nilo 6 exata
8. Não 6 exata

10. y In x + 3x2 — 2y = c
12. X2 + y2 = c

x > 0.9846
16. b = 1: ezv + = c
20. e sen y + 2y cos x = c
22. x2 ex sen y = c

25. i.t(x) = e3.'; (3x2y + y3 )e3i = C
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Secáo 2.8

1. dulds = (s + 1) 2	 (u) + 2) 2 ,	 w(0) = 0	 2. dulds = 1 - (u) +3) 3 ,	 w(0) = 0
2k lk

( a ) 0,i(1) =(c)	 C(/) = e2' - 1

	

k=1	 •

	

"	 (-1)ktk

k!
(a) 0„(t) - E 	 	 (c)	 _1

k =1

(a ) C(t) =	 (-1) k +i (k+1 /(k	 1)!2"	 (c)	 11(11 n-c (Mt) =	 + 2t - 4E
k=1

tn+i

(a) .0„(t) = t
(n + 1)!	

0,(c)	 lim„_, „(t) = t

t2k	 13k-1

7. ( a ) (P„(t) = E 	

	

k -1	
1 . 3 . 5 . • • (2k - 1)	

8. (a) c),(t) =	 E 	
k=i 

2 . 5 8 ... (3k - 1)

	

t3	 t 3	 (2	 t3	 (7	 21 11 ( 15
(a) ol (t) = 3; O2(t) 

= S + 7 .	 03(i) = 3 	 7 . 9 + 3 . 7 9 • 11 + (7 . 9) 2 • 15
t4	 14	 31	 3110	

(
13

(a) 0 1 (0 =	 02 0) = t -01 ( )
4	 •	 1 " =

	
4 + 4 • 7	 16. 10 4- 64 . 13

-1

	11. (a) 01 (0 = t.	 02(t ) = t - 
t

+	 -	 + 0(t8),

7t 5	 14/6
-	 +	 -I- 007).

5!	 6!

3116
- 00)

6!

	

t 2	 1 3	 t 4	ts	t°
02 (t) = - I - 

2
- + 

6
- -F	

54	 24
- - -	 	 + 0(t7),

	

t 1	t4	 3/ 5 	4t6

	

03(1) = -
2
	 -

12	 20	 45
- -	 -	 0(17),

	

t 2	t4	 7t5
04 (0 = -t - -

2 
+ -

8
 - 

60 
+ -

15 
+ 0(17)

Seciio 2.9

y„ = (- (0,9)"yo; yn	 0 quandon -> co
= yo/(n + 1):	 y„ -+ 0 quando	 co

y„ = yo,/(n + 2)(n + 1)/2;	 y„	 pc, quando n

y„ 	 Y°'	 se n= 4kou n= 4k-1:

	

-yo,	 se 11 = 4k - 2 ou n = 4k - 3;
y„ nao tem limite quando n	 co
y„ = (0,5)" (y0 - 12) + 12;	 y„	 12 quando n
y,, = (-1)"(0.5)"(yo - 4) + 4;	 y„ -> 4 quando n

7. 7,25%	 S. $2283.63
$258,14
(a) $804,62	 (b) $877,57	 (c) $1028,61
30 anos: $804,62/rnès;	 $289.663,20 total	 20 anos: S899,73/mês;
$215.935,20 total
$103.624,62	 13. 9,73%

16. (b) u„	 -co quando n	 co
19. (a) 4,7263	 (b) 1,223%,	 (c) 3,5643	 (e) 3,5699

Probleinas Variados
1. y = (c/x2 ) + (x3/5)
3. x2 + xy - 3y - y3 = 0
5. x2y + xy2 + = c

7. x4 + x - y2 - y3 = c
9. x2y + x + y2 = c

2. 2y+cosy -x- senx=c
4. y = -3 + cex-'
6. y =	 (1 - el-x)
8. y =	 + cos 2 - cos x)/x2

10. x+	 + x -I + y -21n = c; tambt3rn y = 0

t 2 t3 t
03(0 = t - 2!

 +
3!

 +

,t- 3t -7t'
04	 = t - -

2!
-
3!

-

t3
12. (a) 0 1 0) = -t - t- -
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23. v	
3t

= - + C
• 

25. (x'-/y) + arctan(1y/x) = c
27. (x2 + y2 + OCT' = c
29. arctan(y/x) - In NA2 + y2 = c

31. x3y2 + xy3 = -4

(a) y = t + (c - 0 - 1
(c) y =sent + (c cos t -	 sen t) - '
(a) v' - [x(t)+ b]v

(b) u = [b f 12(t) dt + c]/ µ(t),	 (I) = exp[-(at 2 /2) - bt)

36. v =	 + c2 + In t	 37. y = In t + c2 +1
y = (1/k) In 1(k - t)/(k +1)1+ c2 se c, =	 > 0;	 v = (2/k) arctan(t/k) + c2 se

-k2 <	 y =	 + c2 se c, = 0;	 tambem v c
y = ±1., (t - 2c1)0 C/	 c2 ; tamhem y = c	 Stigestrio: /1(v) =	 um (ator integrante.
y	 + c2 - to-'
c 	 = c i f - In 11 + c l t I + c2 se 5,-L 0; y = ;t 2 + c, se c, = 0; tambem y = c

42. y- = c,	 +	 43. y = sen(/ + c2 ) = sen t + k, cost

44. 1.13 - 2c l y + c2 = 2t; tambem y = c	 45. t + c, =	 (y - 2c1)(Y co1/2

46. ylnlyl - y + c i y + t = c2 ; tambern y = c	 47. e = ( t + c2) 2 + c1
48. y =	 + 1)312 - 1	 49. y = 2(1 - 0-2

y = 3 In t - In(t 2 + I) - 5 arctan t + 2 + ; In 2 +
y=;t2 + 2.

CAPITULO 3 Secao 3.1

1. y = c i e + c2 e -3'	 2. y = c l e - ' + c2e-2:
3. v = c i et/2 + c2 e- ' 13	 4. y = c l e` 12 + c2e'
5. y = c l + c2 e -5'	 6. y = c l e302 + c2 e-31 i 2

y = c 1 exp[(9 + 3.J)t/2] + c2 exp[(9 - 31-5-)t/2]
y = c 1 expR 1 + 0)(1+ c2 expl(l - 173)t]	 9. y = e': y -> oo quando t -> co

10. y = ;-e- ' - 1 e - 3; y -> 0 quando t -> cc	 11. v = 12e0 - 8e02 ; y -> - cc quando t -> 00
y = -1 - e- 3 ';	 y -> - 1 quando t -> cc
y = A (13 + 5..ii) expR -5 + ../13)t/21+ A ( 13 - 5../i3) exp[( -5 - i13)t/2]; y -> 0 quando

DO

y =	 33) exp[(-1 +	 - (2/./3) exp[(-1 - N/33)//4]; y	 quando t -> co
y =	 y -> co quando t -> oo
y = 10+20 + ;6,-(r+2)/2; y -> -oo quando t -> cc
y" + y' - 6y = 0	 18. 2y" + 5y' + 2y = ()
y = et + e-1 : o minim°	 y = 1 em t = 1n 2
y = -e' + 3e02 ; o maxim° e y = a ern t = 1n(9/4), y = Deny = 1n 9

21. a = -2	 224 = - 1

y -> 0 para a < 0:y torna-se iliniitado para a > 1
y	 0 para a < 1: nao existe a tal que todas as solucOes nao nulas se tornam ilimitadas
(a) y = 15- (I + 21:3)e -2t + 1(4 - 2/3)e(i2.
(b)	 0,71548 quando t = s In 6 "=- 0,71670 (c)	 = 2
(a) y	 (6 + t3)e-2` - (4 + /3) e -"

t,,, = In[(12 + 3/0/(12 + 2/3)1,	 y„, = + 0)3 /(4 )4)2

p = 6(1 +	 L- 16,3923	 (d) t„, -> In(3/2), y,,, -> oo
(a)y = d/c (b) aY" +bY' + cY 0
(a) b > 0 e 0 < c < b2 /4a	 (b)c < 0 (c) b < 0 c 0 <c < b2/4a

11. (x3 /3) + xy + = c
13. y = tan(.r + x2 + c)
15. y = c/cosh2(x/2)

17. y = ce3x - e2"

19. 2xy + xy3 - = c
21. 2xy2 + 3x2y - 4x + y3 = c

e2t

12. y = ce' + e- `	 +
14. x2 + 2xy + 2y2 = 34
16. e -x cosy + e2Y sen	 = c

x
18. y = e -2" f e'

,
 cis +

20. e + CY =C

22. y3 + 3y - x3 + 3x = 2

24. sen ysen2 x = c

26. CYR + In 1x1 c

28. x3 + x2y = c
30. (y2 /x3) + (y/x2 ) = c

1
32. - = -x f

S
 ds + 2

Y 
(b) y = r' + 2t(c - (2)-I
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Seca() 3.2

1.	 2. 1
3. e -4 (	 4. x2ex

5. -e21	 6. 0
7. 0 < t < oc	 8. -oc < t < 1
9. 0 < t < 4	 10. 0 < t < oc

11. 0 < x < 3	 12. 2 < x < 3:r/2
14. A equacao é nao linear. 	 15. A equacao é nao homogénea.
16. Nao	 17. 31e 2: +ce2'
18. te` + ct	 19. 51,1/(f ,g)

-4(t cost - sent)
v3 e y, formam urn conjunto fundamental de solucties se e somente se a,b 2 - a,b, � 0.

-2	 Iy i (t) =	 ie'	 y 2 (t) =	 t + jet

v1(t) = -1e -311-1) +	 Y2(t) = - .12	 -r - e4-3"-1) ' 1	 -11-1)

24. Sim	 25. Sim
26. Sim	 27. Sim

(b) Sim. (c) iy,(t).y.,(t)] e [y,(t),y,(t)] sac) con juntos fundamentais de solucOes; ry2(t),y3(1)] e b74(t),y,(t)]
nao sao
ct 2 e'	 30. c cost

31. c/x	 32. c/(1 - x2)
34. 2/25	 35. 3	 "=- 4.946
36. p(t) = 0 para todo t
40. Se t„ for urn porno de inllexao e se y = 5(t) for tuna solucao, entao. da equacao di ferencial, p(t,,)(p' (to) +

(1(t())0((„) = 0.

Sim. y = cie-•212I	
c'2 dt + c2e 0/2

xu

Nao
'	 (I)	 , ,	 *	 1	 cos x	 ,

Sim. y =  I	
L
c; f 1.1- at m cl	 it (X) = exp [- j (-

v
 + -) ad

12(x)	 tAo	 	 x-
Sim. y = c l x -1 + c2x	 47. .r 2 u" + 3.r Et' + ( 1 +x 2 - v 2 ) 1. = 0

48. (I - x2 )p" - 2x/1' + a(a + 1)/./ = 0	 49. /1" - xu. = 0
51. As equacOes de Legendre e de Airy sao autoadjuntas.

Sec:10 3.3
1. e cos 2 + ie sen 2	 -1,1312 + 2,4717i	 2. e2 cos 3 - ie 2 sen 3 -.4_ -7,3151 - 1,0427i

-1
e2 cos(g /2) - ie2 sen( g/2)	 -e2 i	 -7,38911
2 cos(In 2) - 2isen (In 2)	 1,5385 - 1,27791
r l cos(2In>r)+ i;r -t sen (2 In ir)	 -0.20957 + 0.239591

7. = clet cos t + c2 e`sent	 8. y = c l ef cos	 + c2 esen	 t
9. y = c l e21 + c2 C4'	 10. y = c l e' cos t + c2 e -i sen t

11. y = c l e -31 cos 2t + c2 e -3r sen 2t	 12. y = c 1 cos(3t/2) + c2sen(3t/2)
13. y =	 cos(t/2) + c2 e- ' son (02)	 14. y = c i e(13 + c2e-403
15. y = c l e -112 cos t + c2e'a sent	 16. y =	 cos(3t/2) + c2e-2rsen(3t/2)
17. y = sen 2t; oscilacáo regular

y = e 2r cost	 2e -21 sen t; oscilacao decrescente
y = -e'-'T/ 2 sen 2t; oscilacao crescente
y = (1 + 20) cos t - (2 - 0) sen t;	 oscilacao regular
y = 3e-'12 cos t + ;e- '' 22 sen t;	 oscilacao decrescente
y = ../e-(1-7`14) cos t +	 e - ( 1-7/4 'sen t;	 oscilacao decrescente
(a) u = 2e1/6 cos(if t/6) - (2/03)e06 sen ( fn t/6)
(b) t = 10,7598

24. (a) u = 2e -1/5 cos(/34 t/5) + (7/ .01-1)e -"s sen (04' t/5)
(b) T = 14,5115

25. (a) y =2e- ' cos ../5 t + [(a + 2)/A c' sen ./3 t	 (b) a = 1,50878

	

(c) t = (7r - arctanI20/(2 + a)))/,/3	 (d)
26. (a) y = e' cos t + ae-ai sen t	 (b) T = 1,8763

(c) a = a, T = 7,4284;	 a = 2, T = 4,3003;	 a = 2, T = 1,5116

L._
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36. y = c 1 t -1 + c2t-2
38. y = c i t6 + c,t-1
40. y = cl t cos(2 In t) + c2 1 sen (2 In t)
42. y = c i t -3 cos(In t) + c2 t -3 sen (In t)

35. y = c 1 cos(In t) + c2sen(Int)
37. y = c 1 t -1 cos(; In t) + ot -1 sen (; In t)
39. y = c i t 2 + c,t3
41. y = c i t + c2t-3

Sim, y = c i cos x + c2 sell x, x= f e-'212 dr

Niio
46. Sim. y = c l e-'214 cos(ij t 2 i4) + c2 e-'214 sen (i3 t2/4)

Seciio 3.4
2. y =	 + c2 te- ' 31. y = c l e + c2te
4. y = ci e -3" + c2 te -3"3. r = c i e- ` 12 + c2e3'I2
6. y = c l e 3' + c2 te3'5. y c i e cos 3t + c2 esen 3t

7. y = c i e-0 + c2 e -11	 8. y = c l e-3r;4 c2te-3'''
10. y = Cl/2 cos(t/2) + c2 e-ti2 sen (t/2)9. y = c l e2'15 + c2te2t/5

y = 2e20 - 3le2r/3 , y	 -co quando t	 oo
y = 2te31 , y	 co quando t	 oo
y = -e -113 cos 3t + 9e-ti3 sen 3t, y -› 0 quando t --> 00
y = 7e -20' 1 ' + 5te-2('+'),	 y	 0 quando t -› co

15. (a) y = e-3'I2 - te -3(/2	 (b) t = -25
to = 16/15,	 yo =	 -1- -0,33649
y =	 (b + 4)te -302 ;	 h = -;

16. y = 2e02 + (b - 1)tel2-; b= I
17. (a) y = e-'12 + ite-'I2	 (b) t it = 5, ym = 5e- 3.5	 2.24664

y = P -4I2	 (b + 1)te-t/2
1M! = 4b/(1 + 2b) -4 . 2 quando b -+ co; y m = (1 + 2b) exp[ -2b/(1 + 2b)] 00

quando b -> co
18. (a) Y = ae-21/3 -F (ia - 1)te-2'13
23. y2 (t) = t3
25. y2 (t) = t- I In r
27. y2 (x) = cosx2
29. y2 (x) = x' 'e-2`ii

Y
32. y = c l e-' ,2x:'	 ease/2 ds + c2 e -ix2/2f

o
34. y2 (t) = t- 1 In t
36. y2 (x) = x
39. (b) Yo + (a/ b))/0
42. y = c i t -1/2 + c2 t -112 In t
44. y = c i t -1 + c2 t-- 1 In t
46. V = c, t -2 cos(3 In t) + c2 t -2 sen (3 In I)

( b) a =
24. y2 (t) = t•-2
26. y2 (t) = re'
28. y2 (x) = x
30. y2 (x) = x -1/2 cos .v

33. y2 (t) = y i (t) f yi-2 (s) exp [- f p(r) d rids
(0

35. y2 (t) = cos t-
37. y2 (x) = x -112 cos x
41. y = c,t2 + c2 t2 In t
43. y = c i t + C4512
45. y = c, 1 3/2	 C2t3/2 In r

Secao 3.5
y = c l e3( +c2 e- ' - e2r

y = c l e- ' cos 2t + c2 e -t sen 2t +sen 2t - 11 cos 2t
3. y = c i e3' + c2 e -' +	 +	 4. y = c 1 + c,e-2' + t - sen 2t - cos 2t

y = ci cos 3t + c2 sen 3t +	 (9t2 - 6t + 1)e3` +
y =	 + c2 te - ' + t2e-'
y = c i e-1 + c2 e-'/2 +12 - 6t + 14- sen t - cos t
y ci cos t + c2 sen t - It cos 2t - 	 sen 2t
u = c l cos wot + c2 sen coot + (4 - (02 ) -1 cos Cot
u = c i cos wot + c2 sen coot + (1/2w0 )t sen coot
y =	 cos(il3 t/2) + c,e ' I2 sen (../T3 t/2) +b e' -
y = Cie-1 

c.2e2t	 +	 13. y = et - l e -2r	 t -
414. y	 L' cos 2t + 14 2 - 1	 SC	 15. y = 4te - 3e + r 3 ei + 4

16. y =	 +	 - 	- re
,
-'	 17. y =- 2 cos 2t - 18- sen 2t - it cos 2t

y = e-' cos 2t +	 sen 2t + te-' sen 2t
(a) Y (t) = t(A 0 t4 + A IP A2I2 4131 -1- A 4) + t (B0 t2 -1- Bit	 B2)e-3'
+ D sen 3t + E cos 3t
(b) Ao = 2/15, A 1 = -2/9, A, = 8/27, A3 = -8/27, 11 4 = 16/81. BO = -1/9.
B 1 = -1/9, B2 = -2/27, D -1/18, E = -1/18
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(a) Y (t) = Aot + A 1 + t(Bot + BO sen t + r(Dor + D i ) cos r
(b) Ao = 1, A l = 0, Bo = 0, B 1 = 1/4, Do = -1/4, D 1 = 0
(a) Y(t) = el (A cos 2t + B sen 2t) + (Dot + D I )e2  sen I + (Eot + E l )e2' cos t
(b) A = - 1 /20. B = -3/20, Do = -3/2, D I = -5, Eo = 3/2, E1 = 1/2
(a) Y(t) = Ae- ' + t(Bot2 + B 1 t + B2 )e- ' cost + t(Dot2 + D I t + D2 )e- ' sen t
(b) A = 3, Bo = -2/3, B 1 = 0, B2 = 1, Do = 0, Di = 1, D2 = 1
(a) Y(t) = Aot2 + A l t + A2 + t 2 (Bot + B1)e2i + (Dot + D 1 ) sen 2t + (Eot + E I ) cos 2t
(b) Ao = 1/2, A l = 1, A2 = 3/4, Bo = 2/3. B 1 = 0, Do = 0, D I = -1/16.
E0 = 1/8, E1 = 1/16
(a) Y(t) = t (Aot 2 + At + A 2 ) sen 2t + t(B0t2 + B 1 t + B2 ) cos 2t
(b) Ao = 0, A 1 = 13/16, A2 = 714, Bo = -1/12, B I = 0, B2 = 13/32
(a) Y(t) = (Aor 2 + A l t + A 2 )e sen 2t + (80 1 2 + B i t + B2 )et cos 2t +
e-' (D cos t + E sen t) + Fe
(b) Ao = 1/52, A l = 10/169, A2 = -1233/35.152, Bo = -5/52. 8: = 73/676,
B2 = -4105/35.152. D = -3/2, E = 3/2, F = 2/3
(a) Y(t) = t(Aot - AOC' cos 2t + t (Bot + B i )e - ' sen 2t + (Dot + D; )e -2r cos t +
(Eot + E 1 )e- 2' sen r
(b) Ao = 0, A l = 3/16, Bo = 3/8, B 1 = 0, Do = -2/5, D 1 = -7/25. E0 = 1/5,
E l = 1/25
(b) to =	 + (-le

28. y = c 1 cos At + c, sen At + E ta„,/(A2 — m272 )1 sen mar t
rn.I

I	 t.	 0 < t < 7
29 " Y = 1 -(1 + 7/2) sen t - (7/2) cos t + (7/2)e',	 t > 7
30. y = I	 1 - e-•-: sen 2t - 1e - ' cos 2t,	 0 < t < 7/2

Seca° 3.6
1. Y(t) =	 2. Y (r) =
3. Y (r) = ,1r 2 e -g	 4. Y(t) = 2r2e12

y = C I cos t + c2 sen t - (cost)t) In(tan t + sect)
y = c i cos 3t + c2 sen3t + (sen 3t) In(tan 3t + sec 3t) —

7 . y = c	 +	 - e- 2' In t
y = c 1 cos 2t c2 sen 2t + (sen2r) In sen 2t - it cos 2t
y = c i cos(t/2) + c: sen (t/2) + t sen (02) + 2[In cos(t/2) I cos(t/2)

10. y =	 + c2 te -	 et In(1 + t 2 ) +	 arctan r

= c l e2' + c,e3' + f [e31-s) - e2(`-s)]g(s)ds

Y= c 1 cos 2t + c2 sen 2t + f I sen 2(t - s)1g(s) ds

13. Y(t) = ; + f 2 In t	 14. Y(t) = -2/ 2
15. Y(t) = 1(t - 1)e2t	16. Y(t) = -2(2t - 1)e-1
17. Y(.v) = 1. x2 (In .0 3	18. Y(x) = - ix112 cos x

19. Y(x) = f (A:1et- r)--ffei' g(r) ell	 20. Y(x) = X -1/2 f t -3/2 sen(x - t)g(t) di
(

(b) y= yo cos t + y', sen t +	 sen (t - s)g(s)ds
to
f
i( 	 .

y = (6 - a) I f [e'''') - ea('-')]g(s) ds	 25. y = it -1 14 e(` -'5) sen µ(t - s)g(s)ds
to	 fii

i
29. y = c i t + c2 t2 + 41 2 In t26. y= f (t - s)eau ' 3 g(s) dsf

y = c 1 t -I + C2r5 + i4i	 31. y = c 1 (1 + t) + c2 e + 1 (t - 1)0
32. y = c1 e` + c2 1 - ;(2r - 1)e-`

-1(1 +	 2 )e - ' cos 2t - (1 + e `12 )e - ' sen 2t ,	 t > 7/2
Niio	 34. y	 + c2 e -` -

11.

12.
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Seca() 3.7
It = 5 cos(2t - 6).	 S = arctan(4/3)	 0,9273
u = 2 cos(t - 27r/3)
u = 2./3 cos(3t - S), S = -aretan(1/2)	 -0,4636
u	 siff cos(7rt - 6). S = n + arctan(3/2)	 4,1244
u	 cos 8t ft, t ern s:	 = 8 rad/s,	 T = 7r/4 s, R = 1/4 ft

u	 ; sen 141 cm. t ems:	 t = 7r/14 s

u = (1/44) sen (841) -	 cos(84 t) ft, t em s; w = 8f rad/s,

T = 7144 s, R = V11 288 L'" 0.1954 ft,	 S = 7r - arctan(3/Nif) 2.0113
Q = 10 -6 cos 20001 C, t em s
u = e -10'[2 cos(lig t) + (51.A) sen(4.A 01 cm, tem s;
tt = 4 f rad/s. T, = r 2"6- s, T,/T = 7/2.A -='" 1,4289, r :1=_, 0,4045 s
u	 (1/8,/31)e-2: sen (2	 t) ft. terns;	 t = 7r. /2./31 s	 1" :=-= 1.5927 s
ttl' 0,057198e-m5' cos(3.87008 t - 0,50709) m, t ern s;	 = 3.87008 rad/s,
ttlak, = 3,87008/ ./175- 0.99925

Q = 10-6 (2e-5mr - 6.-1°°c ') C; t em s
13. y = .	 = 1.4907

r = ,M 2 + B 2 , r cos 6 = B. rsen 9 = -A;	 R = r; S = 0 +(4tt + 1)7/2,
= 0,1,2, ...

y = 8 lb•s/ft	 18. R = 103 C2

20. vo < --ytt0/2m	 22. 2n/ 31

23. y = 5 lb . s/ft	 24. k = 6, r = ±2,is
25. (a)	 r	 41,715	 (d) 	 1.73,	 min r	 4,87

(e) r = (2/y) In(400/, 4 - y2)

26. (a) 11(t) =	 [110,4km - y 2 cos At + (2mvo + ytto)sen 11 I] /V 41:11? - y-

(b)	 =4m(ku,i+ yuor, + Ittu,)1( 411n - y2)

plu" + pogu = 0,	 T = 27 3pll pog

(a) u = f sen f t	 (e) horario
(a) = (16/J23)c" sen(11727 t/8)	 (c)
(b) u =	 cos( N klzt) - b v611-17: sen( 17fiTI )

32. (b) u = sen t, A	 1. T = 27	 (c) A	 0,98, 7' = 6.07
(d) E = 0,2, A = 0.96. T = 5,90:	 E = 0,3, A = 0,94. T = 5.74

	

(f) e = -0,1, A = 1.03. T = 6,55;	 E = -0,2, A = 1.06, 7' = 6.90: E = -0.3,
A	 1,11,T =7,41

Seca() 3.8
1. -2 sen 8t sett t	 2. 2 sen(t/2) cos(13t/2)
3. 2 cos(37rt/2) cos(nt/2) 	 4. 2 sen (7t/2) cos(t/2)

u" + 256u = 16 cos 3t.	 u(0) = b,	 11'(0) = 0, it em ft. t em s
it" + lOu' + 98u = 2 sen (r/2), u(0) = 0,	 u'(0) = 0,03, u Cm in, t em s
(a) u	 cos 16t +	 cos 3t	 (c) w = 16 rad/s

(a) u = 153!281[160e75' cos(	 73 t) +	 e"-` sen	 t) - 160 cos(t/2) +

3128 sen(t/2)]
(b) Os dots primeiros termos sao transientes. 	 (d) co= 4./3- rad/s
rt = f="1-

 
(cos 7t	 '4258 sencos 8t) =	 sen (t/2) sen (1502) ft, I erns45

It= (cos 8t + sen 8t - 8t cos 80/4 ft, t em s;	 1/8, 7r/8, 7r/4, 37r/8 s
(a)	 (30 cos 2t + sen 2t) ft, t em s	 (b) m = 4 slugs'

u = (12/6) cos(3t - 37/4) nt, tent s
Fo(t - sett 0,	 0 < t <

15. 11 =	 Fo[(27r - t) - 3 sett tj, 	 n < < 27r
-4F0 sen t,	 27r < t < oo

' A palavra slug signitica Iesnza. mas, neste context°, ë 111113 unidade de massa no sistema ing1C's: é uma massa que acelera
1 pc por segundo ao quadrado quando sob a acao do uma forca de 1 libra: 1 slug= 14.5939 kg. (N.T.)
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10-6(e-4"' -	 + 3) C, t ems,	 Q(0,001)	 1,5468 x 10-6;
Q(0.01)	 2,9998 x 10 -6 :	 Q(t) -* 3 x 10-6 quando t	 00

(a) u = [32(2 - (02 ) cos wt	 80)sen wt]/(64 - 63w2 + 16w4)
(b) A = 8/,./64 - 63(02 + 16w4	(d) w = 3./14/8	 1,4031, A = 64/ ,,/127 I" 5.6791
(a) a = 3(cos t - cos wt )1 (w 2 - 1)
(a) tt = [(co2 + 2) cos t - 3 cos cot]1(w2 - 1) + sen t

CAPITUL 0 4	 Seciio 4.1

21. -oo < t < co	 . t > 0 ou t < 0
3. t > 1, ou < t < 1. ou t < 0	 4. t > 0

, -37/2 < x < -7/2.	 -7/2 < x < 1.	 1 < x < 7/2, r/2 < x < 37/2....
-oo < x < -2.	 -2 < x < 2. 2 < x <
Linearmente independente
Linearmente dependente:f, (t) + 3f.(t)- 2f,(t) = 0
Linearmente dependente: 2f,(t) + 13f2(t) - 3f,(t) - 7 f,(t) = 0
Linearmente independente 	 11. 1

12. 1	 13. -6e-2'
14. e -2(	 15.	 6x
16. 6/x	 17. sen2 t = 10 (5) - z cos 2t
19. (a) ao[n(n - 1)(n - 2) • • 11+ a l Inut - 1) • • • 2]t +	 • • + a,,t"

(aor" +a1rr.- • •	 a,,)e'r
e'	 ,e2'	 sim.	 e` e' e2 '	 )	 0, -cc < t < co

21. W(t) = ce -2 '	 22. W(t) =
23. W(t) = c / t 2	 24. W(t) = •/t
27. y = ()el + c2 t + este' 28. y = c I t- + c,t 3 + c3 (1 +1)

Seciio 4.2
1 . f esi(:r14)+2.1

3. 3ei(T V2m.7)	 4.	 erli3T1214.2nrri

5. 2eilIIIN/61+2rill
	 6.	 ,,./ed(sx/4,1 4 2/44:T/

7. 1.	 1 (-1 +	 1,( -1 -	 8. 2 1 r4 e -Mi/S , 21/4eri/8

9. 1,	 -1. -i	 (./73 +	 - (./.7; + i) I Ni:5:

11. y =	 + c2 re' +	 y = c 1 e' + c2 ie' + c3t2e'
13. y = c l er + c,e2' +	 14. y = c 1 + (7,1 + c 3 e2z + c,te2'
15. y =	 1 cos t +	 sen t + e " = (c3 cos	 t +	 sen	 + e -15112 (cs cos !7 t + ct, sen t)

y = c, e: +	 + c3 e2' + c4e2'
y = c 1 ei + c2 te' + c3t : e' + c4 e - ' +	 + c6r2e-'
y = c i + c2 t + c 3 e' + c4 e -: + c5 cos t + c8 sen t
y = c + c2 e' + c3 e2r - c, cos t + (75 sen t

20. y = c1 + c2 e2' +	 (c3 cos 0 t + c4 sen	 t)
y = e'[(c t + c2 t) cos t + (c3 + c,t) sen II + c`[(cs + ca) cos t + (c7 + c8t)sen ti
y = (c 1 + c2 t) cos t + (c; + cot) sen t	 23. y = c l e f + c2e(2+`f ± c3e(2-.3),

24. y =	 + C2e(-2+,	 c3e(-2- 32)(

y =	 /2 + c2 e -" 3 cos(t/0) + c3 c -r:3 sen (t/O)
y = c 1 e3' + cze- 2: +	 + c4e(3-A`
y = c I C° + c2 e- ' 14	 c3 e - ' cos 2t + c4e - ' sen 2t
y = c l e - ' cos t + c2 e -: sen t + c3c2' cos(0 t) + c4 e-21 sen	 t)

29. y = 2 -2 cos t + sen t	 30.	 y = :15	 sen(t/./2) - es/12 sen (t1 N/2)
31. y = 2t - 3	 32. y = 2 cos t - sen t
33. y =	 le' - 	-	 -	 e--z/ 2	34. y =	 + P,e'12 cos t + e1/2 sen t

y	 8 - 18e-'13 + 8e-r2
170-	 ,

y = 2i;	 cos t -	 sen t -	 COS(	
39

+ 	 	 sen(f t)

y =	 (cosh t - cos t) +	 (senh r - sen t)
(a) W(1) = c, uma constante (b) W(t) = -8 	 (c) W(t) = 4

39. (b) a t = c i cos t + c2 sen t+c3 cos .16 t+c4 sen f t
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Sec5° 4.3
I. y e ' er + c2 tel + c3 e-' + Ite" + 3

y c l e` + c2 e-' + c3 cos t + c4 sen t - 3t -	 sen t

y =	 + C2 COS t + C3 SCI1 t	 + 4(t - 1)
y = c i + c2 e' + c3e" + cos t
y = + c2 t + c3 e-2( + c4e2i _ 3e'- t4

y = c, cos t + c2 sen t + c3 t cos t c4 t sen	 + 3 + ycos2t

y = + c2 t + c3 1 2 + c4e - ' + e' 12 [c5 cos(0 t/2) + c6 sen(0 t/2)] + .; t4
y = + c2 t + c3 t 2 + c4e' + sen 2t + 16 cos 2t
y =	 cos 2t) +

10. y = ( 1 - 4) cos t -(Zt+ 4) sen t + 3t + 4
I1. y = I + 1(t 2 + 3t) - tei

49
)y = - I cos t - sen t +	 +	 + e3' N cos 2t - 1. sen 2t

Y(t) = t(A0t3 -F A l t2 + A2t + A 3 ) + Bt2e'
Y(t)= t(Aot + AOC' + B cos t + C sen t
Y(t) = At 2 er + B cos t + Csen t

16. Y(t) = At'- + (But + B I )e' + t(C cos 2t + D sen 2t)
I 7 . Y (t) = t(Aot2 + A l t + A 2 ) + (Bot + B t ) cos	 + (Cot + C I ) sent

Y(t) = Ae` + (Bot +	 + te' (C cos t + Dsen t)
ko = a0,	 k„ = aoa" +	 + • • • + a„_ l a + an

Seciio 4.4

y = + c2 cost + c3 sen t - In cos t - (sen t) In(sec t + tan 1)

y = c, + c2 el + c3e-' - 1; 1 2	 3. y = c i e! + c,e" + c 3 e2' +
y = + c2 cos t c3 sen t + In(sec t + tan t) - t cos t + (sent) In cos t
y = c l ef	c2 cos t + c3 sen t- 1, e-' cos
y= c 1 cos t + c2 sen t + c3 t cos t + c4 t sen t - ll t2 sen t
y c i e' + c2 cos t + sen t - (cos t) In cos t + (sen t) In cos t -	 cos t

- 2t sen t + -I e l
2 / Coss I ds

8. y = +	 c3e-r - In sen t + In(cos t + 1) + f (e' 1 sen s) els-

17.

+ le" f (e'/ sen s) ds

c l = 0, c2 = 2, c3 = 1 em resposta ao Problema 4
c 1 = 2, c, =	 c3 =	 c4 = em resposta ao Problema 6
c 1 = Z. c, = Z, C3 =	 , to = 0 em resposta ao Problema 7
c, = 3, c2 = 0, c3 = -e ra , to = :112 em resposta ao Problema 8
Y(x) =...r4/15

Y(t)	 [e" - sen (t - s) - cos(t - s)]g(s) ds
• (I)

Y(t) =	 f senh (t - s) - sen (t - s)]g(s) ds
to

Y(t)	 f e(-" (t - s) 2g(s)ds; Y(t) = -tet In 111

Y(x) = z f [(x / t 2 ) - 2(x2 /t3 ) + (x3 It4 ) ] ,g(t) dr
xo

CAPITULO 5	 Seca() 5.1
1. p= 1
3. p = oo
5. p= i
7. p = 3

f_ltx2n+1

9. E "	

	

(2n + I)!	 P = 00
n.0

2. p = 2
4. p= 2

6. p = 1
8. p = e

10. E; , 	=!'n=o 
n
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11. 1+ (x - 1), p = 0o
oc

13. Ec_i>"÷i 	 1)"	 p = 1
n=1
ti

15. Ex", p = 1

n=0

12. 1 - 2(x + 1) + (x + 1) 2 , p = oo

14. E(-0"x", p = 1

n.0

16. E(-1)"+ 1 (, _ 2)", p =1
n=0

= 1+22x +3 2x2 +42x3±... _ 	 02xn

y" = 22 + 32 •2x + 42 • 3x2 + 5 2 • 4x3 + • • + (n + 2) 2 (n 1)x" + • • •

y' = a l + 2a,x + 3a 3x2 + 4a4x3 + • • • + (n + 1)a„.,.ix" + • • •

= Ena„x"- 1 = E(n +1)a,:xn
n= I	 n.0

y" =2a, +6a3x	 12a4x2 + 20a5x3 + • • • + (n +2)(n +1)an+,e + • • •
oc

n(n - 1)a„x" -2 = E(n -2)(n +1)a„_:an
n -2	 n =0

ti

E21. E(n + 2)(n + 1)a,,.,2x"	 22.	 a„-- 2x"
n=0	 n=2

23. E(n + 1)anx"	 24. E [(n + 2)(n +1)an+2 - n(n - 1)a„
n=0 n=0

25. E [(n + 2)(n + 1)(4,1.2 + ?lad?	 26. a l + E	 +1)an.1. 1 + a„ - 1 ]•r"
n=0	 n=1

27.	 [(n +1)fla„ 4. 1 + a„ Ix"	 28. a„ = (-2)"aoln!, n = 1,2 	 • a0e-2'

n=0

Seciio 5.2
I. (a) a„ +2 = a„/(n + 2)(n + 1)

x2 	 x4	 x6	 xx:n
(b,d)	 (x) = 1 +	 +	 +	 • • • = E

(211)1n=U
x3 	x•

) . 2 (x) = x + 
3!
- + 

51
- + 

71
- +	 = E (2n 4. 1)! = senh

5	 x 7	 Y2"4-I

2. (a) (4.4-2 =	 + 2)
x2 .r6	 x 

2n
(b.d) y	 = 1 + - +	 +	

=
2	 2	 4	 2 . 4 • 6	 z+' 2nn1n=o

x 3 2nn!x?"÷
Yz(x) =	 -3- +	 + 3	 5. 7	 (2n +1)!

3. (a) (n + 2 )a,,f2 - an+1 - a„ = 0
(b) .Y1(0 =1 + .12. (x - 1) 2 + 1(x - 1) 3 + •k(x - 1)4 + • • •
Y2(x) =	 - 1) + 1(x - 1) 2 + 1(x - 1) 3 + 1(x - 1)4 +

4. (a)	 = -k 2 anl(n + 4)(n + 3): a: = a3 = 0
k 2x4	k4.0	 k6xi2

(b,d) y i (x) = 1
3 -4 + 3 . 4 . 7 . 8	 3 . 4 . 7 . 8- 11 • 12 +

m=0

Sugestlio: alga n = 4n1 n a relacäo de recorrencia.M = 1, 2, 3, ...
5. (a) (n + 2)(n + 1 ) ani-2 - n(n + 1)an.,. 1 + a„ = 0, n > 1; a2 = -la()

(b) y i (x) = 1 - -1-x 2 - .1x3 -	 + • . • , y2 (x) = x - i6 x3 -	-	 + • • •

= cosh X

cc:	 (_1)ni--1(k2x4)nt-I

1+ 34 7 8 4 34)
nt=

k 2 X5	 k4x9	 k6x13
8 . 9 55+ 4 	 4 • 5 • 8 • 9 • 12 • 13

L [1 + E (-1)'"-3(k2x4)'•'
4 • 5 • 8 • 9 . • • (4n1 + 4)(4m + 5)
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(a) a„. f. 2 = —(n 2 — 2n + 4)an/i2(n + 1)(n +2)1. n 2; a2 = — (10. a 3 = —

(b) y i (x)	 1 — .v2 +	 — :46 x6 + • • • .

Y2(x ) = x — 4 Xi+ 160x5 —	 X7 + • • •

(a) an+2-= —an/(n + 1),
.v2

(b.d) y i (x) = I —	 4
1

n= 0.1.2....
x4	 X 6

. =+ (-1)nx2n
1. 3 1 .)	 • =1 1 • 3 • 5 • • • (2n — 1)

X3	 x5 x. (_1)nx2n+1

Y2 (X) = X -	 + 2 . 44 - 2 • 4 6 + = n=} 2 4 • 6 • • • (210

(a) (4.4.2 = — [ (n + 1) 2an+1 + a„ + an.-1]1( 11 	 1 )(ri + 2), n = 1,2....
a2 = —(ao + a l )/2

(b) y i (x)	 I — 1(x — 1) 2 +(.Y - 1) 3 -	 - 1)4 + • • •

Y2 (X) = (X - 1) -(.Y- 1)2 +(.Y- 1) 3 -	 (X - 1)4 + • • •

(a) (n + 2)(n + 1)a„+ 2 + (n — 2)(n —3)a„ = 0:	 n = 0, 1, 2, ...

(b) (x) = 1 — 3x 2 , Y2(x ) = x — x3/3
(a) 4(n + 2)an+2 — (n — 2)a„ = 0:	 n = 0.1.2....

x2	 X3	 X5	 x7
( b ,d ) ))1(x ) = 1 —	y2(x) _ 1, 	 2240
(a) 3(n +2)an+2 — (n + 1)a„ = 0:	 n = 0.1.2....

x2 	 x4	 5 6 3 .	 . (2n — I)	 ,
(b•d) yi(x) = I + 6 +42 1 432 x

6 + 3" 2 . 4 • • • (2,1)
2	 8 16 2 (2n)

Y2 (X ) = X 1- -X3	 	 X5 +
9	 135

X7	 • •
945

• x2"1
3' • 3 . 5 • • (2,1+ I)

(a) (a + 2)(n + 1)an+2 — (n + 1 )na„_ 1 + (n —1)a„ = 0:	 n = 0, 1, 2....

X 2	 .v3 	.v4 	x't
(11,d) yi(x) = 1 +	 +	 +	 + • • • +	 + • • •	 y2(x) =

(a) 2(n + 2)(n + 1)a,.+2 + (a + 3)a„ = 0;	 = 0,1.2, ...

3(b,d)	 (x ) = —	 +	 —	 + • • • + (-1)" 
3 • 5 • • • (2,z + 1) x2/1 4.

4	 32	 384	 2"(2n)!

x 3 	x5 	x7	4	 6 • • (211+ 2) ,

Y2 (X) =
	 —+- -
	 ± • • • + (-I)"	 2n (2n + 1)!

(a) 2(n • 2)(n + 1)an+2 + 3(tz +1)a„.. 1 + (a +3)a„ = 0;	 n = 0, 1, 2....

(b) yi (x) = 1 —	 — 2) 2 +	 — 2) 3 +	 X - 2)4 + • • •

y7(x) = (X. - 2) — IOC - 2) 2 +	 (.v — 2) 3 + 4-(x - 2) .= + • • •

(a) y = 2 + x + X2 -I-	 X 3 +	 X 4 + • • -	 (c) cerca de	 <0,7

(a) y = —1 + 3x + x2 —	 - (1, x4 + • • •	 (c) cerca de lx1 <0.7
(a) y	 4 — x — 4x2 + Zx 3 + 3.r4 + • •	 (c) cerca de lx1 < 0,5
(a) y = —3 + 2x — ix2 —	 —	 + • • •	 (c) cerca (le Ix' < 0.9
(a) y i (x) = 1 — .1(x — 1) 3 —	 (x —1) 4 +	 (x — 1)6 + • • •

Y2(x) = (x — 1) — 1(x —1)4 — .A(.v — 1) 5 + 	( .r — 1) 7 + • • •

ti	 X(x — 4)	 A(?. — 4)(A — 8) 6
21. (a) y1(x) = 1 — 

2
—

!	 4!	
.4

x2 +	
61

— 2(X — 2)(X — 6) 	 - 2)(X — 6)(X — 10) 7
+ x5 + • • •y2 (x) = x	

5!	 . 3!	 7!
1, x, 1 — 2x2 , x — 3x3 , 1 — 4x 2 +	 x 1 ..v — 1,r3 +

1, 2x, 4x2 — 2, 8x 3 — 12x. 16x 4 — 48.v 2 + 12, 32x 5 — 160x3 + 120x
22. (b) y = x — .v 3 /6 + • ••

Seciio 5.3

I. 0"(0) = —1,	 z:/,'"(0) = 0, 014)(0) = 3
0"(0) = 0,	 0"'(0) = —2, (4) (0) = 0
0"(1) = 0,	 0"'(1) = —6, (4) (1) = 42
0"(0) = 0,	 0"'(0) = —a0, 0 14) (0) = —4a1
p =	 p = 00 6. p = 1, p= 3. p = 1

7. p = 1,	 p = S. p = I

4n (2n — 1)(2n + 1)



RESPOSTAS DOS FROBLEMAS 571

	9. (a) p = 00	 (b) p = cc	 (c) p = oo	 (d) p = co	 (e) p = 1

	

(0 p = 4	 (g) p = oc	 (h) p = 1	 (i) P = 1	 (1) P = 2

	

( k ) P = 0	 ( I ) P = 	 (m) p= oo	 (n) p= co
a 2	 (22	 a2)a 2	 (42	 a2)(22 a2)a

2 -10. (a) y i (x) = 1	 •rz	 	 x4
2!	 4!	 6!	

6

[(2ni - 2)2 - a2]	 (22 a2)a2

(2m)!
1 - a' 3	 (32 - a2 )(1 - a2)

Y2(x) = x 4--	 x- +
3!	 5!

[(2m - 1) 2 - 4 2 1 • • • (1 - a2)
(2nz + 1)!

y i (x) ouy2 (x) termina corn x" dependendo se a = tz è par ou impar
n = 0, y = 1;	 n =	 y = x: tz = 2. y = I - 2x 2: n = 3, y =x - 1X3

11 ' VI (x) =	 ffix5	 "ki x6 + • • •	 P (x)	 x	 kr4	 ffi x6	TclCi x7 + • • •
p = oo
y i (x) = 1 - x3 +	 1(- 4 . 5 + • • • , y2 (x) =	 - it,x4 +	 - 4x6 + • • •
p = 00
y i (x)= 1 +' +	 + 45 x 6 + • • • ,	 y2 (x) = x +	 + kris + 40-x7x 	 + • • • ,
p = 7r/2
y i (x) = 1 + h.Y3 + 12 x4 -	 + • • • .	 y2(X) = X - ix 3 	17X5	 • • •
P= 1
Niio é possivel especificar condicöcs iniciais arbitrarias em .v = 0; logo, .v = 0 c urn ponto singular.

x 2	 xn
	- 6.y=l+x+- 4••••+-+	 ••=e`2!	 n!x 2	 x4	 X6

y= 1 + - +	 + 	 + + 	2	 2 • 4	 2 • 4 • 6	 2" • n!
y = +x +	 +	 + • • •

1
19. y = I + x + x2 + • • • + x" +•=

,

	

xn	 v3	 r'
20. y = a„ ( I + x + ,•-7	 + • • • + -ni + • • .) + 2 ( v+ :,i-,- .,- • • • +

•2= me + 2( e' - I - x - 
2

= cc' - 2 - 2x - x=

Y 2 	 X4	 r6,	 (- I ),,x2"
( 2	 22 2!	 23 3!	 2'n!	 + • )21. y = ao l - .--- + 2-- - 2- + • • +

.v 2	 A.3	 X4	 .r5

	

+ (x + 2- - 3- - 2 -4	 3 • 5+ 	 + • • •)

= aoc - ' /2 + (x + 2:). - 3x3 - 2 4 + 3 • 5A-5	 + . ' ).
1. I - 3x 2 , 1 -

\\
lOx 2 + 3x4 ; X, x - 3x 3 , X - 13x3 + 4x'

(a) 1, x, (3x2 - 1)/2. (5x3 - 3x)/2. (35x 4 - 30x2 + 31/8, (63x 5 - 70x3 + I5x)/8
(c) P I . 0;	 P2, ±0,57735; P3, 0. ±0,77460;	 P4. ±0,33998. ±0,86114;
P5 , 0, ±0,53847, +0,90618

Secijo 5.4

1. y = c ix I	 c2x -2	2. y=c i lx +11 -112 + C2IX + 11-3'2
3. y = c 1 x2 + c2x 2 In Ix'	 4. y = c i x - ' cos(2 In lx1) + c2x - ' sen(2 In lx1
5. y = c l x + c2x InIx1	 6. y = c i (x - 0 43 C2 (X - 1)-4

y =	 c.214-5-iftzba
y = c 1 1X1 312 COS(1 0 In Ix') + c2 1x1	 2 sen (1./3' In lx1)
y = clx3 + C2X3 In I•I
y = c i (x - 2) -2 cos(2 In Ix - 21) + c 2 (x - 2) -2 sen(21nIx - 21)
y = C I IX I -1/2 cos(2 f1.3 In l x 1) + c21x1"" 2 sen ( 1,- 43. In 1x1)
y = c l x + c2x4	13. y= 2x32 - x-'

14. y = 2x- "cos(2 In - x -112 sen (2 In x) 	 15. y 2x2 - 7x2 In Ix!
16. y = x- ' cos(2 In 	 17. x = 0. regular
18. x = 0, regular;	 x = 1, irregular	 19. x = 0. irregular; x = 1, regular

I - x
x"
n!



I	 r \ 2 ±	 1 

1:1l+3) 1/2 )	2!(1+:1i)(2-r
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20. x = 0, irregular; x 	 ±1, regular	 21. x = 1, regular; x = –1, irregular

22. x = 0, regular	 23. x = –3, regular
24. x = 0. –1, regular; .v = 1, irre gular	 25. x	 1. regular; x = –2, irregular

26. x = 0, 3, regular	 27. x = 1. –2, regular

28. .1 = 0, regular 	 29. x = 0. irregular
30. x = 0, regular	 31. x = 0. regular

32. x = 0, ±mr, regular	 33. .1 = 0. ±ru , regular
34. x = 0, irregular;	 x	 ±rur, re gular	 35. a < 1

36. fi >0	 37. y = 2

a > 1
(a) a < 1 e	 > 0

a < 1eJ3> 0, ou a=lefl>0

a> 1 efl > 0
a > e /3 > 0, ou	 = 1 e > 0
a=	 >0

x-
41. y = ao (1 –

2 • 55 + 2 . 4•5 • 9
44. Porto singular irregular
46. Ponto singular regular
48. Ponto singular irregular

Se(*) 5.5

45. Porto singular regular
47. Porto singular irregular
49. Ponto singular irregular

an-2 I. (1) r(2r – 1) = 0: a„ = 	 	 r1 =	 r2 = 0
(n + r)12(a + r) –11

v .=	 .v4	 X6
x ' 2 [1 —

•	 2 • 4 • 5 • 9	 2 . 4 . 6 5 • 9 • 13	 1."

12"n!S • 9 • 13 . • • (4n + 1) +
.v4

y2(x) = 1 – 2 • 3 
+ 

2 • 4 • 3 -7	 2 4	 6 . 3 . 7 . 11 ±
(-1),:x2"

+ 2"n!3 • 7 ll• • (4n – 1)
an_2

(n + r) 2 –
2. (b) r2 – = 0; an = ri = 5 , r2 =

(c) y 1(x) = x 113 [ 1

(-1)"
+ 

m!(1 -4- 3)(2+ 0 • • • (in + 1) (2

	

r 1	 tx \ 2 +	 1	 (X 4y2 (x) = x -I/3 [1

1!(1 — 1) 1/2 )	2!(1 – 0(2 – 1. ) k2

– 5 )(2 –	 )• • • (In — 1) 1/2. )

t x \ 2,n(–iv,

7)7!(1i

Sugesulo: faca a = 2m na relacilo de recorracia, m = 1.2, 3, ...
3. (b) r(r – 1) = 0; a	 	

an_i
„ =

	

	 	 ; r1 = 1, r2 = 0
(a + r)(rz + r – 1)

x	 x`

	

(c) Y1(x) = 'x. [ 1 – —1!2! -4- 2—!3	
(-1)" 

! + * + n!(n + 1)!
a„_1

4.(b) r2 = 0;	 a„ = 	 .	 r i = r, = 0
(a ± 62'

x	 x2

y i (x) = 1 ± 	 + — ± + _	 ±
aow	 (2!)2 n(n!)2

C"

	5. (b) r(3r – 1) = 0; a„ = –	 	
(n + r)[3(tz + r) – 11:

+ •

= r2 = 0
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(c) Yi(x) = xi" 1 ( x2 ) 2 + • •+1!7	 2	 2!7 13	 ')

(-1)'" x2	 m

ni!7 • 13•• • (6m + 1) ( 2)	 +• "]

(d) y2 (x) = 1 -
2

1( 2 ) +115	 2!5 •	 11 22(x )2 (— 1)"'
q"'nz!5 • 11	 • (6m - 1)

Sagestiio: faca n =	 na relacao de recorrencia,m = 1. 2, 3, ...
6. (b) r2 - 2 = 0;	 a„ 	 a- 	 	 r1	 r2 =

(n + r) 2 - 2
.v2

y 1 (x) = x12 [1 	  + 	  +
1(1 + 2 V2)	 2!(1 + 2 vi )(2 + 2v2)

(-1)" x" + • • -]
n!(1 + 24)(2 + 2 i2) • • • (n + 2.4)

x2
y2(x) =	 [1

1(1 - 2./) + 2!(I - 2./72)(2 -
(-1)"

n!(1 - 2./724(2 - 24) • • • (n - 2,./2)
7. (b) 1.2 = 0;	 (n + r)a„ =	 ri = r2 = 0

x2	 x3(c) y i (x) = 1 + x +	 - -3-,	 • • + —n,	 • = e`

8. (h) 2r2 + r - 1 =	 (2n +2r - 1)(n r + 1 kl„ +

(-1)"'x'"'
ne7 • 11 • • • (4m + 3)
( -1)mx2' (d) y2 (x) = x - ' (1 - X2 + X42!5 -.

. .+ 	 m!5 . 9 ... (4m - 3) ±	 )
9. (b) r2 - 4r + 3 = 0; (n + r - 3)(n + r - 1)a, - (n + r - 2)a„_ 1 = 0: r, = 3, r2 = 1

2. v
2	 2x" 

( c) y l (x) = x' (1 + -3 x +— ++	 + n!(n + 2) + )
(b) r2 - r +	 0; (n + r - ) 2a. ± an 2 =	 = r, = 1/2

r2	 _
(c) y1 (x) = x 1/2 (1 -—Z +	

2	
• + 	2 2 4	 22"'(m!)2

(a) r 2 = 0; r 1 = 0, r2 = 0
CY(a + 1)	 a(a + 1)11 • 2 - a(cr + I)](b) y i (x) = 1 + 2 12 

(x	 1)	 	
(2 1 2 )(2 22)

	

(x	 1) 2 + • • •

• 

_14_1 y a(a + 1)11 . 2 - a(a + 1)1— [n(n - 1) - a(a + 1)1
(x 1)"2"(n!):

12. (a) r, =	 r2 = 0 em ambos x = ±1
(b) Y I (x) = Ix - 111/2

x [1 + E (-1)"(1 + 2a) . • • (2n - 1 + 2a)(1 - 2a) . • • (2n - 1 - 2a) (x	 1)"1
2"(2n + 1)!

Y2(x) = 1
(-1)"a(1 + a) • • • (n - 1 + a)(-a)(1 - a) • • • (n - 1 - a) +	 (x - 1)"

n!1 • 3 • 5•• • (2n - 1)

13. (b) r 2 = 0; r1	 0, r2 = 0; a„ = (n - 1 - ).)an-: 
n2

(-A)(1 - A) 2	 (—A)(1 — A.)- • • (n - 1 - A.)
(c) y1(x) = 1 + (p	 (2!)2)2 x +	 x + +

 (n!)2

Para A = n, os coeficientes de todos os termos depois de x" sao nulos.
16. (c) [(n - 1) 2 - 1]!)„= -b„_ 2 e e impossivel determinar b,.

573

2a,,_2 = 0:
r 1 =	 r2 = -I

Y2(c) y i (x) = x 112 (1
7	 217 • 11 + • • .)

ti= I
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