Capitulo 2

Espacos de Banach

Faremos aqui uma introdugao aos espacos de Banach e as diferentes topologias que se
podem definir nelas.

2.1 Espacgos métricos

O conceito de espaco métrico é um dos conceitos mais bésicos do andlise funcional.
Para que um conjunto nao vazio seja um espaco métrico apenas é suficiente ter definido
sobre ele uma aplicacao que serd chamada de métrica. Mais precissamente

Definicao 2.1.1 Diremos que um conjunto nao vazio X € um espaco métrico, se sobre
ele estd definida uma fung¢ao
d: X xX—=R

satisfazendo as sequintes propriedades

e d(z,y) =0 se e somente se x =y.

o A funcao d é simétrica, isto € d(z,y) = d(y,x)

o d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) (desigualdade triangular)
A funcao d € chamada de métrica.

Um espago métrico esta definido desta forma pelo par ordenado (X,d). Note que
nao precissamos ter definida nenhuma operacao sobre X. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.1.1 Tomemos o conjunto de pontos P = {x1,xa, -, x,}. Definimos sobre
este conjunto a funcdo
d:PxP—R

da sequinte forma
d(xi,acj) =1- (5,']‘
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20 Capitulo 2. FEspacos de Banach

onde 0;; € o delta de Kronoeker, definida como
0;j =0, se i#j, 9 = 1.

Exemplo 2.1.2 Denotemos por X = {x € R?; ||z|| < 1}. Sobre este conjunto defini-
mos a funcao
d: X xX—=R

da sequinte forma

d(xz,y) = [l —yll
claramente esta fun¢do d satisfaz as condigoes de métrica, portanto o par (X,d) é um
espaco Mmétrico.

Exemplo 2.1.3 Denotemos por X = C'(a,b) o conjunto de todas as funcéoes continuas
definidas sobre o conjunto fechado [a,b] com derivadas continuas. Sobre este conjunto
definimos a func¢ao

d(f,g) = sup |f(x) —g(z)|+ sup |f'(z)—g'(z)|
z€[a,b) z€[a,b)

€ simples verificar que este € um espaco métrico.

Exemplo 2.1.4 Seja X = {f € C'(a,b); |f(z)| < 1,Va € [a,b]} Se definimos sobre
este espaco a métrica

d(f,g9) = sup |f(z) —g(z)|

z€Ja,b]

Concluimos que este (x,d) € um espago métrico.

Definicao 2.1.2 Seja (X, d) um espago métrico. Diremos que (z,,)en € uma seqiéncia
de Cauchy no espago métrico X se x,, € X para todo 1 € N e ainda verifica que para
todo € > 0 existe N > 0 tal que

wrv >N = dxry,x,) <e

Quando toda seqiiéncia de Cauchy é convergente, diremos que o espaco métrico € com-
pleto.

Exemplo 2.1.5 O conjunto dos nimeros reais com a métrica dada pelo valor absoluto
€ um espago completo. Fato, suponhamos que (x,)uen) seja uma seqiéncia de Cauchy,
entao teremos que ela € limitada. Dado € > 0 existe N > 0 tal que

popo >N = |z, — x| <e
Fizemos agora o ponto po. Da desigualdade triangular teremos que

|xu| < |xu _xuo| + |xuo| <e+ |xuo|-
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Tomando como Cy = €+ |x,,| encontramos que
|z, < Co,Vu > N.

Tomando C' como
C =max{z1, - 24,Co},

encontramos que
|z, < C,Vu € N

Como a seqiiéncia € limitada, do teorema de Heine Borel, seque que existe uma sub-
seqiiéncia de (x,)uen que a denotaremos por (z,, )ken € um ndmero real x tal que

Lpp — T

Finalmente, mostraremos que toda a seqiiéncia converge para x. Tomemos € > 0, entdo
existira N > 0 tal que

€
pope >N = |xu*xuo|<§

Portanto temos que
€
2

€
u>N = |xﬂfx|<|x“fa:m|+|:cm—a:|<§+ =¢

Exemplo 2.1.6 O espago métrico dado por X = C(a,b) o conjunto das fungées continuas
sobre o intervalo [a,b] com a métrica

d(f,g9) = sup |f(z) —g(z)|

z€a,b]

€ um espaco métrico completo. De fato. Seja f, uma seqiéncia de Cauchy, entdo
teremos que para todo € > 0 existe N > 0 tal que

Wy >N = d(f;ufl/)<€

isto €
v =N = sup [fu(z) - fu(z)] <e€
z€[a,b]
Como em R toda seqiiéncia de Cauchy € convergente teremos que para cada x, (f,())en
€ convergente. Isto é

ful@) = f(z)

Denotemos por f(x) este limite. Para mostrar que C(a,b) é completo, bastard mostrar
que f é uma funcao continua. De fato, seja € > 0 pela convergéncia existem N1 e Na
tats que

p2M = (fula) - f@)] <5
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€

w>Ny = |fu(y)_f(y)|<§

Denotemos por N = max {Ny, Na}. Por outro lado, pela continuidade de f,, teremos
que existe 6 > 0 tal que

€
|x_y|<6 = ‘fu(x)_fu(y)|<§
Da desigualdade triangular obtemos que

1f (@) = fW)l <[f (@) = fu(@)[ + [fu(@) = fu(@)] + [fuly) = f()]

Tomando > N e |z —y| < concluimos que
€ € €
- < - _— —_ =
De onde seque a continuidade da f. Portanto f € C(a,b). Logo o espago € completo.

2.2 Espacos normados

A estrutura de espaco métrico é uma estrutura bésica onde isolamos o conceito de
métrica, para definir sobre ela uma convergéncia de seus elementos. Os espagos nor-
mados sao estruturas mais ricas, isto é sao conjuntos nao vazios que possuem duas
operacoes fechadas definidas sobre ele. Uma delas é a soma de vetores, e a outra o
produto por um escalar, isto é um espac¢o normado é um espago vetorial. Mais precis-
samente

Definicao 2.2.1 Diremos que um espago vetorial € um espaco normado, se exriste uma
funcdo N : E — R satisfazendo as seguintes propriedades

e N(x) >0 para todox € E ese Nx)=0 = x=0

e N(x+y) < N(x)+ N(y) para todo z,y € E

o N(azx) = |a|N(z)
Note que a definicao de espago normado exige que E seja um espago vetorial. Em
particular todo espaco normado é um espago métrico, para ver isto basta definir a

métrica d(z,y) = N(z —y). Um espago Normado é chamado de espago de Banach se
ele é completo, isto é toda seqiiéncia de Cauchy é convergente em FE.

Exemplo 2.2.1 Denotemos por L*(a,b) o espago de todas as funcées definidas sobre
[a,b] integrdveis a Lebesgue. E simples verificar que este espagco munido da norma

b
171l :/ ()] de

€ um espaco normado. Utilizando os resultados de teoria da medida mostra-se que toda
seqliéncia de Cauchy € convergente.
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Exemplo 2.2.2 Denotemos por C([a,b]) o conjunto de todas as fungoes continuas no
intervalo [a,b]. Isto é

C(la,b)) ={f : [a,b] = R; [é continua}

Este € um espaco vetorial, pois soma de funcoes continuas € continua, e o produto de
uma constante por uma fungao continua € também uma funcao continua. Este espago
vetorial tem estrutura de espagco normado se sobre ele definimos a norma

[flloc = sup{|f(2)[; = € [a,b]}
E simples verificar que I llco € uma norma. De fato,
[flo=0 = f=0.

Por outro lado temos que
1f 4 9glloe < [[flloc + [19lloo

E Finalmente, que

A lloo = A1 f Nl

Exemplo 2.2.3 Consideremos o mesmos espago do exemplo 2.2.2, C([a,b]) o conjunto
de todas as funcoes continuas Como vimos € um espaco vetorial. Podemos também dar
a este espaco, estrutura de espaco normado, introduzindo a norma

b
1711 :/ (@) da

E simples verificar que || - ||so € uma norma. De fato,

b
/|f(x)|dx:0 -

Por outro lado temos que

b b b
/ (@) + g(z)| dx < / (@) de + / l9(2)| dx

Apesar que algébricamente o espago C(a,b) € igual ao do exemplo 2.2.2, eles possuim
carateristicas muito diferentes. O espaco C(a,b) munido da norma || - |1 néo € um
espago completo. Para isto basta considerar a sequiéncia de fungoes

fn: [Oal]HRv fn(:ﬂ):’l}n
E simples verificar

0, 0<x<1

fu(z) = f(x), onde f(x) { 1 w—1
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Por outro lado temos que

1 1
[ @ s@lar= [ ar= s o
0 0

De onde f,, converge para f na norma || - ||;. Mais f ndo é uma fungao continua. Logo
C([0,1]) ndo é um espago completo.

2.3 Minimizacao em dimensao finita

Como vimos na se¢ao anterior, para encontrar uma solucao de um problema de equilibrio
é necessario mostrar que o funcional que define a energia potencial do sistema pode ser
minimizado. Isto é que existe uma funcao u satisfazendo

J(u) < J(v), Vv € Ugg

Onde J é um funcional definido sobre um espago normado E e U,q C E o conjunto das
fungoes admissiveis.

Problemas semelhantes aparecem em problemas de anélise real onde muitas vezes é
necessario minimizar funcionais definidos sobre RY. Por exemplo uma funcio quadratica
da forma

q(z) =rAx' +a-z
Onde = = (z1,---,2,) e a € RY. Em geral existem restrigoes, da forma
F(z) <0

Onde F : RY — R. Portanto o problema se resume em encontrar um ponto xo de tal
forma que F(zg) <0e

Q(:CO) < Q(‘T)a V€ Ra F(ﬂ?) < 0

Mostrar que este ponto existe nao é tarefa dificil quando se tem as hipdteses necessarias.
Por exemplo que a matriz A seja definida positiva e F' seja uma fungao convexa. A ideia
da demostracao é a seguinte. Denotemos por Uyq = {2 € R™; F(z) < 0}. Queremos
encontrar xg € U,q tal que

q(zo) < q(x), Vo € Uad
Primeiro note que como A é definida positiva, existe uma constante o > 0 tal que
Azt > alz|?, VreR"

Somando a - ¢ a ambos termos da desigualdade anterior teremos que

2
(0%
= 5 ll=)?

= Azt > 2 L > 2 _ &7
g(z) =zAz" +a-x > a|z||*+a-z > alz| 55 " 3
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De onde segue que

2 a2

a
z) > alz)? - — > —— 2.1

@) > allzl - 5= > 5 (21)

Portanto g(z) é limitado inferiormente em RY e em particular sobre U,q. Sabemos que
toda fungao limitada possui um infimo. Da definicao de infimo, existe uma seqiiéncia

em z, de elementos de Ugyq tais que
q(zy) — inf {q(2); © € Upa} =1

Note que aqui nao podemos aplicar compacidade diretamente porque o conjunto sobre
o qual minimizamos néo ¢ limitado. Usando a primeira desigualdade em (2.1) encon-
tramos que

1 a?
2
< — —
zull* < o {Q(mu) + 2(1}

Como o segundo membro da desigualdade acima ¢é limitado concluimos que a seqiiéncia
() pern € limitada. Portanto pelo Teorema de Heine Borel, existe um ponto ¢ e uma
subseqiiéncia convergente tal que

Lpp — L0

Como z,, € Uyq para todo k e o conjunto U,q ¢ fechado, teremos que zg € Uqq. Da
continuidade de ¢ obtemos que

I'= lim gq(zu,) = q(zo)

portanto xg é o ponto que minimiza o problema.

2.4 Minimizacao em dimensao infinita

O método de resolucao do problema anterior é bastante geral e pode ser estendido a
casos mais gerais. Infelizmente nao pode ser estendido dessa forma para problemas de
minimizacao em dimensao infinita. Isto porque em pontos cruciais da demonstragao
utilizamos o fato que toda seqiiéncia limitada possui uma subseqiiéncia convergente,
isto é a compacidade. O problema deste resultado é que somente é vélido em espacgos
de dimensao finita.

Teorema 2.4.1 Uma seqiiéncia limitada de elementos de um espaco de Banach E
possui uma subseqiiéncia convergente se e somente se E tem dimensdo finita.

Este teorema acaba com a posibilidade de aplicar o mesma ideia para minimizagao
de funcionais em Espacos de Banach. Examinando mais de perto este problema, con-
cluimos que o problema nao radica no fato da dimensao ser finita ou nao e sim na
convergéncia. Pois observe que nao é necessario que

m g(z,) = q(zo)
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basta apenas mostrar que
Jimg(z,) > q(zo)

Esta desigualdade nos da a posibilidade de enfraquecer nosso conceito de convergéncia.
Observe que até agora temos tratado de convergencia no sentido da norma. Isto é onde
os conjuntos abertos estao definidos a partir de bolas abertas do tipo

B.(xzg) ={x € E; ||z — a0l < 7}

Com estes conjuntos em espacos de dimensao infinita o conceito de compacidade é mais
exigente. Veja por exemplo o teorema de Compacidade para conjuntos de LP ou o
teorema de Arsela Ascoli que carateriza conjuntos compactos no espago das fungoes
continuas. A questao agora é saber que tipo de topologia podemos definir de tal forma
que conjuntos limitados sejam precompactos em espacos de dimensao infinita.

Lembremos que uma fungao é continua se e somente se a preimagem de conjuntos
abertos sao também conjuntos abertos aberto. A ideia aqui é enfraquecer o conceito
de convergéncia restringindo o conceito de continuidade. Assim a ideia é considerar o
conjunto de todas as func¢oes lineares e continuas. Assim diremos que uma seqiiéncia
(@) uen converge fraco para  se e somente se para toda fungao f linear e continua se
verifica que

f(xu) - f(x)

O conceito de convergéncia agora é mais amplo que aquele que conhecemos do céalculo
diferencial e este novo conceito nos permitira desenvolver uma nova teoria que é chamada
de Anadlise funcional.

Vejamos como os espagos de dimensao finita difierem nos espacos de dimensao
infinita.

Exemplo 2.4.1 Seja (x,,)nen uma seqiéncia de vetores em R™. Suponhamos que ela
seja limitada. Isto € que exista uma constante C' > 0 tal que

lzall = V]wh2 + 222 + - + a2 < C
Pelo Teorema de Heine-Borel existe uma subseqiiéncia de x,, denotada por ., que é
convergente em R™. Por outro lado. FEsta propriedade ndao € vdlida para espacos de
dimensao infinita. Por exemplo considere o espaco E = C1(0,1) com a norma || f||e
dada por

[flloc = sup ] /()]

z€[0,2m

Considere por exemplo a seqiiencia:
Yn = sen (nx)

Claramente é uma seqiiéncia limitada em E. Mas ndo possui nenhuma subseqgiiéncia
convergente.
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Para resolver problemas de minimizacao em espacos de dimensao infinita, devemos
extender o conceito de convergéncia.

Lembremos o conceito de continuidade para fungoes de uma varidvel. Seja f :
[a,b] — R uma funcdo continua no ponto zg, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

[ —mol <6 = [f(x) = flzo)| <€

Esta definicao de continuidade é equivalente a seguinte: f é uma funcao continua se
e somente se a preimagem de conjuntos abertos de R é um aberto de [a,b]. Mais
precissamente temos o seguinte teorema.

Teorema 2.4.2 Uma fungao f : [a,b] — R € continua se e somente se para todo aberto
V de R, f=X(V) é um aberto de [a,b]

Demonstragao.- Se f é uma funcao continua o resultado é simple de verificar. Mos-
traremos que quando a preimagem de abertos de R é um aberto de [a, b] entdo f deve
ser continua. De fato, lembremos que para toda funcao f e para todo conjunto V C R
é valido
fvy)ycv (2.2)
Tomemos agora uma vizinhanca de f(zg), isto é
Be(f(x0)) ={y € R; [y — f(xo)| <€}
Como f~Y(B(f(x0))) é um conjunto aberto e
o € f7H(Be(f(20)))
entao teremos que existe d > 0 talque
Bs(x0) C f~1(Be(f(x0)))
Usando a propriedade (2.2) concluimos que
F(Bs(wo)) € f(fTH(Be(f(20)))) € Be(f(x0)))
que significa que se
z € Bs(zo) = f(z) € f(Bs(xo)) C Be(f(20)))
Ou equivalentemente, teremos que dado € > 0 existe § > 0 tal que
|z —zol <6 = [f(z)— f(zo)| <€

que mostra a continuidade de f.

O mesmo resultado é valido sobre os espacos de Banach. Isto é
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Teorema 2.4.3 Seja E um espago de Banach e denotemos por F' uma func¢ao da forma

F:EFE—R

3

Entdo F é uma funcdo continua se e somente se para todo aberto V de R, F~1(V) é
um aberto de E.

A demonstracao segue os mesmos passos que o correspondente teorema para fungoes
reais.

Note que a norma de F é sempre uma func¢ao continua, portanto as bolas

B (z9) ={x € E; || — zo|| < r}

sao sempre conjuntos abertos, pois
B, (z0) = F~'(]0,7])

onde F(z) = ||z — o]

Extensao do conceito de convergéncia

Extenderemos o conceito de convergéncia a partir da seguinte propriedade propriedade
das fungbes continuas. Se a segiéncia (x,),en € convergente entdo para toda fungdo
continua F teremos que F(x,)yen € também convergente. Definiremos uma condicao
mais fraca que a anterior se exigimos que a convergéncia seja valida apenas para as
fungoes lineares e continuas. Diremos entao que uma sequiéncia x,, converge fracamente
para z, se f(x,) converge para f(x), para todas as fungoes lineares e continuas. Para
formalizar esta definigdo introduziremos o espaco dual.

Definicao 2.4.1 Denotemos por E* o conjunto das funcoes f : E — R lineares e
continuas, isto €
E*={f:E —R; félinear e continua}

O conjunto E* é chamado de espago dual de E

Da definicao concluimos que E* é um espaco vectorial. Mais ainda, E é um espaco
normado com a norma dada por

[flle- = sup [f(z)

llzlle<1

O seguinte resultado nos diz que o espaco dual de um espago normado qualquer é
completo.

Teorema 2.4.4 Seja E um espago normado, e denotemos por E* o espaco dual de E.
Entao E* € um espaco completo.
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Demonstragao.- Seja (fin)men uma seqiiéncia de Cauchy em E*, entdo teremos que
para todo € > 0 existe IV > 0 tal que

mn>N = |f;m— fullex <e

Em particular teremos que

[fm(2) = fr(@)I| < |zl &l fm = folle-

Portanto, a seqiiéncia (f,())men é de Cauchy em R. Pela completitude dos nimeros
reais teremos que existe f(x) tal que

fm(@) = f(2).

Mostraremos a seguir que f € E*. Note que

fm(Oéx +ﬁy) = O‘fm(x) + 6fm(y) - af(x) +ﬁf(y)

De onde segue que a funcao é linear. Mostraremos agora que f é continua, para isto
bastard mostrar que é limitada.

@) = lm |fale)] < Tim [ fullp- < C

Pois toda seqiiéncia de Cauchy é limitada. Portanto f € E*. Finalmente, mostraremos
que (fm(x))men converge para f. Da definicdo de supremo, temos que para ¢ > 0
existird um elemento xy € E tal que

[ = Flles = sup_[funl@) = F@)] < |fm(@o) = fz0)| + 5

llzll <1

Tomando m tal que
1
| fm (o) — f(z0)] < 3¢

Segue o resultado.

2.5 Teorema de Hanh-Banach

O Teorema de Hanh-Banach é a pedra fundamental do andlise funcional. Uma das
conseqiiéncias deste Teorema é que podemos caraterizar a convergéncia fraca de uma
forma relativamente simples. O Teorema nos diz que toda aplicacao linear e continua
definido sobre um subespago de E pode ser estendida continuamente a todo o espaco.
Mais precissamente

Teorema 2.5.1 Seja E um espago vetorial e denotemos por p uma seminorma definida
sobre E. Isto é
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o p(Az) = Ap(x), Vre E, YA>0
o pe+y) <plx)+ply), Ve,yck

Denotemos por G um subespaco de E e g : G — R uma aplicagao linear tal que
g(x) <p(z), VeeG

Entao existe uma forma linear f : E — R satisfazendo
g(x) = f(z), VzeG

e ainda
fz)<plx) VzeE

Demonstragao.- Seja E um espago normado e G um subespaco de E. Se G # F,
entdo existe um elemento xg € F e xg ¢ G. Definimos assim o espago G1 = G + Ruay.
Mostraremos que f pode ser estendido a G satisfazendo

f(z) <p(x), VreG: (2.3)
Denotemos por fi a extensao de f dada por
filz +txg) = f(2) + ta

Onde « sera escolhida posteriormente de tal forma que verifique a desigualdade 2.3.
Isto é que se verifique que
fi(z +txo) < p(z + tao)

Ou equivalentemente, para t > 0

fl(% +x0) < p(% +x0), ou f1(§ — ) < p(% — o)
Isto é equivalente a mostrar que

fily+mo) <ply+x0),  fily—20) <ply —m0) VyeG

De onde obtemos que

fy)+a<ply+zo), fly)—a<ply—z0) VyeG
Por outro lado, para z,y € G e da desigualdade triangular temos

f@+y) <plz+y) <pl@+xo0) + p(y — o).

De onde segue que
f) = ply — xo) < plx+x0) - f()
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Tomando supremo no primeiro membro da desigualdade acima e depois infimo no se-
gundo membro obtemos que

sup {f(y) —p(y —@o)} < inf {p(z +20) — f(2)}
yeG xre

Tomamos « tal que

sup {f(y) = p(y = w0)} < & < inf {p(x + z0) — f(2)}
yeG €

Encontramos que

fy) + o <ply + xo), fly) —a<ply—x0) Vyed

De onde segue que
filx + txg) < p(a + tao)

Isto é,
fi(z) <p(z), Vze Gy

Continuando com este mesmo reaciocinio encontramos uma cadeia de subespagos de E
verificando
GiCGyC---CE.

e uma seqiiéncias de fungoes fi1, fo, ---, fn, onde f, estd definido em G,, e f, extende
fn_1. Podemos construir uma relacao de ordem =< da seguinte forma: Diremos que
(Gi, fi) = (Gy, f;) se G; C Gj e f; extende a f;. Claramente este conjunto tem um
maiorante, e portanto pelo Lema de Zorn possui um elemento maximal, que é (E, f),
Logo existe f satisfazendo as condigoes do Teorema.

Observagao 2.5.1 Para o caso dos espagos de Dimensdao finita o Teorema de Hanh
Banach € bastante simple. Seja E = RY e denotemos por G C RY um subespaco de E.
Denotemos por g : G — R uma funcgao linear satisfazendo

g(x) =[lzfl,  VzxeG

Entao construiremos uma funcgao f satisfazendo as condigcoes do Teorema de Hanh Ba-
nach. De fato, denotemos por {e1,---,e.} a base ortonormal de G. Esta base pode ser
estendida ortonormalmente a uma base do RY | denotemos por B = {e1, -+, e, €p11, - €n}
esta base. Tomemos x = cie1 + -+ -+ cpey e f de tal forma que

f(e7“+1) =0,---,f(en) =0, flcrer+---+ c,-e,«) = 9(37)
A funcao f assim definida satisfaz
fl@) = flaei+- +cpen)

= flcer+---crer) + flerpr1€rp1+ -+ Cnen)
g(@) < ||z]| < |z
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Corolario 2.5.1 Para todo x € E existe fo € E* tal que
L foll = llzoll,  f(zo) = [lao]|?

Demonstragao.- Seja G = Rz, e definamos por g ao funcional definido sobre G da
seguinte forma

g(x) = g(two) = tlxzol* = llgll = llzol

Tomemos p(x) = ||zo||||z||. Do Teorema de Hanh-Banach existe uma funcao fy definida
sobre todo E que verifica

fo(z) =g(x), VeeG, [folx)l <p)= ol
Portanto fy verifica as condigoes to Corolério.

Corolario 2.5.2 Para todo elemento x € E temos que

lele = sup  f(x)
feB=|fl.<1

Demonstragao.- Do teorema de Hanh Banach, existe uma aplicacao fy tal que

Ifolle = ll=ll,  fo(z) = |||

Tomando f1 = ﬁ concluimos que

[z = fi(z) < sup  f(a)
feB=|fl.<1

Como

sup  f(z) < sup |[f[lll=l] < ]|
fEE~IfIl.<1 feBif]l.<1

segue a nossa conclusao.

2.6 Convergéncia fraca

Na secao anterior vimos como pode ser estendido o conceito de convergéncia de niimeros
reais para espacos de Banach. Esta convergéncia é chamada de forte porque vem da
norma. Se (Z,)nen € uma seqiiéncia que converge forte, entdo para toda fungdo continua
teremos que

flan) — f(2)

A seguir definiremos o conceito de convergéncia fraca.

Defini¢ao 2.6.1 Diremos que uma seqiéncia (xn)nen de elementos de um espago de
Banach E, converge fraco para x € E, se e somente se

flen) = f(x),  VfeE”
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Da definicao concluimos que se uma seqiiéncia convergéncia forte, entao ela converge
fraco. De fato, se x, converge forte, entao para toda fungao continua f teremos que
f(zn) — f(z), em particular para as fungées f € E. O reciproco ndo é verdade em
geral. A excecdo é quando F tem dimensao finita. Isto é, a convergéncia fraca e forte
sao equivalentes nos espagos de dimensao finita. De fato, considere por exemplo o caso
unidimensional. Toda fungao linear e continua f : R — R é da forma f(z) = ax, para
a € R. Tomando f tal que a # 0 encontramos que

flzn) — flx) = azxp,—ar = z,—x

No caso do RY a situacio é semelhante. Note que todo funcional continuo f : RY — R
é da forma f(xz) = Az onde A € R". Tomando A = (0,---,0,1,0---,0) encontramos
que

flx) = ay.

Portanto a condigao de convergéncia fraca implica que
xr — x4, Vi=1,---n.

De onde temos que a seqiiéncia x,, converge forte. Nos casos de dimensao infinita este
resultado nao é valido, pois por uma lado ndo podemos caraterizar todos os funcionais
lineares e continuos de uma forma tao simples. E por outro lado z nao é necessaria-
mente uma combinacdo linear finita de termos de uma base. A convergéncia fraca esta
estreitamente viculada a semicontinuidade inferior que definimos a seguir.

Definicao 2.6.2 Diremos que um funcional J : E — R definido sobre um espaco nor-
mado E é semicontinua inferiormente (SCI) se para toda seqiéncia (u,)yen convergindo
para u temos que

liminf J(u,) > J(u).

V—00

Para fungoes f : R — R, toda fungao continua num ponto x serda semicontinua

inferiormente nesse ponto. Para funcoes f com discontinuidade de primeira especie isto
é quando existem os limites laterais, porém sao diferentes, a fungao deve verificar nos
pontos de discontinuidade as seguintes relagoes

f@™) = f@), fla*) = f(a)

A A
o—— o——
L d
o——0 oO———0
L]
——1e ——1e
B e e = <t
v v

Fungdo S.C.1. Nao ¢ S.C.1.
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Como uma conseqiiéncia do Teorema de Hahn Banach, temos que a norma é sempre
uma fungao semicontinua inferiormente com respeito a topologia fraca.

Teorema 2.6.1 Seja E um espago normado, e seja x, uma seqiéncia de elementos
em E convirgindo fraco para x, entdo temos que

liminf ||z, || > |||
V— 00

Demonstragao.- De fato como a x, converge fraco, entao temos que

fey) — f(z), VfeE"

Por outro lado
) < Wfllel = fla) = liminf f(z,) < | f]] limiof [z, |
Do Corolario 2.5.1, encontramos que existe um funcional f satisfazendo

<1, flx) ==l

Usando este funcional na desigualdade acima, segue o resultado.

2.7 Topologia fraca estrela

Dado um espago normado F, podemos construir seu espaco dual E* como sendo o espago
formado por todos os funcionais lineares e continuos definido sobre E. Este espaco dual
é por sua vez um espago normado. Portanto neste espago podemos definir tanto a
convergeéncia forte como a convergéncia fraca. Um ponto importante dos espagos duais,
é que sobre eles podemos definir uma terceira convergéncia, a chamada de convergéncia
fraca estrela. Diremos que uma seqiiéncia de fungoes (f,,)nen converge fraco estrela em
E* se
fulz) — f(z), VrekE.

Observagao 2.7.1 OS CONJUNTOS ABERTOS EM E*
O dual de E, denotado por E* é um espaco normado, com a norma dada por

[fll«= sup f(x).

z€B1(0)

Portanto podemos definir os conjuntos abertos de E* a partir das bolas abertas. Isto €,
a bola aberta centrada no zero e raio € é dada por

Ve(0) = {feE |flls <€}
= {feE*; sup f(:c)<e}
z€B1(0)

{f € E; |f(x)| <e Vz € B1(0)}
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Em geral podemos afirmar que uma vizinhanca qualquer de zero € dada por
V={fekE" |f(z)| <e xeB}
onde B ¢ um conjunto limitado qualquer. Portanto se f, converge forte para f, € porque

[fn—=fllx =0 = D [fn(x) = f(x)] — 0

zeBy
Por outro lado, Na convergéncia fraca estrela teremos que
fo = f &= fulz) = f(z), VreE.

Onde a convergéncia nao € uniforme em x.
Em particular se Tomamos B apenas um conjunto finito, teremos assim uma classe
de vizinhancas de zero, e esta topologia € chamada de topologia fraca estrela.

Definicao 2.7.1 Diremos que um espago normado E € separdvel, se existe um subcon-
junto numerdvel e denso em E

O conceito de separabilidade é importante, pois nos diz que todo elemento = de E pode
ser escrito como limite de uma subseqiiéncia do conjunto numeravel e denso.

Teorema 2.7.1 Toda seqiiéncia limitada de funcionais lineares e continuas definidos
sobre um espaco normado separdvel, possui uma subseqiiéncia que converge fraco estrela

Demonstragao.- Seja {x1,xa,, &y, - - -} um conjunto numeravel e denso. Seja (frn)neN
uma seqiiéncia limitada, entao a seqiiéncia de ntiimeros reais dados por

fl(ml)a f2($1)a f3($1), fn($1),

¢é limitada, portanto podemos extraer um subseqiiéncia convergente, denotemos ela por

@), @), SV @), - D @),

que por nossa escolha é convergente. Consideremos agora a subseqiiéncia de (fn)nen
(1) . L . . o
dada por (fn’)nen. Repetindo o mesmo raciocinio anterior concluimos que a seqiiéncia

1 1 1
[V (@2), £ (@), f50(@2), o FD (),
¢é limitada, portanto existe uma subseqiiéncia convergente. De onde existe

P (@), [P (@2), [P (w2), - [P (),

é também uma seqiiéncia convergente. Assim temos encontrado um sistema de seqiiéncias

tais que
f1(1)7 f(l) f(l)

2 n
I AT A
T LRI
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Onde cada seqiiéncia é uma subseqiiéncia da anterior. Tomando agora a seqiiéncia
diagonal ( f,(Ln))neN teremos pela construgdo que a seqiiéncia ( f,(ln) (2;))nen converge
para todo i € N. Como o conjunto {x1, 22, -, Zn, -} é denso teremos que a seqiiéncia

( () (2))nen convirge para todo = € E. Isto quer dizer que para cada x € F existe um
nimero f(z) De tal forma que

£ (@) = f(x)

Note que f é linear pois cada termo f,, é linear. Por outro lado

f(z) = lim £ (2) < lim [|f (@)l < e, Vel <1

n—oo

pois a seqiiéncia (fy, )nen € limitada. Portanto f também é limitado. O que completa a
demonstragao. Por outro lado, se E é um espacgo separavel, temos que a bola unitéaria
em E* é metrizavel. Mais precissamente temos

Teorema 2.7.2 Denotemos por E um espaco normado separdvel. A topologia fraca
estrela induzida na bola B C E*

E={fefE |fl-<1}

€ metrizdvel e sua métrica é dada por

oo

d(f,9) =Y 27"[(f =g, @)l

n=0

onde (p)nen € 0 conjunto numerdvel e denso da bola B.

A demonstracdo é simple

2.8 Espacgos reflexivos

Assim como construimos o espago dual de um espacgo vetorial, também podemos con-
struir o espago dual do dual. Isto é

E** ={f:E*—>R; f ¢&linear e continua}

Este espago E** é também um espago normado e completo. A norma do espago bidual
esta dada por

[fllex = sup  f(g)
9€B* Jlgll.<1

Em geral dado um espago vetorial E qualquer, podemos definir os espagos dual e bidual.
Inclusive podemos relacionar o espago E' com o bidual E** através da seguinte aplicagao

J:E— E™, r— J(x)e B
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Onde
J(x): E* - R

Definindo de forma natural
(J(x), )= flx)

Para todo f € E*. Note que J é uma isometria entre os espacos E e E**. De fato,

[J(@)[lss = sup  (J(x);f) = sup  (f,x) =[]
feE=|fll.<1 feE~ | fll.<1

De onde obtemos uma aplicacdo injetora entre os espacos E e E**. A aplicagdo J é
chamada de projegao canénica. Nao é verdade em geral que J definida acima, seja
sobrejetdora. Os espagos nos quais J seja sobrejetora sao chamados de Reflexivos.

Definicao 2.8.1 Seja E um espago de Banach, diremos que E € um espago reflexivo
quando a aplicacdo J definida acima é sobrejetora.

Observacao 2.8.1 Como uma conseqiiéncia imediata, temos que RN ¢é um espaco re-
flexivo. Em geral podemos afirmar que todo espaco normado e completo de dimensdo
finita € reflexivo.

Propriedades dos espacgos duais
e F é um espaco reflexivo se e somente se E* é reflexivo
e Se E* é um espaco separdvel entao E é separavel.
e F é um espaco reflexivo e separdvel se e somente se E* é um espago reflexivo e

separavel.

Teorema 2.8.1 Se E é um espago reflexivo e separdvel, entao a bola unitdria e fechada
de E ¢é um conjunto compacto com respeito d topologia fraca.

Demonstracao.- Seja z,, uma seqiiéncia limitada em E. Por ser F reflexivo teremos
que
J:E—E"

é uma bijecdo. Logo teremos que J(x,) é limitada em E’. Portanto existe uma sub-
seqiiéncia de z,, tal que

J(zp,) = F fraco estrela em E”

Onde F € E”. Pela reflexividade, existe x € E tal que J(z) = F. Da convergéncia
fraca estrela temos

(J(xp,), [) — (J(z), f) VfeE.

De onde, pela definicao de J temos

<faxnk> - <f,$> Vf eF.



38 Capitulo 2. FEspacos de Banach

O que significa que z,, converge fraco em E.
Por ser E numeravel entao a topologia inducida sobre a bola é metrizavel. Logo
a bola é um espago métrico onde toda seqiiéncia limitada possui uma subseqiiéncia
convergente. Portanto, concluimos que a bola é um conjunto relativamente compacto.
Em geral temos

Teorema 2.8.2 E ¢ um espaco reflexivo se e somente se toda seqiiéncia limitada possui
uma subseqiiéncia convergindo fraco.



