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Da definicäo de multiplicacäo matricial, temos

AI =	 = A
	

(21)

para qualquer matriz (quadrada) A. Portant°, a comutatividade e valida para matrizes quadradas se uma
delas é a identidade.

9. Inversa. A matriz A e dita nao singular ou invertivel se existe uma outra matriz B tal que AB = I e
BA I, onde 1 é a identidade. Se existe tal B, pode-se mostrar que existe apenas uma. Ela e chamada de
inversa multiplicativa, ou, simplesmente, inversa de A, e escrevemos B =	 Entdo

AA -1 = A -1A = I.	 (22)

Matrizes que nao tem inversas sdo ditas singulares ou nao invertiveis.
Existent vArias maneiras de se calcular A-' a partir dc A, supondo que ela exista. Uma envolve o use

de determinantes. A cada elemento a ,1 de uma matriz dada associa-se o menor Mir que 6 o determinante
da matriz obtida excluindo-se a i-esima linha e a j-esima coluna da matriz original - ou seja, a linha e a
coluna que contem o elemento	 Mem disso, associa-se a cada elemento a, o cofator C,, definido pela
equacâo

Cif(-1)^+iM11(23)

Se B = A-', pode-se mostrar que o elemento geral b q e dado por

b ., = Cis
'	 det A
	 (24)

Embora a Eq. (24) nao seja um modo eficiente' de calcular A-', sugere uma condiciio que A precisa
satisfazer para ter inversa. De fat°, a conclicäo e necessiiria e suficiente: A e invertivel se, e somente se, det
A	 0. Se det A = 0, então A 6 singular.

Outra nmneira,geralmente melhor,de calcular A-' é atraves de operayfies elementares sabre as linhas.
Existent tres dessas operacOes:

Permutar duas Unitas.
NIultiplicar uma linha por um escalar diferente de zero.

3.	 Somar qualquer nuiltiplo de uma linha a outra linha.

A transformacAo de uma matriz por uma sequencia de operace)es elementares a chamada de reducao
por linhas ou metodo de eliminaciio de Gauss'. Qualquer matriz invertivel A pode ser transformada na
identidade I atraves de uma sequencia sistematica dessas operaceoes. E possfvel mostrar que se a mesma
sequencia de operacaes for efetuada em I, entäo I é transformada em A-'. E mais eticiente executar a se-
quéncia de operaciies nas duas matrizes ao mesmo tempo, formando a matriz aumentada A11. 0 exempt()
a seguir ilustra o acid° de uma matriz inversa desse modo.

EXEMPLO	
Encontre a inversa da matriz

2 1 -1 -1)

	

A= (3 -1	 2

	

2	 3

Comecamos formando a matriz aumentada All:

	

I	 -1	 -1	 I

	

A I I --- (3	 - 1	 2

	

2	 3

1	 0	 0
0	 1	 0
0	 0	 1

'Para valores grander de ri,o ninnero de multiplicacdes necessarias para se calcular A-' pela Eq. (24)d proporcional a n!. Coin

a utilizaefto de mótodos mais eficientes,como o procediment o de reduc -ao por linhas descrito mais tarde, o ntimero de multi-

plicacOes flea proporcional a n' apenas. Mesmo para valores pequenos de n (como n = 4), determinantes nä() sâo ferramentas

boas para o calculo de inversas e m6Uxios de reduc5o por linhas sao preferiveis.
'Carl Friedrich Gauss (1777-1855) passou a major parte de sua vida em Gottingen e fez contribuicaes importances em muitas
areas da matenitica, incluindo teoria dos mimeros, algebra, geometria nao euclidiana e diferencial, e analise, assim como
em campos mais aplicados, como geodesica, estatistica e mecanica celeste. Considera-se que esteja entre os seis melhores

maternAticos de todos os tempos.
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A matriz A pode ser transformada em I pela sequencia de operacOes a seguir c, ao mesmo tempo, I é trans-
formada em A- 1 .0 resultado de cada passo parece ahaixo do enunciado.
(a) Obtenha zeros na primeira coluna fora da diagonal somando (-3) vezes a primeira linha a segunda e soman-
do (-2) vezes a primeira linha a terceira.

- 1 —1 I 1 0 0

(1( 1( 2 5 I —3 1 0
4 5 I —2 0 1

(b) Obtenha 1 na posicao diagonal na segunda coluna multiplicand° a segunda linha por 4,-.

1 —1 —1 I 1 0 0

0 1 ; I —; i
2

0

0 4 5 I —2 0 1

Obtenha zeros na segunda coluna fora da diagonal somando a segunda linha a primeira e somando (— 4)
vezes a segunda linha a terceira.

	

(1	 0	 I
0\

	

0	 1	 ;	
3	 1 0

	

0	 0 —5 I	 4 —2	 I/

Obtenha 1 na posicao diagonal na terceira coluna multiplicando a terceira linha or

0 ; 2 2

0

(1

1 5
2

_
2
_3

2 0

0 1 4
--5

2
5

1
5

(e) Obtenha zeros na terceira coluna fora da diagonal somando (—;-) vezes a terceira linha a primeira e soman-
do (4) vezes a terceira linha a segunda.

0 0 I
7
10

1
10 10

0

(1

1 0 I
1
2

1
2

1)
I
2

0 1 I 4
5

2
3

1
5

A Ultima dessas matrizes é IIA- 1 , urn resultado que pode ser verificado diretamente atraves da multiplicacao
pela matriz original A.

Esse exemplo tornou-se ligeiramente mais simples pelo fato de que a matriz original A tinha o primei-
ro elemento igual a 1 (a„ = 1). Se nfio for esse o caso, entao o primeiro passo é produzir 1 nessa posicäo
multiplicando-se a primeira linha por 1/a„ se a ll 0 0. Se a„ = 0, entao a primeira linha tem que ser trocada
por outra, de modo a trazer um elemento diferente de zero para o primeiro elemento da primeira linha
antes de prosseguir.

Funciies Matriciais. Vamos precisar, algumas vezes, considerar vetores ou matrizes cujos elementos sac)
fun0es de ulna variavel real t. Escrevemos

r t (t)	 ail ( )	 • • •	 ai„(t)

x(t) =	 ).	 A(t) =	 (25)

(4,1(0	 •	 amn(t)

respectivamente.
A matriz A(t) é dita continua cm t = to . ou em um intervalo a < t < /3, se todos os elementos de A säo

fun0es contfnuas de t no ponto dado, ou no intervalo dado. Analogamente, A é dita diferencirivel se
todos os seus elementos sac) diferenciaveis e sua derivada dA/dt é definida por

dA	 daii\

dt	 dt )

ou seja, cada elemento de dAldt é a derivada do elemento correspondente de A. Do mesmo modo, a
integral de ulna matriz de fun0es rs definida por

N

(26)

,4.
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Por exemplo, se

A(t) = (sen t
	 t

1	 cost)
entäo

1A	
A(t) dt = (2

(t)	 (co	 720/2),s t

	

0	 – sent)	 fo	 7r.
Muitas das propriedades do calculo elementar podem ser facilmente estendidas para funcOes matriciais;
em particular,

dA
—
dt 

(CA) = C 
dt

,
	

onde C e uma matriz constante;	 (28)

dA dB
—
dt 

(A + B) = 
dt
— + 

dt
—•	 (29)

dt
dB

(AB) = A-
d
— + —B.

dA
	(30)t	 dt

E precis() tomar cuidado em cada termo das Eqs. (28) e (30) para evitar trocar a (mien) de multiplica-
cAo. As definicaes expressas pelas Eqs. (26) e (27) tambem se aplicam ao caso particular de vetores.

1 –2	 0

	

4	 –2	 3
Se A –	 3	 2 –I(

	

e B= (-1	 5 (

	

6	 1	
, encontre

–2	 I	 3	
2) 

(a) 2A + B	 (b) A – 4B
(c) AB	 (d) BA

Se A–
(1 +i	 –1 + rl 

e B– (i	 3
encontre

3+2i	 2–i	 2	 –2i)'

(a) A – 2 B	 (b) 3A + B
(c) AB	 (d) BA

–2	 1	 2
(1

	 2	 3
1	 0 –3 e B =3. Se A =	 3 –1 –1	 , encontre

2 –1	 1	 –2	 1	 0

(a) A T
(c) A T + B T.

(3 – 2i	 1 + i

	

4. Se A =	 encontre2	 i
	 –2+31  

	

(a) A T	 (b)

(b)

(d) (A + B)T

(c) A•

3	 2	 –1 2 1 –1

5. Sc A = (2	 –1	 2	 e B= –2 3 3),

1	 2	 1 1 0 2

verifique que 2(A + B) = 2A + 2B.

1	 –2	 0 2 1 –1 1 0

6. Se A = 3	 2	 –1	 B = –2 3 3
)

c C= 1
(2

2 2

1 0 2 0 1 –1–2	 0	 3

PROBLEMAS

verifique que

(a) (AB)C = A(BC)
	

(b) (A + B) + C =A+(B+C)

(c) A(B + = AB + AC
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Prove cada uma das propriedades a seguir da algebra de matrizes:    

(a) A+B=B+A
(c) a(A +	 aA + aB
(e) A(BC) = (AB)C

(b) A+ (B+C) = (A + B)+ C
(d) (a + /3)A = ceA + f3A
(f) A(B + = AB + AC

2 —1 + i 
Sex = 3i

)
e y = (	 2	 ), encontre

1 — i 3 — i

(a) xTy

(c) (x, y)
( b ) YTY
( d ) (Y, y)

1 — 2i 2
Sex=	 i

()
e y= 3 — i mostre que

2 1 + 2i

(a) xTy = y T x	 (b)

Em cada urn dos Problemas de 10 a 19, calcule a inversa

(	 1	 4)
11.

	

— 2	 3

(x, y) = (y, x)

da matriz

	

(3	 —1)

	

6	 2

dada ou mostre que ela 6 singular.

1	 2	 3 1	 1	 —1

12.	 (2	 4	 5 13. 2	 —1	 1
3	 5	 6 1	 1	 2

1	 2	 1
2	

1	 0

14.	 (-2	 1	 8 15.	 (0)	2	 I
1	 —2	 —7 0	 2

1	 —1	 —1	 2	 3	 1\ 
16.	 (2	 1	 0	 17.	 —1	 2	 1

)	 (

3	 —2	 1	 4	 —1	 —1)

/	 1	 0	 0	 —1\ /	 1	 —1	 2	 0\
0	 —1	 1	 0 —I	 2	 —4	 2

18. 19.
—1	 0	 1	 0 I	 0	 1	 3

\ 0	 1	 —1	 1/ \ —2	 2	 0	 —1/

Prove que se existem duas matrizes B e C tais que AB = I e AC = I, entao B = C. Isso mostra que a matriz
A so pode ter uma inversa.

e` 2e-' e2 ' 2 e' e-' 3e21
SeA(t) =	 2e( e- r —e2' e B(t) = —et 2e-` C21 , encontre

—et 3e -1 2e2' 3e' —e -t —e2`

(a) A + 3B	 (h) AB
i

(c) dAldi	 (d) f A(t) (It
f

Em cada urn dos Problemas de 22 a 24, verifique que o vetor dado satisfaz a equacdo

	

22. x' = (3
	 —2 21

	2 	 —2	 x '	 X =	
e2'

23. x' =
(2

3
—1
—2) x + (-1) et,

x= ( 1 ) e + 7 () te
0	 1

1 1 1 6
24. x' = 2

(
1	 —I x, x = —8 e-' + 2	 1	 e2'

0 —1 1 —4 —1

diferencial dada.
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25. x1/' = (	
e-3'	 e2(

4',	 41(t) = -4e- 3'	 e2'

Ax = b, (2)

Em cada um dos Problemas 25 e 26, verifique que a matriz dada satisfaz a equacAo diferencial dada.

	

1	 -1	 4	 e'	 e -2r	 e3'

	26. xi' = (3	 2 - 1 41) ,
-	

4/(t) = -4e'	 —e-2' 2e3'

	

2	 1	 1

	

-e'	 ear

7.3 Sistemas de Equasks Lineares Algebricas; Independencia Linear, Autovalores e Autovetores

Vamos rever, nesta segao, alguns resultados de algebra linear que sdo importantes para a resolucTio de
sistemas lineares de equagOes diferenciais. Alguns dosses resultados säo facilmente demonstraveis,outros
Ilk); como estamos interessados apenas em resumir tuna informacao util de forma compacta, nao dare-
mos indicacao da demonstracão cm nennum dos casos. Todos os resultados nesta secâo dependem de
alguns fatos bAsicos sobre sistemas lineares de equace•es algebricas.

Sistemas Lineares de Equacäes Algebricas. Urn coin unto de ir equacties algebricas lineares simultaneas em
n variaveis

auxi + 012x2 + • • + a ln Xn = b1,

(1)

a, X	 an2X2	 " ' ann Xn	 b,,

pode ser escrito como

onde a matriz n x n A c o vetor b sao dados, e as componentes de x tern que ser deterrninadas. Se b = 0,
o sistema c dito homogeneo; caso contrario, ele c nao homogeneo.

Se a matriz de coeticientes A for invertivel - ou seja, se do A for diferente de zero - entdo o sistema
(2) tern uma Unica soluc5o. Como A 6 invertivel, A-' existe c a solucAo pode ser encontrada multiplican-
do-se cada lado da Eq. (2) a esquerda por 	 assim,

x = A tb.	 (3)

Em particular, o problema homogeneo Ax = 0, correspondente a b = 0 na Eq. (2), tern apenas a solucdo
trivial x = 0.

Por outro lado, se A for singular - ou seja, se det A é zero - então ou nao existe solucäo da Eq. (2), ou
existe, mas nao c tinica. Como A 6 singular, A-' nav existe, de modo que a Eq. (3) nao e mais valida. 0
sisternA homogeneo

Ax = 0	 (4)

tern (uma infinidade dc) solucaes ink) nulas, alem da solucao trivial. A situacäo para o sistema nao homo-
geneo (2) 6 mais complicada. Esse sistema nä° tem solucao, a menos que o vetor .b satisfaca tuna deter-
minada condicao. Essa condicao e que

(b, y) = 0,	 (5)

para todos os vetores y tais que A*y = 0, onde A* e a adjunta de A. Se a condicdo (5) for satisfeita, entäo
o sistema (2) tern uma infinidade de solucOes. Cada uma dessas solucaes tem a forma

x = x (°) +	 (6)

onde xo) 6 uma solucâo particular da Eq. (2) e é qualquer solucao do sistema homogeneo (4). Note a
semelhanca entre a Eq. (6) c a solucdo de uma equacdo diferencial linear nao homogenea. As demonstra-
cOes de algumas das afirmacOes precedentes estao esbocadas nos Problemas de 25 a 30.

Os resultados do paragrafo anterior silo importantes para classificar as soluceles de sistemas lineares.
No entanto, para resolver urn sistema particular 6 melhor, ern geral, usar reducdo por linhas para transfor-
mar o sistema em urn muito mais simples, do qual a solucâo (ou as solucOes), se existir(em), pode(m) ser
escrita(s) facihnente. Para fazer isso de maneira eficiente, podemos formar a matriz aumentada



A b = 

alt
 

ant

at„

ann

(7)
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juntando o vetor b a matriz de coeficientes A como uma col una adicional. A linha pontilhada Urea no lugar
dos sinais de igualdade e divide a matriz aumentada. Agora efetuamos as operacOes elementares na matriz
aumentada de modo a transformar A em uma matriz triangular - ou seja, em uma matriz cujos elementos
abaixo da diagonal principal sâo todos nulos. Uma vez feito isso, e facil ver se o sistema tem ou nao solucao
e, se tiver, encontra-las. Observe que as operacOes elementares sobre as linhas da matriz aumentada (7) säo
operacOes legftimas sobre as equagOes do sistema (1). 0 exemplo a seguir ilustra o processo.

EXEMPLO	 Resolva o sistema de equacties

1
	 xi - 2x2 + 3x3 =	 7,

xi + x2 - 2x3 = -5,

2v 1 - x2 - x3 =	 4.

A matriz aumentada para o sistema (8) e

	

(

1	 -2	 3 I	 7
I	 1	 -2 I	 -5 .
2	 -1	 -1 I	 4

Vamos agora efetuar operacOes elementares sobre as linhas da matriz (9) corn o objetivo de introduzir zeros na
matriz em sua parte inferior a esquerda. Cada passo esta descrito, e o resultado e mostrado cm seguida.

Sonic a primeira a segunda linha e some (-2) vezes a primeira linha a terceira.

	

(1	 -2	 3 7
0	 -1	 1	 2
0	 3	 -7	 -10

)

Multiplique a segunda linha por -1.

	

(1	 -2	 3	 7)
0	 1	 -1	 -2
0	 3	 -7	 -10

Some (-3) vezes a segunda linha a terceira.

	

(

1	 -2	 3 I	 7
0	 1	 -1 I	 -2
0	 0	 -4 I	 -4

Divida a terceira linha por -4.

	

(

1	 -2	 3 I	 7
0	 1	 -1 I	 -2
0	 0	 1	 I	 1

A matriz obtida desse modo corresponde ao sistema de equagOes
- 2x2	3x3 =	 7,

X2 —	 x3 = -2,	 (10)

X3 =	 1,

que e equivalente ao sistema original (8). Note que os coeficientes na Eq. (10) formam uma matriz triangular. Da
Ultima das Eqs. (10), temos x 3 = 1; da segunda, x, = -2 + x 3 = -1 . e, da primeira, x, = 7 + 2x, - 3x, = 2. Obtemos, assim,

2
x= (-1 ,

)

1
que 6 a solucäo do sistema dado (8). Alias, como a solucao a Unica, conclulmos que a matriz de coeficientes 6
invertfvel.
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EUMPLO

2
Discuta as solucOes do sistema

xt — 2x2 3x3 = 61,

+ x2 — 2X3 = b2,

—	 + 3x3 = b3
para diversos valores de b,, b, e h,.

Observe que os coeficientes no sistema (11) sao os mesmos do sistema (8), exceto pelo coeficiente de x3 na
terceira equacao. A matriz aumentada do sistema (11) é

	

(

1	 —2	 3	 I bi

	

—1	 1	 —2	 I b2) •

	2 	 —1	 3	 I b3

Efetuando as operacOes (a), (b) e (c) como no Exemplo 1, transformamos a matriz (12) em

(

	

1	 —2	 3	 hi

	

0	 1	 —1	 I	 —6 1 —b2	(13)

	

0	 0	 0	 I 6 1 + 36 2 + 63

)I

A equacao correspondente a terceira linha da matriz (13) é

b i + 36, + b3 = 0:	 (14)

logo, o sistema (11) nao tem solucao, a menos que a condicao (14) seja satisfeita por b,, b, e 63. E possivel mos-
trar que essa condicäo e exatamente a Eq. (5) para o sistema (11).

Vamos supor que b, = 2, h 2 = 1 e b, = —5, caso em que a Eq. (14) é satisfeita. Entao, as duas primeiras linhas
da matriz (13) correspondem as equagOes

X I — 2v2 + 3x3 = 2,

.vz — .v 3 = —3.
Para resolver o sistema (15), escolhemos uma das incOgnitas arhitrariamente e resolvemos para as outras duas.
Fazendo .v..3=a, onde a e arbitrario, segue que

=	 — 3,

x1=2(a-3)-3a+2=—a-4.
Escrevendo a solucao em now(*) vetorial. temos

—a — 4	 —1	 —4)

	

x=	 a — 3) = a 	1) + (-3 .	 (16)

	

a	 1	 0

E facil veriticar que a segunda parcela a direita do segundo sinal de igualdade na Eq. (16) é uma solucao do sis-
tema nao homogeneo (11), enquanto a primeira parcela e a solucao mail geral possivel do sistema homogeneo
correspondente a (11).

A reducao pot linhas e tambal titil na resolucäo de sistemas homogeneos e de sistemas nos quais o
'limier() de equagOes é diferente do tnimero de inc69,nitas.

Independencia Linear. Urn conjunto de k vetores x"), ..., 'i lk ' é dito linearmente dependente se existe urn
conjunto de numeros (complexos) c,, ...,c,,, nem todos nulos, tais que

c l x (1) + • • • + ode° --,.. O.	 (17)

Em outras palavras, x" ), ..., x(k) sao linearmente dependentes se existe uma relacao linear entre eles. Por
outro lado, se o Calico conjunto c,, ..., ck para o qual a Eq. (17) é satisfeita é c, = c, = ... = ck = 0, entao x"),
..., Ye° sao ditos linearmente independentes.

Considere um conjunto de n vetores, cada um doles corn n componentes. Seja x = 4i) a i-esima com-
ponents do vetor x(i ) e seja X = (x v). Entao, a Eq. (17) pode ser escrita na forma

	

( x(1 1) c ) + • - • + xrcn	 xtrci + - • - + X in Cn

	

X" Ci + • • • +	 Cn	 Xn t ci +	 + xnnc.

	

(1)	 (n)

	

•
•	 = Xc = O.•

(12)

(15)

(18)

n
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Se det X 0 0, entao a Unica solucao da Eq. (18) é c = 0. mas se det X = 0, existent solucOes nao nulas. Logo,
o conjunto de vetores	 x(k) é linearmente independente se, e somente se, det X 0 0.

	)

1	 2	 -4
(xw =	 2 	 x(2) =	 1 .	 x (3 ) =	 1

	

1	 3	 -11

EXEMPLO

	 Determine se os vetores

3
(19)

sao linearmente independentes ou linearmente dependentes. Se forem linearmente dependentes, encontre tima
relacao linear entre des.

Para determinar se x"), x( 2 ) e x13 ) sac, linearmente dependentes. procuramos constantes c,, c 2 e c3 tais que

c l x" ) + c2 x(2 ' + c3 x(3 ' = 0.

A Eq. (20) também pode ser escrita na forma

(	 1	 2	 -4 c, 0

2	 1	 1 e,	 = 0

\ -1	 3	 -1 1 c l

s

0

e resolvida atraves de operacOes elementares sobre as linhas da matrix aumentada

1	 2	 -4	 I	 0
2	 1	 1	 1	 0

(

. (22)
-1	 3	 -1II	 I	 0

Vamos proceder como nos Exemplos 1 e 2.
Some (-2) vexes a primeira linha a segunda e some a primeira a terceira lin ha.

1 2 -4 I

0 -3 9 I

0)

0
0 5 -15 I 0

Divida a segunda li nha  por -3; depois some (-5) vexes a segunda linha a terceira.

2 -4 I 0\

0

(

1
1 -3 I 0

0 0 0 I 0/

Obtemos, assim, o sistema equivalente

2c2 - 4c3 = 0,	
(23)

C2 — 3c3 = 0.
Da segunda das Eqs. (23) temos c, = c, e. da primeira, obtemos c, = 4c 3 - 2c, = -2c3 . Resolvemos, entao para c,
e c, em funcäo de c 3 , corn esse Ultimo arbitrario. Se escolhermos, por conveniencia, c 3 = - 1, teremos c, = 2 e c, =
-3. Nesse caso a relacao desejada (20) fica

2x (I ) - 3x(2 ' - x(3) = 0,

e os vetores dados sao linearmente dependentes.
De maneira alternativa, podemos calcular det(xv), cujas colunas sao as componentes de x" , , x( 2 ) e x( 3), res-

. pectivamente. Assim,

det(xii ) =

	

1	 2	 -4

	

2	 1	 1

	

-1	 3	 -11

e calculus diretos mostram que é zero. Portant°, x(", x''' e xo) sao linearmente dependentes. No entanto, se os
coeficientes c,, c2 e c3 forem necessarios, ainda podemos resolver a Eq. (20) para encontra-los.

Muitas vexes é util pensar nas colunas (ou linhas) de uma matrix A como vetores. Esses vetores colunas
(ou linhas) sac) linearmente independentes se, e somente se, det A 0. Alem disco, se C = AB, pode-se
mostrar que det C = (det A)(det B). Portanto, se as colunas (on linhas) de ambas, A e B, sat) linearmente
independentes, entao as colunas (ou linhas) de C tamhem o sao.

Vamos agora estender os conceitos de dependencia e indepenclencia linear a urn conjunto de tune-6es
vetoriais x ( "(t),	 x(k)(t) definidas em um intervalo a < t < /3. Os vetores x")(t), 	 x(o(t) sac) ditos linear-
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mente dependentes em a < t < $ se existir um conjunto de constantes c 1 ,	 c5 , näo todas nulas, tais que
c,x ( "(t) +	 + ckx(k )(t) = 0 para todo t no intervalo. Caso contrario, xm(t),	 x (k)(t) sao ditos linearmente
independentes. Note que se x' (t), 	 x(k)(t) forem linearmente dependentes em um intervalo, ent5o des
sera° linearmente dependentes em todos os pontos do intervalo. No entanto, se x")(t), 	 x(k)(t) forem
linearmente independentes em urn intervalo, eles podem ou n5o ser linearmente independentes em cada
ponto; Iles podem, de fato. ser linearmente dependentes em cada porno mas corn urn conjunto diferente
de constantes em pontos diferentes. Veja o Problema 15 para urn exemplo.

Autovalores e Autovetores. A equacrio

Ax = y	 (24)

pode ser vista como uma transformac5o linear que lev y (ou transforma) urn vetor dado x em urn novo
vetor y. Vetores que säo transformados em maltiplos de si mesmo säo importantes em muitas aplicacOes.5
Para encontrar tais vetores fazemos y = Xx, onde tie urn fator escalar de proporcionalidade, e procuramos
solucOes das equagOes

Ax = Ax,

ou

(A - Al)x = 0.

A Ultima equac5o tern solucties näo nulas se, e somente se, A for escolhido de modo que

det(A - AI) = 0. (27)

Os valores de A que satisfazem a Eq. (27) sac) chamados de autovalores da matriz A, e as solucaes rtho nu-
las correspondentes das Eqs. (25) ou (26), obtidas usando-se tal valor de A, são chamadas de autovetores
correspondentes, ou associados, ague le autovalor.

Se A é tuna matriz 2 x 2. entdo a Eq. (26) Pica

	

a il -	 au	 x1) = (0)

	

a21	 a22 — ).) (X2	 0

c a Eq. (27) torna-se

(at t - X ) (a22 - X ) - apa -n = O.

0 exemplo a seguir ilustra como encontrar autovalores e autovetores.

EXEMPLO
Encontre Os autovalores e autovetores da matriz

4	3 	 -1

	

A = (4	 -2)

Os autovalores a e os autovetores x satisfazem a equaciio (A - Xl)x = 0, ou

1(3x1)
(x,4	 -2 - X)

Os autovalores silo as rafzes da equacão

3-a.	 -1
det(A - Al) = A. 2 — X - 2 = 0.

4	 -2 - A

Logo, os autovalores s5o X, = 2 e A 2 = - 1.
Para encontrar os autovetores, voltamos a Eq. (31) c substituimos X por urn dos autovalores encontrados.

Para A = 2, temos

1
(4

-1
-4)

x,	 0
(x2) - (0)

'Por exemplo, este problem é encontrado ao se procurar Os eixos principais de tens5o em urn corpo elastico e ao se procurar
os modos de vibracäo livre em urn sistcma conservativo corn urn 'Willem finito de graus do liberdade.
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Logo, cada India desta equacao vetorial leva a condign° x, — x 2 = 0, logo x, e x 2 sno iguais, Inas seus valores não
estno determinados. Se x, = c, entao .v 2 = c tambem e o autovetor x1116

Logo, existe uma familia infinita de autovetores, indexada pela constante arbitraria c, correspondendo ao au-
tovalor	 Escolheremos urn tinico membro dessa familia como representante; neste exemplo, parece mais
simples escolher c = 1. Assim. em vez da Eq. (34), escrevemos

e lembramos que qualquer multiplo n5o nulo desse vetor tambem 6 um autovetor. Dizemos que x") e o auto-
vetor correspondente ao autovalor A, = 2.

Fazendo, agora. A = —1 na Eq. (31). obtemos

(4 —1) ( 2 ) — (0)
4 —1	 x i	0

Mais uma vez obtemos uma (mica condign() sobre x, e x 2 , a saber, 4x, —x 2 = 0. Logo, o autovetor correspondente
ao autovalor A, = —1 é

(2)

X = (4)

ou qualquer nuiltiplo nâo nut() desse vetor.

Como ilustrado no Exemplo 4, os autovetores sac) determinados a menos de um constante multipli-
cativa näo nula; se essa constants c especificada de al2um modo, entao os autovetores säo ditos normali-
zados. No Exemplo 4 escolhemos a constante c para que as componentes dos autovetores fossem inteiros--.._...--
pequenos. No entanto, qualquer outra escolha de c seria igualmente valida, embora talvez n5o tao con-
veniente. Algumas vezes é conveniente normalizar um autovetor x escolhendo a constante de modo que
seu comprimento seja 11x11= (x, x)' = 1.

A Eq. (27) c um equacão polinomial de grail n em A, de modo que existem n autovalores A,,	 al-
guns dos quail podem ser repetidos. Se um determinado autovalor aparece nt vezes como raiz da Eq. (27),
ele e dito de multiplicidade algebrica m. Cada autovalor tern pelo menos um autovetor associado, e um
autovalor de in tilt iplicidade algebrica nl pode ter q autovetores linearmente independentes. 0 !Miner° q

chamado de multiplicidade geometrica do autovalor, e pode-se mostrar que

1 < q < in.	 (38)

Mem disco, exemplos most rain que q pode ser qualquer inteiro nesse interval°. Se todos os autovalores
de uma matriz A sac, simples (tern multiplicidade algebrica urn), entao cada autovalor tambem tem mul-
tiplicidade geometrica um.

E possivel mostrar que, se A., e A, forem dois autovalores de A, entao seus autovetores correspondentes
x"' e x 121 sao linearmente independentes (Problem 34). Este resultado pode ser estendido para qualquer
conjunto	 ..., A x de autovalores (list intos: setts autovetores x( 1 ), ..., Ye" s5o linearmente independentes.
Ent5o, se todos os autovalores de uma matriz n x n forem simples, os n autovetores de A, um para cada
autovalor, sera) linearmente independentes. Por outro lado, se A fiver urn ou mais autovalores repetidos,
ent5o pode ter menos do que n autovetores linearmente independentes, ja que urn autovalor repetido
pode ter q < in autovetores. Como veremos na Segno 7.8, este fato pode levar a complicagOes mais tarde
na resolucao de sistemas de equacties diferenciais.

EXEMPLO
Encontre os autovalores e autovetores da matriz

5 0	 1	 I
A = (1	 0	 1

1	 1	 0

Os autovalores A e os autovetores x satisfazem a equacdo (A — AI)x = 0, ou

—A	 1	
1	

0
11 ) (x.1	 —A	 =	 0) .)	 (

1	 1	 —A	 x3	0
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Os autovalores sao as raizes da equacao  

det(A — Al) =

	

—A	 1	 1

	

1	 1

	

1	 1	 --;n.

= — X 3 ± 3A. + 2 = O.	 (41)   

As rafzes da Eq. (41) sao A = 2.;.. = —1 e i,, = —1. Assim, 2 é um autovalor simples e —1 e um autovalor de mul-
tiplicidade algdbrica 2, ou um autovalor duplo.

Para encontrar o autovetor x"' associado ao autovalor 	 substitufmos = 2 na Eq. (40); isso nos leva ao
sistema

	

(-2	 1	 1	 x 1

	

1	 —2	 1	 x,

	

1	 1	 —2	 x3

)

=

0

0	 .

0

Podemos reduzi-lo ao sistema equivalente

(

	

—1	 -- 11 )	 ()(fr i
0	 1	

) =	 ())(2

0	 0	 0	 x 3	())

atraves de operaciies elementares sobre as lin has. Resolvendo esse sistema, obtemos o autovetor

1

x'" = (1)

1

Para k = —I, a Eq. (40) se reduz imediatamente a Unica equircao

r t +x2 +	 = 0.

Assim, valores para duas das quantidades x,,x, e .v, podem ser escolhidos a rbitrariamente, e o terceiro valor fica
determinado pela Eq. (45). Por exemplo, se .v, = c, e x2 = c,. entao x, = —c,— c2 . Em notacao vetorial, temos

(	 CI	 1	 0

C2	 = c i	 _ O	 +	 1 )x = (46)

Por exemplo, escolhe tido c 1 = 1 e c,= 0, obtemos o autovetor

1x' 21 = (	 0)	 (47)

—1

Qualquer mUltiplo nao nulo de x''' tamb(3m ë urn autovetor. mas um segundo autovetor independente pode ser
encontrado para uma outra escolha de c, e c, — por exemplo. c, = 0 e c2 = I. Nesse caso, obtemos

0

X(3) =	 1)	 (48)

—1

que a linearmente independente de x( 2 ). Portant°, neste exemplo existem dois autovetores linearmente inde-
pendentes associados ao autovalor duplo.

Uma classe importance de matrizes, chamadas de autoadjuntas ou hermitianas, é aquela em que A* =
A, ou seja,a,,= a u . A classe das matrizes autoadjuntas inclui, como subclasse, as matrizes simetricas reais —
ou seja, matrizes corn todos os elementos reais tais que A T = A. Os autovalores e autovetores de matrizes
autoadjuntas tern as seguintes propriedades

Todos os autovalores sac) reais.
Sempre existe urn conjunto completo de n autovetores linearmente independentes, independentemente
das multiplicidades algaricas dos autovalores.
Se x1 ' ) e x' 2 ' sao autovetores correspondentes a autovalores distintos, entao (x 0 ), x(2)) = 0. Logo, se todos os
autovalores sao simples, os autovetores associados formam urn conjunto ortogonal de vetores.
E possivel escolher m autovetores ortogonais entre si associados a urn autovalor de multiplicidade m.

Assim, o conjunto completo de n autovetores sempre pode ser escolhido de modo que seja urn conjunto
ortogonal, alem de linearmente independente.

- C2
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As demonstracOcs das afirmacOes 1 e 3 estao esquematizadas nos Problemas 32 e 33. 0 Exemplo 5
envolve uma matriz simetrica real e ilustra as propriedades 1, 2 e 3, mas a escolha que fizemos para x (2 ) e
x131 nao ilustra a propriedade 4. No entanto. sempre e possfvel escolher x( 2 ) e x131 de modo que (x121 , x'3))

0. Por excmplo, poderfamos ter escolhido. no Exemplo 5, x( 2 ) como antes e x(3 ) usando c, = 1 e c:= -2 na
Eq. (46). Dessa forma, obterfamos

1	 I
x(2) =	 0

-1	

X(3) = (-2
1

)	 )

como autovetores associados ao autovalor = -1. Esses autovetores sac) ortogonais entre si e sao. tam-
b6m, ortogonais ao autovalor x") associado ao autovalor A = 2.

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 6, resolva o conjunto de equagOes dado ou mostre que na7o tern solucdo.

1. x i	- x3 = 0 2. x i + 2x2 - x., = 1

3x, + X2 + X3 = 1 211 + X2 + X3 = 1

-x l f x2 + 2x3 = 2 x, - x2 + 21 3 = 1

3. x, + 2/2 - 13 =	 2 4. x, + 2x, - 13 = 0
2x, + x2 + 13 =	 1 21, + X2 + 13 =

- X2 + 213 = -1 -	 + 213 = 0

5. x,	 - X3 = 6. + 212 - x3 = -2
31, + x2 + x3 = 0 -2x 1 - 4x, + 213 =	 4

+ x2 + 2x3 = 0 21, + 412 - 2x3 = -4

Em cada um dos Problemas de 7 a 11, determine se o conjunto de vetores dado é linearmente independente. Se
for linearmente dependents, encontre uma relaciio linear entre os vetores. Os vetores estao escritos na forma
de linhas para economizar espaco. mas podem ser considerados como vetores colunas, ou seja, podem ser usa-
das as transpostas dos vetores dados, em vez dos prOprios vetores.

x (I ) = (1,1,0),	 X(2) = (0, 1, 1),	 X(3) = ( 1,0, 1)

x") = (2,1,0),	 x(2) = (0,1,0),	 X(3) = (-1, 2,0)

x") = (1, 2, 2, 3),	 x121 = (-1,0,3,1),	 x( 3) = (-2, -1, 1, 0),	 x14) = (-3, 0, -1, 3)

x") = (1,2,-1,0),	 x(2) = (2,3, 1, -1),	 x(3' = (-1,0,2,2),	 x1'"	 (3, -1, 1,3)

x 111 = (1,2, -2),	 x(2) = (3,1,0),	 x(3) = (2, -1. 1),	 x(4) = (4,3, -2)

Suponha que cada urn dos vetores x( 1 ,	 x 1-1 tern n componentes, onde n < in. Mostre que e), ..., ye-) sao
linearmente dependentes.

Em cada urn dos Problemas 13 e 14. determine se o conjunto de vetores dado 6 linearmente independente para
-co < t < co. Se for linearmente dependents. encontre uma relacäo linear entre os vetores. Como nos Problemas
de 7 a 10, os vetores estao escritos como linhas para economizar espaco.

x( I )(t) = (e-' , 2e- 1 ),	 x(2)(t) =	 .	 x (3) (t) = (3e-',0)

x11 (t) = (2sen t, sent), •	 x(2 )(t) = (sent,2sent)

15. Sejam

1
x( 11 (t) =	 x(2)(t) = ( t ) .

(tee')

Mostre que xo )(t) e x 1 '-)(t) sao linearmente dependentes em cada ponto do intervalo 0 < t < 1. Apesar disso,
mostre que x19(t) e x 1 '-)(t) sao linearmente independentes em 0 < t < 1.

Em cada urn dos Problemas de 16 a 25, encontre todos os autovalores e autovetores da matrix dada.
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1
18. ( -2 ) 19.

(

1)1 -2 i

20.
(	 1 0 )

21.
(-3 3/4)

0 -1 -5 1

1 0 0 3 2	 2

22. 2 1 -2 23. 1

(

4	 1

)

3 2 1 - -4	 -1

11/9 -2/9 8/9 3 2	 4

24. --2/9( 2/9 10/9 25. 2
()

0	 2

8/9 10/9 5/9 4 2	 3

Os problemas de 26 a 30 tratarn da resoluc5o de Ax = b quando det A = 0.

26. (a) Suponha que A 6 uma matriz real n x n. Mostre que (Ax, y) = (x,Ary) quaisquer que sejam os vetores x e y.
Sitgesulo: voce pode achar mais simples considerar primeiro o caso n = 2; depois estenda o resultado para
urn valor arbitrario de n.

Se A n5o for necessariamente real, mostre que (Ax, y) = (x, A* y) quaisquer que sejam os vetores x e y.

Se A for hermitiana, mostre que (Ax, y) = (x, Ay) quaisquer que sejam os vetores x e y.

27. Suponha quc para uma matriz dada A existe urn vetor nao nulo x tal que Ax = 0. Mostre que existe, tam-
bem, um vetor n5o nulo y tal que A*y = 0.

Suponha que det A = 0 e que Ax = b tern soluc5o. Mostre que (b, y) = 0, onde y e qualquer solucdo de A*y
= 0. Veritique que essa afirmacao 6 verdadeira para o conjunto de equacOes no Exemplo 2.

Sugestao: use o resultado do Problem 26(b).

Suponha que det A = 0 e que x = )0'6 uma soluc5o de Ax = b. Mostre que se e uma soluc5o de At = 0 e
cr e qualquer constante, entiio x = x" + aE tarnWm e soluctio de Ax = b.

Suponha que det A = 0 e que y e uma solucäo de A*y = 0. Mostre que se (b, y) = 0 para qualquer desses
y, entao Ax = b tem soluc5o. Note que isso e a reciproca do Problema 28; a forma da soluc5o 6 dada pelo
Problema 29.

Sugestao: o que a relac5o A*y = 0 diz sobre as linhas de A? Novamente, pode ajudar considerar o caso n =
2 primeiro.
Prove que A = 0 e um autovalor de A se, e somente se, A e singular.

Vamos mostrar, neste problema, quc os autovalores de uma matriz autoadjunta A sdo reais. Seja x um
autovetor associado ao autovalor A.

(a) Mostre que (Ax, x) = (x, Ax). Sugestdo: veja o Problema 26(c).

(h) Mostre que A(x, x) = A(x, x). Sugestiio: lembre que Ax = Ax.

(c) Mostre que A = A, ou seja, o autovalor A e real.

Mostre que, se A, e A 2 sac) autovalores de uma matriz A autoadjunta e se A, * A 2 , entao os autovetores
correspondentes xo ) e x( 2 ) s5o ortogonais.

Sugestdo: use os resultados dos Problemas 26(c) e 32 para mostrar que (A, - A 2)(x° t , x( 21) = 0.
34. Mostre que, se A, e Â2sdo autovalores de uma matriz A qualquer e se A, � Az, entao os autovetores corres-

pondentes x( 0 e x(') sit° linearmente independentes.

Sugestclo: comece corn c,x0 ) + c 2x42) 0; multiplique por A para obter c i A.,x( 1 ) + c2A 2x( 2) = 0. Depois mostre
que c, = c, = 0.

7.4 Teoria Basica de Sistemas de Equaciies Lineares de Primeira Ordem

A teoria geral para sistemas de n equagOes lineares de primeira ordem

Cj = P11( t )x i + • • • +	 (t)xn + gi (t),

(1)

x,,' =	 (t)x l + • • + p,,, (1)x,, +gn(t)



(3)

é bastante semelhante a teoria para uma Unica equagdo linear de ordem n. A discussdo nesta secdo,
portanto, segue as mesmas linhas gerais daquela feita nas SecOes 3.2 e 4.1. Para discutir o sistema (1) de
maneira mais eficiente, usaremos notacilo matricial. Ou seja, vamos considerar x, = 01 (t),	 „ = &(t)
como componentes de um vetor x = OW; analogamente, Mt),	 g„(t) sao componentes de um vetor g(t)
e p „(t),	 p,„,(t) sao elementos de uma matriz n x n P(t). A Eq. (1) fica, entao, na forma

= P(t)x + g(t).	 (2)

A utilizacdo de vetores e matrizes não so economiza muito espaco e facilita os cdlculos, mas tambem
enfatiza a semelhanca entre sistemas de equagOes e uma nnica equacao (escalar).

Dizemos que urn vetor x = OW é uma solucdo da Eq. (2) se suas componentes satisfazem o sistema de
equagOes (1). Ao longo delta secdo, vamos supor que P e g sao continuas em algum intervalo a < t < 13,
ou seja, as fungi:5es escalares p i"	 p„„, g1, • g, sao continuas nesse intervalo. Dc acordo coin o Teorema
7.1.2, isso é suficiente para garantir a existencia de solucOes da Eq. (2) no intervalo a < t < $.

E conveniente considerar primeiro a equacdo homogenea

= P(t)x

X = c X (1) (t) + • • • + ckx(k)(t)

tambem e solucao quaisquer que sejam as constantes 	 Como exempla pode-se verificar que

x(2) (t)

(-2eel = —2) Ci
X(I) (t) =	 C) e3r,

2e3'	 2
satisfazem a equacdo
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obtida da Eq. (2) fazendo-se g(t) = 0. Uma vez resolvida a equagdo homogenea, existem diversos metodos
para se resolver a equacdo ndo homogenea (2); isso sera feito na Secdo 7.9. Usaremos a notacdo

Xi l (t) 7X 1k (t)

x (1) (t) =
X21 (t) X2k (t)

,	 x(k)(t) = (4)

Xn1(t) \xnk(1)/

para denotar solucOes especificas do sistema (3). Note que x ,1 (t) =	 (t) denota a i-esima componente da
j-Osima solugao x(i)(t). Os fatos principals sobre a estrutura das solucbes do sistema (3) estdo enunciados
nos Teoremas de 7.4.1 a 7.4.4. Eles sao bastante semelhantes aos teoremas correspondentes nas SecOes
3.2 e 4.1; algumas das demonstracOes [learn como exercicio para o leitor.

Teorema 7.4.1 Se as funcOes vetoriais x" ) e xm sao solucOes do sistema (3), entdo a combinacão linear c,x ( ') + c2x(2)
tambem é solugdo quaisquer que sejam as constantes c, e c2.

Esse e o principio da superposigdo; para provii-lo, basta derivar c i x") + c,x( 2 ) e usar o fato de que x") e
x( 2) satisfazem a Eq. (3). Aplicando repetidamente o Teorema 7.4.1, chegamos a conclusdo de que, se x()),

x'bo sao solucOes da Eq. (3), entdo

x =
,	 1)

x
k4	 1	

.

De acordo corn o Teorema 7.4.1,

x = c 1 ( 1 ) e3` + c2 
( —2

1 ) e-t

=	 X (1) (t)	 C2X(2)(t)

tambem satisfaz a Eq. (7).
Como indicamos antes, aplicando repetidamente o Teorema 7.4.1 segue que coda combinagdo linear

finita de solucOes da Eq. (3) tambem é solucdo. A questdo, agora, e saber se todas as solucOes da Eq. (3)
podem ser encontradas dessa maneira. Por analogia corn casos anteriores é razodvel esperar que para um
sistema da forma (3) de ordem n seja suficiente formar combinagOes lineares de n solucOes escolhidas
apropriadamente. Sejam, entdo,	 x(") n solucOes do sistema (3) de ordem n e considere a matriz X(t)
cujas colunas sao os vetores x( 1 )(t), ...,x(")(t):
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x i i(t)	 • • •	 xin(t)

X(t) =	 (9)
Ynl (t )	 • •	 xn„(t)

Lembre-se, da Secdo 7.3, de que as colunas de X(t) sdo lincarmente independentes para um valor dado
de t se, e somente se, det X # 0 para esse valor de t. Esse determinante a chamado de wronskiano das n
solucOes	 x(") e denotado por W[xo),	 ou seja,

W[x(I) ,	 , x (" ) ]( t) = det X(t)•	 (10)

Entdo, as solucCies x (0,	 x( " ) sdo linearmente independentes em um ponto se, e somente se, W[x(I),
x(")] nao é zero nesse ponto.

Teorema 7.4.2 Se as funcOes vetoriaisx (1),...,x(o sdo solucOes linearmente independentes do sistema (3) em cada ponto
—	  do intervalo a < t < 0, entdo cada solucdo x = OW do sistema (3) pode ser expressa como uma combina-

cdo linear de x (1) ,	 x("),

= cix (1) (t) + • • • + c„x(")(t)	 (11)

de exatamente um modo.

Antes de provar o Teorema 7.4.2, note que de acordo corn o Teorema 7.4.1 todas as expressOes da for-
ma (11) sdo solucOes do sistema (3), enquanto que pelo Teorema 7.4.2 todas as solucOes da Eq. (3) podem
ser escritas na forma (11). Se pensarmos nas constantes c 1 ,	 c„ como arbitrarias, entdo a Eq. (11) inclui
todas as solucOes do sistema (3), e é costume chamii-la de solucao geral. Qualquer conjunto de solucaes
x( 0 ,	 x(") da Eq. (3) que seja linearmente independente em cada ponto do intervalo a < t < 0 é chamado
de conjunto fundamental de soluclies para esse intervalo.

Para provar o Teorema 7.4.2 vamos mostrar que, dada qualquer solucdo da Eq. (3), OW = c,x0 ) +
+ c„x(") para valores apropriados de c,, 	 c,,. Seja t =	 algum ponto do intervalo a < t < /3 e seja = 0(4)).
Queremos determinar se existe alguma solucdo da forma x = c,x") + 	 + c„x(") que tambem satisfaz a
condicao inicial x(t() )	 Em outras palavras, queremos saber se existem valores c 1 ,	 c„ para os quais

	

x (1) (to) + • • • + cnx (n) (to) •=-•	 (12)

ou, em forma escalar,
cixtt t ro) + • • • + cnxintto) =

(13)

(to) +	 • + cnxnn ( to) = Sn •

A condicdo neeessaria e suficiente para que as Eqs. (13) possuam uma Unica solucdo c,, 	 c„ a exata-
mente que o determinante da matriz dos coeficientes, que 6 o wronskiano 1Vfx"), 	 x`l no ponto to, seja
diferente de zero. A hipOtese de que /cm__ x (" ) sao linearmente independentes em todo o intervalo a < t

< ff garante que W[x( 0,	 nao se anula em t	 t„ e, portanto, existe uma (Unica) solucdo da Eq. (3) da
forma x = c.,x( 1 ) +	 + c„x" que também satisfaz a condicdo inicial (12). Pela unicidade no Teorema 7.1.2,
essa solucão e idCntica a OW, logo OW = c,x") +	 + c„x("), como querfamos provar.

Teorema 7.4.3 Se x(1) ,	 sdo solucOes da Eq. (3) no intervalo a < t < $, entdo Me),	 ou a identicamente nulo
	 	 ou nunca se anula nesse intervalo.

A importancia do Teorema 7.4.3 reside no fato de que nos livra da necessidade de examinar W[xW,
x( " ) ] em todos os pontos do intervalo de interesse e nos permite determinar se xifi , ..., ye") forma um

conjunto fundamental de solucaes simplesmente calculando seu wronskiano em qualquer ponto conve-
niente do intervalo.

A demonstracdo do Teorema 7.4.3 e feita estabelecendo-se, primeiro, que o wronskiano de x (0 ,	 x(")
satisfaz a equacdo diferencial (veja o Problema 2)



dW

dt
= (P11 + pn)W
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= (P11 + P22 + • • + NOW.

Logo,

W (t)	 c exp	 ip (t) + • • • + p,„,(t)] di} ,

onde c é uma constants arbitraria e a conclusdo do teorema segue imediatamente. A expressäo para W(t)
na Eq. (15) é conhecida como a formula de Abel; observe a semelhanca corn a Eq. (27) da Secdo 3.2.

De maneira alternativa, o Teorema 7.4.3 tambem pode ser demonstrado provando-se que se n solu-
cOes	 ...,	 da Eq. (3) forem linearmente dependentes em urn ponto t = to, entäo seräo linearmente
dependentes em todos os pontos em a < t < 13 (veja o Problema 8). Em consequéncia, se x"), 	 V"' forem
linearmente independentes em urn ponto. terdo que ser linearmente independentes em todos os pontos
do intervalo.

0 pr6ximo teorema diz que o sistema (3) tem pelo menos um conjunto fundamental de solucOes.

Teorema 7.4.4 Sejam

/ 1 \ / o \ o \

0 1 0

e( 1 ) 0 .	 e(2) = 0 .. . ,	 e(n ) —

0

\0/ \0/ \1/
alert) disso, suponha que xo) , ..., V" ) ski solucOes do sistema (3) satisfazendo as condicOes iniciais

x(I) (to) = ea ),	 ,	 x(n)(to) = e(n),	 (16)

respectivamente, onde to 6. urn ponto qualquer no intervalo a < t < Entäo	 V") formam urn con-
junto fundamental de solucOes para o sistema (3).

Para provar este teorema, note que a existéncia e a unicidade das solucOes xm . ...,	 mencionadas
no Teorema 7.4.4 sdo garantidas pelo Teorema 7.1.2. Vio e dificil ver que o wronskiano dessas solucOes é
igual a I quando t = t„: portanto, x"),	 V"' é urn conjunto fundamental de solticOes.

Uma vez encontrado urn conj unto fundamental de solucOes, podem ser gerados outros conjuntos atra-
yes de combinacOes lineares (independentes) do primeiro conjunto. Para fins teOricos o conjunto dado
pelo Teorema 7.4.4 é, em geral, o mais simples possivel.

Resumindo:

Qualquer conjunto de n solucaes linearmente independentes do sistema x' = P(t)x constitui urn conjunto
fundamental de solucties.
Sob as condicOes dadas nesta secdo, tais conjuntos fundamentals sempre existem.

3. Toda soluciio do sistema x' = P(t)x pode ser representada como uma combinacäo linear de qualquer con-
junto fundamental de solucaes.

dW

dt

Prove a afirmacdo feita logo apOs o Teorema 7.4.1 para urn valor arbitrzirio do inteiro k.

Neste problema vamos esquematizar a demonstraciio do Teorema 7.4.3 no caso n = 2. Sejam V') e x( 2 ) solu-
26es da Eq. (3) para a<t<fie seja W o wronskiano de	 e
(a)	 Mostrc que

dr'" dx12) x(I) x(1.2
)

dW dr dr
dt dx(1)2 dx?)

(I) (2)

dt dtX2 X2

(b) Usando a Eq. (3), mostre que

PROBLEMAS
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Encontre W(t) resolvendo a equacão diferencial obtida no item (b). Use esta expressäo para obter a
conclusào enunciada no Teorema 7.4.3.

Demonstre o Teorema 7.4.3 para urn valor arbitrario de n generalizando os procedimentos dos itens
(a). (b) e (c).

3. Mostre que os wronskianos de dois conjuntos fundamentais de soluceies do sistema (3) podem diferir, no
maxim°, por uma constante multiplicativa.

Sugestiio: use a Eq. (15).

@ Se x, = y e x2 = y', então a equacilo de segunda ordem

y" + p(t)y' + q(t)y = 0	 (i)

corresponde ao sistema

= X2,

= —q (t )x 1 — p(t)x2.

Mostre que, se ei e x( 2) formarern urn conjunto fundamental de solucOes para as Eqs. (ii) e se y o ) e y(2)
formarem urn conjunto fundamental de solucOes para a Eq. (i), então Wry"), y'2 1 = c141[x1 ), x'')], onde c 6
uma constante nao nula.

Sugestdo: y" >(t) c y''- I (t) tern que ser combinacOes lineares de x„(t) e x1,(t).
N1ostre que a solucäo geral de x' = P(t)x + g(t) 6 a soma de qualquer soluciio particular x(P ) dessa equacao
corn a solucii° geral x''') da equac;io homogaca associada.

6. Considere os vetores x( i )(t) = (
t
) e x'2> (t) = (1-) I	.

Calcule o wronskiano de xo ) e x(2).

Em que intervalos e) c x( 2) säo linearmente independentes?

Que conclusäo pode-se tirar sobre os coeticientes no sistema homogaeo de equacaes diferenciais
satisfeito por x( 1 ) e x':')?
Encontre esse sistema de equagOes e veritique as conclusties do item (c).

1.

1	 e
ett

(Considere os vetores x' 1 )(1) =	 e x' 2 (t) =	 , e responda as mcsmas perguntas existentes no Pro-'7
blema 6.

Os dois problemas a seguir indicam uma outra demonstracäb para o Teorema 7.4.2.

Sejam x"). 	 x("" solucOes de x' = P(t)x no intervalo a < t < Suponha que P 6 continua e seja t, ) um ponto
arbitriirio no intervalo dado. Mostre que x 11, ...,	 sdo linearmente dependentcs para a < t < li se (e so-
mente se) x("(t„), ...,x1"0(t,,)säo linearmente dependentes. Em outras palavras, x"),	 x'""são linearmente
dependentes no intervalo (a, /3) se forem linearmente dependentes em qualqucr ponto nele.

Sugestiio: exist= constantes c ....c„, tais que c,x")(t„) +	 + c„,x("')(t„) = 0. Seja z(t) = c,x'"(t) +	 + c„,x("o
(t) e use o teorema de unicidade para mostrar que z(t) = 0 para todo t ern a < 1 <

Sejam x"),	 xl ") solucOes linearmente independentes de x' = P(t)x, onde P 6 continua em a < t < 0.
tv1ostre que qualqucr soluc5o x = z(t) pode ser escrita na forma

z(t) = c l x (1) (t) + • • • + c„x'")(t)

para constantes apropriadas c,,	 c„.

Sugestao: use o resultado do Problema 12 da Secäo 7.3 c o Problema 8.

Mostre que a expressao para a solucao z(t) no item (a) é unica, ou seja, se z(t) = k,x")(t) +	 + k„xt")

	

(t), entao k, = c,,	 k„ c„.

Sugestdo: mostre que (k, — c,)x t "(t) +	 + (k„— c„)x(^)(t) = 0 para todo t ern a < t < f3 e use a independencia
linear de x"), 	x(").

7.5 Sistemas Lineares Homogeneos corn Coeficientes Constantes

Vamos concentrar a ma j or parte da nossa atencão em sistemas de equagOes lineares homoge'neas corn
coeficientes constantes, ou seja, sistemas da forma

= Ax,	 (1)

flJ
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onde A c uma matriz constante n x n. A menos que se diga o contrario, suporemos que todos os elemen-
tos de A silo mimeros reais (e nao complexos).

Se n = 1, o sistema se reduz a uma Unica equacao de primeira ordem

dx
— = ax,	 (2)

cuja solucäo é x =	 Observamos, na Secdo 2.5, que x = 0 é a dnica solue50 de equilfbrio se a � 0. Outras
solucOes tendem a x = 0 se a < 0 e, nesse caso, dizemos quc x = 0 e uma solucAo de equilfbrio assintotica-
mente estavel. Por outro lado.sc a> 0, entilo x = 0 é instavel,ja que as outras solucOes se distanciam dela.
Para sistemas de n equagOes a situacao e antiloga, de certa forma. cmbora mais complicada. Solucaes de
equilfbrio silo encontradas resolvendo-se Ax = 0. Em geral, vamos supor que det A 4-- 0, de modo que a
Unica solucdo de equilfbrio é x = 0. Uma pergunta importante é se outras solucoes se aproximam ou se
afastam dessa quando t aumenta; em outras palavras, x = 0 é assintoticamente estavel ou instävel? Exis-
tem outras possibilidades?

0 caso n = 2 é particularmcnte importante e permite visualizacäo no piano x ix2, chamado o piano de
fase. Calculando Ax em urn grande !Winer° de pontos e fazendo o grafico dos vetores resultantes, obte-
mos um campo de direcOes de vetores tangentes a soluciies do sistema de equa ties diferenciais. Pode-se
obter, em geral, uma compreensao qualitativa do comportamentoe so ucaes atraves de urn campo de
direcOes. Incluindo-se no grafico algumas curvas-solucoes, ou trajetOrias, pode-se obter informacão mais
precisa. Urn grafico contendo uma amostra representativa de trajetOrias para um sistema dado é chamado
um retrato de fase. Veremos mais tarde. nesta secão, exemplos de campos de direcOes e retratos de fase.

Para construir solucties do sistema (1) tentaremos generalizar o tratamento de equacOes lineares de
segunda ordem da Secao 3.1. Vamos supor, entilo,que uma solucão vai envolver uma funcâo exponencial
e". Alem disso,solucaes da Eq. (1) silo vetores, logo vamos multiplicar e"por urn vetor constante Assim,
procuramos solucOes da Eq. (1) da forma

x =en
(3)

onde o expoente r e o vetor devem ser determinados. Substituindo x dado pela Eq. (3) no sistema (1),
obtemos

,V" = AV"

Cancelando o fator escalar ndo nulo e", obtemos Al= r, ou

(A — r1)	 = 0,	 (4)

onde I e a matriz identidade n x a. EntSo, para resolver o sistema de equagOes diferenciais (1) precisamos
resolver o sistema de equagOes algebricas (4). Esse Ultimo problem e precisamente o que determina Os
autovalores e autovetores da matriz de coeficientes A. Portanto, o vetor x dado pela Eq. (3) é uma solucAo
da Eq. (1), desde que r seja urn autovalor e seja um autovetor associado da matriz de coeficientes A.

Os dois exemplos a seguir ilustram o procedimento para se encontrar a soluc50 no caso de matrizes
de coeficientes 2 x 2. Vamos mostrar, tambem, como construir os retratos de fase correspondentes. Mais
adiante, nesta sec5o, vamos discutir mais o sistema geral n x n.

I EXEM PLO

1=

Considere o sistema

,	 (1	 1)
4	 1 x.
	 (5)

Faca um grafico do campo do direcOes c determine o comportamento qualitativo das solugöcs. Depois encontre
a soluciio geral e desenhe diversas trajetOrias.

A Figura 7.5.1 mostra urn campo de direcOes pant esse sistema. Dessa figura é fticil ver quc uma solucao
tIpica se afasta da vizinhanca da origem e acaba tendo retas tangentes corn coeficientes angulares de aproxima-
damente 2 no primeiro ou no terceiro quadrants.

Para encontrar explicitamente solucOes, vamos supor que x =	 substituir na Eq. (5). Somos levados ao
sistema de equagOes algebricas

(1 
4 

r	
1 —
1)	 ()

(6)

As Eqs. (6) tern uma solucdo ndo trivial se, e somente se, o determinante da matriz de coeficientes e zero. Logo,
os valores permitidos para r silo encontrados pela equacAo
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FIGURA 7.5.1 Campo de direcOes para o sistema (5).

1 - r	 1

4	 1- r
= (1 - r)2 - 4  

= r2 - 2r - 3 = 0.	 (7)

A Eq. (7) tern raizes r, = 3 e r2 = -1: esses sâo os autovalores da matriz de coeficientes na Eq. (5). Se r = 3, o
sistema (6) se reduz a uma Unica equacao

-2E, + 6= 0.	 (8)

Logo,	 = 4 e o autovetor correspondente a r, = 3 pode ser escolhido como

el) =
- (2

Analogamente, correspondendo a r, = -1 encontramos que	 = -4, de modo que o autovetor é

(	 1)(2) =
-2

As solucOes correspondentes da equacdo diferencial säo

x' ir (t) = ( 1 ) e3'	 x (2) (t)	 (	 1 ) e-'.
2	 -2

0 wronskiano dessas soluc-Oes

e3 '	 e-'
W[x (1)  x (2) 1(1) =

2e3 '	 -2e-'
= -4e2t ,

que nunca se anula. Portanto. as solucOes x(') e X(21 formam um conjunto fundamental de solucOes, e a solucäo
geral do sistema (5) é

X = CIX (1) (0 	C2X(2)(t)

,	 1
= c, (

2
)	 c2+ c (

-2
) e-',

onde c, e c, sdo constantes arbitrarias.
Para visualizar a solucao (13), ajuda considerarmos seu grafico no piano x,x, para diversos valores das cons-

tantes c, e c2 . Comecamos corn x = c,x")(t) ou, em forma escalar,

x, = cle 31 ,	 x2	 2Cie31.

Eliminando t nessas duas equagOes, vemos que essa solucao pertence a reta x 2 = 2x 1 ; veja a Figura 7.5.2a. Esta
a reta que content a origem e tern a direcäo do autovetor V). Se olharmos a solucao como a trajetOria de uma
particula em movimento, então a particula esta no primeiro quadrante quando c, > 0 e no terceiro quando c, < 
0. Em qualquer desses casos, a particula se afasta da origem quando t aumenta. Considere agora x = c2zM, ou

x, = c2 e-'	 x2 = -2c2e-1

(13)
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10.5

x1

—2

(a) (b)

FIGURA 7.5.2 (a) TrajetOrias do sistema (5); a origem e urn ponto de seta. (h) Graficos de x, em funcao de t
para o sistema (5).

Essa solucao pertence a reta x 2 = —2.v,.cuja direcao e determinada pelo autovetor t''). A solucao esta no quarto
quadrante quando c, > 0 e no segundo quando c,< 0. corno mostra a Figura 7.5.2a. Em ambos Os casos a parti-
cula se aproxima da origem quando t aumenta. A solucao (13)6 uma combinacao de x")(t) e x'" (t). Para valores
grander de t, a parcela c,x("(t) z dominante e a parcela c2 x( 2 )(t) torna-se desprezivel. Logo, todas as solucaes
para as quais c,	 0 sao assintOticas a reta x, =	 quando t	 oo. Analogamente, todas as solucaes para as
quais c2 0 sao assintOticas a reta x, = —2x, quando t	 —oc. A Figura 7.5.2a mostra o gratico de diversas so-
lucOes. 0 padrao de trajetOrias nessa figura é tipico de sistemas 2 x 2 x' = Ax para os quais os autovalores sao
reais e tern sinais opostos. A origem e chamada de ponto de seta neste caso. Pontos de sela silo sempre instaveis,
porque quase todas as trajetOrias se afastam dole quando t aumenta.

No parzigrafo precedente descrevemos coax) desenhar. manualmente. um esboco qualitativamente correto
das trajetOrias de urn sistema como na Eq. (5). uma vez determinados Os autovalores e autovetores. No entanto,
para produzir urn desenho detalhado e preciso como na Figura 7.5.2a e em outras figure que aparecern mais
adiante neste capitulo urn computador e extremzimente (nil, se nao indispenszivel.

Como alternativa a Figura 7.5.2a voce pode fazer, tamhem, o graft() de x,,ou de x 2, como funcao de t; alguns
graticos tipicos de x, cm funcao de t aparecem na Figura 7.5.2b, e Os de x, em funcao do t sao semelhantes. Para
determinadas condicOes iniciais c, = (1 na Eq. (13), de modo que x, = cc' e x, --0 0 quando t	 oc. A Figura
7.5.2h mostra urn desses graticos,correspondente a trajetOria que se aproxima da origem na Figura 7.5.2a. Para
a maioria das condicOes iniciais, no entanto, c, 0 e x, é dado por c,e" + c,e A presenca da parcela contendo
uma exponential positiva faz corn que x, cresca exponencialmente em modulo quando t aumenta. A Figura
7.5.2b mostra diversos graficos desse tipo, correspondendo a trajetOrias que se afastam da origem na Figura
7.5.2a. E irnportante compreender a relacäo entre as parses (a) e (b) da Figura 7.5.2 e de outras figuras seme-
lhantes que aparecerao mais tarde, ja que voce pode querer visualizar solucOes no piano x,x 2 ou como funcaes
da variavel independente t.

Considere o sistema
EXEMPLO

2	 X =

	 3	
x.	 (14)

Desenhe um campo de direcOes para este sistema; depois encontre a solucao geral e faca o grafico de diversas
trajetOrias no piano de fase.

0 campo de direceies para o sistema (14) na Figura 7.5.3 mostra claramente que todas as solucaes se aproxi-
mam da origem. Para encontrar soluceies, suponha que x =	 ; obtemos, c n la°, o sistema algebrico

r	 r) (:Z) = (0)

	
(15)

Os autovalores satisfazem
(-3 — r)( —2 — r) — 2 r2 + 5r + 4

= (r + 1)(r + 4)	 0,	 (16)



de modo que r, = -1 e r, = -4. Para r= -I, a Eq. (15) flea

-2 

-1 ) 	 (0)

Logo, l 2 = f t,, e o autovetor 4-(' I associado ao autovalor r, = -I pode ser escolhido como

1

Analogamente, correspondendo ao autovalor r, = -4, temos =	 de modo que o autovetor

(L), (-4

e a solucao geral

x = c,x(()(0	 (+ c2 x( 2 ) = c, 4 e-t +c,c2 - 1 12 e-4` . (21)
1

A Figura 7.5.4a mostra graticos da solucao (21) para diversos valores de c, e c,. A solucäo x(')(t) se aproxi-
ma da origem ao longo da reta x 2 = ./-2- x 1 , enquanto a solucäo x9t) se aproxima da origem ao longo da reta
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FIGURA 7.5.3 Campo de direct-5es para o sistema (14).

Portanto, urn conjunto fundamental de soluciies para o sistema (14)6

( 1x(1) (t) =	 6-1,	 x(2)(0 = -12 e-4`,

(a)	 (b)

FIGURA 7.5.4 (a) TrajetOrias do sistema (14); a origem e urn no. (b) Graft° de x, em funcäo de t para o
sistema (14).
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x i =	 direcOes dessas retas säo determinadas pelos autovetores V) e V), respectivamente.Temos, em
geral, uma combinacdo dessas duas solucOes fundamentais. Quando t	 oo, x (2 )(t) a desprezivel em comparacdo
corn x(')(t). Entao, a menos que c, = 0, a solucão (21) se aproxima da origem tangente a rota x 2 --= f xi . 0 padrao
de trajetOrias ilustrado na Figura 7.5.4a é tipico de todos os sistemas 2 x 2 x' = Ax para os quais os autovalores
sdo reais, distintos e de mesmo sinal. A origem é chamada de no para tais sistemas. Sc os autovalores fossem po-
sitivos, em vez de negativos, as trajetOrias seriam semelhantes, mas o sentido de percurso seria no sentido opos-
to. Os n6s serdo assintoticamente estaveis se os autovalores forem negativos, e instaveis se forem positivos.

Embora a Figura 7.5.4a tenha sido gerada por computador, urn esboco qualitativamente correto das trajetO-
rias pode ser fcito rapidamentc a mao, baseado no conhecimento dos autovalores e autovetores.

A Figura 7.5.4b mostra graficos tipicos de x, em funcao de t. Note que cada urn dos graficos se aproxima
assintoticamente do eixo dos t quando t aumenta, correspondendo a uma trajetOria que se aproxima da origem
na Figura 7.5.4a. 0 comportamento de x2 como funcao de t é analog°.

Os dois exemplos precedentes ilustram os dois casos principais para urn sistema 2 x 2 corn autovalores
reais distintos: os autovalores tem sinais opostos (Exemplo 1) ou o mesmo sinal (Exemplo 2). Outra pos-
sibilidade é zero ser autovalor, mas nesse caso det A = 0, o que contradiz a hipOtese feita no inIcio desta
secao. No entanto, veja os Problemas 7 e 8.

Voltando ao sistema geral (1), procedemos como nos exemplos. Para encontrar solucOes da equacilo
diferencial (1) precisamos encontrar os autovalores e autovetores de A a partir do sistema algebrico (4).
Os autovalores r,, ...,r„ (que n5o precisam ser distintos) s'ao rafzes da equac5o polinomial de grau n

det(A — rI) = 0. 	 (22)

A natureza dos autovalores e dos autovetores associados determina a natureza da solucilo geral do siste-
ma (1). Se supusermos quc A c uma matriz real, existem tres possihilidades para os autovalores de A:

Todos os autovalores sao reins e distintos entre si.
Alguns autovalores ocorrem em pares complexos conjugados.

3. Alguns autovalores säo repetidos.

Se os autovalores forem reais e distintos, como nos dois exemplos precedentes, entao existe urn auto-
vetor real	 associado a cada autovalor ri e o conj unto de n autovetores V), ...,	 linearmente inde-
pendente. As solucOes correspondentes do sistema diferencial ( I ) sdo

x (1) (t) =	 (I)	 ,	.. . ,	 x ( " ) (t) =	 ( " ) e.'"`	 (23)

Para mostrar que essas solucOes formam um conjunto fundamental, calculamos seu wronskiano:

wix( 1 ), , x (" ) ](t) =

m erg

nrnerit

(n)er„f

!,11)er,,t

(t)
(n)

= e
(r i +••.-Fr,)t (24)

Sn
(nn)

Em primeiro lugar, note que a funcao exponencial nunca se anula. Segundo, como os autovetores (1),
V) sdo linearmente independentes, o Ultimo determinante na Eq. (24) e diferente de zero. Em consequen-
cia, o wronskiano W[x( 1 ),	 xml(t) nunca se anula; portanto, x" ) ,	 x(") formam urn conjunto fundamental
de solucOes. Logo, a solucão geral da Eq. (1)

x = c1 (1)
e
rit 

+ • • • ± c„ (n) er'" t •	 (25)

Se A for real e simetrica (urn caso particular de matrizes autoadjuntas), lembre-se, da Secao 7.3, de que
todos os autovalores r 1 ,	 r„ tern que ser reais. Akin disso, mesmo que alguns autovalores sejam repeti-
dos sempre existe urn conjunto completo de n autovetores 4"41 ), ..., 4'4 " ) que säo linearmente independentes
(de fato, ortogonais). Portanto, as solucOes correspondentes do sistema diferencial (1) dadas pela Eq.
(23) formam urn conjunto fundamental de solucOes, e a solucdo geral c dada, novamente, pela Eq. (25).
0 exemplo a seguir ilustra esse caso.
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EXEMPLO

3
Encontre a solucäo geral de

	

(0
	 1	 1

x' = 1	 0	 1 x.

	

1	 1	 0
(26)

Note que a matriz de coeficientes ë real e simetrica. Os autovalores e autovetores dessa matriz foram en-
contrados no Exemplo 5 da Seca° 7.3:	 1

rr = 2,	 = 1 ;	 (27)
1

(	 ( (28)
-1)	 -1

Portanto, um conjunto fundamental de solucOes da Eq. (26) é

(1
	 1	 0

xo) (t) =	 1 e2r ,	x(2)(/) =	 0 e-1,	 x(3)(t) =	 1 e-',

e a solucao geral e
1	 1	 0

x = c,(1) e2' + c2	0) e- ' + c3 (1 c'

-1	 -1

Este exemplo ilustra o fato de que embora urn autovalor (r = -1) tenha multiplicidade algebrica 2, pode ainda
ser possivel encontrar dois autovetores linearmente independentes 	 e r e, entao. construir a solucao geral
(30).

0 comportamento da solucdo (30) depende, de modo critic°, das condicOes iniciais. Para valores grandes de
t a primeira parcela na Eq. (30) e a dorninante: logo, se c, 0, todas as componentes de x tornam-se ilimitadas
quando t	 oc. Por outro lado, para determinadas condicOes iniciais c, pode ser zero. Nesse caso, a solucao so
tern termos exponenciais corn potencias negativas e x 	 0 quando t -> DC. Os pontos iniciais que fazem corn
que c, seja nulo sao exatamente aqueles que pertencem ao piano determinado pelos autovetores 4421 e 40 as-
sociados aos dois autovalores negativos. Assim, solucOes que comecam nesse piano se aproximam da origem
quando t	 oc, enquanto as outras solucaes tornam-se ilimitadas.

Se alguns dos autovalores ocorrem em pares complexos conjugados, entao ainda existern , n solucOes
linearmente independentes da forma (23), desde que todos os autovalores sejam distintos. E claro que
solucOes vindas de autovalores complexos tomam valores complexos. No entanto, como na Secdo 3.3,
possfvel obter urn conjunto completo de solucOes reais. Isso sera discutido na Secao 7.6.

Dificuldades mais serias podem ocorrer se urn autovalor for repetido. Nessa eventualidade, o mimero
de autovetores linearmente independentes pode ser menor do que a multiplicidade algébrica do autova-
lor. Se for esse o caso, o namero de solucOes linearmente independentes da forma V' sera menor do que
n. Para construir um conjunto fundamental de soluceies a necessario, entao, procurar soluceies adicionais
de outra forma. A situacao e parecida corn o caso de uma equacdo linear de ordem n corn coeficientes
constantes; uma raiz repetida da equacao diferencial fornecia solucOes da forma en ,te,t2en, etc. 0 caso de
autovalores repetidos sera tratado na Seca° 7.8.

Finalmente, se A for complexa, entao os autovalores complexos n5o precisam aparecer em pares con-
jugados e os autovetores sat), em gcral, complexos, mesmo que o autovalor associado seja real. As solu-
cOes da equac5o diferencial (1) ainda si-fo da forma (23), desde que os autovalores sejam distintos, mas em
gcral todas as solucifies ski complexas.

7. = -1,	 r3 -= -1;	 (2) =	 0 ,	 (3) =	 1 .

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 6:
Encontre a solucao geral do sistema de equacOes dado e descreva o comportamento das soluceies quando
t	 CC.

Desenhe um campo de direcOes e faca o grafico de algumas trajetOrias do sistema.

1	 0

1	 -1



2

3

—2)
—2

_1 )

—2)

x' = (1
3

4. x' = (1
4

—2)
—4 x

1)
—2
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1. x' 
=

=

(-2	 I)	
5	 2

442, 5. x' =	 4

	

1 —2	
IL 6. x' = ( 4

3	 5 X
rt

Em cada urn dos Problemas 7 e 8:
Encontre a solucao geral do sistema de equaceles dado.
Desenhe urn campo de dirt:0es e algumas das trajetOrias. Em cada um desses problemas a matriz de
coeficientes tern um autovalor nulo. Como resultado, o padrao das trajetOrias e diferente dos padrOes nos
exemplos no texto.

	

(4 —3)	 ( 3	 6)
64-2, 7. x' =	 64-2, 8. x' =

	

8 —6	 —1	 —2

Em cada um dos Problemas de 9 a 14, encontre a solucao geral do sistema de equagOes dado.

(	 1
9. x' =

1
x

2
@;) x' = (

-1

2 + i

—1—i	
x

1 2 3 2 4
x' =	 1

(1
2 1 x '12	 x'= (2 0 2) x

2 1 1 4 2 3

1 1 1 1 —1 4
13. x' =	 2

(
1 —1 x 14.	 x' = 3 2 —1 x

—8 —5 —3 2 1 —1

Em cada urn dos Problemas de 15 a 18. resolva o problem de valor inicial dado. Descreva o comportamento
da solucao quando

=
(3	 1	 — I	 —5
5 — I)	 ( 2)	 (-2	 1

4

)	 (i)
x,	 x(0) =	 16. x' =	 x,	 x(0) =

3

	

( 1	 1	 2

	

0	 0 —1	 7

	

0	 2	 2 x, x(0) = 0	 18. x' =	 2	 0	 0	 x,	 x(0) =	 5

	

—1	 1	 3

2)

	

1	 —1	 2	 4

)

5

19. 0 sistema tx' = Axe analog° a equacao de Euler de segunda ordem (Seca() 5.4). Suponha que x = Vr,onde

	

6 urn vetor constante, e mostre que 	 r tern que satisfazer (A — rig = 0 para se obter solucaes nä° triviais
da equacao diferencial dada.

Referindo-se ao Problema 19, resolva o sistema de equacöes dado em cada um dos Problemas de 20 a 23. Su-
ponha que t > 0.

2 —1 5 — 1
20. tx' = x_2) 21. tx' =

(
3

)
1

4 —3
22. tx' = (

8 —6) x
23. Ix' .=

2(2
x

—2

Em cada um dos Problemas de 24 a 27 sao dados os autovalores e autovetores da matriz A. Considere o sistema
correspondente x' = Ax.

Esboce um retrato de fase do sistema.
Esboce a trajetOria que passa pelo ponto inicial (2,3).

(c) Para a trajetOria no item (b), esboce os graficos de .1, e de x2 em funcao de t no mesmo conjunto de eixos.

-1,
	 (1) = (

2)
t(?)

—2, s —(2)	
r2 = — 2; 

ox
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= 1

= ()

-12

28. Considere urn sistema 2 x 2 x' = Ax. Se supusermos que r, # r2 . a solucäo geral d x = c,re'i r + c24"2)e'21,
desde que 4-(') e 4( 2 ) sejam linearmente independentes. Neste problema vatnos estabelecer a independência
linear de 4"" e 4-(2) supondo que sao linearmente dependentes e, depois, mostrando que isso nos leva a uma
contradic5o.

Note que 4( , ) satisfaz a equac5o matricial (A - r,I)V) = 0: analogamente, (A - r2 1)4( 2 ) = 0.
Mostre que (A - r,I)V 1 = ( r, - r,)}" 11.

Suponha que,;") e 4( 2 ) sao linearmente dependentes.Entdo c14(i) + c24( 2 1 = 0 e pelo menos urn entre c, e
c2 d diferente de zero; suponha quc c, # 0. Mostre que (A - r21)(c,r) + c2t( 2))= 0 e que (A - r2I)(c,e' ) +
c,r21) = c,(r, - r2 )e". Logo, c, = 0, uma contradicdo. Portanto,C) e 4( 2 ) sao linearmente independentes.
Modifique o argumento no item (c) para o caso em que c2 # 0.

(e) Faca um argument° semelhante para o caso em que a ordem n 6 igual a 3; note que o procedimento
pode ser estendido para urn valor arbitrario de n.

Considere a equacao

ay" + by' + cy = 0. 	 (i)
onde a, b c c sao constantes. Foi mostrado, no Capauto 3, que a solucão geral depende das raizes da equa-
c5o caracteristica

ar2 + br + c = O.	 (ii)

Transforme a Eq. (i) em um sistema de equacties de primeira ordem fazendo x, = y, x2 = y'. Encontre

(o sistema de equacOes x' = Ax satisfeito por x = xi.
x2

Encontre a equac5o quc determina os autovalores da matriz de coeficientes A no item (a). Note que
essa equacao e simplesmente a equac5o caracteristica (ii) da Eq. (i).

12. 30. 0 sistema de dois tanques do Problema 21 na Sec5o 7.1 nos leva ao problema de valor inicial
1	 3

x ,	 10	 40) x
I	 1

10	 5

x(0) =

onde x, e x, sao os dcsvios dos nfveis de sal Q, e Q, dos seus respectivos pontos de equilibrio.
Encontre a solucilo do problema de valor inicial dado.
Faca os graticos do x, e x2 em funcdo do t no mesmo conjunto de eixos.

(c) Encontre o menor instante T tal quc	 < 0.5 e lx,(r)l< 0,5 para todo t > T.

31. Considere o sistema

x, = ( -1 -1)
-a -1

Resolva o sistema para a = 0,5. Quais sao os autovalores da matriz de coeficientes? Classifique o pon-
to de equilibrio na origem em relacäo ao tipo.
Resolva o sistema para a = 2. Quais s5o os autovalores da matriz de coeficientes? Classifique o ponto
de equilibrio na origem em relacäo ao tipo.

(c) As solucaes encontradas em (a) e (b) exibem dois tipos de comportamento bem diferentes. Encontre
os autovalores da matriz de coeficientes em funcão de a c determine o valor de a entre 0,5 e 2 onde
ocorre a transicao de um tipo de comportamento para outro.

Circuitos Eletricos. Os Problemas 32 e 33 tratam do circuito eldtrico descrito pelo sistema de equagOes diferen-
ciais dado no Problema 21 da SecAo 7.1:

R,	 1

It

d (

v
I) ( T	 ) (I

1	 v) •

C	 CR2

r 1 = 1,	 (1) =	

\-1
	

'
•	 r2 = -2,	 (2)

2 	 2

= -1,	 4 (1) =	 r2 = 2,	 (2)
(-	

;
1

(
27. r 1 = 1,	 4( 1 ) =	 21	 ;	 r2 = 2,	 t (2) =

(i)
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32. (a) Encontre a solucao geral da Eq. (i) se R,= 1 S2, R,= s S2, L=2HeC= 3 F.

(b) Mostre que 1(t) —> 0 e V(t)	 0 quando t —+ co, independentemente dos valores iniciais 1(0) e V(0).
33. Considere o sistema precedente de equagOes difcrenciais (i).

Encontre condicOes que R,, R2, C e L tem que satisfazer para quc os autovalores da matriz de coefi-
cientes sejam reais c distintos.
Se as condicel'es encontradas no item (a) sao satisfeitas, mostre que ambos os autovalores sac) ne-
gativos. Depois. mostre que 1(t) —> 0 e V(t) —> 0 quando t —+ cc, independentemente das condiceies
iniciais.

(c) Se as condicties encontradas no item (a) nao forem satisfeitas, entao os autovalores sao complexos ou
repetidos. Voce acredita que 1(t)	 0 e V(t) --> 0 quando t --> oo tambern nesscs casos'?

Sugesttio: uma abordagem possfvel para o item (c) é transformar o sistema (i) em uma Unica equacäo de
segunda ordem. Vamos, tambem, discutir autovalores complexos e repetidos nas Sece•es 7.6 e 7.8.

7.6 Autovalores Complexos

Nesta secao vamos considerar, novamente, urn sistema de n equagOes lineares homogeneas corn coefi-
cientes constantes

= Ax, (1)

onde a matrix de coeficientes A é real. Se procurarmos solucOes da forma x = 	 entao, como na Seca°
7.5, segue quc r tern que ser urn autovalor e um autovetor associado da rnatriz de coeficientes A. Lembre
quc os autovalores r,,	 r„ de A sao as raises da equacao

det(A — rI) = 0,	 (2)

e que os autovetores associados satisfazem

(A -rI) = 0. (3)

Se A for real, os coeficientes na equacao polinomial (2) para r serao reais c os autovalores complexos
terao que aparecer em pares conjugados. Por exempla se r, = A + ip for urn autovalor de A, onde e u sao
reais, entao r, = X — ip tambern o sera. Para explorar o efeito de autovalores complexos, varnos comecar
corn urn exempla

EXEMPLO

	 Encontre urn conjunto fundamental de solucoes rcais do sistema

1

	
x' =	

—1

	 )	
(4)

e mostre-o graficamente.
A Figura 7.6.1 mostra urn campo de direct-5es para o sistema (4). Esse grafico sugere que as trajetOrias no

piano de fase sao espirais aproxirnando-se na origem no sentido horario.

.X2
n ---.... N \ \ \ \ \ \ \
	  --- ---.... N \ \ \ \ \ \	 1-- 	  2 ---..,....s, \ \ \ \ \ \	 \

- 	 -----.N\\\\ \ \ \	 17.77-------------....-,.. \ \ \ \ \	 \ I
77.---------------.,......., \ \ \ \ \ 	 1 1
777.--------_-_	 1-..., \ \ \	 \ 1 i	 1 1
////./..----------,...\\\	 I I I	 1 1	 1
/ / / / / / / / --- — --,.. \	 ‘ I	 I I I	 /	

1

	

/	 /
//,(///./•,'..,-----\ I	 I (1 I / .(1 
// I I I	 //	 /1/	 11/ /1-/ /-2 / / j-1 j f\/\--// 1 /// 2 //x1
/ / / / / 1	 I 1 \ \--..---777777//
I I	 I I I I 1 \ \N-,.------777.77/

1
 I	 I I 1 \ \ \\-1-----------5 ,..............,,,...„/

I	 1 \ \ \ N. \......-.... . 	
I1 \ \ \ \ \`,..--.---	 --..--

1 \	 \ \ \ \ \ \,,,,,,...--- 	 -- 7
1 \	 \ \ \ \ l'.. `..... -2	 	 --
\ 	 \ \ \ 'N N N	 -'-\ \ \ \\14.\\--. n..

FIGURA 7.6.1 Urn campo de direcOes para o Problema (4).
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Para encontrar urn conjunto fundamental de solucOes, supomos que

x =

e obtemos o conjunto de equagOes lineares algebricas

- 12 	 r	 1

	

-1	 - G2) — (0)

para os autovalores e autovetores de A. A equacao caracterfstica é

	

- 7, - r	 11

= r 2 r +	 = 0;	 (7)

	

portanto, os autovalores são r,	 + i e r, = --+ - i. Urn ealculo direto a partir da Eq. (6) mostra que os auto-
vetores associados são

	

= ( 1	 (2) = ( 1

 •

	 (8)

	

Observe que os autovetores 4" l 'e	 tambem são complexos conjugados. Logo, urn conjunto fundamental de
soluceles para o sistema (4) é

	

x''' (t) = ()
1 

el -1/2+i)t	 X (2) v)

	

•
	 • .• = (1.) e'

	
(9)

Para obter urn conjunto de soluceles reais, precisamos encontrar as partes real e imaginriria de ye" ou de x(2).
De fato,

	

x")(t) =	 e ''' (cos t + isent) =	 + i

	

(1
	 (e-`12 cos t)	 (e-`12 sent)

	

i	 - e-02 sent	 e-02 cos t .
	 (10)

Portanto,

	

,	 Cost
u(t) = e	

( 

COS

sent)

	

-` -	 ov(t) = e -t
	sent)	 t

d um conjunto de solucOes reais. Para verificar que u(t) e v(t) sac) linearmente independentes, vamos calcular
scu wronskiano:

— 1 1— —

W(u. v)(t) =
e- t/2 cos t

-e-02 sent
e -02 sent
e - ` 12 cost

	

= e -e (cos 2 t + sent) =	 .
Como o wronskiano nunca se anula, segue que u(t) e v(t) forinam um conjunto fundamental de solucOes (reais)
do sistema (4).

Os graficos das solucOes u(t) e v(t) aparecem na Figura 7.6.2a. Como

u(0) = (1)
	

v(0) = (?)

os grrificos de u(t) e de v(t)contern os pontos (1,0) e (0,1), respectivamente. Outras solucOes do sistema (4) sac)
combinacOes lineares de u(t) e v(t). e a Figura 7.6.2a mostra, tambdm, algumas dessas solucOes. Todas as traje-
tOrias se aproximam da origem ao longo do uma espiral quando t-4 oo, formando uma infinidade de caminhos
em torno da origem; isso e devido ao fato de que as solucOes (11) silo produtos de uma exponencial decrescente
corn fatores seno ou cosseno. Alguns graficos tipicos de x, em funcito de t estilo ilustrados na Figura 7.6.26; cada
uma representa uma oscilacäo decrescente no tempo.

A Figura 7.6.2a e tipica de sistemas de segunda ordem x' = Ax cujos autovalores são complexos corn parte
real negativa. A origem é chamada de ponto espiral e é assintoticamente estavel, ja que todas as trajetOrias se
aproximam dela quando t aumenta. Para urn sistema cujos autovalores tern parte real positiva as trajetOrias
silo semelhantes is da Figura 7.6.2a, exceto que o sentido do movimento é oposto, se afastando da origem, e
as trajetOrias são ilimitadas. Nesse caso, a origem é instrivel. Se a parte real dos autovalores é nula, entdo as
trajetOrias nem se aproximam da origem nem se tornam ilimitadas, mas, em vez disso, percorrem repetidamente
uma curva fechada em torno da origem. Nesse caso, a origem é chamada de centro e é tambem dita estavel, mas
nao assintoticamente estavel. Nos tres casos o sentido do movimento pode ser horario, como neste exemplo, ou
trigonometric°, dependendo dos elementos na mat riz de coeficientes A.



314 CAPiTI21.0 S ETE

(a) (b)

FIGURA 7.6.2 (a) TrajetOrias do sistema (4): a origem L: um ponto espiral. (h) Graficos de x, em functio de t
para o sistema (4).

Voltando a equa45o genii (I)

= Ax.

Podemos proceder como no exemplo. Suponha que existc urn par de autovalores complexos conjugados
r, = A + itt e r, = — ill. Entzio os autovetores associados 1 " c	 tantbrn	 complexos conjugados. Para
ver isso, suponha qua r, e 11> satisfazern

(A —	 (I) = 0.	 (12)

Calculando a equacilo complexa conjugada dessa equaciio e observando que A e I sao reais. obtemos

(A — T- 1 1) (1) = 0,	 (13)

onde r, e	 sac) os complexos conjugados de r, e de r. respectivamente. Em outras palavras, r, =

tambem c um autovalor	 =	 e urn autovetor associado. As solucOes correspondentes

x (1) (t)	 net,	 x(2)(t) = mei,/	 (14)

da equaciio difercncial (I) sao, ent5o, complexos conjugadas uma cla outra. Portant°. como no Exemplo
1, podemos encontrar duas solucOes reais da Eq. (I) correspondentes aos autovalores r, e r, tomando as
partes real e imaginaria de x")(0 ou de x''-)(t) dadas pela Eq. (14).

Vamos escrever	 = a 4- ill), onde a e b s5o reais:ent5o,

x (1) (t) = (a + ib)e(A±i")`

= (a + ib)e" 1 (cos	 + i seri it	 ( 15)

Separando x" )(t) em suits partes real e imaginaria, obtemos

0 ) (0 = ex' (a cos itt — b seng	 + ieAr (asen t + b cos pi).	 (16)

Se escrevermos x ( " (t) = u(t) + iv(t), ent5o os vetores

u(t) = eAs (a cos lit — b sen At),	
(17)

v(t)	 ex ' (a senitt + b cos At)

solucOes reais da Eq. (1). E possivel mostrar que u e v säo solucOcs linearmente independentes (veja
o Problema 27).

Por exemplo, suponha que a matrix A tem dots autovalores complexos r, = ti +	 — iit, e que r3,
...,r„ s5o reais a distintos. Sejam 4-") = a + ib, 4.(2) = a — ib, 4'( 3), ..., V") os autovetores associados. Entao, a
solucilo geral da Eq. (1)

x = c 01(0 + c2 v(t) + c3	 (3) er3 ' + • • • + c, (n) er" ` ,	 (18)



SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES DE PRI71EIR4 ORDEM 315

onde u(t) e v(t) sao dados pelas Eqs. (17). Enfatizamos que essa analise se aplica apenas quando a matriz
de coeficientes A na Eq. (1) for real. pois so nesse caso os autovalores e autovetores complexos tern que
aparecer em pares complexos conjugados.

Para sistemas 2 x 2 corn coeficientes reais, completamos nossa descricao dos tres casos principais que
podem ocorrer.

Autovalores reais corn sinais opostos; x = 0 é urn ponto de sela.
Autovalores reais diferentes, mas corn o mesmo sinal; x = 0 6 um n6.

3. Autovalores complexos corn parte real diferente de zero; x 0 6 urn ponto espiral.

Outras possihilidades sao menos importantes e ocorrem como transicAo entre Bois dos casos que aca-
bamos de listar. Por exemplo, um autovalor zero ocorre durante a transicao entre um ponto de sela e um
nO. Autovalores imagintirios puros ocorrem durante a transicao entre pontos espirais assintoticamente
estaveis e instaveis. Finalmente, autovalores reais e iguais aparecern durante a transicdo entre nOs e pon-
tos espirais.

EXEMPLO

2
0 sistema

,	 a	 2
K =

-2	 0 )

contem um pardmetro a. Descreva como as solticOes dcpendem qualitativamente de a; em particular. encontre
os valores criticos de a nos quais o comportamento qualitativo das trajetOrias no piano de fase muda drastica-
mente.

0 comportamento das trajetOrias c controlado pelos autovalores da matriz de coeficientes. A equactio ca-
racteristica

de modo que Os autovalores s5o

r2 - ar + 4 = 0.    

a ± Vor 2 — 16
r =

	

	 (21)
2

•
Da Eq. (21) segue que os autovalores sao complexos conjugados para -4 < a < 4 e reais nos outros casos. Assim,
Bois valores criticos sao a = -4 e a = 4, onde os autovalores mudam de reais para complexos ou vice-versa. Para
a < -4 ambos us autovalores	 negatives. de modo que todas as trajetOrias se aproximam da origem.  quee

'mu nO assintoticarnente estrivel. Para a > 4 ambos os autovalores sac) positivos, de modo que a origem 6, nova-
mente, um nO, so que dessa vez instavel; todas as trajetOrias (exceto x = 0) se tornam ilimitadas. No intervalo
intermeditirio -4 < a < 4 Os autovalores sao complexos c as trajetOrias sac. espirais. No entanto, para -4 < a <
0 a parte real dos autovalores 6 negativa, as espirais estao orientadas para dentro e a origem a assintoticamen-
te estavel, enquanto para 0 < a < 4 a parte real dos autovalores c positiva e a origem e instavel. Assim, a = 0
tambëni é um valor critic°, onde o sentido do movimento espiral niuda de dentro para fora. Para esse valor de
a a origem 6 um centre e as trajetOrias sao curvas fechadas cm torno da °dam, correspondercOes
perro leas no tempo. Os outros valores criticos, a = +4, geram autovalores reais e iguais. Nesse caso a origem
C. novamente, um nO, mas o retrato de fase a urn pouco diferente daqueles da Secito 7.5. Vamos analisar esse
caso na Secdo 7.8.

Urn Sistema Mola-Massa Mtiltiplo. Considere o sistema corn duas massas e ties molas ilustrado na Figura
7.1.1. cujas equircOes de movimento sao dadas pelas Eqs. ( I ) na Secao 7.1. Se supusermos que nä° ha
forcas externas, entao F,(t) = 0, 1.1,(t) = 0 e as equagOes resultantes sat)

d2xt
1111 

dt-
, = -(k 1	 k2 ).r 1 + k2.r2,

d--x2
=

dt-
k 2 x 1 — (k2 + k3)x2.

Essas equagOes podem ser resolvidas como urn sistema de duas equagOes de segunda ordem (veja o Pro-
hlema 29), mas consistente corn nossa abordagem neste capitulo vamos transforms-las em urn sistema de
quatro equagOes de primeira ordem. Sejam y, = x,, y, = x2 , y3 = x; e y4 = x2'. Entdo

= Y3,	 Yz = Y4,
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e, das Eqs. (22),

rn1y'3 = — (k1 k2)Y	 k2Y2,	 M2Y4' = k2Y I	 (k2 k3)y2.	 (24)

0 exemplo a seguir trata urn caso particular desse sistema corn duas massas e tr'e's molas.

Suponha que m, = 2, m 2 = 9/4, k, = 1, k, = 3 e k3 = 15/4 nas Eqs. (23) e (24), de modo que essas equacOes ficam

Yi = Y3 ,	 3/2 = y4,	 y'3 = —2YI IY2,	 Y4 = 3Yt — 3y2•	 (25)

.Analise os movimentos possfveis descritos pelas Eqs. (25) e desenhe graticos mostrando comportamentos tipicos.
Podemos escrever o sistema (25) em forma matricial como

(28)

h eir =

3i
(cost + Sen

2i)

0 1 0

0 0 1

3/2 0 0 = AY. (26)

—3 0 0

0

0

—2

4/3

Tenha em mente que y, e y2 sac) as posicoes das duas massas em relaceles as suas posicOes de equilfbrio e que y3
e y, sac) suas velocidades. Supomos, como de libito, que y = 	 onde r tem que ser um autovalor da matrix. A e

urn a utovetor associado. E possivel. embora t raba I hoso, encontrar os autovalores e autovetores de A manual-
mente, mas e mais facil corn um programa de computador apropriado. 0 polinOmio caracterfstico de A

r + 5r 2 + 4 = (r 2 + 1)(r2 4)	 (27)

de modo que Os autovalores sao r, = i, r	 r, = 2i e r, = —2i. Os autovetores associados sac)

3N 3\

II) = (2)
—4t (3) (4)

—3i 6i

2i/ —21) —8ij

As solucOes complexas re e 4" 2 'e. -" sao complexas conjugadas, logo podemos encontrar duas solucOes reais
usando as partes real e imaginaria de uma das solucOes complexas. For exemplo, temos

(3\

/ 3 cos t\
2 cos t

—3 sen t
\ —2 sen t/

3 sen
(2 sen t

+i 
3 cos t = 11 0 (1) + iv ( "(1).	 (29)

2 cos t

De maneira semelhante, obtemos

_ —4
6i

(	

(cos 2t + i sen 2t)

—8i

(

3 cos 2t	 3 sen 2t
4 cos 2t	 —4 sen 2t

—6 sen 2t +r	

	 )

6 cos 2t
8 seri 2t	 —8 cos 2t

= u12)( 1 )	 iv(2)(0.	 (30)

Deixamos a seu cargo a verificacao de que 	 vw,u( 2 ) e 0' sao linearmente indepeudentes e formarn, portanto,
urn conjunto fundamental de solucOes.Assim, a solucao geral da Eq. (26) e"

/ 3 cos t \ 3 sen /	 3 cos 2t 3 sen 2t

=
2 cos t

—3 sen t
2 sen t

+ C2
3 cos t + C3

—4 cos 2t
+

—6 sen 2t)
—4 sen 2t

6 cos 2t
(31)

\ —2 sen tl 2 cos t/ \	 8 sen 2t —8 cos 2t

onde	 e c, sao constantes arbitrarias.

EXEMPLO

3
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O espaco de fase para esse sistema tern dimensao quatro e cada solucao, obtida por urn conjunto particu-
lar de valores para c 1 .	 na Eq. (31), corresponde a uma trajetOria nesse espaco. Como cada solucao, dada
pela Eq. (31), é periOdica corn periodo 27. cada trajetOria é uma curva fechada. 	 importa onde a trajetOria
comeca em t = 0, ela retorna a csse port to cm r = 27, t = 47r, e assim por diante, percorrendo a mesma curva re-
pctidamente em intervalos de tempo de comprimento 27. Nao tentaremos mostrar nenhuma dessas trajetOrias
de dimensao quatro aqui. Em vcz disco, mostramos projecOes de algumas trajetOrias nos pianos y,y 3 ou y,y4nas
figuras mais adiante, mostrando, assim. o movimento de cada massa separadamente.

As duas primeiras parcelas a direita do sinal de igualdade na Eq. (31) descrevem movimentos corn fre-
quencia 1 e period() 27. Note que y, = (2/3)y, nessas parcelas e que y4 = (2/3)y3 . Isso signilica que as duas massas
se movem pant a frente e para tras juntas, sempre no mesmo sentido, mas corn a segunda massa percorrendo
dois tercos da distancia percorrida pela primeira. Se focalizarmos na solucao u")(t) e fizermos o grafico de y, e
y, cm funcao de t nos mesmos eixos. obteremos os graficos de cossenos corn amplitudes 3 e 2, respectivamente,
ilustrados na Figura 7.6.3a. .A trajetOria da primeira massa no piano y,y3 permanece no circulo de raio 3 na Fi-
gura 7.6.3b. percorrido no sentido horario comecando no ponto (3, 0) e completando uma volta em urn tempo
27r. Esta figura tambem mostra a trajetOria da segunda massa no piano yzy.s, que permanece no circulo de raio
2, tambetn percorrido no sentido horario comecando em (2, 0) e tambern completando uma volta cm urn tem-
po 27r. A origem e urn centro nos pianos respectivos y,y, c y, • 4 . Graficos semelhantes (corn um deslocamento
apropriado no tempo) sat) obtidos de v") ou de uma combinacao linear de uo ) e v").

As parcelas remanescentes a direita do sinal de igualdade na Eq. (31) descrevem movimentos corn frequen-
cia 2 e period() 7. Observe que nesse caso y, = - (4/3)y, e y4 = - (4/3)y,. Isso significa que as duas massas estao
sempre se movendo em sentidos opostos e que a segunda massa percorre quatro tercos da distlincia percorrida
pela primcira. Considerando apenas u' =1(t) e fazendo os graficos de y, e y, em funcao de t nos mesmos eixos,
obtemos a Figura 7.6.4a. Existe uma diferenca de fast de 7T e a amplitude de y, e de quatro tercos da amplitu-

(a)	 (b)

FIGURA 7.6.3 (a) 11m grafico de y, em funcao de t e de y2 em funcao de t para a solucao u")(t). (b) Super-
posicao de projecOes de trajetOrias nos pianos y,y 3 e y 2y., para a solucao u")(t).

(a)
	

(b)

FIGURA 7.6.4 (a) Um grafico de y, em funcao de t e de y2 em (LINA() de t para a solucao u( 2)(t). (b) Super-
posicao de projecoes de trajetOrias nos pianos y,y3 e yg, para a solucao u(2)(1).

frL	
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de de y,, contirmando as afirmacOes precedentes sobre o movimento das massas. A Figura 7.6.46 mostra uma
superposic5o das trajetOrias das duas massas em seus respectivos pianos de fase. Ambas sao elipses, a interna
correspondendo a primeira massa e a externa a segunda. A trajetOria da elipse interna comeca em (3,0) e a da
elipse externa em (-4,0). Ambas sac) percorridas no sentido horario e a volta é completada em urn tempo jr. A

um centro nos pianos respectivos y,y 3 e	 uma vez, graficos semelhantes sao obtidos de V') ou
de uma combinacào linear de u(') e yo).

Os tipos de movimento descritos nos dois paragrafos precedentes sao chamados de modos fundamentais
de vibracdo para o sistema coin duas massas. Cada urn deles resulta de condicOes iniciais bem especiais. Por
exemplo, para obter o modo fundamental de frequencia 1 ambas as constantes, c 3 e c4 , na Eq. (31) tem que ser
nulas. Isso so ocorre para conclicOes iniciais nas quais 3y 2(0) = 2y,(0) e 33 ,4(0) = 2y 3(0). Analogamente. o modo
fundamental de frequencia 2 s6 e obtido quando ambas as constantes, c, e c,, na Eq. (31) sat) nulas — ou seja,
quando as condicties iniciais sao tais que 3y2 (0) = — 4y,(0) e 33,4(0) = — 4y3(0).

Para condicOes iniciais mais gerais, a solucdo é uma combinac5o dos dois modos fundamentais. A Figura
7.6.5a mostra um grafico de y, em func5o de t para urn caso tipico, e a projecao da trajetOria correspondente
no piano y,y3 esta na Figura 7.6.5b. Esta Ultima figura pode (tar uma ideia errada,j5 que mostra a projecao da
trajetOria cruzando a si mesma. Isso näo pode ocorrer na trajetOria real em quatro dimensees, pois violaria o
teorema geral de existencia e unicidade: nao podem existir duas solucOes diferentes saindo do mesmo ponto
inicial.

FIGURA 7.6.5 Uma solucao do sistema (22) satisfazendo as condicOes iniciais y(0) = (-1,4,1.1). (a) Um grafico
de y, em func5o de t. (h) a projecao da trajetOria no piano y,y 3. Como dito no texto, a trajetOria real em quatro
dimensOes näo se intersecta.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6:
Expresse a soluc5o geral do sistema de equaceies dado Como combinacão de funcOes reais.
Desenhe, tambem, um campo de direcOes, esboce algumas trajetOrias e descreva o comportamento das
soluceies quando t	 oo.
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(l - 5)
X

5	 3
16. x ,	 ( 4	 ii) x

4

(

3	 a
18. x' =

-6	 -4)

20. x' = 4
8 —a6 x

—5
15. x' =

(

a
2 —2)

rx
17. x' = (-1 

—1)

(a 10)

—1 —4
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12, 1. x' =
(4 —1

3 —2)

	

( 1	 —4)
x =

	

1	 -1

	

(2 -5	 2)

	

1 —2	 441‘?/ 4. x' =	 2 x
— 5

-1 

5. x' = ( I —I ) x
5 —3	

6. x' =	
I	 2

—5 —1 x

Em cada urn dos Problemas 7 e 8, expresse a solucäo geral do sistema de equacOes dado cm tcrinos de fungi:3es
reais.

	(1

	 0	 0
7. x' = 2	 1 —2) x

	

3	 2	 1

3	 0	 2
S. 	 = ( 1 —1	 0 x

2 —1	 0

Em cada urn dos Problemas 9 e 10, encontre a solucao do problema de valor inicial dado. Descreva o
comportamento da solucao quando t

9. x' = (I —5

	

1 -)3 x.
	 x(0) = (1)

1	 (-1—1 —1 x.
	 x(0) = ( 1)

—2

Em cada urn dos Problemas 11 e 12:

(a) Encontre os autovalores do sistema dado.

(h) Escolha um porno inicial (diferente da origem) e desenhe a trajetOria correspondente no piano x,x2.

Para a sua trajetöria encontrada cm (b). desenhe os graticos de x, e x, em funcão de t.
Para a sua trajetOria encontrada em (h). desenhe o grifico correspondente no espaco tridimensional tx,x2.

II. X' = 1	 -2(

	

1 —1) x	
4V.	

_ 4

, 12. x' = (1 ;) x

Em cada um dos Problemas de 13 a 20, a matriz de coeticientes contem urn pariimetro a. Em cada urn desses
problemas:

Determine Os autovalores cm fungdo de a.
Encontre o valor ou valores criticos de a onde a natureza qualitative do retrato de fase para o sistema
muda.

(c) Desenhe retratos de fase para urn valor de a ligeiramente menor e para outro valor ligeiramente major do
que cada valor critico.

12

Em cada urn dos Problemas 21 e 22, resolva o sistema de equagOes dado pelo metodo do Problema 19 da Secao
7.5. Suponha que t > 0.

21. tx' = (-1
2 —1)

	
22. tx' =

(1 —2)

Em cada um dos Problemas 23 e 24:

Encontre Os autovalores do sistema dado.

Escolha um ponto inicial (diferente da origem) e desenhe as trajetOrias correspondentes no piano x,x,.
Desenhe, tambem, as trajetOrias nos pianos x,x,e x„x3.

(c) Para o ponto inicial do item (b), desenhe a trajetOria correspondente no espaco x,x2x3.



25. Considere o circuito ektrico ilustrado no Figura 7.6.6. Suponha que R, = R2 = 4 i2. C = Z F e L = 8 H.
(a) Mostre que esse circuito é descrito pelo sistema de equagOes diferenciais

d (V)(ft	 — 2

_1	 1

-12) (V)
(i)

onde 1 é a corrente passando no indutor e V é a queda de voltagem atraves do capacitor. Sugesttio: veja o
Problema 19 da Seclio 7.1.

Encontre a solucão geral das Eqs. (i) como combinacdo de functies reais.
Encontre 1(t) e V(t) se 1(0) = 2 A e V(0) = 3 V.

(d) Determine os valores limites de 1(t) e V(t) quando t —+ cc. Esses valores limites dependem das condi-
cOes iniciais?

FIGURA 7.6.6 0 circuito no Problem 25.

26. 0 circuito eletrico ilustrado na Figura 7.6.7 é descrito pelo sistema do equacaes diferenciais

( V ) —

1

0
T

11 1

(1
V) (I)

RC

C

FIGURA 7.6.7 0 circuito no Problema 26.

onde / é a corrente passando no indutor eVea queda de voltagem atraves do capacitor. Essas equagOes
diferenciais foram deduzidas no Problema 19 da Sec5o 7.1.
(a) Mostre que os autovalores da matriz de coeficientes silo reais e distintos se L > 4R'-C: mostre que sac,

complexos conjugados se L < 4/VC.

(h) Suponha que R = 1 ft C = F e L = 1 H. Encontre a soluciio geral do sistema (i) neste caso.
Encontre 1(t) c V(t) se /(0) = 2 A e V(0) = 1 V.
Para o circuito no item (h). determine os valores limites de 1(t) e V(t) quando	 oc. Esses valores
lirnites dependem das condicOes iniciais?

27. Vamos indicar, neste problema.como mostrar que u(t) c v(t), dados pelas Eqs. (17). silo linearmente inde-
pendentes.Sejam r,	 +	 e r, = A — it< urn par de autovalores conjugados da matriz de coeficientes A da
Eq. (1); sejam V) = a + ib e f") = a — ib os autovetores associados. Lembre-se de quc foi dito na Seca) 7.3
que se r,	 entao V) e i"' silo linearmente independentes.
(a) Vamos mostrar, primeiro, que a e b silo linearmente independentes. Considere a equactio c,a + c,b =

0. Expressc a e b em fungdo de V) e de f t ", c depois mostre quc (c, — ic,)e) + (c, + ic,)f(') = 0.
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Mostre que c,— ic2 = 0 e c, + ic, = 0 e que, portanto, c, = 0 e c2 = 0. Em consequència. a e b s5o linear-
mente independentes.
Para mostrar que u(t) c v(t) são linearmente independentes, considere a equacão c,u(to) + c2v(to) = 0.
onde to e um ponto arhitrario. Reescreva essa equacão em termos de a e be depois prossiga como no
item (b) para mostrar que c, = 0 e c, = 0. Logo, u(t) e v(t) sac, linearmente independentes no ponto
arbitrario to. Portanto, sao linearmente independentes em qualquer ponto e em qualquer intervalo.

Uma massa m em uma mola corn constants k satisfaz a equacäo diferencial (veja a Sec5o 3.7)

Inv" + kv = O.

onde v(t) e o deslocamento da massa no instante t a part ir de sua posicão de equilibrio.
Sejam .1: 1 = v e x2 = v': mostre que o sistema resultante é

( 0	 1)
x' = x.

—klm	 0

Encontre os autovalores da matriz para o sistema no item (a).
Esboce diversas trajetOrias do sistema. Escolha uma de suas trajetOrias e esboce os grdficos corres-
pondentes de x, e de x, em funcao de t. Esboce ambos os graficos no mesmo conjunto de eixos.
Qual a relacao entre os autovalores da matriz de coeficientes e a frequência natural do sistema mola-
massa?

29. Considere o sistema com duas massas e tres s molas do Exempt° 3 no texto. Em vez de converter o proble-
ma em um sistema de quatro equacties de primeira ordem. vamos indicar aqui como proceder diretamente
das Eqs. (22).
(a) Mostre que as Eqs. (22) podern ser escritas na forma

—2 3/2)
x = Ax.

4/3 —3

(h) Suponha que x = 	 c mostre que

(A — r2 11) = 0.

Note que r' (em vez de r) é urn autovalor de A associado ao autovetor
Encontre os autovalores e autovetores de A.
Escreva express -ties para x, e	 Deve haver quatro constantes arbitrarias nessas expressOes.

(e) Diferenciando os resul t ados do item (d), escreva expressOes para x; e x 2'. Seus resultados nos itens (d)
e (e) devem estar de acordo corn a Eq. (31) no texto.

30. Considere o sistema com duas massas e tres molas cujas equacties de movimento sat) as Eqs. (22) no texto.
Suponha que nr, = 1. In, = 4/3, k, = 1, k 2 = 3 e k, = 4/3.

Como no texto, transforme o sistema em quatro equagOes de primeira ordem da forma y' = Ay. De-
termine a matriz de coeficientes A.
Encontre os autovalores e autovetores de A.
Escreva a soluc5o geral do sistema.
Descreva os modos fundamentals de vibrag5o. Para cada modo fundamental, desenhe graficos de y, e
de y2 em funclio de t. Desenhe, tamhk:m, as trajetOrias correspondentes nos pianos y iy3 e
Considere as condicOes iniciais y(0) = (2, 1. 0, 0) T. Calcule as constantes arbitrarias na solucdo geral
do item (c). Qual o period() do movimento nesse caso? Desenhe gräficos de y, e de y, em fung5o de
t. Desenhe, tamhCm, as trajettirias correspondentes nos pianos y,y, e y2y4. Certifique-se de que voce
compreende como as trajetOrias s5o percorridas durante um period() completo.
Considere outras condigOes iniciais de sua escolha e desenhe graficos semeihantes aos pedidos no
item (e).

31 Considere o sistema corn duas massas e tre:s molas cujas equacties de movimento sac, as Eqs. (22) no texto.
Suponha que	 = in, = 1, k, = k, = = I.

Como no texto, transforme o sistema em quatro equagOes de primeira ordem da forma y' = Ay. De-
termine a matriz de coeficientes A.
Encontre os autovalores e autovetores de A.
Escreva a solugão geral do sistema.
Descreva os modos fundamentals de vibraciio. Para cada modo fundamental, desenhe graficos de y,

e de y2 em func5o de t. Desenhe, tamht3m, as trajetOrias correspondentes nos pianos y,y 3 e y2y4.

(I)
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Considere as condicOes iniciais y(0) = (-1, 3, 0,0) T. Calcule as constantes arbitrarias na solucão geral
do item (c). Desenhe graficos de y, e de y, em funcao de t. Voce acha que a solucao e periOdica? De-

tambern, as trajetOrias correspondentes nos pianos y ,y3 e

Considere outras condicacs iniciais de sua escolha e desenhe grAficos semelliantes aos pedidos no
item (e).

7.7 Matrizes Fundamentais

A estrutura de solucifies de sistemas de equagOes diferenciais lineares pode ficar mais clara pela introdu-
cao da ideia de matrix. fundamental. Suponha que x")(t), 	 x(")(1) formam um conjunto fundamental de
solucbes para a equacao

= P(t)x	 (1)

em algum intervalo a < t < /3. Entao, a matriz

x (1 1) (1, )	 xy,)(t)

'I'(t) =(2)•
x(,1) (t)	 • • •	 x;")(t)

cujas colunas sao Os vetores x" i (t),	 x'"'(t), e dita ulna matrix fundamental para o sistema (1). Note que
uma matriz fundamental é invertfvel, ja que suas colunas sao vetores linearmente independentes.

i'.ncontre uma matriz fundamental para 0 sistema

	

x, =	 I )

4	 I

No Excmplo I da Seca° 7.5 vimos que

e3'
xio (t) =	 xc'(t) =

	(2e 3')	 —2e'

sao solucaes linearmente independentes da Eq. (3). Assim. uma matrix fundamental para o sistema (3) t;

(e3'	 e'
(t) =

2e.'	 —2e")

A solucao de um problema de valor inicial pock ser escrita de mancira bem compacta em termos de
tuna matriz fundamental. A solucao geral da Eq. (1) 6

x = x(I) (t) + • • • + c„x"(t)
	

(5)

ou, em termos de 41(t),

x = `1i(t)c • 	(6)

	

onde c 6 urn vetor constante com componentes arbitrarias c 1 ,	 c„. Para urn problema de valor inicial
consistindo na equacao diferencial (1) e na condicao inicial

x(to) =	 (7)

onde to e urn ponto dado em a < t < f3 e 6 um vetor inicial dado, Basta escolher o vetor c na Eq. (6) que
satisfaca a condicao inicial (7). Portant°, c tem que satisfazer

41 (to)c = x0 .	 (8)

Logo, como 41 (to) is invertivel,

=	 (to)x° (9)
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x = 41 (0411 (to)x°	 (10)

é a solucdo do problema de valor inicial (1), (7). Enfatizamos, no entanto, que para resolver urn problema
de valor inicial dado normalmente resolvemos a Eq. (8) por reducdo de linhas e, depois, substituimos a
solucao c na Eq. (6), em vez de calcular 41-'(to) e usar a Eq. (10).

Lembre-se de que cada coluna da matriz fundamental 41 é uma solucão da Eq. (1). Segue que 41 satis-
faz a equacao diferencial matricial

40' = P(041 .	 ( 11)

Essa relacao e confirmada imediatamente comparando-se os dois lados da Eq. (11) coluna a coluna.
Algumas vezes é conveniente usar a matrix fundamental especial, denotada por (Kt), cujas colunas

sdo os vetores xln (t),	 x(")(t) dados no Teorema 7.4.4. Alen da equacao diferencial (1 ), esses vetores
satisfazem as condicOes iniciais

x(i)(to) = e ti) , (12)

onde	 é o vetor unitario, detinido no Teorema 7.4.4, corn urn na j-esima posiciio e zeros em todas as
outras componentes. Assim, (KO tens a propriedade

1 0	 • • 01
1	 • • 0

4)(to) = =I. (13)

0 0	 • • 1

Vamos sempre reservar o simbolo para denotar a matrix fundamental que satisfaz a condicilo inicial
(13) e usar 4t quando se desejar tuna matrix fundamental arbitraria. Em termos de 4)(0, a soluciio do
problema de valor inicial (1). (7) parece ate mats simples; como 41 -'( to) = I, segue da Eq. (10) que

x = 4>(t)x () .	 (14)

Embora a matrix fundamental 4 , (t) seja. muitas vezes, mais complicada do que 4 1 (t), ela sera particular-
mente Util se o mesmo sistema de equacOes difcrcnciais for resolvido repetidamente sujeito a condicaes
iniciais diferentes. lsso corresponde a urn sistema fisico dado que pode comecar em muitos estados ini-
ciais diferentes. Se a matrix fundamental 4> (t) tiver sido determinada, entâo a solucilo para cada conjunto
de condicaes iniciais podera ser encontrada simplesmente atraves da multiplicacdo de matrizes, como
indicado na Eq. (14). A matriz 4)(t) representa, assim, uma transformacao das condicaes iniciais 	 na
soluc5o x(t) em um instante arbitrario t. Comparando as Eqs. (10) e (14), é claro que 4)(t) = 41 (t)41 1(t).

Para o sistema (3).

l)
x' = (1

	

4	 1

no Exemplo 1, encontre a matrix fundamental 4> tal que 0(0) = I.
As colunas de 4, silo as soluceies da Eq. (3) que satisfazem as condicOes iniciais

	

xo )(o)	 (01 ) ,	 x(2).(0)	 (i)	 (15)

Como a solucao geral da Eq. (3)

	

x =	 (21) e3g	 c.2	 21) e_,,

podemos encontrar a solucAo que satisfaz o primeiro conjunto de condicaes iniciais escolhendo c, = c, =
analogamente, obtemos a soluciio que satisfaz o segundo conjunto de condicöes iniciais escolhendo c, = a e c2

=	 Logo.

.e3` + le-1 	-	 4
1 e3r — I el

(N	
4

O = (-	 (16)
	e3' — c	 '`	 le + le-12	 2

Note que os elementos de 4> (t) sao mais complicados que os da matriz fundamental %Y(t) dada pela Eq. (4); no
entanto, agora d facil determinar a solucäo correspondente a qualquer conjunto de condicOes iniciais.

EXEMPLO

2

;
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A Matriz exp(At). Lembre que a solucdo do problema de valor inicial escalar

x = ax,	 x(0) = xo,

onde a 6 constante,

x = xo exp(at).

Considere, agora, o problema de valor inicial correspondente para um sistema n x n, a saber,

	

= Ax,	 x(0) = x°,

onde A é uma matriz constante. Aplicando os resultados desta secdo ao problema (19), podemos escrever
sua solucâo como

x = 4)(t)x°,	 (20)

onde 4)(0) = I. A comparacäo entre os problemas (17) e (19) e suas solucOes sugere que a matriz 1'(t)
pode ter um carater exponencial. Vamos explorar essa possibilidade.

A funcao exponencial escalar exp(at) pode ser representada pela serie de potencias

ant"

	

exp(at) = 1 + E 	 	 (21)
n=1

n!

que converge para todo t. Vamos, agora, subst it uir o escalar a pela matriz n x n constante A e considerar
a serie correspondente

I E = + At + 	 +	 + — + • • • .
A"t''	 A2t2	 Antn

n!	 2!	 n!
	 (22)

n.1

Cada termo na serie (22)6 uma matriz n x n. E possfvel mostrar que cada elemento dessa soma de matri-
zes converge para todo t quando n	 oo. Logo, a set-le (22) define uma nova matriz como sua soma, que
denotamos por exp(At), ou scja,

exp(At) = I + 
A" t"

(23)
n!

n=1

analoga a expansâo (21) da funcao escalar exp(at).
Diferenciando a set-le (23) termo a termo, obtemos

°°	 "A" -I	 A" t "
—[exp(At)]	

t E 	  A I+ E 	  = A exp(At).
dt	

n=1	 n=
(n — 1)!	 n.

Assim, exp(At) satisfaz a equacão diferencial

a'

dt 
exp(At) = A exp(At).

Al6m disso, quando t = 0 exp(At) satisfaz a condicao inicial

exp(At) 	 = I.
r=o

A matriz fundamental 4) satisfaz o mesmo problema de valor inicial que exp(At), a saber,

' = A4 ,	 4) (0) = I.

Ent5o, pela parte referente a unicidade no Teorema 7.1.2 (estendido para equacaes diferenciais matri-
ciais) conclufmos que exp(At) e a matriz fundamental 4(t) säo iguais. Assim, podemos escrever a solucäo
do problema de valor inicial (19) na forma

x = exp(At)x°,	 (28)

que a andloga a solucao (18) do problem de valor inicial (17).
Para justificar, definitivamente, a utilizacäo de exp(At) para a soma da serie (22) deverfamos demons-

trar que essa fungdo matricial tem as propriedades que associamos a funcao exponencial usual. Um modo
de fazer isso esta esquematizado no Problema 15.
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Matrizes Diagonalizaveis. A razao basica pela qual urn sistema linear de equacOes (algebricas ou diferen-
ciais) apresenta alguma dificuldade é que as equagOes estao, em geral, acopladas. Em outras palavras,
algumas das equacOes, ou todas elas, envolvem mais de uma das incOgnitas - tipicamente, todas elas. Por-
tanto, as equagOes em urn sistema tern que ser resolvidas simultanemente. Por outro lado, se cada equa-
cao dependesse de tuna Unica variavel entao cada equaglio poderia ser resolvida independentemente de
todas as outras, o que é uma tarefa muito mais simples. Essa observacäo sugere que uma possfvel maneira
de resolver urn sistema de equagOes pode ser transformando-o em um sistema equivalente desacoplado,
no qual cada equacao contem uma Unica incognita. Isso corresponds a transformar a matriz de coeficien-
tes A em uma matriz diagonal.

Autovetores servem para se obter uma tal transformacao. Suponha que a matriz n x a A tern urn
conjunto completo de n autovetores linearmente independentes. Lembre-se de que esse a certamente o
caso quando os autovalores de A forem todos distintos ou quando A for autoadjunta. Denotando esses
autovetores por to), ..., r> e por A I , ..., os autovalores associados, formamos a matriz T, cujas colunas
Sao os autovetores, ou seja,

(29)

Como as colunas de T sac) vetores linearmente independentes, det T * 0: logo, T é invertivel e T-' existe.
Urn calculo direto mostra que as colunas da matriz AT sao simplesmente os vetores Al;"'),	 Ar. Como

= Ag4), segue que

Xar
AT =	 = TD,	 (30)

,c..1)	
;")onde

/X 1	 0	 0

0	 A 2	 0
D=

\ 0	 0	 • • •	 ;4,„/
uma matriz diagonal cujos elementos diagonals sac) os autovalores de A. Da Eq. (30), segue que

T- 'AT = D.

Assim, se os autovalores e autovetores de A sac) conhecidos, A pode ser transformada em uma matriz
diagonal pela Eq. (32). Esse processo e conhecido como uma transformacao de semelhanca e a Eq. (32) é
descrita, cm palavras, dizendo-se que A e semelhante a matriz diagonal D. Outra maneira é dizer que A

diagonalizavel. Observe que uma semelhanca nao muda os autovalores de A e transforma seus autove-
tores nos vetores coordenados 	 ...,

Se A for autoadjunta, o determinante de T-' a muito simples. Sabemos que os autovetores 4('),
de A sao ortogonais entre si, logo podemos escolhe-los de inodo que estejam normalizados por (4.0 , r)

1. Erna°, 6 &Ica verificar que T- 1 = T*; em outras palavras, a inversa de T e igual a sua adjunta (sua
transposta conjugada).

Finalmente, observamos que se A tiver menos do que n autovetores linearmente independentes, entao
nao existe matriz T tal que T-'AT = D. Nesse caso, A nao e semelhante a nenhuma matriz diagonal e nao

diagonalizavel.

EXEMPLO

3

Considere a matriz

A =(
1	 1
4	

ll.

Encontre ulna matriz T que defina uma semelhanca e mostre que A e diagonalizavel.
No Exemplo 1 da Seca° 7.5 vimos que os autovalores e autovetores de A sac'

r i = 3,	 (1) -_ ( 1
2 •
	 r2 = -1,

)

Logo, a matriz de semelhanca T e sua inversa T-' sao dadas por          

1
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(1
T =

2 —2)
•	 T =. (241)-

Portanto, voce pode verificar clue

T-IAT = (3 —1 = D.
0 

Vamos, agora, voltar para o sistema

= Ax, (37)

onde A 6 uma matriz constante. Nas Secees 7.5 e 7.6 descrevemos como resolver tal sistema partindo da
hipOtese de que x	 Vamos fornecer, agora, outro ponto de vista, baseado na diagonalizacão da matriz
de coeficientes A.

De acordo corn os resultados que acabamos de enunciar, 6 possivel diagonalizar A sempre que A fiver
urn conjunto completo de n autovetores linearmente independentes. Sejam 	 ..., 4-(") os autovetores de
A associados aos autovalores r 1 ,	 r„ e formem a matriz de semelhanca 1' cujas colunas sdo V ), ..., V).
Entdo, deli nindo ulna nova variiivel dependente y pela relacão

x = Ty,	 (38)

temos, da Eq. (37),

Multiplicand° por	 obtemos

ou, usando a Eq. (32),

Ty' = ATy.

y' = (T - I AT)y,

= Dy. (41)

(36)

•
EXEMPLO

4

Lembre clue D c a matriz diagonal cujas elementos diagonals sAo Os autovalores r i ,	 r„ de A. Uma ma-
triz fundamental para o sistema (41) 6 a matriz diagonal (veja o Prohlema 16)

/erli 0 0
0 el'

Q(t) = exp(Dt) =

\ 0 0 er^`

Uma matriz fundamental 41 para o sistema (37) c formada, entiio, de Q atraves da transformacAo (38)

= TQ:	 (43)

ou seja,

(44)

A Eq. (44) confirma o resultado obtido na Seca() 7.5. Esse processo de diagonalizacdo nao tem ne-
nhuma vantagem computacional cm relacão ao metodo da Secão 7.5,0 que, em qualquer caso, e preciso
calcular os autovalores e autovetores da matriz de coeficientes no sistema de equacOes diferenciais.

Considere, mais uma vez, o sistema de equagOes diferenciais

x' = Ax,	 (45)

onde A é dada pela Eq. (33). Usando a transformaciio x = Ty, onde T é dada pela Eq. (35), voce pode reduzir
o sistema (45) ao sistema diagonal

(42)
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,	 3	 0
y —

0 —1	
y Dy.

Obtenha uma matriz fundamental para o sistema (46) e depois a transforme para obter uma matriz fundamen-
tal para o sistema original (45).

Multiplicando, repetidamente, D por si mesma. vemos que

(9	 0)	 (7
D 2 =	 . D3 =2

0	 1	 0 	 I)	
(47)

Portanto, segue da Eq. (23) que exp(Dt) é uma matriz diagonal 

)

corn elementos diagonals e e e, ou seja,

Dr	 (3'e =
0	 e-` •

Finalmente, obtemos a matriz fundamental desejada g11(t) multiplicando T por exp(At):

(1	 1) (e4 '	 0) = (

2e3( —2e'

e3'	 c-`
41 (0 =

2 —2	 0	 e-t

Note que essa matriz fundamental é a cncontrada no Exemplo 1.

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 10:

Encontre uma matriz fundamental para o sistema de equaciies dado.

Encontre, tainbL1m. a matriz fundamental CO que (--satisfaz 41 (0)
)
 = I.

	

(3	 —1 
x

3 X

	

(2	 - 1)

	3 	 —2 x
	 4. x' = (1

	 _1)

4	
x

5. x' =(I
	 —2)

x	6. x' =
(—

1	 —1)x

(5 —1)	 x, = I	 — I
7. x' =	 8.	 x

3	 1

	

C1 (1

	

	 1	 I

S =	 2	 1	 — I x
	—8	 —5 —3

	

(1

	 —1	 4

	

10. x' = 3	 2	 —1

	

2	 1	 —I

11. Resolva o problema de valor inicial

	

(2 —1)	 ( 2)
x.	 x(0) =

	

3 —2	 —1

, usando a matriz fundamental 4)(0 encontrada no Problema 3.

QResolva o problema de valor inicial

usando a matriz fundamental 4)(t) encontrada no Problema 6.

Mostre que 4)(t) = 4'(t)4'  '(1„), onde 4)(t) e %V(t) sdo como definidas nesta secdo.

A matriz fundamental (1)(t) para o sistcma (3) foi encontrada no Exemplo 2. Mostre que 4)(t) 4)(s) = 4)(t
s) multiplicando 4)(t) c 4)(s).

15. Seja 4)(0 a matriz fundamental satisfazendo	 = A. 4)(0) = I. No texto, denotamos essa matriz tamb6m
por exp(At). Neste problem vamos mostrar que 4) tern, de fato, as propriedades algebricas principais
associadas a funcao exponencial.

(a) Mostre que 4)(t)4)(s) = 4)(t + s), ou seja, exp(At)exp(As) = exp[A(t + s)].

Sugestiio: mostre que se s é fixo e t variavel, entâo 4'(t).(s) e 4)(t + s) satisfazem o problema de valor inicial
Z' = AZ, Z(0) = 4)(s).

(46)

X' =

x=
—4

1	 —)1 x,
	 x(0) = (3)

1
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Mostre que 4)(1)4>(-1) = I, ou scja,exp(At)exp[A(-0]= I. Depois, mostre que (1)(-t) =	 'W.

Mostre que 4)(t - s) = 4'(t)	 '(s).

Mostre que se A 6 uma matriz, diagonal corn elementos diagonals a,,	 a„, entäo exp(At) e tamb6m
uma matriz diagonal corn elementos diagonals exp(a,t), exp(a,t), ...,exp(a„t).
Considere urn oscilador satisfazendo o problema de valor inicial

u" a)2 11 = 0,	 u(0) = uo, u'(0) = vo.	 (i)
Sejam x, = v = a' c coloque as Eqs.(i) na forma

x' = Ax,	 x(0) = x°.	 (ii)

Usando a serie (23), mostrc quc

exp At = I cos tut + A 
seri cot

(c) Encontre a solucao do problema de valor inicial (ii).
18. 0 metodo de aproximacOes sucessivas (veja a Seca° 2.8) tambern pode set aplicado a sistemas de equa-

cOes. Por exempt°, considere o problema de valor inicial

x' = Ax,	 x(0) = x0,	 (i)

onde A é uma matriz constants e urn vetor dado.
Suponha que existe unlit soluciio x = 4'(t) e mostrc que ela tern que satisfazer a equacA° integral

	

= x° + f AO(s) ds •	 (ii)
f

Comece corn a aproximaciio inicial (1)"(t) = x". Substitua 4'(s) no lado direito da Eq. (ii) por essa ex-
pressäo e obtenha ulna nova aproximacilo (1)"'(t). Mostre que

0" ) ( 1 ) = (I + At)x°. 	 (iii)

Repita esse processo obtendo, assim. uma sequacia de aproximacOes 4>" '. 4)"), 40(2) ,	 (1)("), ... Use
um argumento indutivo para mostrar que

0") ( t) = ( I I- At + A' /-! 4- • • + A" -) x0.
, t2	

tit

tz!

	 (iv)

Faca n	 oc e mostre que a soluciio do problema de valor inicial (i) 6

Ct) = exp(At)x°•	 (v)

7.8 Autovalores Repetidos

Coneluiremos nossa discussao do sistema linear homogênco corn coeficientes constantes

x'	 Ax	 (1)

considerando o caso em que a matriz A tern autovalores repetidos. Lembre que observamos, na Sccilo
7.3, que urn autovalor repetido corn multiplicidade algebrica k > 2 pode ter multiplicidade geometrica
menor do que k. Em outras palavras, pode ter menos do que k autovetores linearmente independentes
associados a esse autovalor. 0 exemplo a seguir ilustra essa possibilidade.

EXEMPLO

1

Encontre os autovalores e autovetores da matriz

A= (2)

Os autovalores r e os autovetores satisfazcm a cquacao (A - rig = 0, ou

	

(1 r

1	 3 -	 (,2	 (0)

	

-	 -1	 0	
(3)
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Os autovalores säo as rafzes da equacdo   

det(A - rI) =
1 - r	 -1

1	 3 - r
= r- - 4r + 4 = 0. (4)    

Logo, os dois autovalores säo r, = 2 e r, = 2, ou seja, o autovalor 2 tern multiplicidade 2.
Para determinar os autovetores associados, precisamos voltar para a Eq. (3) e usar o valor 2 para r. Isso nos clá

( 1	 1) (2) = (0)

	
(5)

Obtemos, portanto, uma Unica condiciio + 	 0, que determina em funcao de ., ou vice-versa. Então, urn
autovetor associado ao autovalor r 2 é

(6)

ou qualquer multiplo não nulo desse vetor. Note que existe apenas urn autovetor linearmente independente
associado a esse autovalor duplo.

Voltando para o sistema (1), suponha que r p é uma raiz de multiplicidade k da equacao

	

det(A - rI) = 0.	 (7)
Entäo p é urn autovalor de multiplicidade k da matriz A. Nesse caso, existem duas possibilidades: ou exis-
tem k vetores linearmente independentes associados ao autovalor p, ou existem menos do que k desses
vetores.

No primeiro caso, sejarn	 os k autovetores linearmente independentes associados ao auto-
valor p de multiplicidade k. Entao, x"'(t) =	 'e", ..., x'"(t) =	 são k solucOes linearmente indepen-
dentes da Eq. (1). Assim. nesse caso, nao faz cliferenca que o autovalor r = p seja repetido: ainda existe
urn conjunto fundamental de soluceies da Eq. (1) da forma e.". Esse caso sempre ocorre se a matriz A de
coeficientes for autoadjunta.

No entanto, se a matriz de coeficientes Mio for autoadjunta entao podem existir menos do que k ve-
tores linearmente independentes associados ao autovalor p de multiplicidade algebrica k e, se for esse o
caso, havera menos do que k soluceies da Eq. (1) da forma	 associadas a esse autovalor. Portanto, para
construir a solucilo geral da Eq. (1) 6 precis° encontrar outras soluceies de forma diferente. Por analogia
corn resultados anteriores para equagOes lineares de ordem ii, 6 natural procurar outras soluceies envol-
vendo produtos de funcOes polinomiais e exponenciais. Vamos primeiro considerar urn exemplo.

Encontre urn conjunto fundamental de soluceies para

x' = Ax 
(1-1)

1	 3
	 (8)

e desenhe um retrato de fase para esse sistema.
A Figura 7.8.1 mostra urn campo de dirge:1'es para o sistema (8). Nessa figura parece que todas as solucaes

nä° nulas se afastam da origem.

EXEMPLO

2

X2
\\\\\\\\\\
" \ \ \ \ \ \ \\\\\ \\ \\ \
\•.--\\\\ \\ \ \
-,.......\\ \\ \ \ \
--*------•,-\\\\ 1
-------.--..---,.\\\
...---,,.." ....i	 . \

i / / / 1	 1	
(	 \-1

t
1 I I I	 1

1111
  	 1	 \ \

    1	 \	 \	 \ \
I I 1 f	 1	 \	 \
1 I 1 I 	 \	 \	 \ -2

1 1i 11 11 i	 1	 1	 \ \  

FIGURA 7.8.1 Urn campo de direcOes para o sistema (8).
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Para resolver esse sistema, note quc a matriz de coeficientes 6 igual a matriz no Exemplo 1. Sabemos, entao,
que r = 2 é um autovalor duplo que tern urn dine° autovetor correspondents linearmente independente, que
podemos escolher como = (1, —1). Logo, uma solucao do sistema (8) é

( 1) e2t
—1

mas nao existe uma segunda solucäo da forma x =
Baseado no procedimento usado para equagOes lineares de segunda ordem na Seca° 3.4. parece natural

tentar encontrar uma segunda solucao do sistema (8) da forma

x = te2',	 (10)

onde 6 urn vetor constants a ser determinado. Substituindo x na Eq. (8), obtemos

	

2V e2`	 e2t	 AVe2' = 0.	 (11)

Para que a Eq. (11) seja satisfeita para todo r, e necessario que os coeficientes de tea e de	 sejam nulos. Do
terrno 0, vemos quc

=0.	 (12)

Logo, não existe solucao não nula do sistema (8) da forma (10).
Como a Eq. (I I) cont6m termos em 10 e	 parece que akin deate'' a segunda solucao tern que conter,

tambem, um termo da forma qe; em outras palavras, precisamos supor que

x = te2t + qe. 2  ,	 (13)

onde e q sao vetores constantes que deverao ser determinados. Substituindo x na Eq. (8) por essa expressao,
obtemos

2Ve2'	 + 2 oe2f = A (ve2/

Igualando os coeficientes de te e de 0 de cada lado da Eq. (14), encontramos as condicOes

(A — 21) =0

(A — 2 1 ) 11 =

para 1 e q. A Eq. (15) sera satisfeita se 4 for urn autovetor de A associado ao autovalor r = 2, ou seja, r = (1,
—1). Como det(A — 21) c nulo, poderiamos esperar que a Eq. (16) nao tivesse solucào. No entanto, isso não
necessariamente verdadc. j5 que para alguns vetores 	 e possivel resolver a Eq. (16). De fato, a matriz aumen-
tada para a Eq. (16) 6

	

( - I	 —I	 I	 1)
1	 1	 I	 —1

A segunda linha dessa matriz 6 proportional a primeira, de modo que o sistema pode ser resolvido.Temos

— 111 — q2 = 1,

(a)	 (b)

FIGURA 7.8.2 (a) TrajetOrias do sistema (8); a origem é urn no imprOprio. (h) Graficos de x, em funcao de t
para o sistema (8).

x")(t) (9)
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de modo que se = k, onde k é arbitrario, então 71, = -k - 1.Se escrevermos

	

- (_ i k_ k)
	 ( -

0)0) ± k (
-1)

	
(17)

ent5o, substituindo e n na Eq. (13), obtemos

(_00e2, + k	 1 )x=	 le''.	 (18)

	

-1
1 ) te2' +	

-1

0 Ultimo termo na Eq. (18) é simplesmente um mfiltiplo da primeira soluctlo x o )(t) e pode ser ignorado, mas os
dois primeiros termos constituem uma nova soluciio:

xrzr (t) =	 )	 + 
- 1

o	
e2'.	 (19)

Urn calculo elementar mostra que W[x1",x(2'](t) = -e' e. portanto,e) e xm formain urn conjunto fundamen-
tal de solucOes para o sistema (8). A solucdo geral é

X =	 X(I) (t)	 C2X(2)(t)

,,	,,
= Ct (_	 e 2 ' 4 	 [(__ 1 ) te- + (_1)

O grafico da soluctio (20) 6 um pouco mais dificil de analisar do que em a guns dos exemplos anteriores. E
claro que x Lorna-se ilimitada quando t	 e que x	 0 quando t y -oc.t possivel mostrar que quando t

todas as solucOes se aproximain da origem tangentes a reta x, = -x, determinada pelo autovetor. Analo-
gamente,quando t	 oc, cada trajetOria e assintOtica a uma reta Corn coeficiente angular -1. As trajetorias do
sistema (8) aparecem na Figura 7.8.2a, e alguns gralicos tipicos de x, em funciio de t aparecem na Figura 7.8.26.
O padnio de trajetorias nessa figura 6 tipico de sistemas de segunda ordem x' = Ax com autovalores iguais e
apenas um autovetor independente. A origem 6 chamada de no imprOprio nesse caso. Sc os autovalores forem
negativos, ent5o as trajetorias sao semelhantes mas percorridas cm sentido oposto. Urn n6 imprOprio pode ser
assintoticamente estavel ou instavel, dependendo de Os autovalores serem negativos ou positivos.

Uma diferenca entre urn sistema de duas equacOes de primeira ordem e uma Unica equacäo de se-
gunda ordem 6 evidente no exempt() precedente. Lembre-se de que para uma equacão linear de segunda
ordem cuja equacão caracteristica tem uma raiz repetida r,, nao a neccssario um termo da forma lie' na
segunda solucAo. ja que isso um mfiltiplo da primeira solu45o. Por out ro lado, para um sistema corn duas
equacOes dc primeira ordem o term()	 da Eq. (13) coin r, = 2 nao c um imiltiplo da primeira solu45o
V", de modo que o termo ge' , ` precisa ser mantido.

0 Exemplo 2 6 tipico do caso geral quando existe um autovalor duplo e um Lillie() autovetor associado
independente. Considere, novamente, o sistema (I) e suponha que r = p é um autovalor duplo de A, mas
que existe apenas um autovetor associado independente Ent5o, uma solu45o [semelhante a Eq. (9)] é

x (I) (t) = fr' t ,	 (21)

onde satisfaz

	

(A -	 = 0.	 (22)

Procedendo como no Exemplo 2, vemos que uma segunda solucao [seine' hante a Eq. (19)]
x(2)(0	 step`
	 (23)

onde satisfaz a Eq. (22) e	 determinado de

(A - pl)g =	 (24)

Embora det(A - pl) = 0, pode-se mostrar que e sempre possfvel resolver a Eq. (24) para q. 0 vetor
chamado de autovetor generalizado associado ao autovalor p.

Matrizes Fundamentals. Como explicado na Seca° 7.7, matrizes fundamentSis sáo formadas colocando-se
solut;Oes linearmente independentes ern colunas. Assim, por exemplo, pode-se formar uma matrix funda-
mental para o sistema (8) usando-se as solucOes x (I )(t) e x12 '(t) dadas nas Eqs. (9) e (19), respectivamente:

e2r	
t2I	 1 (25)

41(t)	 -e21	 -1e2r - e2`	
= e2r (

- 1	 -1 - t)

(20)



(33)y(1) (0 = ( 1 ) e21	 y(2) 0 = 
t e2r,

e a matriz fundamental correspondente 6
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A matriz que satisfaz (1)(0) = I tamb6m pode ser imediatamente encontrada atraves da relacdo 4'(t)
111 (t) Ili '(0). Para a Eq. (8), temos

\ 
11(0) =	 —10)	

‘111(0) = (
—1 —1)

e, portant°,

(Kt) = 41 (t)41-1 (0) e2t 
(- 11 —i t )(— 12

= e2t 
(1 — t	 —t

t	 1 + t

A Ultima matiz 6, tamb6m, a matriz exponencial exp(At).

Formas de Jordan. Como vimos na Secão 7.7. uma matriz A n x n so pode ser diagonalizada se tiver urn
conjunto completo de n autovetores linearmente independentes. Se existent menos autovetores (devido
a autovalores repetidos), entao A sempre pode ser transformada cm uma matriz quase diagonal denomi-
nada sua forma canOnica de Jordan, 6 que tern os autovalores de A em sua diagonal, urn em determinadas
posicOes acima da diagonal principal e zeros em todos os outros lugares.

Considere, novamcnte, a matriz A dada pcla Eq. (2). Forme a matriz de semelhanca T corn o link()

autovetor dado pela Eq. (6) em sua primeira coluna e corn o autovetor generalizado dado pela Eq.
(17) corn k = 0 na segunda coluna. Entao,T e sua inversa s5o dados por

Como voce. pock; verificar, segue que

T-I AT = =
0	 2	

J.	 (29)

A matriz J na Eq. (29) 6 a forma canOnica de Jordan de A. Ela é tipica de toda y as formal de Jordan por
ter o mimero 1 acima da diagonal principal na coluna correspondents ao autovetor que estri faltando (e

substitufdo em T pelo autovetor generalizado).
Se comecarmos de novo da Eq. (1).

= Ax,

a transformacâo x = Ty, onde T e dado pcla Eq. (28). produz o sistema

= Jy.	 (30)

onde J é dado pcla Eq. (29). Em forma escalar, o sistema (30) é

Yi = 2)7 1 + Y2•	 Y2 = 2Y2•	 (31)

Essas equaciies podcm ser resolvidas imediatamente em ordem inversa. Dessa forma, obtemos

= cre2t ,	 Yr = c t te2r + c2 e2t .	 (32)

Logo, as duas solucOes independentes do sistema (30) säo

e2t

41(t)	 (34)
(.3	 e2l)

Como ii(0) = I, podemos identificar, tambem, a matriz na Eq. (34) como exp(k). 0 mesmo resultado
pode ser encontrado calculando-se as potencias de J e substituindo-as na serie exponencial (veja os Pro-
blemas de 19 a 21). Para obter uma matriz fundamental para o sistema original, formamos o produto

4Camille Jordan (1838-1921), professor da Ecole Polytechnique e do College de France, fez contribuicties importantes
analise, a topologia e especialmente a algebra. A forma de Jordan de uma matriz apareccu em scu influents livro, Traite des
substitutions e des equations algebriques, publicado em 1870.

001)
(28)

— l) •
T	 1

—1
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e2r	
te2t

‘11 (t) = T exp(Jt) = (_e21
— e21 — 2i)to

(35)

que a igual a matriz fundamental dada na Eq. (25).
Ndo discutiremos aqui as formas de Jordan de matrizes n x n em maiores detalhes. Para n grande, é

possivel quo existam autovalores corn multiplicidade algebrica alta e talvez corn multiplicidade geometri-
ca muito menor. Uma discussAo completa' da forma de Jordan para uma matriz n x tt geral requer conhe-
cimentos mais profundos de algebra linear do que supomos que os leitores deste livro tern. Os Problemas
de 17 a 21 pedem que voce explore o use de formas de Jordan para sistemas corn tres equagOes.

PROBLEMAS Em cada urn dos Problems de 1 a 4:
Desenhe urn campo de direceies e esboce algumas trajetOrias.
Descreva como as soluceies se comportam quando t —* oo.

(c) Encontre a solucäo geral do sistema de equacOes.

402 1. x , = (3 — 4) x

1 —1	 e,	 -(8 —4)X

(_ 3

i	
I

1)
X	

.

e 4. x' = O.2. 3. x' =	 !
—	

x
2)2

Nos Problemas 5 e 6. encontre a solucäo geral do sistema de equacOes dado.
1 1 1 0 1 1

5. x' = 2 1 x 6.
= (1

0 I x
—1 1 1 1 ()

Em cada um dos Problemas de 7 a 10:
Encontre a solucäo do problema de valor inicial dado.
Desenhe a trajetOria da solucao no piano x,x 2 e desenhe, tambëm, o grafico de x, em funcäo de t.

e, 7. x =
,	 (1	 —4)

	

4	 —7 	 x.	 x(0) = (32)

020' (_5
i

	

3	 - ) X,I	 X(0) = (_31)

	•2' 9. x' = (
	 2

3
) X,	 X(0) = (.2

2

3)

0-2,	
( 3

1	 —3) x'
9 x(0) = (4)

Em cada um dos Problemas 11 e 12:

Encontre a solucdo do problema de valor initial dado.
Desenhe a trajetOria correspondente no espaco x,x 2x, e desenhe, tambem, o grafico de x, em fungdo de t.

	

(	 1	 0	 0	 —1)

	

e 11. x' = —4	 1	 0 	 x,	 x(0) = (	 2

	

3	 6	 2	 —30

	

— 2 	 1	 1 2)
I?, 12. x' =	 1	 —;	 1	 x,	 x(0) =	 3

	

1	 1	 — 	 —12
Em cada urn dos Problemas 13 e 14, resolva o sistema de equacOes dado pelo metodo do Problema 19
da Secao 7.5. Suponha que t > 0.

7Veja, pot exemplo,os lk ros listados nas Referéncias no final deste capitulo.
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13. tx' = (3
1

—4)

—1
14. tx' = (1

4

—4)

—7

Mostre que todas as solucOes do sistema

(ax, _	 1?
x

c	 d

tendem a zero quando t —+ oo se, e somente se, a + d < 0 e ad — bc > 0. Compare esse resultado corn o do
Problema 38 na Secito 3.4.
Considere, novamente, o circuit° elarico no Problema 26 da Sec5o 7.6. Esse circuit° e descrito pelo siste-
ma de equacOes diferenciais

1
d	 /
t (V)	 ( V)V)

C	 RC

Mostre quc os autovalores sao reais e iguais se L = 4R2C.

Suponha que R I D. C = 1 FeL=4 H. Suponita,tambem, que 1(0) = 1 A e V(0) = 2 V. Encontre 1(t)
e V(t).

Autovalores de Multiplicidade 3. Se a matriz A tem um autovalor de multiplicidade algebrica 3, ent5o podem
existir um, dois ou tres autovetores associados linearmente independentes. A solucilo geral do sisterna x' =
Axe diferente, dependendo do tuirnero de autovetores independentes associados ao autovalor triplo. Como
observado no texto n5o hti dificuldade se existent tres autovetores, ja que. nesse caso, existent tres solucOes in-
dependentes da forma x = c,". Os dois problemas a seguir ilustram o procedi [tient° para se encontrar a solucao
no caso de um autovalor triplo corn um ou dois autovetores independentes, respectivatnente.

17. Considere o sistema

(

1	 1

x' = Ax =	 2 1	 —1) x.	 (I)
—3	 2	 4

Mostre quc r = 2 é um autovalor de multiplieidade 3 da matriz de coeticientes A e que existe apenas
urn autovetor associado, a saber,

( 0

1)

Usando a in formacao do item (a). escreva uma solucao x io(t) do sistema (i). Nao existe outra solucao
da forma purarnente exponencial x =

Para encontrar ulna segunda soluciao,suponha que x =	 + qe". Most re que c q satisfazem as cqua-
cOes

(A —211) =0,	 (A —21)q =

Como ja foi encontrado no item (a), resolva a segunda equacao para 7/. Despreze o mOltiplo de 	 que
aparece em	 quc nos leva, apenas, a um mriltiplo da primeira soluciio x11 . Depois,escreva uma segunda
solucao x'-'(t) do sistema (i).

Para encontrar uma terceira soluctio,suponha que x = 	 (1212)e" + qte" + Cea. Mostre que q e satis-
fazem as equagOes

(A —	 = 0,	 (A	 =	 (A —21g = q

As duas primeiras equitcOes silo as mesmas do item (c), logo, para resolver a equacao para despreze no-
vamente o mtiltiplo de	 que aparece. Depois, escreva uma terceira solucao x'' 1 (t) do sisterna (i).

Escreva uma matriz fundamental k11(1) para o sistema (i).

Forme a matriz. T corn o autovetor 4'( 1 ) na primeira coluna e os autovetores generalizados n e	 nas
segunda e terceira colunas. Depots, encontre T-' e forme o produto J = T-'AT. A matriz J e a forma
canOnica de Jordan de A.

Considere o sistema

5 —3 —2

x = Ax =	 8( —5 —4 x. (i)
—4 3 3

(),
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(a) Mostre que r = 1 6 urn autovetor triplo da matriz de coeficientes A e que existem dois autovetores
associados linearmente independentes, que podemos escolher como

1	 °	(1) = (0) ,	 (2) =	 2) (ii)
2	 —3

Encontre duas solucOes linearmente independentes xy)(t)e x( 2)(t da Eq. (i).

	

(b) Para encontrar uma terceira solucào, suponha que x =	 + rte'; mostre que entao i e n tam que satis-
fazer

(A —I)	 = 0,	 (iii)
(A —	 = •
	 (iv)

Mostre que = c ie + c2 2 ', onde c, e c2 sào constantes arbitrarias, 6 a solucao mail geral da Eq. (iii).
Mostre que para resolver a Eq. (iv) é necessario que c 1 = c2.

E conveniente escolher c, = c2 = 2. Para essa escolha, mostre que

2	 0

4=	 .	 =	 0	 ,	 (v)
—2	 —1

onde retiramos os mdltiplos de V ) e V' que aparecem em ii. Use os resultados dados nas Eqs. (v) para
encontrar uma terceira solucäo linearmente independente x( 3 )(t) da Eq. (i).

Escreva uma matriz fundamental 1'(t) para o sistema (i).

Forme a matriz T corn o autovetor V) na primeira coluna e corn o autovetor e o autovetor genera-
lizado q, dados pelas Eqs. (v), nas duas Ultimas colunas. Encontre T e forme o produto J = T-' AT. A
matriz J é

(

a forma canOnica de Jordan de A.

19. Seja J = 0;''	 A1 ), onde A e urn numero real arbitrario.

Encontre J', J c J'.

Use urn argumento indutivo para mostrar que J" =
0	 A"

Determine exp(Jt).

Use exp(Jt) para resolver o problema de valor inicial x' = Jx, x(0) = x().

20. Seja

	

A	 0	 0

	

J= 0	 A	 1	 ,

	

0	 0	 A

onde A. é urn nUmero real arbitrario.

Encontre J 2 , J 3 e J4.

Use urn argumento indutivo para mostrar que

	

A"	 0

(0J" = 0	 A."	 n X" -1

0	 0	 A"

Determine exp(Jt).
Observe que se voce escolher A = 1, entao a matriz J neste problema a igual a matriz J no Problema
18(f). Usando a matriz T do Problema 18(f). forme o produto Texp(Jt) corn A = 1.A matriz resultante
é igual a matriz fundamental 'I'(t) no Problema 18(e)? Se nao for, explique a discrepancia.

21. Seja

	

(A

	 1	 0

	

J = 0	 A.	 1	 ,

	

0	 0	 A

onde A 6 urn namero real arbitrario.

Encontre32,33 e

Use um argumento indutivo para mostrar que
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xn	 nxn-i

J" = (0

0 0

Determine exp(Jt).
Observe que se voce escolher = 2, entao a matriz J nestc problema é igual a matriz J no Problema
17(f). Usando a matriz T do Problema 17(f), forme o produto Texp(Jt) corn = 2. Observe que a ma-
triz resultante é a mesma da matriz fundamental 4/(0 no Problema 17(e).

[n(n — 1)/2p."-2

7.9 Sistemas Lineares Nao Homogeneos

Nesta secão vamos considerar o sistema nao homogeneo

	

x' = P(t)x + g(t), 	 (1)

onde a matriz n x n P(t) e o vetor n x 1 g(t) sap continuos em a < t < 0. Pelo mesmo argument° usado na Se-
ca° 3.5 (veja, tambem, o Problema 16 nesta secao), a solucäo geral da Eq. (1) pods ser expressa na forma

,
X = CIX(I) (t) + • • • + CnX

in) 
(I) +V(t),	 (2)

onde c,x")(t) +	 c„xi")(t) 6 a solucao geral do sistema homogeneo x' = P(t)x e v(t) é uma solucao particular
do sistema nao homogenco (1). Vamos descrever, rapidamente, diversos metodos para se encontrar v(t).

Diagonalizaccio. Comecamos corn urn sistema da forma

	

x' = Ax + g(t),	 (3)

onde A 6 uma matriz n x n constante diagonalizavel. Diagonalizando a matriz de coeficientes A como
indicado na Seca° 7.7, podemos transformar a Eq. (3) cm um sistema de equacOes facilmente

Seja T a matriz cujas colunas sac) os autovetores 	 r de A e defina uma variavel dependente
nova y por

x = Ty.	 (4)

Então, substituindo x na Eq. (3) pela expressao anterior, obtemos

Ty' = ATy + g(t).

Multiplicando por T-', segue que

	

y' = (T -1 AT)y + T -1 g(t) = Dy + h(t),	 (5)

onde h(t) = T-'g(t) e D d a matrix diagonal cujos elementos diagonals sac) os autovalores r 1 ,	 r„ de A,
arrumados na mesma ordem que os autovetores correspondentes 	 que aparecem como colunas
de T. A Eq. (5) é urn sistema de n equagOes desacopladas para y i (t), ...,y„(t); em consequencia, as equa-
cOes podem ser resolvidas separadamente. Em forma escalar, a Eq. (5) fica

y;(t) = riyi (t) + Iii (t),	 = 1, . . . ,n,	 (6)

onde h i(t) uma determinada combinacão linear de g,(t), 	g„(t). A Eq. (6) é uma equacao linear de
primeira ordeme pode ser resolvida pelos metodos da Seca° 2.1. De fato, temos

yi (t)	 eri t f	 hi(s) ds + cj eri f ,	 j = 1, .	 ,n,	 (7)
to

onde os ci sao constantes arbitrarias. Finalmente, a solucao x da Eq. (3) é obtida da Eq. (4). Ao s'er mul-
tiplicado pela matriz de semelhanca T o segundo termo do lado direito do sinal de igualdade na Eq. (7)
fornece a solucão geral da equacao homogenea x' = Ax, enquanto o primeiro termo fornece uma solucao
particular do sistema nao homogeneo (3).
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EXEMPLO Encontre a solucâo geral do sistema

= (-2	 1	 (2e-')
1 -2 x + 3t = Ax + Wry) 
	 (8)

Procedendo como na Secao 7.5, vemos que os autovalores da matriz de coeficientes sâo r, = -3 e r2 = - 1, e
os autovetores correspondentes sac)

(9)

Logo, a solucäo geral da equacao homogenea é

X = 
( 
- 1

1) 
e-

3,
 + c2 ()1e'
	

(10)

Antes de escrever a matriz T de autovetores, lembre que vamos precisar encontrar T- 1 .A matriz de coeficientes
A é real e simetrica, logo podemos usar o resultado enunciado no final da Seca- o 7.3: T-' é simplesmente a ad-
junta ou (como T é real) a transposta de T, desde que os autovetores de A estejam normalizados de modo que

= 1. Portant°, normalizando	 e t 2), temos

T= -1	 1
1 ( 1	 1	 ,r, = 1 (1	 -1

 1	 1)

Fazendo x = Ty e substituindo na Eq. (8), obtemos o seguinte sistema de equace•es para a variavel depen-
dente nova y:

= DY T-Ig(t) =	 0	 -1) Y	 2e-' + 3t)

/-3	 0	 1 (2e-' - 3t	
(12)

Logo,

y', + 3y i =	 -

(13)

Y2 + y2 =	 +
3

 t.

Cada uma das Eqs. (13) e uma equacao linear de primeira ordem e, portanto, pode ser resolvida pelos metodos
da Secao 2.1. Desse modo, obtemos

-- e - —
2 

3	 t	 1

[(3 )	 + cle-3(
	

(14)

y2 = ,r2te-
, 
+ —

V-2 ( 
t - 1) + c2 e-' .

3

Finalmente, escrevemos a solucäo em funcao das variaveis originais:

- 1,_ Yi "2)
x = Ty - ./2 \-yi +y2/

(c, /,./1)e- 3' + [(c2I .4) + fl e" + t - 1 + te'(
=

	

- (c i l 4)e- 3' + [ (c2/	 - de" + 2t - i + to

= ki 
( -1	 1

e_ 3, k2 (1) _, + 1 ( -1
	 1

e, (1) te-r + (1
2
)	 1

5 
(4
5)

	
(15)

onde k i = c1/12 e k2 = c2 /..// As dual primeiras parcelas a direita do sinal de igualdade na Eq. (15) formam a
solucao geral do sistema homogeneo associado a Eq. (8). As parcelas restantes formam uma solucao particular
do sistema näo homogeneo.

Se a matriz de coeficientes A na Eq. (3) näo for diagonalizavel (devido a autovalores repetidos e a falta
de autovetores) pode, de qualquer jeito, ser reduzida a sua forma canOnica de Jordan J atraves de uma
matriz de semelhanca apropriada T, envolvendo tanto autovetores quanto autovetores generalizados.

	

Nesse caso, as equaciies diferenciais para y,,	 y„ näo estaräo totalmente desacopladas, ja que algumas
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linhas de J tem Bois elementos nao nulos, um autovalor na posicao diagonal e urn 1 na posicdo adjacente
direita. No entanto, as equaceles para	 y,, ainda podem ser resolvidas consecutivamente, comecando
corn y„. Entdo, a soluciio do sistema original (3) pode ser encontrada pela relacao x = Ty.

coeficientes lndeterminados. Uma segunda maneira de Sc encontrar uma solucdo particular do sistema
nao homogaeo (1) é o metodo dos coeficientes indeterminados. Para usar esse metodo supomos que a
solucfio tern determinada forma corn alguns ou todos os coeficientes indeterminados e depois procura-
mos esses coeficientes de modo a satisfazer a equacdo diferencial. Do ponto de vista pratico esse metodo
so e aplicavel se a matrix de coeficientes P for constante e se as componentes de g forem funcfies polino-
miais, exponenciais, senoidais ou produtos de tais funcOes. Nesse caso, a forma correta da solucäo pode
ser prevista de maneira simples e sistematica. 0 procedimento para escolher a forma da solucdo é essen-
cialmente o mesmo dado na Secdo 3.5 para equacoes lineares de segunda ordem. A principal diferenca
e ilustrada polo caso de urn termo nao homogOneo da forma ue, onde A é uma raiz simples da equacdo
caracterfstica. Nessa situacdo, em vez de supor uma solucdo da forma ate" é preciso usar ate' + be", onde
a e b são determinados substituindo-se a expressao na equacão diferencial.

Use o metodo dos coeficientes indeterminados para encontrar uma solucdo particular de

	

(-2	 1)	 (2e-`)

	

1	 -2 x
	

Ax g(t). (16)

Esse é o mesmo sistema de equacöes do Exemplo 1. Para usar o metodo dos coeficientes a determinar es-
crevemos g(t) na forma

g(t) 
= (2

0
 ) e_, 

1- 
(0) t
 3

Vamos supor, entao, que

x = v(t) = ate' + be' + ct + d,

onde a, b, c e d sao vetores a serem determinados. Note que r = -1 é um autovalor da matriz de coeficientes
e, portanto, temos que incluir tanto ate' quanto be- 1 na solucao proposta. Substituindo a Eq. (18) na Eq. (16) e
juntando os termos, obtemos as seguintes equagbes algebricas para a, b, c e d:

Aa = -a,

4,

Ab = a - b -
(2

0

(0)
Ac=-

3

Ad = c.
Da primeira das Eqs. (19), vemos que a é urn autovetor de A associado ao autovalor r = -1. Logo, s r = (a, a),
onde a e qualquer constante diferente de zero. Note que a segunda das Eqs. (19) so pode ser resolvida se a =
1 e, nesse caso, temos

b r-- k

para qualquer constante k. A escolha mais simples e k = 0, donde bT = (0, -1). As terceira e quarta equagOes em
(19) fornecem, ent5o, C T = (1, 2) e d T = (-4/3,-5/3), respectivamente. Finalmente, da Eq. (18) obtemos a solucäo
particular

4
v(t) = 

1 
te' - ( 1

0
 )	 + (2) t -

1 (
5)

A soluc5o particular (21) nao a identica i3 contida na Eq. (15) do Exemplo 1, porque o termo contendo 	 é
diferente. No entanto, se escolhermos k = 1/2 na Eq. (20) teremos b T = (1/2, -1/2), e as dual solucOes particulares
ficardo idénticas.

(21)
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Variaccio dos Parâmetros. Vamos considerar, agora, problemas mais gerais onde a matriz de coeficientes
nä° é constante ou nao 6 diagonalizavel. Seja

= P(t)x + g(t),	 (22)

onde P(t) e g(t) sac) continuas em a < t < Suponha que uma matriz fundamental %Kt) para o sistema
homogeneo associado

x' = P(t)x	 (23)

ja foi encontrada. Vamos usar o metodo de variacao dos parAmetros para construir uma solucao particu-
lar e, portanto, a solucAo geral do sistema nä° homogeneo (22).

Como a solucao geral do sistema homogeneo (23) 6 4 1 (t)c, 6 natural proceder como na Secao 3.6 e
buscar uma solucäo do sistema nao homogéneo (22) substituindo-se o vetor constante c por uma funcao
vetorial u(t). Assim, supomos que

x = 41 (t)u(t),	 (24)

onde u(t) é urn vetor a ser encontrado. Diferenciando x dado pela Eq. (24) e impondo a Eq. (22), obte-
mos

	

(t)u(t) + 41 (t)u' (t) = P(t)* (t)u(t) + g(t).	 (25)

Como 41 (t) 6 uma matriz fundamental, 4 1 '(t) = P(t)41(t); logo, a Eq. (25) se reduz a

	

'l'(t)u'(t) = g(t).	 (26)

Lembre que 4'(t) é invertivel em qualquer intervalo onde P 6 continua. Entäo *At) existe e temos

	

u'(t) = 41-1(t)g(t)• 	 (27)

Logo, podemos selecionar como u(t) qualquer vetor na classe de vetores que satisfazem a Eq. (27); esses
vetores estäo determinados a menos de urn vetor constante aditivo; portanto, denotamos u(t) por

u(t) =	 (t)g(t) dt + c,	 (28)

onde o vetor constante c 6 arbitrririo. Se as integrals na Eq. (28) puderem ser calculadas, a solucäo geral
do sistema (22) poderd ser encontrada substituindo-se u(t) na Eq. (24) pela expressao na Eq. (28). No
entanto, mesmo se as integrals nao puderem ser calculadas ainda podemos escrever a solucäo geral da
Eq. (22) na forma

x *Mc +	 f 41-1 (s)g(s) ds,	 (29)

onde t, é qualquer ponto no intervalo (a, /3). Note que a primeira parcela a direita do sinal de igualdade
na Eq. (29) 6 a solucao geral do sistema homogéneo associado (23), e a segunda parcela 6 uma solucäo
particular da Eq. (22).

Vamos considerar agora o problema de valor inicial consistindo na equacao diferencial (22) e na con-
dick) inicial

x(to) = x°.	 (30)

Podemos encontrar a solucao desse problema de maneira conveniente se escolhermos o limite inferior de
integracäo na Eq. (29) como o ponto inicial to. Entao a solucio  geral da equacao diferencial é

x = 41 (t)c +	 (t) f 41-1 (s)g(s) ds.	 (31)
ro

Para t = t„ a integral na Eq. (31) 6 zero, de modo que a condicão inicial (30) tambern sera satisfeita se
escolhermos

C	 *-1(4))X°.
	 (32)

Portanto,

	

x = (041-1 (to)x° + 41(t) J r 41-1 (s)g(s) ds	 (33)

6 a solucâo do problema de valor inicial dado. Mais uma vez, embora seja titil usar 4'-' para escrever as
solucOes (29) e (33) em geral, em casos particulares 6 melhor resolver as equagOes necessarias por redu-
cAo de linhas do que calcular ' e substituir nas Eqs. (29) e (33).
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A solucdo (33) fica em uma forma ligeiramente mais simples se usarmos a matriz fundamental (I)(t)
que satisfaz 4)(0 = I. Nesse caso, temos

x 4)(t)x° + (Kt) f <V I (s)g(s) ds.	 (34)

A Eq. (34) pode ser ainda mais simplificada se a matriz de coeficientes P(t) for constante (veja o Proble-
ma 17).

Use o metodo de variacao dos parametros para encontrar a solucäo geral do sistema

' = (-2
1	 -2) x + 3t	

= Ax + g(t).
(2e-'

x	
)1

Esse e o mesmo sistema de equagOes dos Exemplos 1 e 2.
A solucâo geral do sistema homogeneo associado foi dada na Eq. (10). Assim,

e-1
11(t) =

	

-e -3'	 e-'

é uma matriz fundamental. Então, a solucao x da Eq. (35) é dada por x = 4 1 (t)u(t), onde	 satisfaz 111(t)u'(t)
g(t), ou

	

(

e-3'	 e :	u' -	 2e-

	

-e-3'	 e - '	 14,	 3t

Resolvendo a Eq. (37) por reduccao de linhas, obtemos
, 	 e2'	 3	 3t

il I = e - ite 

Logo,

It, (t) =	 - 1te3' + e3' + el,

u2 (t) = t	 - ie` + C2,
e

x = tIP (t)u(t)

= (
-1

) e--- + c2 (
1
) e + (

1
) te- + -

2 -1
) e_, + (

2
) t 1 4

5) '
,	 1 ( 111	 1	 1

que 6 a mesma solucao obtida anteriormente.

Transformadas de Laplace. Usamos a transformada de Laplace no Capititlo 6 para resolver equagOes
lineares de qualqucr orclem. Ela tambem pode ser usada de maneira semelhante para resolver sistemas
de equacties. Como a transformada e uma integral, a transformada de um vetor 6 calculada componente
a componente. Assim, (x(t)) é o vetor cujas componentes sac) as transformadas das componentes res-
pectivas de x(t) e, analogamente, para X(x'(t)}. Denotaretnos X{x(t)) por X(s). Ent5o, por uma extens-do
do Teorema 6.2.1 para vetores, temos

,C{x' (t)} = sX(s) - x(0). 	 r	 (39)

Use o metodo de transformada de Laplace para resolver o sistema

x, = (-2
1 -2

1) x (2e-')
 3t
	 Ax + g(t). (40)

Esse e o mesmo sistema de equagOes dos Exemplos de 1 a 3.
Calculando a transformada de Laplace de cada parcela na Eq. (40), obtemos

sX(s) - x(0) = AX(s) + G(s),	 (41)

onde G(s) 6 a transformada de g(t). A transformada G(s) 6 dada por
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G(s) =
(2/(s + 1)

423/s2	 ( )

Simplificaremos os calculos restantes supondo que x(t) satisfaz a condic5o inicial x(0) = 0. Ent5o, a Eq. (41) fica

	

(sl - A)X(s) = G(s),	 (43)

onde, como de habit°, I é a matriz identidade. Logo, X(s) e dada por

	

X(s) = (sI - A)-1G(s).	 (44)

A matriz (sI - A)-' é chamada matriz de transferencia porque, multiplicando-a pela transformada do vetor de
entrada g(t), obtemos a transformada do vetor de safda x(t). Neste exemplo, temos

+ 2 -1 )
-1	 s + 2

e obtemos, por urn calculo direto,

1	 s + 2	 1 )
(sI - A) -1 - 	

(s + 1)(s + 3)	 1	 s + 2

Então, substituindo as Eqs. (42) e (46) na Eq. (44) e efetuando as multiplicacOes indicadas, vemos que

2(s + 2)3 
(s + 1)2 (s + 3) + s2 (s + 1)(s + 3)

X (s) =	 (47)
2 	 3(s + 2) 

(s + 1) 2 (s + 3)	 s2 (s + 1)(s + 3)

Finalmente, precisamos obter a solucao x(t) de sua transformada X(s). Isso pode ser feito expandindo-se as
expressaes na Eq. (47) em fracOes parciais e usando-se a Tabela 6.2.1 ou (mais eficientemente) usando um pro-
grama de computador apropriado. Dc qualquer modo, depois de simplificado o resultado fica

2	 2	 1 1	 1 4
x(t) = 1
	

e_ ,
3 -1	

I	
2

 to +	
3 5	 (48)

A Eq. (48) fornece a soluciio particular do sistema (40) que satisfaz a condicdo inicial x(0) = 0. Por causa disso,
ela difere ligeiramente das solucOes particulares obtidas nos tres exemplos precedentes. Para obter a solucao
geral da Eq. (40) voce precisa somar a expressäo na Eq. (48) a soluc5o geral (10) do sistema homogéneo asso-
ciado a Eq. (40).

Cada urn dos metodos para se resolver equagOes n5o homogeneas tem vantagens e desvantagens.
0 metodo dos coeficientes indeterminados näo precisa de integrac5o, mas tem escopo limitado e pode
levar a diversos conjuntos de equagOes algëbricas. 0 metodo de diagonalizacäo requer que se encontre
a inversa da matriz de semelhanca e a solucäo de urn conjunto de equagOes lineares de primeira ordem
desacopladas, seguida de uma multiplicacäo de matrizes. Sua principal vantagem é que para matrizes de
coeficiente autoadjuntas a inversa da matriz de semelhanca pode ser encontrada sem calculos — uma
caracterfstica muito importante para sistemas grander. 0 metodo da transformada de Laplace envolve
a inversâo de uma matriz para se encontrar a matriz de transferencia, seguida de uma multiplicacäo e,
finalmente, da determinacdo da transformada inversa de cada parcela na expressäo resultante. Ela é
particularmente titil em problemas corn termos n5o homogeneos que envolvem funci5es descontfnuas ou
impulsivas. 0 metodo de variacão dos parametros e o mais geral. Por outro lado, envolve a solucäo de urn
conjunto de equagOes lineares algebricas corn coeficientes variaveis, seguido de uma integracäo e de uma
multiplicac5o de matrizes, de modo que tambern é o mais complicado do ponto de vista computacional.
Para muitos sistemas pequenos corn coeficientes constantes, tais como as dos exemplos desta secdo, todos
esses maodos funcionam bem, e pode näo fazer muita diferenca qual deles a escolhido.

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 12, encontre a solucao geral do sistema de equagOes dados.

sI - A =

2
1. x' =

1 3
-1)
-2

+ (es)
2. x' =

1

1
3. x' =

(2
1 -2

5
)

cos t)
" (

- 
sen t )

4. x' =
(4

1)
—1) X + C-0 e"`)

1	 - t

—2) X ± (22e)



12. x' =

	

(2	 -5) x (csc t)
2 

< t <

	

1	 -2	 sec t

13. 0 circuito eletrico mostrado na Figura 7.9.1 é descrito pelo sistema de equacties diferenciais

dx = -	 x +
1 (t),

dt	 ( 2 - I 0

onde x, e a corrente atraves do indutor, x2 6 a queda de voltagem atraves do capacitor e 1(t) 6 a corrente
fornecida pela fonte externa.

L = 8 henrys

R = 4 ohms	 R = 4 ohms

FIGURA 7.9.1 0 circuito no Problema 13.

Determine uma matriz fundamental 411(t) para o sistema homogeneo associado a Eq. (i). Veja o Pro-
blema 25 da SecAo 7.6.
Se 1(t) = e-'2 , determine a solucao do sistema (i) que satisfaz a condiciio inicial x(0) = 0.

Em cada um dos Problemas 14 e 15, veritiquc que o vetor dado 6 a solucdo geral do sistema homogeneo asso-
ciado e depois resolva o sistema nä° homogeneo. Suponha que t > 0.

	

14. tx' = (2
	 -1)	 (1 - t- 1	 1

	

3	 -2 x + 2t	
x(`) = c,(

1
) t + c2 (

3
) t-I

	

(3	 -2) x	 -2t

	

2	 -2	 -1- 1.4	 '	 x(c) =	 (
1
2) t 1 + C2	

1
(

2
tx' =	 ) t2

Seja x = CO a solucäo geral de x' = P(t)x + g(t) e seja x = v(t) uma solucAo particular do mesmo sistema.

	

Considerando a diferenca	 - v(t), mostre que	 = u(t) + v(t), onde u(t) 6 a soluciio geral do sistema
homogeneo x' = P(t)x.

17. Considere o problema de valor inicial

x' = Ax + g(t),	 x(0) =

Depois de observar o Problema 15(c) na Seca° 7.7, mostre que

(I)

x = 4'(t)x° f 4)(t - s)g(s) ds.

Mostre tambern que

= —2 farad

I
is

0
Compare esses resultados corn os do Problema 27 na SecAo 3.6.

x = exp(At)x° + f exp[A(t - s)]g(s) ds.
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e na condicão inicial
dt 

= f (t, Y)	 (1)

Y( to)	 Yo.	 (2)

Para discutir o descnvolvimento e a utilizaciio de procedimentos numericos vamos nos concentrar prin-
cipalmente ern problemas de valor inicial para equacOes de primeira ordem consistindo na equacao di-
ferencial

Vamos supor que as funcOes f e f,, sdo continuas em algum retangulo no piano ty contendo o ponto (to,

yo). Enti.io, pelo Teorema 2.4.2 existe uma Unica solucao y = 0 (t) do problema dado em algum intervalo
em torno de to. Sc a Eq. (1) for nfio linear, entao o intervalo de existencia da solucdo pode ser diffcil de
ser determinado e pode nä° ter uma relacão simples corn a fungdo f. No entanto, vamos supor, em todas
as nossas discussOes, que existe uma (mica solucdo do problema de valor inicial (1), (2) no intervalo de
interesse•

Na Secäo 2.7 descrevemos o metodo mais antigo e mais simples de aproximacâo numerica, a saber, o
metodo de Euler, ou o metodo da reta tangente. Esse metodo é expresso pela equacdo

	

Yn+1 = yn + f(tn,Yn)(tn+1	 tn),	 n	 0, 1, 2, . . . . 	 (3)

Se o tamanho do passo tiver valor uniforme h e se denotarmosf(t„,y„) porf,„ entäo a Eq. (3) fica na forma

	

yn+i = yn +fnil,	 n = 0,1, 2, ....	 (4)

0 metodo de Euler consiste em calcular repetidamente a Eq. (3) ou (4), usando o resultado de cada passo
para executar o prOximo passo. Dessa mancira voce obtem uma sequencia de valores yo, v y2,2, • • •, Y 	 • —
que aproximam o valor da soluciio (t) nos pontos to, t 1 , t2 ,	 t„,

345

1 CAPITULO

8    

Metodos Numencos

Ate agora discutimos metodos para resolver equagOes difercnciais usando tecnicas analfticas como inte-
gracdo ou expansdo em series. Em geral, a enfase era em encontrar uma expressao exata para a solucdo.
Infelizmente, existem muitos problems importances em engenharia e ciencia, especialmente problemas
nä° lineares, nos quail esses metodos ou nrio se aplicam ou sâo muito complicados para se usar. Neste
capftulo vamos usar uma abordagem alternativa, a utilizacao de metodos numericos aproximados para
se obter uma aproximaciio precisa da solucao de urn problema de valor inicial. Vamos apresentar esses
metodos no contexto o mais simples possivel, ou seja, uma Unica equacrlo escalar de primeira ordem. No
entanto, eles podem ser facilmente estenclidos para sistemas de equagOes de primeira ordem. e isso esta
esquematizado rapidamente na Seca° 8.6. Os procedimentos aqui descritos podem ser executados facil-
mente em computadores pessoais.

8.1 0 Metodo de Euler ou Metodo da Reta Tangente
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Na Secdo 2.7 observamos que um programa de computador para o metodo de Euler tern a estrutura
dada a seguir. As instrucOes especfficas podem ser escritas em qualquer linguagem de programacâo con-
veniente.

0 Metodo de Euler

Passo 1.	 defina f(t,y)
Passo 2.	 alimente os valores iniciais 10 e y0
Passo 3.	 alimente o tamanho do passo h e o ntImero de passos n
Passo 4.	 escreva tO e y0
Passo 5.	 para j de 1 ate n calcule
Passo 6.	 k 1 = f (t,y)

y=y+h*kl
t =t +h

Pass() 7.	 escreva t c y
Passo 8.	 fim

Alguns exemplos do metodo de Euler aparecem na Seca° 2.7. Como outro exemplo, considere o pro-
blema de valor inicial

y' =1 - t + 4y,	 (5)

y(0) = 1.	 (6)

A Eq. (5) a uma equacdo linear de primeira ordem, e pode-se verificar facilmente que a solucão que sa-
tisfaz as condiceles iniciais (6) e

=	 = t - 16
	

(7)

Como a solucao exata e conhecida ndo precisamos de metodos numericos para resolver o problema de
valor inicial (5), (6). Por outro lado, a disponibilidade da solucäo exata torna facil determinar a precisao
de qualquer procedimento numeric° utilizado nesse problema. Usaremos esse problem ao longo do
capitulo para ilustrar e comparar os metodos numericos diferentes. As soluciies da Eq. (5) divergem rapi-
damente umas das outros, de modo que deverfamos esperar uma dificuldade razoavel em aproximar bent
a solucao (7) em qualquer intervalo consideravel. Dc fato, essa e a razão da escolha desse problema em
particular; sera relativamente facil observar as vantagens de se usar metodos mais precisos.

Usando a formula de Euler (4) e tamanhos de passo = 0,05; 0,025; 0,01 c 0,001, determine valores aproxima-
dos da solucao y	 (t) do problema (5), (6) no intervalo 0 < t < 2.

Os calculos indicados foram feitos em urn computador, e a Tabela 8.1.1 mostra alguns resultados. A precisdo
não impressions muito. Para Jr = 0,01,0 erro percentual é de 3,85% em t = 0,5, 7,49% em t = 1,0 e 14,4% em t =
2,0. Os erros percentuais correspondentes para h = 0,001 sac) de 0,40%, 0,79% c 1,58%, respectivamente. Note
que se Jr = 0,001, precisamos de 2.000 passos para atravessar o intervalo de t = 0 ate t = 2. Assim, a necessaria
uma quantidade consideravel de calculos para se obter uma precisao razoavelmente boa para esse problema
usando-se o metodo de Euler. Quando discutirmos outros metodos numericos mais adiante, neste capitulo,
veremos que e possfvel obter precisäo comparavel, ou ate melhor, corn tamanhos de passos muito maiores e
muito menos passos computacionais.

TABELA 8.1.1 Comparacao dos Resultados de Aproximaciies Numericas da Solucao de
y' = 1 - t + 4y, y(0) = 1, Usando o Metodo de Euler para Tamanhos de Passos Diferentes h

h = 0,05 h = 0,025 h = 0,01 h = 0,001 Exata

0,0 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000
0,1 1,5475000 1,5761188 1,5952901 1,6076289 1,6090418
0,2 2,3249000 2,4080117 2,4644587 2,5011159 2,5053299
0,3 3,4333560 3,6143837 3,7390345 3,8207130 3,8301388
0,4 5,0185326 5,3690304 5, 6137120 5,7754845 5,7942260
0,5 7,2901870 7,9264062 8,3766865 8,6770692 8,7120041
1,0 45,588400 53,807866 60,037126 64,382558 64,897803
1,5 282,07187 361,75945 426,40818 473,55979 479,25919
2,0 1745,6662 2432,7878 3029,3279 3484,1608 3540,2001

t.-
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Para se comecar a investigar os erros na utilizacao de aproximacOes numaricas e sugerir, tambem,
maneiras de se construir algoritmos mais precisos ajuda mencionar algumas maneiras alternativas de se
olhar o metodo de Euler.

Primeiro, vamos escrever a equacao diferencial (1) no porno t t„ na forma
do
—
dr

(t ) = f [ tn, 0 (in)]•	 (8)

Entao, aproximamos a derivada na Eq. (8) pelo quociente de diferencas correspondente (direto. ou para
a frente), obtendo

4, 4. 1 — In

Finalmente, se substituirmos 	 c (r„) pelos seus valores aproximados yn ., e y„. respectivamente, e
resolvermos para y„.,, obteremos a formula de Euler (3).

Outro ponto de vista é escrever o problema como uma equacao integral. Como y = (t) c uma solucão
do problema de valor initial (1), (2), integrando-se de t„ ate	 obtemos

o'(t) dt =	 f it ,4)(t)1(1t,
f

rn

OU

f0 (6, + ) = (t,i) +	 f[t,(1)(r)]	 .	 (10)

A integral na Eq. (10) representa Lwometricamente a area sob a curv y na Figura 8.1.1 entre r = e t = t„„,.
Se aproximarmos a integral substituindo .nt.0 (t)] por scu valor At„. (t„)] em t = t„. estaremos aproximan-
do a area real pela area do retangulo sombreado. Desse modo, obtemos

(r„ +i )	 (to + ft i„.	 ((„)1(r„+1 — tn)

=	 (4, + hflt,i. 0 MI .	(11)

Finalmente, para obter uma aproximaciio y„,, para (t„.,) fazemos uma segunda aproximaciio substituin-
do (t,,) pelo seu valor aproximado y„ na Eq. (11). lsso nos da a formula de Euler y„7 , = y„ + /If (r„, yn).

Urn algoritmo mais precis() pode ser obtido atraves de tuna aproximacao mais precisa da integral. Isso
sera discutido na Seca° 8.2.

FIGURA 8.1.1 Deduciio integral do metodo de Euler.

Uma terceira abordagem e supor que a solucäo y 0 (t) tem uma serie de Taylor em torno do ponto
Entao,

h2
0(4, + h ) = (4,) + (in)h + 0"(1,1) —2! 

+...,

ou

h2
(tn+i ) = 0„) + f[tn, (t„)lh + 0"0„)	 + • • -

Se a sale é truncada depois das duas primeiras parcelas e (r„,,) e 0 (t„)sao substitufdos por seus valores
aproximados y„., e yn , novamente obtemos a formula de Euler (4). Se forem usadas mais parcelas na serie,
obtem-se uma formula mais precisa. Alám disso, usando uma serie de Taylor corn resto é possfvel estimar
o tamanho do erro na fOrmula. Isso sera discutido mais adiante nesta secao.

) — 0(47)
— f[tn,4)(4)1. (9)

(12)
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A Formula de Euler Inversa. Pode -se obter uma variante da formula de Euler aproximando-se a derivada
na Eq. (8) pelo quociente de diferencas inverso (ou para tras) [4) (t„)  - (t„.,)1/1t, em vez do quociente de
diferencas direto usado na Eq. (9). Obtemos, assim.

On) - 95 ( in -I)	 hf 	 yn),

OU

=	 + hf (tn,Yn)•

Variando o fndice de n para n + I. obtemos a fOrmula de Euler inversa

Yn-i	 Y11	 hf (tn+1, yn+ I )•
	 (13)

Supondo y„ conhecido e y„,, a ser calculado, note que a Eq. (13) näo fornece uma formula explicita para
y„,,. Em vez disso, e uma equaca.° que define implicitamente y„„, e precisa ser resolvida para se determi-
nar o valor de y„,.,. A dificuldade disso depende exclusivamente da natureza da func5of

Use a fOrmula de Euler inversa (13) e tamanhos de passos = 0,05: 0,025; 0,01 e 0,001 para encontrar valores
aproximados da solue5o do problema de valor inicial (5), (6) no intervalo 0 < t < 2.

Para este problema, a förmula de Euler inversa (13) flea

yn,I . Yn h ( 1 - t,,+1 + 4Y,+1)•

Vamos mostrar os dois primeiros passos em detalhe. de modo a tornar claro como o metodo funciona. No pri-
meiro passo, temos

yi =	 h(1 - t 1 + 4y 1 ) = 1 + (0,05)(1 - 0,05 + 4y,).

Resolvendo essa equacäo para y,. obtemos

y l = 1,0475/0,8 = 1,309375.

Note que como a equaciio diferencial e linear, a equacao implicita para y, timbal e linear e, portant°, fad' de
resolver. A seguir,

={t(1 - (2 + 4y2 ) = 1.309375 + (0,05)(1 - 0,1 + 4y2),

o que leva a

Y2 = 1.354375/0,8 = 1,69296875.

Continuando os calculos em urn computador, obtemos os resultados ilustrados na Tabela 8.1.2. Os valores
dados pela formula de Euler inversa sao uniformemente muito grandes para este problcrna,enquanto os valo-
res obtidos pelo metodo de Euler cram muito pequenos. Neste problema os erros s5o um pouco maiores para a
formula de Euler inversa do que para o metodo de Euler, embora para valores pequenos de h a diferenca seja
insignificante. Como o metodo de Euler inverso parece ser menos preciso do que o direto e é um pouco mais
complicado, é natural perguntar por que menciona-lo. A resposta e que ele e o exemplo mais simples de uma
classe de metodos conhecidos como fOrmulas inversas de diferenciacäo que sdo muito uteis para certos tipos
de equacaes diferenciais. Voltaremos a essa questao mais adiante, neste capitulo.

TABELA 8.1.2 Comparac5o dos Resultados de AproximacOes Numericas da Solucao de
y' = 1 - t + 4y, y (0) = 1 Usando-se o Metodo de Euler Inverso para Tamanhos de Passos
Diferentes h

h = 0,05 it = 0.025 h = 0,01 h = 0,001 Exata

0 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000
0,1 1,6929688 1,6474375 1,6236638 1,6104634 1,6090418
0.2 2,7616699 2,6211306 2,5491368 2,5095731 2,5053299
0.3 4,4174530 4,0920886 3,9285724 3,8396379 3,8301388
0,4 6,9905516 6,3209569 5,9908303 5,8131282 5,7942260
0,5 10,996956 9,7050002 9,0801473 8,7472667 8,7120041
1,0 103,06171 80,402761 70,452395 65,419964 64,897803
1,5 959,44236 661,00731 542,12432 485,05825 479,25919
2,0 8934,0696 5435,7294 4172,7228 3597,4478 3540,2001
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Erros em Aproximacóes Numericas. A utilizacdo de urn procedimento numeric°, como a fOrmula de Euler,
para resolver urn problema de valor inicial levanta uma serie de questoes que precisam ser respondidas
antes de se aceitar a solucao numerica aproximada como satisfatOria. Uma dessas é a questa° da conver-
géncia, ou seja, quando o tamanho do passo h tende a zero os valores da solucäo numerica yo, y,, y2 , ...,
y„, tendem ao valor correspondcnte da solucao exata? Mesmo supondo que a resposta seja afirmativa,
resta o problema pratico importante de qua° rapid° a aproximacdo numerica converge para a solucdo.
Em outras palavras, o qua() pequeno tern que ser o tamanho do passo para garantir urn determinado ni-
vel de precisdo? Queremos usar urn tamanho de passo que seja suficientemente pequeno para garantir a
precisao necessaria, mas que nao seja pequeno demais. Urn passo desnecessariamente pequeno torna os
calculos mais lentos, mais caros e, em alguns casos. pods at causar perda de precisao.

Existem duas Pontes fundamentals de erro ao se resolver urn problema de valor inicial numericamente.
Vamos supor, primeiro, que nosso computador é tal que podemos efetuar todos os calculos corn precisdo
absoluta, ou seja, mantendo urn namero infinito de casas decimais. A diferenca E„ entre a solucao y = 0 (t)
do problema de valor inicial (1), (2) e sua aproximacao numerica é dada por

	

E,, = 0 ( tn) — Yn	 (14)

e é conhecida como o erro de truncamento global. Ele tern duas causas: primeiro, em cada passo usamos
uma formula aproximada para determinar •„. 1 ; segundo, os dados de entrada cm cada etapa estdo apenas
aproximadamente corretos,ja que em geral (t„) nao é igual a y„. Se supusermos que y„ = 0 (t„), entdo o
Critic° erro efetuado em cada passo 6 devido ao use de uma fOrmula aproximada. Esse erro é conhecido
como o erro de truncarnento local e„.

A segunda fonts fundamental de erro e que efetuamos os calculos em aritmetica corn apenas urn nti-
mero finito de cligitos. Isso nos leva a urn erro de arredondamento R„ detinido por

	

Rn =	 — n •	 (15)

onde Y„ 6 o valor computado de fato pelo mdtodo numeric° dado.
0 valor absoluto do erro total em se calcular 4, (1„) c dado por

	

10( tn) — Yn I = 14( tn) — yn	 —	 (16)

Usando a desigualdade triangular. In + bl < lal + lb'. obtemos da Eq. (16)

IO( tn) — Yn1	 195(tn) — yni + lyn — Yn1

	

l Enl+ I Rnl .	 (17)

Logo, o erro total c lim t ado pela soma dos valores absolutos dos erros de truncarnento e de arredonda-
memo. Para os procedimentos numericos discutidos neste livro é possivel obter estimativas titeis do erro
de truncarnento. No entanto, limitamos nossa discussao basicamente ao erro de truncamento local, que
um pouco mais simples. 0 erro de arredondamento e claramente de natureza mais aleatOria. Depende do
tipo de computador utilizado, da ordem em que os calculos sao efetuados, do metodo de arredondamento
e assim por diante. Embora uma analise do erro de arredondamento esteja alem do escopo deste livro,
é possivel dizer mais do que se poderia esperar a primeira vista (veja, por exemplo, o livro de Hcnrici
listado nas referéncias). Alguns dos perigos do erro de arredondamento sao discutidos nos Problemas de
25 a 27 e na Seca° 8.5.

Erro de Truncamento Local para o Mitodo de Euler. Vamos supor que a solucao y = 4, (t) do problema de
valor inicial (1), (2) tern derivada segunda continua no intervalo de interesse. Para garantir isso podemos
supor que f f, e f,. sao continuas. Observe que se f tem essas propriedades e se 0 c uma solucao do proble-
ma de valor inicial (1), (2), entäo

0'(t) = f[t,0(t)],

e, pela regra da cadeia,

	

4,"( t) = f[t,0(t)]	 fy[t,0(t)10'(t)

	

= fi[t,0(t)] + fy[t,0(t)]f[t,0(t)].	 (18)

Como a expressao a direita do sinal de igualdade nessa equacdo é continua, 0" tambem 6 continua.
Usando, entdo, um polin6rnio de Taylor corn resto para expandir 4, em torno de t,„ obtemos

	

+ h) = (t n )	 (1)' (t	 + 10”( ta ) h2 ,	 (19)
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onde 7„ é algum ponto no intcrvalo t„ < t < t„ + It. Subtraindo a Eq. (4) da Eq. (19) e observando que 4 (t„
+ It) . (t„_,) e 0' (t„) = f [t„, 4 (t„)], vemos que

0 ( tn+	 Yn+t = [0 (tn) — yn] + h(f [G„ 0 ( in) — f(G„ Yn)} + .10" ( ,,)h2 •
	 (20)

Para calcular o erro de truncamento local, aplicamos a Eq. (20) a solucao exam (t), ou seja, tomamos
y„ como sendo (1„). Entao, vemos imediatamente da Eq. (20) que o erro de truncamento local e„., é

en+1 = 0(41+1) — yn+i = 10"(in)h2•
	 (21)

Assim, o erro de truncamento local para o metodo de Euler é proporcional ao quadrado do tamanho
do passo It, e o fator de proporcionalidadc depende da derivada segunda da solucão 0.A expressao dada
pela Eq. (21) depende de n e, cm geral, e diferente para cada passo. Uma coca uniforme, valida cm urn
intervalo [a. b], é dada por

	

i en1 < Mh2/2,	 (22)

onde M é o maximo de I0"(t)I no intervalo [a, b]. Como a Eq. (22) é baseada no pior caso possfvel — ou
seja, o maior valor possfvel de I0"(t)I — cssa pode ser uma estimativa bem major do que o erro de trun-
camento local em certas partes do intervalo [a, 1)]. Urn dos usos da Eq. (22) e escolher um tamanho de
passo que resultara em urn erro de truncamento local que nao ultrapasse um nivel de tolerância dado. Por
exemplo, se o erro de truncamento local nao pode ser major do que E, entao. da Eq. (22), temos

	

< N/26/M.	 (23)

A diticuldade basica em se usar a Eq. (21), (22) ou (23) reside na estimativa de 10"(01, ou M. No entanto, o
fato central expresso por essas equacOes e que o erro de truncamento local 6 proporcional a It'. Logo, se
It for reduzido por um fator de 1/2, entao o erro e reduzido por um fator de 1/4, c assim por diante.

0 erro de truncamento global E„ e mais importante do que o erro de truncamento local. A analise para
se estimar E„ e mais dilicil do que a para e„. Entretanto, conhecendo o erro de truncamento local pode-
mos fazer uma estimativa intuitiva do erro de truncamento global em um ponto lixo T > to como segue.
Suponha que levarnos n passos para ir de to ate T to + tilt. Em cada passo o erro 6 no maxim° Mir'/2; logo,
o erro cm n passos é no maxim° nMh 2/2. Notando que n	 (T— t„)Ih, vemos que o erro de truncamento
global para o metodo de Euler para se ir de to ate T e limitado por

Mh 2	 Mh
n 

2	 2
= (T — to)-.	 (24)

Esse argument° nao esta completo, pois nao leva em consideracao o efeito de um erro em um passo sobre
Os passos seguintes. De qualquer jeito, pode-se mostrar que o erro de truncamento global ao se usar o
metodo de Euler em urn interval() linito nao e maior do que uma constants vezes It; veja o Problema 23
para mais detalhes. 0 metodo de Euler é chamado de um metodo de primeira ordem porque seu erro de
truncamento global e proporcional a primeira potencia do tamanho do passo.

Por ser mais acessIvel, vamos usar daqui para a frente o erro de truncamento local como nossa medida
principal da precisao de urn metodo numeric° e para comparar metodos diferentes. Se tivermos uma
informacdo a priori sobre a solucao do problema de valor inicial dado, podemos usar o resultado (21)
para obter informaciio mais precisa sobre como o erro de truncamento local varia corn t. Como exemplo,
considers o problem ilustrativo

y' = 1 — t + 4y,	 y(0) = 1	 (25)

no intervalo 0 < t < 2. Seja y	 ( t) a solucao do problema de valor inicial (25). Entao, como observado
anteriormente,

0(t) = (4t — 3 + 19e)/16

e, portanto,

0"(t) = 19e.

A Eq. (21) diz, ent5o, que

19e4(^/z2
en+ 1 — 2
	 to < t„ < tn + h.	 (26)

0 aparecimento do fator 19 e o crescimento rapid() de e” explicam por que os resultados na Tabela 8.1.1
nao foram muito precisos.
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Por exemplo, para 1r = 0.05 o erro no primeiro passo é

19e4(°(0,0025)
el =	 — y r

2	
0 < < 0,05.

E claro que e, e positivo e. como e4')< e°-2 , temos

190,2(0,0025)
el <	 0,02901.	 (27)

Note, tambem, que e4i° >1: logo. e t > 19(0,0025)/2 = 0.02375. 0 erro 6, de fato, 0.02542. Segue da Eq. (26)
que o erro piora progresskamente quando t aumenta; isso tambem c claro nos resultados que aparecem
na Tabela 8.1.1. Cälculos semelhantes para cocas do erro de truncamento local dirio

19e3'8 ( 0, 0025)	 19e4 (O. 0025 )
1.0617 L' L.' 1,2967<	 <ezo

2	 2

para se ir de 0,95 para 1,0 e

19e7•8(0,0025)	 19e8(0.0025)
57.96 L' 2 70 80<	 <e4o

2	 2
para se ir de 1.95 para 2.0.

Esses resultados indicam que para este problema o erro de truncamento local é cm tomb de 2500
vezes major perto de t = 2 do que prOximo a t = 0. Assim, para reduzir o erro de truncamento local a um
nivel aceitavel em todo o intervalo 0 < t < 2 e preciso escolher urn tamanho de passo baseado na analise
cm uma vizinhanca de t = 2. E claro que esse tamanho de passo sera muito major do que o necessario
prOximo a t = 0. Por exemplo, para se obter um erro de truncamento local de 0,01 para este problema
precisamos de urn tamanho de passo de em torno de 0,00059 prOximo a t = 2 e de urn tamanho de passo
de aproximalamente 0,032 perto de t = 0. A utilizacâo de um tamanho de passo uniforme que 6 menor
do que o necessario em boa parte do intervalo resulta em mais calculos do que necessario, mais tempo
consumido e. possivelmente. mais perigo de erros de arredondamento inaceitaveis.

Outra abordagem e manter o erro de truncamento local aproximadamente constante ao longo do in-
tervalo, reduzindo gradualmente o tamanho do passo it medida que t aumenta. No problema do exemplo
precisariamos reduzir 11 por urn fator de mais ou menos 50 ao se ir de t = 0 para t = 2. Um metodo onde se
varia o tamanho do passo e d i to adaptativo. Todos os cOdigos computacionais modernos para se resolver
equacOes diferenciais tem a capacidade de ajustar o tamanho do passo quando necessario. Voltaremos a
essa questtio na prOxima secdo.

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 6. encontre valores aproximados da solucao do problema de valor inicial
dado em t = 0,1:02;0.3 e 0,4.

Use o metodo de Euler corn It = 0.05.
Use o metodo de Euler corn h = 0.025.
Use o metodo de Euler inverso corn h = 0,05.
Use o metodo de Euler inverso corn h = 0,025.

02, 1. y' = 3 + t — y,	 y(0) = 1	 02 2. y' = St —	 y(0) = 2

02, 3. y' = 2y — 3t,	 y(0) = 1	 02, 4. y' 21 +	 y(0) = 1
dr/ 5.	 y2+ 2ty

y(0) = 0.5-r	3 + 1. 2	 0-2, 6. y' = (t2— Y2 )seny •	 y(0) = —1

Em cada urn dos Problemas de 7 a 12. encontre valores aproximados da solucao do problema de valor inicial
dado em t = 0,5; 1,0; 1,5 e 2,0.

Use o metodo de Euler corn h = 0.025.
Use o metodo de Euler corn h = 0,0125.
Use o metodo de Euler inverso corn h = 0,025.
Use o metodo de Euler inverso corn h = 0,0125.



• 	 7. y' = 0.5 - 1 + 2y,	 y(0) = 1	 8. y = St -	 y(0) = 2

02,	 9. y' = ,/r+—.y,	 y(0) = 3	 4;2, 10. y' = 2t + e-0',	 y(0) = 1

402 11. y' = (4 - ty)/(1 + y 2 ),	 y(0) = -2

0?, 12. y' = (y2 + 2ty)/(3 + / 2 ),	 y.(0) = 0,5

1'2 13. Complete os calculos que levam aos elementos nas colunas tres e quatro da Tabela 8.1.1.

e, 14. Complete os calculos que levam aos elementos nas colunas três e quatro da Tabela 8.1.2.

Usando tras parcelas da serie de Taylor dada na Eq. (12) e fazendo h = 0,1, determine valores aproximados
da soloed° do exemplo ilustrativo y' = 1 - t + 4y, y.(0) = 1 cm t = 0,1 e 0,2. Compare os resultados con) os
do metodo de Euler e corn os valores exatos.
Sugestao: se y' = f(t,y), o que e y"?

Nos Problems 16 e 17, estime o erro de truncamento local para o metodo de Euler em termos da soloed°
y = (t). Obtenha uma cota para e„., em termos de t e de 0 (t) que seja valida no intervalo 0 < t < 1. Usando
uma formula para a soloed°, obtenha uma cota mais precisa para e„. 1 . Para 11 = 0,1. calcule uma cota para e l e
compare-a corn o erro exato em t = 0,1. Calcule, tambem, uma cota para o erro e, no quarto passo.

y' = 2y - 1,	 y(0) -= 1	 17. y' = i - t + 2y,	 y(0) = 1

Em cada urn dos Problemas de 18 a 21, obtenha uma formula para o erro de truncamento local para o metodo
de Euler em termos de t e da soloed° 0.
18. y' = 1 2 + y2 ,	 y(0) = 1	 19. y' = St -	 y(0) = 2

20. y' = "FT- Y,	 y(1) = 3	 21. y' = 2t +	 y(0) = 1

02 22. Considere o problema de valor inicial

	

= cos 57 t,	 y(0) = 1.

Determine a soloed() y = (t) e desenhe o grafico de y =	 (t) para 0 < t < 1.

Determine valores aproximados para 0 (t) cm t = 0,2; 0,4 e 0,6 usando o metodo de Euler corn h = 0,2.
Desenhe um grafico corn segmcntos de reta para a soloed° aproximada e compare-o corn o grafico da
soloed° exata.
Repita o calculo do item (b) para 0 < t < 0,4 mas corn h = 0,1.
Mostre, atrav6s do calculo do erro de truncamento local, que nenhum desses tamanhos de passos e
suficientemente pequeno. Determine um valor de 11 que garanta que o erro de truncamento local é
menor do que 0,05 ao longo do intervalo 0 < t < 1.0 fato de ser necessario urn valor tao pequeno de
It e consequência de o max14)"(t)Iser tao grande.

23. Vamos discutir, neste problema, o erro de truncamento global associado ao metodo de Euler para o pro-
blema de valor inicial y' = At. y),y( t0)= y„. Supondo que as forty:5es f e f,. silo continuas em Lma regido R
fechada e limitada do piano ty que inclui o ponto (t„, y„), pode-se mostrar que existe uma constante L tal
que ['(t, y) - f (t, yl < Lly - jlonde (t, y) e (t, 57) silo dois pontos quaisquer em R corn a mesma coordenada
t (veja o Problema 15 da Seed() 2.8). Alan disco, vamos supor que f, ë continua. de modo que a soloed() 4)
tem derivada segunda continua.

Usando a Eq. (20), mostre que
•

l En+i I	 lEnl+ lilf[t„.0(t„)1 - f (t„,y.)I + 1h2 10"(701	 alEn1 + $h 2 ,	 (i)

ondc a=1+11Le f3 = max14)"(t)1/2 em to < t < t„.
Aceitando,sem demonstracfro,o fato de que se En = 0 e se IE,,Isatisfaz a Eq. (i), entdo lE„1 < 1311'(a" - 1)/
(a - 1) para a 0 I, mostre que

	

(1 +	 - 1 
1Eph.(.1 5_

A Eq. (ii) fornece uma cota para lE„lem termos de 11, L, n e /3. Note que para urn h fixo essa cola aumenta
quando n aumenta, ou seja, o erro aumenta corn a distiincia ao ponto inicial t„.
(c) Mostre que (1 + hL)" < e"hL ; portanto,

en ' - 1	 e((„-hot. _
L	 131t - 	 L	 /3h.

(ii)
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Para um ponto fixo T = t0 + nli [ou seja. nh e constante e h = (T - t„)In], essa coca para o erro a da forma
uma constante vezes h e tende a zero quando lz	 0. Note. tambern, que para nh L = (T - t„)L pequeno 0
lado a direita do sinal de igualdade na equaci rio precedence é aproximadamente igual a nh"-'13 = (T - tu)1311,
que foi obtido na Eq. (24) por urn argument° intuitivo.
Deduza uma expressäo analoga a Eq. (21) para o erro de truncamento local para a fOrmula de Euler ir.versa.
Sugestiio: construa uma aproximacao de Taylor apropriada de 0 (t) em torno de t =
Usando urn tamanho de passo h = 0,05 e o metodo de Euler. mas mantendo apenas tres digitos ao longo
dos calculos, determine valores aproximados para a solucäo ern t = 0.1; 0.2; 0.3 e 0.4 para cada um dos pro-
blemas de valor inicial a seguir.

y' = 1 - t + 4y, y(0) = 1

y' = 3 + t - y, y(0) = 1

(c) y' = 2y - 3t, y(0) = 1

Compare os resultados com os obtidos no Exemplo 1 e nos Problemas 1 e 3. As pequenas diferencas entre
alguns dos resultados arredondados para tres digitos e os resultados atuais säo devidas ao erro de arredon-
damento. 0 erro de arredondamento tornar-se-ia importante se os calculos exigissem muitos passos.

26. 0 problema a seguir ilustra urn perigo que ocorre devido ao erro de arredondamento quando rulmeros
quase iguais s5o subtraldos e a diferenca é multiplicada. entdo, por urn ntimero muito grande. Calcule a
quantidade

1000. 6 .010 18.04
2.004	 6.000

da seguinte maneira:
Arredonde primeiro cada elemento no determinante para dois digitos.
Arredonde primeiro cada elemento no determinante para tres digitos.

(c) Retenha todos os quatro digitos. Compare este valor corn os resultados dos itens (a) c (b).
27 . A distributividade a(b - c) = al) - ac nao vale, em geral, se os produtos sao arredondados para urn n timer°

menor de digitos. Para mostrar isso em um caso especifico. faca a = 0,22, b = 3,19 e c = 2,17. Depois de cada
multiplica0o, arredonde retirando o Ultimo digit°.

8.2 Aprimoramentos no Metodo de Euler

Como para muitos problemas o mt:toclo de Euler precisa de urn tamanho de passo muito pequeno para
se obter resultados suficientemente precisos, houve urn grande esforco para se desenvolver metodos mais
eficientes. Nas prOximas tres secOes vamos discutir alguns desses metodos. Considere o problema de valor
inicial

	

Y = f (t , y),	 y(to) = yo	 (1)

e denote por y = (0 sua solucao. Lembre da Eq. (10) da Secao 8.1 que, ao integrar ulna equacdo dife-
rencial dada de t„ ate tn.,, obtemos

	

cb(tn+i) = 0(41)	 f t" f[t..95(t)Idt.	 (2)

A formula de Euler

yn4-1 = y,, + hf	 y„)	 (3)

é obtida substituindo-se f[t, 0 (I)] na Eq. (2) por seu valor aproximado f(t„, y„) no extremo esquerdo do
intervalo de integracao.

Formula de Euler Aprimorada. Uma formula de aproximac5o melhor pode ser obtida se o integrando
na Eq. (2) for aproximado de modo mais preciso. Um modo de fazer isso é aproximar o integrando pela
media de seus valores nas duns extremidades, a saber, litt„. p (t„)] + flt„ + ,, (t„„)11/2. Isso e equivalente a
aproximar a area em baixo da curva na Figura 8.2.1 entre t = t„ c t = t„,, pela area do trapezio sombreado.
Alem disso,substituimos (t„) e (t„,,,) pelos seus valores aproximados respectivos y,, e	 Dessa forma,
obtemos, da Eq. (2),
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f (t„, Y n) +f ( tn+i Y n+i) 
h.Y n+). Yn + 2

Como a incognita y„., aparece como urn dos argumentos de f a direita do sinal de igualdade na Eq. (4),
esta equacao define y„,, implicitamente, em vez de explicitamente. Dependendo da natureza da funcao
f pode ser bem (Ufa resolver a Eq. (4) para y„. 1 . Essa dificuldade pode ser sanada substituindo-se	 a

direita do sinal de igualdade na Eq. (4) polo valor obtido usando-sc a formula de Euler (3). Entao,

f (t,„ yn) +	 + 11,Y, + hf	 	
hYn+i = 2

fn f (t„ h,	 hf,z) 
h,= + 2

onde t„., foi substit uklo por t„ + h.
A Eq. (5) nos da uma fOrmula explicita para se calcular	 o valor aproximado de	 em fungdo

dos dados em t„. Essa formula é conhecida como a formula de Euler aprimorada ou a fOrmula de Heun.'
A formula de Euler aprimorada 6 urn exempt() de urn metodo em (hts etapas: primeiro calculamos y„+

hf„ da fOrmula de Euler e, depois, usamos esse resultado para calcular y„,, da Eq. (5). A fOrmula de Euler
aprimorada (5) nao represents uma melhoria sobre a fOrmula (3), jii que o erro de truncamento local ao
se usar a Eq. (5) 0 proporcional a It', enquanto para o metodo de Euler e proporcional a It'. Essa estimati-
va para o erro na fOrmula de Euler aprimorada esta provada no Problema 14. Pode-se mostrar, tambem,
que para um intcrvalo finito o erro de truncarnento global para a fOrmula de Euler aprimorada e limitado
por uma constitute vezes h 2 , de modo que esse metodo e de segunda ordem. Note que essa precisao maior
e obtida a custa de mais trabalho computacional. jii que agora é necessiirio calcular f(t, y) duas vezes para
se it de I„ a t„,,.

FIGURA 8.2.1 Deduciio do metodo de Euler aprimorado.

Se f (t. y) depender apenas de t e nao de y, entao a resolucao da equacao diferencial y' = f (t, y) se
reduzirii a integrar f (t). Nesse caso, a fOrmula de Euler aprimorada (5) fica

Yn+I Yn =	 ( tn) + f (t„ +h)1, 	 (6)

que e, simplesmente, a regra do trapezio para integracao numerica.

Use a fOrmula de Euler aprimorada (5) para calcular valores aproximados da solucão do problem de valor
inicial

y' = 1 — t + 4y,	 y(0) = 1.	 (7)

Para esclarecer exatamente quais calculos <to necessarios, vamos mostrar alguns passos em detalhe. Para
este problems, f (t, y) = 1— t + 4y; logo,

= 1 — t„ + 4y„

f (t„ + h,y,t + hf„) = 1 — (t„ 10+ 4(y,, +

'A fOrmula tem esse nome em homenagem a Karl Heun (18594929), professor da Thchnical University of Karlsruhe.
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Além disso, 4, = 0, Yo = 1 e fo = 1 - + 4yo = 5. Se h = 0,025, entdo

f (to + h, yo + hfo) = 1 - 0,025 + 4[1 + (0 , 025 )(5)1 = 5,475.

Portanto, da Eq. (5) temos

.Y1 = 1 4- (0,5)(5 + 5,475)(0.025) = 1.1309375. 	 (8)

No segundo passo. precisamos calcular

= 1 - 0,025 + 4(1,1309375) = 5,49875,

v1 ± hf, = 1,1309375 + (0,025)(5.49875) = 1,26840625,

e

f (t2 ,y, + hfi ) = 1 - 0,05 + 4(1,26840625) = 6.023625.

Logo, da Eq. (5),

y2 = 1.1309375 + (0,5)(5.49875 + 6.023625)(0.025) = 1.2749671875. 	 (9)

A Tabela 8.2.1 mostra outros resultados para 0 < t < 2 obtidos usando-se o metodo de Euler aprimorado
corn h = 0.025 e h = 0.01. Para comparar os resultados do metodo de Euler aprimorado com os do metodo de
Euler, note que o metodo de Euler aprimorado precisa de dois calculos dos valores de fem cada passo, enquan-
to o metodo de Euler precisa so de um. Isso e importante, ja que tipicamente a major parte do tempo computa-
cional de cada pass() e gasto calculando-se os valores de f, de modo que contar essas operacOes e urna maneira
razoavel de se estimar o esforco computacional total. Entilo. para urn tamanho de passo dado 11 o metodo de
Euler aprimorado precisa do dobro dos calculos de valores de f do metodo de Euler. De outro ponto de vista,
o metodo de Euler aprimorado corn tamanho de passo necessita do mesmo namero de calculos de valores de
f que o metodo de Euler corn passo h12.

TABELA 8.2.1 Uma Comparric5o dos Resultados Usando-se os Metodos de Euler e de
Euler Aprimorado para o Problema de Valor Initial y' = 1 - t + 4y, y(0) = 1

Euler

= 0,01

Euler Aprimorado

h = 0,001 h = 0,025 h = 0,01 Exata

0 1.0000000 1,0000000 1,0000000 1.0000000 1,0000000
0,1 1.5952901 1,6076289 1,6079462 1.6088585 1,6090418
0.2 2.4644587 2,5011159 2,5020618 2.5047827 2,5053299
0,3 3.7390345 3,8207130 3,8228282 3,8289146 3,8301388
0.4 5.6137120 5,7754845 5,7796888 5,7917911 5,7942260
0.5 8.3766865 8,6770692 8,6849039 8,7074637 8,7120041
1.0 60.037126 64,382558 64,497931 64,830722 64,897803
1.5 426.40818 473,55979 474,83402 478,51588 479,25919
2,0 3029.3279 3484,1608 3496,6702 3532,8789 3540,2001

Observando a Tabela 8.2.1 voce pode ver que o metodo de Euler aprimorado com It = 0,025 (IA resultados
muito melhores do que o metodo de Euler com It = 0,01. Note que para alcancar t = 2 com esses tamanhos de
passos o metodo de Euler aprimorado precisa de 160 calculos de valores de f, enquanto o metodo de Euler
precisa de 200. Mais importante de se notar é que o metodo de Euler aprimorado corn h = 0,025 é ligeiramente
mais preciso do que o metodo de Euler corn 11 = 0,001 (2000 calculos de valores de n. Em outras palavras, com
algo da ordem de urn doze avos do esforco computacional o metodo de Euler aprimorado fornece resultados
para este problem comparaveis a, ou um pouco melhores do que, os gerados pelo metodo de Euler. Isso ilus-
tra o fato de que comparado ao metodo de Euler o metodo de Euler aprimorado é claramente mais eficiente,
gerando resultados substancialmente melhores ou precisando de muito menos esforco computacional total, ou
ambos.

Os erros percentuais em t = 2 para o metodo de Euler aprimorado são de 1,22% para h = 0,025 e de 0,21%
para it = 0,01.

Um programa de computador para o metodo de Euler pode ser imediatamente modificado para im-
plementar o metodo de Euler aprimorado. Basta substituir o Passo 6 no algoritmo da Secdo 8.1 pelo
seguinte:
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Pass() 6. k 1 = f(t,y)

k2= f(t + lt,y+h*kl)

y = y + (h /2) * (kl + k2)

t=t+h

Variagio no Tamanho dos Passos. Mencionamos, na Secao 8.1, a possihilidade de ajustar o tamanho dos
passos a medida que os calculos prosseguem, de modo a manter o erro de truncamento local em urn nivel
mais ou menos constante. 0 objetivo é nao usar mais passos do que o necessario e. ao mesmo tempo, man-
ter algum controle sobre a precisao das aproximacOes. Vamos descrever aqui como isso pode ser feito.
Suponha que, ap ps n passos. chegamos ao ponto (t,,,  y„). Escolhemos urn tamanho de passo h e calculamos
y„,,. A seguir, estimamos o erro que tizemos ao calcular y„.,. Sem conhecer a solucao exata, o melhor que
podemos fazer c usar um metodo mais preciso e repetir os calculos a partir de (t„,  y„). Por exemplo, se
tivermos usado o metodo de Euler para o calculo original poderiamos repetir corn o metodo de Euler
aprimorado. Entao. a diferenca entre os dois valores calculados e uma estimativa e" s+t 1 do erro ao se usar
o metodo original. Se o erro estimado 6 diferente da tolerancia de erro s. entao ajustamos o tamanho do
passo e repetimos o calculo. A chave em fazer esse ajuste eficientemente é saber como o erro de trunca-
mento local e„.., depende do tamanho do passo h. Para o metodo de Euler o erro de truncamento local

proportional a It : , de modo que para trazer o erro estimado (diminuindo ou aumentando) ao nivel de
tolerancia E precisamos multiplicar o tamanho do passo original pelo fator 3 /enes,11.

Para ilustrar esse procedimento vamos considerar o problema (7) do exempt()

= 1 — t + 4y,	 y(0) = 1.

Vocé pode verificar que apOs um passo corn h = 0,1 obtemos os valores 1,5 e 1.595 coin os metodos de
Euler e de Euler aprimorado, respectivamente. Logo, o erro estimado para o maodo de Euler é 0,095. Se
tivermos escolhido uma tolerancia de 0,05 para o erro, por exemplo, precisariamos diminuir o tamanho
do passo multiplicando-o pelo fator ,/0,05/0,095 L' 0,73. Arredondando para baixo para ser conserva-
dor, vamos escolher o tamanho de passo ajustado como sendo h = 0.07. °Memos. entao. da formula de
Euler,

yi = 1 + ( 0,07)f (0, 1) = 1,35	 0(0.07).

Usando a fOrmula de Euler aprimorada obtemos y, 1.39655. de modo que o erro estimado ao se usar
a formula de Euler 6 0,04655. que é ligeiramente menor do que a tolerancia especificada. 0 erro de fato,
baseado em tuna comparacao corn a solucao exata, 6 um pouco maior, a saber, 0,05122.

Podemos seguir o mesmo procedimento em cada passo dos calculos, mantendo assim o erro de trun-
camento local aproximadarnente constante ao longo de todo o process°. COdigos modernos adaptativos
para a resolucao de equaciies diferenciais ajustam o tamanho do passo a medida que prossegucm de
mancira hem semelhante a essa. embora usem, em geral, formulas mais precisas do que as de Euler e de
Euler aprimorado. Em consequencia, sao ao mesmo tempo eficientes e precisas, usando passos muito
pequenos apenas onde é realmente necessario.

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 6. encontre valores aproximados da soluciio do problema de valor inicial
dado cm t = 0,1; 0.2:0,3 e 0.4. Compare os resultados corn os obtidos pelo metodo de Euler e pelo metodo de
Euler inverso na Secäo 8.1 e corn a solucao exata (se disponivel).
(a) Use o metodo de Euler aprimorado corn h 0,05.
(h) Use o metodo de Euler aprimorado corn 6 = 0,025.
(c) Use o metodo de Euler aprimorado corn h = 0,0125.

02 1. y = 3 + r — y,	 y(0) = 1	 02, 2. y' = 5t — 3,[y,	 y(0) = 2

402, 3. y' = 2y — 3t,	 y(0) = i	 02 4. y' = 2t +	 y(0) = 1

+ 2ty02, 5.	 =  
3 + t2	

y(0) = 0,5	 02, 6. y' = (t 2 — y2 )seny,	 y(0) = —1

Em cada um dos Problemas de 7 a 12. encontre valores aproximados da solucao do problema de valor inicial
dado em t = 0,5; 1,0; 1,5 c 2.0.

Use o metodo de Euler aprimorado corn h = 0,025.
Use o metodo de Euler aprimorado corn Ir = 0,0125.
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e, 7. y' = 0,5 — 1 + 2y,	 y(0) = 1	 44/	 8. y' = 5t —

49, 9. y' =	 + y,	 y(0) = 3	 ik?, 10. y' = 2t +

4 • ),.., 11. y' = (4 — ty)/(1 + y 2 ),	 y(0) = —2

y' = (y2 + 2ty)/(3 + 1 2 ),	 y(0) = 0,5

Complete os cdlculos necessarios para se obter os elementos nas colunas qua tro e cinco da Tabela 8.2.1.
Neste problema vamos provar que o erro de truncamento local para a ftirmula de Euler aprimorada
proporcional a li". Se supusermos que a solucao 0 do problema de valor inicial y' = f (t. y), y (to) = )1, tem
derivadas continuas ate a terceira ordem (f tem derivadas parciais de segundaordem continuas), segue
que

4)"	 0' (t
0 (t„ + 11) = (t„) + 0' (t„)h + 	 0'0, 

+	
"

3	 h32!	 !	 '

onde t„ < 1„ < t„ + h. Suponha que y„ = fi (t„).

(a) Mostre que, paradado pela Eq. (5).

en + , = 00,1) — Yn41

— 
4)"( t„)h — (flt„+	 hf(t„,y„)1—f(t,t. y„)} h + 	 (i„)1:3 

2!	 3!	 •
(h) Usando os fatos de que 0"(t) = fjt.0(t)] +	 0(t)J0' (t) e a aproximacâo de Taylor corn recto para uma

funcao F(t,y) de duas variciveis é da forma

F (a + h, b + k) = F (a. b) + Fi (a, b)11 + Fy (a, b)k

+ —
1 

(11 3 1:„ + 21zkF„. + k 2 F).,.)

onde	 estii entre it c a + 11 e t1 estti entre h e b + k. mostre que o primciro termo a direita do sinal de igual-
dade na Eq. (i) e proporcional a h' mais termos de ordem major. Esse e o resultado desejado.
(c) Mostre que, se f (t, y) é linear em t e v. entiio e„., = 0— (i„)1( 116, onde t„ <i,, < 1„.,.
Stigestdo: o que stiof„,.f„. e f,.,.?
Considere o metodo de Euler aprimorado para resolver o problema de valor inicial ilustrativo y' = 1 — t +
4y, y (0) = 1. Usando o resultado (10 problema 14(c) e a soluciio exata do problema de valor Uncial. deter-
mine e„,, e uma cota para o erro em qualquer passo em 0 < t < 2. Compare esse erro corn o obtido na Eq.
(26) da Seca() 8.1 usando o metodo de Euler. Obtenha, tambem, uma cota para e, corn /I = 0.05 e compare
corn a Eq. (27) da Sectio 8.1.

Em cada um dos Problems 16 e 17, use a solucâo exata (t) para determiner e„., e uma cota para e„., em qual-
quer pass() no intervalo 0 < t < 1 para o metodo de Euler aprimorado para o problema de valor inicial dado.
Obtenha, tambem. uma cota para e, corn h	 0.1 e compare corn a estimativa semelhante para o metodo de
Euler e corn o erro exato usando o metodo de Euler aprimorado.

16. y' = 2y — 1,	 y(0) = 1	 17. y' = 0,5 — t + 2y,	 y(0) = 1

Em cada urn dos Problemas de 18 a 21.efetue urn passo do metodo de Euler e do metodo de Euler aprimorado
usando o tamanho de pass()	 = 0,1. Suponha que se deseja urn erro de truncamento local nil() minor do que
0,0025. Estime o tamanho de passo necesstirio para o metodo de Euler satisfazer essa condicdo no primeiro
passo.

18. y' = 0,5 — t + 2y,	 y(0) = 1	 19. y' = 5t — 3, ,	 y(0) = 2

20. y' =	 + y,	 y(0) = 3	 21. y' = (y2 + 2ty)/(3 + 12 ),	 y(0) = 0,5

22. A fOrmula de Euler moditicada para o problema de valor inicial y' = f (t, y), y (to) = yo é dada por

- 1 = y„ + hf[t„ + ;h, y„ + 111. (t„, y„)].

Seguindo o procedimento esquematizado no Problema 14, mostre que o erro de truncamento local na
fOrmula de Euler modilicada e proporcional a IP.

Em cada urn dos Problems de 23 a 26. use a fOrmula de Euler moditicada do Problema 22 corn h = 0,05 para
calcular valores aproximados da solucao do problema de valor Uncial dado em t = 0,1; 0,2; 0,3 e 0,4. Compare
os resultados corn os ohtidos nos Problemas de 1 a 4.

y(0) = 2

y(0) = 1

(i)
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ec, 23. y' = 3 + t — y,

(C.. 25. y' = 2y — 3t,

y(0) =

y(0) = 1

1 02 24. y' = 5t — 315',

6;2, 26. y' = 2t + e n ,

y(0)

y(0)

= 2

= 1

27. Niostre que a formula de Euler modificada do Problema 22 é idOntica a fOrmula de Euler aprimorada da
Eq. (5) para = f (t, y) se f e linear em t e y.

8.3 0 Metodo de Runge-Kutta

Introduzimos, nas secOes anteriores, a fOrmula de Euler, a formula de Euler inversa e a fOrmula de Euler
aprimorada como maneiras de resolver o problema de valor inicial

	

y' = f (t, y),	 Y(to) = yo	 (1)

numericamente. Os erros de truncamento locais para esses metodos sào proporcionais a h 2 ,11 2 e h 3 , respec-
tivamente. Os metodos de Euler e de Ettler aprimorado pertencem aquela que 6 conhecida hoje como a
classe de metodos de Runge-Kutta.2

Nesta secilo vamos discutir o metodo desenvolvido oricnnalmente por Runge e Kutta. Esse metodo
e chamado atualmente de metodo classic° de Runge-Kutta de quarta ordem cm quatro estagios, mas
na pratica as pessoas se referem a ele simplesmente como o metodo de Runge-Kutta, e seguiremos essa
pratica. Esse metodo tern um erro de truncamento local proporcional a it'. Assim, é dual ordens de
grandeza mais preciso do que o metodo de Euler aprimorado e trés ordens de grandeza mais preciso do
que o metodo de Euler. Ele e relativamente simples de usar e suficientemente preciso para tratar muitos
problemas de maneira eficiente. lsso é particularmente verdadeiro para os metodos de Runge-Kutta
adaptativos, nos quail se pode variar o tamanho dos passos quanclo necessärio. Retornaremos a essa
questiio no final desta

A formula de Rungc-Kutta cnvolvc uma media ponderada de valores de f (t, y) em pontos diferentes
no intervalo < t < t„,,. E dada por

(kni + 2k,1 2 + 2k„3 4+ k„.t
 4-1 = Yn 6

onde

kn1 = f

	

k„2 = f(4, +	 , yn + ; 1k,,,),	 (3)

	

k,, 3 = f (t„ +	 y,, +

k,,4 = f ( tn + h ,y„ + Iikn3)•

A soma (k„, + 2k„:„ +2k„ 3 + k„,)/6 tambem pode ser interpretada como urn coeficiente angular medio. Note
que k„, é o coeficiente angular no extremo esquerdo do intervalo, k„ ., é o coeficiente angular no ponto
medio usando-se a fOrmula de Euler para ir de t„ ate t„ + h12. k„„ é a segunda aproximacao do coeficientc
angular no porno medio c k,, e o coeficiente angular em t„ + 11 usando a fOrmula de Euler e o coeficiente
angular k„3 para it de t„ a t„ + lz.

Embora, em principio, nä° seja dificil mostrar que a Eq. (2) difcre da expansdo de Taylor da soluciio
por termos proporcionais a /t`, os calculos algebricos sac) bern longos. 3 Vir mos aceitar, ent5o, o fato de que
o erro do truncamento local ao se usar a Eq. (2) é proporcional a It' e que, para um intervalo finito, o erro
de truncamento global 6 no maxim() uma constante vezes /t'. A descriciio anterior deste metodo como
um metodo de quarta ordem em quatro estagios reflete os fatos de que o erro de truncamento global é
de quarta ordem no tamanho do passo h e ha quatro estagios intcrmediarios nos calculos (os calculos de

E claro que as fOrmulas de Runge-Kutta, Eqs. (2) e (3), sdo mais complicadas que qualquer das fOrmu-
las discutidas ate agora. Isso n5o 6 muito importante, no entanto, jii que näo e diffcil escrever urn progra-

2Carl David Runge (1856-1927), matematico e fisico alem5o, trabalhou muitos arms em espectroscopia. A analise de dados o
levou a considerar problemas cm computacâo numerica, e o metodo de Runge-Kutta teve origem em seu artigo sobre solu-
cOes numericas de equacOes diferenciais de 1895.0 metodo foi estendido para sistcmas de equacOes em 1901 por M. Wilhelm
Kutta (1867-1944). Kutta era urn matematico alemäo que trabalhava corn aerodinamica e e, tambem, muito conhecido por
suas contribuicOes importantes i3 teoria classica de aerofOlio.
3Veja, per exemplo, o Capitulo 3 do livro de Henrici, listado nas referencias.

(2)
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ma de computador que implemente esse metodo. Tal programa tern a mesma estrutura que o algoritmo
para o metodo de Euler esqucmatizado na Secdo 8.1. Especificamente, as linhas no Passo 6 no algoritmo
de Euler tern que ser substituidas pelas seguintes:

Passo 6.	 k 1 = f (t, y)
k2 = f(t + 0.5 * h,y + 0,5 * h * kl)
k3 = f(t + 0.5 * h,y + 0,5 *h * k2)
k4 = f(t + h,y + h * k3)

y = y + (h/6)* (kl + 2* k2 +2* k3 + k4)
t=t+h

Note que, se f ndo depende de y, entdo

k„1 = f (G),

e a Eq. (2) se reduz a

k,,2 = ko = f (4, + h/2), kna f(t„ + h),	 (4)

EXEMPLO

1

Y n+1 -	 = 6 if ( tn) + 4f (t„ + h/2) + f (t„ + h)]. 	 (5)

A Eq. (5) pode ser identificada Com a regra de Simpson' para o cdlculo aproximado da integral de y'
f (t). 0 fato de que a regra de Simpson tem um erro proportional a it s é consistente corn o erro de trunca-
mento local na formula de Runge-Kutta.

Use o metodo de Runge-Kutta para calcular valores aproximados da solucdo y = (t) (t) do problema de valor
initial

y' = 1 - t + 4y,	 y(0) = 1.	 (6)

Fazendo h = 0.2. temos

ko l = f (0;1) = 5; 	 hkoi = 1 0,

ko2 = f(0 +0,1:1 + 0,5) = 6,9;	 hko2 = 1,38,
ko3 = f(0 + 0,1:1 + 0,69) = 7,66;	 hko3	1.532,
ko4 = f(0 + 0,2;1 + 1,532) = 10,928.

Logo,
0,2

Y I = 1 +	 5 + 2(6,9) + 2(7,66) + 10,928]

= 1 + 1,5016 = 2,5016.

A Tabela 8.3.1 mostra outros resultados obtidos polo metodo de Runge-Kutta corn h =	 = 0,1 c h = 0,05.
Note que o metodo de Runge-Kutta fornece urn valor cm t = 2 que difere da solucdo exata par apenas 0,122%,

TABELA 8.3.1 Uma Comparac5o dos Resultados para a Aproximacdo Numerica da
Solucdo do Problema de Valor Initial y' = 1 - t + 4y, y(0) = 1

Euler
Aprimorado Runge-Kutta Exata

II = 0,025 h = 0,2 h = 0,1 h = 0,05

0 1,0000000 1,0000000 1.0000000 1,0000000 1,0000000
0,1 1,6079462 1,6089333 1,6090338 1,6090418
0,2 2,5020618 2,5016000 2 5050062 2,5053060 2,5053299
0,3 3,8228282 3,8294145 3,8300854 3,8301388
0,4 5,7796888 5,7776358 5,7927853 5,7941197 5,7942260
0,5 8,6849039 8,7093175 8,7118060 8,7120041
1,0 64,497931 64,441579 64,858107 64,894875 64,897803
1,5 474,83402 478,81928 479,22674 479,25919
2,0 3496,6702 3490,5574 3535,8667 3539,8804 3540,2001

'A regra de Simpson leva esse nome cm homenagem a Thomas Simpson (1710-1761), urn matematico ingles e autor de livros-
textos, que a puhlicou em 1743.
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se o tamanho do passo e h = 0,1,e por apenas 0,00903% se h = 0,05. No Ultimo caso, o erro é menor do que uma
parte em dez mil, e o valor calculado em t = 2 esta correto ate quatro digitos.

Para efeitos de comparacao, note que os metodos de Runge-Kutta, corn h = 0.05, e o de Euler aprimorado,
corn h = 0,025, precisam de 160 calculos de valores de f para chegar a t = 2. 0 metodo de Euler aprimorado
fornece um resultado em t = 2 corn erro de 1,23%. Embora esse erro possa ser aceitavel para alguns fins, é mais
de 135 vezes o erro feito pelo metodo de Runge-Kutta corn esforco computacional comparável. Note, tambem,
que o metodo de Rungc-Kutta corn h = 0,2. ou 40 calculos de valores de f produz urn valor cm t = 2 corn erro
de 1,40%, que a so ligeiramente major do que o erro no metodo de Euler aprimorado corn h = 0,025, que cal-
cula 160 valores de f. Assim, vemos, de novo, que urn algoritmo mais preciso a mais eficiente; produz melhores
resultados corn esforco semelhante, ou resultados anilogos coin menos esforco.

0 metodo classic° de Runge-Kutta sofre dos mesmos defeitos que outros metodos corn tamanho de
passo fixo para problemas onde o erro de truncamento local varia muito no intervalo de interesse. On
seja, Urn passo suficientemente pequeno para obter precisao satisfatOria em algumas partes do intervalo
podc ser muito menor do que o necessario em outras partes. Isso estimulou o desenvolvimento de me-
todos de Runge-Kutta adaptativos, que providenciam a modificacao do tamanho do passo automatica-
mente a medida que procedem os calculos, de modo a manter o erro de truncamento local prOximo ou
abaixo de urn nivel de tolerancia especificado. Como explicado na Secao 8.2, isso requcr a estimativa do
erro de truncamento local em cada passo. Urn modo de fazer isso é repetir os calculos corn urn metodo
de quinta ordem — que tern urn erro de truncamento local proportional a It° — e depois usar a diferenca
entre os dois resultados como uma estimativa para o erro. Se isso for feito de urn modo direto o use de urn
metodo de quinta ordem precisa de pelo menos mais cinco calculos de f ern cada etapa, alem dos neces-
sarios originalmente pelo metodo de quarta ordem. No entanto, se fizermos uma escolha apropriada dos
pontos intermediarios c dos coeficicntes de peso nas expressOes para k„,, em urn determinado metodo
de Runge-Kutta de quarta ordem, entao essas expressOes podem scr usadas novamente, junto corn urn
estagio adicional, em urn metodo de quinta ordem correspondente. Isso resulta em urn ganho substancial
em eficiéncia. Acontece que isso pode ser feito de mais de uma maneira.

0 primeiro par de metodos de Runge-Kutta de quarta e quinta ordens foi desenvolvido por Erwin
Fehlberg,' no final da decada de 1960 e é conhecido como o metodo de Runge-Kutta-Fehlberg, ou metodo
RKF. 6 A popularidade do metodo RKF foi consideravelmente aumentada pelo aparecimento, cm 1977,
de sua implementacao RKF45 em Fortran por Lawrence F. Shampine e A. Watts. 0 metodo RKF e ou-
tros metodos de Runge-Kutta adaptativos sao metodos Inuit° poderosos c eficientes para a aproximacao
numerica de solucOes de uma classe enorme de problemas de valor inicial. I mplementacOes especificas de
urn ou mais deles estão disponiveis amplamente em pacifies comerciais de softwares.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6, encontre valores aproximados da solucao do problema de valor inicial
dado em t = 0,1; 0,2; 0,3 e 0,4. Compare os resultados corn os obtidos usando outros metodos e corn a solucao
exata (se disponivel).

Use o metodo de Runge-Kutta corn h = 0,1.

Use o metodo de Runge-Kutta corn h = 0,05.  

62 1. y' = 3 + t – y,	 y(0) = 1 6•2, 2. y' = 5t –	 y(0) = 2

e, 3. y'= 2y – 3t,	 y(0) = 1	 •2, 4. y' 2t +	 y(0) = 1

v2 + 2ty

e 5. = 3 + f2	 Y" = 0.5
Em cada um dos Problemas de 7 a 12, encontre valores aproximados da solucao do problema de valor inicial
dado em r = 0,5; 1,0; 1,5 e 2,0. Compare os resultados corn os obtidoS usando outros metodos.

Use o metodo de Runge-Kutta corn h = 0,1.

Use o metodo de Runge-Kutta corn	 = 0,05.

`Fehlberg (1911-1990) nasceu na Alemanha, recebeu seu doutorado da Technical University of B erlin em 1942, emigrou pant
os Estados Unidos depois da Segunda Guerra Mundial e trabalhou na NASA por muitos anos. 0 metodo de Runge-Kutta-
Fehlberg foi publicado pela primeira vcz em urn RelatOrio Técnico da NASA em 1969.
'Os detalhes do metodo RKF podem ser encontrados, por exempto, no livro de Ascher e Petzold e no de Mattheij e Molenaar,
listados nas referencias.

4 •2 6. y' = (r2 – y2 )seny,	 y(0) = –1
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