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Da defini¢do de multiplicagdao matricial, temos
Al=1A =A (21)

para qualquer matriz (quadrada) A. Portanto, a comutatividade ¢ vilida para matrizes quadradas se uma
delas € a identidade.

9. Inversa. A matriz A ¢ dita ndo singular ou invertivel se existe uma outra matriz B tal que AB=1¢
BA =1, onde I ¢ a identidade. Se existe tal B, pode-se mostrar que existe apenas uma. Ela é chamada de
inversa multiplicativa, ou, simplesmente, inversa de A, e escrevemos B = A, Entdo

AA'=ATA=1 (22)

Matrizes que niao tém inversas sdo ditas singulares ou nio invertiveis.

Existem vdrias maneiras de se calcular A" a partir de A, supondo que ela exista. Uma envolve o uso
de determinantes. A cada elemento a, de uma matriz dada associa-se 0 menor M, que ¢ o determinante
da matriz obtida excluindo-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna da matriz original - ou seja,a linha e a
coluna que contém o elemento a,. Além disso. associa-se a cada elemento a, o cofator C, definido pela
equagao

Ci = (-1)"M;;. (23)
Se B = A, pode-se mostrar que o elemento geral by, € dado por
Cii
b= Gt (24)

Embora a Eq. (24) ndo seja um modo eficiente’ de calcular A™', sugere uma condigiio que A precisa
satisfazer para ter inversa. De fato.a condigdo € necessiiria e suficiente: A € invertivel se, e somente se, det
A # 0.Se det A =0, entdo A é singular.

Outra maneira, geralmente melhor. de calcular A ¢ através de operagoes elementares sobre as linhas.
Existem trés dessas operagoes:

1. Permutar duas linhas.
2. Multiplicar uma linha por um escalar diferente de zero.
3. Somar qualguer miltiplo de uma linha a outra linha,

A transformagdo de uma matriz por uma sequéncia de operagdes elementares € chamada de redugiio
por linhas ou método de eliminacido de Gauss’. Qualquer matriz invertivel A pode ser transformada na
identidade T através de uma sequéncia sistematica dessas operagoes. E possivel mostrar que s¢ a mesma
sequéncia de operagdes for efetuada em I, entdo I é transformada em A™'. E mais eficiente executar a se-
quéncia de operagoes nas duas matrizes ao mesmo tempo, formando a matriz aumentada All. O exemplo
a seguir ilustra o cdlculo de uma matriz inversa desse modo.

Encontre a inversa da matriz

1 -1 -1
A=|3 -1 2
z 2 3
Comegamos formando a matriz aumentada All:
1 -1 -1 | 1 0 0
AllI=|3 -1 2| 0 1 0
2 2 3| 0 0 1

*Para valores grandes de n1, 0 nimero de multiplicagdes necessdrias para se calcl{lar A pelz! Eq. (%4) é proporgional an!.Com
a utilizagio de métodos mais eficientes, como o procedimento de redugdo por linhas descrito mais tarde, o nimero de multi-
plicagdes fica proporcional a n' apenas. Mesmo para valorcs pequenos de i (comon = 4),determinantes nio sio ferramentas
boas para o cdlculo de inversas e métodos de redugo por linhas siio preferiveis. ko ‘

‘Carl Friedrich Gauss (1777-1855) passou a maior parte de sua vida em Gottangenve Fez f-‘Oml_‘lbmqﬁfs lmpor'la_mcs em muitas
dreas da matemdtica, incluindo teoria dos nimeros, dlgebra, geometria nio euclidiana e diferencial, e anlise, assim como
em campos mais aplicados, como geodésica, estatistica ¢ mecanica celeste. Considera-se que esteja entre os seis melhores

matemdticos de todos os tempos.
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A matriz A pode ser transformada em I pela sequéncia de operagoes a seguir e, a0 mesmo tempo, I € trans.
formada em A~ O resultado de cada passo parece abaixo do enunciado.
(a) Obtenha zeros na primeira coluna fora da diagonal somando (-3) vezes a primeira linha a segunda e somap.
do (-2) vezes a primeira linha a terceira.

1 -1 -1 | 1 0 0

02 5 |-=3 1 D

0 4.4 ] =2 0 1

(b) Obtenha 1 na posi¢io diagonal na segunda coluna multiplicando a segunda linha por 1. _

- e o T T B 3
s S i

0 1 5.1 -5 3 O

01 g s =2, 0 1

(c) Obtenha zeros na segunda coluna fora da diagonal somando a segunda linha & primeira e somando (- 4)
vezes a segunda linha a terceira.

1 0§14 } 0
o 1 §1-3 1 o
0 0 =5 | 4 -2 1
(d) Obtenha 1 na posigio diagonal na terceira coluna multiplicando a terceira linha por (-1).
1o Fo-b oo
o 1 §1 -3 } o
0 0 1 | -3 % —z

. + 3 L & . - . .
(e) Obtenha zeros na terceira coluna fora da diagonal somando (-5 ) vezes a terceira linha a primeira e soman-
5 AT .
do (=) vezes a terceira linha a segunda.

1 0 0| % -%
o v w1 4 -+ 3
0 0 1] -5 § -

A tltima dessas matrizes é A", um resultado que pode ser verificado diretamente através da multiplicagio
pela matriz original A.

Esse exemplo tornou-se ligeiramente mais simples pelo fato de que a matriz original A tinha o primei-
ro elemento igual a 1 (a,, = 1). Se ndo for esse 0 caso, entdo o primeiro passo ¢ produzir 1 nessa posigio
multiplicando-se a primeira linha por 1/a,, se a,; # 0.Se a,, = 0, entdo a primeira linha tem que ser trocada
por outra, de modo a trazer um elemento diferente de zero para o primeiro elemento da primeira linha
antes de prosseguir. 3

Fungdes Matriciais. Vamos precisar, algumas vezes, considerar vetores ou matrizes cujos elementos sio
fungdes de uma varidvel real 1. Escrevemos
xy (1) ap(t) - aw(n)
x()=1 * |, A(l) = : s (25)
Xn(t) am (1) -+ (1)

'
respectivamente. ;
A matriz A(1) € dita continua em ¢ = f,. ou em um intervalo « <t < f, se todos os elementos de A sdo
fungdes continuas de 1 no ponto dado, ou no intervalo dado. Analogamente, A ¢ dita diferencidvel se

todos os seus elementos sao diferencidveis e sua derivada dA/dt ¢ definida por

f& — (ﬂ‘ﬁ{) . (26) !

dr dr

ou seja, cada elemento de dA/dr é a derivada do elemento correspondente de A. Do mesmo modo, 2
integral de uma matriz de fungdes é definida por

b b
f Adt = (f a,}'(l‘) df) .

@n
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Por exemplo, se

AQ) = (senr t )
1 cost/)’

oo [cost 1 . 2 a2
A(r)—( " _Sem), /ﬂA{:)dr:(n . )

Muitas das propriedades do calculo elementar podem ser facilmente estendidas para fungdes matriciais:
em particular,

entao

d dA

;ﬂ(CA} = CW' onde C ¢ uma matriz constante: (28)
d dA dB

d dB dA

Z(AB)=AZ" + —B.

a A=A+ B o

E preciso tomar cuidado em cada termo das Egs. (28) e (30) para evitar trocar a ordem de multiplica-
ao. As definigOes expressas pelas Eqgs. (26) e (27) também se aplicam ao caso particular de vetores.

PROBLEMAS 1 -2 0 4 2 3
T R—— l. Se A= 3 2 ~1] e B=|-1 5 0], encontre
-2 1 3 6 1 2
(a) 2A+B (b) A—4B
(c) AB (d) BA
1+i =142 i 3
2. Se A= (34_2!, 2 i ) ¢ B= (2 _2£). encontre
(a) A-2B (b) 3A+B
(c) AB (d) BA
-2 1 2 1 2 3
3. 5eA= 1 0 -3|] ¢ B= 3 -1 -—1]. encontre
2 -1 1 =2 1 0
(a) AT (b) BT
(c) AT +B7 (d) A+B)
4. Se A= (2 : ? _; I lfii)' encontre
(a) AT (b) A (c) A°
3 2 - 2 1 -1
5. ScA=|2 -1 2l e B=|-2 3 3}
1 2 1 1 0 2
verifique que 2(A + B) = 2A + 2B.
1 -2 0 2 1 -1 2 1 0
6.5 A= 3 2 -1|.B=]-2 3 3 e C=|1 2 2},
S L ) 1 0 2 0 1 -1
verifique que
(a) (AB)C = A(BC) (b) (A+B)+C=A+(B+0

(c) A(B+C)=AB+AC




290 cCarituLo SeTe

7. Prove cada uma das propriedades a seguir da dlgebra de matrizes:

(a) A+B=B+A b)A+B+C)=(A+B)+C
(c) a(A+B)=cA+oB (d) (¢ + B)A =aA + BA
(e) A(BC) = (AB)C (f) A(BB+C)=AB+AC
2 -1+
8.Sex=| 3i e Y= 2 |, encontre
1-i 3-i
(a) xTy (b) y'y
(c) (x,5) (d) (wy)
1-2i 2
9.Sex = i e y=| 3—i |, mostre que
2 142
(a) x"y=y'x (b) (xy) =mx)

Em cada um dos Problemas de 10 a 19, calcule a inversa da matriz dada ou mostre que ela é singular,

a5 (e )

frreffimi f1 -t =1
1212 4 5 13. (2 -1 1
< PRS- T \1 1 2
I 2% 2 1 0
4. 1-2 1 8 1. o 2 1 :
1 =2 -7 \0 0 2
AR 5.3 1 §
6. {2 1 0 17. |-1 2 1 H
\3 -2 1 4 -1 -1 §
[1 0 0 -1 1 -1 2 0
*
0 -1 1 0 -1 2 -4 2 s
18. 19.
-1 0 1 0 1 0 1 3 3
L0 1 =1 1 -2 2 0 -1

20. Prove que se existem duas matrizes B e C tais que AB =1¢ AC = L. entio B = C. Isso mostra que a matriz
A s6 pode ter uma inversa.

e 2e! e 2¢ et 3e¥
21.SeA(N = |2 &' —e¥| e Bity=|-¢ 2" |, encontre
—& 3¢t 2% 3¢ —et' —e*

(a) A+3B (b) AB
1

(c) dA/dt (d) f A(n)dt
1]

Em cada um dos Problemas de 22 a 24, verifique que o vetor dado satisfaz a equagao diferencial dada.

nx=(; G)x ==(3)e
ne=(l Dee(Der wm(era()e
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Em cada um dos Problemas 25 e 26, verifique que a matriz dada satisfaz a equagao diferencial dada,

1 1 e e
2 . ! = —_—
3 W (4 _2) ¥, (1) (—4.9—3’ ez,)
1 -1 4 e e~ oM
26, W =13 2 -—1]|w, V() = | —de —e 2
2 1 -1 —  —e e

7.3 Sistemas de Equacdes Lineares Algébricas; Independéncia Linear, Autovalores e Autovetores

. - —_——— m—r—l TN

Vamos rever, nesta se¢io, alguns resultados de dlgebra linear que séo importantes para a resolugio de
sistemas lineares de equagdes diferenciais. Alguns desses resultados sdo facilmente demonstrdveis, outros
ndo; como estamos interessados apenas em resumir uma informagcdo til de forma compacta, néo dare-
mos indicagdo da demonstragdo em nenhum dos casos. Todos os resultados nesta secio dependem de
alguns fatos basicos sobre sistemas lineares de equacoes algébricas.

Sistemas Lineares de Equacdes Algébricas. Um conjunto de n equacdes algébricas lineares simultaneas em
1 variaveis

ayxy +apxy + -+ apx, = by,
(1)
Xy +apxs + -+ ayx, = by
pode ser escrito como
Ax =b, (2)

onde a matriz n x n A e o vetor b sdo dados, e as componentes de x tém que ser determinadas. Se b = 0,
o sistema € dito homogéneo; caso contrdrio, ele € niio homogéneo.

Se a matriz de coeficientes A for invertivel — ou seja, se det A for diferente de zero - entdo o sistema
(2) terd uma Uunica solugdao. Como A ¢ invertivel, A ' existe e a solugao pode ser encontrada multiplican-
do-se cada lado da Eq. (2) a esquerda por A™'; assim,

x=A""b. (3)

Em particular, o problema homogéneo Ax = 0, correspondente a b = 0 na Eq. (2), tem apenas a solugdo
trivial x = 0.

Por outro lado, se A for singular - ou seja, se det A € zero — entdo ou ndo existe solugdo da Eq. (2), ou
existe, mas ndo € tnica. Como A ¢ singular, A™! nao existe, de modo que a Eq. (3) ndo é mais vdlida. O
sistema homogéneo

Ax=10 4)

tem (uma infinidade de) solugdes nao nulas, além da solugao trivial. A situagao para o sistema nao homo-
géneo (2) é mais complicada. Esse sistema nao tem solugio, a menos que o vetor b satisfaga uma deter-
minada condigdo. Essa condigao € que

para todos os vetores y tais que A*y = 0,onde A* ¢ a adjunta de A. Se a condigio (5) for satisfeita, entdo
o sistema (2) tem uma infinidade de solugdes. Cada uma dessas solugdes tem a forma

x=x0+, ©)

onde x'” é uma solugdo particular da Eq. (2) e & € qualquer solugio do sistema homogéneo (4). Note a
semelhanga entre a Eq. (6) e a solugao de uma equagio diferencial linear ndo homogénea. As demonstra-
¢oes de algumas das afirmagdes precedentes estdo esbogadas nos Problemas de 25 a 30.

Os resultados do pardgrafo anterior sdo importantes para classificar as solugdes de sistemas lineares.
No entanto, para resolver um sistema particular é melhor, em geral, usar redugéo por linhas para transfor-
mar o sistema em um muito mais simples, do qual a solugio (ou as solugdes), se existir(em), pode(m) ser
escrita(s) facilmente. Para fazer isso de maneira eficiente, podemos formar a matriz aumentada
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ay - ay | by _
Alb=]: R (7)
Anp ++ lpp I bn

juntando o vetor b & matriz de coeficientes A como uma coluna adicional. A linha pontilhada fica no lugar
dos sinais de igualdade e divide a matriz aumentada. Agora efetuamos as operagdes elementares na matriz

aumentada de modo a transformar A em uma matriz triangular — ou seja, em uma matriz cujos elementos
abaixo da diagonal principal sdo todos nulos. Uma vez feito isso, € fécil ver se o sistema tem ou nao solugdo
e, se tiver, encontrd-las. Observe que as operagdes elementares sobre as linhas da matriz aumentada (7) sdo
operagoes legitimas sobre as equagdes do sistema (1). O exemplo a seguir ilustra o processo. B
EXEMPLO Resolva o sistema de equagdes
l X —20+3x= 7,
—x1+ Xz —2x3=-5, (8)
?J‘] - Xy~ Xy = 4,
A matriz aumentadJa para o sistema (8) ¢
1 =2 3| 17
-1 1 =2 | -5]. (9)
2 -1 -1 | 4
Vamos agora efetuar operagdes elementares sobre as linhas da matriz (9) com o objetivo de introduzir zeros na
matriz em sua parte inferior & esquerda. Cada passo esta descrito, e o resultado é mostrado em seguida.
(a) Some a primeira a segunda linha e some (-2) vezes a primeira linha a terceira,
1 -2 3 7
; 0 -1 1 | 2
i 0 3 -7 | -10
L | (b) Multiplique a segunda linha por -1.
1 -2 3| 7
0o 1 -1 ] =2
0 3 =7 | -10
(c) Some (-3) vezes a segunda linha 4 terceira.
/1 -2 3| 17
0 1 -1 | -2
\0 0 -4 | -4 :
- (d) Divida a terceira linha por —4. "
' [t =2 3 7
0 1 -1 | -2 :
\0 0 1 | 1 H
A matriz obtida desse modo corresponde ao sistema de equagdes :
—-20+3u= 7, IE.
Xz — Xz = "'2, (lO) ;
n= 1,
que € equivalente ao sistema original (8). Note que os coeficientes na Eq. (10) formam uma matriz triangular. Da
tiltima das Eqs. (10), temos x; = 1;da segunda, x, = -2 + x, = -1, ¢, da primeira, x, = 7 + 2x, — 3x, = 2. Obtemos, assim,

2
x=|-11],
1
que ¢ a solugdo do sistema dado (8). Alids, como a solugdo € linica, concluimos que a matriz de coeficientes é

invertivel.
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Discuta as solugoes do sistema
X1 — 20+ 3x3 =5,
X1+ X2—2vy =5, (11)
2y — x4+ 3x3=5by
para diversos valores de b, b, e b,.
Observe que os coeficientes no sistema (11) sao os mesmos do sistema (8), exceto pelo coeficiente de x;na
lerceira equagdo. A matriz aumentada do sistema (11) é
1 =2 3 b
-1 1 —2 | bg S (12)

Efetuando as operagoes (a). (b) e (¢) como no Exemplo |, transformamos a matriz (12) em

1 =2 3| by
0 1 -1 | —b—-b |. (13)
0 1] 0 | b[ + 3bs + b_'l

A equacgdo correspondente a terceira linha da matriz (13) €
by +3bs+ by =11 (]4)

logo, o sistema (11) nao tem solugao, a menos que a condigao (14) seja satisfeita por b, b, e b;. E possivel mos-
trar que essa condigdo ¢ exatamente a Eq. (3) para o sistema (11},

Vamos supor que b, =2. b, =1 e b, = -5 caso em que a Eq. (14) é satisfeita. Entao, as duas primeiras linhas
da matriz (13) correspondem as equagoes

=2t +3n= 2, (15)
= 3= -3.

Para resolver o sistema (15), escolhemos uma das incégnitas arbitrariamente e resolvemos para as outras duas,
Fazendo x = «. onde « é arbitririo, segue gue

Xo=o — 3.
n=2Ac-3)-3a+2=-a-—4
Escrevendo a solugio em notagio vetorial. temos
—-a—4 -1 —4
x=| ¢-3| =« Ly +1-3]. (16)
o 1 0

E facil verificar que a segunda parcela a direita do segundo sinal de igualdade na Eq. (16) é uma solugio do sis-
tema nao homogéneo (11), enquanto a primeira parcela ¢ a solugao mais geral possivel do sistema homogéneo
correspondente a (11).

A redugdo por linhas € também Util na resolugio de sistemas homogéneos e de sistemas nos quais o
nimero de equagoes ¢ diferente do ndmero de incognitas,

Independéncia Linear. Um conjunto de k vetores x''/, ....x"*' é dito linearmente dependente s¢ existe um
conjunto de nimeros (complexos) ¢y, ....c,, nem todos nulos, tais que

exV 4 4 ax =0, (17)

Em outras palavras, x', ..., x* sdo linearmente dependentes se existe uma relagao linear entre eles. Por
outro lado, se o tnico conjunto ¢, ..., ¢, para o qual a Eq. (17) é satisfeita é ¢, = ¢, = ... = ¢, = 0, entdo x',
...,x'“ sdo ditos linearmente independentes.

Considere um conjunto de n vetores, cada um deles com n componentes. Seja x, = x;” a i-ésima com-
ponente do vetor x/ e seja X = (x,). Entdo, a Eq. (17) pode ser escrita na forma

x{1”£‘1 +-t x(;mt‘n Xucy + -+ XipCp
: : = : : =Xc=10. (18)

xWey 400+ xMe, XniC1 + -+ + XpnCn
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Se det X # 0, entdo a tnica solugdo da Eq. (18) € ¢ = 0. mas se det X = 0, existem solugdes nao nulas. Logo,
o conjunto de vetores x'"', ..., x"¥ é linearmente independente se, e somente se, det X # ().

Determine se os vetores

1 2 —d
=] 2], x?=|1], x®= 1 (19)
-1 3 —11

sdo linearmente independentes ou linearmente dependentes. Se forem linearmente dependentes, encontre uma
relacdo linear entre eles.
Para determinar se x"’,x e x'* sdo linearmente dependentes. procuramos constantes c,. ¢, € c; tais que

crx'V + ex'™ + ex™ = 0. (20)
A Eq.(20) também pode ser escrita na forma

1
2
-1

(21)

L —
—
-
o
Il

=1 1 1 Cy 0
e resolvida através de operagdes elementares sobre as linhas da matriz aumentada

1 2 -4 10

2 1 %] o) (22)
-1 3 =11 | 0

Vamos proceder como nos Exemplos 1 e 2.
(a) Some (-2) vezes a primeira linha & segunda e some a primeira i terceira linha.

(b) Divida a segunda linha por -3: depois some (=3) vezes a segunda linha a terceira.
1 2 -4 ] 0
0 I -3 | 0
0 0 01 0

Obtemos, assim, o sistema equivalente

)+ 2!1"_- == 4(‘; =),
(23)
C; — 3(.‘3 =0.
Da segunda das Eqs. (23) temos ¢, = ¢, e, da primeira, obtemos ¢, = 4¢, - 2¢, = -2¢,. Resolvemos, entdo para ¢,
¢ ¢; em fungio de ¢;, com esse ltimo arbitrdrio. Se escolhermos, por conveniéncia, ¢, = -1, teremos ¢, =2 e ¢, =
-3, Nesse caso a relagao desejada (20) fica

2"(1; _ 3!‘:' _ xt.‘y =0,

e os vetores dados sdo linearmente dependentes.
De maneira alternativa, podemos calcular det(x;). cujas colunas sdo as componentes de x''', x?) e x'¥, res-
pectivamente. Assim,

1 2 —4
dct(x,-,—} = 2 1 1
-1 3 -1

e cdlculos diretos mostram que € zero. Portanto, X'V, x*' e x'¥ sdo lincarmente dependentes. No entanto, se 0s
coeficientes ¢, ¢, e ¢, forem necessdrios, ainda podemos resolver a Eq. (20) para encontra-los.

Muitas vezes € til pensar nas colunas (ou linhas) de uma matriz A como vetores. Esses vetores colunas
(ou linhas) sdo linearmente independentes se, e somente se, det A # 0. Além disso, se C = AB, pode-se
mostrar que det C = (det A)(det B). Portanto, se as colunas (ou linhas) de ambas, A e B, sdo linearmente
independentes, entdo as colunas (ou linhas) de C também o sao.

Vamos agora estender os conceitos de dependéncia e independéncia linear a um conjunto de fungoes
vetoriais xV(¢), ..., x¥(r) definidas em um intervalo « < t < . Os vetores xV(1), ..., x¥)(r) sdo ditos linear-
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mente dependentes em & < { < f se existir um conjunto de constantes c,, ..., ¢, ndo todas nulas, tais que
cx!"(0) + ... + ¢x¥(r) = 0 para todo ¢ no intervalo. Caso contrério, x'"'(1), ..., x*)() sdo ditos linearmente
independentes. Note que se x""/(¢), ..., x*)(¢) forem linearmente dependentes em um intervalo, entao eles
serdo linearmente dependentes em todos os pontos do intervalo. No entanto, se x'"'(1), ..., x*¥(¢) forem
linearmente independentes em um intervalo, eles podem ou ndo ser linearmente independentes em cada
ponto: eles podem, de fato, ser linearmente dependentes em cada ponto mas com um conjunto diferente
de constantes em pontos diferentes. Veja o Problema 15 para um exemplo.

Autovalores e Autovetores. A equacio

Ax=y (24)

pode ser vista como uma transformagdo linear que leva (ou transforma) um vetor dado x em um novo
vetor y. Vetores que sdo transformados em muiltiplos de si mesmo sdo importantes em muitas aplicagoes.’®
Para encontrar tais vetores fazemos y = Ax. onde A € um fator escalar de proporcionalidade, e procuramos
solugdes das equagdes

AX = X, (25)
ou
(A —2Dx=0. (26)
A dltima equagdo tem solugoes nao nulas se. ¢ somente se, A for escolhido de modo que
det(A — ) = 0. (27)

Os valores de A que satisfazem a Eq. (27) sdo chamados de autovalores da matriz A, e as solugdes nio nu-
las correspondentes das Eqgs. (25) ou (26), obtidas usando-se tal valor de 4, sdo chamadas de autovetores
correspondentes, ou associados, aquele autovalor.

Se A ¢ uma matriz 2 x 2. ¢ntio a Eq. (26) fica

ag — A apz X 0 .
( ) axn — }-) (.1'3) - (O) (28)

(aj) — A)apn —r) —apay =0. (29)

e a Eq. (27) torna-se
O exemplo a seguir ilustra como encontrar autovalores e autovetores.

Encontre os autovalores e autovetores da matriz
3 -1
A= . 30)
Os autovalores A e os autovetores x satisfazem a equagio (A - 2I)x =0,0u
3—2 —1 b 5 0
= _ (31)
4 =2=4]\xz 0
Os autovalores sdo as raizes da equagao

det(A — Al =8 =
A= & o

l=}.2—l—2=0‘ (32)

Logo, os autovalores sio A, =2 ¢ A, =L
Para encontrar os autovetores, voltamos & Eq. (31) e substituimos A por um dos autovalores encontrados.

Para A = 2, temos
4 —4)\x 0

“Por exemplo, este problema € encontrado ao se procurar os eixos principais de tensiao em um corpo eldstico e ao se procurar
os modos de vibragdo livre em um sistema conservativo com um nimero finito de graus de liberdade.
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EXEMPLO

Logo, cada linha desta equagio vetorial leva a condigio x, — x, = 0, logo x, e x, sdo iguais, mas seus valores nig
estdo determinados. Se x, = ¢, entiio x, = ¢ também e o autovetor x‘!! é

x =c(i). c#0. (34)

Logo, existe uma familia infinita de autovetores, indexada pela constante arbitrdria ¢, correspondendo ao au-
tovalor 4,. Escolheremos um tnico membro dessa familia como representante; neste exemplo, parece mais
simples escolher ¢ = 1. Assim, em vez da Eq. (34), escrevemos

- () =
1 _

¢ lembramos que qualquer miiltiplo nio nulo desse vetor também € um autovetor. Dizemos que x'' é o auto-
vetor correspondente ao autovalor A, = 2.
Fazendo, agora. . = -1 na Eq. (31). obtemos

£6)-0

Mais uma vez obtemos uma tinica condigdo sobre x, € x,, a saber,4x, - x, = (. Logo, o autovetor correspondente

ao autovalor 4. =-1¢
1
(2) - 37
=) &)

Como ilustrado no Exemplo 4, os autovetores siio determinados a menos de uma constante multipli-
cativa ndo nula; se essa constante ¢ especificada de algum modo, entido os autovetores sio ditos normali-

ou qualquer miiltiplo ndo nulo desse vetor.

zados. No Exemplo 4 escolhemos a constante ¢ para que as componentes dos autovetores fossem inteiros

pequenos. No entanto, qualquer outra escolha de ¢ seria igualmente vilida, embora talvez nio tao con-
veniente. Algumas vezes ¢ conveniente normalizar um autovetor x escolhendo a constante de modo que
seu comprimento seja lIxll = (x,x)' = = 1.

A Eq.(27) é uma equagio polinomial de grau n em A, de modo que existem n autovalores A, ..., A, al-
guns dos quais podem ser repetidos. Se um determinado autovalor aparece m vezes como raiz da Eq. (27),
ele ¢ dito de multiplicidade algébrica m. Cada autovalor tem pelo menos um autovetor associado, e um
autovalor de multiplicidade algébrica m pode ter ¢ autovetores linecarmente independentes. O nimero g
¢é chamado de multiplicidade geométrica do autovalor, e pode-se mostrar que

l<qg<m. (38)

Além disso, exemplos mostram que g pode ser qualquer inteiro nesse intervalo. Se todos os autovalores
de uma matriz A sdo simples (t¢ém multiplicidade algébrica um), entio cada autovalor também tem mul-
tiplicidade geométrica um.

E possivel mostrar que, se A, € 4, forem dois autovalores de A, entdo seus autovetores correspondentes
x' e x¥ siio linearmente independentes (Problema 34). Este resultado pode ser estendido para qualquer
conjunto Ay, ..., A, de autovalores distintos: seus autovetores x'"’, ..., x'*' sdo linearmente independentes.
Entdo, se todos os autovalores de uma matriz n x n forem simples, os n autovetores de A, um para cada
autovalor, serdo linearmente independentes. Por outro lado, se A tiver um ou mais autovalores repetidos,
entdo pode ter menos do que n autovetores linearmente independentes. jd que um autovalor repetido
pode ter g < m autovetores. Como veremos na Se¢io 7.8, este fato pode levar a complicagdes mais tarde
na resolugdo de sistemas de equagdes diferenciais.

Encontre os autovalores e autovetores da matriz

0 1 1
A=l 0 1. (39)
1 1 0
Os autovalores X e os autovetores x satisfazem a equagio (A - AI)x = 0, ou
—A 1 I\ [x 0
1 -x 1]]lx2]=]0]. (40)
1 - X3 0

e TN T
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Os autovalores sao as raizes da equagdo

- 1 1
dettA=iD=| 1 —x l==2+31+2=0. (41)
1 1 -a

Asraizes da Eq. (41) sdo A, =2,%. = -1 e 4, = -1. Assim, 2 € um autovalor simples e -1 ¢ um autovalor de mul-
tiplicidade algébrica 2, ou um autovalor duplo.

Para encontrar o autovetor x'’' associado ao autovalor 4, substituimos A = 2 na Eq. (40); isso nos leva ao
sistema

-2 1 1\ /x /0
1 =2 | x2|=]0]. (42)
11 =2)\xs) \o

Podemos reduzi-lo ao sistema equivalente
2 =1 =1\ {x (0
0 1 -1 xal|l=10 (43)
0 0 0 X3 \0

através de operagoes elementares sobre as linhas. Resolvendo esse sistema, obtemos o autovetor
1
=1, (44)

Para 3 = -1, a Eq. (40) se reduz imediatamente a tinica equagio
X x4y =0, (45)

Assim, valores para duas das quantidades x,. x. e x; podem ser escolhidos arbitrariamente, e o terceiro valor fica
determinado pela Eq. (45). Por exemplo, se x, = ¢, e x, = ¢.. entdio x, = —¢, — ¢;. Em notagio vetorial, temos

[} 1 0
X= (&) = 0 +C2 1 F {46)
—C) = €2 -1 -1
Por exemplo, escolhendo ¢, = | e ¢. = 0, obtemos o autovetor
1
St 3 (00 |8 (47)

Qualquer multiplo ndo nulo de "' também ¢ um autovetor, mas um segundo autovetor independente pode ser
encontrado para uma outra escolha de ¢, e ¢, - por exemplo. ¢, = 0 e ¢, = |. Nesse caso, obtemos

0
=1 1], (48)
—1

que ¢ linearmente independente de x*'. Portanto, neste exemplo existem dois autovetores linearmente inde-
pendentes associados ao autovalor duplo.

Uma classe importante de matrizes, chamadas de autoadjuntas ou hermitianas, € aquela em que A* =
A,ou scja,E,-, =a,. A classe das matrizes autoadjuntas inclui, como subclasse, as matrizes simétricas reais —
ou seja, matrizes com todos os elementos reais tais que A7 = A. Os autovalores e autovetores de matrizes
autoadjuntas tém as seguintes propriedades tteis:

1. Todos os autovalores sio reais.

2. Sempre existe um conjunto completo de n autovetores linearmente independentes, independentemente
das multiplicidades algébricas dos autovalores.

3. SexMex™ sio autovetores correspondentes a autovalores distintos, entdo (x!V,x¥) = 0. Logo, se todos os
autovalores sdo simples, os autovetores associados formam um conjunto ortogonal de vetores.

4. E possivel escolher m autovetores ortogonais entre si associados a um autovalor de multiplicidade m.
Assim, o conjunto completo de n autovetores sempre pode ser escolhido de modo que seja um conjunto
ortogonal, além de linecarmente independente.
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As demonstragdes das afirmagdes 1 e 3 estdo esquematizadas nos Problemas 32 e 33. O Exemplo 5
envolve uma matriz simétrica real e ilustra as propriedades 1,2 e 3, mas a escolha que fizemos para x? ¢
x¥ ndo ilustra a propriedade 4. No entanto, sempre € possivel escolher x® e x¥ de modo que (x*,x'¥) =
0. Por exemplo, poderiamos ter escolhido, no Exemplo 5, x* como antes e x* usando ¢, =1 e ¢,= -2 na
Eq. (46). Dessa forma, obteriamos

1 1
=] o], x® 2
-1 1

como autovetores associados ao autovalor A = —1. Esses autovetores sdo ortogonais entre si e sio. tam-
bém, ortogonais ao autovetor x'" associado ao autovalor 4 = 2.

PROBLEMAS

Em cada um dos Problemas de 1 a 6, resolva o conjunto de equagoes dado ou mostre que nio tem solucio.

1. Xy — X3= 0 2 X+ 21’2 - n= 1
34+ =1 2+ 0+ =1
-X1+x2+ 213 =32 X— Xx+2u=1

3 xt2n- x3= 2 4. x;+2vum— x3=0
204 x4+ = 1 o+ n+ u=0

Xy:i=— .t2+2x_]:"1 - x2+2x:=0

5. Xy — x3=0 6. +2on— x3=-2
3.'f| +x4 x3= 0 —.?.’(l 4= 4.\1: + 2.¥3 = 4
X1 4+x+2x=0 2¢; +4x; — 23 = —4

Em cada um dos Problemas de 7 a 11, determine se o conjunto de vetores dado € linearmente independente. Se
for linearmente dependente, encontre uma relagdo linear entre os vetores. Os vetores estdo escritos na forma
de linhas para economizar espago, mas podem ser considerados como vetores colunas, ou seja, podem ser usa-
das as transpostas dos vetores dados, em vez dos proprios vetores.

7.xV=(1,1,0, x@=011, x¥=(,01

8 xV=@210, x?=(010, x¥=(-120)

9. xM=(1,2,23), x®=(-1,031), x%=(-2,-1,1,0, x%=(-3,0,-13)

10, x™ = (1,2,-1,0), x? =(2,3,1,-1), XM =(-1,0,2,2), x% =(3,-1,1,3)

11. xtV =(1,2,-2), x? = (3,1,0), X9 =(2,-1,1), x'=(4,3,-2)

12. Suponha que cada um dos vetores x"', ..., x" tem n componentes, onde 1 < m. Mostre que x''', ..., X' sd@o
linearmente dependentes,

Em cada um dos Problemas 13 ¢ 14, determine se o conjunto de vetores dado ¢ linearmente independente para
-0 <t < 00, Se for linearmente dependente, encontre uma relagio linear entre os vetores. Como nos Problemas
de 7 a 10, os vetores estdo escritos como linhas para economizar espago.

13. xV(t) = (e, 2e7), X)) =(e e, . xX¥@)=@Ce",0)
14. xV (1) = (2sent,sent),  xP(r) = (sent,2sent)

e 1
Wy ey
X)) = (re’) , X = (I) .

Mostre que x"'(r) e x*¥(¢) sdo linearmente dependentes em cada ponto do intervalo 0 < 1 < 1. Apesar disso,
mostre que x'"(r) e x'?(¢) sdo linearmente independentesem 0 < ¢ < 1.

15. Sejam

Em cada um dos Problemas de 16 a 25, encontre todos os autovalores e autovetores da matriz dada.

5 -1 3 =2
i 7.
16 (3 I) ! (4 —1)
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i
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1 V3 51 -3 34
V3 -1 “\-s |
0 0 [ 3 2 2
1 =2 23. 1 4 1
2 1 \-2 -4 -1
11/9 -=2/9 8/9 (3 2 4
-2/9  2/9 10/9 25.12 o0 2
8/9 10/9 5/9 \4 2 3

Os problemas de 26 a 30 tratam da resolugao de Ax = b quando det A = 0.

26.

3L
32.

33.

34,

(a) Suponha que A ¢ uma matriz real n x n. Mostre que (AX, y) = (x, A'y) quaisquer que sejam os vetores x e y.

Sugestio: vocé pode achar mais simples considerar primeiro o caso n = 2; depois estenda o resultado para
um valor arbitrdrio de n.

(b) Se A ndo for necessariamente real, mostre que (Ax,y) = (x, A* y) quaisquer que sejam 0s vetoresx e y.
(c) Se A for hermitiana, mostre que (Ax. ¥) = (x. Ay) quaisquer que sejam os vetoresx e y.

. Suponha que para uma matriz dada A existe um vetor ndo nulo x tal que Ax = 0. Mostre que existe, tam-

bém, um vetor nio nulo y tal que A%y = (.

Suponha que det A =0 e que Ax = b tem solugdo. Mostre que (b, y) =0, onde y é qualquer solugio de A*y
= 0. Verifique que essa afirmagdo ¢ verdadeira para o conjunto de equagdes no Exemplo 2.

Sugestdo: use o resultado do Problema 26(b).

. Suponha que det A =0 e que x =x" é uma solugdo de Ax = b. Mostre que se £ é uma solugdo de Af=0¢

@ ¢ qualquer constante. entio x = X" + «§ também ¢ solugdio de Ax=h.

. Suponha que det A =0 e que y é uma solugao de A*y = 0. Mostre que se (b, y) = 0 para qualquer desses

y, entdo Ax = b tem solugido. Note que isso é a reciproca do Problema 28; a forma da solugdo é dada pelo
Problema 29,

Sugestao: o que a relagio A*y = 0 diz sobre as linhas de A? Novamente, pode ajudar considerar o caso n =
2 primeiro.

Prove que A = 0 ¢é um autovalor de A se, e somente se¢, A € singular.

Vamos mostrar, neste problema, que os autovalores de uma matriz autoadjunta A sio reais. Seja x um
autovetor associado ao autovalor i.

(a) Mostre que (Ax, x) = (x, Ax). Sugestao: veja o Problema 26(c).

(b) Mostre que A(x,x) = A(x,x). Sugestdo: lembre que AX = Ax.

(¢) Mostre que A = A, ou seja, o autovalor A € real.

Mostre que, se¢ A, ¢ A, sdo autovalores de uma matriz A autoadjunta e se A, # 1,, entdo os autovetores
correspondentes x'" e x'*) sdio ortogonais.

Sugestdo: use os resultados dos Problemas 26(c) e 32 para mostrar que (X, - ,)(x'", x?) = 0.

Mostre que, se 4, ¢ A, sdo autovalores de uma matriz A qualquer e se 4, # 1,, entdo os autovetores corres-
pondentes x'" ¢ x'¥ siio linearmente independentes.

Sugestao: comece com ¢,x'" + ¢,x'¥ = 0; multiplique por A para obter ¢, x!V + c,A,x"? = 0. Depois mostre
quec,=c¢,=0.

7.4 Teoria Basica de Sistemas de Equacdes Lineares de Primeira Ordem

A teoria geral para sistemas de n equagdes lineares de primeira ordem

x; =pu)xi + -+ paO)xs + £1(1),
(1)
x:, = Pni (Ox1 + -+« + Pan(O)Xn + gn(l)
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Teorema 7.4.1

¢ bastante semelhante a teoria para uma Unica equagio linear de ordem n. A discussdo nesta segio,
portanto, segue as mesmas linhas gerais daquela feita nas Secdes 3.2 e 4.1. Para discutir o sistema (1) de
maneira mais eficiente, usaremos notacdo matricial. Ou seja, vamos considerar x, = ¢,(1), ..., x, = ¢,(¢)
como componentes de um vetor x = ¢(¢); analogamente, g,(1), ..., g,(1) sdio componentes de um vetor g(r)
e py (1), ..., p,(t) sdo elementos de uma matriz n x n P(f). A Eq. (1) fica, entdo, na forma

X' =P()x + g(0). (2)

A utilizagdo de vetores e matrizes ndo s6 economiza muito espago e facilita os cdlculos, mas também
enfatiza a semelhanga entre sistemas de equagdes e uma tnica equacao (escalar).

Dizemos que um vetor x = ¢() € uma solugdo da Eq. (2) se suas componentes satisfazem o sistema de
equagdes (1). Ao longo desta segdo, vamos supor que P e g sdo continuas em algum intervalo o < 1 < g,
ou seja, as fungdes escalares p,,, ..., p,,.. &1, ---» 8, 530 continuas nesse intervalo. De acordo com o Teorema
7.1.2,isso € suficiente para garantir a existéncia de solugdes da Eq. (2) no intervalow < 1 < 8.

E conveniente considerar primeiro a equagéo homogénea

X =P()x (3)

obtida da Eq. (2) fazendo-se g(r) =0. Uma vez resolvida a equagdo homogénea, existem diversos métodos
para se resolver a equagdo ndo homogénea (2); isso serd feito na Segdo 7.9. Usaremos a notagio

x11(2) X1k (1)
! ] !

o= [ L wwe =[O )
X1 (1) Xk (1)

para denotar solugdes especificas do sistema (3). Note que x,(r) = x/” (1) denota a i-ésima componente da
Jj-ésima solugdo xV(r). Os fatos principais sobre a estrutura das solugoes do sistema (3) estdo enunciados
nos Teoremas de 7.4.1 a 7.4.4. Eles sio bastante semelhantes aos teoremas correspondentes nas Segoes
3.2 e 4.1; algumas das demonstragoes ficam como exercicio para o leitor.

Se as fungoes vetoriais X" e x? sao solugdes do sistema (3), entdo a combinagdo linear ¢,x + ¢,x@
também € solugdo quaisquer que sejam as constantes ¢, e c,.

Esse € o principio da superposigdo; para prova-lo, basta derivar ¢x!" + c.x® e usar o fato de que x"' e
x? satisfazem a Eq. (3). Aplicando repetidamente o Teorema 7.4.1, chegamos a conclusio de que, se x(,
..., X" siio solugdes da Eq. (3), entdo

x=axPn + - +ax® 0 (5)
também € solugdo quaisquer que sejam as constantes c,, ..., ¢,. Como exemplo, pode-se verificar que
3t -1
e 1\ , 2 e 1y _
P = (2e3f) i (2) ¢, xn= (—2.9*') - (—2 ¢ ©
satisfazem a equagao
X = (l 1) X 7
= 4™ ™
De acordo com o Teorema 7.4.1,
1 1
X=q (2) e+ (_2) e
= cxV () 4+ cx@(0) (8)

também satisfaz a Eq. (7).

Como indicamos antes, aplicando repetidamente o Teorema 7.4.1 segue que toda combinagio linear
finita de solugdes da Eq. (3) também € solugdo. A questio, agora, € saber se todas as solugdes da Eq. (3)
podem ser encontradas dessa maneira. Por analogia com casos anteriores € razodvel esperar que para um
sistema da forma (3) de ordem #n seja suficiente formar combinagdes lineares de n solugdes escolhidas
apropriadamente. Sejam, entdo, x, ..., x" n solugdes do sistema (3) de ordem n e considere a matriz X()
cujas colunas sdo os vetores x"(1), ..., x")(t):

AT
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Teorema 7.4.2

Teorema 7.4.3

SISTEMAS DE EQUAGOES LiNEARES n:_ PriMEIRA ORDEM Ea

xu() o xpu(n)
X(t) = : O (9)
X,,;(I) -rm:(f)

Lembre-se, da Segao 7.3, de que as colunas de X(/) sdo linearmente independentes para um valor dado
de 1 se, e somente se, det X # 0 para esse valor de . Esse determinante é chamado de wronskiano das n

solugdes x'V, ..., x!" e denotado por W[x'"), ..., x"], ou seja,
WixD, ... x™]() = det X(r). (10)
Entao, as solugdes x'", ..., x' sdo linearmente independentes em um ponto se, e somente se, W[x'", ...,

x"] ndo ¢ zero nesse ponto.

Se as fungdes vetoriais x, ..., x" sdo solugdes linearmente independentes do sistema (3) em cada ponto
do intervalo a < r < g, entéo cada solugdo x = ¢(r) do sistema (3) pode ser expressa como uma combina-
¢do linear de x, ... x"

$0) = cixP @O +--- +ex"(0) (11)

de exatamente um modo.

Antes de provar o Teorema 7.4.2, note que de acordo com o Teorema 7.4.1 todas as expressdes da for-
ma (11) sdo solugdes do sistema (3), enquanto que pelo Teorema 7.4.2 todas as solugdes da Eq. (3) podem
ser escritas na forma (11). Se pensarmos nas constantes ¢, ..., ¢, como arbitrarias, entdo a Eq. (11) inclui
todas as solugdes do sistema (3), e € costume chama-la de solugio geral. Qualquer conjunto de solugoes
x!" .. x" da Eq. (3) que seja linearmente independente em cada ponto do intervalo « < 1 < 8 é chamado
de conjunto fundamental de solugoes para esse intervalo.

Para provar o Teorema 7.4.2 vamos mostrar que, dada qualquer solugio ¢ da Eq. (3), ¢(1) = c,xV +
+ ¢,x'") para valores apropriados de ¢, ..., c,. Sejar =1, algum ponto do intervalo a < 1 < B e seja § = ¢(1,).
Queremos determinar se existe alguma solugio da forma x = ¢x"' + ... + ¢, X' que também satisfaz a
condigio inicial x(1,) = & Em outras palavras, queremos saber se existem valores ¢, .... ¢, para os quais

C]xl“(fu} Josvsios Cnx{”](!n) = 5, (12)

ou,em forma escalar.
ciXyillo) + « - - + CaXinllo) = &1,

(13)
X1 (fo) + -+ + CpXpn (to) = &y,

A condigio necesséria e suficiente para que as Egs. (13) possuam uma tnica solugdo ¢, ..., ¢, € exata-
mente que o determinante da matriz dos coeficientes, que é o wronskiano W[x'", ..., x| no ponto t, seja
diferente de zero. A hipétese de que x', ..., x" sdo linearmente independentes em todo o intervalo « < ¢
< B garante que W[x'", ..., x'""] ndo se anula em r = f, e, portanto, existe uma (tinica) solugio da Eq. (3) da
forma x = ¢x" + ... + ¢,x™ que também satisfaz a condigdo inicial (12). Pela unicidade no Teorema 7.1.2,
essa solugdo € idéntica a ¢(r), logo ¢(1) = cx'" + ... + ¢,X'", como queriamos provar.

Sex®, ..., x" sdo soluqbes da Eq. (3) nointervalo a <t < §,entdo W[x‘“, Loux®]oué identicamente nulo
ou nunca se anula nesse intervalo.

A importincia do Teorema 7.4.3 reside no fato de que nos livra da necessidade de examinar W[x",
.,x] em todos os pontos do intervalo de interesse e nos permite determinar se x”, ..., x” forma um
conjunto fundamental de solugdes simplesmente calculando seu wronskiano em qualquer ponto conve-
niente do intervalo,
A demonstracio do Teorema 7.4.3 ¢ feita estabelecendo-se, primeiro, que o wronskiano de x, ..., x™
satisfaz a equagio diferencial (veja o Problema 2)
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2

dw
5 =(pu+p2+--+pan)W. (14)
Logo,
W(r}:cexp[f[pll(r)+---+pm(r)]dt , (15)

onde ¢ é uma constante arbitréria e a conclusdo do teorema segue imediatamente. A expressio para W(r)
na Eq. (15) é conhecida como a férmula de Abel; observe a semelhanga com a Eq. (27) da Segdo 3.2.

De maneira alternativa, o Teorema 7.4.3 também pode ser demonstrado provando-se que se n solu-
goes x'V, ..., x da Eq. (3) forem linearmente dependentes em um ponto = ¢, entdo serdo linearmente
dependentes em todos os pontos em @ <t < B (veja o Problema 8). Em consequéncia, se x'V, ..., x" forem
linearmente independentes em um ponto, terdo que ser linearmente independentes em todos os pontos
do intervalo.

O préximo teorema diz que o sistema (3) tem pelo menos um conjunto fundamental de solugoes.

Teorema 7.4.4 Sejam
e —
1 0 0
0 1 0
eV=10]|, e@=]|0|, ..., e?"=]":
: : 0
0 0 1
além disso, suponha que x, ..., x" sdo solugdes do sistema (3) satisfazendo as condigdes iniciais
xV)=e®, ..., x™() =e", (16)
respectivamente, onde 1, € um ponto qualquer no intervalo @ <t < . Entao x, ..., x" formam um con-
junto fundamental de solugdes para o sistema (3).

Para provar este teorema, note que a existéncia e a unicidade das solugoes x'", ... x"*' mencionadas
no Teorema 7.4.4 sdo garantidas pelo Teorema 7.1.2. Ndo € dificil ver que o wronskiano dessas solugoes é
igual a 1 quando ¢ = 1;; portanto, x'", ..., x'” € um conjunto fundamental de solugdes.

Uma vez encontrado um conjunto fundamental de solugdes, podem ser gerados outros conjuntos atra-
vés de combinagoes lineares (independentes) do primeiro conjunto. Para fins tedricos o conjunto dado
pelo Teorema 7.4.4 ¢, em geral, 0 mais simples possivel.

Resumindo:

1. Qualquer conjunto de n solugdes linearmente independentes do sistema x” = P(r)x constitui um conjunto
fundamental de solugdes.
2. Sob as condig¢des dadas nesta segiio, tais conjuntos fundamentais sempre existem.
3. Toda solugdo do sistema x’ = P(f)x pode ser representada como uma combinagio linear de qualquer con-
junto fundamental de solugdes.
PROBLEMAS ! Prove aafirmagdo feita logo apds o Teorema 7.4.1 para um valor arbitrdrio do inteiro k.

2. Neste problema vamos esquematizar a demonstragio do Teorema 7.4.3 no caso n = 2. Sejam x'" e x¥ solu-
¢oes da Eq. (3) para @ <t < B e seja W o wronskiano de x'" e x?),

(a) Mostre que

(n (4] (n 2)
dx; dx, x Xy
AL dr | 4
dt W d.t'“] dxizl I
i ) azy 2 sy 2
*3 3 dt dt

(b) Usando a Eq. (3), mostre que
dw
- =Pu +pn)W.
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(c) Encontre W(r) resolvendo a equagio diferencial obtida no item (b). Use esta expressdo para obter a
conclusdo enunciada no Teorema 7.4.3.

(d) Demonstre o Teorema 7.4.3 para um valor arbitrdrio de n generalizando os procedimentos dos itens
(a).(b) e (c).
3. Mostre que os wronskianos de dois conjuntos fundamentais de solugdes do sistema (3) podem diferir, no
méximo, por uma constante multiplicativa.
Sugestio: use a Eq. (15).
Sex, =yex, =y entdo a equagao de segunda ordem

Y +py +q(0)y =0 (1)
corresponde ao sistema

xXi=x,

x5 =—q(0)x; — p(t)xs. (ii)

Mostre que, se x'"" ¢ X' formarem um conjunto fundamental de solucdes para as Egs. (ii) e se y'" e y
formarem um conjunto fundamental de solugdes para a Eq. (i), entdao W[y'V, y] = eW[x'V), x?), onde ¢ é
uma constante nio nula,

Sugestdo: v'V(r) e y*(1) tém que ser combinagoes lineares de x, (1) e x,(1).
o / Mostre que a solugado geral de x' = P(1)x + g(r) € a soma de qualquer solugao particular x' dessa equagio
com a solugdo geral x'’ da equagiio homogénea associada.

6. Considere os vetores x''' (1) = (;) e x¥) = (;)

{a) Calcule o wronskiano de x'" e x'*,

(b) Em que intervalos x'"" e x*' sdio lincarmente independentes?

(c) Que conclusio pode-se tirar sobre os coeficientes no sistema homogéneo de equacoes diferenciais
satisfeito por x'" e x¥7

(d) Encontre esse sistema de equagoes e verifique as conclusoes do item (c).

2

@ Considere os vetores x'(1) = (2;) e x¥() = (j) e responda as mesmas perguntas existentes no Pro-
blema 6.

Os dois problemas a seguir indicam uma outra demonstragao para o Teorema 7.4.2,

8. Sejamx'", .. x""solugdes de x' = P(r)x no intervalo o < r < f. Suponha que P ¢é continua e seja f, um ponto
arbitrdrio no intervalo dado. Mostre que x"", ... x'" sdo lincarmente dependentes para e <t < 8 se (e so-
mente se) x!'(1,). ....x""(r,) sdo linearmente dependentes. Em outras palavras. x'", ..., x'""' sdo linearmente
dependentes no intervalo («, f) se forem linearmente dependentes em qualquer ponto nele.
Sugestdo: existem constantes ¢, ..., c,, tais que ¢ X'"(,) + ... + ¢, x"(r,) = 0. Seja z(1) = ¢ x"(1) + ... +¢,x"
(r) e use o teorema de unicidade para mostrar que 2(f) = 0 para todoremea <t < 8.

9. Sejamx'", ..., x'" solugdes lincarmente independentes de x' = P(r)x.onde P é continuaem e <t < .
(a) Mostre que qualquer solugdo x = z(f) pode ser escrita na forma

2(t) = ;XM (1) + -+ X" (1)

para constantes apropriadas ¢, ..., c,.

Sugestao: use o resultado do Problema 12 da Se¢do 7.3 ¢ o Problema 8.

(b) Mostre que a expressdo para a solugiio z(f) no item (a) € tnica, ou seja, se z(f) = kxV(1) + ... + k,x'
(n),entdo k, = ¢, ...k, =¢,.

Sugestdao: mostre que (k, —c )x"(1) + ... + (k, = ¢,)x"(¢) = 0 para todo r em @ < t < B e use a independéncia

linear de x, ... x".

7.5 Sistemas Lineares Homogéneos com Coeficientes Constantes

Vamos concentrar a maior parte da nossa atengdo em sistemas de equagdes lineares homogéneas com
coeficientes constantes, ou seja, sistemas da forma

x' = Ax, (1)
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EXEMPLO

onde A é uma matriz constante n x n. A menos que se diga o contrério, suporemos que todos os elemen-
tos de A sdao nimeros reais (e nao complexos).

Se n = 1, o sistema se reduz a uma tnica equagio de primeira ordem

dx
dr

cuja solugdo € x = ce”. Observamos, na Se¢do 2.5, que x = 0 € a tnica solugio de equilibrio se a # 0. Outras
solugdes tendem a x = 0 se a < 0 ¢, nesse caso, dizemos que x = 0 ¢ uma solucdo de equilibrio assintotica-
mente estdvel. Por outro lado, se a > 0, entdo x = 0 € instdvel, jd que as outras solugoes se distanciam dela.
Para sistemas de n equagdes a situagiio é andloga, de certa forma, embora mais complicada. Solugoes de
equilibrio sdo encontradas resolvendo-se Ax = 0. Em geral, vamos supor que det A # 0, de modo que a
tinica solugio de equilibrio ¢ x = 0. Uma pergunta importante é se outras solugdes se aproximam ou se
afastam dessa quando r aumenta; em outras palavras, X = 0 € assintoticamente estdvel ou instdvel? Exis-
tem outras possibilidades? o -

O caso n = 2 é particularmente importante e permite visualizagio no plano xx,, chamado o plano de
fase. Calculando Ax em um grande nimero de pontos e fazendo o grafico dos vetores resultantes, obte-
mos um campo de diregdes de vetores tangentes a solugdes do sistema de equagoes diferenciais. Pode-se
obter, em geral, uma compreensiao qualitativa do comportamento de solugoes através de um campo de
diregoes. Incluindo-se no grifico algumas curvas-solugdes, ou trajetérias. pode-se obter informagio mais
precisa. Um gréfico contendo uma amostra representativa de trajetorias para um sistema dado ¢ chamado
um retrato de fase. Veremos mais tarde, nesta se¢io, exemplos de campos de diregoes e retratos de fase.

Para construir solugdes do sistema (1) tentaremos generalizar o tratamento de equagoes lineares de
segunda ordem da Segdo 3.1. Vamos supor, entio, que uma solugio vai envolver uma fungio exponencial
e”. Além disso, solugdes da Eq. (1) sdo vetores, logo vamos multiplicar ¢” por um vetor constante £ Assim,
procuramos solugdes da Eq. (1) da forma

ax, (2)

x=§e", (3)

onde o expoente r e o vetor § devem ser determinados. Substituindo x dado pela Eq. (3) no sistema (1),
obtemos

rée” = Ake".
Cancelando o fator escalar nio nulo ¢”, obtemos A& = ré. ou
(A-rhE =0, (4)

onde 1 ¢ a matriz identidade n x n. Entao, para resolver o sistema de equagoes diferenciais (1) precisamos
resolver o sistema de equagdes algébricas (4). Esse altimo problema ¢ precisamente o que determina os
autovalores e autovetores da matriz de codficientes A. Portanto, o vetor x dado pela Eq. (3) € uma solugio
da Eq. (1), desde que r seja um autovalor e & seja um autovetor associado da matriz de coeficientes A.

Os dois exemplos a seguir ilustram o procedimento para se encontrar a solugiio no caso de matrizes
de coeficientes 2 x 2. Vamos mostrar, também, como construir os retratos de fase correspondentes. Mais
adiante, nesta segdo, vamos discutir mais o sistema geral n x n.

Faga um grifico do campo de diregdes e determine o comportamento qualitativo das solugdes. Depois encontre
a solugdo geral e desenhe diversas trajetorias.

A Figura 7.5.1 mostra um campo de diregdes para esse sistema. Dessa figura é facil ver que uma solugio
tipica se afasta da vizinhanga da origem e acaba tendo retas tangentes com coeficientes angulares de aproxima-
damente 2 no primeiro ou no terceiro quadrante.

Para encontrar explicitamente solugoes, vamos supor que x = £¢” ¢ substituir na Eq. (5). Somos levados ao

sistema de equagoes algébricas
1-r 1 & 0
(4 5)6)-6)

As Egs. (6) tém uma solugdo nio trivial se, e somente se, o determinante da matriz de coeficientes é zero. Logo,
os valores permitidos para r sio encontrados pela equagio

Considere o sistema

&)

* Ty -‘.‘*.
e
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FIGURA 7.5.1 Campo de diregdes para o sistema (5).

1—r 1
4 1 =r

‘=li~ﬂ2—4

= -2r=3=0. (7)

A Eq.(7) tem raizes r, = 3 e r, = ~l: esses sdo os autovalores da matriz de coeficientes na Eq. (5).Se r=3,0
sistema (6) se reduz a uma tdnica equagio

=25+ &6 =0. (8)

Logo, & = 2§, e 0 autovetor correspondente a r, = 3 pode ser escolhido como

iy _ 1
£ = (2)‘ (9)

Analogamente, correspondendo a ry = -1 encontramos que §, = -2§,, de modo que o autovetor é

2 _ 1
£ _.(_2). (10)

As solugoes correspondentes da equagdo diferencial sao

i = 1 It (2) —_ 1 5=
x(r)—(zr. x4 ) = _21‘ (11)

EJI et
28" =2¢

O wronskiano dessas solugoes ¢

Wlxtl)‘xtzll(” — — —41’2', (12)

que nunca se anula. Portanto. as solugdes x'" e x** formam um conjunto fundamental de solugdes, ¢ a solugiio
geral do sistema (5) ¢

x = ox(0) + ax® ()

1\ . 1
=0 (2) t"" +c ("2) e", (13)
onde ¢, e ¢, sdo constantes arbitrdrias.

Para visualizar a solugdo (13), ajuda considerarmos seu grifico no plano x,x, para diversos valores das cons-
tantes c, ¢ ¢,. Comegamos com x = ¢,x'"'(f) ou, em forma escalar,

x =ce", xy = 2cie™.

Eliminando r nessas duas equagdes, vemos que essa solugdo pertence a reta x, = 2x,; veja a Figura 7.5.2a. Esta é
a reta que contém a origem e tem a diregdo do autovetor §". Se olharmos a solugiio como a trajetéria de uma
particula em movimento, entdo a particula estd no primeiro quadrante quando ¢, > 0 ¢ no terceiro quando ¢, <
0. Em qualquer desses casos, a particula se afasta da origem quando  aumenta. Considere agora x = ¢;x'*, ou

x =ce”, Xy = —2ce7".
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(a) (b)

FIGURA 7.5.2 (a) Trajetérias do sistema (5): a origem é um ponto de sela. (h) Graificos de x, em fungio de ¢
para o sistema (5).

Essa solugdo pertence a reta x, = —2x,. cuja diregdo ¢ determinada pelo autovetor £7. A solugdo estd no quarto
quadrante quando ¢, > 0 e no segundo quando ¢, < 0, como mostra a Figura 7.5.2¢. Em ambos 0s casos a parti-
cula se aproxima da origem quando f aumenta. A solugio (13) é uma combinagio de x'V(¢) e x'*(1). Para valores
grandes de ¢, a parcela ¢,x"(r) é dominante e a parcela ¢.x”(r) torna-se desprezivel. Logo, todas as solugdes
para as quais ¢, # 0 sdo assint6ticas a reta x, = 2v; quando t — oo. Analogamente, todas as solugdes para as
quais ¢, # 0 sdo assintdticas a reta x, = -2x, quando r — -2¢. A Figura 7.5.2a mostra o grifico de diversas so-
lugdes. O padrio de trajetérias nessa figura € tipico de sistemas 2 x 2 X' = Ax para os quais os autovalores sdo
reais e tém sinais opostos. A origem ¢ chamada de ponto de sela neste caso. Pontos de sela sdo sempre instdveis,
porque quase todas as trajetorias se afastam dele quando r aumenta.

No pardgrafo precedente descrevemos como desenhar. manualmente, um esbogo qualitativamente correto
das trajetérias de um sistema como na Eq. (5), uma vez determinados os autovalores e autovetores. No entanto,
para produzir um desenho detalhado e preciso como na Figura 7.5.2a¢ ¢ em outras figuras que aparccem mais
adiante neste capitulo um computador ¢ extremamente ttil, se nio indispensivel.

Como alternativa a Figura 7.5.2a vocé pode fazer, também, o grifico de x|, ou de x,, como fungio de r; alguns
grificos tipicos de x, em fungdo de ¢ aparecem na Figura 7.5.2b, ¢ os de x, em fungdo de ¢ sdo semelhantes. Para
determinadas condigdes iniciais ¢, = 0 na Eq. (13), de modo que x, = ¢, e x; — 0 quando r — oco. A Figura
7.5.2b mostra um desses gréficos, correspondente a trajetoria que se aproxima da origem na Figura 7.5.2a. Para
a maioria das condigdes iniciais, no entanto, ¢, # 0 e x, € dado por ¢,e” + c,e”. A presenga da parcela contendo
uma exponencial positiva faz com que x, cres¢a exponencialmente em mddulo quando ¢ aumenta. A Figura
7.5.2b mostra diversos grificos desse tipo, correspondendo a trajetdrias que se afastam da origem na Figura
752a. E importante compreender a relagdo entre as partes (a) e (b) da Figura 7.5.2 e de outras figuras seme-
Ihantes que aparecerdo mais tarde, jd que vocé pode querer visualizar solugdes no plano x,x, ou como fungdes
da varidvel independente ¢.

10 Considere o sistema
2 o v2 x (14
=\5 z)™ )

Desenhe um campo de diregdes para este sistema; depois encontre a solugao geral e faga o grdfico de diversas
trajetdrias no plano de fase.

O campo de diregdes para o sistema (14) na Figura 7.5.3 mostra claramente que todas as solugdes se aproxi-
mam da origem. Para encontrar solugdes, suponha que x = §e” ; obtemos, entdo, o sistema algébrico

-3-r \/i &‘1 0
= : 5
(& 3260
(=3—r(2-r-2=r"+5r+4 .
=(r+1D(r+4)=0, (16)

Os autovalores satisfazem
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FIGURA 7.53 Campo de diregdes para o sistema (14).
de modo que r, =-1er,=-4. Parar=-1,a Eq.(15) fica

(@ 3)E)-0) w

Logo, £ = 2, ¢ 0 autovetor £ associado ao autovalor r, = -1 pode ser escolhido como

£ = (‘}5) (18)

Analogamente, correspondendo ao autovalor r, = -4, temos & = — V2 &, de modo que o autovetor é

A =(—\1/i)‘ (19)

Portanto, um conjunto fundamental de solugdes para o sistema (14) €

x( = (‘/]i)e". x?(r) = (*\l/i) e ¥ (20)

3 5 1 =2
x =ox"(n) +ex® = ¢ (ﬂ)e" + ¢ ‘1/_ e, (21)

S o

e a solugdo geral é

A Figura 7.5.4a mostra grificos da solugio (21) para diversos valores de ¢, € ¢,. A solugdo x"'(r) se aproxi-
ma da origem ao longo da reta x; = v/2x;, enquanto a solugdo x*'(1) se aproxima da origem ao longo da reta

X

[R5 fiIi;iL'«’_, 1
-l g Pivmlpielaa v

(a) (b)
FIGURA 7.54 (a) Trajetérias do sistema (14); a origem € um n6. (b) Gréfico de x, em fungdo de ¢ para o
sistema (14).
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x; = —+/2 x;. As diregoes dessas retas sao determinadas pelos autovetores £ e £*), respectivamente. Temos, em
geral, uma combinagio dessas duas solugdes fundamentais. Quando 1 — oo, x?(r) ¢ desprezivel em comparagio
com x("'(f). Entdo, a menos que ¢, = 0, a solugao (21) se aproxima da origem tangente a reta x, = +/2 x;. O padrio
de trajetérias ilustrado na Figura 7.5.4q € tipico de todos os sistemas 2 x 2 x' = Ax para os quais os autovalores
sdo reais, distintos e de mesmo sinal. A origem € chamada de né para tais sistemas. Se os autovalores fossem po-
sitivos, em vez de negativos, as trajetdrias seriam semelhantes, mas o sentido de percurso seria no sentido opos-
to. Os nds serdo assintoticamente estdveis se os autovalores forem negativos, e instdveis se forem positivos.

Embora a Figura 7.5.4a tenha sido gerada por computador,um esbogo qualitativamente correto das trajeté-
rias pode ser feito rapidamente & méo, baseado no conhecimento dos autovalores e autovetores.

A Figura 7.5.4b mostra gréficos tipicos de x) em fungdo de 1. Note que cada um dos grificos se aproxima
assintoticamente do eixo dos ¢ quando r aumenta, correspondendo a uma trajetdria que se aproxima da origem
na Figura 7.5.4a. O comportamento de x, como fung¢do de ¢ andlogo.

Os dois exemplos precedentes ilustram os dois casos principais para um sistema 2 x 2 com autovalores
reais distintos: os autovalores tém sinais opostos (Exemplo 1) ou o mesmo sinal (Exemplo 2). Outra pos-
sibilidade € zero ser autovalor, mas nesse caso det A = 0, o que contradiz a hipétese feita no inicio desta
secdo. No entanto, veja os Problemas 7 e 8.

Voltando ao sistema geral (1), procedemos como nos exemplos. Para encontrar solugdes da equagio
diferencial (1) precisamos encontrar os autovalores e autovetores de A a partir do sistema algébrico (4).
Os autovalores ry, ..., 7, (que ndo precisam ser distintos) sdo raizes da equagio polinomial de grau n

det(A —rl) = 0. (22)

A natureza dos autovalores e dos autovetores associados determina a natureza da solugio geral do siste-
ma (1). Se supusermos que A é uma matriz real, existem trés possibilidades para os autovalores de A:

1. Todos os autovalores sdo reais e distintos entre si.
2. Alguns autovalores ocorrem em pares complexos conjugados.
3. Alguns autovalores sido repetidos.

Se os autovalores forem reais e distintos, como nos dois exemplos precedentes, entio existe um auto-

vetor real & associado a cada autovalor r, e o conjunto de n autovetores £, ..., £ é linearmente inde-
pendente. As solugoes correspondentes do sistema diferencial (1) sdo
xfl)(f) :E(l]enr. i xma(f) — &.uner,,r_ (23)
Para mostrar que essas solugdes formam um conjunto fundamental, calculamos seu wronskiano:
q ¢
E(]l}erif L E(In!e,rnr
wix, . . x®))=| : :
g(llenr E(njer,,r
n n
(1) (n)
E 1 T E 1
- e(rt+‘--+f.|]! : {24)
1
D g

Em primeiro lugar, note que a fungio exponencial nunca se anula. Segundo, como os autovetores &, ...,
£ sao linearmente independentes, o tltimo determinante na Eq. (24) é diferente de zero. Em consequén-

cia, 0 wronskiano W[x", ..., x"](r) nunca se anula; portanto,x, ..., x formam um conjunto fundamental
de solugoes. Logo, a solugdo geral da Eq. (1) é
x=c1§ Ve +... 4§ We. (25)

Se A for real e simétrica (um caso particular de matrizes autoadjuntas), lembre-se, da Se¢do 7.3,de que
todos os autovalores r,, ..., r, t¢ém que ser reais. Além disso, mesmo que alguns autovalores sejam repeti-
dos sempre existe um conjunto completo de n autovetores £, ..., " que sio linearmente independentes
(de fato, ortogonais). Portanto, as solugdes correspondentes do sistema diferencial (1) dadas pela Eq.
(23) formam um conjunto fundamental de solugdes, e a solugdo geral ¢ dada, novamente, pela Eq. (25).
O exemplo a seguir ilustra esse caso.
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EXEMPLO Encontre a solugdo geral de

3 0 1 1
xX=]1 0 1] x. (26)
1 1 0
Note que a matriz de coeficientes € real e simétrica. Os autovalores e autovetores dessa matriz foram en-
contrados no Exemplo 5 da Segio 7.3: 1
n=2 §V=|1[; (27)
1
1 0
n=-1, n=-=1; §%@=| 0], &%=] 1]. (28)
-1 -1
Portanto, um conjunto fundamental de solugdes da Eq. (26) é
1 1 0
xXMo=|[1]e xPo=]| 0]e’, xPw=| 1]e, (29)
1 -1 -1
e a solugdio geral é
1 1 0
x=c 1| +e| Ofe"+es| 1]e. (30)
1 -1 =]

Este exemplo ilustra o fato de que embora um autovalor (r = ~1) tenha multiplicidade algébrica 2, pode ainda
ser possivel encontrar dois autovetores linearmente independentes £ e &Y ¢, entéo, construir a solugdo geral
(30).

O comportamento da solugio (30) depende, de modo critico, das condigdes iniciais. Para valores grandes de
r a primeira parcela na Eq. (30) ¢ a dominante; logo, se ¢, # 0, todas as componentes de x tornam-se ilimitadas
quando r — oc. Por outro lado, para determinadas condigoes iniciais ¢, pode ser zero. Nesse caso, a solugdo s6
tem termos exponenciais com poténcias negativas e x — 0 quando ¢ — oc, Os pontos iniciais que fazem com
que ¢, seja nulo sio exatamente aqueles que pertencem ao plano determinado pelos autovetores £ e £ as-
sociados aos dois autovalores negativos. Assim, solugoes que comegam nesse plano se aproximam da origem
quando f — oo, enquanto as outras solugdes tornam-se ilimitadas.

Se alguns dos autovalores ocorrem em pares complexos conjugados, entdo ainda existem n solugdes
linearmente independentes da forma (23), desde que todos os autovalores sejam distintos. E claro que
solugdes vindas de autovalores complexos tomam valores complexos. No entanto, como na Secdo 3.3, é
possivel obter um conjunto completo de solugdes reais. Isso serd discutido na Secao 7.6.

Dificuldades mais sérias podem ocorrer se um autovalor for repetido. Nessa eventualidade, o nimero
de autovetores linearmente independentes pode ser menor do que a multiplicidade algébrica do autova-
lor. Se for esse 0 caso, o nimero de solugdes linearmente independentes da forma £e” serd menor do que
n. Para construir um conjunto fundamental de solugdes é necessirio, entdo, procurar solugdes adicionais
de outra forma. A situagdo ¢ parecida com o caso de uma equagao linear de ordem n com coeficientes
constantes; uma raiz repetida da equagdo diferencial fornecia solugoes da forma e, re”, fe”, etc. O caso de
autovalores repetidos sera tratado na Se¢io 7.8.

Finalmente, se A for complexa, entdo os autovalores complexos nio precisam aparecer em pares con-
jugados e os autovetores sdo, em geral, complexos, mesmo que o autovalor associado seja real. As solu-
¢oes da equagio diferencial (1) ainda sdo da forma (23), desde que os autovalores sejam distintos, mas em
geral todas as solugdes sdo complexas.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6:

(a) Encontre a solugio geral do sistema de equagdes dado e descreva o comportamento das solugdes quando
t— 00

(b) Desenhe um campo de diregdes e faga o gréfico de algumas trajetérias do sistema.




310 CapiTuLO SETE

5
) -2 1 ) ' 3
"?/ 5.x=(1 _2)x &L 6‘x=(%

Em cada um dos Problemas 7 e 8:
(a) Encontre a solugdo geral do sistema de equagoes dado.

(b) Desenhe um campo de diregdes e algumas das trajetérias. Em cada um desses problemas a matriz de
coeficientes tem um autovalor nulo. Como resultado, o padrdo das trajetérias € diferente dos padroes nos
exemplos no texto.

o) b 4 -3 P — 3 6
& 7.x_(8 -6)" & S.x_(_l _2):(

Em cada um dos Problemas de 9 a 14, encontre a solugio geral do sistema de equagdes dado.

; & @ 2 241
9, x (_{_ I)x 0) x (—l —I—:’)x

I
Il

1 1 2 3 2 4
@x’ =11 2 I]x @ x'=|2 0 2]x
2 1 1 4 2 3
1 1 1 1 =1 4
13 x'= 2 1 -1]x 4. x=13 2 —1]x
-8 =5 -3 2 1 -1

Em cada um dos Problemas de 15 a 18. resolva o problema de valor inicial dado. Descreva o comportamento
da solugdo quando t — oc.

F 5 =1 2 : -2 1 1
@ X'= (3 l) X, x(0) = (_1) 16, %= (_5 4) X, x(0) = (,‘)
1 l 2 2 0 0 -1 7
@ X'= 0 2 2|x, x()=]0 Bux= 2 0 0| x, x(0)= 15
-1 1 3 1 -1 2 4 5

19. O sistema x' = Ax € andlogo a equagao de Euler de segunda ordem (Segdo 5.4). Suponha que x = &, onde
& € um vetor constante, e mostre que £ e r tém que satisfazer (A — rI)E = 0 para se obter solugdes ndo triviais
da equagio diferencial dada.

Referindo-se ao Problema 19, resolva o sistema de equagdes dado em cada um dos Problemas de 20 a 23. Su-
ponha que t > 0.

2 -1 5 -1
"= 2 =
20. tx (3 _z)x 21. 1x (3 l)x
' 4, =3 A 5 3 2
22, ix' = (8 _ﬁ)x 23 x'= (2 _z)x

Em cada um dos Problemas de 24 a 27 sdo dados os autovalores e autovetores da matriz A. Considere o sistema
correspondente x" = Ax.

(a) Esboce um retrato de fase do sistema.
(b) Esboce a trajetdria que passa pelo ponto inicial (2,3).
(c) Para a trajetéria no item (b), esboce os grificos de x, e de x, em fungdo de  no mesmo conjunto de eixos.

-1 - 1
@ n=-1 &= ( 2); n=-2 = (2)

gt




25.

26.

27.

28.

£, 30.

31.
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n=1, "= (;). n=2 &= (_2)

Considere um sistema 2 x 2 x" = Ax. Se supusermos que 7, # ry, a solugao geral é x = ¢, £V’ + c,£%e",
desde que £ ¢ &% scjam lincarmente independentes. Neste problema vamos estabelecer a independéncia
linear de §" e §* supondo que sdo linearmente dependentes e, depois, mostrando que isso nos leva a uma
contradigdo.

(a) Note que £ satisfaz a equagdo matricial (A - r1)§"" = 0; analogamente, (A - r,1)&2 = 0.

(b) Mostre que (A - r,)E" = (r, - ry)E".

(c) Suponha que £V e £ sdo lincarmente dependentes. Entdo ¢ &' + ¢, = 0 e pelo menos um entre ¢, e
¢, € diferente de zero; suponha que ¢, # 0. Mostre que (A - r.I)(c £ + c,§9) = 0 e que (A — rI)(c & +
€)= ¢/(r, = r.)§". Logo, ¢; = 0, uma contradi¢o. Portanto, £ e £ sdo linearmente independentes.

(d) Modifique o argumento no item (c) para o caso em que ¢, # 0.

(e) Faga um argumento semelhante para o caso em que a ordem n € igual a 3; note que o procedimento
pode ser estendido para um valor arbitrédrio de n,

Considere a equagio
ay" + by +cy=0. (i)
onde a. b ¢ ¢ sio constantes. Foi mostrado, no Capitulo 3, que a solugio geral depende das raizes da equa-
¢do caracteristica
ar’ + br+c=0. (ii)
(a) Transforme a Eq. (i) em um sistema de equagdes de primeira ordem fazendo x, = v, x, = v'. Encontre
% = " . . X
o sistema de equagdes x' = Ax satisfeito porx = (tl )
(b) Encontre a equagio que determina os autovalores da matriz de coeficientes A no item (a). Note que
essa equagdo ¢ simplesmente a equagio caracteristica (i1) da Eq. (i).
O sistema de dois tanques do Problema 21 na Segao 7.1 nos leva ao problema de valor inicial

. A -17
(3 3= -G
0 5 =21

onde x, e x. sdo os desvios dos niveis de sal Q, e Q. dos seus respectivos pontos de equilibrio.
(a) Encontre a solugdo do problema de valor inicial dado.

(b) Faga os grificos de x, e x, em fungio de  no mesmo conjunto de eixos.

(¢) Encontre o menor instante T tal que lx (1)l <05 e lx,(r)l < 0,5 paratodot > T.

Considere o sistema
X'= =1 =l X
T\ -1/

(a) Resolva o sistema para « = 0,5. Quais sdo os autovalores da matriz de coeficientes? Classifique o pon-
to de equilibrio na origem em relagio ao tipo.

(b) Resolva o sistema para a = 2. Quais sido os autovalores da matriz de coeficientes? Classifique o ponto
de equilibrio na origem em relagio ao tipo.

(c) As solugdes encontradas em (a) e (b) exibem dois tipos de comportamento bem diferentes. Encontre
os autovalores da matriz de coeficientes em fungio de « e determine o valor de « entre 0,5 ¢ 2 onde
ocorre a transigao de um tipo de comportamento para outro.

1=

=

Circuitos Elétricos. Os Problemas 32 e 33 tratam do circuito elétrico descrito pelo sistema de equagdes diferen-
ciais dado no Problema 21 da Segédo 7.1:

LT
d (1 L L 1 .
E(V)= 1 1 (v) @
cC CR
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i

32. (a) Encontre asolugio geral da Eq.(i)se R, =10, R, =5 Q,L=2HeC=3F.
(b) Mostre que I(f) — 0 e V(r) — 0 quando t — oo, independentemente dos valores iniciais /(0) e V(0).
33. Considere o sistema precedente de equagdes diferenciais (i).

(a) Encontre condigdes que R,, R,, C e L tém que satisfazer para que os autovalores da matriz de coefi-
cientes sejam reais e distintos.

(b) Se as condigdes encontradas no item (a) sdo satisfeitas, mostre que ambos os autovalores sdo ne-
gativos. Depois, mostre que I(t) — 0 e V() = 0 quando t — oo, independentemente das condigdes
mniciais.

(c) Se as condigdes encontradas no item (a) ndo forem satisfeitas, entao os autovalores sdo complexos ou
repetidos. Vocé acredita que /(r) — 0 e V(t) — 0 quando r — oo também nesses casos?

Sugestdo: uma abordagem possivel para o item (c) € transformar o sistema (i) em uma 1inica equagio de

segunda ordem. Vamos, também, discutir autovalores complexos e repetidos nas Se¢oes 7.6 ¢ 7.8.

7.6 Autovalores Complexos

Nesta segdo vamos considerar, novamente, um sistema de n equagdes lineares homogéneas com coefi-
cientes constantes

x' = Ax, (1)

onde a matriz de coeficientes A ¢ real. Se procurarmos solugoes da forma x = &7, entiio, como na Se¢io
7.5,segue que r lem que ser um autovalor e § um autovetor associado da matriz de coeficientes A. Lembre
que os autovalores r,, ..., r, de A sio as raizes da equagio

det(A —rl) =0, (2)
e que os autovetores associados satisfazem
(A —rhE =0. 3)

Se A for real, os coeficientes na equagdo polinomial (2) para r serdo reais ¢ os autovalores complexos
terdo que aparecer em pares conjugados. Por exemplo, se r, = A + ipt for um autovalor de A onde X ¢ p sdo
reais, entdo r, = A — ix também o serd. Para explorar o efeito de autovalores complexos, vamos comegar
com um exemplo.

Encontre um conjunto fundamental de solugoes reais do sistema
EXEMPLO ) §

.1 1
1 f:(_i _,_)x @)
2

e mostre-o graficamente.
A Figura 7.6.1 mostra um campo de diregdes para o sistema (4). Esse grdfico sugere que as trajetorias no
plano de fase sdo espirais aproximando-se na origem no sentido hordrio.

x;
B . SR LY
L e e e et iy g RN
P T P e e e e e ey, Sy, WAL %' NK
P o i ot e e . NN A A \
T e — N \ ] )
Al A AL
el }} J;J
' '- R AR 77
3 i
; AN L G
: ;gllilll{\ —— s
| {‘ VAN —— e -
HIRY. AT | e e e S
VANANSNSN S R —— e e e -
FAANANANNS SN e - -
VAN IR N O R L L S T
LA AN AANNNN 2 ! Rl e ot St s gt
LANNABA AN N RSN e
A A \\\ﬁ\l‘\\‘\ e ——————
N hed -
FIGURA 7.6.1 Um campo de diregdes para o Problema (4).
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Para encontrar um conjunto fundamental de solugdes, supomos que

x = ge" (5)

€ obtemos o conjunto de equagoes lineares algébricas

—%—r 1 g (0
g == \e) = o (6)

para os autovalores e autovetores de A. A equagdo caracteristica é

-1-r 1 :
) =r+r+3=0 (7)

portanto, 0s autovalores s30 r, = — +ier = —% ~ i, Um cdlculo direto a partir da Eq. (6) mostra que os auto-

vetores associados sio
1 1
({1 - @ _
§ = (f) §9 = (_,.)- (8)

Observe que os autovetores £'' e £ também siao complexos conjugados. Logo, um conjunto fundamental de

solugdes para o sistema (4) ¢
l y 1
.I. (=124 2) (=1/2=ipn
(t) = 3 1) = v .
(:) = = (—:’) o ©)

Para obter um conjunto de solugdes reais. precisamos encontrar as partes real e imagindria de x' ou de x®'.

De fato,
i | ) e cost [ e sent
X' =1 e "lcost+isent) = I -+ 5 : (10}
i e ' sent e ' cost

vy cost s [ SENUH
uit)=e '~ ‘ vit)=e "~ (11)
—sent cost

¢ um conjunto de solugoes reais. Para venificar que u(r) e v(r) sdo linearmente independentes, vamos calcular
seu wronskiano:

Portanto,

12 hee —1/2 &
¢ T Ccost e T sent|

Wiu, v)(r)

w1/ -1/2 .
—e"?sent e cost

e '(cos’t +sen’t) = e

1]

Como o wronskiano nunca se anula, segue que u(r) e v(r) formam um conjunto [undamental de solugdes (reais)
do sistema (4).
Os grificos das solugdes u(r) e v(r) aparecem na Figura 7.6.2a. Como

1 0
u(l) = (U) . v(0) = (I) 5

os grificos de u(r) e de v(r) contém os pontos (1,0) e (0, 1), respectivamente. Outras solugdes do sistema (4) sdo
combinagoes lineares de u(r) e v(r), e a Figura 7.6.2a mostra, também, algumas dessas solugoes. Todas as traje-
torias se aproximam da origem ao longo de uma espiral quando r— oo, formando uma infinidade de caminhos
em torno da origem; isso € devido ao fato de que as solugdes (11) sdo produtos de uma exponencial decrescente
com fatores seno ou cosseno. Alguns grificos tipicos de x, em fungao de r estiio ilustrados na Figura 7.6.2b; cada
uma representa uma oscilagio decrescente no tempo.

A Figura 7.6.2a € tipica de sistemas de segunda ordem x” = Ax cujos autovalores sdo complexos com parte
real negativa. A origem é chamada de ponto espiral ¢ ¢ assintoticamente estdvel, ji que todas as trajetorias se
aproximam dela quando ¢ aumenta. Para um sistema cujos autovalores tém parte real positiva as trajetorias
sdo semelhantes as da Figura 7.6.2a, exceto que o sentido do movimento ¢ oposto, se afastando da origem, e
as trajetdrias sio ilimitadas. Nesse caso, a origem ¢ instdvel. Se a parte real dos autovalores € nula, entéo as
trajetdrias nem se aproximam da origem nem se tornam ilimitadas, mas, em vez disso, percorrem repetidamente
uma curva fechada em torno da origem. Nesse caso, a origem é chamada de centro e é também dita estdvel, mas
ndo assintoticamente estdvel. Nos trés casos o sentido do movimento pode ser hordrio, como neste exemplo, ou
trigonométrico, dependendo dos elementos na matriz de coeficientes A.
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(a) (b)

FIGURA 7.6.2 (a) Trajetérias do sistema (4): a origem ¢ um ponto espiral. (b) Grificos de x, em fungio de
para o sistema (4).

Voltando & equagdo geral (1)
= AX,

Podemos proceder como no exemplo. Suponha que existe um par de autovalores complexos conjugados
ro=h+iper =i—ipn Entido os autovetores associados &' ¢ &7 tamb¢ém sdo complexos conjugados. Para
ver isso, suponha que r, e £ satisfazem

A-nht" =0. (12)
Calculando a equagio complexa conjugada dessa equagio ¢ observando gque A ¢ 1silo reais. obtemos
(A-FDED =0, (13)

onde r, e £ siio os complexos conjugados de r, e de &', respectivamente. Em outras palavras, r. = 1,
também ¢é um autovalor e £ = §'" ¢ um autovetor associado. As solugbes correspondentes

xlll(”=$ll}£,r|!. xl!)“):gllr{,i,: “_”

da equagdo diferencial (1) sdo, entdo, complexas conjugadas uma da outra, Portanto. como no Exemplo
1, podemos encontrar duas solugdes reais da Eq. (1) correspondentes aos autovalores r, e r, tomando as
partes real e imagindria de x'"(1) ou de x"(r) dadas pela Eq. (14).

Vamos escrever &' = a + ib, onde a e b sado reais: entio,

"mu) = (a + ib)e+iwr
= (a + ib)e (cos jut + i senyut). (15)
Separando x"'(f) em suas partes real e imagindria, obtemos
xV(1) = € (acos ut — bsenur) + ie* (asenut + b cos ut). (16)
Se escrevermos x'"(r) = u(r) + iv(r), entdo os vetores
u(t) = e (acos ut — bsenpt), (17
v(1) = e (asenput+ bcos ut)

sio solugdes reais da Eq. (1). E possivel mostrar que u ¢ v sio solugdes linearmente independentes (veja
o Problema 27).

Por exemplo, suponha que a matriz A tem dois autovalores complexos r; = A + ipe, r, = A — iy, e que ry,
..., I, sdo reais e distintos. Sejam £V = a + ib, £ = a - ib, &Y, ..., £ os autovetores associados. Entilo, a
solugdo geral da Eq. (1) é

x = ciu(t) + cav(t) + e3¢ Ve + - 4,8 Ve, (18)
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onde u(r) e v(r) sdo dados pelas Egs. (17). Enfatizamos que essa anilise sc aplica apenas quando a matriz
de coeficientes A na Eq. (1) for real. pois s6 nesse caso os autovalores e autovetores complexos tém que
aparecer em pares complexos conjugados.

Para sistemas 2 x 2 com coeficientes reais, completamos nossa descrigio dos trés casos principais que
podem ocorrer.

1. Autovalores reais com sinais opostos; x = 0 ¢ um ponto de sela.
2. Autovalores reais diferentes, mas com o mesmo sinal: x = 0 ¢ um na.
3. Autovalores complexos com parte real diferente de zero;x = 0 ¢ um ponto espiral.

Outras possibilidades sdo menos importantes e ocorrem como transigio entre dois dos casos que aca-
bamos de listar. Por exemplo, um autovalor zero ocorre durante a transigiio entre um ponto de sela € um
n6. Autovalores imagindrios puros ocorrem durante a transigdo entre pontos espirais assintoticamente
estdveis e instdveis. Finalmente, autovalores reais e iguais aparecem durante a transiciio entre nos e pon-
tos espirais.

O sistema

, o 2
X' = 2 0 X (19)
contém um parametro a. Descreva como as solugdes dependem qualitativamente de a: em particular, encontre
os valores criticos de o nos quais 0 comportamento gualitativo das trajetérias no plano de fase muda drastica-
mente.
O comportamento das trajetorias € controlado pelos autovalores da matriz de coeficientes. A equagéo ca-
racteristica é

F—ar+4=0, (20)
de modo que os autovalores sio
at Vol -16
- 1)

Da Eq. (21) segue que os autovalores sao complexos conjugados para -4 < « < 4 ¢ reais nos outros casos. Assim,
dois valores criticos sio o = -4 ¢ & = 4, onde os autovalores mudam de reais para complexos ou vice-versa. Para
a < —4 ambos os autovalores sio negativos. de modo que todas as trajetdrias se aproximam da origem, qﬁl-.le_é'

—um no assintoticamente estavel. Para o > 4 ambos os autovalores sdo positivos, de modo que a origem €, nova-
mente, um no, s6 que dessa vez instavel; todas as trajetorias (exceto x = 0) se tornam ilimitadas. No intervalo
intermediirio -4 < « < 4 os autovalores sao complexos e as trajetorias sio espirais. No entanto, para -4 < o <
0 a parte real dos autovalores é negativa, as espirais estio orientadas para dentro e a origem ¢ assintoticamen-
te estdvel. enquanto para 0 < & < 4 a parte real dos autovalores ¢ positiva e a origem € instdvel. Assim,a =0
também ¢ um valor critico, onde o sentido do movimento espiral muda de dentro para fora. Para esse valor de
o a origem € um centro e as lrajetorias sdo curvas fechadas em torno da origem, correspondendo @ solugdes
m:npn. Os outros valores criticos, v = £4, geram autovalores reais € iguais. Nesse caso a origem
¢, novamente, um nd, mas o retrato de fase ¢ um pouco diferente daqueles da Segdo 7.5. Vamos analisar esse
caso na Segiao 7.8.

Um Sistema Mola-Massa Miltiplo. Considere o sistema com duas massas e trés molas ilustrado na Figura
7.1.1, cujas equagdes de movimento sio dadas pelas Egs. (1) na Segdo 7.1. Se supusermos que ndo hd
forgas externas, entdo F\(1) = 0, Fy(r) = 0 e as equagdes resultantes sdo

—(ky + k2)xy + kaxa,

(22)
mZTi-;*i- = kax; — (k2 + ka)x;.

Essas equagdes podem ser resolvidas como um sistema de duas equagoes de segunda ordem (veja o Pro-

blema 29), mas consistente com nossa abordagem neste capitulo vamos transformé-las em um sistema de

quatro equagdes de primeira ordem. Sejam y, = x,.y; = X,, y, = x{ e y, = x;. Entdo

=ys Ya=ye (23)
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e, das Egs. (22),
myyy = —(ki + k2)y1 + kaya, mayy = kayy — (k2 + ka)ya. (24)
O exemplo a seguir trata um caso particular desse sistema com duas massas e trés molas.
EXEMPLO Suponha que m, =2,m,=9/4,k; = 1,k; =3 e ky=15/4 nas Eqs. (23) e (24), de modo que essas equagoes ficam
3 Y=y Yi=yn  Vi==n+in ¥i=3n-3n (25)

Analise os movimentos possiveis descritos pelas Egs. (25) e desenhe gréficos mostrando comportamentos tipicos.
Podemos escrever o sistema (25) em forma matricial como

0 0 1 0
, o 0 0 1 " y
Y1232 o of ™ 25!

4/3 =3 0 0

Tenha em mente que y, e y, sdo as posigoes das duas massas em relages as suas posi¢oes de equilibrio e que y,
e y, sio suas velocidades. Supomos, como de hdbito, que y = §¢”, onde r tem que ser um autovalor da matriz A e
£ um autovetor associado. E possivel, embora trabalhoso, encontrar os autovalores ¢ autovetores de A manual-
mente, mas é mais ficil com um programa de computador apropriado. O polindmio caracteristico de A ¢

PSP A=+ 007 +4) (27)
de modo que os autovalores sdo r, = i, ry = —i,ry = 2i ¢ r; = =2i. Os autovetores associados sao
3 3 3 35
2 2 -4 -4
th M h _ o 28
$ 3i : ~3i $ 6l ¢ -6i | s
2i -2i —8i 8i

As solugoes complexas £1'¢! e £ sio complexas conjugadas, logo podemos encontrar duas solugoes reais
usando as partes real ¢ imagindria de uma das solugdes complexas. Por exemplo, temos

{3

2
EIII"" Fma 3 (cost 4isent)

i
\21’

3cost 3sent

2cost i 2sent Wy + v (e) 29)

== '] =uw v 0. H

—3sent 3cost {
k—ZscnI 2cost

De maneira semelhante, obtemos

[ 3

3 —4
EV = i (cos2t + i sen2t)
i
\-8i
{ 3cos2t 3sen2s
—4cos 2t S —4sen2t Dy 4 iy X
= i =u" - L
—6sen2t Boos | =W WO (30)
\ 8sen2t —8cos 2t

Deixamos a seu cargo a verificagio de que u'", ¥V, u? e ¥ sdo linearmente independentes e formam, portanto,
um conjunto fundamental de solugdes. Assim, a solugdo geral da Eq. (26) ¢

3cost 3senr 3cos 2t 3sen2s
gio 2cost g 2sent 6 —4cos 2t [y —4sen2t 31)
—3sent “|3cost —6sen2t 6cos 2t |’ J
—2sent 2cost 8sen 2t —8cos 2t

onde ¢,, ¢,, ¢, € ¢, sA0 constantes arbitrarias.
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O espago de fase para esse sistema tem dimensio quatro e cada solugio, obtida por um conjunto particu-
lar de valores para ¢, ....c, na Eq. (31). corresponde a uma trajetéria nesse espago. Como cada solugio, dada
pela Eq. (31), € peri6dica com periodo 277, cada trajetéria € uma curva fechada, Nio importa onde a trajetéria
comega em =0, ela retorna a esse ponto em £ = 2, 1 = 4, ¢ assim por diante, percerrendo a mesma curva re-
petidamente em intervalos de tempo de comprimento 2. Ndo tentaremos mostrar nenhuma dessas trajetérias
de dimensio quatro aqui. Em vez disso, mostramos proje¢des de algumas trajetérias nos planos y,y; ou y,y, nas
figuras mais adiante, mostrando, assim, o movimento de cada massa separadamente.

As duas primeiras parcelas 4 direita do sinal de igualdade na Eq. (31) descrevem movimentos com fre-
quéncia | e periodo 271, Note que y, = (2/3)y, nessas parcelas e que v, = (2/3)y,, Isso significa que as duas massas
se movem para a frente e para trds juntas, sempre no mesmo sentido. mas com a segunda massa percorrendo
dois tergos da distancia percorrida pela primeira, Se focalizarmos na solugio u')(r) e fizermos o gréfico de y, e
vy, em fungio de f nos mesmos eixos, obteremos os grificos de cossenos com amplitudes 3 e 2, respectivamente,
ilustrados na Figura 7.6.3a. A trajetoria da primeira massa no plano y,v, permanece no circulo de raio 3 na Fi-
gura 7.6.3b, percorrido no sentido hordrio comegando no ponto (3,0) e completando uma volta em um tempo
2. Esta figura tamb¢ém mostra a trajetdria da segunda massa no plano y,y,. que permanece no circulo de raio
2, também percorrido no sentido hordrio comegando em (2, 0) e também completando uma volta em um tem-
po 27. A origem ¢ um centro nos planos respectivos v,y e v,v,. Gréficos semelhantes (com um deslocamento
apropriado no tempo) sio obtidos de v'" ou de uma combinagio linear de u''' e ¥v'"),

As parcelas remanescentes a direita do sinal de igualdade na Eq. (31) descrevem movimentos com frequén-
cia 2 ¢ periodo . Observe que nesse caso y, = - (4/3)y, & v, = - (4/3)y,. Isso significa que as duas massas esldo
sempre se movendo em sentidos opostos e que a segunda massa percorre quatro tergos da distincia percorrida
pela primeira. Considerando apenas u'”'(r) e fazendo os grificos de y, e y, em fungio de 1 nos mesmos eixos,
obtemos a Figura 7.6.4a. Existe uma diferenga de fase de 7 ¢ a amplitude de v, ¢ de quatro tercos da amplitu-

yalya)
3

(a) ()
FIGURA 7.6.3 (¢) Um grifico de y, em fungio de 1 e de y, em fungdo de 1 para a solugdo u"(r). (b) Super-
posigio de projegdes de trajetorias nos planos vy, ¢ y,v, para a solugio u'"(r).

¥ yalya) Puniis
L3 ol Y2 ", ks " -1 4y\" +75°=36
! \ Y1 A 1\ g "‘
Iy ! \ "B ] ' \
I I 4 o I \
| \ J ' ! ! ] |
2H A [ P
[ P ) Iy [
1 1 ' \ 1 \ i \
i 1 | 1 : \ I \
! ] ] ' 1 U L]
! Y 1 | ! | (I
! 2 4 ‘5 h B | lq 112 t
I ‘| ! 1 ! " ! |
I \ ! ! H : 1 \
! vl ! ) \ ! 1
-2 i 3 ) v ! '
] Vg 1 I \ I [l
i 1 Y. ] \
1 \ ! (A X ] i
'] \ ! v I ] N \
i \J i b \
=4 ¥~ - L3 - .
{a) (b)

FIGURA 7.6.4 (a) Um grafico de y, em fungio de ¢ e de y, em fungdo de ¢ para a solugdo u(1). (b) Super-
posigio de projegdes de trajetérias nos planos y,v, € y,y, para a solugdo u(r).
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de de y,, confirmando as afirmagdes precedentes sobre o movimento das massas. A Figura 7.6.4b mostra uma
superposigio das trajetorias das duas massas em seus respectivos planos de fase. Ambas sao elipses, a interna
correspondendo a primeira massa e a externa a segunda. A trajetéria da elipse interna comeca em (3,0) e ada
elipse externa em (-4, 0). Ambas sio percorridas no sentido hordrio e a volta € completada em um tempo 7. A
origem ¢ um centro nos planos respectivos y,v, € y,v,. Mais uma vez, grificos semelhantes sdo obtidos de v'* ou
de uma combinagdo linear de u' e v,

Os tipos de movimento descritos nos dois paragrafos precedentes sao chamados de modos fundamentais
de vibragio para o sistema com duas massas. Cada um deles resulta de condigdes iniciais bem especiais. Por
exemplo, para obter o modo fundamental de frequéncia 1 ambas as constantes, ¢, ¢ ¢,. na Eq. (31) tém que ser
nulas. Isso s6 ocorre para condigdes iniciais nas quais 3y,(0) = 2y,(0) e 3y,(0) = 2y,(0). Analogamente. 0 modo
fundamental de frequéncia 2 s6 ¢ obtido quando ambas as constantes, ¢, e ¢,, na Eq. (31) sdo nulas - ou seja,
quando as condigoes iniciais sdo tais que 3y,(0) = —4y,(0) ¢ 3y,(0) = - 4y,(0).

Para condigdes iniciais mais gerais, a solugdo é uma combinagdo dos dois modos fundamentais. A Figura
7.6.5a mostra um gréfico de y, em fungio de ¢ para um caso tipico, ¢ a proje¢io da trajetoria correspondente
no plano y,y, estd na Figura 7.6.5b. Esta dltima figura pode dar uma ideia errada, jd que mostra a proje¢iio da
trajetéria cruzando a si mesma, Isso ndo pode ocorrer na trajetéria real em quatro dimensoes, pois violaria o
teorema peral de existéncia e unicidade: ndo podem existir duas solugdes diferentes saindo do mesmo ponto
inicial.

ANV ALY A
/ 5\]1\/15\:

(b)

FIGURA 7.6.5 Uma solugio do sistema (22) satisfazendo as condigoes iniciais y(0) = (—1,4,1,1). (@) Um grifico
de y, em fungdo de ¢. (b) a projegio da trajetdria no plano y,y,. Como dito no texto, a trajetéria real em quatro
dimensdes ndo se intersecta.

PROBLEMAS

Em cada um dos Problemas de 1 a 6:

(a) Expresse a solugio geral do sistema de equagdes dado como combinagio de fungoes reais.

(b) Desenhe, também, um campo de diregdes, esboce algumas trajetérias e descreva o comportamento das
solugdes quando t — oo.

R
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Em cada um dos Problemas 7 e 8, expresse a solugio geral do sistema de equagdes dado em termos de fungdes

reais.
0 0 -3 0 2
1 =2]x x'= 1 -1 0]x
2 1

-2 =1 0

~
a-‘
Il

L g —

Em cada um dos Problemas 9 ¢ 10, encontre a solugdo do problema de valor inicial dado. Descreva o
comportamento da solugao quando 1 — oc.

1 -5 | -3 2 _ 1
g. f= . = "= 5 =
X (l _3) X x((h (]) X (_[ _1) X x(0) (“2)

Em cada um dos Problemas 11 e 12:

(a) Encontre os autovalores do sistema dado.

(b) Escolha um ponto inicial (diferente da origem) ¢ desenhe a trajetoria correspondente no plano x,x,.

(¢) Para asua trajetoria encontrada em (b). desenhe os graficos de x, ¢ x, em fungio de «.

(d) Para a sua trajetoria encontrada em (b). desenhe o grafico correspondente no espago tridimensional rx,x..

I 3 B -4 2
11. x'=(: _!)x ." 12. s':(_'; )x
4

Em cada um dos Problemas de 13 a 20, a matriz de coeficientes contém um paridmetro o. Em cada um desses
problemas:

k-2

(a) Determine os autovalores em fungio de w.

(b) Encontre o valor ou valores criticos de o onde a natureza qualitativa do retrato de fase para o sistema
muda.

(c) Desenhe retratos de fase para um valor de o ligeiramente menor e para outro valor ligeiramente maior do
que cada valor critico.

eO-(1) e O-( )

.'b:! IQ X = 2 _‘5 \ l"':i 16 xcz ; :: x
Ls.x=(" 7 ¢ 6x=" |
o

é'&@x’ = (_T _lg)x "2, 20. x' = (: ':)x

Em cada um dos Problemas 21 e 22, resolva o sistema de equagoes dado pelo método do Problema 19 da Secéo
7.5. Suponha que 1 > 0.

) -1 -1 : 2 -5
21.:1—(2 _l)x 22.m_(I _2)3

Em cada um dos Problemas 23 e 24:
(a) Encontre os autovalores do sistema dado.

(b) Escolha um ponto inicial (diferente da origem) e desenhe as trajetorias correspondentes no plano xx,.
Desenhe, também, as trajetorias nos planos x,.x, € x,x;.

(c) Para o ponto inicial do item (b), desenhe a trajetdria correspondente no espago X, Xaty.
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1
. B.x=|-1 -}
0

i

QO

-1 1
1
4

0 i

0 |x éz,x'z -1 -
1

4

0 0 0

al-

25. Considere o circuito elétrico ilustrado na Figura 7.6.6. Suponhaque R, = R, =4 (. C= % Fel =8H.

(a) Mostre que esse circuito € descrito pelo sistema de equagdes diferenciais

s (-1 ()

onde / ¢ a corrente passando no indutor e V' € a queda de voltagem através do capacitor. Sugestdo: veja o
Problema 19 da Segdo 7.1.

(b) Encontre a solugdo geral das Eqs. (i) como combinagio de fungoes reais.
(c) Encontre I{t)e V(f)se I{0)=2A e V(0)=3V.

(d) Determine os valores limites de /() e V(r) quando ¢ — oc. Esses valores limites dependem das condi-
¢oes iniciais?

R,

R,

FIGURA 7.6.6 O circuito no Problema 25.

26. O circuito elétrico ilustrado na Figura 7.6.7 € descrito pelo sistema de equagdes diferenciais

27.

l

d(r\_ : L|(1 _
a\v] | 1 1 v)]: (i)
TG RC
C
1t
I\
R
——ANN—2
L
YT

FIGURA 7.6.7 O circuito no Problema 26.

onde / € a corrente passando no indutor e V € a queda de voltagem através do capacitor. Essas equagoes

diferenciais foram deduzidas no Problema 19 da Segdo 7.1.

(a) Mostre que os autovalores da matriz de coeficientes sio reais e distintos se L > 4R*C; mostre que sdo
complexos conjugados se L < 4R’C.

(b) Suponhaque R=1(,C= % F e L =1 H. Encontre a solugio geral do sistema (i) neste caso.

(c) Encontre I(f)e V(r)se I(0)=2Ae V(0)=1V.

(d) Para o circuito no item (b), determine os valores limites de /(1) e V(r) quando 1 — oo, Esses valores
limites dependem das condigdes iniciais?

Vamos indicar, neste problema. como mostrar que u(t) e v(t), dados pelas Eqgs. (17), sdo linearmente inde-

pendentes. Sejam 7, = A + ip e ¥, = A — i um par de autovalores conjugados da matriz de coeficientes A da

Eq. (1);sejam §" = a + ib e 'Y = a - ib os autovetores associados. Lembre-se de que foi dito na Segio 7.3

que se r, # 1, entdo &Y e " sdo linearmente independentes.

(a) Vamos mostrar, primeiro, que a e b sdo linearmente independentes. Considere a equagio c,a + ¢;b =
0. Expresse a e b em fungdo de £ e de '), e depois mostre que (¢, — ic;)§" + (¢, + ic.)EV = 0.
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(b) Mostre que ¢, - ic, =0 e ¢, + ic; = 0 e que, portanto, ¢, = 0 e ¢; = 0. Em consequéncia, a e b sio linear-
mente independentes.

(c) Para mostrar que u(r) e v(r) sdo linearmente independentes, considere a equagdo c,ulz,) + cv(n) =0,
onde 7, ¢ um ponto arbitrdrio. Reescreva essa equagio em termosde ac b ¢ depois prossiga como no

item (b) para mostrar que ¢, = 0 e ¢, = 0. Logo, u(t) e v(t) sio linearmente independentes no ponto
arbitrdrio 1,. Portanto, sio linearmente independentes em qualquer ponto ¢ em qualquer intervalo.

Uma massa m em uma mola com constante k satisfaz a equagao diferencial (veja a Segdo 3.7)
mv" 4+ kv =0,

onde v(r) € o deslocamento da massa no instante 1 a partir de sua posigio de equilibrio.
(a) Sejam x, = v e x, = v';mostre que o sistema resultante é

{0
¥ ~k/m 0 v

(b) Encontre os autovalores da matriz para o sistema no item (a).

(c) Esboce diversas trajetonas do sistema. Escolha uma de suas trajetdrias ¢ esboce os graficos corres-
pondentes de x, e de x, em fungdo de r. Esboce ambos os gréficos no mesmo conjunto de eixos.

(d) Qual a relagdo entre os autovalores da matriz de coeficientes e a frequéncia natural do sistema mola-
massa?

Considere o sistema com duas massas ¢ trés molas do Exemplo 3 no texto. Em vez de converter o proble-

ma em um sistema de quatro equagdes de primeira ordem. vamos indicar aqui como proceder diretamente
das Egs. (22).

(a) Mostre que as Eqs, (22) podem ser escritas na forma

('— 3‘(
X .-=
43 -

(b) Suponha que x = &¢" ¢ mostre que

PV N ]

LPS I N ]

) X =AX. (i)

(A-r'DE=0.

Note que #* (em vez de r) ¢ um autovalor de A associado ao autovetor &,

(¢) Encontre os autovalores ¢ autovetores de A.

(d) Escreva expressoes para v e x,. Deve haver quatro constantes arbitrdrias nessas expressoes.

(¢) Diferenciando os resultados do item (d), escreva expressoes para x| e x:. Seus resultados nos itens (d)
¢ (e) devem estar de acordo com a Eq. (31) no texto.

Considere o sistema com duas massas e trés molas cujas equagdes de movimento sdo as Egs. (22) no texto.

Suponha quem, = 1.m,=4/3. k=1, k.=3ek,=4/3

(a) Como no texto, transforme o sistema em quatro equagdes de primeira ordem da forma y’ = Ay. De-
termine a matriz de coeficientes A.

(b) Encontre os autovalores e autovetores de A.

(c) Escreva a solugio geral do sistema.

(d) Descreva os modos fundamentais de vibragio. Para cada modo fundamental, desenhe gréficos de y, ¢
de y, em fungio de r. Desenhe, também, as trajetdrias correspondentes nos planos y,vs € y.y..

(¢) Considere as condigdes iniciais y(0) = (2, 1.0, 0)". Calcule as constantes arbitrdrias na solugio geral
do item (c). Qual o periodo do movimento nesse caso? Desenhe gréficos de y, e de y, em fungdo de
t. Desenhe, também, as trajetorias correspondentes nos planos y,y; € ¥y, Certifique-se de que vocé
compreende como as trajetrias sdo percorridas durante um periodo completo.

(f) Considere outras condigdes iniciais de sua escolha e desenhe graficos semelhantes aos pedidos no
item (e).

Considere o sistema com duas massas e trés molas cujas equagdes de movimento sio as Egs. (22) no texto.

Suponhaque m, =m, =1,k =k, =k;=1.

(a) Como no texto, transforme o sistema em quatro equagdes de primeira ordem da forma y* = Ay. De-
termine a matriz de coeficientes A.

(b) Encontre os autovalores ¢ autovetores de A.

(c) Escreva a solugio geral do sistema.

(d) Descreva os modos fundamentais de vibragio. Para cada modo fundamental, desenhe gréficos de y,
e de y, em fungio de . Desenhe, também, as trajetorias correspondentes nos planos y,y; € y,y..
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(e) Considere as condigdes iniciais y(0) = (-1, 3,0,0)". Calcule as constantes arbitrdrias na solugéo geral
do item (c). Desenhe grificos de y, e de y, em funcio de r. Vocé acha que a solugdo ¢ periddica? De-
senhe, também, as trajetdrias correspondentes nos planos y,y, € v, V..

(f) Considere outras condigdes iniciais de sua escolha e desenhe gréificos semelhantes aos pedidos no
item (e).

7.7 Matrizes Fundamentais

EXEMPLO

A estrutura de solugdes de sistemas de equagoes diferenciais lineares pode ficar mais clara pela introdu-
¢io da ideia de matriz fundamental. Suponha que x"(¢), ..., x"”)(r) formam um conjunto fundamental de
solugdes para a equagao

X' =P(nx (1)
em algum intervalo @ < ¢ < . Entdo, a matriz
S (3 TR S (3
i =| : . (2)
x:lllu) LT .l'L"j(”

cujas colunas sio os vetores x''(1), ..., x"'(r), é dita uma matriz fundamental para o sistema (1). Note que
uma matriz fundamental é invertivel, ji que suas colunas sio vetores lincarmente independentes,

Encontre uma matriz fundamental para o sistema

rail, | X 3
x = 4 ) * (3)
No Exemplo | da Seg¢do 7.5 vimos que

a3 =1
iy =(.5). x'() = ‘
2e¥ —2e!

sdo solugdes lincarmente independentes da Eq. (3). Assim, uma matriz fundamental para o sistema (3) ¢

W (1) = 5
T 26 —2et) (4)

A solugio de um problema de valor inicial pode ser escrita de mancira bem compacta em termos de
uma matriz fundamental. A solugdo geral da Eq. (1) €

x=cxV@O) +- -+ ex" () (5)
ou,em termos de W(r),
x = W¥()c, (6)

onde ¢ é um vetor constante com componentes arbitrdrias ¢y, ..., ¢,. Para um problema de valor inicial
consistindo na equagdo diferencial (1) e na condigio inicial

x(f9) = x", (7)

onde £, ¢ um ponto dado em & < r < f e x" ¢ um vetor inicial dado, basta escolher o vetor ¢ na Eq. (6) que
satisfaga a condigio inicial (7). Portanto, ¢ tem que satisfazer

W(f)e = x". (8)
Logo, como ¥(1,) ¢ invertivel,

c =¥ ()X’ 9)
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X = W)W (z)x" (10)

¢ a solugido do problema de valor inicial (1), (7). Enfatizamos, no entanto, que para resolver um problema
de valor inicial dado normalmente resolvemos a Eq. (8) por redugio de linhas e, depois, substituimos a
solugdo ¢ na Eq. (6), em vez de calcular W'(¢,) e usar a Eq. (10).

Lembre-se de que cada coluna da matriz fundamental W € uma solugio da Eq. (1). Segue que W satis-
faz a equacgdo diferencial matricial

v o= P()W. (11)

Essa relagdo € confirmada imediatamente comparando-se os dois lados da Eq. (11) coluna a coluna.

Algumas vezes € conveniente usar a matriz fundamental especial, denotada por #(r), cujas colunas
sd0 os vetores x'V(1), ..., x""'(r) dados no Teorema 7.4.4. Além da equagdo diferencial (1), esses vetores
satisfazem as condigdes iniciais

x? () = €, (12)

onde e"' € o vetor unitdrio, definido no Teorema 7.4.4. com um na j-ésima posi¢io e zeros em todas as
outras componentes. Assim, ®(r) tem a propriedade

1 0 --- 0
o1 --- 0

(b(fn) = . : : =T (13)
0o 0 - 1

Vamos sempre reservar o simbolo @ para denotar a matriz fundamental que satisfaz a condigdo inicial
(13) e usar W quando se desejar uma matriz fundamental arbitrdria. Em termos de (), a solugao do
problema de valor inicial (1), (7) parcce até mais simples; como @'(1,) = I, segue da Eq. (10) que

x=®x". (14)

Embora a matriz fundamental @(r) seja. muitas vezes, mais complicada do que ¥(1), ela sera particular-
mente Uil se o mesmo sistema de equagdes diferenciais for resolvido repetidamente sujeito a condigoes
iniciais diferentes. Isso corresponde a um sistema fisico dado que pode comegar em muitos estados ini-
ciais diferentes. Se a matriz fundamental () tiver sido determinada, entdo a solugdo para cada conjunto
de condigoes iniciais poderd ser encontrada simplesmente através da multiplicagdo de matrizes, como
indicado na Eq. (14). A matriz ®(r) representa, assim, uma transformagao das condigdes iniciais x’ na
solugdo x(f) em um instante arbitrdrio r. Comparando as Eqs. (10) e (14), € claro que ®(r) = W()¥'(1).

Para o sistema (3).

()

no Exemplo 1, encontre a matriz fundamental € tal que ®(0) =1
As colunas de @ sio as solugdes da Eq. (3) que satisfazem as condigdes iniciais

x(0) = (6), x20) = (?). (15)

x=¢ (:12) eV 40, (_é) e,
I

podemos encontrar a solugio que satisfaz o primeiro conjunto de condigdes iniciais escolhendo ¢, = €= 3
analogamente, obtemos a solugdo que satisfaz o segundo conjunto de condigoes iniciais escolhendo ¢, = s e ¢
=-1. Logo,

Como a solugao geral da Eq. (3) é

®(1) =

k'] -t 1.3 4 L=t
e —e 1e¥ + je

Note que os elementos de ®(1) sio mais complicados que os da matriz fundamental W(r) dada pela Eq. (4); no

> 3 entanto, agora € facil determinar a solugdo correspondente a qualquer conjunto de condigdes iniciais.
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A Matriz exp(At) Lembre que a solugdo do problema de valor inicial escalar
x' = ax, x(0) = xp, (17)
onde a ¢ constante, €
x = xpexp(ar). (18)
Considere, agora, o problema de valor inicial correspondente para um sistema n x n, a saber,
X =Ax, x(0)=x" (19)

onde A ¢ uma matriz constante. Aplicando os resultados desta segio ao problema (19), podemos escrever
sua solugdo como

x = ®()x’, (20)

onde ®(0) = I. A comparagio entre os problemas (17) e (19) e suas solugdes sugere que a matriz ®(r)
pode ter um cardter exponencial. Vamos explorar essa possibilidade.
A fungio exponencial escalar exp(at) pode ser representada pela série de poténcias
— a"t"
n!’

explat) =1+
n=]
que converge para todo £. Vamos, agora, substituir o escalar a pela matriz n x n constante A e considerar
a série correspondente

(21)

o< n 2,2 n

At Acr- At

1+ =l e e = ey (22)
n=1

Cada termo na série (22) é uma matriz n x n. E possivel mostrar que cada elemento dessa soma de matri-
zes converge para todo ¢ quando n — oo. Logo, a série (22) define uma nova matriz como sua soma, que
denotamos por exp(At), ou seja,

exp(An =1+ :l Aﬂf (23)
andloga a expansdo (21) da fungio escalar exp(ar).
Diferenciando a série (23) termo a termo, obtemos
‘%[exp(m)] = ,.2_1: (nn_;";;. = A [I 4 ::Z_l: A::"] = A exp(Ar). (24)
Assim, exp(Ar) satisfaz a equagio diferencial
% exp(At) = Aexp(Atl). (25)
Além disso, quando ¢ = 0 exp(Ar) satisfaz a condigdo inicial
exp(Ar) L™ L (26)

A matriz fundamental ¢ satisfaz o mesmo problema de valor inicial que exp(Ar), a saber,
P =Ad, @(0) =L (27)

Entdo, pela parte referente a unicidade no Teorema 7.1.2 (estendido para equagoes diferenciais matri-
ciais) concluimos que exp(Ar) e a matriz fundamental ®(¢) sio iguais. Assim, podemos escrever a solugio
do problema de valor inicial (19) na forma

x = exp(Anx’, (28)

que ¢ andloga a solugdo (18) do problema de valor inicial (17).

Para justificar, definitivamente, a utilizagdo de exp(Ar) para a soma da série (22) deveriamos demons-
trar que essa fungdo matricial tem as propriedades que associamos a fungdo exponencial usual. Um modo
de fazer isso estd esquematizado no Problema 15.
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Matrizes Diagonalizdveis. A razao bésica pela qual um sistema lincar de equagoes (algébricas ou diferen-
ciais) apresenta alguma dificuldade € que as equagdes estdo, em geral, acopladas. Em outras palavras,
algumas das equagdes, ou todas elas, envolvem mais de uma das inc6gnitas — tipicamente, todas elas. Por-
tanto, as equagdes em um sistema tém que ser resolvidas simultaneamente. Por outro lado, se cada equa-
¢do dependesse de uma tnica varidvel entdo cada equagédo poderia ser resolvida independentemente de
todas as outras, 0 que € uma tarefa muito mais simples. Essa observagio sugere que uma possivel maneira
de resolver um sistema de equagdes pode ser transformando-o em um sistema equivalente desacoplado,
no qual cada equacdo contém uma tinica incégnita. Isso corresponde a transformar a matriz de coeficien-
tes A em uma matriz diagonal.

Autovetores servem para se obter uma tal transformagdo. Suponha que a matriz n x n A tem um
conjunto completo de n autovetores linearmente independentes. Lembre-se de que esse é certamente 0
caso quando os autovalores de A forem todos distintos ou quando A for autoadjunta. Denotando esses
autovetores por &V, ..., & e por A, ..., A, 0s autovalores associados, formamos a matriz T, cujas colunas
sdo0 os autovetores, ou seja,

E“J . Elﬂ]
1 1
T=| : 2. (29)
EHJ L n)
n n
Como as colunas de T sdo vetores linearmente independentes, det T # 0;logo, T € invertivel e T-! existe.
Um_ cdleulo direto mostra que as colunas da matriz AT sio simplesmente os vetores A§", ..., A", Como
A =) EY segue que
l[é:” )*-nﬁ’r”
AT=| : =TD, (30)
onde MED e Al
A0 o 0
Ay oo 0
D= = : (31)
0 0 . X
¢ uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sdo os autovalores de A. Da Eq. (30), segue que
T 'AT =D. (32)

Assim, se os autovalores e autovetores de A sdo conhecidos, A pode ser transformada em uma matriz
diagonal pela Eq. (32). Esse processo é conhecido como uma transformacio de semelhanca e a Eq. (32) é
descrita, em palavras, dizendo-se que A é semelhante 4 matriz diagonal D. Outra maneira € dizer que A
¢ diagonalizavel. Observe que uma semelhanga ndo muda os autovalores de A e transforma seus autove-
tores nos vetores coordenados e'', ..., e,

Se A for autoadjunta, o determinante de T' é muito simples. Sabemos que os autovetores £, ..., &
de A sio ortogonais entre si, logo podemos escolhé-los de modo que estejam normalizados por (£, £7)
= 1. Entéo, ¢ ficil verificar que T = T*; em outras palavras, a inversa de T € igual & sua adjunta (sua
transposta conjugada).

Finalmente, observamos que se A tiver menos do que n autovetores linearmente independentes, entao
ndo existe matriz T tal que T"'AT = D. Nesse caso, A ndo ¢ semelhante a nenhuma matriz diagonal e ndo

¢ diagonalizdvel.
1 1
- . 33
A (‘1 1) (33)

Encontre uma matriz T que defina uma semelhanga e mostre que A ¢ diagonalizdvel.
No Exemplo 1 da Segdo 7.5 vimos que os autovalores e autovetores de A sao

1
rp=3 &”’ = (;). rn=-1, Em = (_2) . (34)

Logo, a matriz de semelhanga T e sua inversa T-' sdo dadas por

Considere a matriz
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EXEMPLO

-

Il
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[ I
|
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I
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= b
|
Salm e
S —

(35)
Portanto, vocé pode verificar que
3 0
-1 o .
T AT = (0 _1) =D. (36)
Vamos, agora, voltar para o sistema
x' = Ax, (37)

onde A é uma matriz constante. Nas Sec¢des 7.5 e 7.6 descrevemos como resolver tal sistema partindo da
hipétese de que x = £e”. Vamos fornecer, agora, outro ponto de vista, baseado na diagonalizagdo da matriz
de coeficientes A.

De acordo com os resultados que acabamos de enunciar, € possivel diagonalizar A sempre que A tiver
um conjunto completo de n autovetores linearmente independentes. Sejam &), ... & os autovetores de

A associados aos autovalores ry, ..., r, € formem a matriz de semelhanga T cujas colunas sdo &Y, ..., &,
Entéo, definindo uma nova varidvel dependente y pela relagio
x=Ty, (38)
temos, da Eq. (37),
Ty = ATy. (39)
Multiplicando por T"', obtemos
y = (T7'AT)y, (40)
ou, usando a Eq. (32),
y =Dy. (41)

Lembre que D ¢ a matriz diagonal cujos elementos diagonais sio os autovalores r,, ..., r, de A. Uma ma-
triz fundamental para o sistema (41) € a matriz diagonal (veja o Problema 16)

et 0 .. 0
B & i 0
Q) =expdny=1| . . . A (42)
(1] U - Lr’n"
Uma matriz fundamental ¥ para o sistema (37) é formada, entio, de Q através da transformagio (38)
v =TQ, (43)
ou seja,
E:l]eﬂf a i EI‘mer,.l'
Y(r) = : : . (44)
é-'sl}ent s $,E"]er"f

A Eq. (44) confirma o resultado obtido na Segdo 7.5, Esse processo de diagonalizagio ndo tem ne-
nhuma vantagem computacional em relagdo ao método da Segiio 7.5, jd que, em qualquer caso, é preciso
calcular os autovalores e autovetores da matriz de coeficientes no sistema de equagdes diferenciais.

Considere, mais uma vez, o sistema de equagoes diferenciais
x' = Ax, (45)

onde A € dada pela Eq. (33). Usando a transformagdo x = Ty, onde T ¢é dada pela Eq. (35), vocé pode reduzir
o sistema (45) ao sistema diagonal
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(3 o

Obtenha uma matriz fundamental para o sistema (46) e depois a transforme para obter uma matriz fundamen-
tal para o sistema original (45).
Multiplicando, repetidamente, D por si mesma, vemos que

Y CI s (270
n_(o 1). u_([J “]). (47)

Portanto, segue da Eq. (23) que exp(Dr) € uma matriz diagonal com elementos diagonais e ¢ ¢, ou seja,

) et 0
e[_)- = ( 0 e_:)_ {48]

Finalmente, obtemos a matriz fundamental desejada W(r) multiplicando T por exp(Dr):

(i) = 1 1\ [e* 0\ _ e et
TNE =2 0 '] \2ed 2 ) (49)

Note que essa matriz fundamental ¢ a encontrada no Exemplo 1.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1a 10:
(a) Encontre uma matriz fundamental para o sistema de equagdes dado.
(b) Encontre, também, a matriz fundamental €(r) que sansfaz ¢(0) = L

=3 1
A e 13 2

X ...!‘.—( 1 _J)X
2 i

” 5
1] ]
W T I
—_— LPS I o ]
| (I |
L7, P = 3
— T e T
-
=
Ed
I

-
-
]
L
I

10. x' =

]
[3¥]
= »
|
-
= >
- L
]
— —
. o o—
| I
e
—
-

I1. Resolva o problema de valor inicial

= 2 o=()

usando a matriz fundamental ®(r) encontrada no Problema 3.

-,
@ Resolva o problema de valor inicial
p

, (-1 -4 . o
=y s =4y

usando a matriz fundamental @(r) encontrada no Problema 6.

13. Mostre que @(r) = ¥(r)¥'(r,), onde ®(r) e W(r) sio como definidas nesta segao.

14. A matriz fundamental @(¢) para o sistema (3) foi encontrada no Exemplo 2. Mostre que (1) ®(s) = ®(r +
s) multiplicando ®(r) e ®(s).

15. Seja ®(r) a matriz fundamental satisfazendo @' = A®, ®(0) = L. No texto, denotamos essa matriz também
por exp(At). Neste problema vamos mostrar que ¢ tem, de fato, as propriedades algébricas principais
associadas a fungdo exponencial.

(a) Mostre que ®(1)®(s) = ®(t + 5), ou seja, exp(Ar)exp(As) = exp[A(t + 5)].
Sugestdo: mostre que se s é fixo e ¢ varidvel entdo ®(1)®(s) e ®(r +s) satisfazem o problema de valor inicial
Z'=AZ.Z(0) = ®(s).
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(b) Mostre que ®(1)®(—1) = I, ou seja, exp(Ar)exp[A(-1)] = L. Depois, mostre que (1) = (7).
(c) Mostre que ®(r—5) = (1) ®'(s).

16. Mostre que se A ¢ uma matriz diagonal com elementos diagonais a,, a,. ..., a,. entdo exp(Ar) é também
uma matriz diagonal com elementos diagonais exp(a,r), exp(ayt), ..., exp(a,r).

17. Considere um oscilador satisfazendo o problema de valor inicial
W4 eu=0, w0 =u w0 =uy. (i)
(a) Sejam x, = u,x, = u’ e coloque as Eqs.(i) na forma
X=Ax, x(0)=x". (i)
(b) Usando a série (23), mostre que

sen i
expAf = lcoswt + A i

(iii)

&
(c) Encontre a solugio do problema de valor inicial (ii).

18. O método de aproximagdes sucessivas (veja a Segiio 2.8) também pode ser aplicado a sistemas de equa-
¢oes. Por exemplo, considere o problema de valor inicial

x = Ax, x(0) =x", (i)

onde A é uma matriz constante ¢ X" um vetor dado,
(a) Suponha que existe uma solugio x = ®(r) ¢ mostre que ela tem que satisfazer a equagio integral

o =x"+ f Ad(s)ds. (ii)
]

(b) Comece com a aproximagao inicial ®"(r) = x". Substitua ®(s) no lado direito da Eq. (i) por essa ex-
pressio e obtenha uma nova aproximagio @'''(r). Mostre que

¢ (1) = 1+ Anx". (iii)

(c) Repita esse processo obtendo, assim. uma sequéncia de aproximagoes & . &' @ @ . Use
um argumento indutivo para mostrar que

W 2 " .
¢"”(r}=(l+m+A~;+~-+A“”—I)x". (iv)
(d) Fagan — oc e mostre que a solugdo do problema de valor inicial (1) ¢

$(1) = exp(Anx". (v)

7.8 Autovalores Repetidos

EXEMPLO

Concluiremos nossa discussio do sistema linear homogéneo com cocficientes constantes
x' = Ax (1

considerando o caso em que a matriz A tem autovalores repetidos. Lembre que observamos, na Segio
7.3, que um autovalor repetido com multiplicidade algébrica k > 2 pode ter multiplicidade geométrica
menor do que k. Em outras palavras, pode ter menos do que k autovetores linearmente independentes
associados a esse autovalor. O exemplo a seguir ilustra essa possibilidade.

Encontre os autovalores e autovetores da matriz

sl )

Os autovalores r e 0s autovetores £ satisfazem a equagdo (A - rI)§ = 0, 0u

(l v 3_“1’) (2) ) (g) | )
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Os autovalores sdo as raizes da equagio
l—r -1

det(A —rl) = | 2
3—r

=rr—4r+4=0. (4)

Logo, os dois autovalores sdo r, =2 e r, = 2, ou seja. 0 autovalor 2 tem multiplicidade 2.
Para determinar os autovetores associados, precisamos voltar para a Eq.(3) e usar o valor 2 para r. Isso nos dé

(_i _1) (2) N (g) ' (5)

Obtemos, portanto, uma tnica condigio & + & = 0, que determina & em fungao de & . ou vice-versa. Entdo, um
autovetor associado ao autovalorr=2¢
! 1
I
ge b= (_]) A (6)

ou qualquer miltiplo ndao nulo desse vetor. Note que existe apenas um autovetor linearmente independente
associado a esse autovalor duplo.

Voltando para o sistema (1), suponha que r = p € uma raiz de multiplicidade k da equagio
det(A —rI) = 0. (7)

Entao p ¢ um autovalor de multiplicidade & da matriz A, Nesse caso, existem duas possibilidades: ou exis-
tem k vetores linearmente independentes associados ao autovalor p, ou existem menos do que k desses
vetores.

No primeiro caso. sejam £, ... &' os k autovetores linearmente independentes associados ao auto-
valor p de multiplicidade k. Entdo. x'"'(¢) = &, ..., x""(r) = %" sdo k solugoes linearmente indepen-
dentes da Eq. (1). Assim, nesse caso. ndo faz diferenga que o autovalor r = p seja repetido: ainda existe
um conjunto fundamental de solugoes da Eq. (1) da forma &e”. Esse caso sempre ocorre se a matriz A de
coeficientes for autoadjunta.

No entanto, se a matriz de coeficientes nio for autoadjunta entdo podem existir menos do que k ve-
tores lincarmente independentes associados ao autovalor p de multiplicidade algébrica k e, se for esse o
caso, haverd menos do que & solugdes da Eq. (1) da forma & associadas a esse autovalor. Portanto, para
construir a solugdo geral da Eq. (1) ¢ preciso encontrar outras solugoes de forma diferente. Por analogia
com resultados anteriores para equagoes lineares de ordem n, € natural procurar outras solugdes envol-
vendo produtos de fungdes polinomiais ¢ exponenciais, Vamos primeiro considerar um exemplo.

Encontre um conjunto fundamental de solugdes para
EXEMPLO J e g

2 x’:Ax:(l _l)x (8)

1 3

¢ desenhe um retrato de fase para esse sistema.
A Figura 7.8.1 mostra um campo de diregoes para o sistema (8). Nessa figura parece que todas as solugdes
nao nulas se afastam da origem.

~
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FIGURA 7.8.1 Um campo de diregdes para o sistema (8).
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Para resolver esse sistema, note que a matriz de coeficientes € igual & matriz no Exemplo 1. Sabemos, entao,
que 7 = 2 é um autovalor duplo que tem um tnico autovetor correspondente linearmente independente, que
podemos escolher como &' = (1,-1). Logo, uma solugiio do sistema (8) é

xllJ“) = (_i) 82’, (9)

mas nio existe uma segunda solugdo da forma x = "’
Baseado no procedimento usado para equagoes lineares de segunda ordem na Segdo 3.4, parece natural
tentar encontrar uma segunda solugio do sistema (8) da forma

x = kte”, (10)
onde & é um vetor constante a ser determinado. Substituindo x na Eq. (8), obtemos
28t + Ee* — Akte™ = 0. (11)

Para que a Eq. (11) seja satisfeita para todo t, € necessdrio que os coeficientes de re” ¢ de ¢” sejam nulos. Do
termo €, vemos que

£=0. (12)

Logo, nio existe solugiio nio nula do sistema (8) da forma (10).
Como a Eq. (11) contém termos em fe” e ¢, parece que além de e a segunda solugiio tem que conter,
também, um termo da forma pe”; em outras palavras, precisamos supor que

x = &te” + e’ (13)

onde £ ¢ 5 sdo vetores constantes que deverdo ser determinados. Substituindo x na Eq. (8) por essa expressio,
obtemos

2h1e” + (£ + 2n)e” = A(Ete + pe?). (14)

Igualando os coeficientes de re” ¢ de ¢” de cada lado da Eq. (14), encontramos as condigoes

(A-2D§=0 (15)
e

(A-2Dp=¢& (16)
para & e n. A Eq. (15) serad satisfeita se & for um autovetor de A associado ao autovalor r = 2. ou seja. &7 = (1,
-1). Como det(A - 21) € nulo, poderiamos esperar que a Eq. (16) ndo tivesse solugdo. No entanto, isso nio é

necessariamente verdade, jd que para alguns vetores § € possivel resolver a Eq. (16). De fato, a matriz aumen-

tada para a Eq. (16) é
-1 -1 | 1
1 1 | -1/

A segunda linha dessa matriz ¢ proporcional a primeira, de modo que o sistema pode ser resolvido, Temos

“m=m=1,
Xt x)
2+
1
AT, i e | )
7 x 2 t
7
/ )
(a) (b)

FIGURA 7.8.2 (a) Trajetérias do sistema (8); a origem ¢ um n6 improprio. (b) Graficos de x, em fungio de ¢
para o sistema (8).
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de modo que se g, = k, onde k € arbitrario, entdo n, = -k - 1. Se escrevermos

()

entio, substituindo & e y na Eq. (13), obtemos

x:(_{)rr:’+(_?)e:‘+k(_i)e3’, (18)

O ultimo termo na Eq. (18) € simplesmente um multiplo da primeira solugao x'V/(r) e pode ser ignorado, mas os
dois primeiros termos constituem uma nova solugio:

y 1 - 0\ ,
X = (—1) b (_1) e (19)

Um ciilculo elementar mostra que W[x''", x'¥'|(r) = —¢* e, portanto, x'" e x® formam um conjunto fundamen-
tal de solugdes para o sistema (8). A solugao geral €

X

ax () + ex?)

1Y 1 0\ ,
af_y e+ 3 te” + 1 e |. (20)

O grifico da solugio (20) € um pouco mais dificil de analisar do que em alguns dos exemplos anteriores. E
claro que x torna-se ilimitada quando r — o¢ e que x — 0 quando r — —oc. E possivel mostrar que quando r —
—20, todas as solugoes se aproximam da origem langentes a reta x, = —x, determinada pelo autovetor. Analo-
gamente, quando r — oo, cada trajetoria € assintotica a uma reta com coeficiente angular —1. As trajetérias do
sistema (8) aparecem na Figura 7.8.2a, e alguns grilicos tipicos de x; em fungao de r aparecem na Figura 7.8.2b,
O padrio de trajetdrias nessa figura € tipico de sistemas de segunda ordem x" = Ax com autovalores iguais ¢
apenas um autovetor independente. A origem ¢ chamada de né impréprio nesse caso. Se os autovalores forem
negalivos, entdo as trajetorias sdo semelhantes mas percorridas em sentido oposto. Um né improprio pode ser
assintoticamente estavel ou instiavel, dependendo de os autovalores serem negativos ou positivos.

Uma diferenga entre um sistema de duas equagoes de primeira ordem e uma tinica equagdo de se-
gunda ordem ¢ evidente no exemplo precedente. Lembre-se de que para uma equagio linear de segunda
ordem cuja equagao caracteristica tem uma raiz repetida ry, ndo ¢ necessario um termo da forma pe”’ na
segunda solugio, ja que isso é um multiplo da primeira solugio. Por outro lado, para um sistema com duas
equagoes de primeira ordem o termo e da Eq. (13) com r, = 2 nao ¢ um miiltiplo da primeira solugao
&', de modo que o termo ge”' precisa ser mantido.

O Exemplo 2 € tipico do caso geral quando existe um autovalor duplo ¢ um tinico autovetor associado
independente. Considere, novamente, o sistema (1) ¢ suponha que r = p € um autovalor duplo de A, mas
que existe apenas um autovetor associado independente £ Entiao, uma solugio [semelhante a Eq. (9)] é

xV() = ge”, (21)
onde £ satisfaz
(A = phE = 0. (22)
Procedendo como no Exemplo 2, vemos que uma segunda solugio [semelhante a Eq. (19)] é
x2(1) = gte?" + pe”, (23)
onde & satisfaz a Eq. (22) e 5 ¢ determinado de
(A -phy=§. (24)

Embora det(A - pl) = 0, pode-se mostrar que ¢ sempre possivel resolver a Eq. (24) para 5. O vetor 3 é
chamado de autovetor generalizado associado ao autovalor p.

Matrizes Fundamentais. Como explicado na Segdo 7.7, matrizes fundamentais sio formadas colocando-se
solugdes linearmente independentes em colunas. Assim, por exemplo, pode-se formar uma matnz funda-
mental para o sistema (8) usando-se as solugoes x"'(1) e x(r) dadas nas Egs. (9) e (19), respectivamente:

e te* 1 $
W(r) = (_em _wz:_ez,) =eﬂ(_1 4 -:)‘ (25)
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A matriz @ que satisfaz ®(0) = I também pode ser imediatamente encontrada através da relagio @(r) =
W()w-1(0). Para a Eq. (8), temos

(1 0 ol O
wn_(_l 4)' v (0)—(_1 _1). (26)

&) = Y)W 1(0) = & (

1—1t —t
-0 3

A tltima matiz é, também, a matriz exponencial exp(Ar).

e, portanto,

Formas de Jordan. Como vimos na Segdo 7.7, uma matriz A n % n s6 pode ser diagonalizada se tiver um
conjunto completo de n autovetores linearmente independentes. Se existem menos autovetores (devido
a autovalores repetidos), entdo A sempre pode ser transformada em uma matriz quase diagonal denomi-
nada sua forma canénica de Jordan,® que tem os autovalores de A em sua diagonal, um em determinadas
posigdes acima da diagonal principal e zeros em todos os outros lugares.

Considere, novamente, a matriz A dada pela Eq. (2). Forme a matriz de semelhanga T com o unico
autovetor § dado pela Eq. (6) em sua primeira coluna e com o autovetor generalizado 5 dado pela Eq.
(17) com k = 0 na segunda coluna. Entiio, T e sua inversa siio dados por

ke G (1 0
=1 9. (). -

Como vocé pode verificar, segue que

0 2

A matriz J na Eq. (29) é a forma candnica de Jordan de A Ela ¢ tipica de todas as formas de Jordan por
ter o nimero 1 acima da diagonal principal na coluna correspondente ao autovetor que estd faltando (e
¢ substituido em T pelo autovetor generalizado).

Se come¢armos de novo da Eq. (1),

2 1
T'AT = ( ) =J. (29)

X' = Ax,
a transformagdo x = Ty, onde T ¢ dado pela Eq. (28). produz o sistema
y =y, (30)
onde J ¢ dado pela Eq. (29). Em forma escalar, o sistema (30) ¢
N=n+y. Yi=2n. (31)
Essas equagoes podem ser resolvidas imediatamente em ordem inversa. Dessa forma, obtemos
y2 =cie¥,  y =cite + e (32)
Logo, as duas solugoes independentes do sistema (30) sdo
1 t
yPo = (o) e, y'0n= (1) & (33)
e a matriz fundamental correspondente é
d (o
W (1) =( 6 e,3,). (34)

Como ¥(0) = I, podemos identificar, também, a matriz na Eq. (34) como exp(Jf). O mesmo resultado
pode ser encontrado calculando-se as poténcias de J e substituindo-as na série exponencial (veja os Pro-
blemas de 19 a 21). Para obter uma matriz fundamental para o sistema original, formamos o produto

*Camille Jordan (1838-1921), professor da Ecole Polytechnique e do College de France, fez contribuigdes importantes 2
anilise, 3 topologia e especialmente A dlgebra. A forma de Jordan de uma matriz apareceu em seu influente livro, Traité des
substitutions et des équations algébriques, publicado em 1870.
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e te¥
W(1) = TexpJt) = (_eﬁ, - :e!')' (35)
que € igual a matriz fundamental dada na Eq. (25).

Nio discutiremos aqui as formas de Jordan de matrizes n x n em maiores detalhes, Para n grande, é
possivel que existam autovalores com multiplicidade algébrica alta e talvez com multiplicidade geométri-
ca muito menor. Uma discussio completa’ da forma de Jordan para uma matrizn x n geral requer conhe-
cimentos mais profundos de dlgebra linear do que supomos que os leitores deste livro tém. Os Problemas
de 17 a 21 pedem que vocé explore o uso de formas de Jordan para sistemas com trés equagoes.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de | a 4:

(a) Desenhe um campo de diregdes e esboce algumas trajetorias.

(b) Descreva como as solugdes se comportam quando 1 — oo,
(c) Encontre a solugdo geral do sistema de equagdes.

P2 =(T :‘1‘) &5 :i)x
& ax=(T ) @ ox=(3 D)

Nos Problemas 5 e 6. encontre a solugao geral do sistema de equagoes dado.

[TTv

(]

1 0 1
sox=[2 1 -1«x @4':1 0 1fx
0 -1 1

Em cada um dos Problemas de 7 a 10:
(1) Encontre a solugdo do problema de valor inicial dado.
(b) Desenhe a trajetdria da solugio no plano xx, e desenhe, também, o gréfico de x, em fungao de .

R S
oG- e e
et

F2A '=( _g) x(0) )

Em cada um dos Problemas 11 e 12:

[T

— A b

a—— b rale B !dlw- ul.»

(a) Encontre a solugdo do problema de valor inicial dado.
(b) Desenhe a trajetéria correspondente no espago x,x.x, e desenhe, também, o gréfico de x, em fungio de 1.

10 0 -1
L 1Lx=|-4 1 o0|x x0=| 2

36 2 -30

-3 11 2 3
L 12x=1 -3 1|x x0=| 3

1 1 s —~1

=¥
Em cada um dos Problemas 13 ¢ 14, resolva o sistema de equagdes dado pelo método do Problema 19
da Segdo 7.5. Suponha que 1> 0.

"Veja, por exemplo, os livros listados nas Referéncias no final deste capitulo.
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13.

16.

3 —4 , 1 -4
!x:(1 _l)x 14.!)&—(4 _?)x

Mostre que todas as solugdes do sistema

tendem a zero quando  — oo se, e somente se,a +d < 0 e ad - be > 0. Compare esse resultado com o do
Problema 38 na Secio 3.4.

Considere, novamente, o circuito elétrico no Problema 26 da Segao 7.6. Esse circuito ¢ descrito pelo siste-

ma de equacgdes diferenciais
afty | T/
a\v) | 1+ 1 ]\v)
RC

(a) Mostre que os autovalores séo reais e iguais se L = 4R°C.

(b) Suponhaque R=1Q.C=1Fe L =4 H.Suponha, também, que /(0) = 1 A e V(0) =2 V. Encontre I(r)
e V().

Autovalores de Multiplicidade 3. Se a matriz A tem um autovalor de multiplicidade algébrica 3, entdo podem
existir um, dois ou trés autovetores associados linearmente independentes. A solugao geral do sistema x' =

Ax

¢ diferente, dependendo do nimero de autovetores independentes associados ao autovalor triplo. Como

observado no texto nao hd dificuldade se existem trés autovetores, Ja que, nesse caso, existem trés solugoes in-
dependentes da forma x = £e”. Os dois problemas a seguir ilustram o procedimento para se encontrar a solugio
no caso de um autovalor triplo com um ou dois autovetores independentes, respectivamente.

iy

Considere o sistema

1 1 1
X =Ax=| 2 I —1]x (1)
U S

(a) Mostre que r = 2 é um autovalor de multiplicidade 3 da matriz de cocficicntes A ¢ que existe apenas
um autovetor associado, a saber,
0

E“] = 1
-1
(b) Usando a informagio do item (a), escreva uma solugio x'"'(¢) do sistema (i). Nio existe outra solugio
da forma puramente exponencial x = &e”.
(c) Paraencontrar uma segunda solugio, suponha que x = &te” + ge*. Mostre que & e g satisfazem as equa-
coes
(A —2DE =0, (A =2y =&.
Como & ji foi encontrado no item (a), resolva a segunda equagéo para 5. Despreze o miltiplo de §" que
aparece em 7, j4 que nos leva, apenas, a um multiplo da primeira solugio x''. Depois, escreva uma segunda
solugdo x?(r) do sistema (i).
(d) Para encontrar uma terceira solugiio, suponha que x = E(/2)e” + pte™ + fe™. Mostre que £, 5 e ¢ satis-
fazem as equagoes

(A -2D§ =0, (A =2y =§, (A-2I)¢ =7.
As duas primeiras equagdes sido as mesmas do item (c), logo, para resolver a equagdo para ¢ despreze no-
vamente o miltiplo de &' que aparece. Depois, escreva uma terceira solugio x¥(¢) do sistema (i).
(e) Escreva uma matriz fundamental W(t) para o sistema (i).

(f) Forme a matriz T com o autovetor £ na primeira colana e os autovetores generalizados 5 e ¢ nas
segunda e terceira colunas. Depois, encontre T e forme o produto J = T"'AT. A matriz J ¢ a forma
canonica de Jordan de A.

Considere o sistema

§ =3 -2
¥=Ax=| 8 -5 -4|x (i)
-4 3 3
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(a) Mostre que r = 1 ¢ um autovetor triplo da matriz de coeficientes A e que existem dois autovetores
associados linearmente independentes, que podemos escolher como

1 0
;”',—_ ol. §I2i= 21. (il]
2 -3

Encontre duas solugoes lincarmente independentes x'"'(r) e x'(r) da Eq. (i).
(b) Para encontrar uma terceira solugdo, suponha que x = §te’ + y¢'; mostre que entio & e n tém que satis-
fazer
(A-DE =0, (iii)
(A-=Dn=§. (iv)

(c) Mostre que & =c,§" + ¢, onde ¢, e ¢, sdo constantes arbitrarias, € a solugiio mais geral da Eq. (iii).
Mostre que para resolver a Eq. (iv) € necessdrio que ¢, = ¢,.

(d) E conveniente escolher ¢, = ¢, = 2. Para essa escolha, mostre que

2 0
E= 4]. )= 0]. (v)
-2 -1

onde retiramos os miltiplos de £' ¢ £ que aparecem em 7. Use os resultados dados nas Eqs. (v) para
encontrar uma terceira solugio linearmente independente x*/(r) da Eq. (i).

(e) Escreva uma matriz fundamental ¥(r) para o sistema (i).

(f) Forme a matriz T com o autovetor §" na primeira coluna e com o autovetor £ e 0 autovetor genera-
lizado p.dados pelas Egs. (v), nas duas tltimas colunas. Encontre T-' e forme o produto J = T'AT. A
matriz J é a forma candnica de Jordan de A.

* VA |
Sejal = ( ) onde A é um nimero real arbitrario.

0 A
(a) Encontre J*,J'e J*. A pan-l
(b) Use um argumento indutivo para mostrar que J" = (0 an )

(c) Determine exp(Jt).
(d) Use exp(Jt) para resolver o problema de valor inicial x" = Jx, x(0) = x".

Seja
» 0 0
J=10 A 1
0 0 A
onde A é um nimero real arbitrario.
(a) Encontre J',J' e J
(b) Use um argumento indutivo para mostrar que
Al 0 0
r=|o x» m
0 0 A

(c) Determine exp(Jr).

(d) Observe que se vocé escolher A = 1, entdo a matriz J neste problema ¢ igual & matriz J no Problema
18(f). Usando a matriz T do Problema 18(f), forme o produto Texp(Jr) com i = L. A matriz resultante
¢ igual 2 matriz fundamental ¥(1) no Problema 18(e)? Se nao for, explique a discrepéncia.

Seja

A 1 0 ¥
J=10 A 1]
0o 0 a

onde A é um nimero real arbitrario.
(a) Encontre J},J'e J'. \
(b) Use um argumento indutivo para mostrar que

. e T 1 o i = G A
- oM ERIsL g LTEA
Aral . et G
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A" aat [a(n—=1)/2)2
=10 by nA»-?
0 A"

(c) Determine exp(Jr).
(d) Observe que se vocé escolher i = 2, entdo a matriz J neste problema ¢ igual & matriz J no Problema

17(f). Usando a matriz T do Problema 17(f), forme o produto Texp(Js) com 1 = 2, Observe que a ma-
triz resultante é a mesma da matriz fundamental ¥(r) no Problema 17(e).

7.9 Sistemas Lineares Nao Homogéneos

Nesta se¢iio vamos considerar o sistema ndo homogéneo :
x = P(t)x +g(1), 1y

onde amatrizn x n P(r) e o vetor n x 1 g(7) sdo continuos em e < ¢ < f. Pelo mesmo argumento usado na Se-
¢40 3.5 (veja, também, o Problema 16 nesta se¢do), a solugdo geral da Eq. (1) pode ser expressa na forma

x=caxPO) + - +eax™ () + (1), (2)
onde exV(r) + ... ¢,x"(1) € a solugio geral do sistema homogéneo x" = P(r)x ¢ v(r) ¢ uma solugio particular
do sistema nio homogéneo (1). Vamos descrever, rapidamente, diversos métodos para se encontrar v(r).

Diagonalizagdo. Comegamos com um sistema da forma
X' = Ax +g(), 3)

onde A é uma matriz n x n constante diagonalizdvel. Diagonalizando a matriz de coeficientes A como
indicado na Secdo 7.7, podemos transformar a Eq. (3) em um sistema de equagdes facilmente soldvel.
Seja T a matriz cujas colunas sio os autovetores £, ..., £ de A e defina uma varidvel dependente

novay por
x =Ty. (4)
Entdo, substituindo x na Eq. (3) pela expressdo anterior, obtemos
Ty = ATy +g(1).
Multiplicando por T, segue que
y = (T7'AT)y + T 'g() = Dy + h(0), (5)
onde h(r) = T''g(t) e D ¢é a matriz diagonal cujos elementos diagonais sdo os autovalores ry, ..., r, de A,

arrumados na mesma ordem que os autovetores correspondentes &Y, ... & que aparecem como colunas
de T. A Eq. (5) é um sistema de n equagdes desacopladas para y,(t), ..., y,(f); em consequéncia, as equa-
¢oes podem ser resolvidas separadamente. Em forma escalar, a Eq. (5) fica

Y =nyi@+ k@, j=1....n (6)
onde () ¢ uma determinada combinagdo linear de g,(1). ..., g,(1). A Eq. (6) € uma equagio linear de
primeira ordem e pode ser resolvida pelos métodos da Segdo 2.1. De fato, temos

i
§

5 I
yi(t) = e’l'j; e~ hy(s) ds + c;e"', F=diwith (7)

onde os ¢, sdo constantes arbitrdrias. Finalmente, a solugdo x da Eq. (3) ¢ obtida da Eq. (4). Ao ser mul-
tiplicado pela matriz de semelhanga T o segundo termo do lado direito do sinal de igualdade na Eq. (7)
fornece a solugdo geral da equagdo homogénea x' = Ax, enquanto o primeiro termo fornece uma solugio
particular do sistema ndo homogéneo (3).
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it Joaen 1 Encontre a solugio eral do sistema
J T
- EXEMPLO wog

s l T - = 1 2e!
X={ | )+l ;5 ) =Ax+e0. (8)

Procedendo como na Segdo 7.5, vemos que os autovalores da matriz de coeficientes sior, = -3 e r, = -1, e

0§ autovetores COITCSPOTIdEIlIES SAo
1 1
E(Il . (_1) . E(ZI - (1) . (9)

Logo, a solugdo geral da equagio homogénea é

. 1 -3 1 -t
X=0 (_!)E +('2(])8 . (]0)

Antes de escrever a matriz T de autovetores, lembre que vamos precisar encontrar T-', A matriz de coeficientes
A € real e simétrica, logo podemos usar o resultado enunciado no final da Segdo 7.3: T é simplesmente a ad-
junta ou (como T ¢ real) a transposta de T, desde que os autovetores de A estejam normalizados de modo que
(&, &) = 1. Portanto, normalizando &V e £, temos

1 {1 1 5 T s -1
T=7§(~1 1), Tl:$(1 1). (11)

Fazendo x = Ty e substituindo na Eq. (8). obtemos o seguinte sistema de equagdes para a varidvel depen-
dente nova y:

b= 5

-3 0 1 (27 -3
"=Dy+T'gn) = — _
ymDyti=sl ( 0 —1)y+ V2 (2e*'+3r) (12)

Logo,

, _ 3
Y +3}'1 = \/if € 75'.
(13)

| 3
' Ly =2 4+ 1.
o | Yaty 73
Cada uma das Egs. (13) € uma equagao linear de primeira ordem e, portanto, pode ser resolvida pelos métodos
da Segdo 2.1. Desse modo, obtemos

e 3 [0)- e

(14)
yy =2t + i(r —1) + cze™".
V2
Finalmente, escrevemos a solugio em funcao das varidveis originais:

{oanl # wont !__'ry__L _Vl‘l'}’z
ke be ROV lls VZ\-n+»

: SR | {Cl."ﬁ)"-'-h'*‘{(fzf\/i}"' %]evt +1 -3 +ite™

—(c/V2)e ™ + [(cz;‘-/i) - %] e +2t— % +te!

(e rri (s o

onde k; = ¢1/v/2 e ky = ¢;//2. As duas primeiras parcelas 4 direita do sinal de igualdade na Eq. (15) formam a
solugdo geral do sistema homogéneo associado a Eq. (8). As parcelas restantes formam uma soluqﬂro particular
do sistema ndo homogéneo.

-

Se a matriz de coeficientes A na Eq. (3) ndo for diagonalizdvel (devido a autovalores repetidos e a falta
de autovetores) pode, de qualquer jeito, ser reduzida A sua forma candnica de Jordan J através de uma
matriz de semelhanga apropriada T, envolvendo tanto autovetores quanto autovetores generalizados.
Nesse caso, as equagdes diferenciais para y,, ..., y, ndo estardo totalmente desacopladas, jd que algumas
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linhas de J tém dois elementos ndo nulos, um autovalor na posi¢io diagonal e um 1 na posi¢io adjacente 3 3

direita. No entanto, as equagdes para y,, ..., ¥, ainda podem ser resolvidas consecutivamente, comegando
com y,. Entdo, a solugdo do sistema original (3) pode ser encontrada pela relagdo x = Ty.

Coeficientes Indeterminados. Uma segunda maneira de se encontrar uma solugio particular do sistema |
nio homogéneo (1) ¢ o método dos coeficientes indeterminados. Para usar esse método supomos que a
solugdo tem determinada forma com alguns ou todos os coeficientes indeterminados e depois procura-

mos esses coeficientes de modo a satisfazer a equagdo diferencial. Do ponto de vista pritico esse método
s6 ¢ aplicdvel se a matriz de coeficientes P for constante e se as componentes de g forem fungoes polino-
miais, exponenciais, senoidais ou produtos de tais fungdes. Nesse caso, a forma correta da solugdo pode
ser prevista de maneira simples e sistemdtica. O procedimento para escolher a forma da solugdo € essen-
cialmente 0 mesmo dado na Segdo 3.5 para equagoes lineares de segunda ordem. A principal diferenga
¢ ilustrada pelo caso de um termo nio homogéneo da forma ue*, onde A ¢ uma raiz simples da equagio
caracteristica. Nessa situagdo, em vez de supor uma solugio da forma are* € preciso usar are’ + be", onde
a e b sdo determinados substituindo-se a expressio na equacio diferencial.

Use o método dos coeficientes indeterminados para encontrar uma solugao particular de

, (-2 1 2e7')
:t.=(1 _2)x+(3‘)—Ax+g[f}. (16)

Esse é o mesmo sistema de equagdes do Exemplo 1. Para usar o método dos coeficientes a determinar es-

crevemos g(r) na forma
) = 2 ~t 3 0 t 17
gn = 0)¢ 3)* (17)

x=v(t) =ate”" +be”’ +er +d, (18)

Vamos supor, entdo, que

onde a, b, ¢ e d siio vetores a serem determinados. Note que r = -1 € um autovalor da matriz de coeficientes
e, portanto, temos que incluir tanto afe’ quanto be™ na solugdo proposta. Substituindo a Eq. (18) na Eq. (16) ¢
juntando os termos, obtemos as seguintes equagdes algébricas para a, b, ce d:

Aa = -a,
Ab=a-b- (3),
(19)
0
Ac = —(3),
Ad=c.

Da primeira das Eqs. (19), vemos que a é um autovetor de A associado ao autovalor r = -1. Logo, a” = («, @),
onde « € qualquer constante diferente de zero. Note que a segunda das Eqgs. (19) s6 pode ser resolvida se o =

1 e, nesse caso, temos
1 0

para qualquer constante k. A escolha mais simples é k = 0,donde b’ = (0,~1). As terceira e quartahcquaqécs em
(19) fornecem, entio, ¢’ = (1,2) e d” = (-4/3,-5/3), respectivamente. Finalmente, da Eq. (18) obtemos a solugio

particular
v(n) = (:) te”! — ((:) e+ (,‘1!) - % (:) . (21)

A solugdo particular (21) ndo € idéntica a contida na Eq. (15) do Exemplo 1, porque o termo contendo e €
diferente. No entanto, se escolhermos k = 1/2 na Eq. (20) teremos b” = (1/2,-1/2), e as duas solugdes particulares
ficardo idénticas. )

-

L L PR B e

e it S <N et 2Tt
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Variagdo dos Pardmetros. Vamos considerar, agora, problemas mais gerais onde a matriz de coeficientes
ndo € constante ou ndo € diagonalizdvel. Seja

x' =P()x+gl), (22)
onde P(r) e g(r) sdo continuas em « < f < B. Suponha que uma matriz fundamental W(r) para o sistema
homogéneo associado

x' =P()x (23)

ja foi encontrada. Vamos usar o método de variagao dos pardmetros para construir uma solugio particu-
lar e, portanto, a solugdo geral do sistema ndo homogéneo (22).

Como a solugdo geral do sistema homogéneo (23) € ¥(r)c, € natural proceder como na Segio 3.6 e
buscar uma solugéo do sistema ndo homogéneo (22) substituindo-se o vetor constante ¢ por uma fungdo
vetorial u(¢). Assim, supomos que

X = W(Hu(), (24)

onde u(f) € um vetor a ser encontrado. Diferenciando x dado pela Eq. (24) e impondo a Eq. (22), obte-
mos

W (Ou(t) + W (Ou'(1) = PO)W(Hu(r) + g(r). . (25)
Como ¥(r) ¢ uma matriz fundamental, W'(1) = P(r)¥(r); logo, a Eq. (25) se reduz a
W (nu'(r) = g(n). (26)
Lembre que ¥(r) é invertivel em qualquer intervalo onde P ¢ continua. Entdo ¥'(r) existe e temos
u'(n) =¥ (ng(0). (27)

Logo, podemos selecionar como u(f) qualquer vetor na classe de vetores que satisfazem a Eq. (27); esses
vetores estdo determinados a menos de um vetor constante aditivo; portanto, denotamos u(f) por

u(t) = [ vl (ng(n) dt + ¢, (28)

onde o vetor constante ¢ ¢ arbitrdrio. Se as integrais na Eq. (28) puderem ser calculadas, a solugdo geral
do sistema (22) poderd ser encontrada substituindo-se u(r) na Eq. (24) pela expressdo na Eq. (28). No
entanto, mesmo se as integrais ndo puderem ser calculadas ainda podemos escrever a solugdo geral da
Eq.(22) na forma

r
x=W()c+ () f v (s)g(s) ds, (29)
n

onde 1, ¢ qualquer ponto no intervalo (e, B). Note que a primeira parcela a direita do sinal de igualdade
na Eq. (29) ¢ a solugdo geral do sistema homogéneo associado (23), e a segunda parcela € uma solugdo
particular da Eq. (22).
Vamos considerar agora o problema de valor inicial consistindo na equacio diferencial (22) e na con-
digdo inicial
x(fy) = x>, (30)

Podemos encontrar a solugdo desse problema de maneira conveniente se escolhermos o limite inferior de
integragdo na Eq. (29) como o ponto inicial #,. Entdo a solugdo geral da equagéo diferencial &

x = W(n)e+¥() f ¥l (s5)g(s) ds. " (31)
Iy

Para t = (, a integral na Eq. (31) ¢ zero, de modo que a condigdo inicial (30) também serd satisfeita se
escolhermos

c =¥ r)x. (32)
Portanto,
X = V()W (to)x" + (1) f w1 (s5)g(s) ds (33)
Iy

¢ a solugdo do problema de valor inicial dado. Mais uma vez, embora seja 1til usar ¥ para escrever as
solugdes (29) e (33) em geral, em casos particulares é melhor resolver as equagdes necessdrias por redu-
¢do de linhas do que calcular ¥ e substituir nas Eqs. (29) e (33).
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A solugdo (33) fica em uma forma ligeiramente mais simples se usarmos a matriz fundamental ®(r)
que satisfaz ®(1,) = I. Nesse caso, temos

x=o0)x" + 0(:)[ &~ !(s)g(s) ds. (34)
o

A Eq. (34) pode ser ainda mais simplificada se a matriz de coeficientes P(r) for constante (veja o Proble-
ma 17).

Use o método de variagdo dos pardmetros para encontrar a solugio geral do sistema

R X+ e =Ax+g(1) 35
Ym={ . = b gr). (35)

Esse é o mesmo sistema de equagdes dos Exemplos 1 e 2.
A solugdo geral do sistema homogéneo associado foi dada na Eq. (10). Assim.

e ot
wu)=(_8_,‘ e_t) (36)

¢ uma matriz fundamental. Entdo, a solugio x da Eq. (35) ¢ dada por x = W(r)u(r), onde u(r) satisfaz W(t)u'(r)

=g(f).ou
e e\ (u)\ _ [2e
(-—e"‘ e") (u;) . ( 3t ) (37)

Resolvendo a Eq. (37) por redugiio de linhas, obtemos

= & — e,

=1+ %te’.
Logo,
(1) = %e"" - %re" + éeS' + ¢y,
() =t+ 3te' — i +c,
e

X = ¥ (r)u(r)

B T ST

que € a mesma solugdo obtida anteriormente.

Transformadas de Laplace. Usamos a transformada de Laplace no Capitulo 6 para resolver equagoes
lineares de qualquer ordem. Ela também pode ser usada de maneira semelhante para resolver sistemas
de equagdes. Como a transformada é uma integral, a transformada de um vetor ¢ calculada componente
a componente. Assim, £{x(r)} é o vetor cujas componentes sao as transformadas das componentes res-
pectivas de x() e, analogamente, para £(x'()}. Denotaremos £(x(r)} por X(s). Entio, por uma extensio
do Teorema 6.2.1 para vetores, temos

-

L{X' (1)} = sX(s) — x(0). (39)

Use o método de transformada de Laplace para resolver o sistema

a2 Dail® ) = sz
L st gy TR

Esse é o mesmo sistema de equagdes dos Exemplos de 1a 3.
Calculando a transformada de Laplace de cada parcela na Eq. (40), obtemos

sX(s) — x(0) = AX(s) + G(s),
onde G(s) ¢ a transformada de g(r). A transformada G(s) é dada por

s AT

N L

S Nc) o Fol L
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W T 2/(s+1)
iy ’ G(s) = ( 382 . (42)
Simplificaremos os cdlculos restantes supondo que x(f) satisfaz a condigiio inicial x(0) = 0. Entdo, a Eq. (41) fica
(sT = A)X(s5) = G(s), (43)

onde, como de habito, I ¢ a matriz identidade. Logo, X(s) € dada por
X(s) = (s1 - A)"'G(s). (44)

A matriz (sI - A)" ¢ chamada matriz de transferéncia porque, multiplicando-a pela transformada do vetor de
entrada g(r), obtemos a transformada do vetor de saida x(r). Neste exemplo, temos

s+2  ~1
I-A=
w=n (-1 s+2)' 45)
e obtemos, por um cilculo direto,
1 s+2 1
1-A) '=— .
=) (s+1)(s+3)( 1 s+2) (46)
Entéo, substituindo as Eqs. (42) e (46) na Eq. (44) e efetuando as multiplicagdes indicadas, vemos que
2(s+2) 3
+1Ds+3)  S25+Dis+3)
X(s) = . (47)
2 Is+2)

G+1)25+3)  S2G6+1D)GE+3)

Finalmente, precisamos obter a solugdo x(f) de sua transformada X(s). Isso pode ser feito expandindo-se as
expressoes na Eq. (47) em fragdes parciais e usando-se a Tabela 6.2.1 ou (mais eficientemente) usando um pro-
grama de computador apropriado. De qualquer modo, depois de simplificado o resultado fica

h x(1) = 2 e”‘—g 1 eV 4 ! te”" + L :—I 4 48
" 1 3\-1 | 2 3\s)- (48)

| A Eq. (48) fornece a solugio particular do sistema (40) que satisfaz a condigéo inicial x(0) = 0. Por causa disso,
ela difere ligeiramente das solugdes particulares obtidas nos trés exemplos precedentes. Para obter a solugiio
geral da Eq. (40) vocé precisa somar a expressdo na Eq. (48) & solugio geral (10) do sistema homogéneo asso-
ciado a Eq. (40).

B e T S T TP

Cada um dos métodos para se resolver equagdes ndio homogéneas tem vantagens e desvantagens.
O método dos coeficientes indeterminados ndo precisa de integragio, mas tem escopo limitado e pode
levar a diversos conjuntos de equagdes algébricas. O método de diagonalizagdo requer que se encontre
a inversa da matriz de semelhanga e a solugio de um conjunto de equagdes lineares de primeira ordem
desacopladas, seguida de uma multiplicagdo de matrizes. Sua principal vantagem € que para matrizes de
coeficiente autoadjuntas a inversa da matriz de semelhanga pode ser encontrada sem célculos — uma
caracteristica muito importante para sistemas grandes. O método da transformada de Laplace envolve
a inversdo de uma matriz para se encontrar a matriz de transferéncia, seguida de uma multiplicagéo e,
finalmente, da determinagdo da transformada inversa de cada parcela na expressdo resultante, Ela ¢é
particularmente 1til em problemas com termos niao homogéneos que envolvem fungoes descontinuas ou
impulsivas. O método de variagdo dos parimetros € o mais geral. Por outro lado, envolve a solugido de um
conjunto de equagoes lineares algébricas com coeficientes varidveis, seguido de uma integragio e de uma
multiplicagdo de matrizes, de modo que também é o mais complicado do ponto de vista computacional.
Para muitos sistemas pequenos com coeficientes constantes, tais como as dos exemplos desta se¢iio, todos
esses métodos funcionam bem, e pode ndo fazer muita diferenga qual deles € escolhido.
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PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 12, encontre a solugio geral do sistema de equagdes dados.

e ) e Pl
se-(i () el ()




12. ¥ = 2 A X+ el £<f<:r
B ol AR sect)’ 2

13. O circuito elétrico mostrado na Figura 7.9.1 é descrito pelo sistema de equagoes diferenciais

C S A PO L P (i)
dt 2 -} 0o

onde x, € a corrente através do indutor, x, é a queda de voltagem através do capacitor e /(1) € a corrente
fornecida pela fonte externa.

L =8 henrys

(1)
‘ C= %farad

R =4 ohms R =4 ohms
FIGURA 7.9.1 O circuito no Problema 13.

(a) Determine uma matriz fundamental ¥(r) para o sistema homogéneo associado a Eq. (i). Veja o Pro-
blema 25 da Segdo 7.6.

(b) Se I(r) = e*?, determine a solugio do sistema (i) que satisfaz a condigao inicial x(0) = 0.

Em cada um dos Problemas 14 e 15, verifique que o vetor dado € a solugio geral do sistema homogéneo asso-
ciado e depois resolva o sistema ndo homogéneo. Suponha que 1 > 0.

2~ 1-2 . 1 18 -,

14.rx’—-(3 ..2)""( % ). X —c1(1)l+c;(3)r
3 =2 -2t 1 )

( = {6) — -1 2

@r=z () ==ale)rra()

Seja x = (1) a solugiio geral de x" = P(f)x + g(¢) e seja x = ¥(f) uma solugio particular do mesmo sistema.
Considerando a diferenga ¢(t) — v(r), mostre que @(t) = u(r) + v(r), onde u(r) € a solugdo geral do sistema
homogéneo x' = P(f)x. &

17. Considere o problema de valor inicial
X =Ax+g), x(0)=x"
(a) Depois de observar o Problema 15(c) na Segdo 7.7, mostre que
x=o0x" + j ) (1 — 5)g(s) ds.
(b) Mostre também que - T
x = exp(AnNx" + ju. explA(t — 5)]g(s) ds.

Compare esses resultados com os do Problema 27 na Se¢do 3.6.
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CAPITULO |

8

Métodos Numéricos

Até agora discutimos métodos para resolver equagdes diferenciais usando técnicas analiticas como inte-
gragdo ou expansdo em séries. Em geral, a €nfase era em encontrar uma expressdo exata para a solugao.
Infelizmente, existem muitos problemas importantes em engenharia e ciéncia, especialmente problemas
ndo lineares, nos quais esses métodos ou néo se aplicam ou sdo muito complicados para se usar. Neste
capitulo vamos usar uma abordagem alternativa, a utilizagao de métodos numéricos aproximados para
se obter uma aproximagcio precisa da solu¢ao de um problema de valor inicial. Vamos apresentar esses
métodos no contexto o mais simples possivel, ou seja, uma (nica equagio escalar de primeira ordem. No
entanto, eles podem ser facilmente estendidos para sistemas de equagdes de primeira ordem, e isso estd
esquematizado rapidamente na Secao 8.6. Os procedimentos aqui descritos podem ser executados facil-
mente em computadores pessoais.

8.1 0 Método de Euler ou Método da Reta Tangente

Para discutir o desenvolvimento e a utilizagdo de procedimentos numéricos vamos nos concentrar prin-
cipalmente em problemas de valor inicial para equagoes de primeira ordem consistindo na equagéo di-
ferencial

dy
— 1
5 = fey) (1)
e na condigdo inicial
y(to) = yo. (2)

Vamos supor que as fungdes f ¢ f, sdo continuas em algum retangulo no plano ty contendo o ponto (1,
¥,)- Entdo, pelo Teorema 2.4.2 existe uma tnica solugdo y = ¢ (f) do problema dado em algum intervalo
em torno de f, Se a Eq. (1) for no linear, entdo o intervalo de existéncia da solugao pode ser dificil de
ser determinado e pode nio ter uma relagdo simples com a fungdo f. No entanto, vamos supor, em todas
as nossas discussdes, que existe uma tinica solugao do problema de valor inicial (1), (2) no intervalo de
interesse.*

Na Secdo 2.7 descrevemos o método mais antigo e mais simples de aproximagao numérica, a saber, 0
método de Euler, ou 0o método da reta tangente. Esse método ¢ expresso pela equagao

Yntl = ¥n +f(rmyn){!n+1 = fn)s n =0,1,2,.... (3)
Se 0 tamanho do passo tiver valor uniforme / e se denotarmos f(1,, ,) por f,, entao a Eq. (3) fica na forma
yﬂ+|:yﬂ+fnhy n=0,1,2,---- (4)

O método de Euler consiste em calcular repetidamente a Eq. (3) ou (4), usando o resultado de cada passo
para executar o proximo passo. Dessa maneira vocé obtém uma sequéncia de valores Yy, Yis ¥as «+s Yoy oo+
que aproximam o valor da solugdo ¢ (f) nos pontos fo, £}, by, ...y by -+
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Na Seciio 2.7 observamos que um programa de computador para o método de Euler tem a estrutura |
dada a seguir. As instrugdes especificas podem ser escritas em qualquer linguagem de programagio con-
veniente.

O Mérodo de Euler
Passo 1. defina f(1, y)
Passo 2. alimente os valores iniciais 0 e y0

Passo 3.  alimente o tamanho do passo & e o nimero de passos n
Passo 4. escrevarQe y0
Passo 5. parajde 1 até n calcule
Passo 6. kl = f(t,y)
y=y+hxkl
t=t+h
Passo 7. escrevarey
Passo 8.  fim

Alguns exemplos do método de Euler aparecem na Segio 2.7. Como outro exemplo, considere o pro-
blema de valor inicial

y=1-t+4y, (5)
y(0) =1. (6)

A Eq. (5) é uma equagdo linear de primeira ordem, e pode-se verificar facilmente que a solugio que sa-
tisfaz as condigdes iniciais (6) €

19 4

y=¢(”=%f—%+1—6€. (7)

Como a solugio exata é conhecida ndo precisamos de métodos numéricos para resolver o problema de
valor inicial (5), (6). Por outro lado, a disponibilidade da solugio exata torna facil determinar a precisao
de qualquer procedimento numérico utilizado nesse problema. Usaremos esse problema ao longo do
capitulo para ilustrar e comparar os métodos numéricos diferentes. As solugoes da Eq. (5) divergem rapi-
damente umas das outras, de modo que deverfamos esperar uma dificuldade razodvel em aproximar bem
a solugio (7) em qualquer intervalo considerdvel. De fato, essa € a raziio da escolha desse problema em
particular; serd relativamente ficil observar as vantagens de se usar métodos mais precisos,

Usando a f6rmula de Euler (4) e tamanhos de passo /& = 0,05; 0,025;0,01 ¢ 0,001, determine valores aproxima-
dos da solugdo y = ¢ (r) do problema (5), (6) no intervalo 0 <t < 2.

Os célculos indicados foram feitos em um computador, e a Tabela 8.1.1 mostra alguns resultados. A precisdo
nio impressiona muito. Para & = 0,01, 0 erro percentual ¢ de 3,.85% emr=0,5,749% emr=10e 144% em =
2,0. Os erros percentuais correspondentes para h = 0,001 sdo de 0,40%,0,79% ¢ 1,58%, respectivamente. Note
que se h = 0,001, precisamos de 2.000 passos para atravessar o intervalo de r = 0 até r = 2. Assim, é necessdria
uma quantidade considerédvel de célculos para se obter uma precisdo razoavelmente boa para esse problema
usando-se o método de Euler. Quando discutirmos outros métodos numéricos mais adiante, neste capitulo,
veremos que € possivel obter precisdo compardvel, ou até melhor, com tamanhos de passos muito maiores e
muito menos passos computacionais.

. TABELA 8.1.1 Comparagio dos Resultados de Aproximagoes Numéricas da Solugio de
¥ =1=1t+4y,y(0) =1, Usando o Método de Euler para Tamanhos de Passos Diferentes h

t h =005 h =0,025 h=10,01 h = 0,001 Exata
0,0 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000
0,1 1,5475000 1,5761188 1,5952901 1,6076289 1,6090418
0,2 2,3249000 2,4080117 2,4644587 2,5011159 2,5053299
0,3 3,4333560 3,6143837 3,7390345 3,8207130 3,8301388
04 5,0185326 5,3690304 5,6137120 5,7754845 5,7942260
0,5 7,2901870 7,9264062 8,3766865 8,6770692 8.7120041
1,0 45,588400 53,807866 60,037126 64,382558 64,897803
1,5 282,07187 361,75945 426,40818 473,55979 479,25919
2,0  1745,6662 2432,7878 3029,3279 3484,1608 3540,2001

T
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Para se comegar a investigar os erros na utilizagdo de aproximagdes numéricas e sugerir, também,
maneiras de se construir algoritmos mais precisos ajuda mencionar algumas maneiras alternativas de se
olhar o método de Euler.

Primeiro, vamos escrever a equacdo diferencial (1) no ponto = ¢, na forma

d¢
= ) = fltn, @ (tn)]- (8)

Entdo, aproximamos a derivada na Eq. (8) pelo quociente de diferengas correspondente (direto. ou para
a frente), obtendo

Lipl = Iy

= fltn, @ (1)) %)

Finalmente, se substituirmos ¢ (r,.,) € ¢ (1,) pelos seus valores aproximados y, , e v,. respectivamente, €
resolvermos para y,.,, obteremos a formula de Euler (3).

Outro ponto de vista € escrever o problema como uma equagio integral. Como y = ¢ (1) é uma solugio
do problema de valor inicial (1), (2), integrando-se de t, até r,., obtemos

f (1) dt = f flt.o(n)]dt,

ou

In1

Gtni1) = Ppltn) + [l ()] de. (10)
In
A integral na Eq. (10) representa geometricamente a drea sob a curva na Figura8.1.1 entre t =, et =1,,.,.

Se aproximarmos a integral substituindo f[r, ¢ (1)] por seu valor flr,. ¢ (1,)] em t = . estaremos aproximan-
do a drea real pela drea do retingulo sombreado. Desse modo, obtemos

‘p“n-i-l) = ¢(fn) +f“n-¢(rﬂ”“n+l — fn)
=¢“n)+hflrn»¢[.fn”- {ll)

Finalmente, para obter uma aproximacio v,., para ¢ (1,,,) fazemos uma segunda aproximacio substituin-
do ¢ (t,) pelo seu valor aproximado y, na Eq. (11). Isso nos dd a formula de Euler v,,, = v, + if (1. ¥,).
Um algoritmo mais preciso pode ser obtido através de uma aproximagdo mais precisa da integral. Isso
serd discutido na Segio 8.2,

y'=flt, ¢(2)]

fle,, (¢,

tn tnrl r
FIGURA 8.1.1 Dedugio integral do método de Euler.

Uma terceira abordagem ¢é supor que a solugio y = ¢ () tem uma série de Taylor em torno do ponto
1,. Entao,

hZ
Ot +h) = ¢t,) + @' (t)h + ¢"u,,)5 Goran,
ou

hZ
P (tysr) = P(tn) +f[tm ¢(fn)]h = ¢”(rn)5|_ R (12)

Se a série ¢ truncada depois das duas primeiras parcelas ¢ ¢ (t,,,) € ¢ (2,) s30 substitufdos por seus valores
aproximados y,,., € y,,novamente obtemos a férmula de Euler (4). Se forem usadas mais parcelas na série,
obtém-se uma férmula mais precisa. Além disso, usando uma série de Taylor com resto € possivel estimar
o tamanho do erro na férmula. Isso serd discutido mais adiante nesta segao.
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A Férmula de Euler Inversa. Pode-se obter uma variante da férmula de Euler aproximando-se a derivada
na Eq. (8) pelo quociente de diferengas inverso (ou para tréds) [¢ (1,) - ¢ (t,,)]/h, em vez do quociente de
diferengas direto usado na Eq. (9). Obtemos, assim,

¢ (1) = @tn1) = hf (1, Yn),
ou
Yn = Yn-1 +hf(tn, yn).
Variando o indice de n para n + 1. obtemos a férmula de Euler inversa
Vet = Yn + hf (tap1, Yns1)- (13)

Supondo y, conhecido e y,,, a ser calculado, note que a Eq. (13) ndo fornece uma férmula explicita para
Vi Em vez disso, ¢ uma equagdo que define implicitamente y,,, e precisa ser resolvida para se determi-
nar o valor de y,_,. A dificuldade disso depende exclusivamente da natureza da fungdo f.

Use a formula de Euler inversa (13) e tamanhos de passos h = 0,05; 0,025; 0,01 e 0,001 para encontrar valores
aproximados da solugiio do problema de valor inicial (5). (6) no intervalo 0 < ¢ < 2.
Para este problema, a férmula de Euler inversa (13) fica

Ynst = Ya + M1 — L +4yun).
Vamos mostrar os dois primeiros passos em detalhe. de modo a tornar claro como o método funciona. No pri-
meiro passo, lemos

yi=w+ h(l — n+ 4‘\]] =1+ {0,05)(1 — 0,05 + 4_\'] ).
Resolvendo essa equagio para y,. obtemos
y1 = L0475/0,8 = 1,309375.
Note que como a equagdo diferencial € linear, a equagdo implicita para y, também ¢ linear e, portanto, ficil de
resolver. A seguir,
ya =y +h(l =6 +4y;) = 1,309375 + (0,05)(1 = 0,1 + 4y,),

oque leva a

v2 = 1,354375/0.8 = 1,69296875.

Continuando os cdlculos em um computador, obtemos os resultados ilustrados na Tabela 8.1.2. Os valores
dados pela férmula de Euler inversa sdo uniformemente muito grandes para este problema, enquanto os valo-
res obtidos pelo método de Euler eram muito pequenos. Neste problema os erros sio um pouco maiores para a
formula de Euler inversa do que para o método de Euler, embora para valores pequenos de /& a diferenga seja
insignificante. Como o método de Euler inverso parece ser menos preciso do que o direto e é um pouco mais
complicado, é natural perguntar por que menciond-lo. A resposta € que ele ¢ o exemplo mais simples de uma

classe de métodos conhecidos como férmulas inversas de diferenciagao que sdo muito tteis para certos tipos
de equagdes diferenciais. Voltaremos a essa questdo mais adiante, neste capitulo,

TABELA 8.1.2 Comparagio dos Resultados de Aproximagoes Numéricas da Solugio de
y' =1-t+4y,y(0)=1 Usando-se o Método de Euler Inverso para Tamanhos de Passos
Diferentes h

t h =0,05 h = 0,025 h=0,01 h=0,001 Exata

0 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000
0,1 1,6929688 1,6474375 1,6236638 1,6104634 1,6090418
0,2 2,7616699 2,6211306 2,5491368 2,5095731 2,5053299
0.3 4,4174530 4,0920886 3,9285724 3,8396379 3,8301388
0,4 6,9905516 6,3209569 5,9908303 58131282 5,7942260
0,5 10,996956 9,7050002 9.0801473 8,7472667 8,7120041
1,0 103 06171 80,402761 70.452395 65,419964 64,897803
1,5 959,44236 661,00731 542,12432 485,05825 479,25919
2,0 8934069 5435,7294 41727228 3597,4478 3540,2001

i
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Erros em Aproximagdes Numéricas. A utilizagao de um procedimento numérico, como a férmula de Euler,
para resolver um problema de valor inicial levanta uma série de questdes que precisam ser respondidas
antes de se aceitar a solugdo numérica aproximada como satisfatéria. Uma dessas é a questdo da conver-
géncia, ou seja, quando o tamanho do passo & tende a zero os valores da solugio numérica y, ¥, ¥s. --.
Y --- tendem ao valor correspondente da solugio exata? Mesmo supondo que a resposta seja afirmativa,
resta o problema pratico importante de quio répido a aproximagio numérica converge para a solugao.
Em outras palavras, o qudo pequeno tem que ser o tamanho do passo para garantir um determinado ni-
vel de precisdo? Queremos usar um tamanho de passo que seja suficientemente pequeno para garantir a
precisao necessdria, mas que ndo seja pequeno demais. Um passo desnecessariamente pequeno torna os
cdlculos mais lentos, mais caros e, em alguns casos. pode até causar perda de precisio.

Existem duas fontes fundamentais de erro ao se resolver um problema de valor inicial numericamente.
Vamos supor, primeiro, que nosso computador € tal que podemos efetuar todos os célculos com precisdo
absoluta, ou s¢ja, mantendo um nimero infinito de casas decimais. A diferenca E, entre a solugio y = ¢ (1)
do problema de valor inicial (1), (2) e sua aproximagio numérica ¢ dada por

Eﬂ = o(ty) — ¥n “4)

e € conhecida como o erro de truncamento global. Ele tem duas causas: primeiro, em cada passo usamos
uma férmula aproximada para determinar v,,.: segundo, os dados de entrada em cada etapa estao apenas
aproximadamente corretos, ja que em geral ¢ (1,) nio € igual a y,. Se supusermos que y, = ¢ (t,), entiio o
tinico erro efetuado em cada passo ¢ devido ao uso de uma férmula aproximada. Esse erro € conhecido
como o erro de truncamento local ¢,

A segunda fonte fundamental de erro é que efetuamos os cdlculos em aritmética com apenas um ni-
mero finito de digitos. Isso nos leva a um erro de arredondamento R, definido por

Ry =yn—Ya. (15)
onde Y, ¢ o valor computado de fato pelo método numérico dado.
O valor absoluto do erro total em se calcular ¢ (1,) é dado por
[¢(tn) — Y| = |@Un) — ¥n + Yu — Yal. (16)
Usando a desigualdade triangular, la + b! < lal + |b'. obtemos da Eq. (16)

1¢(rn} o Yn| = |¢“ﬂ) = )'ul + |an = Yn|

< |Exl + |Rxl. (17)
Logo, 0 erro total € limitado pela soma dos valores absolutos dos erros de truncamento e de arredonda-
mento. Para os procedimentos numéricos discutidos neste livro € possivel obter estimativas tteis do erro
de truncamento. No entanto, limitamos nossa discussdo basicamente ao erro de truncamento local, que é
um pouco mais simples. O erro de arredondamento € claramente de natureza mais aleatéria. Depende do
tipo de computador utilizado, da ordem em que os cdlculos sao efetuados, do método de arredondamento
e assim por diante. Embora uma andlise do erro de arredondamento esteja além do escopo deste livro,
é possivel dizer mais do que se poderia esperar & primeira vista (veja, por exemplo, o livro de Henrici
listado nas referéncias). Alguns dos perigos do erro de arredondamento sao discutidos nos Problemas de
25 a 27 e na Segdo 8.5.

Erro de Truncamento Local para o Método de Euler. Vamos supor que a solugio y = ¢ (1) do problema de
valor inicial (1), (2) tem derivada segunda continua no intervalo de interesse. Para garantir isso podemos
supor que £, f, ¢ f, sdo continuas, Observe que se ftem essas propriedades e se ¢ ¢ uma solugao do proble-
ma de valor inicial (1), (2), entao

¢'(n) = flt.9 (0],

e, pela regra da cadeia,
¢" (1) = flt, 6 (O] + 1,6 (0]1¢' (1)
=filt, ¢ (O] + L, 6O 1, 6 (1)]. (18)

Como a expressio a direita do sinal de igualdade nessa equagio ¢ continua, ¢" também € continua.
Usando, entao, um polindémio de Taylor com resto para expandir ¢ em torno de t,, obtemos

G(tn+ h) = ¢ () + ¢ (t)h + 50" Tn)H, (19)
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onde [, ¢ algum ponto no intervalo t, <1, <t, + h.Subtraindo a Eq. (4) da Eq. (19) e observando que ¢ (z,
+h)=¢(t,..) e ¢’ (t.)=f[t, 6 (1,)], vemos que

O (tys1) = Yns1 = [@(tn) — Yul + A [tn, @ (t)] = f(tn.yn)} + %05"(?")!;3. (20)

Para calcular o erro de truncamento local, aplicamos a Eq. (20) a solugio exata ¢ (1), ou seja, tomamos
y, como sendo ¢ (z,). Entdo, vemos imediatamente da Eq. (20) que o erro de truncamento local e, ¢

ens1 = P(lps1) — Ynr1 = %¢"ﬁn)h2, (21)

Assim. o erro de truncamento local para o método de Euler ¢ proporcional ao quadrado do tamanho
do passo h, e o fator de proporcionalidade depende da derivada segunda da solugio ¢. A expressio dada
pela Eq. (21) depende de n ¢, em geral, ¢ diferente para cada passo. Uma cota uniforme, vilida em um
intervalo [a. b], é dada por

leal < MK?/2, (22)

onde M é o maximo de |¢"(r) no intervalo [a, b]. Como a Eq. (22) ¢ baseada no pior caso possivel — ou
seja, o maior valor possivel de |¢"(f)] — essa pode ser uma estimativa bem maior do que o erro de trun-
camento local em certas partes do intervalo [a, b]. Um dos usos da Eq. (22) ¢ escolher um tamanho de
passo que resultard em um erro de truncamento local que ndo ultrapasse um nivel de tolerincia dado. Por
exemplo, se o erro de truncamento local ndo pode ser maior do que £, entdo, da Eq. (22), temos

h < 2/, (23)

A dificuldade bésica em se usar a Eq. (21), (22) ou (23) reside na estimativa de ¢"(r)|, ou M. No entanto, o
fato central expresso por essas equagdes € que o erro de truncamento local € proporcional a ii*. Logo, se
h for reduzido por um fator de 1/2, entdo o erro ¢ reduzido por um fator de 1/4, e assim por diante.

O erro de truncamento global E, € mais importante do que o erro de truncamento local, A andlise para
se estimar E, é mais dificil do que a para e,. Entretanto, conhecendo o erro de truncamento local pode-
mos fazer uma estimativa intuitiva do erro de truncamento global em um ponto fixo T > ¢, como segue.
Suponha que levamos n passos para ir de ¢, até T = f, + nh. Em cada passo o erro ¢ no mdximo Mh*/2; logo,
0 erro em n passos ¢ no maximo nMh*/2. Notando que n = (T - ,)/h, vemos que o erro de truncamento
global para o método de Euler para se ir de ¢, até T' ¢ limitado por

Mh? (T Mh J
n—g ( _MT' (24)
Esse argumento nao esta completo, pois ndo leva em consideragiio o efeito de um erro em um passo sobre
os passos seguintes. De qualquer jeito, pode-se mostrar que o erro de truncamento global ao se usar o
método de Euler em um intervalo finito ndo é maior do que uma constante vezes h; veja o Problema 23
para mais detalhes. O método de Euler é chamado de um método de primeira ordem porque seu erro de
truncamento global é proporcional a primeira poténcia do tamanho do passo.

Por ser mais acessivel, vamos usar daqui para a frente o erro de truncamento local como nossa medida
principal da precisio de um método numérico e para comparar métodos diferentes. Se tivermos uma
informacdo a priori sobre a solugio do problema de valor inicial dado, podemos usar o resultado (21)
para obter informagdo mais precisa sobre como o erro de truncamento local varia com . Como exemplo,
considere o problema ilustrativo

y=1-t+4y, y0)=1 (25)
no intervalo 0 < r < 2. Seja y = ¢ (1) a solugdo do problema de valor inicial (25). Entdo, como observado
anteriormente,

P(t) = (4t — 3 +19¢*)/16
e, portanto,
@"(t) = 19¢".
A Eq. (21) diz, entdo, que
Chil = ng' Iy <lp <tp+h. (26)

O aparecimento do fator 19 e o crescimento rédpido de e* explicam por que os resultados na Tabela 8.1.1
nao foram muito precisos.
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Por exemplo, para & = 0,05 o erro no primeiro passo ¢

19¢*0(0,0025) _ ~
e|=¢r(n)—y;=———2—. 0 <1y <0,05.
E claro que ¢, é positivo e. como €% < ¢, temos
0.2(0,0025
e < &(—2—1 =0,02901. 27)

Note, também. que et >1: logo. e, > 19(0,0025)/2 = 0.02375. O erro €, de fato, 0.02542. Segue da Eq. (26)
que o erro piora progressivamente quando ¢ aumenta; isso também ¢ claro nos resultados que aparecem
na Tabela 8.1.1. Calculos semelhantes para cotas do erro de truncamento local dio

19¢8(0,0025) —_ 19¢*(0.0025)

€ =

1.0617 = =
2 2

=1,2967 (28)
para se ir de 0,95 para 1,0 e

9¢78(0,0025 1968(0.002
57.96 = % o K —(2—5) ~70.80 (29)

para se ir de 1,95 para 2,0.

Esses resultados indicam que para este problema o erro de truncamento local ¢ em torno de 2500
vezes maior perto de r = 2 do que proximo a f = 0. Assim, para reduzir o erro de truncamento local a um
nivel aceitivel em todo o intervalo 0 < ¢ < 2 é preciso escolher um tamanho de passo baseado na anélise
em uma vizinhanga de 1 = 2. E claro que esse tamanho de passo serd muito maior do que 0 necessario
proximo a ¢ = 0. Por exemplo, para se obter um erro de truncamento local de 0,01 para este problema
precisamos de um tamanho de passo de em torno de 0.00059 préximo a r = 2 e de um tamanho de passo
de aproximadamente 0,032 perto de 1 = 0. A utilizagdo de um tamanho de passo uniforme que é menor
do que o necessirio em boa parte do intervalo resulta em mais cdleulos do que necessdrio, mais tempo
consumido e, possivelmente. mais perigo de erros de arredondamento inaceitaveis.

Outra abordagem é manter o erro de truncamento local aproximadamente constante ao longo do in-
tervalo, reduzindo gradualmente o tamanho do passo & medida que r aumenta. No problema do exemplo
precisarfamos reduzir i por um fator de mais ou menos 50 ao se ir de r = 0 para ¢ = 2, Um método onde se
varia o tamanho do passo ¢ dito adaptative. Todos os cédigos computacionais modernos para se resolver
equagdes diferenciais tém a capacidade de ajustar o tamanho do passo quando necessario. Voltaremos a
essa questdio na proxima se¢ao.

PROBLEMAS

ISR

Em cada um dos Problemas de 1 a 6, encontre valores aproximados da solugio do problema de valor inicial
dadoem=0,1;02;03¢04.

(a) Use o método de Euler com i = 0,05.

(b) Use o método de Euler com h = 0,025.

(c) Use o método de Euler inverso com h = 0,05.

(d) Use o método de Euler inverso com & = 0,025,

Ly=3+t—y, y0)=1 &L 2.y=5-3p, y0)=2
3.y =2y-3  y0)=1 ¢ 4y=2+e" yO)=1
: + 2ty 2 b
5.y = Z.h—:z} y(0) =0.5 6 6.y =0—Yseny, yO)=-1

Em cada um dos Problemas de 7 a 12. encontre valores aproximados da solugéo do problema de valor inicial
dadoemr=05;1,0;15e20.

(a) Use o método de Euler com h = 0,025.

(b) Use o método de Euler com A = 0,0125.

(¢) Use o método de Euler inverso com & = 0,025.

(d) Use o método de Euler inverso com h = 0,0125.




) 7.y=05-1+2y, yO)=1 @ 8 y=5-34  y0)=2
&L 9 y=yiFy, yO0)=3 & 10.y=24+e",  yO0)=1
&1L y=@-m/a+y),  y0)=-2

212y =02 +2)/B+),  y0)=05

ﬂ, 13. Complete os célculos que levam aos elementos nas colunas trés e quatro da Tabela 8.1.1.
ﬁ 14. Complete os cilculos que levam aos elementos nas colunas trés e quatro da Tabela 8.1.2,

15. Usando trés parcelas da série de Taylor dada na Eq. (12) e fazendo h = 0,1, determine valores aproximados
da solugio do exemplo ilustrativo y' = 1 — ¢+ 4y, y(0) = 1 em 1 = 0,1 ¢ 0,2. Compare os resultados com os
do método de Euler e com os valores exatos.

Sugestdo: se y' = f(t.y), 0 que é y"?

Nos Problemas 16 e 17, estime o erro de truncamento local para o método de Euler em termos da solugio
v = ¢ (). Obtenha uma cota para e,,, em termos de r e de ¢ (r) que seja vilida no intervalo 0 < r < 1. Usando
uma férmula para a solugio, obtenha uma cota mais precisa para e,.,. Para i = 0,1, calcule uma cola para e, e
compare-a com o erro exato em f = 0,1. Calcule, também, uma cota para o erro ¢, no quarto passo.

16. y=2y—1, y0) =1 17. y' = % — 142y, y(0) =1

Em cada um dos Problemas de 18 a 21, obtenha uma férmula para o erro de truncamento local para o método
de Euler em termos de t e da solugio ¢.

18. y' = + 2, y0) =1 19. y' = 5t - 3./, yi0) =2
20. y = ST+ y1)=3 21, y=2t4+¢", y(0) =1

"?, 22. Considere o problema de valor inicial
Vv = cosSmt, y(0) = 1.

(a) Determine a solugio v = ¢ (1) e desenhe o grificode y=¢ (1) para0 < r < 1.

(b) Determine valores aproximados para ¢ (1) em ¢ =0,2:0,4 ¢ 0,6 usando o método de Euler com /1 = 0,2,
Desenhe um gréfico com segmentos de reta para a solugio aproximada e compare-o com o grifico da
solugdio exata.

(c) Repita o calculo do item (b) para 0 < 1 < 04 mas com i =0,1.

(d) Mostre, através do cilculo do erro de truncamento local, que nenhum desses tamanhos de passos é
suficientemente pequeno. Determine um valor de & que garanta que o erro de truncamento local é
menor do que 0,05 ao longo do intervalo 0 < r < 1. O fato de ser necessario um valor tio pequeno de
h ¢ consequéncia de o maxlg"(1)l ser tio grande.

23. Vamos discutir, neste problema, o erro de truncamento global associado ao método de Euler para o pro-
blema de valor inicial y’ = f{r, ¥), y(t,) = y,- Supondo que as fungoes f e f, sdo continuas em uma regiio R
fechada e limitada do plano ty que inclui o ponto (z, y,), pode-se mostrar que existe uma constante L tal
quelf(r,y) — f(t,7| < Lly — ¥l onde (1,y) e (1,y) sdo dois pontos quaisquer em R com a mesma coordenada
t (veja o Problema 15 da Segdo 2.8). Além disso, vamos supor que f, € continua. de modo que a solugio ¢
tem derivada segunda continua.

(a) Usando a Eq.(20), mostre que
|Enst] < |Eal + hifltncd(t)] = f U ya)| + 30210"(@0)| < a|Eq| + BR?, (i)

ondea=1+hLepf=mixlg"()2emy<t<1,
(b) Aceitando,sem demonstrago, o fato de que se E, =0 e se |E | satisfaz a Eq. (i).entdo |E | < (e - 1)/
(¢~ 1) para a # 1, mostre que
(1+hL) —1
L
A Eq. (i) fornece uma cota para |E,| em termos de h, L,n e . Note que para um h fixo essa cota aumenta
quando n aumenta, ou seja, o erro aumenta com a distincia ao ponto inicial £,
(c) Mostre que (1 + hL)" < e™*; portanto,
L el _ |

-1
|Eql < 3 Bh = T Bh.

|Enl = Bh. (ii)
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Para um ponto fixo T = t, + nh [ou seja, nh € constante e h = (T - 1,)/n], essa cota para o erro € da forma
uma constante vezes h e tende a zero quando h — 0. Note. também, que para nhL = (T - 1,)L. pequeno o
lado 2 direita do sinal de igualdade na equagio precedente ¢ aproximadamente igual a nh*g = (T - 1,) Bh,
que foi obtido na Eq. (24) por um argumento intuitivo,

24, Deduza uma expressdo andloga a Eq. (21) para o erro de truncamento local para a férmula de Euler inversa.
Sugestao: construa uma aproximagao de Taylor apropriada de ¢ (1) em tornode r = ¢, .

25. Usando um tamanho de passo i = 0,05 e o método de Euler, mas mantendo apenas trés digitos ao longo
dos cilculos, determine valores aproximados para a solugioem r=0,1:02;02 e 0.4 para cada um dos pro-
blemas de valor inicial a seguir.

(a) vV =1—1+4y, yiy=1
b)) yV=34+r-y, y0)=1
(c) v =2y-3t, y(0) =1

Compare os resultados com os obtidos no Exemplo 1 e nos Problemas 1 e 3. As pequenas diferengas entre
alguns dos resultados arredondados para trés digitos e os resultados atuais sdo devidas ao erro de arredon-
damento. O erro de arredondamento tornar-se-ia importante se os cdlculos exigissem muitos passos.

26. O problema a seguir ilustra um perigo que ocorre devido ao erro de arredondamento quando niimeros
quase iguais sdo subtraidos e a diferenca é multiplicada. entdo, por um niimero muito grande. Calcule a
quantidade

6.010 18.04
1000 .
2.004  6.000

da seguinte maneira:

(a) Arredonde primeiro cada elemento no determinante para dois digitos.

(b) Arredonde primeiro cada elemento no determinante para trés digitos.

(c) Retenha todos os quatro digitos. Compare este valor com os resultados dos itens (a) e (b).

27. A distributividade a(b - ¢) = ab - ac ndo vale, em geral, se os produtos sido arredondados para um numero
menor de digitos. Para mostrar isso em um caso especifico. fagaa = 0,22, h =319 e ¢ = 2,17. Depois de cada
multiplicagdo, arredonde retirando o tltimo digito.

Como para muitos problemas o método de Euler precisa de um tamanho de passo muito pequeno para
se obter resultados suficientemente precisos, houve um grande esforgo para se desenvolver métodos mais
eficientes. Nas proximas trés segoes vamos discutir alguns desses métodos. Considere o problema de valor
inicial

y=ft,y), yt)=y (1)

e denote por y = ¢ () sua solugdo. Lembre da Eq. (10) da Segao 8.1 que, ao integrar uma equagao dife-
rencial dada de 1, até 1,,,, obtemos
!

Sltpe) = d(t) + | flLp@]d. @)

:il
A férmula de Euler
Yisl = Y¥n + hf(!n‘_vn) (3)

é obtida substituindo-se f[r, ¢ (1)] na Eq. (2) por seu valor aproximado f{t,, y,) no extremo esquerdo do
intervalo de integragao.

Férmula de Euler Aprimorada. Uma férmula de aproximagio melhor pode ser obtida se o integrando
na Eq. (2) for aproximado de modo mais preciso. Um modo de fazer isso € aproximar o integrando pela
média de seus valores nas duas extremidades, a saber, [f[r,. ¢ (t,)] + fltu1s @ (£2.1)]}/2. Iss0 € equivalente a
aproximar a drea em baixo da curva na Figura 8.2.1 entre 1 = 1, e = t,,,, pela drea do trapézio sombreado.
Além disso, substituimos ¢ (1,) e ¢ (¢,.,) pelos seus valores aproximados respectivos y, e y,,,. Dessa forma,
obtemos, da Eq. (2),
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EXEMPLO

f(rmyﬂ) +f(fn+1y,)’n+1)h

Vsl = Yn+ 2 (4)

Como a incégnita y,., aparece como um dos argumentos de fa direita do sinal de igualdade na Eq. (4), -.i

}

esta equagdo define y,,, implicitamente, em vez de explicitamente. Dependendo da natureza da fungio
f pode ser bem dificil resolver a Eq. (4) para y,,,. Essa dificuldade pode ser sanada substituindo-se y,., a
direita do sinal de igualdade na Eq. (4) pelo valor obtido usando-se a férmula de Euler (3). Entio,

f(‘m)’n) +f[‘n + h’yn +hf(!myn)]h
2

nt (ty + h, n+hfn)
:,Yn+f f z Y h, (5)

onde r,,, foi substituido por t, + h.

A Eq. (5) nos dd uma férmula explicita para se calcular y,.,, o valor aproximado de ¢ (t,,,). em fungio
dos dados em 1,. Essa férmula é conhecida como a férmula de Euler aprimorada ou a féormula de Heun.!
A férmula de Euler aprimorada ¢ um exemplo de um método em duas etapas: primeiro calculamos y, +
hf, da férmula de Euler e, depois, usamos esse resultado para calcular y,,, da Eq. (5). A férmula de Euler
aprimorada (5) ndo representa uma melhoria sobre a férmula (3), jd que o erro de truncamento local ao
se usar a Eq. (5) é proporcional a h*, enquanto para o método de Euler é proporcional a % Essa estimati-
va para o erro na férmula de Euler aprimorada estd provada no Problema 14. Pode-se mostrar, também,
que para um intervalo finito o erro de truncamento global para a férmula de Euler aprimorada ¢ limitado
por uma constante vezes h’, de modo que esse método € de segunda ordem. Note que essa precisio maior
¢ obtida a custa de mais trabalho computacional, ja que agora ¢ necessdrio calcular f(r, yv) duas vezes para
seirder,af,,,.

Vel =Y+

y y =£It, o(t)]

f[f,...l.@(fnq”"
f“;ﬂ@[!"”_ %{f“n.¢“n}]+
f“nrl'ﬂ“r&l}]}

2L |

n trn]. t

FIGURA 8.2.1 Dedugiio do método de Euler aprimorado.

Se f (1, y) depender apenas de f ¢ ndo de y, entdo a resolugio da equagdo diferencial y' = f (1, y) se
reduzird a integrar f (1). Nesse caso, a férmula de Euler aprimorada (5) fica

h
Ynel = Yn = EU(IR) + flta + )], (6)

que €, simplesmente, a regra do trapézio para integragdo numérica.

Use a formula de Euler aprimorada (5) para calcular valores aproximados da solugio do problema de valor
inicial
y=1=1+4y, y(0) = 1. (7

Para esclarecer exatamente quais célculos sdo necessdrios, vamos mostrar alguns passos em detalhe. Para
este problema, f(r,y) = 1 =t + 4y; logo,

fn=1‘_:u+4yn

f(fu +hya+hfa) =1 =t + h) + 4ya + hfa).

'A férmula tem esse nome em homenagem a Karl Heun (1859-1929), professor da Technical University of Karlsruhe.
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Alémdisso,f, =0,y,=1e fy=1-1,+ 4y, =5.Se h = 0,025, entdo

fltg + h,yo + hfo) =1 - 0,025 +4[1 + (0,025)(5)] = 5.475.
Portanto, da Eq. (5) temos
y1 =1+ (0,5)(5 + 5,475)(0.025) = 1,1309375. (8)
No segundo passo. precisamos calcular
fi = 1= 0,025 + 4(1,1309375) = 5,49875.
vy + hfy = 1,1309375 + (0,025)(5.49875) = 1,26840625,

flta, vy + Afi) =1 — 0,05 + 4(1,26840625) = 6,023625.
Logo. da Eq. (5),
va = 1.1309375 + (0,5)(5,49875 + 6,023625)(0,025) = 1,2749671875, (9)

A Tabela 8.2.1 mostra outros resultados para () < 1 < 2 obtidos usando-se 0 método de Euler aprimorado
com h = 0,025 e h = 0.01. Para comparar os resultados do método de Euler aprimorado com os do método de
Euler, note que o método de Euler aprimorado precisa de dois cdleulos dos valores de fem cada passo. enquan-
to o método de Euler precisa s6 de um. Isso é importante, ja que tipicamente a maior parte do tempo computa-
cional de cada passo ¢ gasto calculando-se os valores de f,de modo que contar essas operagoes ¢ uma maneira
razodvel de se estimar o esforgo computacional total. Entao. para um tamanho de passo dado /1 o método de
Euler aprimorado precisa do dobro dos cdlculos de valores de fdo método de Euler. De outro ponto de vista,
o método de Euler aprimorado com tamanho de passo it necessita do mesmo nimero de célculos de valores de
fque o método de Euler com passo h/2.

TABELA 8.2.1 Uma Comparagao dos Resultados Usando-se os Métodos de Euler e de

Euler Aprimorado para o Problema de Valor Inicial v = 1 =1+ 4y, y(0) = 1
Euler Euler Aprimorado

' h=0,01 h = 0,001 h = 0,025 h=0,01 Exata
0 1.0000000 1,0000000 1,0000000 1.0000000 1,0000000
0.1 1.5952901 1.6076289 1,6079462 1.6088585 1,6090418
0.2 24644587 2,5011159 2.5020618 2.5047827 2,5053299
0.3 3.7390345 3.8207130 3,8228282 3.8289146 3,8301388
04 5.6137120 5,7754845 5,7796388 5,7917911 5,7942260
0.5 8.3766865 8,6770692 8,6849039 8,7074637 8,7120041
1,0 60.037126 64,382558 64,497931 64,830722 64,897803
1.5 42640818 473,55979 474,83402 478.51588 479,25919
20  3029.3279 34841608 3496.,6702 3532,8789 3540,2001

Observando a Tabela 8.2.1 vocé pode ver que o método de Euler aprimorado com s = 0,025 d4 resultados
muito melhores do que o método de Euler com / = (,01. Note que para alcangar 1 = 2 com esses tamanhos de
passos 0 método de Euler aprimorado precisa de 160 célculos de valores de f, enquanto o método de Euler
precisa de 200. Mais importante de se notar ¢ que 0 método de Euler aprimorado com & = 0,025 ¢ ligeiramente
mais preciso do que o método de Euler com & = 0,001 (2000 cdlculos de valores de f). Em outras palavras, com
algo da ordem de um doze avos do esforgo computacional o método de Euler aprimorado fornece resultados
para este problema compardveis a, ou um pouco melhores do que, os gerados pelo método de Euler. Isso ilus-
tra o fato de que comparado a0 método de Euler o método de Euler aprimorado € claramente mais eficiente,
gerando resultados substancialmente melhores ou precisando de muito menos esforgo computacional total, ou
ambos,

Os erros percentuais em f = 2 para o método de Euler aprimorado sio de 1,22% para h = 0,025 e de 0,21%
para h=0,01.

Um programa de computador para o método de Euler pode ser imediatamente modificado para im-
plementar 0 método de Euler aprimorado. Basta substituir o Passo 6 no algoritmo da Secdo 8.1 pelo
seguinte:
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Passo 6. k1 =f(1,y)
K2=ft+hy+hxkl)
y=y+ (h/2) % (kl + k2)
t=t+h

Variagdo no Tamanho dos Passos. Mencionamos, na Segiio 8.1, a possibilidade de ajustar o tamanho dos
passos & medida que os cdlculos prosseguem, de modo a manter o erro de truncamento local em um nivel
mais ou menos constante. O objetivo ¢ ndo usar mais passos do que o necessdrio e, a0 mesmo tempo, man-
ter algum controle sobre a precisio das aproximagoes. Vamos descrever aqui como isso pode ser feito.
Suponha que, ap6s n passos. chegamos ao ponto (1,. y,). Escolhemos um tamanho de passo / e calculamos
V,..1-A seguir, estimamos o erro que fizemos ao calcular y,.,. Sem conhecer a solugdo exata, o melhor que
podemos fazer ¢ usar um método mais preciso e repetir os cilculos a partir de (r,, y,). Por exemplo, se
tivermos usado o método de Euler para o célculo original poderiamos repetir com o método de Euler
aprimorado. Entdo, a diferenga entre os dois valores calculados é uma estimativa €5, do erro ao se usar
o método original. Se o erro estimado ¢ diferente da tolerincia de erro ¢, entdo ajustamos o tamanho do
passo e repetimos o cdlculo. A chave em fazer esse ajuste eficientemente € saber como o erro de trunca-
mento local e,., depende do tamanho do passo h. Para o método de Euler o erro de truncamento local
¢ proporcional a /i°, de modo que para trazer o erro estimado (diminuindo ou aumentando) ao nivel de
tolerdncia ¢ precisamos multiplicar o tamanho do passo original pelo fator ve /e .

Para ilustrar esse procedimento vamos considerar o problema (7) do exemplo
vV =1-1+4y, y(0) = 1.

Vocé pode verificar que apés um passo com & = 0,1 obtemos os valores 1.5 e 1,595 com os métodos de
Euler e de Euler aprimorado, respectivamente. Logo, o erro estimado para o método de Euler € 0,095, Se
tivermos escolhido uma tolerincia de 0,05 para o erro, por exemplo, precisariamos diminuir o tamanho
do passo multiplicando-o pelo fator /0,05/0,095 = 0,73. Arredondando para baixo para ser conserva-
dor, vamos escolher o tamanho de passo ajustado como sendo /i = 0,07. Obtemos, entio. da férmula de
Euler,

¥ =14 0,07)f(0,1) = 1,35 = ¢(0,07).

Usando a formula de Euler aprimorada obtemos y, = 1,39655. de modo que o erro estimado ao se usar
a formula de Euler € 004633, que ¢ ligeiramente menor do que a tolerdncia especificada. O erro de fato,
baseado em uma comparagio com a solugdo exata, ¢ um pouco maior, a saber, 0,05122.

Podemos seguir o mesmo procedimento em cada passo dos cdlculos, mantendo assim o erro de trun-
camento local aproximadamente constante ao longo de todo o processo. Codigos modernos adaptativos
para a resolugdo de equagdes diferenciais ajustam o tamanho do passo a medida que prosseguem de
maneira bem semelhante a essa. embora usem, em geral, formulas mais precisas do que as de Euler e de
Euler aprimorado. Em consequéncia, sdo ao mesmo tempo eficientes e precisos, usando passos muito
pequenos apenas onde € realmente necessario.

PROBLEMAS

RS

Em cada um dos Problemas de 1 a 6, encontre valores aproximados da solugio do problema de valor inicial
dado em £ =0,1;0.2:0.3 e 0.4. Compare os resultados com os obtidos pelo método de Euler ¢ pelo método de
Euler inverso na Segdo 8.1 e com a solugdo exata (se disponivel).

(a) Use o método de Euler aprimorado com A = 0,05.
(b) Use o método de Euler aprimorado com h = 0,025.
(¢) Use o método de Euler aprimorado com & = 0,0125.

Ly=3+t—y, y0)=1 & 2y=5-34. y0)=2
3.y =2y-3, y(0) =1 ﬂ 4. y=2t+e”, vy =1

1§ 2
5.y = Y;I?. y(0)=05 §2 6.y =0 -y)hseny, y0)=-1

Em cada um dos Problemas de 7 a 12, encontre valores aproximados da solugio do problema de valor inicial
dadoemr=05;1,0:15e2.0.

(a) Use o método de Euler aprimorado com h = 0,025.

(b) Use o método de Euler aprimorado com /& = 0,0125,

T e W .
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7.y =05-t+2y, y0)=1 L 8. Vy=5-345  y0)=2
9.y =¥y y(0)y=3 “2 10, y' =2t +e7®, y(0) =1
1Ly =@ —t/l+y), y0)=-2

12, y = (VP 4+ 200)/B + 13), y(0) =05

13. Complete os cdlculos necessdrios para se obter os elementos nas colunas quatro e cinco da Tabela 8.2.1.

14. Neste problema vamos provar que o erro de truncamento local para a formula de Euler aprimorada é
proporcional a /*. Se supusermos que a solugdo ¢ do problema de valor inicial ¥ o=f(y),y (1) =y tem
derivadas continuas até a terceira ordem (f tem derivadas parciais de segunda ordem continuas), segue
que

" Ly

¢2E!fn)k;+ o 1(:.1)

QU +h) = pt,) + ¢ (t,)h + .

ondet, <1, <1, + h.Suponha que v, = ¢ (1,).
(a) Mostre que, para y,,, dado pela Eq. (5),

el = @lns1) — Vi1

”(‘n)h_ rn+h-"n+h “n- n.’ == ”n. ". i ‘” .‘I3
_¢ I ] wf ya)l = f( y”’”‘“;.)'- 0

(b) Usando os fatos de que ¢"(r) = f[r.¢(n)] + f.[1.@(N]#'(r) e a aproximagdo de Taylor com resto para uma
fungdo F(r, ¥) de duas varidveis € da forma

Fla+hb+k)=Fla.b)+ Fila,b)h+ F.(a,b)k

+ %UHF,, + 2hkEyy + k')
< x=Ey=y
onde § estd entre a ¢ a + h e pestd entre b e b + k. mostre que o primeiro termo a direita do sinal de igual-
dade na Eq. (i) é proporcional a /" mais termos de ordem maior. Esse ¢ o resultado desejado.
(¢) Mostre que,se f(r,v) € linearem e v.entio e, = ¢"(r,)h'6,onder, <1, <1,...
Sugestdo: o que sio f,. f, e f,,?

15. Considere o método de Fuler aprimorado para resolver o problema de valor inicial ilustrativo v' = 1 -1+
4y, y (0) = 1. Usando o resultado do problema 14(c) e a solugio exata do problema de valor inicial, deter-
mine ¢,,; € uma cota para o erro em qualquer passo em 0 < r < 2. Compare esse erro com o obtido na Eq.
(26) da Segao 8.1 usando o método de Euler. Obtenha, também, uma cota para e, com & = 0,05 e compare
com a Eq. (27) da Segdo 8.1.

Em cada um dos Problemas 16 ¢ 17, use a solugdo exata ¢ (r) para determinar e,,, e uma cota para e,_, em qual-
quer passo no intervalo 0 < r < 1 para o método de Euler aprimorado para o problema de valor inicial dado.
Obtenha, também, uma cota para e, com & = 0,1 e compare com a estimativa semelhante para o método de
Euler ¢ com o erro exato usando o método de Euler aprimorado,

16. y' =2y—1, y0) =1 17. y' =05 -1t + 2y, yi)y =1

Em cada um dos Problemas de 18 a 21. efetue um passo do método de Euler ¢ do método de Euler aprimorado
usando o tamanho de passo i = 0,1. Suponha que se deseja um erro de truncamento local ndo maior do que
0,0025. Estime o tamanho de passo necessdrio para o método de Euler satisfazer essa condigdo no primeiro
passo.

18. ¥ =05 -1+ 2y, i)y =1 19. ¥y =5t —-3./y, y(0)=2

20. y =¥y, y0)=3 2Ly =P +20)/B+),  y0)=05

22. A férmula de Euler modificada para o problema de valor inicial y* = f (1, y). y (t) = ¥, ¢ dada por
Yot = Yu + hf (6 + 3h,yn + Shf (a, ya)).

Seguindo o procedimento esquematizado no Problema 14, mostre que o erro de truncamento local na
férmula de Euler modificada é proporcional a i,

Em cada um dos Problemas de 23 a 26, use a férmula de Euler modificada do Problema 22 com h = 0,05 para
calcular valores aproximados da solugao do problema de valor inicial dado em r = 0,1;0,2:0.3 ¢ 0,4. Compare
os resultados com os obtidos nos Problemas de 1 a 4.
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& 3. y=3+1t-y, yO=1 ¢ 2y =5-3/5  yO0) =2
5. y=20-3 y0=1 2 2%. y=u+e",  y0) =1

27. Mostre que a férmula de Euler modificada do Problema 22 ¢ idéntica & formula de Euler aprimorada da
Eq.(5)paray' = f(t,y)se fé linecaremzey.

8.3 0 Método de Runge-Kutta

Introduzimos, nas segOes anteriores, a férmula de Euler, a férmula de Euler inversa e a férmula de Euler
aprimorada como maneiras de resolver o problema de valor inicial

y =f@y), y(to) = yo (1)

numericamente, Os erros de truncamento locais para esses métodos sao proporcionais a %, i’ e ', respec-
tivamente. Os métodos de Euler e de Euler aprimorado pertencem aquela que € conhecida hoje como a
classe de métodos de Runge-Kutta?

Nesta sec¢iio vamos discutir o método desenvolvido originalmente por Runge e Kutta. Esse método
¢ chamado atualmente de método clissico de Runge-Kutta de quarta ordem em quatro estdgios, mas
na pritica as pessoas se referem a ele simplesmente como 0 método de Runge-Kutta, e seguiremos essa
prética. Esse método tem um erro de truncamento local proporcional a A°. Assim, ¢ duas ordens de
grandeza mais preciso do que o método de Euler aprimorado e trés ordens de grandeza mais preciso do
que o método de Euler. Ele ¢é relativamente simples de usar e suficientemente preciso para tratar muitos
problemas de maneira eficiente. Isso é particularmente verdadeiro para os métodos de Runge-Kutta
adaptativos, nos quais se pode variar o tamanho dos passos quando necessdrio. Retornaremos a essa
questdo no final desta segio.

A férmula de Runge-Kutta envolve uma média ponderada de valores de f(r, y) em pontos diferentes
no intervalo 1, <1 < t,.,. E dada por

kl‘l] + anl + an.'i + ku-i)

Yutri =y:1+h( 6 {2}

onde
k= f(tn, ¥n)
kna = f(ta + 3h.yn + Yhkn), (3)
kn3 = f(tn + 3h,yn + 3hk2),
kns = f(ta + h,yn + hk,3).

A soma (k,, + 2k, +2k,; + k,,)/6 também pode ser interpretada como um coeficiente angular médio. Note
que &, é o coeficiente angular no extremo esquerdo do intervalo, k,, € o coeficiente angular no ponto
médio usando-se a férmula de Euler para ir de ¢, até r, + h/2, k,, ¢ a segunda aproximagdo do coeficiente
angular no ponto médio e k,, é o coeficiente angular em 1, + h usando a férmula de Euler e o coeficiente
angular k,, parairdet, at, +h.

Embora, em principio, nio seja dificil mostrar que a Eq. (2) difere da expansao de Taylor da solugio ¢
por termos proporcionais a i, os calculos algébricos sio bem longos.' Vamos aceitar, entdo, o fato de que
o erro de truncamento local ao se usar a Eq. (2) € proporcional a % e que, para um intervalo finito, o erro
de truncamento global é no mdximo uma constante vezes h'. A descri¢io anterior deste método como
um método de quarta ordem em quatro estdgios reflete os fatos de que o erro de truncamento global é
de quarta ordem no tamanho do passo & e hd quatro estdgios intermedidrios nos cdlculos (os cdlculos de
Koo oenn k).

E claro que as férmulas de Runge-Kutta, Egs. (2) e (3), sdo mais complicadas que qualquer das f6rmu-
las discutidas até agora. Isso ndo é muito importante, no entanto, ji que nao € dificil escrever um progra-

*Carl David Runge (1856-1927), matemdtico e fisico alemdo, trabalhou muitos anos em espectroscopia. A anilise de dados o i
levou a considerar problemas em computagiio numérica, e o método de Runge-Kutta teve origem em seu artigo sobre solu- 3
goes numéricas de equagdes diferenciais de 1895. O método foi estendido para sistemas de equagdes em 1901 por M. Wilhelm
Kutta (1867-1944). Kutta era um matematico alemdo que trabalhava com aerodinimica e €, também, muito conhecido por
suas contribuigdes importantes a teoria cléssica de aerof6lio.

Weja, por exemplo, o Capftulo 3 do livro de Henrici, listado nas referéncias,

X1 SEE e




EXEMPLO

MEéTopos NumEricos 359

ma de computador que implemente esse método. Tal programa tem a mesma estrutura que o algoritmo
para o método de Euler esquematizado na Segdo 8.1. Especificamente, as linhas no Passo 6 no algoritmo
de Euler tém que ser substituidas pelas seguintes:

Passo 6. k1 =f(t,y)
K2=f(t+05%hy+05%h«*kl)
kK3=f(t+05%h,y+05*xhxk2)
kd=f(t+hy+h=k3)
y=y+(h/6) « (k1 +2%k2+2xk3 + k4)
t=t+h
Note que, se f ndo depende de y, entdo
kn] If(f,,). kﬂZ = kn] = f“n + hfZ) kn-t = f(f,, + hj. (4)

eaEq.(2)sereduza

h
Yol = Yn = Elf(ln) +4f(t, + h/2) + f (1, + h)). (5)

A Eq. (5) pode ser identificada com a regra de Simpson® para o célculo aproximado da integral de y' =
f(1). O fato de que a regra de Simpson tem um erro proporcional a A° € consistente com o erro de trunca-
mento local na férmula de Runge-Kutta.

Use o método de Runge-Kutta para calcular valores aproximados da solugdo y = ¢ (1) do problema de valor
inicial
Yy=1=t+4. y@)=1 (6)

Fazendo h = 0.2, temos

ko =f(0:1) =5 hkyn=10,
kpy =fO0+0,1;1405 =69,  hky =138,

koy = f(0+0.1:1 40,69 =7.66:  hkp = 1,532,
kos = f(0+0.2;1 + 1,532) = 10,928,

Logo,
0,2
n=1+ ?[5 +2(6.9) + 2(7,66) + 10,928]
=14 1.5016 = 2,5016.

A Tabela 8.3.1 mostra outros resultados obtidos pelo método de Runge-Kuttacom h=0.2,h=0,1 ¢ h=0,05.
Note que o método de Runge-Kutta fornece um valor emt = 2 que difere da solugiio exata por apenas 0,122%,

TABELA 8.3.1 Uma Comparagio dos Resultados para a Aproximagio Numérica da
Solugdo do Problema de Valor Inicial y' = 1 —r+ 4y, y(0) = 1

Euler
Aprimorado Runge-Kutta Exata
t h = 0,025 h=0.2 h=0.1 h =005

0 1,0000000 1,0000000 1.0000000 1,0000000 1,0000000
0.1 1,6079462 1,6089333 1,6090338 1,6090418
0,2 2.5020618 2.5016000 2 5050062 2.5053060 2,5053299
0,3 3,8228282 3.8294145 3,8300854 3,8301388
0,4 5,7796888 57776358 5,7927853 57941197 5,7942260
0,5 8,6849039 8,7093175 8,7118060 8,7120041
1,0 64,497931 64,441579 64,858107 64,894875 64,897803
1,5 47483402 478.81928 479,22674 479,25919
20  3496,6702 3490,5574 3535,8667 3539,8804 3540,2001

‘A regra de Simpson leva esse nome em homenagem a Thomas Simpson (1710-1761), um matemitico inglés e autor de livros-

textos, que a publicou em 1743,
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se o tamanho do passo é h = 0,1, ¢ por apenas 0,00903% se h = 0,05. No dltimo caso, 0 erro € menor do que uma
parte em dez mil, e o valor calculado em ¢ = 2 estd correto até quatro digitos.

Para efeitos de comparagao, note que os métodos de Runge-Kutta, com & = 0,05, e o de Euler aprimorado,
com h = 0,025, precisam de 160 cdlculos de valores de f para chegar a r = 2. O método de Euler aprimorado
fornece um resultado em ¢ = 2 com erro de 1,23%. Embora esse erro possa ser aceitdvel para alguns fins, ¢ mais
de 135 vezes o erro feito pelo método de Runge-Kutta com esforgo computacional compardvel. Note, também,
que o método de Runge-Kutta com £ = 0,2, ou 40 célculos de valores de f produz um valor em ¢ = 2 com erro
de 1.40%., que € s ligeiramente maior do que o erro no método de Euler aprimorado com h = 0,025, que cal-
cula 160 valores de f. Assim, vemos, de novo, que um algoritmo mais preciso ¢ mais eficiente; produz melhores
resultados com esforgo semelhante, ou resultados andlogos com menos esforgo.

0O método classico de Runge-Kutta sofre dos mesmos defeitos que outros métodos com tamanho de
passo fixo para problemas onde o erro de truncamento local varia muito no intervalo de interesse. Ou
seja, um passo suficientemente pequeno para obter precisio satisfatéria em algumas partes do intervalo
pode ser muito menor do que o necessdrio em outras partes. Isso estimulou o desenvolvimento de mé.
todos de Runge-Kutta adaptativos, que providenciam a modificagio do tamanho do passo automatica-
mente & medida que procedem os célculos, de modo a manter o erro de truncamento local préximo ou
abaixo de um nivel de tolerincia especificado. Como explicado na Segdo 8.2, isso requer a estimativa do
erro de truncamento local em cada passo. Um modo de fazer isso € repetir os cdlculos com um método
de quinta ordem — que tem um erro de truncamento local proporcional a h* — e depois usar a diferenga
entre os dois resultados como uma estimativa para o erro. Se isso for feito de um modo direto o uso de um
método de quinta ordem precisa de pelo menos mais cinco cdlculos de fem cada etapa, além dos neces-
sdrios originalmente pelo método de quarta ordem. No entanto, se fizermos uma escolha apropriada dos
pontos intermedidrios ¢ dos coeficientes de peso nas expressoes para k,;, ... em um determinado método
de Runge-Kutta de quarta ordem, entdo essas expressoes podem ser usadas novamente, junto com um
estdgio adicional, em um método de quinta ordem correspondente. Isso resulta em um ganho substancial
em eficiéncia. Acontece que isso pode ser feito de mais de uma maneira.

O primeiro par de métodos de Runge-Kutta de quarta e quinta ordens foi desenvolvido por Erwin
Fehlberg® no final da década de 1960 e é conhecido como o método de Runge-Kutta-Fehlberg, ou método
RKFE! A popularidade do método RKF foi consideravelmente aumentada pelo aparecimento, em 1977,
de sua implementagio RKF45 em Fortran por Lawrence F. Shampine e H. A. Watts. O método RKF e ou-
tros métodos de Runge-Kutta adaptativos sio métodos muito poderosos ¢ eficientes para a aproximagio
numérica de solugdes de uma classe enorme de problemas de valor inicial. Implementagdes especificas de
um ou mais deles estio disponiveis amplamente em pacotes comerciais de softwares.

PROBLEMAS

o 9.
2 ¢

Em cada um dos Problemas de 1 a 6, encontre valores aproximados da solugio do problema de valor inicial
dadoem r=0,1,0.2;0,3 e 0,4, Compare os resultados com os obtidos usando outros métodos e com a solugio
exata (se disponivel).

(a) Use o método de Runge-Kutta com 4 = 0,1,

(b) Use o método de Runge-Kutta com & = 0,05.

Ly=34t-y, yO0=1 ¢ 2y=5-3/4 y0)=2
3.y=2y-3, y0=1 &l 4y=2+e”,  yO)=1

7 42t -
Y= };+:2y‘ y(0) =05 & 6.V =0=yYseny, y(O0)=-1

Em cada um dos Problemas de 7 a 12, encontre valores aproximados da solugdo do problema de valor inicial
dado em r=0,5;1,0; 1.5 e 2,0. Compare os resultados com os obtidos usando outros métodos.

(a) Use o método de Runge-Kutta com i =0,1.
(b) Use o método de Runge-Kutta com h = 0,05.

‘Fehlberg (1911-1990) nasceu na Alemanha, recebeu seu doutorado da Technical University of Berlin em 1942, emigrou para
os Estados Unidos depois da Segunda Guerra Mundial e trabalhou na NASA por muitos anos. O método de Runge-Kutta-
Fehlberg foi publicado pela primeira vez em um Relatério Técnico da NASA em 1969,

*0s detalhes do método RKF podem ser encontrados, por exemplo, no livro de Ascher e Petzold e no de Mattheij e Molenaar,
listados nas referéncias.

i
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