
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 
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CAPÍTULO I 
 

 

Seguem as sugestões de solução dos exercícios da lista 1.6.  Observamos que em al guns 

exemplos existem mais de um caminho ou maneira para chegar à solução.  Apresentamos 

somente uma opção. 

 

SEÇÃO 1.6 – p. 10 
 

1. Determinar todos os intervalos de números que satisfazem as desigualdades abaixo. 

Fazer a representação gráfica. 

 

a) xx 353 +<−  

 

21

42

24

24

353

−>

−>

−>

<−

−<−−

x

x

x

x

xx

 

 

 

 
),2/1( ∞+−  

 

b) 
3

1

4

3

3

1
52

x
xx

−
++<−  

( )

3

16

12

491

3

16

12

44924

3

151

12

14924

5
3

1

3

1

4

3
2

<
−

<
+−−

+
<

−−−

+<
−

−−

x

xxx

xxx

x
xx
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19

68

57

204

20457

3

17

12

91

12

4

3

16

12

91

<

<

<

<

+<

x

x

x

x

x

 

 

 

 
)19/68,(−∞  

 

 

c) 7332 −≥−−> x  

 

3

4

3

5

435

37332

≤<
−

−≥−>

+−≥−>+

x

x

x

 

 

 
]3/4,3/5(−  

 

 

d) 
4

35
<

x
 

 

1° caso: 3203200 >∴<⇒> xxx  

Solução 1° caso: ( ) ( ) ( )∞+=∞+∩∞+ ,320,320,0  

 

2° caso: 3203200 <∴>⇒< xxx  
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Solução 2° caso: ( ) ( ) ( )0,320,0, ∞−=∞−∩∞−  

 

Solução final: ( ) ( )∞+∩∞− ,3200,  ou [ ]320,0∉x  

 

 
 

 

e) 92
≤x  

( ) ( ) 033

092

≤+−

≤−

xx

x
 

 

 

1° caso:  

3

03

≥

≥−

x

x
   e  

3

03

−≤

≤+

x

x
 

 

 

Solução 1° caso: ( ] [ ) o/=∞+∩−∞− 33,  

 

2° caso: 

3

03

≤

≤−

x

x
  e  

3

03

−≥

≥+

x

x
 

Solução 2° caso: ( ] [ ) [ ]3,333, −=∞+−∩∞−  

 

Solução final: [ ]3,3−  

 

 
 

 

 

f) 0232
>+− xx  

 

( ) ( )

[ ]2,1

021

∉

>−−

x

xx
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g) 021 2
≥−− xx  

 

( ) ( )

[ ]21,1

0121

012 2

−∈

≤−+

≤−+

x

xx

xx

 

 

 
 

 

h) 
x

x

x

x

+
<

−

+

32

1
 

 

1° caso:  

 

2

02

<

>−

x

x
   e   

3

03

−>

>+

x

x
 

 

( ) ( ) ( )2,3,32, −=∞+−∩∞−  

 

( ) ( ) ( )

satisfazquexexistenãoxx

xxxxx

xxxx

⇒<++

−<+++

−<++

0322

233

231

2

22

 

 

2° caso: 

 

2

02

<

>−

x

x
   e   

3

03

−<

<+

x

x
 

 

( ) ( ) ( )3,3,2, −∞−=−∞−∩∞−  

 

( ) ( ) ( )

IRxxx

xxxx

∈⇒>++

−>++

0322

231

2
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Solução 2° caso: ( ) ( ) ( )3,3,, −∞−=−∞−∩∞+∞−  

 

3° caso: 

 

2

02

>

<−

x

x
   e   

3

03

−>

>+

x

x
 

 

( ) ( ) ( )∞+=∞+∩∞+− ,2,2,3  

 

IRxxx ∈⇒>++ 0322 2  

 

( ) ( ) ( )∞+=∞+∩∞+∞− ,2,2,  

 

4° caso:  

2

02

>

<−

x

x
   e   

3

03

−<

<+

x

x
 

( ) ( ) 03,,2 /=−∞−∩∞+  

 

Solução final: ( ) ( ) [ ]2,30,23,0 −∉⇒/∪∞+∪−∞−∪/ x  

 

 
 

 

i) xxx +>+
23 1  

 

( ) ( ) 011

01

2

23

>+−

>+−−

xx

xxx
  

 

Portanto,   

01 >+x  ou 1>x . 

 

 
 

j) ( ) ( ) 0412
≤+− xx  

 

( ) ( ) ( ) 0411 ≤++− xxx  
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1° caso:  

1

01

≤

≤−

x

x
,  

1

01

−≤

≤+

x

x
  e  

4

04

−≤

≤+

x

x
 

 

Solução: ]4,( −−∞  

 

2° caso:  

1

01

≥

≥−

x

x
, 

1

01

−≥

≥+

x

x
  e  

4

04

−≥

≥+

x

x
   

Solução: 0/  

 

3° caso: 

 
1

01

≤

≤−

x

x
,  

1

01

−≥

≥+

x

x
  e  

4

04

−≥

≥+

x

x
 

 

Solução: [ ]1,1−  

 

4° caso: 

1

01

≥

≥−

x

x
,  

1

01

−≥

≥+

x

x
  e  

4

04

−≤

≥+

x

x
 

Solução: 0/  

 

Solução final: ( ] [ ] ( ] [ ]1,14,01,104, −∪−∞−=/∪−∪/∪−∞−  

 

 

 
 

k) 1
2

2

2

2
≤

−

+
≤

− x

x

x
 

 

1° caso: 202 >⇒>− xx  

 

( )

0

40

2222

222

/

−≤≤

−−≤≤−

−≤+≤

xx

xx

xx

 

 

2 caso: 202 <⇒<− xx  
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040

222

≤⇒−≥≥

−≥+≥

xxx

xx
 

 

Solução: ( ] ( ) ]0,(2,0, −∞=∞−∩∞−  

 

 
 

l) 24 xx ≥  

 

( ) ( ) 011

0

2

24

≥+−

≥−

xxx

xx
 

 

1° caso:  

 

1

01

≥

≥−

x

x
  e  

1

01

−≥

≥+

x

x
 

 

Solução 1° caso: [ )∞+,1  

 

2° caso:  

1

01

≤

≤−

x

x
  e  

1

01

−≤

≤+

x

x
 

 

Solução: ( ]1, −∞−  

 

Solução final: ( ] { } [ )∞+∪∪−∞− ,101,  

 

 

 
 

m) 4
3

<
−x

x
 

 

1° caso: 303 >⇒>− xx  
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( )

4

123

123

124

124

34

<

<

−<−

−<−

−<

−<

x

x

x

xx

xx

xx

 

 

Solução 1° caso: ( )∞+,4  

 

2° caso: 303 <⇒<− xx  

 

( )

4

123

123

124

124

34

>

>

−>−

−>−

−>

−>

x

x

x

xx

xx

xx

 

 

Solução 2° caso: ( )3,∞−  

 

Solução final: ( ) ( )∞+∪∞− ,43,  

[ ]4,3∉x  

 

 
 

 

n) 1
4

321
>

+

−

x

x
 

 

1° caso: 404 −>⇒>+ xx  

 

14

7
2

1

34
2

1

43
2

1

−<

>−

+>−

+>−

x

x

xx

xx
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Solução 1° caso: 0/  

 

2° caso: 404 −<⇒<+ xx  

 

14

7
2

1

34
2

1

43
2

1

−>

−>

+<−

+<−

x

x

xx

xx

 

 

Solução 2° caso: ( )4,14 −−  

 

Solução final: ( )4,14 −−  

 

 
 

 

 

o) 2
5

3
≤

−x
 

 

1° caso: 505 >⇒>− xx  

 

( )

213

132

132

1023

523

≥

≥

−≤−

−≤

−≤

x

x

x

x

x

 

 

Solução 1° caso: [ ]∞+,213  

 

2° caso: 505 <⇒<− xx  

 

( )

213

523

≤

−≥

x

x
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Solução 2° caso: ( )5,∞−  

 

Solução final: ( ) [ )∞+∪∞− ,2135,  

 

[ )213,5∉x  

 

 
 

 

p) 0223
>−−− xxx  

 

( ) ( )
202

012 2

>⇒>−

>++−

xx

xxx
 

 

 

 
 

q) 0233
≤+− xx  

 

( ) ( ) 02122
≤++− xxx  

( ) ( ) 021
2

≤+− xx  

202 −≤⇒≤+ xx  

Solução Final: }1{]2,( ∪−−∞  

 

 
 

r) 
2

3

1

1

−
≥

+ xx
 

 

1° caso:  

 

1

01

−>

>+

x

x
  e  

2

02

>

>−

x

x
 ou ( )∞+,2  
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( )

25

52

233

332

132

−≤

≥−

+≥−

+≥−

+≥−

x

x

xx

xx

xx

 

 

Solução 1° caso: 0/  

 

2° caso:  

 

1

01

−<

<+

x

x
  e  

2

02

<

<−

x

x
 ou ( )1, −∞−  

)1(32 +≥− xx  

25−≤x  

 

Solução 2° caso: ]25,( −−∞  

 

3° caso:  

 

1

01

−>

>+

x

x
  e  

2

02

<

<−

x

x
  ou ( )2,1−  

 

( )

25

132

−≥

+≤−

x

xx
 

 

Solução 3° caso: ( )2,1−  

 

° caso:  

 

1

01

−<

<+

x

x
  e  

2

02

>

>−

x

x
  ou 0/  

 

Solução final: ( ] ( )2,125, −∪−∞−  
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s) 01248 23
<+−− xxx  

 

( ) ( ) 01212
2

<+− xx  

 

21

12

012

−<

−<

<+

x

x

x

 

 
 

t)  

 

02112012

2112012

23

23

≥−+−

+−≥−

xxx

xxx
 

 

      ( ) ( ) 02312
2

≥−− xx  

 

                     

32

23

023

≥

≥

≥−

x

x

x

 

 

Solução Final: }2/1{),3/2[ ∪+∞  

 
 

 

2. Resolva as equações em IR  

 

a) 1235 =−x  

 

3

515

155

3125

ou1235

=

=

=

+=

=−

x

x

x

x

x

  

59

95

3125

1235

−=

−=

+−=

−=−

x

x

x

x
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Solução: { }3,59−  

 

 

 

b) 7124 =+− x  

 

1211

1112

4712

ou7124

=

=

+=

=+−

x

x

x

x

  

41

123

312

4712

7124

=

−=

−=

+−=

−=+−

x

x

x

x

x

 

Solução: { }1211,41−  

 

 

 

c) 5732 −=− xx  

 

52

25

25

3572

ou5732

=

=

−=−

+−=−

−=−

x

x

x

xx

xx

 

( )

98

89

3572

5732

5732

=

−=−

−−=−−

−=+−

−=−−

x

x

xx

xx

xx

 

 

Solução: { }98,52  

 

 

 

d) 5
2

2
=

−

+

x

x
 

 

( )

3

412

124

2105

1052

252

ou2,5
2

2

=

=

−=−

−−=−

−=+

−=+

≠=
−

+

x

x

x

xx

xx

xx

x
x

x

 

( )

34

68

86

2105

1052

252

2,5
2

2

=

=

=

−=+

+−=+

−−=+

≠−=
−

+

x

x

x

xx

xx

xx

x
x

x

 



 15 

Solução: { }3,34  

 

 

 

e) 4
32

83
=

−

+

x

x
 

 

( )

4

520

205

81283

12883

32483

ou2/34
32

83

=

=

−=−

−−=−

−=+

−=+

≠=
−

+

x

x

x

xx

xx

xx

x
x

x

 

( )

114

411

81283

12883

32483

2/34
32

83

=

=

−=+

+−=+

−−=+

≠−=
−

+

x

x

xx

xx

xx

x
x

x

 

 

Solução: { }4,114  

 

 

 

f) xx −=+ 523  

 

43

34

253

ou523

=

=

−=+

−=+

x

x

xx

xx

 

( )

27

72

253

523

523

−=

−=

−−=−

+−=+

−−=+

x

x

xx

xx

xx

 

Solução: { }43,27−  

 

 

 

g) xx =− 119  
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811

118

119

ou119

0

=

=

=−

=−

>

x

x

xx

xx

x

 

1011

1110

119

119

0

−=

=−

=−−

=−−

<

x

x

xx

xx

x

 

 

Solução: { }811,1011−  

 

 

 

h) 172 +=− xx  

 

8

712

172

ou0

=

+=−

+=−

>

x

xx

xx

x

 

0 de condição a satisfaz  não3/8

83

712

172

0

<=

=

+=+

+−=−

<

xx

x

xx

xx

x

 

Solução: { }8  

 

 

 

3. Resolva as inequações em IR  

 

a) 712 <+x  

 

519

127127

7127

−<<−

−<<−−

<+<−

x

x

x

 

 

( )5,19 −−∈x  

 

 

 

b) 243 ≤−x  

 



 17 

2
3

2

632

42342

2432

≤≤

≤≤

+≤≤+−

≤−≤−

x

x

x

x

 

 

[ ]2,32∈x  

 

 

 

c) 965 ≥− x  

 

965 ≥− x    ou  965 −≤− x  

32

64

46

596

−≤

≥−

≥−

−≥−

x

x

x

x

     

37

614

146

146

596

≥

≥

≥

−≤−

−−≤−

x

x

x

x

x

 

 

( ]32, −∞−∈x  ou [ )∞+∈ ,37x  ou, de forma equivalente, ( )37,32−∉x  

 

 

 

d) 352 >−x  

 

352 >−x   ou  352 −<−x  

4

82

532

>

>

+>

x

x

x

   

1

22

532

<

<

+−<

x

x

x

 

 

Solução: ( ) ( )∞+∪∞−∈ ,41,x  ou [ ]4,1∉x  

 

 

 

 

e) xx −<+ 426  
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( ) ( )

( ) ( ) 010323

01023

020323

81642436

426

2

22

22

<++

<++

<++

+−<++

−<+

xx

xx

xx

xxxx

xx

 

 

( )32,10 −−∈x  

 

 

 

f) 624 −≤+ xx  

 

( ) ( ) 02310

020323

020323

36244168

2

2

22

≥−−

≥+−

≤−+−

+−≤++

xx

xx

xx

xxxx

 

0)3/2)(10(3 ≥−− xx  

 

Solução: ( ] [ ]∞+∪∞− ,1032,  ou ( )10,32∉x  

 

 

 

g) xx 253 −>  

 

( ) ( ) 051

025205

420259

2

22

>+−

>−+

+−>

xx

xx

xxx

 

 

[ ]1,5−∉x  

 

 

 

h) 
2

1

35

27
≤

+

−

x

x
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( )

( ) ( ) 09719

01711427

9302516112196

93025428494

35272

2

1

35

27

2

22

22

≤−−

≤+−

++≤+−

++≤+−

+≤−

≤
+

−

xx

xx

xxxx

xxxx

xx

x

x

 

0)7/9)(19(7 ≤−− xx  

Solução: [ ]19,79∈x  

 

 

 

i) 421 ≥++− xx  

 

1° caso: 
1

01

≥

≥−

x

x
 e 

2

02

−≥

≥+

x

x
 isto é 1≥x  

 

23

32

412

421

≥

≥

≥+

≥++−

x

x

x

xx

  

 

2° caso: 
1

01

<

<−

x

x
 e 

2

02

−<

<+

x

x
 isto é 2−<x  

 

25

52

412

421

−≤

≥−

≥−−

≥−−+−

x

x

x

xx

  

 

3° caso: 12 <≤− x   

43

421

≥

≥+++− xx
 

Solução : 0/  

 

 

Resultado Final: [ ) ( ]25,,23 −∞−∪∞+  ou  ( )23,25−∉x  
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j) 421 <+< x  

 

1° caso: 02 ≥+x  2−≥x  

 

21

421

<<−

<+<

x

x
  

 

( )2,1−∈x  

 

2° caso: 02 <+x  2−<x    

63

421

<−<

<−−<

x

x

 

36 −<<− x  

 

( )3,6 −−∈x  

 

Solução final:  ( )3,6 −− ∪ ( )2,1−  

 

 

 

k) 4
3

2
>

−

+

x

x
 

 

( )

( )( ) 01432

014010015

169614444

691644

342

3,4
3

2

2

22

22

<−−

>−+−

+−>++

+−>++

−>+

≠>
−

+

xx

xx

xxxx

xxxx

xx

x
x

x

 

0)3/14)(2(3 <−− xx  

Solução: ( ) { }3314,2 −∈x  

 

 

 

l) 
2

1

12

5

−
≥

− xx
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( )

( )( ) 01173

0999621

14410010025

1444425

1225

|2|

1

|12|

5

2

22

22

≥−−

≥+−

+−≥+−

+−≥+−

−≥−

−
≥

−

xx

xx

xxxx

xxxx

xx

xx

 

 

( )3,711∉x  e  
2

1
≠x  

 

 

m) xx <+ 1  

 

1° caso: 0≥x  

 

10

1

1

−<

−<−

<+

xx

xx

  

Solução: 0/  

 

2 caso: 0<x  

 

2/1

12

12

1

1

>

>

−<−

−<−−

<+−

x

x

x

xx

xx

 

Solução: 0/  

 

Solução Final: 0/  

 

 

n) 113 <+− xx  

 

1° caso:  
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1

01

≥

≥−

x

x   e  0≥x   ou seja 1>x  

( )

1

44

314

133

113

<

<

+<

<+−

<+−

x

x

x

xx

xx

 

 

Solução: 0/   

 

2° caso:  

 

1

01

<

<−

x

x   e  0<x  

 

( ) ( )

2

1

24

24

133

113

>

>

−<−

<−+−

<−++−

x

x

x

xx

xx

 

 

Solução: 0/  

 

3° caso:  

 

1

01

≥

≥−

x

x   e  0<x  

 

Solução: 0/   

 

4° caso:  

 

1

01

<

<−

x

x   e  0≥x  
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( )

1

22

22

133

113

>

>

−<−

<++−

<++−

x

x

x

xx

xx

 

 

Solução :  0/  

Solução Final: 0/  

 

 

o) 3332 2
≤++ xx  

 

1° caso:  

IRx

xx

∈

≥++ 0332 2

 

 

2° caso:  

0

0332 2

/

<++ xx
 

 

( ) 032

032

3332

2

2

≤+

≤+

≤++

xx

xx

xx

 

 

Solução Final: [ ]0,23−∈x  

 

 

 

p) xxx 431 <−+−  

 

 

1° caso:  3≥x  

2

42

42

0442

431

−>

−>

<−

<−−

<−+−

x

x

x

xx

xxx

 

 

Solução: 3≥x  ou ),3[ +∞∈x  
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2° caso:  31 <≤ x  

2/1

42

431

>

<

<−−+

x

x

xxx

 

 

Solução: 31 <≤ x  ou )3,1[∈x  

 

3° caso:  10 <≤ x  

3/2

64

442

431

>

<

<+−

<+−+−

x

x

xx

xxx

 

 

Solução: 







∈ 1,

3

2
x  

 

4° caso: 0<x  

2

42

442

431

−<

−<

−<+−

−<+−+−

x

x

xx

xxx

 

 

Solução:  )2,( −−∞∈x  

 [ )3,1  

 

Solução Final: ( ) ( )∞+∪−∞− ,322,  

 

 

q) 
5

1

31

1
≥

−+ xx
 

 

315 −+≥ xx  

 

1° caso: 3>x  

 

1

01

−>

>+

x

x
  e  

3

03

>

>−

x

x
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( ) ( )

( ) ( ) 024

082

335

315

2

2

≤+−

≤−−

−+−≥

−+≥

xx

xx

xxx

xx

 

 

[ ]4,2−∈x  

 

Solução: ( ]4,3∈x  

 

2° caso:  ∈x ( )3,1−  

 

( ) ( )

IRx

xx

xxx

xx

∈

≥+−

+−+−≥

+−+≥

022

335

315

2

2

 

Solução: ( )3,1−∈x  

 

3° caso:  1−<x  

( ) ( )

082

335

315

2

2

≤−−

−+−≥

+−−−≥

xx

xxx

xx

 

[ ]4,2−∈x  

Solução: )1,2[ −−∈x  

 

Solução Final: [ ] { }3,14,2 −−−  

 

 

r) 1
21

21
<

+

−

x

x
 

 

0

02

02

4

1
1

4

1

2/1,2121

22

>

>

<−

++<+−

−≠+<−

x

x

x

xxxx

xxx

 

Solução Final: ),0( +∞  
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s) 4
1

23
≤

+

−

x

x
 

 

( )

( )( ) 07216

074412

074412

1632164129

21164129

1,1423

2

2

22

22

≥++

≥++

≤−−−

++≤+−

++≤+−

−≠+≤−

xx

xx

xx

xxxx

xxxx

xxx

 

Solução: ( )61,27 −−∉x  

 

 

4. Demonstre: 

  

a) Se  0≥a   e 0≥b , então 22 ba =  se e somente se ba = . 

 

(i) 22 baba =⇒=  (é obvia) 

(ii) baba =⇒=
22  

 

Se 22 ba = , baba =⇒=
22  

Como 0≥a  aa =  

Como 0≥b  bb =  

Logo ba = . 

 

 

 

b) Se  yx < ,então ( ) yyxx <+<
2

1
 

 
yx <     yx <  

 

( )yxx

yxx

xyxx

+<

+<

+<+

2

1

2    

( ) yyx

yyx

yyyx

<+

<+

+<+

2

1

2  

Logo, ( ) yyxx <+<
2

1
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c) ax >  se e somente se ax >  ou ax −< , onde 0>a  

 

(i) 0,|| >> aax  ⇒  axax −<> ou          

Se . portanto, e,   ||  , 0 axxxx >=>  

Se . ||  , 0 xxx −=<   Temos, então: ax >−  e dessa forma ax −< . 

 

(ii) axaaxax >⇒>−<> ||0,ou      

.||  Então  .00  ,   axxaax >>⇒>>  

. pois , ||   Portanto,  .00  ,   axaxxxaax −<>−=<⇒>−<  

 

d) Se ba <<0 , então 
2

ba
ab

+
<  

 

baba <<⇒<< 00  

 

( )

abba

aabb

ab

2

02

0
2

>+

>+−

>−

  

ou 
2

ba
ab

+
<  
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CAPÍTULO 2 
 

SEÇÃO 2.10 – página 20 
 

1. Se ( )
1

42

−

−
=

x

x
xf , achar: 

 

a) ( ) 4
1

4

10

40
0

2

=
−

−
=

−

−
=f . 

 

b) ( )
( )
( )

0
3

44

12

42
2

2

=
−

−
=

−−

−−
=−f . 

 

c) ( )
2

2

2

22

2

41

1

41

1

4
1

1
1

4
1

1
tt

t

t

t

t

t

t

t
t

t

t
tf

−

−
=

−
⋅

−
=

−

−

=

−

−








= . 

 

d) ( )
( )

3

4

3

444

12

42
2

222

−

−
=

−

−+−
=

−−

−−
=−

x

xx

x

xx

x

x
xf . 

 

e) ( )
2

15

2

15

21

2

4

161

1
2

1

4
4

1

1
2

1

4
2

1

21

2

=
−

−
=

−
⋅

−
=

−

−

=

−

−








=f . 

 

f) ( ) ( )
1

4

1

4
2

4

2

22
2

−

−
=

−

−
=

t

t

t

t
tf . 

 
 

2. Se ( )
7

13

−

−
=

x

x
xf , determine: 

 

a) 
( ) ( ) ( )

7

530215 fff +−−
 

 

( )
( )

2

1

8

4

8

13

71

113
1 =

−

−
=

−

−−
=

−−

−−
=−f  

 

( )
7

1

7

1

70

103
0 =

−

−
=

−

−×
=f  
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( )
( )

7
2

14

2

115

75

153
5 −=

−
=

−

−
=

−

−
=f  

 
Portanto, 
 

( ) ( ) ( )
=

+−−

7

530215 fff
 

( )

98

263

7

1

14

263

7

1

14

294435

7

21
7

2

2

5

7

73
7

1
2

2

1
5

−
=⋅

−
=

⋅
−−

=

−−

=

−+−

=

 

 
 
b) 

( )[ ]

9

1

15

2

2

5

2

141
2

23

7
2

1

1
2

1
3

21

2

2

2

2

=








−
⋅

−
=



















−−

−−



















−−

−
−

=−f

 

 
 

c) ( )
( )

93

79

723

1233
23

−

−
=

−−

−−
=−

x

x

x

x
xf . 

 

d) ( ) ( ) =+ tftf 4  

( ) ( ) ( ) ( )

.
28537

883822

28537

78412742112

492874

7127413

74

12

7

13

7
4

1
4

3

7

13

2

2

2

22

2

−+−

−+−
=

−+−

+−−++−−
=

+−−

−−+−−
=

−
⋅

−
+

−

−
=

−

−








+
−

−
=

tt

tt

tt

tttttt

tt

tttt

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t
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e)     
( ) ( )

=
−

h

fhf 0
 

 

( )

( )

( )

( )77

20

1

77

20

1

77

71721

1

7

1

7

13

1

70

103

7

13

−
=

⋅
−

=

⋅
−

−−−
=

⋅







−

−

−
=

⋅








−

−⋅
−

−

−
=

h

hh

h

hh

hh

hh

h

hh

h

 

 
 

f) ( )[ ]5ff  

 

( ) 7
2

14

75

153
5 −=

−
=

−

−⋅
=f  

 

( )
( )

( ) 7

11

14

22

14

121

77

173
7)]5([ =

−

−
=

−

−−
=

−−

−−
=−= fff . 

 
 

3. Dada a função ( ) xxxf 2−= , calcular. ( )1−f , ( )21f  e ( )32−f . Mostrar que 

( ) aaf −= . 

 
 

( ) ( ) 3211211 =+=−−−=−f  

( )
2

1

2

21
1

2

1

2

1
22121

−
=

−
=−=−=f . 

( ) 2
3

6

3

4

3

2

3

2
23232 ==+=







 −
−−=−f . 

 

( )

a

aa

aaaf

−=

−=

−=

2

2

 

 
 

4. Se ( )
dcx

bax
xf

+

+
=  e ad −= , mostre  que ( )( ) xxff =  
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( )
acx

bax
xf

−

+
=  

 

( )( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
x

bca

bcax

acb

bcxxa

aacxcbcax

abbcxabxa

acxabaxc

acx

acx

acxbbaxa

a
acx

baxc

b
acx

baxa

a
acx

bax
c

b
acx

bax
a

acx

bax
fxff

=
+

+
=

+

+
=

+−+

−++
=

−−+

−
⋅

−

−++
=

−
−

+

+
−

+

=

−+








−

+
⋅

+








−

+
⋅

=










−

+
=

2

2

2

2

2

2

 

 
 

5. Se ( ) xxxf 22
+= , achar 

( ) ( )

h

afhaf −+
, 0≠h  e interpretar o resultado 

geometricamente. 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

ha

h

hah

h

aahahaha

h

aahaha

h

afhaf

++=

++
=

−−++++
=

+−+++
=

−+

22

222222

22

222

22

 

 

A Figura que segue mostra a interpretação geométrica. Nesta figura, α  é o ângulo 

formado pela  reta que passa pelos pontos ( )( )afa,  e ( )( )hafha ++ ,  e o eixo 

positivo dos x . O quociente obtido representa a tangente do ângulo α . 
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6. Dada ( )
72

1

+

−
=Φ

x

x
x . Forme as expressões ( )x1Φ  e ( )xΦ1 . 

 

( )
x

x

x

x

x

x

x

x
x

x

x

x
x

72

1

72

1

72

1

7
1

2

11
1

+

−
=

+
⋅

−
=

+

−

=

+⋅

−
=Φ . 

 

1

72

72

1

1

)(

1

−

+
=

+

−
=

Φ x

x

x

xx
. 

 
 

7. Dada a função ( ) 12
+= xxf , mostrar que para 0≠a  ( ) ( ) 21 aafaf = . 

 

( )
( )

22

2

2

2
1

1
1

1
1

1
a

af

a

a

aa
af =

+
=+=+








= , para 0≠a . 

 
 

8. Dada a função ( )
x

xf
1

= , mostrar que ( ) ( )
h

h
fhf

+
−=−+

1
11 . Calcular.  
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( ) ( )afhaf −+ . 

 

( ) ( )
h

h

h

h

h
fhf

+

−
=

+

−−
=−

+
=−+

11

11

1

1

1

1
11  

 

      ( ) ( )
( ) ( )haa

h

haa

haa

aha
afhaf

+

−
=

+

−−
=−

+
=−+

11
 

 
 

9. Seja ( )nf  a soma dos n  termos de uma progressão aritmética. Demonstrar que 

( ) ( ) ( ) ( ) 013233 =−+++−+ nfnfnfnf . 

 

( ) ( )

( )( )rnna

rnararaanf

1321

12

1

1111

−+++++=

−+++++++=

L

L
 

 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) [ ] rnannf

rnannf

rnannf

+++++=+

++++++=+

++++++=+

L

L

L

2111

12122

22133

1

1

1

 

 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) [ ]

( )[ ]rnna

rnanrnanrnan

121

213131213232213

1

111

−+++−−

−++++++++++−+−++++++

L

LLL

 

( )[ ] ( )[ ]

[ ] ( )[ ]

[ ] ( ) [ ] [ ]

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )

0

233

2113

1212112113

12121

2121313213

121213

121322133633 1111111

=

+++++−−=

++++++−=

++++−+++++++++++−=

++++−+++

++++++++++−+++−=

++++−++++

+++++−+++++−++−−+=

rnrrnrnrrnr

rnrnnrrn

rnrnrnnrrnrn

rnrnrn

rnrnrnrn

rnrn

rnrnnaanaanaana

LL

L

LLL

LL

LL

 
 

10. Exprimir como a função de x  
 

 

a) A área de uma esfera de raio x  
 

24 xA π= . 

 

b) A área de um cubo de aresta x  
 

2xA face=  
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( ) 2

2

6

66

xxf

xAA facetotal

=

=⋅=
 

 
c) A área total de uma caixa de volume dado V, sabendo que a base é um quadrado 

de lado x . 
 

hxV ×=
2  sendo h a altura 

 

( )

( ) 2

2

2

2

2

2
4

2
4

24

24

x
x

V
xf

x
x

V
A

x
x

V
xA

xhxA

t

t

t

+=

+=

+







⋅⋅=

+⋅⋅=

 

 
 

11. Exprimir o comprimento l de uma corda de um círculo de raio cm4  como uma 

função de sua distância cmx  ao centro do círculo.  

 
A figura que segue mostra o círculo com os dados do problema, com o triângulo 
retângulo assinalado. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )

( )
2

2

22

2
2

2

2

162

164

164

16
4

2
16

x

x

x

x

x

−=

−=

−=

−=

+







=

l

l

l

l

l

 

l/2 

4 x 
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12. Seja ( ) ( ) ( )xxxf −−= 82  para 82 ≤≤ x  

 

a) Determine  ( )5f , ( )21−f  e ( )21f  

 

( ) ( ) ( ) 93358255 =⋅=−−=f  

( ) ∃/=− 21f  

( ) ∃/=21f  

 

b) Qual o domínio da função ( )xf ? 

( ) [ ]8,2=fD  

 

c) Determine ( )tf 21 −  e indique o domínio. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 71642712

21822121

2
−−−=+−−=

+−−−=−

tttt

tttf
 

 
O domínio é obtido como segue: 
 

2

1

2

7

721

721

8212

82

−
≤≤

−

−≥≥−

≤−≤

≤−≤

≤≤

t

t

t

t

x

 

 

Portanto, o domínio de )21( tf − é: 

 






 −−

2

1
,

2

7
 

 
 

d) Determine ( )[ ]3ff  e ( )[ ]5ff  

 

( ) ( ) ( )

( )[ ] ( ) ( ) ( ) 933582553

55138233

=⋅=−−==

=⋅=−−=

fff

f
 

 
 

( ) ( ) ( )

( )[ ] ( ) ∃/==

=⋅=−−=

95

93358255

fff

f
 

 

e) Trace o gráfico de ( )xf  
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13. Determinar o domínio das seguintes funções: 
 

a) 2
xy =  IR  

 

b) 
2

4 xy −=  
( ) ( ) 022

04 2

≥+−

≥−

xx

x
 [ ]2,2−  

 

c) 
4

1

−
=

x
y   { }4−IR   

 

d) 2−= xy   
2

02

≥

≥−

x

x
  [ ]∞+,2  

 

e) 342
+−= xxy   ( ) ( )

( ] [ )∞+∪∞−

≥−−

≥+−

,31,

013

0342

xx

xx

 

 

f) 4 73 xxy −++=  
3

03

−≥

≥+

x

x
      e        

7

07

≤

≥−

x

x
  [ ]7,3−   
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g) 53 87 +−+= xxy  IR  

 

h) 
ax

ax
y

−

+
=   { }aIR −  

 

i) 42 ++= xy  25 ≤≤− x             [-5, 2] 

 

j) 
1+

=
x

x
y   

 
1º. Caso:  
 

 
1

01

−>

>+

x

x
    e     

0

0

≥

≥

x

x
            Solução Parcial: ),0[ +∞           

 
2º. Caso:  
 

 
1

01

−<

<+

x

x
   e     

0

0

≤

≤

x

x
             Solução Parcial: )1,( −−∞  

 

Portanto, o domínio é [ ) ( )1,,0 −∞−∪∞+ . 

 

k) 
x

xy
1

−=   { }0−IR  

 

l) 
x

y
+

=
1

1
  0≥x  e 01 ≠+ x   

 

Como xx ∀≠+ ,01 , o domínio é[ )∞+,0 . 

 
 
 

14.  ���� Usando uma ferramenta gráfica, traçar as curvas definidas pelas equações 

dadas, identificando as que representam o gráfico de uma função y = f ( )x . Neste 

caso, determine a função, o domínio e o conjunto imagem. 
 
Temos: 
 

 (a) IRIRxy ,,13 −=  

 

(b) 
+= IRIRxy ,,2  

 

(c) Não é função ( )xfy =  

 

(d) [ ] [ ]0,2,2,2,4 2
−−−−= xy  
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(e) Não é função 
 

(f) { } { }0,0,
1

−−= IRIR
x

y  

 

(g) )[ ∞++= ,11,,112
IRxy  

 
 Seguem os gráficos 

 
Gráfico da função do item (a) 
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Gráfico da função do item (b) 

 

 
Gráfic o da curva do item (c) 
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Gráfico da função do item (d) 

 

 
Gráfico da curva do item (e) 
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Gráfico da função do item (f) 

 
 

 
Gráfico da função do item (g) 
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15.  ����Construir o gráfico, determinar o domínio e o conjunto imagem das 

seguintes funções: 
 

(a) 




<<

≤≤−−
=

20,

02,
)(

xx

xx
xf  

Respostas do domínio e imagens: (a) )[ ][ 2,0,2,2−  

 

 
 
 
(b) 









>

=

<

=

0,1

0,21

0,0

)(

xse

xse

xse

xf   

Resposta do Domínio e conjunto Imagem: 








1,
2

1
,0,IR  
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(c) 
 









≥

<<

≤

=

2,

20,1

0,

)(
2

3

xsex

xse

xsex

xf  

 

Resposta do domínio e conjunto imagem: ]( { } )[ ∞+∪∪∞− ,410,,IR  
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16.  ���� Identificar as propriedades e características das seguintes funções a partir 

das suas representações gráficas (domínio, conjunto imagem, raízes, máximos e 
mínimos, crescimento e decrescimento). 

 

a) ( ) 1482
++= xxxf  

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1

-2

2

4

6

8

x

y

 
 ( ) IRfD =   

 Conjunto Imagem : )[ ∞+− ,2  

Raízes: 42 −−  e 42 −  

Ponto de mínimo em 4−=x  

Valor mínimo: 2−  

Intervalo de crescimento: )[ ∞+− ,4  

Intervalo de decrescimento: ]( 4, −∞−  

 
 

b) ( ) 142
−+−= xxxf  
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-2 -1 1 2 3 4 5 6

-8

-6

-4

-2

2

4

x

y

 
 

IRD =  

Conjunto Imagem: ]( 3,∞−  

Raízes: 32 −  e 32 +  

Ponto de máximo em 2=x   

Valor máximo: 3  

Intervalo de crescimento: ]( 2,∞−  

Intervalo de decrescimento: )[ ∞+,2  

 
 
 

c) ( )2
2−= xy  

-2 -1 1 2 3 4 5

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

x

y
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IRD =  

Conjunto imagem: )[ ∞+,0  

Raíz: 2  

Ponto de mínimo em 2=x  

Valor mínimo: 0  

Intervalo de crescimento: )[ ∞+,2  

Intervalo de decrescimento: ]( 2,∞−  

 
 

d) ( )2
2+−= xy  

-5 -4 -3 -2 -1 1 2

-8

-6

-4

-2

2

4

x

y

 
 

IRD =  

Conjunto imagem: ]( 0,∞−  

Raíz: 2−  

Ponto de máximo em 2−=x  

Valor máximo: 0  

Intervalo de crescimento: ]( 2, −∞−  

Intervalo de decrescimento: )[ ∞+− ,2  

 
 

e) 3
xy =  
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-2 -1 1 2

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 
 

IRD =  

Conjunto Imagem: IR  

Raiz: 0  

Intervalo de Crescimento: ( )∞+∞− ,  

 
 

f) 34 xy −=  

-2 -1 1 2

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

 
 

IRD =  

Conjunto Imagem: IR   

Raízes: Uma raiz real com valor aproximado de 1,59  

Intervalo de decrescimento: ( )∞+∞− ,  
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g) ( ) xxf = , 33 ≤≤− x  

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 
 

[ ]3,3−=D  

Conjunto Imagem: [ ]3,0  

Raiz: 0  

Ponto de mínimo em 0=x  

Valor mínimo: 0  

Pontos de máximo em 3−  e 3  

Valor máximo: 3  

Intervalo de crescimento: [ ]3,0  

Intervalo de decrescimento: [ ]0,3−  

 

h) ( )
2

1

−
=

x
xf  

-2 -1 1 2 3 4

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

x

y
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{ }2−= IRD  

Conjunto Imagem: { }0−IR   

Intervalos de decrescimento: ( )2,∞−  e ( )∞+,2  

 
 

i) ( )
3

2

+

−
=

x
xf  

-5 -4 -3 -2 -1 1 2

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

x

y

 
{ }3−−= IRD  

Conjunto Imagem: { }0−IR   

Intervalo de crescimento: ( )3, −∞−   e  ( )∞+− ,3  

 
 

j) ( ) xxf 2=  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

x

y
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)[ ∞+= ,0D  

Conjunto Imagem: )[ ∞+,0  

Raiz: 0=x  

Ponto de mínimo em 0=x  

Valor mínimo: 0  

Intervalo de crescimento: )[ ∞+,0  

 
 
 

17.  ���� Para cada uma das seguintes funções ( )xf esboce primeiro o gráfico de 

( )xfy = , depois o gráfico  de ( )xfy =  e finalmente o gráfico de 

( ) ( )

22

xfxf
y += . 

a) ( ) ( ) ( )12 +−= xxxf   

Solução: 

 
Gráfico da função ( ) ( )12 +−= xxy  
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Gráfico da função ( ) ( ) |12| +−= xxy  

 
 

 

Gráfico de 
( ) ( ) ( ) ( )

2

12

2

12 +−
+

+−
=

xxxx
y  
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b) ( ) 2
xxf =  

Solução: 
Observe que para este item os gráficos são todos iguais. 
 

 
 
 

c) ( ) 2
xxf −=  

 
 

Gráfico da função ( ) 2
xxf −=  
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Gráfico da função ( ) || 2

xxf −=  

 
 

 

Gráfico da função ( )
2

||

2

22
xx

xf
−

+
−

=  

 
 

 

d) ( ) 24 xxf −=  
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Gráfico da função ( ) 24 xxf −=  

 

 
 

Gráfico da função ( ) |4| 2
xxf −=  
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Gráfico da função ( )
2

|4|

2

4 22 xx
xf

−
+

−
=  

 
 
 
 

18. Seja ( ) 3−= xxg  e seja ( )








−=

−≠
+

−

=

3,

3,
3

92

xk

x
x

x

xf   

Calcule k  tal que ( ) ( )xgxf =  para todo x . 

 

( )
( ) ( )

( )
3

3

33

3

92

−=
+

+−
=

+

−
= x

x

xx

x

x
xf , 3−≠x  

( ) ( ) 63333 −=−−=−=− gf  

Assim, 6−=k . 
 
 

19. Para cada item calcular gf + , gf − , gf ⋅ , gf , gof , fog , fk ⋅  onde 

k  é uma constante. 
 

a) ( ) xxf 2= , ( ) 12
+= xxg  

 

( ) ( ) ( )222 11212 +=++=++=+ xxxxxxgf  

( ) ( ) ( )222 11212 −−=−+−=−−=− xxxxxxgf  

( ) ( ) ( ) xxxxxgf 2212 32
+=−=⋅  

( ) ( )
1

2
2

−
=

x

x
xgf  



 56 

( ) ( ) ( )[ ] [ ] ( ) 22121 222
+=+=+== xxxfxgfxgof  

( ) ( ) [ ] ( ) 14122 22
+=+== xxxgxfog  

kxxkkf 22 =⋅=  

 

b) ( ) 23 −= xxf , ( ) xxg =  

 

( ) ( ) 23 −+=+ xxxgf  

( ) ( ) xxxgf −−=− 23  

( ) ( ) ( ) xxxxxxgf 2323 −=−=⋅  

( ) ( )
x

x
xgf

23 −
=  

( ) ( ) [ ] 23 −== xxfxgof  

( ) ( ) [ ] 2323 −=−= xxgxfog  

( )2323 −=−= xkkkxkf  

 
 

c) ( )
21 x

x
xf

+
= , ( ) xxg 1=  

 

( ) ( )
( ) xx

x

xx

xx

xx

x
xgf

+

+
=

+

++
=+

+
=+

3

2

2

22

2

12

1

11

1
 

( ) ( )
( )

( ) xxxx

xx

xx

x
xgf

+

−
=

+

+−
=−

+
=−

32

22

2

1

1

11

1
 

( ) ( )
22 1

11

1 xxx

x
xgf

+
=⋅

+
=⋅ , 0≠x  

( ) ( )
2

2

2 111 x

xx

x

x
xgf

+
=⋅

+
=  

( ) ( ) [ ]
( ) 11

1

1

1

11

1
1

22

2

2

22
+

=
+

⋅=
+

=
+

==
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
xfxgof , 0≠x  

( ) ( )
x

x

x

xx

x
gxfog

2

2

2

1

1

1

1

+
=

+

=






+
=  

( )
21 x

kx
xkf

+
=  

 
 
 

d) ( ) 1+= xxf , ( ) 2−= xxg  

 

( ) ( ) 21 −++=+ xxxgf  
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( ) ( ) 21 +−+=− xxxgf  

( ) ( ) ( ) 12121 +−+=−+=⋅ xxxxxxgf  

( ) ( )
2

1

−

+
=

x

x
xgf  

( ) ( ) [ ] 1122 −=+−=−= xxxfxgof  

( ) ( ) [ ] 211 −+=+= xxgxfog  

( ) 1+= xkxkf  

 

e) ( ) 2−= xxf , ( ) 3−= xxg  

 

( ) ( ) 32 −+−=+ xxxgf  

( ) ( ) 32 −−−=− xxxgf  

( ) ( ) 32 −⋅−=⋅ xxxgf  

( ) ( )
3

2

3

2

−

−
=

−

−
=

x

x

x

x
xgf  

( ) ( ) [ ] 233 −−=−= xxfxgof  

( ) ( ) [ ] 322 −−=−= xxgxfog  

( ) 2−= xkxkf  

 

f) ( ) 3
xxf = , ( ) 31 xxg =  

 

( ) ( )
3

3 1

x
xxgf +=+  

( ) ( )
3

3 1

x
xxgf −=−  

( ) ( ) 38

3

3

x
x

x
xgf ==⋅  

( ) ( ) 0,
/1

31033

3

3

≠=⋅== xxxx
x

x
xgf  

( ) ( ) [ ]
xx

xfxgof
11

1
3

3 ===  

( ) ( ) [ ]
xx

xgxfog
11

3 3

3
===  

( ) 3
kxxkf =  

 
 

20. Seja h definida por ( ) 72 −= xxh  calcular hoh , 2
h , hh + . 
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( ) ( ) [ ] ( )

214

7144

772272

−=

−−=

−−=−=

x

x

xxhxhoh

 

 

( ) ( ) ( ) 492847272)( 22
+−=−−=⋅= xxxxxhxhh  

 

( ) ( ) ( ) ( ) 1447272 −=−+−=+ xxxxhh  

 
 

21. Sabendo que hogf = , nos itens (a), (c) e (d), encontre a função h  e no item 

(b) a função g . 

a) ( ) 12
+= xxf , ( ) 1+= xxg  

 

( )[ ]

( )

( ) 2

2

2

11

1

xxh

xhx

xhgx

hogf

=

+=+

=+

=

 

 

b) ( ) 2+= xxf , ( ) 2+= xxh  

 

[ ]22 +=+

=

xgx

hogf
 

Logo, ( ) xxg =  

 

c) ( ) bxaxf += , ( ) axxg +=  

 

( )[ ]

( )

( ) bxxh

axhbxa

xhgbxa

=

+=+

=+

 

 

d) ( ) 532
+−= xxxf , ( ) xxg =  

 

( )[ ]

( )xhxx

xhgxx

=+−

=+−

53

53

2

2

 

 
 
Duas soluções são obtidas naturalmente, quais sejam: 

( ) 532
+−= xxxh ou ( ) 532

−+−= xxxh . 

No entanto, existem infinitas outras soluções. Por exemplo, a função dada por 





<−+−

≥+−
=

0,53

0,53
)(

2

2

xxx

xxx
xh  é uma das infinitas soluções. 
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22. Sendo ( ) baxxf += , para que valores de a  e b  se tem ( ) ( ) 94 −= xxfof ? 

 

( ) ( ) ( )[ ] [ ]

( )

babxa

bbaxa

baxfxffxfof

++=

++=

+==

2

 

 

942
−=++ xbabxa  

 





−=+

=

9

42

bab

a
 

 

Da primeira equação temos que 2±=a  e da segunda equação temos que: 
 

( )

1

9

91

+

−
=

−=+

a
b

ab

 

 

3
3

9

12

9
1 −=

−
=

+

−
=b  

 

9
1

9

12

9
2 =

−

−
=

+−

−
=b  

 

Solução: 3,2 −== ba  ou  9,2 =−= ba . 

 
 

23. Seja ( ) 4−= xxf  e ( ) 1
2

1
+= xxg , 3≥x . Calcule gof , Dê o domínio e o 

conjunto imagem de ( )xf , ( )xg  e ( ) ( )xgof  

 

( ) ( )

3
2

1

41
2

1

1
2

1

−=

−+=







+=

x

x

xfxgof

 

 

( ) ),4[ +∞=fD  ( ) ),0[Im +∞=f  

 

( ) ),3[ +∞=gD  ( ) ),2/5[Im +∞=g  

 

( ) { })()(/)( fDxggDxgofD ∈∈=  
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Temos, então: 

  

6

3
2

1

41
2

1

≥

≥

≥+

x

x

x

  

Logo, ),6[)  ( +∞=gofD .     ).,0[)  Im( +∞=gof  

 

24. Seja ( )








>

≤<−

≤

=

8,

80,

0,5

xx

xx

xx

xf  e ( ) 3
xxg = . Calcule gof . 

 

( )[ ] [ ]








>

≤<−

≤

===

2,

20,

0,5

3

3

3

3

xx

xx

xx

xfxgfgof   

 

25.  ���� Determinar algebricamente o domínio das funções ( ) 2−= xxf , .. 

( ) 2+= xxg , ( ) ( ) ( )xgxfxh += , ( ) ( ) ( )xgxfxp ⋅=  e ( ) ( ) ( )xfogxq =  

 Faça o gráfico das funções e compare os resultados. 
 

Para ( ) 2−= xxf  temos: 

2

02

≥

≥−

x

x
 

( ) [ )+∞= ,2fD . 

Veja o gráfico a seguir 
 

1 2 3 4 5

-1

1

2

x

y
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Para ( ) 2+= xxg  temos: 

2

02

−≥

≥+

x

x
 

( ) [ )+∞−= ,2fD  

Veja o gráfico a seguir 
 

-2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

x

y

 
 

Para ( ) ( ) ( )xgxfxh +=  temos: 

( ) ( ) ( ) ( ) [ )∞+=∩=+= ,2gDfDgfDhD  

Veja o gráfico a seguir 
 

-2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

x

y
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Para ( ) ( ) ( )xgxfxp ⋅=  temos: 

( ) ( ) ( ) ( ) [ )∞+=∩== ,2. gDfDgfDpD   

Veja o gráfico a seguir 
 

-2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

x

y

 
 

Para ( ) ( ) ( )xfogxq =  temos: 

( ) ( )( ) ( ) 222 −+=+== xxfxgfxfog  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }fDxggDxfogDqD ∈∈==  

 
Temos, então: 
 

2

42

22

≥

≥+

≥+

x

x

x

 

( ) [ )∞+= ,2fogD . 

 

-2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

x

y
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26. A função g  é definida por ( ) 2
xxg = . Defina uma função f  tal que 

( ) ( ) xxgof =  para 0≥x  e uma função h tal que ( ) ( ) xxgoh =  para 0<x . 

 
Temos: 

a) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 0,2
≥=== xxxfxgfxgof  

Logo ( ) xxf +=  

 

b) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 0,2
<=== xxxhxghxgoh  

Logo ( ) xxh −= . 

 
 

27. Se ( ) 2
xxf = , encontre duas funções g  para as quais 

( ) ( ) 9124 2
+−= xxxgof : 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( )22

22

32

9124

−=

+−===

xxg

xxxgxgfxgof
 

   ( ) ( )32 −±= xxg  

   ( ) 321 −= xxg  

   ( ) 322 +−= xxg . 

 
 

28. Se ( ) 122
+−= xxxf , encontre a função ( )xg  tal que ( ) ( ) 1−= xxgf  

 

( ) ( )
( )

1
122

−=
+−

= x
xg

xx
xgf  

( )
( )

1
1

1

1

12
22

−=
−

−
=

−

+−
= x

x

x

x

xx
xg . 

 
 

29. Dada as funções ( ) 12
−= xxf  e ( ) 12 −= xxg  

 

a) Determine o domínio e o conjunto imagem de ( )xf . 

 

  ( ) IRfD =  ( ) [ ]∞+−= ,1Im f  

 

b) Determine o domínio e o conjunto imagem de ( )xg  

 

  ( ) IRgD =  ( ) IRg =Im  

 

c) Construa os gráficos de ( )xf  e ( )xg   



 64 

 
Gráfico de ( ) 122

+−= xxxf  

 

 
Gráfico de ( ) 12 −= xxg  

 
 

d) Calcule  gf + , gf − , gf ⋅ , gf , gof , fog  

 

( ) ( ) 22121 22
−+=−+−=+ xxxxxgf  

( ) ( ) xxxxxgf 2121 22
−=+−−=−  

( ) ( ) ( ) ( ) 122121 232
+−−=−−=⋅ xxxxxxgf  
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( ) ( )
12

12

−

−
=

x

x
xgf  

( ) ( ) ( )[ ] [ ] ( ) xxxxfxgfxgof 4411212 22
−=−−=−==  

( ) ( ) ( )[ ] [ ] ( ) 321121 222
−=−−=−== xxxgxfgxfog  

 
 

e) Determine o domínio das funções calculadas no item (d). 
 

( ) IRfD =     ( ) IRgD =  

( ) IRgfD =+    ( ) { }21−= IRgfD  

( ) IRgfD =−    ( ) IRgofD =  

( ) IRgfD =⋅     ( ) IRfogD =  

 
 

30. ���� Determinar algebricamente os valores de x , tais que ( ) ( )xgxf < , sendo 

( ) 12 += xxf  e ( ) xxg −= 4 .  Usando uma ferramenta gráfica, traçar o gráfico 

das funções dadas e comparar os resultados. 
 

1

33

142

412

<

<

−<+

−<+

x

x

xx

xx

 

 
 
 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

g(x)=4-x

f(x)=2x+1

 
Reposta em ambas as representações:  1<x . 
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31. ����  Determinar algebricamente os valores de x , tais que o gráfico de )(xf esteja 

abaixo do gráfico de )(xg , sendo ( ) 12
−= xxf  e ( ) 21 xxg −= .  Usando uma 

ferramenta gráfica, traçar o gráfico das funções dadas e comparar os resultados. 
 
Algebricamente temos: 

111

22

11

2

2

22

<<−⇒<

<

−<−

xx

x

xx

 

ou ( )1,1−∈x . 

 
Graficamente observamos o mesmo resultado. 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

g(x)=1-x2

f(x)=x2-1

 
 
 
32. O gráfico da Figura 2.11 ilustra a propagação de uma epidemia numa cidade X.  No 
eixo horizontal temos o tempo e no eixo vertical, o número de pessoas atingidas depois 
de um tempo t (medido em dias a partir do primeiro dia da epidemia). 

 
(a) Em qual semana houve o maior número de pessoas infectadas? 
Resposta: 2ª semana. 
 
(b) Quando a epidemia foi totalmente controlada? 
Resposta: 4ª semana. 
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(c) Como você descreveria a propagação da doença em linguagem coloquial? 
Resposta: O número de pessoas infectadas c resce lentamente no início da epidemia. 
Em um momento seguinte esse número c resce rapidamente e depois volta a cresce r 
lentamente até que  a epidemia fique controlada 

 

t (medido em dias)

N (número de pessoas)

14 217 28

N1

N2

N3

N4

 
Figura 2.11 da pg. 23 do livro impresso 

 
 
33. Um fabricante produz peças para computadores pelo preço de R$ 2,00 cada.  
Calcula-se que, se cada peça for vendida por x reais, os consumidores comprarão, por 
mês, 600 –x unidades.  Expressar o lucro mensal do fabricante como função do preço.  
Construir um gráfico para estimar o preço ótimo de venda. 
 
Vamos considerar: 
L  = Lucro 

C  = custo   00,2. =unitC   

R  = receita 
D  = demanda 
 

xDxPvenda −=⇒= 600  

( ) xxR ⋅−= 600  

( ) 2600 xC −=  

( ) ( )

1200602

21200600

2600600

2

2

−+−=

+−−=

−−−=

−=

xxL

xxx

xxx

CRL

 

 
O gráfico a seguir mostra a função encontrada. 
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 O preço ótimo para a venda seria o vértice da parábola, que na figura nos mostra 
um valor próximo de 300.  Fazendo-se o cálculo do vértice da parábola encontra-se o 

valor de 299.  Assim, o valor de x  que maximiza o lucro é 00,299SRx /= .  Observa-se 

que este é um problema didático com dados fictícios. 
 
34. Um grupo de amigos trabalham no período de férias vendendo salgadinhos nas 
praias.  O trailler e todos os equipamentos necess ários para a produção são alugados
no valor de R$ 2000,00 por mês.  O custo do material de cada salgadinho é de R$ 0,10.   
Expressar o custo total como uma função do número de salgadinhos elaborados. 

 
Sejam 

FC  = custo fixo mensal 

VC  = custo variável por salgadinho 

x = número de s algadinhos produzidos 

TC  = custo total 

 

00,0002=FC  

10,0=VC  

xCCC VFT +=  

xCT 10,00002 +=  

 
35. Em um laboratório, um determinado ser vivo apresenta um ciclo produtivo de 1 
hora, sendo que a cada hora um par pronto para reprodução gera outro par reprodutor.  
Como expressar essa experiência populacional em função do número de horas, supondo 
que a população inicial é de 5 pares?  
 
Ciclo produtivo = 1 hora 
População Inicial = 5 pares 
n = número de horas 
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50 =P   101 =P   202 =P   403 =P  
n

nP 25 ⋅=  

 
36. Observar o problema que segue e verificar a possibilidade de resolvê-lo a partir do 
gráfico de uma função: 
Um grupo de abelhas, cujo número era i gual à raiz quadrada da met ade de todo o 
enxame, pousou sobre uma rosa, tendo deixado para trás 8/9 do enxame; apenas uma 
abelha voava ao redor de um jasmim, atraída pelo zumbido de uma de suas amigas que 
caíra imprudentemente na armadilha da florzinha de doce fragrância.  Quantas abelhas 
formavam o enxame? 
(Adaptação de um problema histórico, originalmente escrito em versos). 
 

Podemos formar 3 funções, considerando x  = número de abelhas do enxame.  
Denotamos: 
y  = grupo de abelhas pousadas na rosa 

z  = grupo que ficou para trás 
h= número de abelhas extras 
Temos: 

2

x
y =  

xz
9

8
=  

h= 2  

 
Com os dados do problema podemos escrever a equação: 

2
9

8

2
++= x

x
x cuja raiz é exatamente igual à raiz da função 2

9

8

2
)( +−+= xx

x
xf .  

Fazendo o gráfico desta função podemos visualizar a raiz real em x= 72.  Assim, o 
número de abelhas no enxame é igual a 72 abelhas. 
Observamos que poderíamos ter resolvido algebricamente a equação obtida, obtendo o 
mesmo resultado. 
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2.17 – EXERCÍCIO – pg. 53 
 

1. Construir os gráficos das funções lineares. Dar o domínio e o conjunto imagem. 
 

a) kxy = , se 2,21,2,1,0 −=k .  

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=x

 
k=0 

( )
( ) { }0Im =

=

f

IRfD
 

k=1 

( )

( ) IRf

IRfD

=

=

Im
 

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=2x

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=1/2x

 
k=2 

( )

( ) IRf

IRfD

=

=

Im
 

k=1/2 

( )

( ) IRf

IRfD

=

=

Im
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-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=-x

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=-2x

 
k=-1 

( )

( ) IRf

IRfD

=

=

Im
 

k=-2 

( )

( ) IRf

IRfD

=

=

Im
  

 
 

b) bxy += , se 1,1,0 −=b . 

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=x

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=x+1

 
b=0 

( )

( ) IRf

IRfD

=

=

Im
 

b=1 

( )

( ) IRf

IRfD

=

=

Im
 

 



 72 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=x-1

 
b=-1 

( )

( ) IRf

IRfD

=

=

Im
 

 
 

c) 25,1 += xy  

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=1,5x+2

 
( )

( ) IRf

IRfD

=

=

Im
 

 
 

 

2. ���� Construir o gráfico das funções quadráticas. Dar o domínio e o conjunto 

imagem. 
 

a) 2axy = , se 2,21,1 −=a . 
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-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=x2

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=1/2x2

 
a=1 

( )
( ) [ )∞+=

=

,0Im f

IRfD
 

a=1/2 

( )
( ) [ )∞+=

=

,0Im f

IRfD
 

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=-2x2

 
a=-2 

( )
( ) ( ]0,Im ∞−=

=

f

IRfD
 

 
 

b) cxy += 2 , se 3,21,1,0 −=c  
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-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=x2

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=x2+1

 
c=0 

( )
( ) [ )∞+=

=

,0Im f

IRfD
 

c=1 

( )
( ) [ )∞+=

=

,1Im f

IRfD
 

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=x2+1/2

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=x2-3

 
c=1/2 

( )
( ) [ )∞+=

=

,21Im f

IRfD
 

c=-3 

( )
( ) [ )∞+−=

=

,3Im f

IRfD
 

 
 

c) ( )2
1−+= xyy o , se 1,1,0 −=oy  
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-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=(x-1)2

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=1+(x-1)2

 
0=oy  

( )
( ) [ )∞+=

=

,0Im f

IRfD
 

1=oy  

( )
( ) [ )∞+=

=

,1Im f

IRfD
 

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=-1+(x-1)2

 
1−=oy  

( )
( ) [ )∞+−=

=

,1Im f

IRfD
 

 
 

d) cbxaxy ++= 2  se 2,1 −== ba  e 5=c  
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-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

y=x2-2x+5

 
522 +−= xxy  

( )
( ) [ )∞+=

=

,4Im f

IRfD
 

 
 

3. Construir os gráficos das funções polinomiais. Dar o domínio e o conjunto imagem. 
 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

y=2+(x-1)3

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

y=x4

 

a) ( )3
12 −+= xy  

( )
( ) { }IRf

IRfD

=

=

Im
 

b) 4xy =  

( )
( ) [ )∞+=

=

,0Im f

IRfD
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-3 -2 -1 1 2 3

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

y=2x2-4

 
c) 42 2 −= xy  

( )
( ) [ )∞+−=

=

,4Im f

IRfD
 

 
 

4. Construir os gráficos das funções racionais. Dar o domínio e o conjunto imagem. 
 

-3 -2 -1 1 2 3

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

( )2
1

2

−

−
=

x
y

 

-3 -2 -1 1 2 3

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

x
y

1
=

 

a) 
( )2

1

2

−

−
=

x
y  

( ) { }
( ) ( )0,Im

1

∞−=

−=

f

IRfD
 

b) 
x

y
1

=  

( ) { }
( ) { }0Im

0

−=

−=

IRf

IRfD
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-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

4

1

+

−
=

x

x
y

 

c) 
4

1

+

−
=

x

x
y  

( ) { }
( ) { }1Im

4

−=

−−=

IRf

IRfD
 

 
 

5. A função ( )xf  é do 1° grau. Escreva a função se ( ) 21 =−f  e ( ) 32 =f . 

 

( )

( ) ( )

( ) 322

211

=+=

=+−=−

+=

baf

baf

baxxf

 

 





=+

=+−

32

2

ba

ba
   ou 

 

3773

32

422

=∴=





=+

=+−

bb

ba

ba

 

 

3

1

3

67
237

2

=
−

=−=

−=

a

ba

 

 

Portanto ( ) 3731 += xxf  
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6. Determinar quais das seguintes funções são pares ou ímpares. 
 

a) Par 

( )

( ) ( ) ( )

( )xfxx

xxxf

xxxf

=+−=

+−−−=−

+−=

123

123

123

24

24

24

  

 
b) Ímpar 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )xfxx

xx

xxxf

xxxf

−=+−=

+−=

−−−=

−=

25

25

25

25

3

3

3

3

 

 
c) Não é par nem ímpar 

( )

( ) ( ) ( )

22

22

22

2

2

2

+−=

+−+−=−

++=

ss

sssf

sssf

  

 
d) Par 

( )

( ) ( )

( )tft

ttf

ttf

=−=

−−=−

−=

4

4

4

6

6

6

 

 
e) Par 

( )

( )

( )xfx

xxf

xxf

==

−=−

=

 

 
f) Ímpar 

( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )xf
y

yy

y

yy

y

yy
yf

y

yy
yf

−=
+

−−
=

+

+−
=

+−

−−−
=−

+

−
=

111

1

2

3

2

3

2

3

2

3

 

  
g) Não é par nem Ímpar 
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( )

( )
( )

1

1

1

1

1

1

1

1

−

+
=

+−

+−
=

+−

−−
=−

+

−
=

x

x

x

x

x

x
xf

x

x
xf

  

 
h) Par 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )xfaaaaxf

aaxf

xxxx

xx

=+=+=−

+=

−−−−

−

2

1

2

1

2

1

 

 
i) Ímpar 

( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )[ ]

( )xf
x

x

xx

xx

x

x

x

x
xf

x

x
xf

−=
−

+
−=

−−+−=

+−−=

+

−
=

−−

−
=−

−

+
=

1

1
ln

1ln1ln

1ln1ln

1

1
ln

1

1
ln

1

1
ln

  

j) Ímpar 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
( )2

2

2

2

2

2

1lg

1lg1lg

1

1
lg

1lg

1lg

1lg

xx

xx

xx

xx

xxxf

xxxf

++−=

++−=















++
=

++−=






 −++−=−

++=

 

 
 

7. Demonstre que se f e g são funções ímpares, então ( )gf +  e ( )gf −  são 

também funções ímpares. 
 

 f é ímpar 
( )

( ) ( )xfxf
def

−−=⇔       (1) 

 g é ímpar 
( )

( ) ( )xgxg
def

−−=⇔       (2) 

 
De (1) e (2) escrevemos 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]xgf

xgxf

xgxf

xgxfxgf

−+−=

−−−−=

−−−−=

+=+

  

Portanto, ( )gf + é ímpar. 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ]
( ) ( )

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]xgf

xgxf

xgxf

xgxf

xgxfxgf

−−−=

−−−−=

−+−−=

−−−−−=

−=−

 

Portanto, ( )gf − é ímpar. 

 
 

8. Demonstre que se f e g são funções ímpares, então gf ⋅  e gf  são funções 

pares. 

f é ímpar 
( )

( ) ( )xfxf
def

−−=⇔       (1) 

 g é ímpar 
( )

( ) ( )xgxg
def

−−=⇔       (2) 

 
De (1) e (2) escrevemos 
 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ]
( ) ( )

( )xgf

xgxf

xgxf

xgxfxgf

−⋅=

−⋅−=

−−⋅−−=

⋅=⋅

  

Portanto,  gf ⋅  é par. 

 
 

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )xgf

xg

xf

xg

xf

xg

xf
xgf

−=

−

−
=

−−

−−
=

=

 

Portanto, gf  é par. 
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9. Mostre que a  função ( ) ( )[ ]xfxf −+
2

1
 é par e que a função ( ) ( )[ ]xfxf −−

2

1
 é 

ímpar. 
 

Seja ( ) ( )[ ]xfxfxg −+=
2

1
)( . Temos,  

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( )xg

xfxf

xfxfxg

−=

+−=

−+=

2

1

2

1

  

Portanto, )(xg é par. 

 

Seja ( ) ( ) ( )[ ]xfxfxh −−=
2

1
. Temos, 

 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( )xh

xfxf

xfxfxh

−=

−−−=

−−=−

2

1

2

1

  

Portanto, )(xh é ímpar. 

 
 
 

10. Demonstre que qualquer função IRIRf →:  pode ser expressa como a soma de 

uma função par com uma função ímpar. 
 

Queremos mostrar que se ( )xh  é uma função qualquer podemos escrever: 

( ) ( ) ( )xgxfxh +=  , sendo que ( )xf  é par e ( )xg é ímpar. 

 
Usando o exercício anterior podemos fazer 
 

( ) ( ) ( )[ ]xhxhxf −+=
2

1
 e ( ) ( ) ( )[ ]xhxhxg −−=

2

1
 

De fato 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xhxhxhxhxhxgxf =−−+−+=+
2

1

2

1

2

1

2

1
 

 
 



 83 

11. Expresse as funções seguintes como a soma de um a função par e uma função ímpar. 
 

a) ( ) 22 += xxf  

Basta fazer )()()( 21 xfxfxf +=  com: 

( ) ( )[ ]

[ ]

2

42
2

1

22
2

1

2

2

22

1

+=

+=

+−++=

x

x

xxxf

 

Temos )(1 xf  par. 

 
 

( ) ( )[ ]

[ ]

0

22
2

1

22
2

1

22

22

2

=

−−+=

−−−+=

xx

xxxf

  

Temos )(2 xf ímpar. 
 
 

b) ( ) 13 −= xxf    

Basta fazer )()()( 21 xfxfxf +=  com: 

( ) ( )[ ]

[ ]

( ) 12
2

1

11
2

1

11
2

1

33

33

1

−=−=

−−−=

−−+−=

xx

xxxf

 

Temos )(1 xf  par. 

 

( ) ( )[ ]

[ ]

33

33

33

2

2
2

1

11
2

1

11
2

1

xx

xx

xxxf

==

++−=

+−−−=

 

Temos )(2 xf ímpar 
 

c) ( )
1

1

+

−
=

x

x
xf  

Basta fazer )()()( 21 xfxfxf +=  com: 
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( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) 1

1

1

22

2

1

1

1212

2

1

11

1111

2

1

1

1

1

1

2

1

2

2

2

2

2

22

1

−

+
=

−−

−−
=

−−

++−+−−
=

−+

+−−+−−
=








+−

−−
+

+

−
=

x

x

x

x

x

xxxx

xx

xxxx

x

x

x

x
xf

 

Temos )(1 xf  par. 

 

( )

( ) ( )

1

2

1

4

2

1

1

1212

2

1

1

11

2

1

1

1

1

1

2

1

1

1

1

1

2

1

22

2

22

2

22

2

−

−
=

−

−
=

−

−−−+−
=

−

+−−
=








−

+
−

+

−
=








+−

−−
−

+

−
=

x

x

x

x

x

xxxx

x

xx

x

x

x

x

x

x

x

x
xf

 

Temos )(2 xf ímpar. 

 
 

d) ( ) 1−+= xxxf  

 

( ) [ ]

[ ]

[ ]112
2

1

11
2

1

11
2

1

++−+=

−−++−+=

−−+−+−+=

xxx

xxxx

xxxxxf

 

Temos )(1 xf  par. 
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( ) [ ]

[ ]

[ ]11
2

1

11
2

1

11
2

1
2

+−−=

+−−−+=

−−−−−−+=

xx

xxxx

xxxxxf

 

Temos )(2 xf ímpar. 

 
 

12. Seja ( )xf  uma função cujo gráfico para 0≥x , tem o aspecto indicado na figura. 

Completar esse gráfico no domínio 0<x  se: 

(a) f  é par 

(b) f é ímpar 

 

(a) f é par (b) f é ímpar 

x

y

 

x

y

 

 

13. ���� Em cada um dos exercícios determine a fórmula da função inversa. Fazer os 

gráficos da função dada e de sua inversa. 
 
a) 43 += xy  

 

3

4

43

−
=

−=

y
x

yx

 

Assim, a função 43)( += xxf  tem com função inversa a função ( )
3

4−
=

x
xg .  O gráfico 

que segue apresenta essas funções e a sua simetria com a reta xy = . 
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-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

f(x)=3x+4

g(x)=(x-4)/3

 
 
 

b) 
ax

y
−

=
1

 

 

( )

y

ay
x

ayxy

axy

+
=

=−

=−

1

1

1

 

 Assim, a função 
ax

xf
−

=
1

)(  tem com função inversa a função 
x

ax
xg

+
=

1
)( .  O 

gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria com a reta xy = .  Observar que 

o exemplo gráfico está sendo apresentado com o valor de 0>a . 
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x

y

f(x)=1/(x-a) 

g(x)=(1+ax)/x

a

a

 
 
 
 

c) 
ax

ax
y

−

+
=  

 

1−

+
=

+=−

+=−

y

aya
x

ayaxxy

axayxy

 

 

 Assim, a função 
ax

ax
xf

−

+
=)(  tem com função inversa a função ( )

1−

+
=

x

axa
xg .  O 

gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria com a reta xy = .  Observar que 

o exemplo gráfico está sendo apresentado com o valor de 0>a . 
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x

y

f(x)=(x+a)/(x-a) 

g(x)=(a+ax)/(x-1)

a

a

 
 

d) 0,
1

>= x
x

y  

0,
1

1

>=

=

y
y

x

xy

 

 Assim, a função 0,
1

>= x
x

y  tem com função inversa a função ( )
x

xg
1

= .  O 

gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria com a reta xy = .  Observar que 

as funções coincidem. 

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

x

y

f(x)=g(x)=1/x 
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e) 1,1 ≥−= xxy  

0,1

1
2

2

≥+=

−=

yyx

xy
 

 Assim, a função 1,1 ≥−= xxy  tem com função inversa a função 

( ) 0,12 ≥+= xxxg .  O gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria com a 

reta xy = .  

1 2 3 4

1

2

3

4

x

y

1,1)( ≥−= xxxf

0,1)( 2
≥+= xxxg

 
 

f) axxay ≤−−= ,  

0,2

2

≤−=

−=

yyax

xay
  

 

 Assim, a função axxaxf ≤−−= ,)(  tem com função inversa a função 

( ) 0,2 ≤−= xxaxg .  O gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria com a 

reta xy = .  Observar que o exemplo gráfico está sendo apresentado com o valor de 0>a . 
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x

y

a

a

axxay ≤−−= ,

( ) 0,2 ≤−= xxaxg

 
 

g) 0
12

2

≥
+

= x
x

x
y  

 

( )

10,
11

1

1

2

2

22

22

<≤
−

=
−

−
=

−

−
=

−=−

−=−

=+

y
y

y

y

y
x

y

y
x

yyx

yxyx

xyyx

 

 Assim, a função 0
1

)(
2

2

≥
+

= x
x

x
xf  tem como  inversa a função 

10,
1

)( <≤
−

= x
x

x
xg .  O gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria com 

a reta xy = . 
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x

y

0
1

)(
2

2

≥
+

= x
x

x
xf

10,
1

)( <≤
−

= x
x

x
xg

 
 
 

h) 0,42 ≤−= xxy  

 

4

42

+−=

+=

yx

yx
 

 

( ) 4,4 −≥+−= xxxg  

 

 Assim, a função 0,4)( 2 ≤−= xxxf  tem como  inversa a função 

( ) 4,4 −≥+−= xxxg .  O gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria 

com a reta xy = . 
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x

y

0,42
≤−= xxy

( ) 4,4 −≥+−= xxxg

 
 
 

i) 0,42 ≥−= xxy  

 

4

42

+=

+=

yx

yx
 

 

4,4)( −≥+= xxxg  

 Assim, a função 0,42 ≥−= xxy  tem como  inversa a função 

4,4)( −≥+= xxxg .  O gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria com 

a reta xy = . 
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x

y

0,42 ≥−= xxy

4,4)( −≥+= xxxg

 
 
 

14. Mostre que a função ( )
12

2

−

+
==

x

x
xfy  coincide com a sua inversa, isto é, ( )yfx =  

ou ( )[ ] xxff = . 

 

( ) 212

22

22

2

1
,

12

2

+=−

+=−

+=−

≠
−

+
=

yyx

yxxy

xyyx

x
x

x
y

 

 

( )yf
y

y
x =

−

+
=

12

2
   com 

2

1
≠y  

 
ou  

( )[ ] x
x

x

x

x

xx
x

xx

x

x
x

x

x

x
fxff =

−
⋅

−
=

−

+−+
−

−++

=

−








−

+

+
−

+

=








−

+
=

5

12

12

5

12

1242
12

242

1
12

2
2

2
12

2

12

2
, 

2

1
≠x  
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15. Dada a função ( )
21 x

x
xfy

+
==  definida para todo x  real, demonstrar que sua 

inversa é a função ( )
21 y

y
ygx

−
==  definida para 1<y  

 
 

( ) 222

2222

2222

2

2
2

2

1

1

1

yyx

yxyx

xyxy

x

x
y

x

x
y

=−

=+−

=+

+
=

+
=

 

2

2

2
2

1

1

y

y
x

y

y
x

−
=

−
=

 

 
considerando-se que  

( ) ( )

11

011

01 2

<<−

≥+−

≥−

y

yy

y

  

 

ou 1<y  

 
 
 

16. Dada ( )








>

≤≤

<

=

9,27

91,

1,

2

xx

xx

xx

xf   

 

verifique que f  tem uma função inversa e encontre ( )xf 1− . 

 
Para 1<x , temos xy = . 

 

Para 91 ≤≤ x , temos yxxy =∴= 2  

 

Para 9>x , temos  
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2

2

2

22

2727

27

27









==

⋅=

=

yy
x

xy

xy

  

Assim, ( )















>








≤≤

<

=

81,
27

811,

1,

2

y
y

yy

yy

yg        ou      ( )















>








≤≤

<

=−

81,
27

811,

1,

2

1

x
x

xx

xx

xf  

 
 
 
17. Se )(xf  e )(xg  são periódicas de período T, prove que: 

(a) )()()( xgxfxh +=  tem período T. 

(b) )()()( xgxfxh ⋅=  é periódica de período T. 

(c) 0)(,
)(

)(
)( ≠= xg

xg

xf
xh  para todo x é periódica de período T. 

 
  Se )(xf  é periódica de período T temos que existe um número real 0≠T  

tal que )()( xfTxf =+  para todo )( fDx ∈ . 

  Se )(xg  é periódica de período T temos que existe um número real 0≠T  tal 

que )()( xgTxg =+  para todo )(gDx ∈ .  

Assim: 
 
(a) )()()()()()( TxhTxgTxfxgxfxh +=+++=+=  para o número real 0≠T  com 

)( gfDx +∈ . Portanto )()()( xgxfxh +=  é periódica de período T. 

 
(b) )()()()()()( TxhTxgTxfxgxfxh +=+⋅+=⋅=  para o número real 0≠T  com 

)( fgDx ∈ . Portanto )()()( xgxfxh ⋅=  é periódica de período T. 

 

(c) 0)(),(
)(

)(

)(

)(
)( ≠++=

+

+
== TxgTxh

Txg

Txf

xg

xf
xh  para o número real 0≠T  com 

)/( gfDx ∈ . Portanto )(/)()( xgxfxh =  é periódica de período T. 

 
 
18. Se )(xf  é periódica de período T, prove que 3T também é período de f. 

  Se )(xf  é periódica de período T temos que existe um número real 0≠T  

tal que )()( xfTxf =+  para todo )( fDx ∈ .  Dessa forma, )( fDTx ∈+ . 
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Aplicando novamente a definição, temos 
)()())(()2( xfTxfTTxfTxf =+=++=+ . Dessa forma, )(2 fDTx ∈+ . Repetindo 

o raciocínio, vem: 
)()2())2(()3( xfTxfTTxfTxf =+=++=+ , para todo )( fDx ∈ . 

Podemos concluir, então, que 3T é período da função )(xf . 

 
 
19. Sabendo que )(xf  é uma função par e periódica de período T=4, complete o seu 

gráfico. 
 
 Segue o gráfico da solução. 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

 
 

20. Se ( ) xxf 2= , mostre que ( ) ( ) ( )xfxfxf
2

15
13 =−−+  

 

( ) )(
2

15
2

2

15

2

116
2

2

1
82222

2
2

15
22

13

13

xf
xxxx

xxx

==
−

=







−=−

=−

−

−+

 

 

21. Seja ( ) ( )xx
aax

−+=
2

1
ϕ  e ( ) ( )xx

aax
−−=

2

1
ψ . Demonstrar que: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxyxyx ψψϕϕϕ .. +=+  
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Temos, 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )yx

aa

aa

aaaaaaaa

aaaaaaaaaaaaaaaa

aaaaaaaa

yxyx

yxyx

yxyx

yxxyyxyxyxxyyxyx

yxyxyxyxyxyxyxyx

yyxxyyxx

+=

+=

+=

+−−++++=

−−−++++=

−−+++=

=+

−−+

−−+

−−−−+−−−−+

−−−−−−−−

−−−−

ϕ

ψψϕϕ

2

1

22
4

1

4

1

....
4

1
....

4

1

2

1
.

2

1

2

1
.

2

1

..

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xyyxyx ψϕψϕψ .. +=+  

 
Temos,  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )( )

( )yx

aa

aa

aaaaaaaa

aaaaaaaa

xyyx

yxyx

yxyx

yxxyxyyxyxyxyxyx

xxyyyyxx

+=

−=

−=

−+−+−+−=

−++−+=

=+

+−+

−−+

−−+−−+−−+−−+

−−−−

ψ

ψϕψϕ

2

1

22
4

1

4

1

2

1
.

2

1

2

1
.

2

1

..

 

 

22. ���� Construir o gráfico das seguintes funções exponenciais. 

 

a) xay = , se ( )K718,2,
2

1
,2 == eea  
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

x
y 2=

    
 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

x

y 







=

2

1
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

xey =

 
 

b) xy 110=  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

x
y

110=
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c) 
2x

ey
−=  

-2 -1 1 2

-1

1

x

y

2x
ey

−=

 
d) xy 2−=  

-2 -1 1 2

-2

-1

1

x

y

xy 2−=

 
 
 

23. Dada ( )
x

x
x

+

−
=

1

1
lgϕ . Verifique a igualdade ( ) ( ) 









+

+
=+

ab

ba
ba

1
ϕϕϕ  
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )ba
baab

baab

baab

ab

ab

baab

baab

ab

ab

ba

ab

ba
ab

ba

ab

ba

abba

abab

ba

ba

b

b

a

a

b

b

a

a
ba

ϕϕ

ϕ

ϕϕ

+=








+++

−−+
=










+++

+
⋅

+

−−+
=










+++

+
⋅

+

+
−=



















+

+
+

+

+
−

=








+

+










+++

+−−
=










++

−−
=









+

−

+

−
=









+

−
+








+

−
=+

1

1
lg

1

1

1

1
lg

1

1

1
1lg

1
1

1
1

lg
1

1

1
lg

11

11
lg

1

1
.

1

1
lg

1

1
lg

1

1
lg

 

 
 

24. Dado ( ) xxf log=  e ( ) 3xxg = . Forme as expressões. 

 

a) ( )[ ]2gf  

 

( )[ ] [ ] ( ) 8log822 3 === ffgf  

 
 

b) ( )[ ] 0, >aagf  

 

( )[ ] [ ] aaafagf log3log 33 ===  

 
 

c) ( )[ ] 0, >aafg  

 

( )[ ] [ ] ( )3
loglog aagafg ==  

 
 
 

25. ���� Construir o gráfico das seguintes funções logarítmicas. 

 

a) ( )xy −= ln   
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-3 -2 -1 1 2

-4

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

f(x)=ln(-x)

 
 

b) xy ln=  

-3 -2 -1 1 2

-4

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

f(x)=ln|x|
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c) ( )1ln += xy  

-2 -1 1 2

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

f(x)=ln (x+1)

 
 

d) xy alog=  se 2,10=a  e 21   

-1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

x

y

f(x)=log x
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-1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

x

y

f(x)=log2  x

     

-1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

x

y

f(x)=log1/2  x

 
 
 
 
e) xxy ln=   
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-1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

x

y

f(x)=x lnx

 
 

26. Se ( ) xtgarcxf =  prove que ( ) ( ) 








−

+
=+

xy

yx
fyfxf

1
 

Temos que: 

( )

( )










−

+
=









−

+

=

=

xy

yx
tgarc

xy

yx
f

ytgarcyf

xtgarcxf

11

 

 
Portanto,  
 

( )
( )










−

+
=

−

+

=

=

xy

yx
ftg

xy

yx

yftgy

xftgx

11
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Usando  a fórmula trigonométrica 
btgatg

btgatg
batg

.1
)(

−

+
=+ , vem 

 
 

( )
( ) ( )

( ) ( ) xy

yx

yftgxftg

yftgxftg
yfxftg

−

+
=

−

+
=+

1.1
)()( . 

Portanto, 








−

+
=

−

+
=+

xy

yx
f

xy

yx
tgarcyfxf

11
 )()( . 

 
 
 
27. Prove que agarcbtgarcbgarcatgarc cotcot −=− . 

 
Por definição temos que: 

atgarcagarc −=
2

cot
π

         (1) 

btgarcgbarc −=
2

cot
π

        (2) 

Fazendo a subtração (1) –(2) temos: 
 

atgarcbtgarcbtgarcatgarcbgarcagarc −=







−−−=−

22
cotcot

ππ
. 

Portanto,  
agarcbtgarcbgarcatgarc cotcot −=− . 

 
 
 

28. Dado ( ) θθ tgf = . Verifique a igualdade. 

 

( )
( )
( )[ ]2

1

2
2

θ

θ
θ

f

f
f

−
=  

 
Temos que mostrar que:  
 

[ ]2
1

2
2

θ

θ
θ

tg

tg
tg

−
= . 

 
Vamos considerar: 
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( )
( )
( )

btgatg

btgatg

b

bsen

a

asen

b

bsen

a

asen

bsenasenba

bsenabasen

ba

basen
batg

.1

cos
.

cos
1

coscos

.cos.cos

.coscos.

cos

−

+
=

−

+

=

−

+
=

+

+
=+

 

Fazendo θ== ba  vem: 

[ ]2
1

2
2

θ

θ
θ

tg

tg
tg

−
= . 

 
 
 
 

29. Seja ( ) ( )xarcxf 10logcos= . 

 
Calcular. 
 

( ) ( )

( )

π=

−=

=

1cos

101logcos101 10

arc

arcf

 

ou πn  para n  inteiro impar. 
 

( ) ( )

π
π

k

arc

arcf

+=

=

=

2

0cos

1logcos1 10

 

com k  inteiro. 
 

( ) ( )

1cos

10logcos10 10

arc

arcf

=

=
 

          = πn , n  inteiro par ou πn2 , Ζ∈n . 

 
 
30. Determinar o domínio das seguintes funções. 
 

a) 
x

x
arcy

+
=

1

2
cos  

Temos que: 

1
1

2
1 ≤

+
≤−

x

x
 

Resolvendo esta desigualdade temos ].1,31[−   
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b) ( )
10

log10
xsenarcy =  

Temos que: 

0

0
10

>

>

x

x

   

 
e  

1001

10
10

10

110log1

11

10

≤≤

≤≤

≤≤−

−−

x

x

x

 

 

c) 
02

2

≥

=

xsen

xseny
  

Assim,  

[ ] [ ] [ ]
( ) [ ]2,

23,2,02,

πππ

πππππ

+∪=

∪∪−−∈

Ζ∈
nnfD

x

n

KK

 

 

31. ���� Construir o gráfico das seguintes funções trigonométricas.  Verificar se são 

periódicas e, em caso afirmativo, determinar o período. 
 

a) 21,3,2, kkxseny =  e 31  

-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

-2

-1

1

2

x

y

y=sen 2x

 
Periódica de período igual a π  
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-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

-2

-1

1

2

x

y

y=sen 3x

 

Periódica de período igual a 
3

2π
. 

 

-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

-2

-1

1

2

x

y

y=sen [(1/2)x]

 
Periódica de período igual a π4 . 
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-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-2

-1

1

2

x

y

y=sen [(1/3)x]

 
 

Periódica de período igual a π6 . 
 

 

b) xky cos=  31,21,3,2=k  e 1−  

 

-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-2

-1

1

2

x

y

y=2 cos x

 
Periódica de período igual a π2 . 
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-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

y=3 cos x

 
Periódica de período igual a π2  

 
 

-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=1/2 cos x

 
Periódica de período igual a π2 . 
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-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y=1/3 cos x

 
Periódica de período igual a π2 . 

 
 

-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y= - cos x

 
Periódica de período igual a π2 . 

 
 

c) xky 2cos=  
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-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y= 2 cos 2x

 
Periódica de período igual a π . 

 
 

-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y= - cos 2x

  

-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y= (1/2) cos 2x

 
Periódica de período igual a π .   Periódica de período igual a π . 

 
 
 

d) ( )2π−= xseny  
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-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y = sen (x - ππππ/2))))

 
Periódica de período igual a π2 . 

 
 
 

e) ( )2cos π+= xy  

 

-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y = cos (x + ππππ/2))))

 
Periódica de período igual a π2 . 

 
 

f) ( )23π−= xtgy  
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-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y = tg (x - 3ππππ/2))))

 
Periódica de período igual a π . 

 
 

g) ( )4cot π+= xgy  

 

-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y = cotg (x + ππππ/4))))

 
 

Periódica de período igual a π . 
 

 

h) xtgy
2

1
=  
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-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y = tg (1/2) x

 
 

Periódica de período igual a π2 . 
 

 

i) xseny += 1  

 

-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y = 1 + sen x

 
 

Periódica de período igual a π2 . 
 

 

j) xseny 21+=  
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-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

y = 1 + |sen 2x|

 
Periódica de período igual a 2/π . 

 
 

32. Dada a função ( ) xhtghxsenxf 32 −= , calcule ( ) ( )1,2 −ff  e ( )0f  

 

( )

( )( ) ( )

22

2244

22

2244

22

222222

22

2222

33

3311

3

.3
2

2

23222

−

−−

−

−−

−

−−−

−

−−

+

+−−
=

+

+−−−+
=

+

−−+−
=










+

−
−







 −
=

−=

ee

eeee

ee

eeee

ee

eeeeee

ee

eeee

htghsenf

   

 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

ee

eeee

ee

eeeeee

ee

eeee

htghsenf

+

+−−
=

+

+−+−
=










+

−
−







 −
=

−−−=−

−

−−

−

−−−

−

−+−

1

122

1

111

11

1111

33

33

.3
2

2

13121
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( )

0

00

.3
2

2

03020

00

0000

=

−=

+

−
−

−
=

−=

ee

eeee

htghsenf

 

 
33. Prove as identidades. 
 
(a)  

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )
uh

eeee

ee

eeeee

ee

eeee

ee

ee

ee

ee

uhuhtg

uuuu

uu

uuuu

uu

uuuu

uu

uu

uu

uu

2

2

2

2

22202

2

22

2

22

22

sec
24

22

11

sec1

=








+
=

+
=

+

−+−++
=

+

−−+
=

+

−
−=









+

−
−

=−

−−

−

−−

−

−−

−

−

−

−

 

  
(b)  

( )
( ) ( )

( )
uh

eeee

ee

eeee

ee

ee

uhuhg

uuuu

uu

uuuu

uu

uu

2

2

2

2

2222

2

2

22

seccos
24

22
1

seccoscot1

−=








−
−=

−

−
=

−

−−++−
=

−

+
−

−=−

−−

−

−−

−

−

 

  
 
 
34. Defina uma função inversa para xhy cos= , para 0≤x . Esboce o gráfico. 

 
Temos ),1[)0,(: +∞→−∞f , xxfy cosh)( == . A sua inversa será uma função 

]0,(),1[:1 −∞→+∞−f . 

 Usando 
2

cosh
yy

ee
yx

−+
== , podemos escrever 02 =+− − yy

exe  ou 

0122 =+− yy
xee . 

 Resolvendo esta equação obtemos 
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1
2

442 2
2

−±=
−±

= xx
xx

e
y .  

 Como )0,(−∞∈y , temos 10 << y
e . Portanto, usamos o sinal negativo, ou seja,  

 12 −−= xxe
y . Tomando o logaritmo natural, vem )1ln( 2 −−= xxy .  A figura que 

segue mostra o gráfico da função e da sua inversa no intervalo considerado. 
 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 
 
 
35. Mostre a validade das expressões: 
 

( ) 1,1lncosarg) 2 ≥−+= xxxxha ,  

 
Seja 1,cosarg ≥= xxhy  .  Por definição temos que 0,cos ≥= yyhx  e 

0,
2

≥
+

=
−

y
ee

x
yy

 

Podemos reescrever a última expressão como: 
 

012

1
2

2

2

2

=+−

+
=

+= −

yy

y

y

yy

xee

e

e
x

eex

 

 
Aplicando a fórmula de Bhaskara vem: 

0,1
2

442 2
2

≥−±=
−±

= yxx
xx

e
y       (1) 
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Sabemos que 0≥y  e 1≥x , logo, 1≥y
e  

Quando  

111

111

2

2

<−−⇒>

=−+⇒=

xxx

xxx
 

 

Portanto podemos desprezar o sinal ( )−  em (1) e ( ) 1,1lncos 2 ≥−+= xxxxharc  

 
 

b) 








−

+
=

x

x
xhtg

1

1
ln

2

1
arg   11 <<− x  

 
Pela definição 
 

xhtgy arg=  ⇔ yhtgx = . 

Temos, 
 

( ) yyyy

yy

yy

eeeex

ee

ee
x

−−

−

−

−=+

+

−
=

 

( )

( )










−

+
=

−

+
=

−

+
=

+=−

+=−

−=+

−=+ −−

x

x
y

x

x
y

x

x
e

xxe

xxee

exxe

eeeex

y

y

yy

yy

yyyy

1

1
ln

2

1

1

1
ln2

1

1

11

1

1

2

2

22

22

 

com 11 <<− x . 

 
 

c) 












 −+
=

x

x
xh

211
lnsecarg , 10 ≤< x . 

Para 10 ≤< x , xhy secarg= hyx sec=⇔ . 

Temos, 
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x

x

x

x

x

x
e

xexe

exxe

xexe

ee
x

yhx

y

yy

yy

yy

yy

2

2

2

2

2

11

2

122

2

442

02

2

2

2

sec

−±
=

−±
=

−±
=

=+−

=+

=+

+
=

=

−

−

 

Como no exercício anterior consideramos só o sinal + . Tomando o logaritmo, vem 
 













 −+
=

x

x
y

211
ln , 10 ≤< x .    

 
 

36. Sendo ( ) xhxf cos= , mostrar que  ( )[ ] xxxf =−+ 1ln 2 . 

( )[ ] ( )[ ]

( )
2

11

2

1lncos1ln

1
22

1ln1ln

22

22

−






 −+−





 −+

−++−+
=

+
=

−+=−+

xxxx

ee

xxhxxf

xxxx

 

                  

2

1

1

1112

2

1

1

1
1

2

222

2

2

×
−+

+−+−+
=

×














−+
+−+=

xx

xxxx

xx
xx
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( )

x

xx

xxx

xx

xxx

=

×
−+

−
=

×
−+

−+
=

2

1

1

12

2

1

1

122

2

2

2

22

 

 
 
37. Mostre que as funções senh x, tgh x, cotgh x e cosech x são ímpares. 
 

(i) 
2

)(
xx

ee
senhxxf

−−
==  

e 

)(
22

)()( xf
eeee

xsenhxf
xxxx

−=
−

−=
−

=−=−
−−

. 

 

(ii) 
xx

xx

ee

ee
tghxxf

−

−

+

−
==)(  

e 

)()()( xf
ee

ee

ee

ee
xtghxf

xx

xx

xx

xx

−=
+

−
−=

+

−
=−=−

−

−

−

−

. 

 

(iii) 
xx

xx

ee

ee
ghxxf

−

−

−

+
== cot)(  

e 

)()(cot)( xf
ee

ee

ee

ee
xghxf

xx

xx

xx

xx

−=
−

+
−=

−

+
=−=−

−

−

−

−

. 

 

(iv) 
xx

ee
echxxf

−−
==

2
cos)(  

e 

)(
22

)(cos)( xf
eeee

xechxf
xxxx

−=
−

−=
−

=−=−
−−

. 

 
 
38. Mostre que as funções cosh x e sech x são pares 
 

(i) 
2

cosh)(
xx

ee
xxf

−+
==  

e 

)(
22

)cosh()( xf
eeee

xxf
xxxx

=
+

=
+

=−=−
−−

.  
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(ii) 
xx

ee
hxxf

−+
==

2
sec)(  

e 

)(
22

)(sec)( xf
eeee

xhxf
xxxx

=
+

=
+

=−=−
−−

.  

 
 

39. Analisar a função ( ) 2324 xxxf −=  e verificar a possibilidade de representar uma 

função receita total.  Em caso afirmativo identifique a função demanda e responda: 
(a) Qual a quantidade demandada quando o preço unitário é R$ 5,00? 
(b) Qual é o preço do produto quando a receita é máxima? 
 
 A função receita é dada por qpR ⋅=  sendo p  = preço e q  = demanda.  Supondo 

que x  = preço, a função demanda é dada por xq 324 −=  sendo ( ) 2324 xxxf −=  a função 

receita total. 
 
 
a) 

9

1524

53245

=

−=

⋅−=⇒=

q

q

qp

 

 
b) 
 A função receita total é uma função do segundo grau e, portanto, o seu valor 
máximo está no seu vértice em x=4, ou seja, o preço de R$ 4,00. 
 
 
40. As funções de demanda e oferta de um determinado produto no mercado são dadas por 

pqd 415 −=  e  16 −= pqo , respectivamente. 

(a) Determine o preço de equilíbrio. 
(b) Represente graficamente as funções demanda e oferta, mostrando o ponto de 
equilíbrio.  Esboce os dois gráficos juntos. 

 
a) O preço de equilíbrio é dado por: 

0qqd =  

6,1

1610

15164

16415

=

=

−−=−

−=−

p

p

pp

pp

 

ou seja 6,1  unidades monetárias. 

 
b) A Figura que segue apresenta o gráfico solicitado. 
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-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

-1

1

2

3

4

p

q

 
 

 
41. Uma imobiliária cobra uma comissão de 12% do valor da venda de um imóvel mais 

00,25$R  fixo para as despesas de correio e divulgação.  Denote por x o valor do imóvel 

(em reais) e por )(xf  o valor cobrado pela imobiliária. 

(a) Descreva a função )(xf . 

(b) Qual o valor recebido pela imobiliária na venda de um imóvel por 
00,000.185$R ? 

 
(a) Considerando: 

� x  = valor do imóvel 

� ( )xf  = valor cobrado pela imobiliária 

temos: ( ) 25
25

3
+= xxf . 

 

(b) 225.2225000.185
25

3
)000.185( =+⋅=f  ou seja R$ 22.225,00. 

 
 
42. O preço de venda de um produto é de 00,27$R . A venda de 100 unidades dá um lucro 

de 00,260$R . Sabendo-se que o custo fixo de produção é de 00,540$R  e que o custo 

variável é proporcional ao número de unidades produzidas, determine: 
(a) A função receita total. 
(b) O custo variável, para uma produção de 2.000 unidades. 
(d) A produção necessária para um lucro de 00,460.23$R . 
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(a) A função receita é dada por ( ) qqR .27=  

 
(b) Temos que a função lucro é dada por  

( ) ( )qCqRL t−=  

sendo que ( ) qCqC vt += 540 .  Assim,  

( )

54027

54027

−−=

+−=

qCq

qCqL

v

v
 

 
Considerando-se que 260)100( =L  vem: 

19

2605402700100

540100100.27260

=

−−=

−⋅−=

v

v

v

C

C

C

 

 Assim o custo variável de uma unidade é dado por R$ 19,00 e a função custo 

variável é dada por ( ) qqCv .19= .  Temos,  ( ) 000382000.192000 ==vC , ou seja, 

R$38.000,00. 
 
(c) 

( )

0003

8

00024

540234608

540823460

5408

=

=

+=

−=

−=

q

q

q

q

qqL

 

 
 

(43) Uma indústria comercializa um certo produto e tem uma função custo total, dada por 

70020)( 2 ++= xxxC , sendo x o número de unidades produzidas. A função receita total é 

dada por xxR 200)( = . Determine: 

(a) O lucro para a venda de 100 unidades. 
(b) Em que valor de x acontecerá o lucro máximo? 

 
(a)  

( ) ( ) ( )

700180

70020200
2

2

−+−=

−−−=

−=

xx

xxx

xCxRxL

 

 
( )

7300

7000001800010100

=

−+−=L
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ou seja 00,300.7SR / . 

 
(b) A função lucro é uma função do segundo grau, assim o seu valor máximo encontra-
se no seu vértice, ou seja, em x=90. 
 
 

(44) Determinar graficamente a algebricamente o equilíbrio do mercado considerando as 
seguintes funções de demanda e oferta: 

(a) 




−=

−=

16

410

PQ

PQ

s

d
   (b) 





−=

−=

14

4 2

PQ

PQ

s

d  

 
(a) Temos: 

1,1

1011

16410

=

=

−=−

P

P

PP

 

 O gráfico que segue apresenta a solução gráfica.  Observe que é indiferente para a 
solução gráfica a posição das variáveis no sistema de eixos. 
 

-1 1 2 3 4
-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

p

q

 
 
 
b)  

1

2

64

2

20164

054

144
2

2

=

±−
=

+±−
=

=−+

−=−

p

p

pp

pp
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-1 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

p

q

 
 

(45) Uma caixa sem tampa na forma de um paralelepípedo tem um volume de 310cm  . O 

comprimento da base é o dobro da largura. O material da base custa R$ 2,00 por 2
m  ao 

passo que o material das laterais custa R$ 0,02 por 2
m . Expressar o custo total do material 

em função da largura da base. 
Seja x a largura da base e h a altura da caixa. Temos, 

2

2

3

5

102

102

x
h

hx

cmhxxV

=

=

=××=

 

 
( )

.
10

6
4

5
12,04

602,04

22202,022

2

2

2

2

x
xC

x
xx

xhx

hxxhxxC

t

t

+=

⋅+=

⋅+=

⋅⋅++××=

 

 
 

(46) ����Traçar o gráfico das funções trigonométricas. Comparar cada conjunto 

identificando a transformação ocorrida.  Identificar domínio, conjunto imagem, máximos e 
mínimos, crescimento e decrescimento. 
 

(a) ( ) xsenxf =   ( ) xsenxg 2=   ( ) xsenxh
2

1
=  

Os gráficos foram traçados no mesmo sistema de eixo para otimizar a visualização. 
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-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

-2

-1

1

2

x

y

g(x)

h(x)

f(x)

 
 

� ( ) ( ) ( )hDgDfD == . 

� ( ) [ ]1,1Im −=f   ( ) [ ]2,2Im −=g   ( ) 





−=

2

1
,

2

1
Im h . 

� As funções assumem valores máximos e mínimos em pontos com x 
coincidentes. 

� Os intervalos de crescimento e decrescimento coincidem. 
� De f  para g  houve uma expansão vertical e de f  para h  uma contração 

vertical. 
 

(b) ( ) xsenxf =   ( ) xsenxg 2=   ( ) 







= xsenxh

2

1
 

-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

-2

-1

1

2

x

y

g(x)

h(x)

f(x)

 
� ( ) ( ) ( )hDgDfD ==  

� ( ) ( ) ( )hgf ImImIm ==  

� Pontos de máximo: 
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( )

( )

( ) Ζ∈+=

Ζ∈+=

Ζ∈+=

kkxh

kkxg

kkxf

,4

,
4

,2
2

ππ

π
π

π
π

 

 
� Pontos de mínimo: 

  

( )

( )

( ) Ζ∈+−=

Ζ∈+=

Ζ∈+−=

kkxh

kkxg

kkxf

,4

,
4

3

,2
2

ππ

π
π

π
π

 

� Intervalos de crescimento e decrescimento 

� :f  Crescimento em Ζ∈





++− kkk π

π
π

π
2

2
,2

2
 e decrescimento em 

Ζ∈





++ kkk π

π
π

π
2

2

3
,2

2
. 

 

� :g  Crescimento em Ζ∈





++− kkk π

π
π

π

4
,

4
 e decrescimento em 

Ζ∈





++ kkk π

π
π

π

4

3
,

4
. 

 

� :h  Crescimento em [ ] Ζ∈++− kkk ππππ 4,4  decrescimento em 

[ ] Ζ∈++ kkk ππππ 43,4 . 

 
 
 

(c) ( ) xxf cos=   ( ) 3cos += xxg   ( ) 3cos −= xxh  
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-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

g(x)

h(x)

f(x)

 
� ( ) ( ) ( )hDgDfD == . 

 

� ( ) [ ]1,1Im −=f   ( ) [ ]4,2Im =g   ( ) [ ]2,4Im −−=g . 

� De  f  para g  houve um deslocamento vertical para cima e de f  para h  houve 

um deslocamento vertical para baixo. 
� Os pontos de máximo e mínimo coincidem para f , g  e h , bem como os 

intervalos de crescimento e de decrescimento. 
 
 
 

(d) ( ) xxf cos=   ( ) ( )2cos += xxg   ( ) ( )2cos −= xxh  

-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

-1

1

x

y

g(x)
h(x)

f(x)
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� ( ) ( ) ( )hDgDfD == . 

� ( ) ( ) ( )hgf ImImIm == . 

� De  f  para g : deslocamento horizontal para a esquerda. 

� De f para h : deslocamento horizontal para a direita.
� Pontos de máximos: 

( ):xf Ζ∈kk ,2 π  

( ):xg Ζ∈+− kk ,22 π  

( ):xh Ζ∈+ kk ,22 π  

� Pontos de mínimos: 

( ) Ζ∈+ kkxf ,2: ππ  

( ) Ζ∈+− kkxg ,22: ππ  

( ) Ζ∈++ kkxh ,22: ππ  

� Intervalos de crescimento: 

( ) [ ] Ζ∈++ kkkxf ,22,2: ππππ  

( ) [ ] Ζ∈+−+− kkkxg ,222,22: ππππ  

( ) [ ] Ζ∈++++ kkkxh ,222,22: ππππ  

� Intervalos de decrescimento: 

( ) [ ] Ζ∈+ kkkxf πππ 2,2:  

( ) [ ] Ζ∈+−+− kkkxg πππ 22,22:  

( ) [ ] Ζ∈+++ kkkxh πππ 22,22:  

 
 

e) ( ) xsenxf =   ( ) xsenxg −=  

-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

-1

1

x

y

g(x)f(x)
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� ( ) ( )gDfD = . 

� ( ) ( ) [ ]1,1ImIm −== gf . 

� De f  para g : reflexão em torno do eixo dos x . 

� Pontos de máximo: 

( ) π
π

kxf 2
2

: +   

( ) π
π

kxg 2
2

3
: +  

� Pontos de mínimo: 

( ) π
π

kxf 2
2

3
: +  

( ) π
π

kxg 2
2

: +  

� Intervalos de crescimento: 

( ) Ζ∈







++− kkkxf ,2

2
,2

2
: π

π
π

π
 

( ) Ζ∈







++ kkkxg ,2

2

3
,2

2
: π

π
π

π
 

� Intervalos de decrescimento 

( ) Ζ∈







++ kkkxf ,2

2

3
,2

2
: π

π
π

π
 

( ) Ζ∈







++− kkkxg ,2

2
,2

2
: π

π
π

π
. 

 

47. ����Usando uma ferramenta gráfica, trace numa mesma janela, o gráfico das funções 

dadas em cada item e, a seguir, responda a questão: 

Dado o gráfico de ( )xf , o que se pode afirma sobre o gráfico de ( ) )( axfxg −=  quando 

a>0? E quando a<0? 

(a) y= x
2

  y=( x - 2)
2

  y=(x - 4)
2

 

-1 1 2 3 4 5

1

2

x

y

y=(x-2)2

y=(x-4)2

y=x2
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(b) y= x
2

  y=(x + 2)
2

  y=(x + 4)
2

 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2

1

2

x

y

y=(x+2)2

y=(x+4)2 y=x2

 
 
Conclusão:  

� Quando 0>a  o gráfico de ( )xg  tem a mesma forma do gráfico de ( )xf , 

deslocando-se a unidades para a direita. 

� Quando o 0<a , o gráfico de ( )xg  tem a mesma forma do gráfico de ( )xf , 

deslocando-se a unidades para a esquerda. 
 
 

48. ���� Usando uma ferramenta gráfica, trace numa mesma janela, o gráfico das funções 

dadas em cada item e, a seguir, responda a questão: 
Dado o gráfico de )(xf , o que se pode afirmar sobre o gráfico de axfxg += )()( , quando 

a>0? E quando a<0? 
 

(a) 2xy =   22 += xy    42 += xy  

-2 -1 1 2

1

2

3

4

5

6

7

x

y

y=x2+2

y=x2+4

y=x2
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(b) 2xy =   22 −= xy    42 −= xy  

-2 -1 1 2

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

y=x2-2

y=x2-4

y=x2

 
Conclusão: 

� Quando  0<a , o gráfico de ( )xg  tem a mesma forma do gráfico de ( )xf , 

deslocando-se verticalmente a unidades para baixo. 

� Quando  0>a , o gráfico de ( )xg  tem a mesma forma do gráfico de ( )xf , 

deslocando-se verticalmente a unidades para cima. 
 
 

49. ����Identifique algebricamente as transformações realizadas na parábola “mãe” 
2)( xxf = , para obter as seguintes funções quadráticas. A seguir, trace o gráfi co e compare 

os resultados. 
 

(a) 96)( 2 +−= xxxf  

-2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

y=x2-6x+9y=x2

 
( )

( )2

2

3

96

−=

+−=

x

xxxf
 

 
Deslocamento horizontal de 3 unidades para a direita. 
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(b) 44)( 2 ++= xxxf  

-4 -3 -2 -1 1 2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

y=x2+4x+4

y=x2

 
( )

( )2

2

2

44

+=

++=

x

xxxf
 

 
Deslocamento horizontal de 2 unidades para a esquerda. 
 
 

(c) 56)( 2 +−= xxxf  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

y=x2-6x+5

y=x2

 
( )

( ) 43

59932

56

2

2

2

−−=

+−+⋅−=

+−=

x

xx

xxxf

 

 
Deslocamento horizontal de 3 unidades para a direita e deslocamento vertical de 4 unidades 
para baixo. 
 
 

50. ����Determine algebricamente a função inversa.  A seguir, numa mesma janela, trace o 

gráfico de cada função, de sua inversa e da função identidade. 
 
(a) y = 2x – 1 
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( )1
2

1

12

12

+=

+=

−=

yx

yx

xy

 

Assim, temos: ( )1
2

1
+= xy  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 

(b) 1
2

−=
x

y  

22

1
2

+=

+=

yx

y
x

 

Assim, temos: 22 += xy  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 
 

(c) 3xy =  

3 yx =  

Assim, temos: 3 xy =  
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 
 

(d) 4)1( 3 +−= xy  

( )

3

3

3

41

41

41

−+=

−=−

−=−

yx

yx

yx

 

Assim, temos: 3 41 −+= xy  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 
 
 
51. Para cada um a das funções, se necessário, restrinja o domínio e o contradomínio e 
determine a inversa. 

(a) y = x
2

 

(b) y = x
2

- 2x +1 

(c) y = 2x
2

- 6x -10 

(d) y = e
x
 

 

(a) 2xy =  [ )∞+,0  

0, ≥= yyx  

Portanto, xy = . 

 
(b) 
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( ) [ )∞+∈−=

+−=

,1,1

12
2

2

xx

xxy
 

( )

yx

yyx

+=

≥=−

1

0,1
 

Portanto, xy += 1 . 

 
(c) 

( )

2

3
,

2

29

2

3
2

10
2

9

4

9

2

3
.22

532

1062

2

2

2

2

≥−







−=

−−







+−=

−−=

−−=

xx

xx

xx

xxy

 

 

4

29

22

3

4

29

22

3

2

3

4

29

2

2

3
2

2

29

2

2

++=

+=−









−=+









−=+

y
x

y
x

x
y

xy

 

Portanto, 
4

29

22

3
++=

x
y . 

 
 

(d) xyey x =⇔= ln  

 
0,ln >= xxy  

 
 
52. A locadora A aluga um carro popular ao preço de R$ 30,00 a diária, mais R$ 0,20 por 
quilômetro rodado. A locadora B o faz por R$ 40,00 a diária, mais R$ 0,10 por quilômetro 
rodado. Qual locadora você escolheria, se pretendesse alugar um carro por um dia e pagar  
o menos possível?  Justifique algebricam ente e graficam ente. 
Algebricamente: 
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xP

xP

B

A

1,040

2,030

+=

+=
  

sendo x  = n° km rodados e P  = preço. 
 

100

101,0

1,0402,030

≥

≥

+≥+

≥

x

x

xx

PP BA

 

 
 Se pretendo me deslocar mais de km,100 devo escolher a locadora B e, em caso 

contrário, a locadora A. 
 
Graficamente temos a figura que segue. 

50 100 150

10

20

30

40

50

60

70

x

P

 
 
 
53. Dentre todos os retângulos de perímetro i gual a 80 cm, quais as dimensões do 
retângulo de área máxima? 
 
 Seja o retângulo de dimensões x e w com perímetro (2P) igual a 80 cm.  Temos 
então que: 
 

xw

wx

wxP

−=

+=

+=

40

40

222

 

 Considerando a área A 

( )

xx

xx

wxA

40

40
2 +−=

−=

=
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 Estamos assim diante de uma função do segundo grau.  O ponto de máximo está 
no seu vértice, ou seja, em x=20.  Portanto, o valor de w é 20 e, nesse caso, estamos diante 
de um quadrado de lado igual a 20 cm. 
 
 

54. Para medi r a temperatura são usados graus C elsius ( 

0 

C ) ou graus Fahrenheit ( 

0 

F). 

Ambos os valores 0
0
C e 32

0
F representam a temperatura em que a água congela e ambos 

os valores 100
0
C e 212

0
F representam a temperatura de fervura da água. Suponha que  a 

relação entre as temperaturas expressas nas duas escalas pode ser representada por uma 
reta. 
 

(a) Determine a função do primeiro grau F(c) que dá a temperatura em 
0 

F, quando ela é 

conhecida em 
0
C. 

 
 Vamos considerar a função como do tipo  b,aCF += sendo F a temperatura em graus 
Fahrenheit e C a temperatura em graus Celsius. 
 Temos as seguintes relações: 

212100

320

=⇒=

=⇒=

FC

FC
 

 Assim podemos resolver o sistema  





+=

+=

ba

ba

100212

032
 

para achar os parâmetros a e b. 

 Resolvendo o sistema encontramos 32=b  e 8,1=a .  Dessa forma, a função é dada 

por 328,1 += CF ou 328,1 += xy , sendo x a temperatura em graus Celsius e y a 

temperatura em graus Fahrenheit. 
 
(b) Esboce o gráfico de F. 

-40 -30 -20 -10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

-40
-30
-20
-10

10
20
30
40
50
60
70
80
90

100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220

x

y

 
 
 
 



 141 

(c) Qual a temperatura em 
0 

F que corresponde a 25 

0 

C? 
 

Fy

y

°=

+⋅=

77

32258,1
 

 

(d) Existe alguma temperatura que tem o mesmo valor numérico em 
0
C e em 

0
F? 

 

xx

xx

−=−

+=

8,132

328,1
  

328,0 −=x  

8,0

32−
=x  

Fx
o40−=  

 
 
 
55. Numa dada cidade a população atual é de 380.000 habitantes. Se a população apresenta 
uma  taxa de crescimento anual de 1,5%, estime o tempo necessário para a população 
duplicar. Use um modelo de crescimento exponencial.  
 

t
iPP 0=  

anost

t

t

t

t

t

47

55,46

015,1ln

2ln

015,1ln2ln

015,12

015,10003800003802

≅

=

=

=

=

⋅=⋅

 

 
 
56. Uma criança tem um montante fixo M=R$180,00 para comprar latinhas de refrigerantes 
e cachorros quentes para sua festa de aniversário. Suponha que cada latinha de refrigerante 
custe R$1,20 e cada cachorro quente R$1,50. 
 
(a) Obtenha a equação de restrição orçamentária. 
 

Seja 1p  = preço refrigerante 

       2p  = preço cachorro-quente 

       1q  = quantidade de refrigerante 

      2q  = quantidade de cachorro-quente 

 Podemos escrever a equação 
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1805,12,1 21

2211

=+

=+

qq

Mpqpq
 

 
(b) Esboce o gráfico, supondo as variáveis contínuas. 

20 40 60 80 100 120 140

20

40

60

80

100

120

140

qte.cachorro quente

qte. de refri.

 
 
(c) Se a criança optar por usar todo seu orçamento comprando somente cachorros quentes, 
estime o número de cachorros quentes que podem ser comprados. 
 

12008,0120

8,0120

5,1

2,1

5,1

180

2,11805,1

2

12

12

12

=⋅−=

−=

−=

−=

q

qq

qq

qq

 

 
 
57. O custo total de uma plantação de soja é função, em geral, da área cultivada.  Uma 
parcel a do custo é aproximadamente constante (custos fixos) e diz respeito a benfeitorias e 
equipamentos necessários.  A outra parcela diz respeito aos custos dos insumos e mão-de-
obra, e depende da área pl antada (custos variáveis).  Supor que os custos fixos sejam de  
R$ 12.400,00 e os custos variáveis sejam de R$ 262,00 por hectare. 
 
(a) Determinar o custo total da plantação em função do número de hectares plantado. 

xCT 26240012 +=  

sendo x = número de hect ares plantados. 
 
(b) Fazer um esboço do gráfico da função custo total. 
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20 40 60 80 100 120 140
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20000
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30000

35000
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(c) Como podemos visualizar os custos fixos e variáveis no gráfico? 
 
 O custo fixo é o ponto onde a reta corta o eixo dos y . 

O custo variável é dado pelo comprimento do segmento vertical entre a reta que  
representa o custo total e a reta horizontal, que representa o custo fixo. 

 

20 40 60 80 100 120 140

5000

10000

15000

20000

25000

30000

35000

x hectares

custo total

Custo fixo

Custo variável

 
 
 
58. A meia-vida do rádio-226 é de 1620 anos. 
 
(a) obter o modelo de decaimento exponencial para essa substância. 

O modelo de decaimento exponencial é dado por kt
eMM

−= 0 , sendo que para o presente 

problema temos 
2

1620 0M
Met == .  Assim:  
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4279000,0

1620

2ln

1620.
2

1
ln

2

1620

0
0

=

=
−

−

−=








= ⋅−

k

k

k

eM
M k

 

Logo, t
eMM

4279000,0

0

−=  

 
(b) Após 700 anos, qual o percentual de uma dada quantidade inicial de rádio que ainda resta? 
 

0

7004279000,0

0

74,0 MM

eMM

≅

= ×−

 

Resposta: %74  

 
 

59. Uma certa substância radioativa decai exponencialmente sendo que, após 100 anos, 
ainda restam 60% da quantidade inicial. 
 
(a) Obter o modelo de decaimento exponencial para essa substância. 

005108,0

100510825,0

1006,0ln

6,0 100

00

0

=

−=−

−=

=

=

−

−

k

k

k

eMM

eMM

k

kt

 

Logo, t
eMM

005108,0

0

−=  

 
(b) Determinar a sua meia-vida. 

 

anost

t

eM
M t

7,135

005108,0
2

1
ln

2

005108,0

0
0

≅

−=

= −

 

 
(c) Determinar o tempo necessário para que reste somente 15 % de uma dada massa inicial. 

anost

t

eMM
t

4,371

005108,015,0ln

15,0 005108,0

00

≅

−=

= −
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UNIDADE 3 
 

3.6 – EXERCÍCIO – pg. 72 
 

 

Observação:  Seguem inicialmente somente as respostas dos exercícios 1 ao 5 
 

1 – a) 1)(lim
3

−=
−→

xf
x

 

 

b) 3)(lim
3

=
+→

xf
x

 

 

c) ∃/
→

  )(lim
3

xf
x

 

 

d) 1)(lim −=
−∞→

xf
x

 

 

e) 3)(lim =
+∞→

xf
x

 

 

f) 3)(lim
4

=
→

xf
x

 

 

2 – a) 0)(lim
2

=
+−→

xf
x

 

 

b) 0)(lim
2

=
−−→

xf
x

 

 

c) 0)(lim
2

=
−→

xf
x

 

 

d) +∞=
+∞→

)(lim xf
x

 

 

3 – a) 0)(lim
0

=
+→

xf
x

 

 

b) 0)(lim
0

=
−→

xf
x

 

 

c) 0)(lim
0

=
→

xf
x

 

 

d) +∞=
+∞→

)(lim xf
x

 

 

e) −∞=
−∞→

)(lim xf
x

 

 

f) 4)(lim
2

=
→

xf
x

 

 

4 – a) 0)(lim
2

=
+→

xf
x

 

 

b) 0)(lim
2

=
−→

xf
x

 

 

c) +∞=
+∞→

)(lim xf
x

 

 

d) −∞=
−∞→

)(lim xf
x

 

 

e) 1)(lim
1

=
→

xf
x

 

5 – (a) +∞=
+→

)(lim
1

xf
x

 

 

(b) 
2

1
)(lim

1

=
−→

xf
x

 

 

(c) ∃/
→

  )(lim
1

xf
x

 

(d) 
2

1
)(lim =

+∞→
xf

x
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 (e) −∞=
−∞→

)(lim xf
x

6 – Descrever analiticamente e graficamente uma função )(xfy =  tal que )(lim
3

xf
x→

 não 

existe e )(lim
6

xf
x→

 existe. 

 

Podemos ter infinitos exemplos que atendem às características solicitadas.  Segue 

um exemplo. 

 

Descrição analítica: 








≥+

<

=
3,2

3

2

3,2

)(
xx

x

xf  

   

Descrição gráfica: 

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

 
 

 

 

7 – Definir uma função )(xgy =  tal que 4)(lim
2

=
→

xg
x

, mas )(xg  não é definida em 2=x . 

Podemos ter infinitos exemplos que atendem às características solicitadas. Segue 

um exemplo. 

 

 Descrição analítica: 





>+−

<+
=

2,6

2,2
)(

xx

xx
xg  

  

Descrição gráfica: 
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-2 -1 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

x

y

 
 

 

 

8 – Definir e fazer o gráfico de uma função )(xhy =  tal que 1)(lim
0

=
+→

xh
x

 e 2)(lim
0

=
−→

xh
x

. 

Podemos ter infinitos ex emplos que atendem às características solicitadas.  Segue 

um exemplo. 

 Descrição analítica: 





>+−

<
=

0,1

0,2
)(

xx

x
xh  

 Descrição gráfica. 

-2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

3

x

y

 
 

  

 

 

9 - Mostrar que existe o limite de 54)( −= xxf  em 3=x  e que é igual a 7. 

 

Queremos mostrar que 7)54(lim
3

=−
→

x
x

 

Dado 0>ε , devemos mostrar que existe um  0>δ   tal que 
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ε<−− |754| x  sempre que δ<−< |3|0 x . 

Temos, 

|3|4|)3(4||124||754| −=−=−=−− xxxx . 

Assim, devemos ter ε<− |3|4 x  sempre que δ<−< |3|0 x . 

 

Portanto, basta fazer 
4

ε
δ = . 

Observamos que qualquer 
4

ε
δ ≤  poderia ser tomado. 

 

10 - Mostrar que 9lim 2

3
=

→
x

x
. 

 

Dado 0>ε  devemos mostrar que existe um 0>δ  tal que ε<− |9| 2x  sempre que      

δ<−< |3|0 x . 

Temos: 

|3||3||)3)(3(||9| 2 +−=+−=− xxxxx  

Supondo 10 ≤< δ , da desigualdade δ<−< |3|0 x , vem 

735

42

131

13

<+<

<<

<−<−

<−

x

x

x

x

 

 

Portanto, 7|3| <+x e, então,  

7.33|9| 2 δ<+−=− xxx , sempre que δ<−< |3|0 x . 

  

Assim, basta tomar 







= 1,

7

ε
δ mim . 

 

 

Nos exercício 11 a 15 é dado .)(lim Lxf
ax

=
→

 Determinar um número δ  para o ε  dado tal 

que ε<− |)(| Lxf  sempre que δ<−< ||0 ax . 

 

11 - 8)42(lim
2

=+
→

x
x

 , 01,0=ε  

ε<−+ |842| x  sempre que δ<−< |20 x  

22)2(242842 −=−=−=−+ xxxx  

Então 

ε<− 22 x  sempre que δ<−< |20 x  

Basta fazer 005,0
2

01,0

2
===

ε
δ  
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12 - 10)73(lim
1

=+−
−→

x
x

  ,   5,0=ε  

ε<−+− 1073x  sempre que δ<−−< )1(0 x  

Temos 

1313)1(333 +=+−=+−=−− xxxx  

Então 

ε<+13 x  sempre que δ<+< 10 x  

Basta fazer ...166,0
3

5,0

3
===

ε
δ  

 

13 - 001,0,4
2

4
lim

2

2
=−=

+

−

−→
ε

x

x

x
 

 

Dado 1,0=ε  existe um 0>δ  tal que 

 

ε<+
+

−
4

2

42

x

x
 sempre que δ<+< 20 x  

 

ε<+
+

+−
4

2

)2)(2(

x

xx
 

2 ,2 −≠<+ xx ε  

Basta fazer 1,0== εδ  

 

 

14 - 
3

1

2

1
lim

5

−
=

−→ xx
   ,    25,0=ε  

 

Dado 25,0=ε , existe 0>δ  tal que  

 

ε<+
− 3

1

2

1

x
 sempre que δ<−< 50 x  

Temos, 

)2(3

5

)2(3

5

)2(3

23

)2(3

)2(3

−

−
=

−

−
=

−

−+
=

−

−+

x

x

x

x

x

x

x

x
, 2≠x  

 

Supondo 10 ≤< δ , da desigualdade δ<−< 50 x , segue que 
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422

422

64

151

15

<−<

<−<

<<

<−<−

<−

x

x

x

x

x

 

4

1

2

1

2

1
>

−
>

x
 

Portanto,  

5
6

1
5

2

1

3

1
5

2

1

3

1

)2(3

5

3

1

2

1
−=−×<−

−
=

−

−
=+

−
xxx

xx

x

x
 

 

Então 1}1;25,06{min =×=δ  

 

 

15 - 2
1

1
lim

2

1
=

−

−

→ x

x

x
    75,0=ε  

 

Dado 75,0=ε  existe um 0>δ  tal que 

 

ε<−
−

−
2

1

12

x

x
 sempre que δ<−< 10 x   

 

ε<−=−
−

+−
12

1

)1)(1(
x

x

xx
, para 1≠x . 

 

Basta fazer  75,0== εδ  

 

 

16 – ���� Fazer o gráfico das funções )(xfy = dadas, explorando diversas escalas para 

visualizar melhor o gráfico numa vizinhança da origem.  Observando o gráfico, qual a sua 

conjectura sobre o )(lim
0

xf
x→

?  Comprove analiticamente se a sua conjectura é verdadeira. 

(a) 
x

senxf
1

)( =  
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-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4

-1

1

x

y

 
 Analisando graficamente, afirmamos que )(lim

0
xf

x→
 não existe. 

(b) 
x

senxxf
1

)( =  
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-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

x

y

 
 Analisando graficamente, afirmamos que )(lim

0
xf

x→
 é igual a zero.  Analiticamente 

temos: 

0
1

lim
0

=⋅
→ x

senx
x

 

 

De fato, a função seno tem os valores entre -1 e 1. Então 1
1

1 ≤≤−
x

sen  ,  0≠∀ x . 

Multiplicando a desigualdade por 0,>x  vem: 

 

x
x

xsenx <≤−
1

, 0>∀ x  

 

Como 0lim
0

=
+→

x
x

 

          0lim
0

=−
+→

x
x

    

Pela regra do sanduíche segue que 0
1

lim
0

=
+→ x

xsen
x

. 
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Analogamente, obtém-se que 0
1

lim
0

=
−→ x
xsen

x

. 

  . 

 (c) 
x

senxxf
1

)( 2=  

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4

-0.05

0.05

x

y

 
 Analisando graficamente, afirmamos que )(lim

0
xf

x→
 é igual a zero.  Analiticamente 

temos: 

0
1

lim 2

0
=⋅

→ x
senx

x
 

 

A função seno tem os valores entre -1 e 1. Então 1
1

1 ≤≤−
x

sen ,    0≠∀ x  

Multiplicando a desigualdade por 0,2 >x vem: 

 

222 1
x

x
senxx ≤≤− , 0≠∀ x  

 

Como 0lim 2

0
=

→
x

x
 e 0lim

0

2 =−
→x

x , usando a Regra do Sanduíche, concluímos que  
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0
1

lim 2

0
=⋅

→ x
senx

x
 

               . 

 (d) 
x

senxxf
1

)( 3=  

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4

-0.01

0.01

x

y

 
 

 Analisando graficamente, afirmamos que )(lim
0

xf
x→

 é igual a zero.  Analiticamente, 

prova-se que 0
1

lim 3

0
=⋅

→ x
senx

x
, da mesma forma utilizada no item (b). 

 

 

17 -  Mostrar que: 

 

(i) Se f é uma função polinomial, então )()(lim afxf
ax

=
→

 para todo real a.  

 

Se f  é uma função polinomial, pode ser escrita como 

 
n

nxaxaxaxaaxf +++++= ....)( 3

3

2

210  com  Raaa n ∈,....,, 21  
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Assim,  

)....(lim)(lim 2

210

n

n
axax

xaxaxaaxf ++++=
→→

 

 

            














=

++⋅+⋅+=

++++=

++++=

→→→

→→→→

)(

....

lim....limlim

lim...limlimlim

2

210

2

210

2

210

af

aaaaaaa

xaxaxaa

xaxaxaa

n

n

n

ax
n

axax

n

n
axaxaxax

 

 

(ii) Se g é uma função racional e ),( gDa ∈  então )()(lim agxg
ax

=
→

 

 

Se g é uma função racional ela é da forma 

 

)(

)(
)(

xQ

xP
xg =          , onde P(x) e Q(x ) são pol inômios reais e { }0)(/)( ≠∈= xQeRxxgD  

Assim, 

)(

)(

)(lim

)(lim

)(

)(
lim)(lim

aQ

aP

xQ

xP

xQ

xP
xg

ax

ax

axax
===

→

→

→→
 

              )(ag=  já que )(gDa ∈ , e, portanto, 0)( ≠aQ . 

 

 

Calcular os limites nos exercícios 18 a 37 usando as propriedades de Limites. 

 

 

18 - 30.50.73)573(lim 22

0
=−−=−−

→
xx

x
 

 

19 - 23733)273(lim 22

3
+⋅−⋅=+−

→
xx

x
 

8

22127

=

+−=
 

 

20 - 2)1(6)1()26(lim 4545

1
+−+−−=++−

−→
xx

x
 

9

261

=

++=
 

 

21 - 87
2

1
.2)72(lim

2

1
=+=+

→

x
x

 

 

22 - [ ] 1313

1
)21()41()2()4(lim −−

−→
+−⋅+−=+⋅+ xx

x
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27127 =⋅=  

 

23 - [ ] )40()20()4()2(lim 1010

0
+⋅−=+⋅−

→
xx

x
 

.4096224

4)2(

1210

10

==⋅=

⋅−=
 

 

24 - 
5

6

123

42

13

4
lim

2
=

−⋅

+
=

−

+

→ x

x

x
 

 

25 - 
4

5

22

32

2

3
lim

2
=

+

+
=

+

+

→ t

t

t
 

 

26 - 2)1(lim
)1(

)1)(1(
lim

1

1
lim

11

2

1
=+=

−

+−
=

−

−

→→→
x

x

xx

x

x

xxx
 

 

27 - 5
4

20

4

6104

22

6252

2

65
lim

22

2
==

++
=

+

+⋅+
=

+

++

→ t

tt

t
 

28 - 1)3(lim
2

)3)(2(
lim

2

65
lim

22

2

2
−=−=

−

−−
=

−

+−

→→→
t

t

tt

t

tt

ttt
 

 

29 - 
2

9

1
2

81

2

1
2

4
2

1

2

4
lim

2

1
=

+

=

⋅

+
=

+

→ s

s

s

 

 

30 - 333

4
1134232lim =+⋅=+

→
x

x
 

 

31 - 3 23

2

3

2

3

2

7
2323)273()23(lim ==+⋅=+

→
x

x
 

 

32 - 
3

122

23

)122(2

23

224

223

2)24(

23

2)2(2

3

2
lim

22

2

−
=

⋅

−
=

⋅

−
=

⋅⋅

−
=

⋅

−
=

−

→ x

xx

x
 

 

33 - 
2

2

423

222

43

2
lim

2
=

−⋅

−
=

−

−

→ x

xx

x
 

 

34 - [ ] 20012
2

cot
2

cos
2

2cotcos2lim

2

=+−⋅=+−=+−
→

πππ
π

gsengxxsenx
x

 

 

35 - 1644)4(lim 44

4
+=⋅+=+

→
eexe

x

x
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36 - 4
4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

3

1 3

7

3

7

3

92
3

3

2
3

3

1
2)32(lim =








=







 +−
=








+−=








+−⋅=+

−→

x
x

 

 

37 - 
4

2

4
lim

2

senhsenhx

x
=

→
. 
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3.8 – EXERCÍCIO – pg. 79 
 

 

 

1 -  Seja 




>−

≤−
=

3,73

3,1
)(

xx

xx
xf  

 

Calcule: 

 

(a) 213)1(lim)(lim
33

=−=−=
−−

→→

xxf
xx

  

(b) 2733)73(lim)(lim
33

=−⋅=−=
++

→→

xxf
xx

 

 

(c) 2)(lim
3

=
→

xf
x

 

 

(d) 8753)(lim
5

=−⋅=
−

→

xf
x

 

 

(e) 8)(lim
5

=
+

→

xf
x

 

 

(f) 8)(lim
5

=
→

xf
x

 

Esboçar o gráfico de )(xf . 

-2 -1 1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

 
 

 

 

2 – Seja 




=

≠+−
=

3,7

3,12
)(

2

x

xxx
xh  
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Calcule )(lim
3

xh
x→

. Esboce o gráfico de h(x). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Segue o gráfico 

-2 -1 1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

 
 

3 – Seja |4|)( −= xxF . Calcule os limites indicados se existirem: 

 

(a) 0)4(lim)(lim
44

=−=
++

→→

xxF
xx

 

(b) 0)4(lim)(lim
44

=+−=
−−

→→

xxF
xx

 

(c) 0)(lim
4

=
→

xF
x

 

 

Esboce o gráfico de F(x). 

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

 

4)(lim
4)(lim

4)(lim

3

3

3
=⇒







=

=

→

→

→

+

−

xh
xh

xh

x

x

x
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4 – Seja .|15|2)( −+= xxf  Calcule se existir: 

 

(a) [ ] 21
5

1
52)15(2lim)(lim

5

1

5

1

=−
/

⋅/+=−+=
++

→→

xxf
xx

 

 

(b) [ ] 202)1
5

1
5(2)15(2lim)(lim

5

1

5

1

=−=−
/

⋅/−=−−=
−−

→→

xxf
xx

 

 

(c) 2)(lim

5

1
=

→

xf
x

 

 

Esboce o gráfico de f(x). 

 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

 
 

5 -  Seja 







=

≠
−

−

=

3,0

3,
3

|3|

)(

x

x
x

x

xg  

 

(a) Esboce o gráfico de g(x) 

(b) Achar )(lim,)(lim
33

xgxg
xx

−+
→→

    e   )(lim
3

xg
x→

 

 

(a) Segue o gráfico da função dada 
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-1 1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

x

y

 
 

(b) 1
3

3
lim)(lim

33

=
−

−
=

++
→→ x

x
xg

xx

;    1
3

)3(
lim)(lim

33

−=
−

−−
=

−−
→→ x

x
xg

xx

              ∃/
→

 )(lim
3

xg
x

  

 

 

6 – Seja 




=

≠
=

00

0||/
)(

xse

xsexx
xh   

Mostrar que h(x) não tem limite no ponto 0. 

 

Temos que: 

)(lim

1lim)(lim

1lim)(lim

0

00

00
xh

x

x
xh

x

x
xh

x

xx

xx

→

→→

→→

∃/⇒










−=
−

=

==

−−

++

, pois )(lim)(lim
00

xhxh
xx

−+
→→

≠ . 

 

 

7 – Determinar os limites à direita e à esquerda da função 
x

tgarcxxf
1

)( =  quando 0→x . 

 

Temos que: 

 

2

1
lim

0

π
==

+
→ x

tgarc
x

 

2

1
lim

0

π
−==

−
→ x

tgarc
x

 

 

O gráfico que segue ilustra esse exercício. 
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-π/2

π/2

x

y

 
 

 

8 – Verifique se 
1

1
lim

1 −→ xx
 existe. 

O gráfico que segue auxilia na visualização: 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 
Temos que: 

+∞=
−+

→ 1

1
lim

1 xx
 

 

−∞=
−−

→ 1

1
lim

1 xx
 

 

Segue que não existe o .
1

1
lim

1 −→ xx
 

 

 

9 – Dada 














>−

=

<≤

<

=

1,2

1,2

10,

0,
1

)(
2

xx

x

xx

x
x

xf  .   

Esboce o gráfico e calcul e os limites indicados, se existirem: 
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Segue o gráfico 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 
 

 

(a) 1
1

lim)(lim
11

−==
−→−→ x

xf
xx

 

(b) 1
1lim)(lim

1)2(lim)(lim

)(lim
2

11

11

1
=















==

=−=

=

−−

++

→→

→→

→ xxf

xxf

xf

xx

xx

x
 

 

(c) 0)(lim
0

=
+

→

xf
x

 

 

(d) −∞=
−

→

)(lim
0

xf
x

 

 

(e) ∃/
→

  )(lim
0

xf
x

 

 

(f) 0)(lim
2

=
+

→

xf
x

 

 

(g) 0)(lim
2

=
−

→

xf
x

 

 

(h) 0)(lim
2

=
→

xf
x

 

10 – Seja 
5

25
)(

2

−

−
=

x

x
xf .  

Calcule os limites indicados, se existirem: 

(a) 5
)5(

)5)(5(
lim

5

25
lim

0

2

0
=

−

+−
=

−

−

→→ x

xx

x

x

xx
 

 

(b) 

10
)5(

)5)(5(
lim)(lim

55

=
−

+−
=

++
→→ x

xx
xf

xx

 

 

(c) 0)(lim
5

=
−

−→

xf
x

 

(d) 10)(lim
5

=
→

xf
x

 

 

(e) 0)(lim
5

=
−→

xf
x
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3.10 – EXERCÍCIO – pg. 83 
 
 

1 – Para cada uma das seguintes funções, ache 
2

)2()(
lim

2 −

−

→ x

fxf

x
: 

 

(a) 23)( xxf =  

12
2

)63)(2(
lim

2

123
lim

2

2

2
=

−

+−
=

−

−

→→ x

xx

x

x

xx
 

 

(b) 0,
1

)( ≠= x
x

xf  

4

1

2

1

2

)2(
lim

2

2

2

lim
2

2

11

lim
222

−
=

−
⋅

−−
=

−

−

=
−

−

→→→ xx

x

x

x

x

x

x
xxx

 

 

(c) 2

3

2
)( xxf =  

3

8

3

4

3

4

2

3

4

3

2
)2(

lim
2

3

8

3

2

lim
2

2

2
=+=

−









+−

=
−

−

→→ x

xx

x

x

xx
 

 

(d) 153)( 2
−+= xxxf  

17
2

)113)(2(
lim

2

2253
lim

2

21153
lim

2

2

2

2

2
=

−

+−
=

−

−+
=

−

−−+

→→→ x

xx

x

xx

x

xx

xxx
 

 

(e) 1,
1

1
)( −≠

+
= x

x
xf  

9

1

2

1

)1(3

2
lim

2

)1(3

13

lim
2

3

1

1

1

lim
222

−
=

−

−
⋅

+

+−
=

−

+

−−

=
−

−
+

→→→ xx

x

x

x

x

x

x
xxx

 

 

(f) 3)( xxf =  

12
2

)42)(2(
lim

2

8
lim

2

2

3

2
=

−

++−
=

−

−

→→ x

xxx

x

x

xx
 

 

 

2 - ���� Esboçar o gráfico das seguintes funções e dar uma estimativa dos limites 

indicados 
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(a) 
3

9
)(

2

−

−
=

x

x
xf ; 6)(lim

3
=

→

xf
x

 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

 
 

(b) 
4

23
)(

2

3

−

+−
=

x

xx
xf ;  =

−→

)(lim
2

xf
x 4

9
− . 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

 
 

 

(c) 
1

1
)(

3
−

−
=

x

x
xf ;  

2

3
)(lim

1
=

→

xf
x

. 

1 2 3 4

1

2

x

y

 
 

(d) 
1

1
)(

3
−

−
=

x

x
xf ;  

3

1
)(lim

1
=

→

xf
x

. 
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-2 -1 1 2

1

2

x

y

 
 

3 – Calcular os limites indicados no Exercício 2 e comparar seus resultados com as 

estimativas obtidas. 

 

(a) .6)3(lim
3

)3)(3(
lim

3

9
lim

33

2

3
=+=

−

+−
=

−

−

→→→

x
x

xx

x

x

xxx
 

 

(b) .
4

9

2

)1(
lim

)2)(2(

)1)(2(
lim

4

23
lim

2

2

2

22

3

2
−=

−

−
=

−+

−+
=

−

+−

−→−→−→ x

x

xx

xx

x

xx

xxx
 

 

(c) .
2

3

)1(

)1(
lim

)1)(1(

)1)(1(
lim

1

1
lim

1

1
lim

2

1

2

12

3

131
=

+

++
=

+−

++−
=

−

−
=

−

−

→→→→ u

uu

uu

uuu

u

u

x

x

uuux
 

 

(d) 
3

1

)1)(1(

1
lim

1

1
lim

2131
=

++−

−
=

−

−

→→ xxx

x

x

x

xx
. 

 

 

Nos exercícios de 4 a 27 calcule os limites. 

 

4 - 
2

3

11

1)1()1(

)1)(1(

)1)(1(
lim

1

1
lim

22

12

3

1
−=

−−

+−−−
=

+−

+−+
=

−

+

−→−→ xx

xxx

x

x

xx
. 

 

5 - 0
5

0

32

44

)3)(2(

)2)(2(
lim

)3)(2(

44
lim

2

2

23

2
=

−
=

−−

−
=

−+

++
=

−+

++

−→−→ tt

ttt

tt

ttt

tt
. 

 

6 - 1
7

7

123

52

13

5
lim

)13)(2(

)5)(2(
lim

253

103
lim

222

2

2
==

+⋅

+
=

+

+
=

+−

+−
=

−−

−+

→→→ x

x

xx

xx

xx

xx

xxx
. 

 

7 - 
2

7
1

2

5

)52(

)1)(52(
lim

52

532
lim

2

5

2

2

5
=+=

−

+−
=

−

−−

→→ t

tt

t

tt

tt

. 
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8 - 1
)(

)1)((
lim

)1(
lim

2

+=
−

+−
=

−

−−+

→→

a
ax

xax

ax

axax

axax
. 

 

9 - 1
7

7

916

512

)94)(4(

)53)(4(
lim

36254

20173
lim

42

2

4
==

−

−
=

−−

−−
=

+−

+−

→→ xx

xx

xx

xx

xx
. 

 

10 - 
5

4

41

51

)4)(1(

)5)(1(
lim

43

56
lim

12

2

1
−=

−−

+−
=

−+

++
=

−−

++

−→−→ xx

xx

xx

xx

xx
. 

 

11 - 2
1

2

21

11

)2)(1(

)1)(1(
lim

23

1
lim

12

2

1
−=

−
=

+−

−−
=

++

+−
=

++

−

−→−→ xx

xx

xx

x

xx
. 

 

12 - 4
)2(

)2)(2(
lim

2

4
lim

2

2

2
=

−

+−
=

−

−

→→ x

xx

x

x

xx
. 

 

13 - 
8

1

8

1

102

32

)10)(2(

)3)(2(
lim

2012

65
lim

22

2

2
=

−

−
=

−

−
=

−−

−−
=

+−

+−

→→ xx

xx

xx

xx

xx
. 

 

14 - 

32

)32248(
lim

161632248
lim

16)2(
lim

23

0

234

0

4

0

=

/

+++/
=

−++++
=

−+

→→→ h

hhhh

h

hhhh

h

h

hhh  

 

15 - 8
)8(

lim
16816

lim
16)4(

lim
0

2

0

2

0
=

/

+/
=

−++
=

−+

→→→ t

tt

t

tt

t

t

ttt
. 

 

16 - 
10

3

)5325(

25325
lim

5325
lim

00
=

++/

−/+
=

−+

→→ tt

t

t

t

tt
. 

 

17 - 
a

b

abtat

atba

t

abta

tt 2)(
limlim

2

22

0

2

0
=

++/

−/+
=

−+

→→

, a>0. 

 

18 - 
2

1

)1)(1(

1
lim

1

1
lim

11
=

+−

−
=

−

−

→→ hh

h

h

h

hh
. 

  

19 - =

−−+

−−
=

−−+

−−
=

+

+−

−→−→−→ ))8(2)(4(

162
lim

))8(2)(4(

)8(2
lim

4

)8(2
lim

2

22

42

22

4

2

4 hhh

hh

hhh

hh

h

hh

hhh
 

1
8

8

)8(2)(4(

)4)(4(
lim

24
−=

−
=

−−+

−+
=

−→ hhh

hh

h
. 
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20 - 
h

h

h

28
lim

3

0

−+

→

 

88 33
−=⇒+= uhhu  

12

1

)42)(2(

2
lim

8

2
lim

2232
=

++−

−
=

−

−

→→ uuu

u

u

u

uu
. 

 

21 - 
2

1

)11(

11
lim

11
lim

00

−
=

++/−

/−/+/
=

−

−+

→→ xx

x

x

x

xx
. 

 

22 - 0,,
2

2
lim

))((

))((
limlim

022222

22222

022

22

0
>=

/

/
=

++−+

++−+
=

−+

−+

→→→

ba
a

b

a

b

aaxbbx

bbxaax

bbx

aax

xxx
. 

 

23 - 
ax

ax

ax −

−

→

33

lim  

 

Fazendo:  

3

3

ba

ux

=

=
  

com 00 ≠≠ aeb  temos: 

 

.
3

11

))((
limlim

22222233 bbbbbbuubu

bu

bu

bu

bubu
=

++
=

++−

−
=

−

−

→→

 

                                                                                   
3 23

1

a
= . 

 

24 - 
1

1
lim

4

3

1 −

−

→ x

x

x
  

Fazendo 0,12
≥= uux  temos: 

1

1
lim

4

3

1 −

−

→ x

x

x 3

4

)1)(1(

)1)(1(
lim

1

1
lim

2

23

13

4

1
=

++−

+++−
=

−

−
=

→→ uuu

uuuu

u

u

uu
. 

 

25 - 
2

33 2

1 )1(

12
lim

−

+−

→ x

xx

x
 

Fazendo ux =
3 ,  temos: 

2

33 2

1 )1(

12
lim

−

+−

→ x

xx

x 9

1

)1()1(

)1)(1(
lim

)1(

12
lim

222123

2

1
=

++−

−−
=

−

+−
=

→→ uuu

uu

u

uu

uu
. 
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26 - 
3

1

6

2

)53)(4(

)51()4(
lim

53)(51(

51)(59(
lim

51

53
lim

444

−
=

−
=

+++−

−+−
=

+++−

−+−−
=

−−

+−

→→→ xx

xx

xx

xx

x

x

xxx
. 

 

27 - 1
2

2

)1)1(

2
lim

)1)1(

11
lim

11
lim

000
==

−++

=

−++

+/−+/
=

−−+

→→→
xxx

x

xxx

xx

x

xx

xxx
. 
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3.13 – EXERCÍCIO – pg. 93 
 

1 -  Se ,
||57

||3
)(

xx

xx
xf

−

+
= calcule: 

 

(a) 2
2

4
lim

57

3
lim)(lim =

/

/
=

−

+
=

+∞→+∞→+∞→ x

x

xx

xx
xf

xxx
. 

 

(b) 
6

1

12

2
lim

57

3
lim)(lim =

/

/
=

+

−
=

−∞→−∞→−∞→ x

x

xx

xx
xf

xxx
. 

 

 

2 –  Se 
2)2(

1
)(

+
=

x
xf  , calcule 

 

(a) +∞=
+−→

22 )2(

1
lim

xx
.   (b) 0

)2(

1
lim

2
=

++∞→ xx
. 

 

Nos exercícios 3 a 40 calcule os limites. 

 

3 - +∞=−+
+∞→

)143(lim 23
xx

x
. 

 

4 - 2002
41

2lim
2

=+−=







+−

∞→ xxx
. 

 

5 – Usando o exemplo 3.12.5(x), vem   0lim
1

1
lim

22
=

/
=

+

+

/
∞→∞→ t

t

t

t

tt
. 

 

6 - 0
1

1
lim

2
=

+

+

−∞→ t

t

t
. 

 

7 - 
2

1

2
lim

352

32
lim

2

2

2

2

==
−+

+−

∞→∞→ t

t

tt

tt

tt
. 

 

8 - −∞=−=
−

=
+−

+−

+∞→+∞→+∞→

3

2

5

2

35

2lim
2

lim
7

232
lim x

x

x

x

xx

xxx
. 

 

9 - +∞=−=
−

=
−

+−

−∞→−∞→−∞→

3

2

5

2

25

3lim
3

lim
2

73
lim x

x

x

x

xx

xxx
. 
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10 - 
7

5

7

5
lim

37

25
lim

3

3

3

3
−

=
−

=
+

+−

−∞→−∞→ x

x

x

x

xx
. 

 

11 - +∞==
++

∞→∞→ x

x

x

xx

xx

22

lim
13

lim . 

 

12 - 0
1

1031

lim

103

lim
103

lim
32

3

3

32323

3
=

−+

=

−
/

+
/

=
−+

+∞→

//

+∞→+∞→

xxxx

x

x

xx

x

x

xx

x

xxx

xxx
. 

 

13 - +∞=
/

=
−

−
/

+∞→+∞→ t

t

t

t

tt

22

lim
4

1
lim . 

 

14 - 
3

2

)/1/53(

)/cos72(
lim

153

cos72
lim

153

)cos72(
lim

222

2

2

2

2
=

+−

−
=

+−

−
=

+−

−

∞→∞→∞→ xxsenxx

xxx

senxx

xxx

senxx

xxx

xxx
, já que 

 0lim  e  0
cos

lim
2

==
∞→∞→ x

senx

x

x

xx
. 

 

15 - +∞=
−

−
=

−

−

+∞→+∞→ )/13(

)/1(
lim

13

1
lim

vv

vvv

v

vv

vv
. 

 

16 - 1
1

1

lim
1

1
lim

22

2

2

=

+

+

=
+

+

+∞→+∞→

xx

x

xx

x

x

x

xx
. 

 

17 - 1
1

1

lim
1

1

lim
1

1
lim

22

2

2

2

2

−=

+

+−

+

−

+

=
+

+

−∞→−∞→−∞→

xx

x
xx

x

x

x
x

x

x

x

xxx
. 

 

18 - 0
2

11

11
lim11(lim

22

22
22

=
∞

=

−++

+−+
=−−+

∞→∞→ xx

xx
xx

xx
. 

 

19 - =

+−

−−
=

+−

+−−−
=−−

∞→∞→+∞→ xx

xxx

xx

xxxxx
xxx

xxx 1

)1(
lim

1

)1)(1(
lim)1(lim

2

22

2

22
2  
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2

1

1
lim

22

2
−=

+−

−

=
∞→

x

x

xx

x

x

x

x
. 

 

20 - =

+++

−++
=−++

+∞→+∞→ xxx

xxx
xxx

xx 2123

2123
lim)2123(lim

2

22
2  

+∞==

+++

++
=

/
+++

++

=
+∞→

///

+∞→ 0

1

0000

001
lim

2123

12

lim

243424

2

222

2

xx

x

x

xx

x

x

x

xx

x

x

x

. 

 

21 - 
3

10

3

10
lim

13

4310
lim

2

2

2

2

==
−

+−

+∞→+∞→ x

x

x

xx

xx
. 

 

22 - −∞==
−

+−

−∞→−∞→
2

3

2

3

lim
1

12
lim

x

x

x

xx

xx
. 

 

23 - 0
5

lim
1

15
lim

4

3

34

23

==
+−+

−+−

/
−∞→−∞→ x

x

xxx

xxx

xx
. 

 

24 - 1
1

1

7

8

lim
7

8
lim

22

22
−=

−
=

+

−

=

+

−

+∞→+∞→

ss

s

s

s

s

s

s

ss
. 

 

25 - 2
01

02

3

72

lim
3

72
lim

22

2

2

−=
+

−−
=

+

−−

=
+

−

−∞→−∞→

xx

x

xx

x

x

x

xx
. 

 

26 - xxxx

xxxx
xxxx

xx 2121516

4121516
lim)2121516(lim

34

234
34

++−+

−+−+
=−+−+

+∞→+∞→  

+∞==

++−+

−+−+

=
+∞→ 0

16

2121516

41215
16

lim

38754

243

xxx

x

xx

xxxx
x

. 
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27 - 33
7

7

3
7

57

2

3

2

3
lim

12

43
lim ==

+

−

+∞→+∞→ s

s

s

ss

ss
. 

 

28 - 2
3

72
lim

2

+=
+

−

+∞→ x

x

x
. 

 

29 - 
2

1

40

10

45

3

lim
45

3
lim

2

2

2

2

−
=

+

−
=

+

−

=

+

−

+∞→+∞→

y

y

y

y

y

y

y

y

yy
. 

 

30 - 
2

1

4
5

1
3

lim
45

3
lim

2

2
=

+−

−

=

+

−

−∞→−∞→

y

y

y

y

yy
. 

 

31 - +∞==
−

+
→

+ 0

3

3
lim

3 x

x

x

. 

 

32 - −∞==
−

−
→

− 0

3

3
lim

3 x

x

x

. 

 

33 - +∞==
−

+
→

+ 0

2

4
lim

2
2 x

x

x

. 

34 - −∞==
−

−
→

− 0

2

4
lim

2
2 x

x

x

. 

 

35 - +∞==
−

+

+
→

+ 0

12

36

6
lim

2
6 y

y

y

. 

 

36 - −∞==
−

+

−
→

− 0

12

36

6
lim

2
6 y

y

y

. 

 

37 - −∞=
−

=
−−

−

+
→

+ 0

1

82

3
lim

2
4 xx

x

x
. 

 

38 - +∞=
−

=
−−

−

−
→

− 0

1

82

3
lim

2
4 xx

x

x
. 

 

39 - +∞==
−

+
→

− 0

1

|3|

1
lim

3 xx

. 
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40 - +∞==
−

+
→

+ 0

1

|3|

1
lim

3 xx

. 

 

 



 175 

3.16 – EXERCÍCIOS – pg. 103 
 
 
1. Determinar as assíntotas horizontais e verticais do gráfico das seguintes funções: 
 

(a) ( )
4

4

−
=

x
xf  

0
4

4
lim =

−±∞→ xx
. Portanto 0=y  é uma assíntota horizontal. 

 

∞=
−→ 4

4
lim

4 xx
. Portanto 4=x  é uma assíntota vertical. 

 
 

(b) ( )
2

3

+

−
=

x
xf  

0
2

3
lim =

+

−

±∞→ xx
. Portanto 0=y  é uma assíntota horizontal. 

∞=
+

−

−→ 2

3
lim

2 xx
. Portanto 2−=x  é uma assíntota vertical. 

 
 

(c) ( )
23

4
2

+−
=

xx
xf  

00
23

4
lim

2
=⇒=

+−
=

∞→
y

xxx
 é uma assíntota horizontal. 

∞=
−−

=
+−

=
→→ )1)(2(

4
lim

23

4
lim

222 xxxx xx
, assim, 2=x  é uma assíntota vertical. 

∞=
−−

=
+−

=
→→ )1)(2(

4
lim

23

4
lim

121 xxxx xx
, assim, 1=x  é uma assíntota vertical. 

 
 

d) ( )
( ) ( )43

1

+−

−
=

xx
xf  

( ) ( )
00

43

1
lim =⇒=

+−

−
=

∞→
y

xxx
 é uma assíntota horizontal. 

( ) ( )
∞=

+−

−
=

→ 43

1
lim

3 xxx
, assim, 3=x  é uma assíntota vertical. 

( ) ( )
∞=

+−

−
=

−→ 43

1
lim

4 xxx
, assim, 4−=x  é uma assíntota vertical. 

 
 

e) ( )
4

1

+
=

x
xf  
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00
4

1
lim =⇒=

+∞→
y

xx
 é assíntota horizontal. 

4
4

1
lim

4
−=⇒∞=

+−→
x

xx
 é assíntota vertical. 

 
 

f) ( )
3

2

−

−
=

x
xf  

00
3

2
lim =⇒=

−∞→
y

xx
 é assíntota horizontal. 

3
3

2
lim =⇒∞=

−

−

∞→
x

xx
 é assíntota vertical. 

 
 

g) ( )
16

2
2

2

−
=

x

x
xf  

⇒∞=
−∞→ 16

2
lim

2

2

x

x

x
 Não existe assíntota horizontal. 

 
( )

( ) ∞=

∞=

−→

+→

xf

xf

x

x

4

4

lim

lim
 

Assim, 4=x  e 4−=x  são assíntotas verticais. 
 
 

h) ( )
122

−+
=

xx

x
xf  

1
121

1

1
lim

12
lim

12
lim

2222

22
=

−+

=

−+

=
−+ +∞→+∞→+∞→

xxxx

x

x

x

x

x

xx

x

xxx
  

e 1
12

lim
12

lim

222

22
−=

−+−

=
−+ +∞→−∞→

xx

x

x

x

x

x

xx

x

xx
 

Assim, 1=y  e 1−=y  são assíntotas horizontais. 
 

∞=
+−

=
−+ →→ )4)(3(

lim
12

lim
323 xx

x

xx

x

xx
 e  

∞=
+−

=
−+ −→−→ )4)(3(

lim
12

lim
424 xx

x

xx

x

xx
 

Portanto, 3=x  e 4−=x  são assíntotas verticais. 
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i) ( ) xexf
1

=  

11lim
1

=⇒=
±∞→

ye x

x
 é uma assíntota horizontal. 

0lim
1

0
=⇒∞=

+
→

xe x

x

 é uma assíntota vertical. 

 
 
j) ( ) 1−=

x
exf  

 
( ) ∞=−

+∞→
1lim x

x
e  e ( ) 111lim −=⇒−=−

−∞→
ye

x

x
 é assíntota horizontal 

∃/   assíntota vertical. 
 
 
k) xy ln=  

∞=
∞→

x
x

lnlim  

( ) −∞=
+

→

x
x

lnlim
0

, assim 0=x  é uma assíntota vertical. 

 
 
l) tgxxf =)(  

,...2,1,0 com lim
2

2

±±=±∞=
+→

ntgx
nx

π
, assim ,...3,2,1,0 para ,2

2
±±±=+= xnx

π
são 

assíntotas verticais. 
 
 

2.���� Constatar, desenvolvendo exemplos graficamente, que as funções racionais do 

tipo 
)(

)(
)(

xq

xp
xf =  com )(xp  e )(xq  polinômios tais que a diferença entre o grau do 

numerador e o grau de denominador é igual 1 possuem assíntotas inclinadas. 
 
 Seguem alguns gráficos que mostram a afirmação: 
 

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7

1

2

x

y

    

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

    

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

 
 
 

(3) ����Analisar graficamente a existência de assíntotas para as seguintes funções 
 

(a) 
x

e

x
xf

2

)( = . 

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

 
 Temos que y=0 é uma assíntota horizontal. 
 

(b) 
2

2cos
)(

x

x
xf =  
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

 
 Observa-se que y=0 é uma assíntota horizontal e x=0 é uma assíntota vertical. 
 

(c) 
3

)(
x

xtgx
xf

−
=  

-π/2 π/2

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 

 Na região considerada temos duas assíntotas verticais em 
2

π
−=x  e em 

2

π
=x .  

Mas se ampliarmos o gráfico vamos observar outras assíntotas verticais. 
 

(d) 







=

x
senxf

π
)(  



 180 

-15 -10 -5 5 10 15

-2

-1

1

2

x

y

 
 É possível observar que y=0 é uma assíntota horizontal.  
 
 

(4) ���� Fazer o gráfico das funções seguintes e determinar os respectivos limites.  Para 
melhor visualização, traçar, também, o gráfico das retas indicadas.  A seguir, determinar 
analiticamente os limites dados e comparar os resultados. 
 

(a) 
x

senx
xf =)(  e 1=y  ;  )(lim

0
xf

x→
 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

1

x

y

 

1lim
0

=
→ x

senx

x
. 

 

(b) 
x

xsen
xf

3

3
)( =  e 1=y  ;  )(lim

0
xf

x→
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-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

1

x

y

 

1
3

3
lim

0
=

→ x

xsen

x
. 

 

(c) 
x

xsen
xf

3
)( =  e 3=y  ;  )(lim

0
xf

x→
 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

x

y

 

313
3

3
lim3

3

33
lim

3
lim

000
=×===

→→→ x

xsen

x

xsen

x

xsen

xxx
. 

 

d) 
x

xsen
xf

4
)( =  e 4=y  ;  )(lim

0
xf

x→
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-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

x

y

 

414
4

4
lim4

4
44

lim
4

lim
000

=×===
→→→ x

xsen

x

xsen

x

xsen

xxx
. 

 

e) 
x

xsen
xf

3/1
)( =  e 3/1=y  ;  )(lim

0
xf

x→
 

-15 -10 -5 5 10 15

x

y

 

3

1
1

3

1

3/1

3/1
lim

3

1

3/1

3/13/1
lim

3/1
lim

000
=×===

→→→ x

xsen

x

xsen

x

xsen

xxx
. 

 

a) 
3

3 )2/(
)(

x

xsen
xf =  e 8/1=y  ;  )(lim

0
xf

x→
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-15 -10 -5 5 10 15

x

y

 

.
8

1
1

2

1

2/

2/(2/1
lim

2/(
lim

)2/(
lim

33

0

3

03

3

0
=








×=








=








=

→→→ x

xsen

x

xsen

x

xsen

xxx
 

 
 
Nos exercícios 5 a 27, calcule os limites aplicando os limites fundamentais. 
 

5. 919
9

99
lim

9
lim

00
=⋅==

→→ x

xsen

x

xsen

xx
. 

 
 

6. 
3

4
1

3

4

4

4
lim

3

4

3

4
lim

00
=⋅==

→→ x

xsen

x

xsen

xx
. 

 
 

7. 
7

10
1

7

1
110

77

7

10

1010
lim

7

10
lim

00
=⋅⋅⋅=⋅

⋅
=

→→ xsen

x

x

xsen

xsen

xsen

xx
. 

 

8. 0,lim
0

≠
→

b
bxsen

axsen

x
 

Se 0=a , temos 0
0

lim
0

=
→ senbxx

. 

Se 0≠a , temos  

b

a

b
a

bxsenb

bx

xa

axsena

bxsen

axsen

xx
=⋅⋅⋅=⋅

⋅
=

→→
1

1
1limlim

00
. 

 

9. 0  ,
1

.1
cos

limlim
00

≠==⋅=
→→

aa
a

ax

a

ax

axsen

x

axtg

xx
.  

Para 0lim  ,0
0

==
→ x

axtg
a

x
 

 

10.  
3

3

1 )1(
4

1

lim
+

+

−→ x

x
tg

x
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Fazemos 1+= xu . 01 →⇒−→ ux . Substituindo no limite, vem 

64

1
1.1.

64

1

4
cos

1
.

4

4
4

1
lim4lim

)1(
4

1

lim
3

3

3

303

3

03

3

1
==









==

+

+

→→−→ uu

u
sen

u

u
tg

x

x
tg

uux
. 

 
 

11. 010

4

42
2

lim
cos1

lim

2

00
=⋅=

⋅










=
−

→→ xx

xx
sen

x

x

xx
. 

 

12. 
2

2

020

2
2

lim
cos1

lim
x

x
sen

x

x

xx →→
=

−
                   x

x
sen cos1

2
2 2

−=  

 
 
 
 
 
 

 
 

13. 
πππ

π

ππ
π

1

)3(

)3(
lim

3
lim

1
)3(limcos).3(lim

3333
−=

−

−−
=

−
=⋅−=−

→→→→ xsen

x

xsen

x

xsen
xxecx

xxxx
 

)3()3( xsenxsenxsen −=−= ππππ  
 

14. 
7

2

4132

126

4

4)43(2
2

226

lim
432

26
lim

00
=

⋅⋅+

⋅−
=

+

−

=
+

−

→→

x

xsen

x

x
x

xsen

x

x

xsenx

xsenx

xx
 

 

15. =

+−

=









−−−

=
−

→→→ 2

22

02

22

020

2

3
22

lim
2

3
2121

lim
32cos

lim
x

x
senxsen

x

x
senxsen

x

xcoxx

xxx
 

2
2

2

0

2

02

2

2

2

0
1

2

3
212

2

3
2

2

3
3

lim2lim22

3
2

2
lim 








⋅⋅+⋅−=



















⋅

⋅

+







−=+

−
=

→→→ x

x
sen

x

senx

x

x
sen

x

xsen

xxx

 

2
5

= . 

16. =

−+







−−

=
+−

→→ 2

22

020

)21(
2

2121

lim
2coscos21

lim
x

xsen
x

sen

x

xx

xx
 

2

1

4

1
21

2

1
2

2
2

2lim2
2

2

0
=⋅=








⋅⋅=



















⋅

=
→ x

x
sen

x
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.1)1(21.
2

1
4lim2

2
2

2lim4
21

2
421

lim 2
22

0

2

02

22

0
−=⋅−








⋅=








−

















⋅

=

−++−

=
→→→ x

senx

x

x
sen

x

xsen
x

sen

xxx

 
 

17. =





























+

+

=



















+

+

=








+

+
⋅









+

+
=









+

+

∞→∞→∞→

+

∞→

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

nn

n
nn

n

n

n

n

n

n

n

2

1
1

3

2
3

3

1

lim

2

1

2

2
2

3

2

2

lim
12

32

12

32
lim

12

32
lim

1

 

e

e

e

n

n

n

n

n
==









+



















+

=

⋅

∞→
2

1

2

3

2

2

2

3

3

2

2

1
1

3

2
1

1

lim . 

 

18. e
tgx

tgx

x

=







+

→

1
1lim

2

π
. Usa-se a substituição tgxu = . 

 

19. ( ) ex x

x

=+
→

cos

1

2

3
cos1lim

π
. Usa-se a substituição xu sec= . 

 

20. 10

10
10

10

1
1lim

10
1lim e

xx

x

x

x

x
=



















+=







+

⋅

∞→∞→
. 

 

21. 10ln
2

110
lim

2

2
=

−

−
−

→ x

x

x
. 

 

22. .2ln
5

2
4ln

5

1

5
3

5

14
lim

5

3

3
==

+
⋅

−

+

−→ x

x

x
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23. 5ln25

25

2
15

lim

25

2

1
5

5

lim
2

255
lim

2

2

2

22
=

−

−
=

−

−

=
−

−
−

→→→ xxx

x

x

x

x

x

x
 

 

24. 
20

3ln
1

5

1
3ln

4

1

)1(55

)1(5

4
1

4

13
lim

)1(5

13
lim

4

1

1

4

1

1
=⋅⋅⋅=

−

−
⋅

−
⋅

−
=

−

−

−

→

−

→ xsen

x

xxsen

x

x

x

x
 

 

25. ab

ab

abx

e

x

e
e

e

x
b

e

x

ee
xab

x

bxax
bx

x

bx

bx

ax

x

bxax

x
−=

−

−

−
=







 −
=

−

=
−

−

→

+−
−

→

−

−

−

→

−−

→ )(
1

lim
1

lim
1

limlim
)(

0000
. 

26. =
+

⋅
−

=⋅
+

−
=⋅

+

−
=

→→−

−

→→ 1

1

2

12
lim

1

1

1
lim

1
limlim

2

2

02

2

000 ax

ax

xax

ax

xaxax

axax

xx eax

ae

xe

e

xee

ee

x

tghax
 

a
ea

=
/

/
=

2

ln2
. 

 

27. 
( ) ( )

=
+

⋅
−

−
=

−

−
=

−

−
−

→

−

→→

2

)(
cos

2

)(
2

1
lim

)(

1
limlim

)(

0

)(

00 xbaxba
sen

ee

bxsenaxsen

ee

senbxsenax

ee
bxxba

x

bxxba

x

bxax

x
 

1
2

)(
2

1

2
)cos(

1

2

)(

2

2

)(

)(
1

2

1
lim

)(

0
=

−
⋅−⋅=⋅

+
+

−
⋅

−

⋅

−

−

−
⋅=

−

→ ba
bae

x
ba

xba
sen

ba

ba
x

ba

bax

e bx
xba

x
 

 
 

28. ���� Calcular )(lim xf
x +∞→

 das funções dadas.  Em seguida conferir graficamente os 

resultados encontrados. 
 

(a) 
5

1
1)(

+









+=

x

x
xf  

ee
xxx x

x

x

x

x
=×=








+×








+=








+

+∞→+∞→

+

+∞→
1

1
1lim

1
1lim

1
1lim

55

. 
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-20 -15 -10 -5 5 10 15 20

-7
-6
-5
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-2
-1

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18

x

y

 
 

b) 
x

x
xf 








+=

2
1)(  

.
2/

1
1lim

2/

1
1lim

2/

2/2
1lim

2
1lim 2

2)2/(2)2/(

e
xxxx

x

x

x

x

x

x

x

x
=




















+=








+=








+=








+

+∞→

×

+∞→+∞→+∞→
 

-20 -15 -10 -5 5 10 15 20

-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18

x

y

 

c) 
x

x

x
xf 









+
=

1
)(  
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.
1

1
1lim

1
1

1
lim

1
lim

e

xx

xx

x
x

x

x

x

x

x
=









+

=



















+
=









+

+∞→

+∞→+∞→
 

-2 -1 1

1

x

y
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3.18 – EXERCÍCIOS – pg. 112 
 

1. Investigue a continuidade nos pontos indicados 
 

(a) ( )







=

≠
=

0,0

0,

x

x
x

xsen

xf   em 0=x . 

( ) 001lim
0

=≠=
→

f
x

xsen

x
. Portanto f(x ) não é contínua em 0=x . 

 
 
(b) ( ) xxxf −=  em 0=x . 

 
( ) 00lim)(limlim

000
==−=

+++ →→→ xxx
xxxf . 

 
( ) ( ) 02limlimlim

000
==+=

−−− →→→
xxxxf

xxx
. 

 
( ) ( )00lim

0
fxf

x
==

→
 . Portanto f(x ) é contínua em 0=x . 

 
 

(c) ( )








=

≠
−

−

=

2,3

2,
4

8
2

3

x

x
x

x

xf  em 2=x . 

 
( ) ( )

( )( )
( )23

4

12

22

422
lim

4

8
lim

2

22

3

2
f

xx

xxx

x

x

xx
===

+−

++−
=

−

−

→→
.  Portanto, a função é contínua em 

2=x . 
 
 

(d) ( )
x

sen
xf

1
1

=   em 2=x . 

( )2

2
1

1
1

1
lim

2
f

sen
x

senx
===

→
.  Portanto, a função é contínua em 2=x . 

 

(e) ( )






=

≠
=

0,0

0,12

x

x
x

senx
xf   em 0=x . 

 
Conforme exercício 16 da lista 3.6 item (c), temos 
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01lim 2

0
=

→ x
senx

x
. Como f(0)=0, a função é contínua em 0=x . 

 
 

(f) ( )








=

>−

<−

=

1,1

1,1

1,1 2

x

xx

xx

xf   em 1=x . 

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) 0lim

01limlim

01limlim

1

11

2

11
=⇒








=−=

=−=

→

→→

→→

++

−−

xf
xxf

xxf

x

xx

xx ( ) 11 =≠ f . 

Portanto a função não é contínua em 1=x . 
 

(g) ( )








=

≠
−

−

=

2,0

2,
2

42

x

x
x

x

xf   em 2=x . 

 
( ) ( )

( ) 024
2

22
lim

2

4
lim

2

2

2
=≠=

−

+−
=

−

−

→→
f

x

xx

x

x

xx
.  Portanto, a função não é contínua em 2=x . 

 
 

(h) ( )






−<−

−≥
=

1,1

1,2

xx

xx
xf  em 1−=x . 

 
( ) 1limlim 2

11
==

++ −→−→
xxf

xx
 

 
( ) ( ) ( ) )(lim01lim1limlim

1111
xfxxxf

xxxx −→−→−→−→
∃/∴=+=−=

−−−
e a função não é contínua em x=-1. 

 
 

(i) ( )
1

73
2

2

+

+−
=

x

xx
xf   em 2=x . 

 
( )

( )21
14

764

1

73
lim

2

2

2
f

x

xx

x
==

+

+−
=

+

+−

→
 .  Portanto a função é contínua em 2=x . 

 
 

(j) 
33

2
)(

32 −−+
=

xxx
xf   em 3−=x . 

 
 A função dada não está definida para 3−=x , assim não é contínua neste ponto. 
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2. Determine, se existirem, os valores de ( )fDx ∈ , nos quais a função ( )xf  não é 
contínua. 
 

(a) 







−=

≠
−=

1,0

1,
1)(

2
2

x

x
x

x

xf  

 Temos que em 1−=x  a função não é contínua porque não existe 
1

)(lim
−→x

xf . 

 

(b) ( )
xsen

x
xf

+

+
=

3

cos1
 

 
03 ≠+ xsen  para todo ( )∞+∞−∈ ,x .  Portanto, a função não tem pontos em que não é 

contínua. 
 

(c) ( )










<==
+

>==
−

=
−

=

0,2
2

0,0
0

x
x

x

x

xx

x
xx

xx

x

xx
xf  

 
 A função não tem pontos em que não é contínua em seu 
domínio: ( ) ( )∞+∪∞− ,00, . 
 
 

(d) 






−≤≤−−

−>−<++
=

23,1

23,65
)(

2

x

xexxx
xf  

 
 Esta função não é contínua nos pontos -3 e -2. 
 
 

(e) ( )




≥+

<−
=

0,1

0,cos1
2

xx

xx
xf  

 
( ) 11lim 2

0
=+

+→
x

x
 

( ) 0cos1lim
0

=−
−→

x
x

 

Portanto, não existe  )(lim
0

xf
x→

 e a função não é contínua em 0=x . 
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(f) 
xx

ee
xf

−−
=

2
)(  

 
 Esta função é contínua em todo o seu domínio: { }0−ℜ . 
 
 

(g) 








=

≠
−

+−

=

1,1

1,
1

43
)(

2

x

x
x

xx

xf  

 
 Temos que: 

∞=
−

+−

→ 1

43
lim

2

1 x

xx

x
. Portanto, f não é contínua em x=1. 

 

(h) 
π+

=
x

x
xf )(  

 
 A função é contínua em todos os pontos de seu domínio: { }π−−ℜ  
 
 
3. Construa o gráfico e analise a continuidade das seguintes funções: 
 

(a) 




>

≤
=

0,

0,0
)(

xx

x
xf  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

x

f(x)
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 Analisando o gráfico visualiza-se uma função contínua em todo o seu domínio, ou 
seja, em todo o conjunto dos números reais. 
 
 

(b)








−=

−≠
+

−

=

2,1

2,
2

4
)(

2

x

x
x

x

xf  

 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

f(x)

 
 

 A visualização gráfica mostra que a função não é contínua em 2−=x . 
 
 

(c)








=−

≠
=

0,1

0,
||)(

x

x
x

x

xf  
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

x

f(x)

 
 

 A visualização gráfica mostra que a função não é contínua em 0=x . 
 
 

(d) 




<−

≥+
=

0,

0,)1ln(
)(

xx

xx
xf  

 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

1

2

x

f(x)

 
 

 A visualização mostra que a função é contínua em todos os pontos do seu domínio, 
ou seja, em todo o conjunto dos números reais. 
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(e)
34

33
)(

2

23

++

−−+
=

xx

xxx
xf  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

x

f(x)

 
 

 A visualização gráfica mostra que a função não é contínua em 3−=x  e em 1−=x .  
Observa-se que esses pontos não pertencem ao domínio dessa função.  Assim, temos a 
continuidade em todos os pontos do domínio. 
 
 

4. Calcule p  de modo que as funções abaixo sejam contínuas. 
 

(a) ( )




=

≠++
=

3,3

3,22

x

xpxx
xf  

 
Devemos ter: 

( ) ( ) 33lim112lim
3

2

3
==+=++

→→
fpxpxx

xx
. 

Assim,  

.
3

8

83

8lim

113lim

3

3

−
=

−=

−=

−=

→

→

p

p

px

px

x

x

 

 

(b) ( )




−>

−≤+
=

1,

1,2
2

xp

xpx
xf  

Temos que: 
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( ) ppx

pp

x

x

212lim

lim

1

22

1

+−=+

=

−

+

−→

−→  

 Para que o limite exista devemos ter a relação: 

.1
2

02

2

442

012

21
2

2

=
±

=
−±

=

=+−

+−=

p

pp

pp

 

 

(c)  






=−

≠
=

0,7

0,
)(

3

2

xp

xe
xf

x

  

 
 Temos que 1lim 2

0
=

→

x

x
e .  Assim devemos ter 173 =−p  ou 2=p . 

 
 
5. Determine, se existirem, os pontos onde as seguintes funções não são contínuas. 
 

(a) ( )
( ) ( )73 +−

=
xx

x
xf  

 
 Neste caso temos os pontos que não pertencem ao domínio da função: 3=x  e 

7−=x . 
 

(b) ( ) ( ) ( )xxxf −−= 63  

 
( ) ( ) 063 ≥−− xx

 

 
 Neste caso a função não é contínua em )6,3(∈x , pois esses pontos não pertencem 
ao domínio da função. 
 
 

(c) ( )
xsen

xf
21

1

+
=   

 Esta função não é contínua nos pontos em que 
2

1−
=xsen , ou seja, em 










Ζ∈+=

Ζ∈+−=

kkx

kkx

k

k

,2
6

7

,2
6

2

1

π
π

π
π
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(d) ( )
106

13
2

2

+−

−+
=

xx

xx
xf  

 É contínua em todo o seu domínio, ou seja, em todo o conjunto dos números reais. 
 
 
6. Prove que se ( )xf  e ( )xg são contí nuas em 30 =x , também o são gf +  e gf . . 

 
 Se ( )xf é contínua em 3=x  então ( ) ( )xff

x 3
lim,3

→
∃∃  e ( ) ( )3lim

3
fxf

x
=

→
 (1) 

 
 Se ( )xg é contínua em 3=x  então ( ) ( )xgg

x 3
lim,3

→
∃∃  e ( ) ( )3lim

3
gxg

x
=

→
 (2) 

 
Temos que 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )333limlimlim

333
gfgfxgxfgf

xxx
+=+=+=+

→→→
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).3..3.3lim.lim.lim
333

gfgfxgxfgf
xxx

===
→→→

 

 
 

7. Defina funções f, g e h que satisfaçam: 

(a) f não é contínua em 2 pontos de seu domínio; 

(b) g é contínua em todos os pontos de seu domínio mas não é contínua em IR; 

(c) fh0  é contínua em todos os pontos do domínio de f.  

 

 Podemos ter infinitas respostas para o presente exercício.  Segue um exemplo para 
cada uma das funções: 
 














=

=

≠≠
−−

=

2,1

1,2

21,
)2)(1(

1

)(

x

x

xex
xx

xf  

 

2

1
)(

+
=

x
xg  

 
xxh =)(  
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 Para as funções exemplificadas temos que )()]([ xfxfhfh ==o .  Essas funções 
satisfazem as condições dadas nos três itens e podem ser visualizadas a seguir. 
(a) Gráfico da função )(xf  definida em ),( +∞−∞ e contínua em ),( +∞−∞ -{1,2}. 

-3 -2 -1 1 2 3 4

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

f(x)

 
 

(b) Gráfico da função )(xg  contínua em todos os pontos de seu domínio, mas não é 
contínua em ),( +∞−∞ .  O ponto 2−=x  não pertence ao domínio da função exemplificada. 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

g(x)

 
 

(c) Gráfico da função xxh =)( , cuja composição com a função )(xf  resulta a própria 
função )(xf . 
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-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

h(x)

 
 
8.Dê exemplo de duas funções f e g que não são contínuas no ponto a=0 e tais que 

gfh ⋅=  é contínua neste ponto.  Faça o gráfico das funções f, g e h. 
 
 Existem infinitos exemplos.  Segue um deles: 
 





<−

≥+
=

0,1

0,12
)(

xx

xx
xf  

 





<+−

≥−
=

0,1

0,12
)(

xx

xx
xg  

 







<−+−

≥−
=

0,12

0,14
)(

2

2

xxx

xx
xh  

 
 Esboço dos gráficos. 
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

f(x)

  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

g(x)

 
 
 

-2 -1 1 2

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

h(x)=f(x).g(x)

 
 
9. Sejam f, g e h funções tais que, para todos x, )()()( xhxgxf ≤≤ .  Se f e h são contínuas 
no ponto  ax =  e )()()( ahagaf == , prove que g é contínua no ponto a. 
 Se f e h são contínuas no ponto  ax = , temos que: 

)()(lim afxf
ax

=
→

 

)()(lim ahxh
ax

=
→

 

 Como )()( ahaf = temos que )(lim)(lim xhxf
axax →→

= . 

 Usando o Teorema do Confronto, considerando que )()()( xhxgxf ≤≤ , existe  

)()()()(lim agahafxg
ax

===
→

.  Isto garante a continuidade da função )(xg  em ax = . 

 
 

10. Sejam IRa ∈  e IRIRf →:  uma função definida no ponto a.  Se m
ax

afxf

ax
=

−

−

→

)()(
lim , 

prove que f é contínua no ponto a. 
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 Para que a função f seja contínua no ponto a devemos ter que )()(lim
1

afxf
x

=
→

, ou 

que 0))()((lim =−
→

afxf
ax

. 

 Temos,  

00)(lim
)()(

lim)(
)()(

lim))()((lim =⋅=−⋅
−

−
=−⋅

−

−
=−

→→→→
max

ax

afxf
ax

ax

afxf
afxf

axaxaxax
. 
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CAPÍTULO 4 
 

4.7 – EXERCÍCIOS – pg. 127 
 
 

1. Determinar a equação da reta tangente às seguintes curvas, nos pontos indicados. 
Esboçar o gráfico em cada caso. 
 
(a) .,,0,1;1)( 2

Raaxxxxxf ∈===−=  
 

x
x

xxx

x

xxxxx

x

xxx
xm

x

x

x

2
)2(

lim

)(2
lim

11)(
lim)(

0

222

0

22

0

=
∆

∆+∆

∆

−∆+∆+

∆

+−−∆+
=

→∆

→∆

→∆

 

 
21.2)1( ==m  

 

22

)1(20

)1(1

−=

−=−

−=−

xy

xy

xmyy

 

 
 

1

01

)0(1

00.2)0(

−=

=+

−=+

==

y

y

xy

m

 

 
 

aam 2)( =  

12

221

)(21

2

22

2

−−=

−=+−

−=+−

aaxy

aaxay

axaay

 

 
 As figuras que seguem mostram as retas tangentes para os pontos 1=x  e 

0=x .  Como o valor de a é genérico o gráfico só pode ser apresentado com 
o valor definido. 
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

f(x)

  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

f(x)

 
 
 

 
(b) .2,1;63)( 2 =−=+−= xxxxxf  
 

32
)32(

lim

333)(2
lim

636)(3)(
lim)(

0

222

0

22

0

−=
∆

−∆+∆
=

∆

+−∆−−∆+∆+
=

∆

−+−+∆+−∆+
=

→∆

→∆

→∆

x
x

xxx

x

xxxxxxxx

x

xxxxxx
xm

x

x

x

 

Temos: 
5323)1(2)1( −=−−=−−=−m  

55

5510

+−=

−−=−

xy

xy
  

 
 

13432.2)2( =−=−=m  

2

42

)2(14

+=

+−=

−=−

xy

xy

xy

 

 Seguem os gráficos. 
 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

x

f(x)

   

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

x

f(x)
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(c) .,,
2
1

);53()( IRaaxxxxxf ∈==−=  

 
xxxf 53)( 2 −=  

 

56
)536(

lim

5355)(363
lim

53)(5)(3
lim)(

0

222

0

22

0

−=
∆

−∆+∆
=

∆

+−∆−−∆+∆+
=

∆

+−∆+−∆+
=

→∆

→∆

→∆

x
x

xxx

x

xxxxxxxx

x

xxxxxx
xm

x

x

x

 

 

2535
2

1
.6

2

1
−=−=−=








m  

Temos: 

0348

4874

12
4

7

2
1

2
4
7

=++

+−=+

+−=+









−−=+

yx

xy

xy

xy

 

 
 

56)( −= aam  

.3)56(

556653

))(56(53

2

22

2

axay

axaaxaay

axaaay

−−=

+−−=+−

−−=+−

 

Segue o gráfico, para x = 1/2. 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

x

f(x)
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2. Em cada um dos itens do exercício (1), determine a equação da reta normal à 
curva, nos pontos indicados. Esboçar o gráfico em cada caso. 

 
(a) 1)( 2 −= xxf  

1=x  
 Temos que: 

 

2

1

2)1(

−=

=

normalm

m

 

Assim,  

 
01212

)1(
2

1
0

=−++−=

−
−

=−

yxouxy

xy
 

 
Segue o gráfico com a reta tangente incluída para facilitar a visualização. 
 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

f(x)

 
0=x  

  
0)0( =m  

Neste caso a reta tangente é horizontal e a reta normal coincide com o eixo 
dos y, ou seja, 0=x . 
Segue o gráfico com a reta tangente incluída para facilitar a visualização. 



 206 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

f(x)

 
 

ax =  

 aam 2)( =   
a

mn 2
1

−=  

Assim, 

 

022

222

)(
2

1
)1(

3

3

2

=+−+

+−=+−

−
−

=+−

aaayx

axaaay

ax
a

ay

  

 
Segue o gráfico com a reta tangente incluída para facilitar a visualização e 

usando-se o valor de 2−=a . 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

f(x)

 
 
 
b) .2,1;63)( 2 =−=+−= xxxxxf  
 

1−=x  
Temos: 
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5

1

5)1(

=

−=−

nm

m

 

Assim, 

 

0515

1505

)1(
5
1

10

=+−

+=−

+=−

yx

xy

xy

 

Segue o gráfico com a reta tangente incluída para facilitar a visualização. 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

x

f(x)

 
 

2=x  
Temos: 

 
1

1)2(

−=

=

nm

m
 

Assim,  

 

.06

24

)2(14

=−+

+−=−

−−=−

yx

xy

xy

 

Segue o gráfico com a reta tangente incluída para facilitar a visualização. 
 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

x

f(x)
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c) .,,
2
1

);53()( Raaxxxxxf ∈==−=  

Temos: 

 

2

1

2)2/1(

=

−=

nm

m

 

Assim,  

 

.042

0842

1274

2

1

2

1

4

7

=−−

=−−

−=+









−=+

yx

yx

xy

xy

 

 
Segue o gráfico com a reta tangente incluída para facilitar a visualização. 
 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

f(x)

 
 

Temos: 

 

6

5
, 

65

1

56

1

56)(

≠
−

=
−

=

−=

a
aa

m

aam

n

 

Assim, 

 

0264518)65(

)()65(5)65(3)65(

)(
65

1
53

23

2

2

=−+−−−

−=−+−−−

−
−

=+−

aaayax

axaaaaya

ax
a

aay

 

Segue o gráfico com a reta tangente incluída para facilitar a visualização, usando-se 
como exemplo valor de 1=a . 
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

f(x)

 
 

 

3. ���� Determinar a equação da reta tangente à curva ,1 2
xy −=  que seja paralela 

à reta .1 xy −=  Esboçar os gráficos da função, da reta dada e da reta tangente 
encontrada. 

 

x

x

xxxxx

x

xxx
xm

x

x

2

1)(21
lim

1)(1
lim)(

222

0

22

0

−=

∆

+−∆−∆−−
=

∆

+−∆+−
=

→∆

→∆

 

 
11 −=⇒−= mxy  

 

4

3

4

1
1

2

1
1

2

1

12
2

=−=







−=⇒=

−=−

yx

x

 

Assim,  

.0544

2434

2
1

1
4
3

=−+

+−=−









−−=−

yx

xy

xy
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-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

f(x)

 
 
4. Encontrar as equações das retas tangente e normal à curva 122 +−= xxy  no 
ponto ).9,2(−  

 

22

12122)(2
lim

121)(2)(
lim)(

222

0

22

0

−=

∆

−+−+∆−−∆+∆+
=

∆

−+−+∆+−∆+
=

→∆

→∆

x

x

xxxxxxxx

x

xxxxxx
xm

x

x

 

 

6

1

6242)2(2)2(

=

−=−−=−−=−

nm

m

 

 
Equação da reta tangente: 

036

1269

)2(69

=++

+−=−

+−=−

yx

xy

xy

     

 
Equação da reta normal: 

0566

2546

)2(
6

1
9

=+−

+=−

+=−

yx

xy

xy

 

 
 

5. Um corpo se move em linha reta, de modo que sua posição no instante t  é dada por 
,80,16)( 2 ≤≤+= ttttf  onde o tempo é dado em segundos e a distância em metros. 

 

(a) Achar a velocidade média durante o intervalo de tempo ],[ hbb + , 80 <≤ b . 
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80,16)( 2 ≤≤+= ttttf  

80;216

)216(216

1621616

16)()(16

)()(

2

222

22

<≤++=

+−
=

++
=

−−++++
=

−−+++
=

−+
=

bhbv

h

hbh

h

hbhh

h

bbhbhbhb

h

bbhbhb

h

bfhbf
v

m

m

 

 

 

(b) Achar a velocidade média durante os intervalos ].001,3;3[]01,3;3[],1,3;3[ e  

hbvm ++= 216  

[3;3,1] 

segm

vm

1,22

1,0616

1,03.216

=

++=

++=

 

[3;3,01] 

segm

vm

01,22

01,0616

01,03.216

=

++=

++=

 

[3;3,001] 

segm

vm

001,22

001,0616

001,03.216

=

++=

++=

 

 

(c) Determinar a velocidade do corpo num instante qualquer .t  

ttv

ht

vtv

h

m
h

216)(

)216(lim

lim)(

0

0

+=

++=

=

→

→
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(d) Achar a velocidade do corpo no instante .3=t  

segm

v

22

616

3.216)3(

=

+=

+=

 

 

(e) Determinar a aceleração no instante .t  

2

0

0

0

/2
2

lim     

216)(216
lim      

)()(
lim)(

segm
t

t

t

ttt

t

tvttv
ta

t

t

t

=
∆

∆
=

∆

−−∆++
=

∆

−∆+
=

→∆

→∆

→∆

 

 

6. Influências externas produzem uma aceleração numa partícula de tal forma que a 

equação de seu movimento retilíneo é ,ct
t

b
y += onde y é o deslocamento e   t o 

tempo. 

 (a) Qual a velocidade da partícula no instante 2=t ? 

c
t

b

t

ct
t

b
ttc

tt

b

v
t

+
−

=
∆

−−∆++
∆+=

→∆ 20

)(
lim . 

e. velocidadde unidade
4

)2( c
b

v +
−

=  

 

(b) Qual é a equação da aceleração? 

.aceleração de unidades
2)(

lim)(
3

22

0 t

b

t

c
t

b
c

tt

b

dt

dv
ta

t
=

∆

−−+
∆+

−

==
→∆

  

 
 

7. ���� Dadas as funções xxf 25)( −=  e ,13)( 2 −= xxg  determinar: 
 
(a) ).1()1( gf ′+′  
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2

25225
lim

25)(25
lim)(

0

0

−=

∆

+−∆−−
=

∆

+−∆+−
=′

→∆

→∆

x

xxx

x

xxx
xf

x

x

 

 

x
x

xxx

x

xxxxx

x

xxx
xg

x

x

x

6
)36(

lim

131)(363
lim

131)(3
lim)(

0

222

0

22

0

=
∆

∆∆+
=

∆

+−−∆+∆+
=

∆

+−−∆+
=′

→∆

→∆

→∆

 

 
4621.62)1()1( =+−=+−=′+′ gf . 

 
(b) ).2()0(2 −′−′ gf  
 

8124)2(6)2(2 =+−=−−− . 
 
(c) ).2()2( ff ′−  
 

).2()2( ff ′− 1245)2(2.25 −=−−=−+−=  
 

(d) [ ] ).0()0(
2

1
)0( 2

ggg +′+′  

 

[ ] [ ] .110.30.6.
2
1

0.6)0()0(
2
1

)0( 222
−=−++=+′+′ ggg  

 

(e) .
)2/5(

)2/5(

2

5

g

f
f

′

′
−






  

 

.
15

2

15

2
0

2

5
.6

2

2

5
.25

)2/5(

)2/5(

2

5
=+=

−
−−=

′

′
−








g

f
f  

 
 

8. Usando a definição, determinar a derivada das seguintes funções: 
 
(a) .41)( 2

xxf −=  
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xxx

x

xxxxx

x

xxx
xf

x

x

x

8)48(lim

41)(4841
lim

41)(41
lim)(

0

222

0

22

0

−=∆−−==

∆

+−∆−∆−−
=

∆

−−∆+−
=′

→∆

→∆

→∆

 

 
(b) .12)( 2 −−= xxxf  
 

14

2)(242
lim

121)()(2
lim)(

222

0

22

0

−=

∆

+−∆−−∆+∆+
=

∆

++−−∆+−∆+
=′

→∆

→∆

x

x

xxxxxxxx

x

xxxxxx
xf

x

x

 

 

(c) .
2

1
)(

+
=

x
xf  

 

20

0

0

)2(

1
lim

1
.

)2)(2(

22
lim

2

1

2

1

lim)(

−

−
==

∆++∆+

−∆−−+
=

∆

+
−

+∆+=′

→∆

→∆

→∆

x

xxxx

xxx

x

xxxxf

x

x

x

 

 

(d) .
3

1
)(

+

−
=

x

x
xf  

 

20

0

22

0

0

0

)3(

4
lim

)3()3(

)13(
lim

)3()3(

33333
lim

1
.

)3()3(

)1()3()1()3(
lim

3

1

3

1

lim)(

+

−
==

++∆+∆

+−−−∆
=

∆++∆+

+−∆+∆−+−∆−∆−−−+
=

∆++∆+

−+∆+−∆−−+
=

∆

+

−
−

+∆+

∆−−

=′

→∆

→∆

→∆

→∆

→∆

x

xxxx

xxx

xxxx

xxxxxxxxxxxx

xxxx

xxxxxx

x

x

x

xx

xx

xf

x

x

x

x

x

 

 

(e) .
12

1
)(

−
=

x
xf  
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( )

( )

12)12(

1
lim

121212

2
lim

1
.

1)(212

1)(212
lim

1
.

121)(2

1)(212
lim

12

1

1)(2

1

lim)(

0

0

0

0

0

−−

−
==

−+−−

−
=

∆−∆+−

+∆+−−
=

∆−−∆+

−∆+−−
=

∆

−
−

−∆+
=′

→∆

→∆

→∆

→∆

→∆

xx

xxx

xxxx

xxx

xxxx

xxx

x

xxx
xf

x

x

x

x

x

 

 

(f) .3)( 3 += xxf  
 

x

xxx
xf

x ∆

+−+∆+
=′

→∆

33

0

33
lim)(  

Fazendo: 

333

3

3

3

atxax

txx

−=∆⇒=+

=+∆+
 

Temos: 

3 22

22

33

)3(3

1

3

1
         

)()(
lim         

lim)(

+
==

++−

−
=

−

−
=′

→

→

xa

aattat

at

at

at
xf

at

at

 

 
 

9. ���� Dadas as funções 
1

1
)(

−
=

x
xf  e ,32)( 2 −= xxg  determinar os itens que seguem 

e, usando uma ferramenta gráfica, fazer um esboço do gráfico das funções obtidas, 
identificando o seu domínio.: 
 
(a) ff ′0  

 

2

0

0

)1(

1

1
.

)1()1(

1)1(
lim

1

1

1

1

lim)(

−

−
=

∆−−∆+

+∆−−−
=

∆

−
−

−∆+=′

→∆

→∆

x

xxxx

xxx

x

xxxxf

x

x
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22

)1(

121

)1(

)1(
)1(1

1
       

1
)1(

1
1

)1(
1

][

2

2

2

2

2

2

2

20

−−

−
=

−+−−

−
=

−

−−−
=

−
−

−
=









−

−
=′=′

xx

x

xx

x

x

x

x

x
fffff

 

-2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

x

f o f '

 
(b) ff 0′  

2

2

2

22

2
1

)2(
)1(

1
11

1

1
1

1

1

1

1
][










−

−
−=

−

−
−=

=










−

+−

−
=









−

−

−
=








−
′=′

x

x

x

x

x

x

x

x
fff
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-2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

x

f ' o f

 
 

(c) fg ′0  

3
)1(

2

3
)1(

1
2

3
)1(

1
2

)1(

1

][

4

4

2

2

2

0

−
−

=

−
−

=

−








−

−
=










−

−
=

′=′

x

x

x

x
g

fgfg

 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
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x

      g o f '
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(d) fg ′′ 0  

 

x

x

xxxxx

x

xxx
xg

x

x

x

4lim

2)(242
lim

323)(2
lim)(

0

222

0

22

0

→∆

→∆

→∆

=

∆

−∆+∆+
=

∆

+−−∆+
=′

 

 

.
)1(

4

)1(

1
.4

)1(

1
][

22

20

−

−
=

−

−
=










−

−
′=′′=′′

xx

x
gfgfg

 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

g ' o f '

 
 

Obs.:É inadequado visualizar o domínio através do gráfico das funções compostas. No 
item (a) 222 −+− xx  não tem raízes reais, induzindo o aluno a achar que o domínio é R 

 
 

10. Dada a função ,
0,

0,1
)(





<

≥−
=

xx

xx
xf  verificar se existe ).0(f ′  Esboçar o gráfico. 

 
Não existe )0(f ′ , porque f  não é contínua em 0=x .  Veja o gráfico a 
seguir. 
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

f(x)

 
 
 

11. Dada a função ,
62

1
)(

−
=

x
xf  verificar se existe ).3(f ′  Esboçar o gráfico. 

 
Não existe )3(f ′ , porque f  não é contínua (não é definida) em 3=x .  Veja 
o gráfico a seguir. 

-1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

f(x)

 
 
 
12. Dada a função ,232)( 2 −−= xxxf  determinar os intervalos em que: 
 
(a) .0)( >′ xf  
(b) .0)( <′ xf  
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34
2322)(3)(2

lim)(
22

0
−=

∆

++−−∆+−∆+
=′

→∆
x

x

xxxxxx
xf

x
 

 

4

3

34

034

>

>

>−

x

x

x

   

4

3

34

034

<

<

<−

x

x

x

 

 

(a) 







+∞,

4

3
 

 

(b) 







∞−

4

3
,  

 
 

13. ���� Simular graficamente diferentes tangentes à curva 2
xy = .  Supondo que 

existem duas retas tangentes que passam pelo ponto )4,0( −P , encontrar o ponto de 
tangência e as equações das retas. 
 
 A declividade das retas tangentes em ax = são dadas por: 

( ) maay

xy

==′

=′

2

2
 

O gráfico que segue mostra a simulação para a assumindo os valores: -2, -1, -
1/2, 0, ½, 1 e 2. 

-3 -2 -1 1 2 3

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

f(x)

 
 Observamos as duas retas que passam pelo ponto )4,0( −P .  A equação 

da reta tangente é obtida fazendo-se: 
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( )00 xxmyy −=−  

( )

xay

xay

24

024

=+

−=+
 

 
 A reta passa, também em, ( )2, aa : 
 

2,4.24 22 ±==⇒=+ aaaaa  
Assim temos: 

442 −=⇒= xya  Ponto de tangência: ( )4,2  

442 −−=⇒−= xya  Ponto de tangência: ( )4,2−  
 
 

14. ���� Quantas retas tangentes à curva 
1

2
+

=
x

x
y  passam pelo ponto )0,4(−P ?  Em 

quais pontos essas retas tangentes tocam a curva? 
 
 O gráfico a seguir mostra uma simulação na qual podemos observar  duas retas 
tangentes que passam por )0,4(−P . 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

f(x)

 
  
Para encontrar o ponto de tangência temos: 
 

( )21

2

1

2

+
=

′










−
=′

xx

x
y  

 
Supor ( )11 , yx  o ponto de tangência. 
 
 
A equação da reta tangente é:: ( )00 xxmyy −=−  
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( )
( )4

1

2
0

2
1

+
+

=− x
x

y  

 

Precisamos encontrar 1x . No ponto de tangência: 
1

2

1

1
1

+
=

x

x
y  e 

( )
( )4

1

2
12

1

1 +
+

= x
x

y . 

Então: 

( )2
1

1

1

1

1

82

1

2

+

+
=

+ x

x

x

x
 

( )

4

41

1

4

11
2

1

111

1

1
1

=−+

+=+

+

+
=

xxx

xxx

x

x
x

 

 





−=

=

2

2
'
1

1

x

x
 

 









=

3

4
,21P   ( )4,22 −=P  

 

Equações das retas tangentes: ( )4
9

2
+= xy  e ( )42 += xy . 
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4.12 – EXERCÍCIOS – pg. 138 
 

 

���� Nos exercícios de 1 à 22 encontrar a derivada das funções dadas.  A seguir, comparar 

os resultados encontrados com os resultados obtidos a partir do uso de um software 

algébrico. 

 

1-  2)( rrf π=  

 

rrf π2)( =′  

 

2- 1063)( 2 −+= xxxf  

 

66)( +=′ xxf  

 

3- bawwf += 2)(  

 

awwf 2)( =′  

 

4- 3

2

1
14)( −−= xxf  

 

4

2

3
)( −=′ xxf  

 

5- )63()12()( 2 ++= xxxf  

 

12618

126612

2).63(6.)12()(

2

22

2

++=

+++=

+++=′

xx

xxx

xxxxf

 

 

6- )4()17()( +−= xxxf  

 

2714

28717

7).4(1).17()(

+=

++−=

++−=′

x

xx

xxxf

 

 

7- )2()13()( 45 xxxf −−=  
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348

8438

4435

43027

1530412

15.)2()4()13()(

xxx

xxxx

xxxxxf

++−=

−++−=

−+−−=′

 

 

8- )35()35(
6

4
)( 1 +−= −

xxxf  

 

)35(

)35(

6

4
)(

−

+
=

x

x
xf  

 

22

2

2

)35(

20

)35(

30

6

4

)35(

15251525

6

4

)35(

5.)35(5.)35(

6

4
)(

−

−
=

−

−
=

−

−−−
=

−

+−−
=′

xx

x

xx

x

xx
xf

 

 

9- )1()1()( +−= xxxf  

 

x

xx

xxxf

2

11

1).1(1).1()(

=

++−=

++−=′

 

 

10- )25()13()1()( 32 sssssf +−−=  

 

[ ]
)25()13(2)25()1(3)215()13()1(

2)25()13(3)25()215()13()1()(

33222

3322

ssssssssss

ssssssssssf

+−++−++−−=

+−++++−−=′
 

 

11- )(7)( 2 cbxaxxf ++=  

 

)2(7)( baxxf +=′  

 

12- )2()4()( 2 uaauuf −−=  

 

( )

aauu

uauau

uuaauuf

2824

16828

8)2(2)4()(

2

22

2

++−=

−++−=

−+−−=′
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13- 
13
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)(

−

+
=

x

x
xf  

 

2

2
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−
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−−−
=

−

+−−
=′
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x
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14- 
1

1
)(

+

−
=

t

t
tf  
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2
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)1(

1).1(1).1(
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+
=

+

+−+
=

+

−−+
=′
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t
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15. 
1

153
)(

2

−

−+
=

t

tt
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23- Seja ),()()( bxaxxp −−= sendo a e b constantes. Mostrar que, se b,a ≠  então 

0)()( == bpap  mas 0)( ≠′ ap  e .0)( ≠′ bp  
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24- Dadas as funções Axxxf += 2)(  e Bxxg =)( , determinar A  e B  de tal forma que 
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26- ����Encontrar a equação da reta tangente à curva 
43
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−

+
=

x

x
y  no ponto de abscissa 

.1−=x   Usando uma ferramenta gráfica, esboçar o gráfico da função e da reta 

tangente. 
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27- Encontrar a equação da reta normal a curva 22 )43( xxy −=  no ponto de abscissa 

.2=x  
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xxxy 327236 23 +−=′  
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16)2.42.3(2/ 22 =−=⇒= yxp  

Equação da reta normal: 
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28- ���� Encontrar as equações das retas tangentes à curva 
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x
y  que sejam paralelas a 

reta .xy =   Usando uma ferramenta gráfica, esboçar o gráfico da curva, da reta data e 

das tangentes encontradas. 
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Para a segunda reta temos: 

 

)21(1)12( ++=+− xy  
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29- ���� Em que pontos o gráfico da função xxxy 2
2

3

3

1 23 ++=  tem tangente horizontal?  

Esboçar o gráfico e analisar o resultado obtido. 
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30- Seja .2 bxaxy += Encontrar os valores de a e b, sabendo que a tangent e à curva no 
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4.16 – EXERCÍCIOS – pg. 159 
 
  
1. Determinar a equação da reta tangente às seguintes curvas, nos pontos indicados. 
Esboçar o gráfico em cada caso. 
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Assim, 
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Considerando 3=x , 
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Segue o gráfico: 
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Para 4=x  temos: 
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Assim,  
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Segue o gráfico: 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
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x

f (x)

Usando  a = 3

 
 

 

(c) ( ) xxf 2= ; .0,,3,0 >=== aaxxx  

Temos que: 

.
1

)()(
x
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Para 0=x , temos  

∞=
∆

−∆
=

∆

−∆+
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fxf
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02
lim

)0()0(
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Portanto, usando 4.1.2, segue que 0=x  é a equação da reta tangente. 
 
Para 3=x  temos: 

3

1
)3( =m  e 

323/ =⇒= yxp . 
Assim,  
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Para ax =  temos: 
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Segue o gráfico. 
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Usando a=1/2

 

 

 

2. Encontrar a equação da reta tangente à curva ,13 −= xy  que seja perpendicular à reta 
.xy −=  

 
23)( xxm =  

 



 245 

A declividade da reta dada é 1−=m .  Assim a declividade da perpendicular à reta xy −=  
será 1=m . Temos, 
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3. A posição de uma partícula que se move no eixo dos x  depende do tempo de acordo 
com a equação ,3)( 32 tttx −=  em que x  vem expresso em metros e t  em segundos. 

(a) Qual é o seu deslocamento depois dos primeiros 4 segundos? 

.166416.344.3)4(

3)(
32

32

mx

tttx

−=−=−=

−=
 

(b) Qual a velocidade da partícula ao terminar cada um dos 4 primeiros segundos? 

2' 36)()( tttxtv −==  
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(c) Qual é a aceleração da partícula em cada um dos 4 primeiros segundos?  
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4. Um corpo cai livremente partindo do repouso. Calcule sua posição e sua velocidade 

depois de decorridos 1 e 2 segundos. (Da Física, use a equação  gt 
2

1
-t vy 2

0= para 

determinar a posição y do corpo, onde 0v  é a velocidade inicial e 2m/s 9,8 g ≅ ). 
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Nos exercícios de 5 a 42 calcular a derivada. 
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222

2

2.sec2

]sec.[.)(2)(

+=

+=′
 

31. 0,)( cot >= aaf gθθ  

)cos(.ln.)( 2cot θθ θ scaaf g −=′  

32. 2)()( xsenarcxf =  

21

1
)(2)(

x
xsenarcxf

−
=′  

33. tarcttf 3cos)( =  

1.3cos
91

3
)(

2
tarc

t
ttf +

−

−
=′  

34. )(cos)( tsenarctf =  

1

cos

cos

1

cos
)(

2

−=

−
=

−

−
=′

t

t

tsen

t
tf

 

35. xarcxf sec)( =  

12

1

1

1
.

2

1

1
2

1

)(

2/1

−
=

−
=

−
=′

−

xx

xxx

xx

x

xf

 

36. )32(cos)( 2 += tecarcttf  132 ≥+t  
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ttarc
tt

ttf 2.)32(seccos
1)32(32

2
.)(

2

2 ++
−++

−
=′  

37. 
x

hxsen
xf

)(ln
)( =  

2

2

)(lncot

1.)(ln
cosh

)(

x

xsenhghx

x

xsenh
xsenh

x
x

xf

−
=

−

=′
 

38. [ ] 2/12)1(cot)( += tghtf  

[ ]

2

22

222/12

)1(cot

)1(seccos)1(

)1(2.)1(seccos.)1(cot
2

1
)(

+

++
−=

++−+=′
−

tgh

tht

tthtghtf

 

39. 
3

)13(
seccos)( 




 +
=

x

x
hxf  








 +





 +
=








 +−++
−




 +
=′

x

x
gh

x

x
h

x

x

xx

x

x
gh

x

x
h

x

x
hxf

13
cot.

13
seccos

1
3

)13(3.
.

13
cot

13
seccos.

13
seccos3)(

3

2

2

2

 

40. 1cosharg)( 2 −−= xxxxf  

12

2
cosharg

1

1
)(

22 −
−+

−
=′

x

x
x

x
xxf  

41. 2cotarg)( xghxxf =  

2
4

2

2
4

cotarg
1

2

1.cotarg
1

2
)(

xgh
x

x

xgh
x

x
xxf

+
−

=

+
−

=′
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42. [ ]22cosarg
2

1
)( xghxf =  

1;
1

2
.cosharg2.

2

1
)( 2

4

2 >
−

=′ x
x

x
xxf  

 

���� Nos exercícios 43 a 79, calcular a derivada.  A seguir, usando um software algébrico, 
comparar os resultados. 

 

43. 535 )62(
3

1
)( −+= xxxf  

)1810(.)62(5.
3

1
)( 44435 −− −+=′ xxxxxf . 

44. 2
102 1

)63()(
x

xxxf −+=  

3
92 2

)66()63(10)(
x

xxxxf +++=′ . 

 

45. 36 )13()25()( −−= xxxf  

[ ]

[ ]

[ ])48135)13()25(

)30901845)13()25(

)13(30)25(9)13()25(

)25.()13(30)13()25(9

5.)25(6.)13(3.)13(3)25()(

25

25

25

5326

5326

−−−=

−+−−−=

−+−−−=

−−+−−=

−−+−−=′

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxxf

 

 

46. ( ) x
x

xxf −
+

+−=
1

1
52)( 4  
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xx
x

x
x

xxf

2

1

)1(

1
)52(8

2

1

)1(

1
2.)52(4)(

2

2

3

2

1
3

−
+

−−=

−
+

−
+−=′

−

 

 

47. ( ) 3/12 254)(
−

+−= tttf  

)58()254(
3

1
)( 3

4
2 −+−−=′

−

ttttf  

 

48. 13
132

7
)(

5

2

++
+

= x
x

x
xf  

2

1

5

1

5

6
2

2

1

5

1

5

6
2

)13(
2

3
)13(7)13(

10

21

3.)13(
2

1
2.)13(

2

7
3.)13(

5

1
.

2

7
)(

−−−

−−−

+++++−=

+++++
−

=′

xxxxx

xxxxxxf

 

 

49. 762)(
23 ++= xexf

x  

)66(.2)( 763 2

+=′ ++
xexf

xx  

50. ( )x
exf =)(  

x

e

xexf

x

x

2

2

1
.)( 2

1

=

=′
−

 

 

51. 
x

xf

2ln

2
1

)(
−









=  
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x

x

x
xf

x

x

x

2ln.2

2ln.
1

.
2

1

2

1
ln.

2

2
.

2

1
)(

2ln

2ln

2ln

=

−







−=

−








=′

−

−

 

 

52. 
t

e
tf

t 1
)(

2

+
=

−

 

( )

2

2

2

12

1.)1()2(.
)(

22

22

t

eet

t

etet
tf

tt

tt

−−−
=

+−−
=′

−−

−−

 

53. 
1

1
)(

+

−
=

t

t

e

e
tf  

2

2

222

1

2

2

1

)1(

2
.

1

1

2

1

)1(
.

1

1

2

1

)1(

.)1(.)1(
.

1

1

2

1
)(

+−

+
=

+

+−+









+

−
=

+

−−+









+

−
=′

−

−

t

t

t

t

t

tttt

t

t

t

tttt

t

t

e

e

e

e

e

eeee

e

e

e

eeee

e

e
tf

 

 

54. ( ) xcbx
a

xf ln
1

)( 2 −+=  

x
bx

a
xf

1
)2(

1
)( −=′  

 

55. ( )47ln
2

1
)( 2 −= xxf  
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47

7
47

14
.

2

1
)(

2

2

−
=

−
=′

x

x

x

x
xf

 

 

56. 








−

+
=

x

x
xf

1

1
ln)(  

2

2

2

1

2

)1()1(

2

1

1
.

)1(

11

1

1
.

)1(

)1()1(1)1(
)(

xxx

x

x

x

xx

x

x

x

xx
xf

−
=

+−
=

+

−

−

++−
=

+

−

−

−+−−
=′

 

 

57. 
t

b

a
tf 








=)(  

tb

a

b

a
tf

t

2

1
.ln.)( 















=′  

 

58. ( ) x
xexf 4)(

2

+=  

xeex
x

eexf
xxxxxx 2..)4(

2

1
.)4(ln.)4()(

2222 1−++++=′  

 

59. )42()( += xsenxf  

)42(cos2)( +=′ xxf  

 

60. )132(cos2)( 2 +−= θθθf  
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[ ]34)132(2)( 2 −+−−=′ θθθθ senf  

 

61. 
2

2cos1
)(

α
α

+
=f  

α
α

α 2
2

22
)( sen

sen
f −=

−
=′  

 

62. θθθ 22 cos)( += senf  

0

cos2cos2

)(cos2cos2)(

=

−=

−+=′

θθθθ

θθθθθ

sensen

sensenf

 

 

63. ( )24 32cot)( −= sgsf  

2223

2223

)32(seccos.)32(cot)32(16

2.)32(2.)32(seccos.)32(cot4)(

−−−−=

−−−−=′

ssgs

sssgsf
 

 

64. 
2

1
)( 








=

xsen
xf  

xsen

x

xsen

x

xsen
xf

3

2

cos2

cos
.

1
2)(

−
=

−
=′

 

 

65. 
x

e

xsen
xf

)1(
)(

+
=  
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x

x

xx

e

xsenx

e

exsenxe
xf

)]1()1([cos

)1()1(cos
)(

2

+−+
=

+−+
=′

 

 

66. )2/(cos)2/()( 22 xxsenxf =  

2
.

2
cos

2
cos.

2

2

1
.

2

1
cos.

2

1
2.cos

2

1

2
.

2
cos.2.

2

1
)(

33

22

x
sen

xxx
sen

xxsenx
x

sen
x

xsenxf

+−=

+







−
















=′

 

 

67. ttf 2cosln)( =  

ttg

t

tsen

t

tsent
tf

2

cos

2

cos

.cos2
)( 2

−=

−
=

−
=′

 

 

68. )2cos3(log)( 2 xxxf −=  

e
xx

xsen
xf 2log.

2cos3

2)2(3
)(

−

+
=′  

 

69. tetf 2cos2)( =  

t

t

etsen

tsenetf

2cos2

2cos2

)2(4

2)2(2.)(

−=

−=′
 

 

70. 
3

2
cos)(

x
arcxf =  
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22

22

49

2
3.

49

3/2
9

49

3/2

9

4
1

3/2
)(

xx

xx
xf

−

−
=

−

−
=

−

−
=

−

−
=′

 

 

71. 
1

2/
)(

+
=

s

ssenarc
sf  

22

2

2

2

2

)1(

1
.

24

1

)1(

2
2.

4

2/1
)1(

)1(

2

4
1

2/1
)1(

)(

+







−

−

+
=

+

−
−

+

=

+

−

−

+
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s

s
senarc

s

s

s

s
senarc

s
s

s

s
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s
s

sf

 

 

72. 21

1
)(

x
tgarcxf

−
=  

22

2

121

2

1)1(

2

1)1(

)1(
.

)1(

2

)1(

1
1

)1(

)2(.1

)(

24

4222

22

22

22

22
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+−
=

++−
=

+−
=

+−

−

−
=

−
+

−

−−

=′

xx

x

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xf

 

 

73. )12()( −= xsenhxf  

)12(cosh2)( −=′ xxf  
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74. ( )[ ]1coshln)( 2 −= ttf  

)1(2

)1(cosh

2.)1(
)(

2

2

2

−=

−

−
=′

ttght

t

ttsenh
tf

 

 

75. 22 )34()( −= ttghtf  

2222

2222

)34(sec.)34(16

8.)34(2.)34(sec)(

−−=

−−=′

thtt

ttthtf
 

 

76. ][lnsec)( xhxf =  

x
xtghxhxf

1
.][ln.][lnsec)( −=′  

 

77. 2)(arg)( xsenhxf =  

1

1
.arg2)(

2 +
=′

x
xsenhxf  

 

78. 2

2

1
arg)( xtghxf =  

44

4

4

4

4

4

4
1

2.
2

1

)(

x

x

x

x

x

x

xf

−
=

−
=

−

=′

 

 

79. xhxxf 2secarg)1()( +=  
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120;2secarg
412

2
)1()(

2
<<+

−

−
+=′ xxh

xx
xxf  

 

80. Encontrar )(xf ′ . 

(a) 




>

≤−
=

− 0,

0,1
)(

xe

xx
xf

x
 





>−

<−
=′

− 0,

0,1
)(

xe

x
xf

x
 

No ponto 0=x , temos 

1)0()0( '' −=−=+ ff . Portanto, 1)0(' −=f . 

 

(b) )43|ln)( xxf −=  





















+∞∈−









∞−∈−

=

,
4

3
);34(ln

4

3
,);43(ln

)(

xx

xx

xf  

Temos: 









−∈
−

=










>
−

<
−

=
−
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4

3

34

4

4

3
;

34

4
4

3
;

34

4

43

4

Rxse
x

x
x

x
xx
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(c) |12|)( −= xexf  
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<

≥

=
−

−

2

1
;

2

1
;

)(
21

12

xe

xe

xf
x

x

 

 










<−

>

=′
−

−

2

1
;2

2

1
;2

21

12

xe

xe

y
x

x

 

No ponto 
2

1
=x , 2

2

1
' =








+y  e 2

2

1
' −=








−y . Logo, )(xf não é derivável nesse ponto. 

81. Calcular ),0(f ′  se xexf x 3cos)( −= . 

xexseneexxsenexf xxxx 3cos33)1(.3cos)33(.)( −−−− −−=−+−=′ . 

110)0( −=−=′f . 

 

82. Calcular ),1(f ′  se .2/)1(ln)( xsenarcxxf ++=  

4
1

2

1

1

1
)(

2
xx

xf

−

+
+

=′  

6

323

4

1
1

2

1

11

1
)1(

+
=

−

+
+

=′f

 

 

83. Dada ,)( xexf −=  calcular ).0()0( fxf ′+  

1)0()( −=′⇒−=′ − fexf x  
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xxfxf −=−+=′+ 1)1(1)0()0( . 

 

84. ���� Dada a ,cos1)( xxf +=  mostrar que )(xf  é par e )(xf 
′ é Ímpar.  Usando uma 

ferramenta gráfica, esboçar o gráfico de )(xf  e )(xf ′  observando as simetrias. 

xsenxf

xxf

−=′

+=

)(

cos1)(
 

paréxfxfxxxf   )()(cos1)(cos1)( ⇒=+=−+=− . 

ímparéxfxfxsenxsenxf   )(')()()( ⇒′−==−−=−′ . 

 

 Segue o gráfico de )(xf , observando-se a simetria em relação ao eixo dos y. 

-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

-1

1

2

x

f (x)

 

 Segue o gráfico de )(xf 
′ , observando-se a simetria em relação à ori gem. 
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-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

-1

1

2

x

f ' (x)

 

 

85. Dada a ,3cos2)( xxsenxf =  mostrar que )(xf é ímpar e )(xf ′  é par. 

2.2cos.3cos3)3(2)( xxxsenxsenxf +−=′  

ímparéxfxfxxsenxxsenxf   )()(3cos.2)3(cos)2()( ⇒−=−=−−=− . 

 

( )

paréxfxfxxxsenxsen

xxxsenxsen

xxxsenxsenxf

  )(')(2cos.3cos23.23

2cos.3cos2)3()2(3

)2(cos)3(cos2)3()2(3)(

⇒′=+−=

+−−−=

−−+−−−=−′

 

 

86. ����Dada a ,2
2

1
)( xsenxf =  calcular )(xf ′  e verificar que f  e f ′  são periódicas de 

mesmo período.  Usando uma ferramenta gráfica, esboçar os gráficos de )(xf  e )(xf ′  
comprovando os resultados. 

xsenxf 2
2

1
)( =  

xxxf 2cos2)2(cos
2

1
)( ==′  

 Para verificar a periodicidade temos: 
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).(2
2

1

)22(
2

1
)(

xfxsen

xsenxf

==

+=+ ππ

 

)()(2cos2cos)( ππ +′=+==′ xfxxxf . 

Portanto, são periódicas de período .π  

-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

x

f(x)
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-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

-1

1

x

f ' (x)

 

 

 

87. Seja )(xf  derivável e período de período T . Mostrar que f ′  também é periódica de 
período T . 

Se )(xf  é derivável ==> 
x

xfxxf
xf

x ∆

−∆+
=′

→∆

)()(
lim)(

0
 

Se )(xf  é periódica de período T  ==> )()( xfTxf =+  e )()( xxfTxxf ∆+=+∆+  

Queremos mostrar que 

)()( xfTxf ′=+′  

De fato 

 

 

 

88. Mostrar que a função xexy −=  satisfaz a equação .)1( yxyx −=′  

)(

)()(
lim

)()(
lim)(

0

0

xf

x

xfxxf

x

TxfxTxf
Txf

x

x

′=

∆

−∆+
=

∆

+−∆++
=+′

→∆

→∆
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xexy −=  

xx eexy −− +−=′ )1(  

Substituindo na equação: 

xxxx

xxx

exexexex

exxeexx

−−−−

−−−

−=+−

−=+−

22

)()1()(
 

 

89. Mostrar que a função 2/2
x

exy
−=  satisfaz a equação .)1( 2 yxyx −=′  

2

2
x

exy

−

=  

232223

22222

22

2222

222
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.)1(

2

2
.

xxxx
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xx

exexexex

exxexexx

e
x
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−−−

−−

−=+−
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+−

+
−

=′

 

90. Mostrar que a função 
xx

y
ln1

1

++
=  satisfaz a equação ).1(ln −=′ xyyx  

xx
y

ln1

1

++
=  

2)ln1(

1
1

xx

x
y

++









+−

=′  

)1ln( −=′ xyyyx  

2222 )ln1(

1

)ln1(

ln1ln

ln1

1

)ln1(

ln

)ln1(

1
1

.
xx

x

xx

xxx

xxxx

x

xx

x
x
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−−
=

++
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=
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91. Sejam f  e g  funções tais que xxgf =))(( 0  para todo )()(, xgexfex ′′  existem para 

todo x . 

( ) ,
)(

1
)(

xg
xgf

′
=′  sempre que .0)( ≠′ xg  

Temos: 

 

( ) ( ) 1')(' == xxgf o .  

Pela regra da cadeia,  

( ) )(')).((')(' xgxgfxgf =o . 

Logo,  

1)(')).((' =xgxgf  ou ( )
)(

1
)(

xg
xgf

′
=′ , 0)(' ≠xg . 

 

92. Obtenha a regra do produto para )( ′uv  derivando o fórmula .lnln)ln( vuuv +=  

 

( )

( )

( ) gfgffg

fg

gfgf

fg

fg

g

g

f

f

fg

fg

gffg

′+′=
′

′+′
=

′

′
+

′
=

′

+= lglg)lg(

. 

 

93. Provar que: 

(a) Se ,cot xgy =  então .cos 2, xecy −=  

xsen

x
xgy

cos
cot ==  
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x
xsenxsen

xxsen

xsen

xxxsenxsen
y

2
22

22

2

seccos
1cos

cos.cos)(

−=
−

=
−−

=

−−
=′

 

 

(b) Se ,sec xy =  então ..sec, xtgxy =  

x
xy

cos

1
sec ==  

xtgx
x

xsen

x

x

xsen
y

.sec
cos

.
cos

1
cos

)(
2

==

−−
=′

 

 

(c) Se ,cot xgarcy =  então .
1

1
2

,

x
y

+

−
=  

ygxxgarcy cotcot =⇔= , ),0( π∈y .  

Como para ),0( π∈y , 0seccos)' (cot 2 ≠−= yyg ,usando o teorema da função inversa, 
temos: 

22

2

1

1

cot1

1

seccos

1

)(cot

1

xyg

yyg
y

+

−
=

+

−
=

−
=

′
=′

 

 

(d) Se ,1||,cos ≥= xxecarcy  então .1||,
1||

1
2

, >
−

−
= x

xx
y  

),0(,seccos1||,cos π∈=⇔≥= yyxxxecarcy . 

Como ),0(,0cotseccos)'sec(cos π∈≠−= ygyyy , temos 
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1,
1

1

1seccos.seccos

1
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1

)sec(cos

1

22
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(e) Se ,cosh xy =  então ., xsenhy =  

2
cosh

xx
ee
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−+

==  

xsenh
ee

y
xx

=
−

=′
−

2
. 

 

(f) Se ,xtghy =  então .sec 2, xhy =  

xx

xx
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ee
xtghy
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−

+

−
==  

( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( )
xh

eeee

ee

eeee

ee

eeeeeeee
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(g) Se ,sec xhy =  então ..sec, xtghxhy −=  

xx
ee

xhy
−+

==
2

sec  

xtghxh

ee

ee

eeee

ee
y

xx

xx

xxxx

xx

.sec

)(

)(
.

)(

2

)(

)(2
2

−=

+

−

+

−
=

+

−−
=′

−

−

−−

−
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(h) Se ,sec xharcy =  então .10,
1

1
2

, <<
−

−
= x

xx
y  

x

x
xharcy

211
lnsec

−+
== . 

( )

( )

( )

( )
( )

( ) 222

2

22

222

2

2

2

2

22

22

1

2

1

1
.

111

11

11

1
.

1

11

11

11
1

11
.

1.11)2(1(
2

1

xxxxx

x

xxx

xxx

xx

x
x

x

x

x

x

xxxx

y

−

−
=

−+−

−+−
=

−+−

+−−−−
=

−+

−+−
−

−

=

−+

−+−−







−

=′

−

 

 

(i) Se ,cos xecharcy =  então .0,
1||

1
2

, ≠
+

−
= x

xx
y  













 +
+==

x

x

x
xecharcy

211
lncos . 

Vamos mostrar para 0>x . Temos, 

2

22

2

2

2222

1

1
  

1

11
.

11
  

1

11
.

11

1
'

xx

xx

x

x

x

xxx

x

x

x

y

+

−
=

+

++

++

−
=












+
−

−

+
+

=
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94. ����Encontrar todos os pontos onde o gráfico de )(xf  tem a mesma tangente horizontal.  
Usando uma ferramenta gráfica esboçar o gráfico de )(xf  e )(xf ′  e comparar os 
resultados. 

(a) ;2)( xsenxf =  

02cos

02cos2)(

=

==′

x

xxf
 

4

)12(

4

2

,
24

,
2

2

+
=

+
=

∈+=

∈+=

kk
x

Zk
k

x

Zkkx

πππ

ππ

π
π

 

-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

-1

1

2

x

y

 

 

(b) xxf cos2)( = ; senxxf 2)(' −=  

0

02

=

=−

xsen

xsen
 

Zkkx ∈= ,π  
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-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

-2

-1

1

2

x

y

 

 

95. ���� Traçar num mesmo sistema de coordenadas as funções 21 xy −−=  e 21 xy += .  
Usando a visualização gráfica responder: 
 
(a) Quantas retas são tangentes a ambas as parábolas? 
(b) Quais são os pontos de tangência? 
(c) É possível encontrar essas retas algebricamente? 
 
 Seguem os gráficos em um mesmo sistema de coordenadas. 
 

-2 -1 1 2

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

f (x)
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Respostas: 
(a) Duas 
(b) Sejam 1P  e 2P  os pontos de tangência da reta que tem inclinação positiva. 
 

( )111 , yxP =  ( )222 , yxP =   
12

12

yy

xx

−=

−=
 

 
Temos,  

xy 2=′  tangente em 
1P  : 12xm =  

Equação da reta tangente no ponto 
1P : 

( )

( )111

11

2 xxxyy

xxmyy

−=−

−=−
   

 
( )111 2 xxxyy −=−  

 
Substitui no ponto 2P , vem:  
 

( )

11

11

11111

2

42

2

xy

xy

xxxyy

=

−=−

−−=−−

 

 
21 xy +=   2

11 12 xx +=  
 

1

012

1

1
2
1

=

=+−

x

xx
   

 
21 =y  

 
( )2,11 =P ,  ( )2,12 −−=P  

 
Por simetria: ( )2,13 −=P , ( )2,14 −=P  

 
(c) Equação das tangentes:  

( )

xy

xy

2

11.22

=

−=−
 

Por simetria, a outra tangente é xy 2−= . 
 
 

96. ���� Dada a função 562 +−= xxy  definida para [ )∞+∈ ,3x , desenvolver os 
seguintes itens: 
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(a) Determinar a função inversa )()( 1 xfxgy −==  e identificar o domínio. 

( ) [ )∞+∈−−=

+−+−=

,3,43

5993.2
2

2

xx

xxy
 

 

( )

43

43

43 2

++=

+=−

+=−

yx

yx

yx

 

Portanto, a inversa é dada por 4,43 −≥++= xxy . 
 
 
(b) Encontrar a equação da reta tangente à curva )(xfy =  no ponto de abscissa 5. 
Temos: 

0530255 00 =+−=⇒= yx  

 
( ) 62 −=′ xxf   ( ) 465.20 =−=′= xfm  

 
Equação da reta tangente: ( )54 −= xy  
 
(c) Encontrar a equação da reta tangente à curva )(xgy =  no ponto de abscissa 0. 
Temos: 

43 ++= xy  

( ) 214
2

1 −
+=′ xy  

( )

( )
4

1
0

4.
2

1
0 21

=′

=′ −

y

y

 

 
50 00 =⇒= yx  

5
4

1
4

1
5

+=

=−

xy

xy

 

 

(d) Fazer uma representação gráfica dos resultados obtidos e identificar a relação 
estabelecida no Teorema 4.14. 
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f (x)
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4.21 – EXERCÍCIOS – pg. 176 
 

 

 

Nos exercícios de 1 a 12 calcular as derivadas sucessivas ate ordem n  indicada. 

 

1. xxy 23 4 −= ,  5=n  

0

72

72

36

212

2

3

=

=

=′′′

=′′

−=′

V

IV

y

y

xy

xy

xy

 

 

2. dcxbxaxy +++= 23  , 3=n  

.6

26

23 2

ay

baxy

cbxaxy

=′′′

+=′′

++=′

 

 

3. 52 423 xxy +−=  , 10=n  

( ) ( ) ( ) 0

0

480

480

240

804

204

1087

2

3

4

===

=

=

=

=′′′

+−=′′

+−=′

yyy

y

y

xy

xy

xy

xxy

VI

V

IV  

 

4. 23 xy −=  , 2=n  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) 22

2
3

222
1

2

2
3

22
1

2''

2
1

2

33

3
33

2.3
2

1
.1.3

2.3
2

1

xx
xxx

xxxxy

xxy

−−

−
=−−−−=

−−
−

−−−=

−−=′

−−

−−

−
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5. 
1

1

−
=

x
y  , 4=n  

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )58

3

46

2

34

2

1

24

1

14.6

1

6

1

13.2

1

2

1

12

1

1

−
=

−

−
=

−

−
=

−

−−
=′′′

−
=

−

−
=′′

−

−
=′

xx

x
y

xx

x
y

xx

x
y

x
y

IV

 

 

6. 12 += xey  , 3=n  

12

1212

12

8

42.2

2.

+

++

+

=′′′

==′′

=′

x

xx

x

ey

eey

ey

 

 

7. x

x
e

e
y

−==
1

, 4=n  

x

xIV

x

x

x

e
ey

ey

ey

ey

1
==

−=′′′

=′′

−=′

−

−

−

−

 

 

8. xy 2ln= ,   2=n  

2

1

2

2

x
y

x
y

−
=′′

=′

 

 

9. axseny = ,  7=n  
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axay

axsenay

axay

axsenay

axay

axsenay

axay

VII

VI

V

IV

cos

cos

cos

cos

7

6

5

4

3

2

−=

−=

=

=

−=′′′

−=′′

=′

 

 

10. 
2

cos2
x

y −= ,  5=n  

 

216

1

2
cos

8

1

24

1
'"

2
cos

2

1
"

22

1
).

2
(2'

x
seny

x
y

x
seny

x
y

x
sen

x
seny

V

IV

=

−
=

−
=

=

=−−=

 

 

11. xtgy = ,  3=n  

xtgxx

xtgxxxtgxxy

xtgx

xtgxxy

xy

224

22

2

2

.sec4sec2

.sec.sec4.sec.sec2

.sec2

.sec.sec2

sec

+=

+=′′′

=

=′′

=′

 

 

 

12. xtgaxy = ,   2=n  

( )22

2

1

2

1

1

x

x
y

x
y

+

−
=′′

+
=′

 

 

 

13. Achar a derivada de ordem 100 das funções: 
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a) xseny =  
( )

xseny =100  

 

 

b) xy cos=  
( )

xy cos100 =  

 

 

14. Mostrar que a derivada de ordem n  da função ( )
x

xf
1

=  é dada por 
( )

.
!1

1

)(

+

−
=

n

n

n

x

n
y  

 

( )
1

58

3

446

2

34

2

!1

!44!3

33.23.2

22

1

1

+

−
=

=
+

=

−
=

−
=

−
=′′′

==′′

−
=′

=

n

n

n

IV

x

n
y

xx

x
y

xxx

x
y

xx

x
y

x
y

x
y

M

 

 

 

15. Mostrar que a derivada de ordem n  da função ( ) axexf =  é dada por .)( axnn eay =  

axnn

ax

ax

ax

ax

eay

eay

eay

eay

ey

=

=′′′

=′′

=′

=

M

3

2

 

 

 

16. Sejam ( )xf  e ( )xg  funções deriváveis ate 3ª ordem. Mostrar que: 

 

a) ( ) .2 ' gfgffggf ′′+′+′′=
″
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( )

( )
gfgffg

gffgfggfgf

fggfgf

′′+′′+′′=

′′+′′+′′+′′=
″

′+′=
′

2

 

 

b) ( ) .33 ''''''
gfgfgffggf +′′′+′′′+′′′=  

( ) ( )

.33

22

2

'''

'''

gfgfgffg

fggffggfgffg

fggffggfgffggf

+′′′+′′′+′′′=

′′′+′′′+′′′+′′′+′′′+′′′=

′′′+′′′+′′′+′′′+′′′+′′′=

 

 

 

17. Mostrar que ( )α+= wtAx cos , onde A , w  e α  são constantes, satisfaz a equação 

02
..

=+ xx ω , sendo 
2

2..

dt

xd
x = . 

 

Temos: 

( )α+= wtAx cos  

( )

( )α

α

+−=

+−=

wtwAx

wwtsenAx

cos

.

2
..

.

 

 

Substituindo na equação: 

( ) ( ) 0coscos 22 ≡+++− αα wtAwwtwA
 

 

 

18. Calcular 
dx

dy
y =′  das seguintes funções definidas implicitamente. 

 

a) 333 ayx =+  

2

2

2

2
22

3

3
033

y

x

y

x
yyyx

−
=

−
=′∴=′+  

 

 

b) 0223 =++ yyxx  

( )

yx

xyx
y

xyxyxy

yyyxxyx

2

23

232

0223

2

2

22

22

+

−−
=′

−−=+′

=′+′++
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c) ayx =+  

x

y
y

x

y
y

xy

y

y
yx

−=′

−=′

−=
′

=′+

2

2

2

1

2

0.
2

1

2

1

 

 

d) 
yx

yx
y

+

−
=3  

( )

143

1

1143

143

32

3

332

323

43

++

−
=′

−=′++

′−=′+′+

−=+

yxy

y
y

yyyxy

yyyyyxy

yxyxy

 

 

 

e) ( ) byxa =+2cos  

( ) ( ) [ ]
( ) ( )

( ) ( )

1

cos2

cos2

0'1..cos2 2

−=′

++

++−
=′

=+++−

y

yxsenyxa

yxsenyxa
y

yyxsenyxa

 

 

f) yxytg =  

[ ]

.
sec

sec

sec

2

2

2

xy

y
y

yxyy

yyxyy

−
=′

=−′

+′=′

 

 

g) yxe y +=  
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[ ]

.
1

1

11

1.

−
=′

=−′

′+=′

y

y

y

e
y

ey

yye

 

 

 

19. Determinar as retas tangente e normal à circunferência de centro ( )0,2  e raio 2  nos 

pontos de abscissa 1. 

 

Temos a circunferência dada: 

( ) ( )

04

444

402

22

22

22

=+−

=++−

=−+−

yxx

yxx

yx

  

 

Derivando, temos: 

y

x
y

y

x
y

xyy

yyx

−
=′

−
=′

−=′

=′+−

2

2

24

242

0242

 

No ponto ( )3,1 , temos: 

 

Declividade da reta tangente: 

 

( )
3

1

3

12
1 =

−
=m  

 

Equação da reta tangente: 

( )

( )1
3

1
3

11

−=−

−=−

xy

xxmyy

 

 

023

133

=+−

−=−

yx

xy
 

 

Declividade da reta normal: 

3−=nm   



 285 

Equação da reta normal: 

( )

0323

133

=−+

−−=−

yx

xy
  

 

No ponto ( )3,1 − , temos: 

 

Declividade da reta tangente: 

3

1

3

12
)1(

−
=

−

−
=m  

 

Equação da reta tangente: 

( )

( )

023

133

1
3

1
3

11

=++

+−=+

−
−

=+

−=−

yx

xy

xy

xxmyy

 

 

Declividade da reta normal: 

3=nm   

Equação da reta normal: 

( )

0323

133

=−−

−=+

yx

xy
 

 

20. Demonstrar que a reta tangente à elipse  1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
 no ponto ( )00 , yx  tem a equação 

.1
2

0

2

0 =+
b

yy

a

xx
 

Temos: 

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
 

Derivando implicitamente: 

ya

xb

y

b

a

x
y

a

x

b

yy

b

yy

a

x

2

22

2

22

22

2
.

2

22

0
22

−
=

−
=′

−
=

′

=
′

+
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( )0

0

2

2

0 . xm
y

b

a

x
=−  

 

 

( )

( )0

0

2

2

0
0

11

xx
ya

bx
yy

xxmyy

−−=−

−=−

 

 

( )
2

0

2

0

22

0

2

0

2

00

22

0

2

0

2

xbxxbyayya

xxxbyayya

+−=−

−−=−
 

 

1
2

0

2

0

2

2

0

2

2

0

2

0

2

0

22

2

0

2

22

2

0

2

22

0

2

22

0

2

=+

+=+

+=+

b

yy

a

xx

b

y

a

x

a

xx

b

yy

ba

ya

ba

xb

ba

xxb

ba

yya

 

 

 

21. ���� Em que pontos a reta tangente á curva 32 2xy =  é perpendicular a reta 

0134 =+− yx ? 

Temos: 
32 2xy =  

262 xyy =′  

y

x

y

x
y

22 3

2

6
==′  

 

Obtendo a declividade da reta dada para encontrar a declividade da reta perpendicular: 

xy

xy

xy

yx

3

4

3

1

413

413

0134

+=

+=

−−=−

=+−

 

( ) ( )
4

3

3

4
11

−
=⇒= xmxm p  
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=

−=
−

=∴−=

3

1

2

1

2

1

2

1
1

1

2

1

2

4
3

12

4

33

xy

x
x

y
y

x

 

 

( ) 3

1

4

1

3

1

22

1 21624 xxxx =∴=−  

 

( )

0

0216

0216

1

1

3

1

3

1

4

1

=

=−

=−

x

xx

xx

 

Ou, 

8
1

16
2

216

1

1

==

=

x

x
 

 

No pontos ( )0,0  não existe reta tangente. Temos então somente 






 −

16

1
,

8

1
. 

 A figura que segue mostra graficamente o resultado obtido. 

x

y

1/8

-1/16

32 2xy =

0134 =+− yx

 
 

 

22. ���� Mostre que as curvas cujas equações são 532 22 =+ yx  e 32 xy =  interceptam-se 

no ponto ( )1,1  e que suas tangentes nesse ponto são perpendiculares 

 

 Verificando a intersecção: 
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=

=+

32

22 532

xy

yx
 

 

O ponto ( )1,1  pertence ao gráfico das duas curvas, pois: 

51.31.2 22 =+  e   32 11 = . 

 

 

Analisando as tangentes: 

 

532 22 =+ yx     32 xy =  

 

064 =′+ yyx     232 xyy =′  

 

y

x

y

x
y

3

2

6

4
−=

−
=′    

y

x
y

2

3 2

=′  

 

( ) 3

2
1,1

−
=′y     

( ) 2

3
1,1

=′y  

 Assim as retas  

( )1
3

2
1 −

−
=− xy   e ( )1

2

3
1 −=− xy  

são perpendiculares. 

 

 A Figura que segue mostra os resultados obtidos graficamente. 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y
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23. Calcular a derivada 
dx

dy
y =′  das seguintes funções definidas na forma paramétrica. Para 

quais valores de yt ′,  está definida? 

 

a) 






+∞∈=

=

),0(,3

2

tty

tx
 

2

3

2

3

)(

)( 2
t

t

t

tx

ty

dx

dy
==

′

′
=  para .0>t  

 

 

b) 














∈=

=

2
,0,2

2cos

π
ttseny

tx

 

tg
tsen

t

tx

ty

dx

dy
2cot

22

2cos2

)(

)(
−=

−
=

′

′
=  com 








∈

2
,0
π

t . 

 

 

c) 
[ ]




∈=

=

ππ 2,,4

cos3

ttseny

tx
 

gt
sent

t

tx

ty

dx

dy
cot3/4

3

cos4

)(

)(
−=

−
=

′

′
=  para ( )ππ 2,∈t . 

 

d) 















 −
∈=

=

0,
2

,

cos

3

3

π
ttseny

tx

 

 

ttg
sentt

ttsen

tx

ty

dx

dy
−=

⋅−

⋅
=

′

′
=

2

2

cos3

cos3

)(

)(
 com 







 −
∈ 0,

2

π
t . 

 

e) 




+∞<<∞−+=

−=

tty

tx

,5

12

3
 

 

2

3

)(

)( 2
t

tx

ty

dx

dy
=

′

′
=  para +∞<<∞− t . 

 

f) 






∈=

=

],0[,8

cos8

3

3

πttseny

tx
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ttg
sentt

ttsen

tx

ty

dx

dy
−=

⋅−

⋅
=

′

′
=

2

2

cos24

cos24

)(

)(
 para ),2/()2/,0( πππ ∪∈t .. 

 

 

24. ���� Determinar a equação da reta tangente à elipse  

[ ]



∈=

=

π2,0,3

cos2

tsenty

tx
 

no ponto .
2

23
,2 










P  

No ponto .
2

23
,2 










P  temos que  









==

==

2

23
3

2cos2

senty

tx

 

ou  









=

=

2

2

2/2cos

sent

t

 

Assim, temos que 
4

π
=t . 

Calculando a declividade: 

 

sent

t

tx

ty

dx

dy

2

cos3

)(

)(

−
=

′

′
=  

Considerando 
4

π
=t  temos .

2

3

2

2
2

2

2
3

−=

×−

×

=m  

A equação da reta tangente é dada por: 

.02632

)2(
2

3

2

23

=−+

−−=−

xy

xy
 

 

A figura que segue mostra os resultados obtidos. 
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-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 
 

 

25. ����  Determinar as equações da reta tangente e da reta normal à astróide 







∈=

=

]2,0[,

cos

3

3

πttseny

tx
 

no ponto 








 −

8

33
,

8

1
P . 

 

Calculando a declividade da reta tangente: 

tgt
sentt

ttsen

tx

ty

dx

dy
−=

−
=

′

′
=

2

2

cos3

cos3

)(

)(
 

O ponto P corresponde a 
3

2π
=t  . Portanto, 3

3

2
=−=

π
tgm . 

A equação da reta tangente no ponto P é dada por: 

.03232

8

1
3

8

33

=+−









+=−

yx

xy
 

A declividade da reta normal é dada por 
3

3
−=nm . 

A equação da reta normal no ponto P é dada por: 
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.013

8

1

3

3

8

33

=−+









+−=−

yx

xy
 

 

A Figura que segue apresenta a solução gráfica do exercício. 

-1 1

-1

1

x

y

 
 

 

26. Encontrar dyy −∆  das funções dadas 

 

a) 13 2 +−= xxy  

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) xxxx

xxxxxxxx

xxxxxx

xfxxfy

∆−∆+∆=

+−∆−−∆+∆+=

−+−+∆+−∆+=

−∆+=∆

2

222

22

36

3363

1313
 

 

( ) xxxxx

xydy

∆−∆=∆−=

∆′=

616

.
 

 

( )

( )2

2

3

636

x

xxxxxxxdyy

∆=

∆+∆−∆−∆+∆=−∆
 

 

b) xy 2=  
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( ) ( )

xxx

xfxxfy

22 −∆+=

−∆+=∆
 

 

x
x

xydy

∆=

∆′=

.
2

1
.2

.

 

 

( )

( )









−

+∆+
∆=

∆
−

+∆+

∆
=

∆
−

+∆+

−∆+
=

∆
−−∆+=−∆

xxxx
x

x

x

xxx

x

x

x

xxx

xxx

x

x
xxxdyy

12

22

22

 

 

c) 
12

1

−

+
=

x

x
y  

 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )12122

3

12122

222

12122

1221112

12

1

12

1

−−∆+

∆−
=

−−∆+

∆−∆−∆−∆
=

−−∆+

−∆++−+∆+−
=

−

+
−

−∆+

+∆+
=

−∆+=∆

xxx

x

xxx

xxxxxx

xxx

xxxxxx

x

x

xx

xx

xfxxfy

 

 

( ) ( )
( )

( )

( )
x

x

x
x

xx

x
x

xx
xydy

∆
−

−
=

∆
−

−−−
=

∆
−

+−−
=∆′=

.
12

3

12

2212

12

2.11.12
.

2

2

2

 

 

( ) ( ) ( )2
12

3

12122

3

−

∆
+

−−∆+

∆−
=−∆

x

x

xxx

x
dyy  

 

 

27. Encontrar y∆  e dy  para os valores dados 
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a) 
22

1

x
y = ; 001,0=∆x ; 1=x  

 

( )

( )

( )
000998,0

1.2

1

001,012

1

2

1

001,02

1

2

1

2

1

22

22

22

−=

−
+

=

−
+

=

−
∆+

=∆

xx

xxx
y

 

 

001,0
1

001,01
3

−=
−

=∆
−

= x
x

dy  

 

 

b) xxy 65 2 −= ; 02,0=∆x ; 0=x  

 

( ) ( )

( )

( ) xxxxy

xxxxxxxxy

xxxxxxy

∆−∆+∆=∆

+−∆−−∆+∆+=∆

+−∆+−∆+=∆

6510

65665105

6565

2

222

22

 

 

( )

( ) ( )

( ) 018,0002,012,002,002,0.6

02,0502,0.610

02,0.602,0502,0..10

2

2

2

−=+−=+−=

+−=

−+=∆

x

xy

 

 

( ) ( )

12,002,0.6

02,0.610610

−=−=

−=∆−= xxxdy
 

 

 

c) 
1

12

−

+
=

x

x
y ; 1,0=∆x ; 1−=x . 
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( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )11

3

11

122212222

11

1211221

1

12

1

12

22

−−∆+

∆−
=

−−∆+

++∆−∆−−−−∆−−+∆+
=

−−∆+

+−∆+−+∆+−
=

−

+
−

−∆+

+∆+
=∆

xxx

x

xxx

xxxxxxxxxxxx

xxx

xxxxxx

x

x

xx

xx
y

 

 

( ) ( )
078,0

1111,01

1,0.3
−=

−−−+−

−
=∆y  

 

 

( ) ( )
( )

( )

( )
x

x

x
x

xx

x
x

xx
dy

∆
−

−

∆
−

−−−
=

∆
−

+−−
=

2

2

2

1

3

1

1222

1

1.122.1

 

 

( )
.075,0

4

3,0

11

1,0.3
2

−=
−

=
−−

−
=dy  

 

 

28. Calcule um valor aproximado para as seguintes raízes, usando diferenciais. 

 

a) 50  

 

14950 +=  

 

xy = , 1  ,49 =∆= xx  

 

14

1

7.2

1

1.
492

1

.
2

1

==

=

∆=

dy

x
x

dy

  xxyy ∆+=∆+  
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dyxfxxf

dyyxfxxf

+≅∆+

≅∆=−∆+

)()(

)()(
 

.071,07
14

1
750

14

1
4950

+≅+≅

+≅

 

 

 

 

b) 3 5,63  

 
3 xy = , 5,0  ,64 −=∆= xx  

 

010416,0
48

5,0

16.3

5,0

643

5,0

3

3

1

3 2

3 2

3
2

−=
−

=
−

=
−

=

∆
=

∆=
−

x

x

xxdy

 

 

dyxfxxf

dyyxfxxf

+≅∆+

≅∆=−∆+

)()(

)()(
 

9895,3104,04645,63 33 =−=+≅ dy  

 

 

c) 4 13  

 
4 xy = , 3  ,16 −=∆= xx        

 

09375,0
32

3

164

3

4

4

1

4 3

4 3

4
3

−=
−

=
−

=

∆
=

∆=
−

x

x

xxdy

 

 

  

dyxfxxf

dyyxfxxf

+≅∆+

≅∆=−∆+

)()(

)()(
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( ) .906,109375,0209375,01613 44 ≅−≅−+≅  

 

 

29. Calcular a diferencial das seguintes funções 

 

a) ( )xxy 43ln 2 −=  

dx
xx

x
dy .

43

46
2 −

−
=  

 

 

b) 
x

e

x
y

1+
=  

( )

dx
e

x

dx
e

exee

dx
e

exe
dy

x

x

xxx

x

xx

.

.

.
11.

2

2

−
=

−−
=

+−
=

 

 

 

c) ( )65 2 += xseny  

( )dxxxdy 65cos10 2 +=  

 

 

30. A área s  de um quadrado de lado x  é dada por 2
xS = . Achar o acréscimo e a 

diferencial desta função e determinar o valor geométrico desta última. 

 
2

xS =  

 

 Calculando o acréscimo: 

( )

( )

( )2

222

22

2

2

xxxs

xxxxxs

xxxs

∆+∆=∆

−∆+∆+=∆

−∆+=∆

  

 

 Calculando a diferencial: 

xxds ∆= 2  

 

 A Figura que segue mostra a interpretação geométrica. 
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31. Dar a interpretação geométrica do acréscimo e da diferencial da função 2
xs π= (área do 

círculo). 

 

xxds ∆= .2π  

 

( )

( ) ( )2222

22

22 xxxxxxxx

xxxs

∆+∆=−∆+∆+=

−∆+=∆

ππππππ

ππ
 

 As figuras que seguem mostram uma interpretação geométrica da diferencial e do 

acréscimo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

32. Uma caixa em forma de cubo deve ter um revestimento externo com espessura de 

cm4/1 . Se o lado da caixa é de m2 , usando diferencial, encontrar a quantidade de 

revestimento necessária. 

 

Volume do cubo: 
3

xV =  

Diferencial da função no ponto cmx 200=  para uma espessura de ¼ cm ou seja 

.25,0 cmx =∆ . 

.30000

25,0.40000.3

25,0.200.3

.3

3

3

2

2

cm

cm

xxdV

=

=

=

∆=

 

 

 

x x∆  

x 

x∆  2)( x∆  

xπ2  

x∆  
x 

x∆  



 299 

33. Um material está sendo escoado de um recipiente, formando uma pilha cônica cuja 

altura é sempre igual ao raio da base. Se em dado instante o raio é ½ cm, use diferenciais 

para obter a variação do raio que origina um aumento de 32 cm  no volume da pilha. 

 

cmrh 12==  

33

32
rhr

V
ππ

==  

rrr
r

dV ∆=∆= .
3

3 2
2

π
π

 

Aplicando os dados: 

r

r

∆=

∆=

.144.2

.12.2 2

π

π
 

0044209,0
389,452

2

144.

2
===∆

π
r  

 

 

34. Use diferenciais para obter o aumento aproximado do volume da esfera quando o raio 

varia de 3 cm a 3,1 cm. 

 

3

2

2

3

309733,11

6,3

1,0.3.
3

4

3.
3

4

3

4

cm

dV

drrdV

rV

≅

×=

=

=

=

π

π

π

π

 

 

 

35. Um terreno, em desapropriação para reforma agrária tem a forma de um quadrado. 

Estima-se que cada um de seus lados mede m1200 , com um erro máximo de m10 . 

Usando diferencial, determine o possível erro no calculo da área do terreno. 

( )
( )

24000

10.2400

10.1200.2

2

2

±=

±=

±=

∆=

=

dA

dA

xxdA

xA
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36. Um pintor é contratado para pintar ambos os lados de 50 placas quadradas com 40 cm 

de lados. Depois de receber as placas verificou que os lados das placas tinham cm
2

1
 a 

mais. Usando diferencial encontre o aumento aproximado da porcentagem de tinta a ser 

usada. 

 

xxdA

xA

∆=

=

2

2

 

 

Para cmx 40=  e 2405,0.40.25,0 cmdAx ==⇒=∆   

 

1 lado de 1 placa: 240 cm  

2 lados de 1 placa: 280 cm  

 

50 Placas � 240005080 cm=×  

 

1 placa � 222 160040 cmx ==  

50 placas � 200080160050 cm=×  

 

Considerando os dois lados temos 2000160 cm . 

Fazendo o percentual vem: 

xcm

cm

→

→

2

2

4000

%100000160
 

 

%.5,2
16

40

000160

1004000
==

×
=x  
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5.3 – EXERCÍCIO – pg. 191 
 

1. Numa granja experimental, constatou-se que uma ave em desenvolvimento pesa em gramas 








≤≤+

≤≤++
=

90,  t 60 ,604 4t 24,

60t0 , 4)(t
2

l
20

W(t)
2

 

onde t é medido em dias. 

(a) Qual a razão de aumento do peso da ave quando 50 t = ? 

diagramas54450

)4(2.
2

1

5050

=+=

+=
== tt

t
dt

dw

 

(b) Quanto a ave aumentará no 5lº dia? 

gramas5,54

)450(
2

1
20)451(

2

1
20

)50()51(

22

=

+−−++=

− ww

 

(c) Qual a razão de aumento do peso quando 80 t = ? 

diagramas4,24
80

=
=tdt

dw
 

 

2. Uma peça de carne foi colocada num freezer no instante 0 t = . Após t  horas, sua temperatura, 
em graus centígrados, é dada por: 

5. t0 ,
1

4
5t -30 T(t) ≤≤

+
+=

t
 

Qual a velocidade de redução de sua temperatura após 2 horas? 

2)1(

4
5

+

−
+−=

tdt

dT
 

hC

dt

dT

o

ht

...444,5

9

4
5

)12(

4
5

2
2

−=

−−=
+

−
+−=

=  
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3. A temperatura de um gás é mantida constante e sua pressão p em kgf/cm³ e volume v  em 

cm³ estão relacionadas pela igualdade c  vp = , onde c  é constante. Achar a razão de variação do 

volume em relação à pressão quando esta vale 10 kgf/cm³. 

33

2

10

2

10010
cmkgfcm

cc

dp

dv

p

c

dp

dv

p

c
vcvp

p

−
=

−
=

−
=

=⇒=

=

 

 

4. Uma piscina está sendo drenada para limpeza. Se o seu volume de água inicial era de 90.000 

litros e depois de um tempo de t  horas este volume diminuiu 2 t2500  litros, determinar: 

(a) tempo necessário para o esvaziamento da piscina; 

Seja )(tv o volume de água no instante t. 

0)(

250090000)( 2

=

−=

tv

ttv
 

horastt

t

6
5

30

25

900

2500

90000

900002500

2

2

===⇒=

=

 

 

(b) taxa média de escoamento no intervalo 2,5]; [  

22500)( ttf =  

horal

ff

t

tfttf

1750
3

52500

3

1000062500

3

2.25005.2500

3

)1()5()()(

22

==

−
=

−
=

−
=

∆

−∆+

 

 

(c) taxa de escoamento depois de 2 horas do início do processo. 
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horasl
dt

df

tt
dt

df

ht

10000

50002.2500

2

=

==

=

 

 

5. Um apartamento está alugado por R$ 4.500,00. Este aluguel sofrerá um reajuste anual de R$ 
1.550,00. 

(a) Expresse a função com a qual podemos calcular a taxa de variação do aluguel, em t  
anos. 

ttf 00,550.100,4500)( += . 

 

(b) Calcule a taxa de variação do aluguel após 4 anos. 

00,550.1)(
4

=′
=t

tf . 

 

(c) Qual a porcentagem de variação do aluguel depois de 1 ano do primeiro reajuste?  

xtf

tf

→′

→

)(

100)(
 

%6,25

00,6050

00,155000

00,155000,4500

00,1550.100

)(

)(.100

=

=
+

=

′
=

x

x

tf

tf
x

 

 

(d) Que acontecerá à porcentagem de variação depois de alguns anos? 

Tenderá para zero, pois: 

0
)(

)(.100
lim =

′
=

∞→ tf

tf

t
. 

 

6. Numa pequena comunidade obteve-se uma estimativa que daqui a t  anos a população será 

de milhares
1t

5
- 20 (t) p

+
= . 

(a) Daqui a 18 meses, qual será a taxa de variação da população desta comunidade? 
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( )2
1

5
)(

1

5
20)(

+

+
=′

+
−=

t
tp

t
tp

 

 anopessoas de milhares8,0
25

4
.5

2

5

5

1
2

3

5

2

3
22

==

=









=









+

+
=








′p

  

 

(b) Qual será a variação real sofrida durante o 18º mês? 

pessoas de milhares068965,0

29

2

29

6058

1
12

17

5
20

1
2

3

5
20

12

17

12

18

=

=
+−

=



















+

−−



















+

−=









−







pp

 

 

7. Seja r  a raiz cúbica de um número real x . Encontre a taxa de variação de r  em relação a x  
quando x  for igual a 8. 

3

2

3

1

3

3

1 −

=

==

x
dx

dr

xxr
 

12

1

4

1
.

3

1

)2(

1
.

3

1
8

3

1

3

2

3

3

2

8

==

==
−

=xdx

dr

 

 

8. Um líquido goteja em um recipiente. Após t  horas, há  t-5t 1/2  litros no recipiente. Qual a 
taxa de gotejamento de líquido no recipiente, em 1/hora, quando 16 t =  horas? 
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2

1

5)( tttf −=  

2

1

2

1
5

−

−= t
dt

df
 

horal875,4
8

39

8

140

8

1
5

4

1

2

1
5

16

1

2

1
5

4

==
−

=

−=−=−=
=tdt

df

 

 

9. Um tanque tem a forma de um cilindro circular reto de 5 m de raio de base e 10 m de altura. 

No tempo 0 t = , a água começa a fluir no tanque à razão de 25 h.m /3  Com que veloci dade o 
nível de água sobe? Quanto tempo levará para o tanque ficar cheio? 

Sejam: 

 )(tvv =  o volume de água no tanque; 

)(thh = a altura da água no instante t; 

r o raio da base. 

Temos: 

hm
dt

dv
/25 3=  

hrv
2π=  

2
r

v
h

π
=      

25.

1

25.

π

π

=

=

dv

dh

v
h

      

dt

dv

dv

dh

dt

dh
.=  

m/horas
1

25.
25.

1

π

π

=

=

dt

dh

dt

dh
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O nível da água sobe com uma velocidade de m/hora
1

π
. 

O volume do tanque é: πππ 25010.5. 22 ==hr . 

horas 250m

hora 125
3

3

x

m

↔

↔
 

Portanto, horas. 10π=x  

10. Achar a razão de variação do volume v de um cubo em relação ao comprimento de sua 
diagonal. Se a diagonal está se expandindo a uma taxa de 2 m/s, qual a razão de variação do 
volume quando a diagonal mede 3 m? 

Sejam D a diagonal do cubo e x o seu lado. Da geometria elementar obtemos xD 3=  ou 

Dx
3

1
= . Temos  

3

2

3

3

1
Dxv 








==  

segm
dt

dv

DD

dt

dD

dD

dv

dt

dv

mmm
D

D
dD

dv

D

/36
3

3.2

3

2
2.

3
.

/
3

.
33

3

3
2

3

22

23
2

2

==

===

===

=

 

 

11. Uma usina de britagem produz pó de pedra, que, ao ser depositado no solo, forma uma pilha 
cônica onde a altura é aproximadamente igual a 4/3 do raio da base. 

(a) Determinar a razão de variação do volume em relação ao raio da base. 

rh
3

4
=  ; 32

9

4

3

1
rrhv ππ ==  

3

4

3.
9

4

2

2

r

r
dr

dv

π

π

=

=

 

(b) Se o raio da base varia a uma taxa de 20 cm/s, qual a razão de variação do volume 
quando o raio mede 2 m? 
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sm
dt

dr
/20=  

scm

scm
dt

dv

r

dt

dr

dr

dv

dt

dv

r

/066,1

/6,1066666.
3

40000.80
20.

3

200.4

20.
3

4
.

3

3
2

2

2

π

ππ
π

π

=

===

==

=

 

 

12. Os lados de um triângulo eqüilátero crescem à taxa de 2,5 cm/s. 

(a) Qual é a taxa de crescimento da área desse triângulo, quando os lados tiverem 12 cm de 
comprimento? 

Sejam A a área e l o lado do triângulo. 

5,2.
2

3

.2.
4

3

4

3
como .

2

l

dt

dl
l

l
A

dt

dl

dl

dA

dt

dA

=

=

==

  

segcm

segcm
dt

dA

l

/315

/
2

330

2

5,2.312

2

2

12

=

==
=  

(b) Qual é a taxa de crescimento do perímetro, quando os lados medirem 10 cm de 
comprimento? 

Seja P o perímetro do triângulo. 

segcm

dl

dP

dt

dl

dl

dP

dt

dP

/5,7

5,2.3

.

=

=

=

    lP 3=  

 

13. Um objeto se move sobre a parábola  1 -3x  2x y 2 += de tal modo que sua abscissa varia à 

taxa de 6 unidades por minuto. Qual é a taxa de variação de sua ordenada quando o objeto 
estiver no ponto 1)- (0, ? 
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132 2 −+= xxy      min/6 u
dt

dx
=  

min/186.)30.4(

6.)34(

.

0

un
dt

dy

x

dt

dx

dx

dy

dt

dy

x

=+=

+=

=

=

 

 

14. Um trem deixa uma estação, num certo instante, e vai para a direção norte à razão de 80 
km/h. Um segundo trem deixa a mesma estação 2 horas depois e vai na direção leste à razão de 
95 km/h. Achar a taxa na qual estão se separando os dois trens 2 horas e 30 minutos depois do 
segundo trem deixar a estação. 

O instante 0=t  corresponde à saída do segundo trem. Posicionando o primeiro trem sobre o 
eixo positivo dos y e o segundo sobre o eixo positivo dos x, num instante qualquer t, suas 
posições são dadas por: 

tx

ty

95

80160

=

+=
 

A taxa na qual os dois trens estão se separando coincide com a taxa de crescimento da diagonal 
do triângulo xoy . Temos, 

horakm

dt

dD

dt

dD

dt

dy
y

dt

dx
x

dt

dD
D

yxD

/09,119

28441,431

5,51362

28441,431

288005,22562

80.36095.5,23728441,431

222

22

=

=

+
=

+=

+=

+=

 

 

15. Uma lâmpada colocada em um poste está a 4 m de altura. Se uma criança de 90 cm de altura 
caminha afastando-se da lâmpada à razão de 5 m/s, com que rapidez se alonga sua sombra? 

Sejam: 

y a distância da criança até o poste; 

x a sombra da criança. 
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Temos: 

Altura do poste = 4m; 

Altura da criança=0,9m; 

segm
dt

dy
/5= . 

Usando semelhança de triângulos, vem: 

yx

xy

x

775,0

225,0

4

=

=
+

 

Portanto, 

segm
dt

dy

dy

dx

dt

dx
/45,15.

775,0

225,0
. ≅== . 

 

16. O raio de um cone é sempre igual à metade de sua altura h . Determinar a taxa de variação da 
área da base em relação ao volume do cone. 

Sejam: 

A = área da base; 

V = volume do cone; 

h = altura do cone. 

Temos: 

dV

dr

dr

dA

dV

dA
.=  

3

2

3

2.

3

.

3

22

2

r
V

rrhr
V

rA

π

ππ

π

=

==

=

 

ππ

π

2

3
.

2

3

3

1

2

3

3/2

3/1

−









=









=

V

dV

dr

V
r
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3

2

2

3
.

2

2
−









=

ππ

π Vr

dV

dA
 

unid.vol.unid.área/ 
3

2

3

2

2

3

2

3

2

3

3
3

1

3

1

3

2

3

1

VVdV

dA

V

VV

dV

dA

ππ

π

ππ

=







=









=

















=

−

−

 

 

17. Supor que o custo total de produção de uma quantidade de um certo produto é dado pelo 
gráfico da figura que segue. 

(a) Dar o significado de )0(C . 

( )0C  corresponde a parcela de custo fixos. 

 
(b) Descrever o comportamento do custo marginal. 
O custo marginal vai diminuindo inicialmente e depois passa a aumentar. 
 
 
 

q

C(q)

 
 
 
18. O custo total )(qC  da produção de q  unidades de um produto é dado por. 

120105
2

1
)( 23 ++−= qqqqC  

(a) Qual é o custo fixo? 



 311 

O custo fixo é 120 . 
 
 
(b) Qual é o custo marginal quando o nível de produção é 20=q  unidades. 

( )

( ) ( ) 4101020.1020
2

3
20

1010
2

3

2

2

=+−=′

+−=′

C

qqqC

 

 
(c) Determinar se existem, os valores de q  tais que o custo marginal é nulo. 

6

65,1220

3.2

20.3.440020

020203

01010
2

3

2

2

±
=

−±
=

=+−

=+−

q

qq

qq

 

44,51 =q   2,12 =q  

 
 
19. A função pq 40000020 −=  representa a demanda de um produto em relação a seu preço 

p . Calcular e interpretar o valor da elasticidade da demanda ao nível de preço 4=p . 

( )

q

p

q

p

dp

dq
pqE

.400

.,

−=

=

 

 

40018

160000020

4.400000204

=

−=

−=⇒= qp

 

 

087,0

40018

4
.400

−≅

−=

E

E
 

 
Interpretação: A elasticidade é negativa e muito baixa. Isso significa que um pequeno 
aumento percentual no preço diminuirá muito pouco a demanda. 

 
 

20. A função 206,06015 yyq −+=  mede a demanda de um bem em função da renda média per 

capita denotada por y (unidade monetária), quando os outros fatores que influenciam a demanda 

são considerados constantes. 
(a) Determinar a elasticidade da demanda em relação à renda y . 
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( )

( )
206,06015

12,060

.,

yy

y
y

q

y

dy

dq
yqE

−+
−=

=

 

 
(b) Dar o valor da elasticidade da demanda, para um nível de renda 300=y . Interpretar o 

resultado. 

( )

( )

57,0

61512

300.24

40050001815

300
3660

300.06,0300.6015

300
300.12,060

2

=

=

−+
−=

−+
−=E

 

 
E  é positiva e  igual a 57,0 . Isso significa que o aumento da renda per capita aumentará a 

demanda. 
%1  de aumento na renda implicará em %57,0  de aumento na demanda. 
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5.10 – EXERCÍCIO – pg. 215 
 

 

1. ���� Em cada um dos seguintes casos, verificar se o Teorema do Valor Médio se aplica. 
Em caso afirmativo, achar um número c em b) (a, , tal que 

.
-

)(-)(
  (c)

ab

afaf
f =  

a) 3b2,;
1

(x) === a
x

f  

 A função 
x

xf
1

)( =  é contínua em ]3,2[ . 

A função 
x

xf
1

)( =  é derivável em )3,2( , pois o 
x

xfxxf

x ∆

−∆−
=

→∆

)()(
lim

0
 existe para todo x 

no intervalo ).3,2(  

Temos, 2

1
)(

x
xf

−
=′  

)(

)(1

1
.

1

1

11
1

)(

2

2

2

2

abab

ab

c

abab

ba

c

ab

ab

ba

c

ab

ab

c
cf

−

−−
=

−

−

−
=

−

−

−

=
−

−

−

=
−

=′

  

6

3.2

11

2

2

=

=

=

=

=

c

c

abc

abc

abc

 

Interpretação geométrica:  A figura que segue mostra que a reta tangente no ponto c, 
representada pela cor azul é paralela à reta secante que passa nos pontos (a, f(a)) e (b,f(b)), 
representada na cor verde. 
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-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

x

f (x)

 

 

b) .3,1;
1

)( =−== ba
x

xf  

Não se aplica o Teorema, pois a função não é contí nua em ].3,1[−  

 

c) .4,0;(x) 3 === baxf  

 A função é derivável em )4,0(  e contínua em ]4,0[ , pois  f  é do tipo polinomial. 

∃⇒  c tal que: 

3

34

3

4

04

04
33)(

33
2

33
2 ==∴

−

−
=⇒

−

−
==′ cc

ab

ab
ccf . 

Interpretação geométrica:  A figura que segue mostra que a reta tangente no ponto c, 
representada pela cor azul, é paralel a à reta secante que passa nos pontos (a, f(a)) e (b,f(b)), 
representada na cor verde. 
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

f (x)

 

 

d) .0,2;)( 3 =−== baxxf  

 A função é derivável em )0,2(−  e é contínua em ]0,2[− , pois  f  é do tipo 
polinomial.  Assim, 

.
3

32

3

2

3

4

4
2

8
3

)2(0

)2(0
3)(

2

2

33
2

−
=

−
=∴=

==

−−

−−
==′

cc

c

ccf

 

Interpretação geométrica:  A figura que segue mostra que a reta tangente no ponto c, 
representada pela cor azul, é paralel a à reta secante que passa nos pontos (a, f(a)) e (b,f(b)), 
representada na cor verde. 
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

f (x)

 

 

e) /2.b0,x;cos(x) π=== af  

 A função f  é contínua em 






2
,0
π

 e é derivável em .
2

,0 






 π
   Assim,  

.
2

2

10

0
2

0cos
2

cos
)(

π

π

π

π

senarcc

csen

csencf

=

−
=−

−

−

=−=′

 

Interpretação geométrica:  A figura que segue mostra que a reta tangente no ponto c, 
representada pela cor azul, é paralel a à reta secante que passa nos pontos (a, f(a)) e (b,f(b)), 
representada na cor verde. 
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π/2

-1

1

x

f (x)

 

 

f) .4/3,4/;)( ππ === baxtgxf  

 A função xtgxf =)(  não é contínua em 






4
3

,
4

ππ
.  Portanto, não se aplica o 

teorema. 

 

g) .4/b0, x;tg(x) π=== af  

 A função xtgxf =)(  é contínua em 






4
,0
π

 e é derivável em 








4
,0
π

.  Assim,  

.
2

sec

2
sec

4
sec

4

01
sec

0
4

0
4sec)(

22

2

π

π

ππ

π

π

arcc

c

cc

tgtg

ccf

=

=

=⇒
−

=

−

−
==′
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Interpretação geométrica:  A figura que segue mostra que a reta tangente no ponto c, 
representada pela cor azul, é paralel a à reta secante que passa nos pontos (a, f(a)) e (b,f(b)), 
representada na cor verde. 

-π/4 π/4

-1

1

x

f (x)

 

 

h) .0,1;1)( 2 =−=−= bxxxf  

 A função )(xf  é contínua em ]0,1[−  e derivável em ).0,1(−   Assim,  

( )

.
2

1
2

1
121

1

1

1

01

1

)1(0

1101

1
)(

2222

22

2

2

22

2

−
=

=∴=⇒=+

−=

−=−

−
=

−

−
⇒

−−

−−−−
=

−

−
=′

c

cccc

cc

cc

c

c

c

c
cf
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Interpretação geométrica:  A figura que segue mostra que a reta tangente no ponto c, 
representada pela cor azul, é paralel a à reta secante que passa nos pontos (a, f(a)) e (b,f(b)), 
representada na cor verde. 

-1 1

1

x

f (x)

 

 

i) 1.b -1,;x(x) 3 === af  

 A função é contínua em ]1,1[−  mas não é derivável em ).1,1(−   Assim, não se aplica 
o teorema. 

 

j) 1b -1, |;x|(x) === af  

 A função é contínua em ]1,1[− , mas não é derivável em )1,1(− , porque não é 
derivável em .0=x  

)0(

1
0

lim
0

)0()(
lim

1
0

lim
0

)0()(
lim

00

00
f

x

x

x

fxf

x

x

x

fxf

xx

xx ′∃/⇒










−=
−−

=
−

−

=
−

=
−

−

−−

++

→→

→→  

 Assim, não se aplica o Teorema. 
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2. A função 1- x (x) 2/3=f  é tal que ( ) 0  (1)  (-1) === ffxf . Por que ela não verifica o 
Teorema de Rolle no intervalo[-1,1]? 

33/1

3 23/2

3

2

3

2
)(

11)(

xxxf

xxxf

==′

−=−=

−
 

 A função f não é derivável no intervalo [-1,1] , pois não é derivável em 0. 

∞===
−

+−−
+++ →→→ 30

3 2

0

3 23 2

0

1
limlim

0

101
lim

xx

x

x

x

xxx
 

 

3. Seja 98)( 24 ++−= xxxf . Mostrar que f  satisfaz as condições do Teorema de 
Rolle no intervalo [-3,3]  e determinar os valores de )3,3(−∈c  que satisfaçam .0)( =′ cf  

 A função f  é função polinomial, portanto é contínua e derivável em qualquer 
intervalo. 

 Em particular é contínua em [-3,3]  e derivável em ).3,3(−  

)3(3

)3()3(
)(/)3,3(

−−

−−
=′−∈∃⇒

ff
cfc  

0)3()3(
097281)3(

097281)3(
=−−





=++−=−

=++−=
ff

f

f
 

0164ou  0

0164

164)('

2

3

3

=+−=

=+−

+−=

cc

cc

xxxf

 

.2,2,0 +−=⇒ c  

 A figura que segue ilustra a situação apresentada. 
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-3 -2 -1 1 2 3

5

10

15

20

25

x

f (x)

 

 

 

4. Usando o teorema do valor médio provar que: 

a) R; ,  |,-|  |sen - sen | ∈∀≤ αθαθαθ  

 Seja xsenxf =)( . f é contínua e derivável em R . 

 Considerando-se f  contínua em [ ]αθ ,  e derivável em ),(),( αθαθ ∈∃⇒ c / 

θα

θα

−

−
=′

)()(
)(

ff
cf . 

αθαθ

αθαθ

αθ

αθ

θα

θα

θα

θα

−≤−⇒≤

−=−

−

−
=

−

−
=

−

−
=

sensenc

csensen

sensen
c

sensen
c

sensen
c

1cos

cos

cos

cos

cos

 

para  
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αθ

αθ

<

∈ R,
 

Analogamente, mostra-se para αθ > . Se αθ =  é trivial. 

 

b) 0.,sen ≥≤ θθθ  

 Seja xxsenxf −=)(  . f é continua em 0],,0[ >θθ . 

 f  é derivável em 0),,0( >θθ  

)1(cos

)()0()0()(
0

)0()(
)(

),0(

−=−

′−=−

−

−
=′

∈∃⇒

csen

cfff

ff
cf

c

θθθ

θθ

θ

θ

θ

 

0)1(cos

01cos0cos

<−

<−⇒=

c

cc

θ
 

θθθθ <⇒<−⇒ sensen    0  

0)1(cos

01cos1cos0

<−

<−⇒<<

c

cc

θ
 

θθθθ <⇒<−⇒ sensen    0  

0)1(cos

01cos0cos1

<−

<−⇒<<−

c

cc

θ
 

θθθθ <⇒<−⇒ sensen    0  

Para 0=θ  temos 0=θsen . Portanto a desigualdade é satisfeita. 

 

 

5. Determinar os pontos críticos das seguintes funções, se existirem. 

a) 43xy +=   

03

3

≠=′

=′

y

y
 

 Portanto, não admite ponto crítico. 
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b) 83x- xy 2 +=  

2

3
32032

32

=∴=⇒=−

−=′

xxx

xy

 

 

c) 2x-2x2 y +=  

122022

22

=∴=⇒=−

−=′

xxx

xy
 

 

d) 4)2)(x-(x y +=  

122022

22

−=∴−=⇒=+

+=′

xxx

xy
 

 

e) 3x-3y =  

00303

3
22

2

=∴=⇒=−

−=′

xxx

xy
 

 

f) 35x2xxy 23 +++=  

6

444

6

60164

0543

543
2

2

−±−
=

−±−
=

=++

++=′

x

xx

xxy

 

∃/⇒  no ponto crítico. 

 

g) 34 4xxy +=  
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3
4

12

124

0124

00

0)124(

0124

124

1
2

2

23

23

−=−=

−=

=+

=⇒=

=+

=+

+=′

x

x

x

xx

xx

xx

xxy

  

Pontos críticos: .3,0 −  

 

h) sen xy =  

L,3,2,1,0,
2

0cos

cos

±±±=+=

=

=′

kkx

x

xy

π
π

 

 

i)  xcos=y  

Zkkx

xsenxsen

xseny

∈=

=⇒=−

−=′

,

00

π

 

 

j)  xcos-sen x=y  

Zkkx

xsenx

xsenx

xsenxy

xsenxy

∈+=

−=

=+

+=′

−−=′

,
4

3

cos

0cos

cos

)(cos

π
π

 

 

k) xey x −=  
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0

0ln

0ln

1lnln

1

01

1

=

=

=

=

=

=−

−=′

x

ex

e

e

e

e

ey

x

x

x

x

x

x

 

 

l) 2/32 9)-(x=y  

0040
9-x3

4

9-x3

4

2.9)-(x
3

2

13 2

3 2

1/3-2

=⇒=⇒=

=′

=′

xx
x

x
y

xy

 

Além disso, nos pontos 3  e  3 32 −= xx  não existe a derivada.  

Pontos críticos: 3  e  3 ,0 321 −== xxx  

 

m) 
4

x
2 −

=
x

y  

4

4

040
)4(

4

)4(

4

)4(

24

)4(

2..)4(

2

2

2
22

2

22

2

22

22

22

2

−=

=−

=−−⇒=
−

−−

⇒
−

−−
=

−

−−
=′

−

−−
=′

x

x

x
x

x

x

x

x

xx
y

x

xxx
y

 

Não existem pontos críticos. 

 

n) |3-2x|=y  
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<+−

≥−

=

2

3
32

2

3
32

xsex

xsex

y  










<−

>

=′

2

3
2

2

3
2

xse

xse

y  

Para 
2

3
=x   a derivada não existe 

2

3
=⇒ x  é um ponto crítico. 

 

o) 




≥

<
=

0,x

0 x,x
 (x)

2
x

f  





<

<
=′

0,2

0,1
)(

xx

x
xf  

 )(xf ′  não está definida para 0=x  0=⇒ x  é ponto crítico. 

 

6. ����Determinar, algebricamente, os intervalos nos quais as funções seguintes são 
crescentes ou decrescentes.  Fazer um esboço do gráfico, comparando os resultados. 

a) 1-2x)( =xf  

02(x) >=′f para todo x . A função é  crescente ),( +∞−∞  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

f (x)

 

 



 327 

b) 5x-3(x) =f  

05(x) <−=′f , para todo x. A função  é decrescente ),( +∞−∞ . 

-2 -1 1 2

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

f (x)

 

 

c) 76x3x(x) 2 ++=f  

1
6

6

66

066

66)(

−>

−>

−>

>+

+=′

x

x

x

x

xxf

  
1

066

−<⇒

<+

x

x
 

Em )(],,1[ xf+∞−  é crescente 

Em )(],1,[ xf−−∞  é decrescente. 

-2 -1 1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

f (x)

 

 

d) 24x-2xx(x) 23 ++=f  
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2
3

2

6

4

0443

443)(

2

1

2

2

−=

==

>−+

−+=′

x

x

xx

xxxf

 

A função é crescente  em 





+∞∪−−∞ ,

3
2

]2,[ . 

A função é decrescente  em 





−

3
2

,2  é decrescente. 

-3 -2 -1 1 2 3

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

x

f (x)

 

 

e) 3)2)(x-1)(x-(x(x) +=f  

3

7

073

7-x3(x)

67x-x(x)

2

2

3

±=

=−

=′

+=

x

x

f

f

 

A função é crescente  em 








+∞∪










−∞− ,

3

7

3

7
, . 
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A função é decrescente  em 







−

3

7
,

3

7
. 

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

x

f (x)

 

 

f) sen x 
2

x
  (x) +=f  

2

1
- xcos

0 xcos 
2

1

 xcos 
2

1
  (x)

>

>+

+=′f

 







++=




















 −−
π

π
π

πππππ
nn 2

3

4
,2

3

2
,

3

4
,

3

2
,

3

2
,

3

4
LL , neste intervalo 

2

1
cos −<x  

==> decrescente 







++−=




















−
π

π
π

πππππ
nn 2

3

2
,2

3

2
,

3

8
,

3

4
,

3

2
,

3

2
LL , neste intervalo 

2

1
cos −>x  ==> 

crescente 
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-2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π

-2

-1

1

2

x

f (x)

 

 

g) xxf 2)( =  

02ln2)( >=′ xxf . A função é crescente em ),( +∞−∞ . 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

1

2

x

f (x)

 

 

h) xexf −=)(  

0)( <−=′ −xexf  . A função é decrescente em ),( +∞−∞ . 
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-2 -1 1 2 3 4

1

2

x

f (x)

 

 

i) xxexf −=)(  

x

xx

xx

xx

e

x

ee

x

exe

eexxf

−
=

+
−

=

+−=

+−=′

−−

−−

1

1

)1(.)(

 

1

1

01

0
1

<

−>−

>−

>
−

x

x

x

e

x
x

 

A função é crescente em ]1,(−∞  e em  ),1[ +∞  é decrescente. 

-2 -1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

x

f (x)
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j) 
1-x

x
  (x)

2

=f  

2

2

2

22

2

2

)1(

2

)1(

22

)1(

1.2.)1(
)(

−

−
=

−

−−
=

−

−−
=′

x

xx

x

xxx

x

xxx
xf

 

0)2(

020
)1(

2 2
2

2

>−

>−⇒>
−

−

xx

xx
x

xx

 

A função é crescente em ]0,(−∞  e ),2[ +∞ e é decrescente em ]2,1[]1,0[ ∪ . 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

f (x)

 

 

k) 
x

f
1

x(x) +=  

0)1()1(010
1

11
1)(

2
2

2

2

2

2

>+−⇒>−⇒>
−

−
=

−
+=′

xxx
x

x

x

x

x
xf

 

A função é decrescente em ]1,0[]0,1[ ∪−  e é crescente em ),1[]1,( +∞∪−−∞ . 
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-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

f (x)

 

 

l) ][0,2  ,sen  )( π∈= xxexf x  

)(cos

cos)(

xsenxe

exsenxexf

x

xx

+=

+=′
 

 A função é crescente em 





∪





π

ππ
2,

4
7

4
3

,0  e é decrescente em 






4
7

,
4

3 ππ
. 

π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-100

x

f (x)

 

 

7. Determinar os máximos e mínimos das seguintes funções, nos intervalos indicados.  

 

a) 2,2]- [ ,3 - 1  )( xxf =  

3)( −=′ xf  

x∀<− 03  ==> a função é  decrescente em [-2,2]. 
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7)2(31)2( =−−=−⇒ f  é máximo da função em ]2,2[−  e 5612.31)2( −=−=−=f  é 
mínimo da função em ]2,2[− . 

 

b) [-1,3]4,-)( 2xxf =  

xxf 2)( =′  

002 =⇒= xx  é ponto crítico. 









=−=

−=

−=−−=−

543)3(

4)0(

34)1()1(

2

2

f

f

f

 ==> 
[-1,3]em máximo é 5

[-1,3] em mínimo é 4-
 

 

c) [0,3] ,33-4)( 2xxxf +=  

xxf 63)( +−=′  

crítico ponto é 
2

1

36

063

=

=

=+−

x

x

x

  

  

2227943.33.34)3(

4

13

4

3

2

3
4

2

1
3

2

1
34

2

1

4)0(

2

2

=+−=+−=

=+−=







+







−=









=

f

f

f

 

==> 22 é máximo em ]3,0[  e 13/4 é mínimo em ]3,0[ . 

 

d) ]5,0[,)( 23 xxxf −=  

xxxf 23)( 2 −=′  

críticos pontos são  
3

2
  e  0

3)23(

0623 2

==

=−

=−

xx

xx

x
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1002512555)5(

27

4

27

128

9

4

27

8

3

2

3

2

3

2

0)0(

23

23

=−=−=

−
=

−
=−=








−








=









=

f

f

f

 

[0,5] em 
função da máximo é 100

função. da mínimo é
27

4-







 

 

e) ]2,2[,
1

)( 2 −
+

=
x

x
xf  

críticos pontos são 1 e 1

01

)1(

1

)1(

21

)1(

)2(1)1(
)(

2

22

2

22

22

22

2

−==

=−

+

−
=

+

−+
=

+

−+
=′

xx

x

x

x

x

xx

x

xxx
xf

 

( )

( )

( )
5

2

41

2
2

2

1

11

1
1

2

1

11

1
1

5

2

41

2
)2(

=
+

=

=
+

=

−
=

+

−
=−

−
=

+

−
=−

f

f

f

f

 

[-2,2] em 

função da mínimo é
2

1-

função. da máximo é
2

1










 

 

f) ]4,1[|,2|)( −= xxf  





<−

≥−
=

2,2

2,2
)(

xx

xx
xf  
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<−

>
=′

2,1

2,1
)(

x

x
xf  

)2('f  não existe ⇒  2 é ponto crítico 

( )

( ) 2244

0222

121)1(

=−=

=−=

=−=

f

f

f

 

2 é máximo e 0 é mínimo da função em ]4,1[ . 

 

g) ]2,2[,cosh)( −= xxf  

xhsenxf =′ )(  

crítico ponto é 0

0

=

=

x

xhsen
   

76219,3
2

)2(cosh)2(

76219,3
2

)2(cosh)2(

1
2

11
0cosh)0(

22

22

=
+

==

=
+

=−=−

=
+

==

−

−

ee
f

ee
f

f

 

[-2,2]em 
máximo é

2

mínimo é 1
22









+ −
ee  

 

h) ]2,2[,)( −= xtghxf  

( )2
2 4

sec)(
xx ee

xhxf
−+

==′  

( )
⇒∀>

+ −
x

ee xx
0

4
2  a função é sempre crescente. 
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máximoé tgh(2))2(

mínimo é )2()2(

22

22

22

22

−

−

−

−

+

−
==

+

−
=−=−

ee

ee
f

ee

ee
tghf

 

 

i) ]2,0[,3cos)( πxxf =  

xsenxf 33)( −=′  

críticos pontos são 2,
3

5
,

3

4
,

3

3
,

3

2
,

3
0,

033

π
πππππ

=− xsen

 

 máximo  é   -1)
3

5
f()

3

3
f( )

3
f( 

 mínimo  é 1)2f()
3

4
f()

3

2
f(0) f(

===

====

πππ

π
ππ

  

 

j) ]2,0[,cos)( 2 πxxf =  

xsenxxf cos2)( −=′  

críticos pontos são  2,
2

3
,,

2
,0

0ou   0cos

0cos2

π
π

π
π

=

==

=−

x

xsenx

xsenx

 

1)2(

0
2

3
cos

2

3

1cos)(

0
2

cos
2

10cos)0(

2

2

2

2

=

==








==

==








==

π

ππ

ππ

ππ

f

f

f

f

f

 

1 é máximo e 0 é mínimo 

 

k) 





−=

2
,0,1)( 3 π

xsenxf  
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xxsenxf cos.3)( 2=′  

críticos pontos são  
2

  e  0

0cosou  0

0cos.3 2

π
==

==

=

xx

xxsen

xxsen

 

máximo é011
22

mínimo é11010)0(

3

3

=−==








−=−=−=

ππ
senf

senf

 

 

8. Encontrar os intervalos de crescimento, decrescimento, os máximos e os mínimos 
relativos das seguintes funções. 

a) 52)( += xxf  

2)( =′ xf  

⇒> 02  a função é sempre crescente 

∃/  máximo e mínimo relativo 

 

b) 163)( 2 ++= xxxf  

66)( +=′ xxf  

1
6

6-

-66

066

−>

>

>

>+

x

x

x

x

 

edecrescent é ,-1](- Em

crescente é função a],1[ Em

∞

+∞−
 

1−=x  é ponto crítico (de mínimo) 

função da mínimo o é 2

163

1)1(6)1(3)1( 2

−=

+−=

+−+−=−f
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c) 23 8 -4  )( xxxg =  

xxxg 1621  )( 2 −=′  

0)1612(

01621 2

>−

>−

xx

xx
 

A função é crescente em 






+∞∪−∞ ,

3
4

)0,(  e decrescente em 







3

4
,0 . 

0 e 
3

4
são pontos críticos 

máximo0)0( →=f   

mínimo
9

16
.8

27
64

.4
3
4

→−=







f  

 

d) 5  6-  
2

1
 

3

 1 
 )( 23 ++= xxxxh  

)3(2)-(

6-  

6- 2 
2

1
 3

3

 1 
 )(

2

2

+=

+=

+=′

xx

xx

xxxh

 

A função é decrescente em ]2,3[−  e em ),2[]3,( +∞∪−−∞  é crescente. 

-3 é ponto de máximo 

2 é ponto de mínimo 

máximo é
2

37

6

301082754

518
2

9
)27(

3

1

5)3(6)3(
2

1
)3(

3

1
)3( 23

=
+++−

=

+−+−=

+−−−+−=−h
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mínimo é
3

7

5122
3

8

52.64
2

1
8

3

1
)2(

−
=

+−+=

+−+=h

 

 

e) 
1t

1-t
)(

+
=tf , 1−≠t  

mínimo nem máximo crescente. sempre é funçãoA  . 0   
)1(

2

)1(

11

)1(

1)1(1)1(
)(

2

2

2

∃/>
+

=

+

+−+
=

+

−−+
=′

t

t

tt

t

tt
tf

 

 

f) 
t

ttf
1

)( += , 0≠t  

2

2

2

11
1)(

t

t

t
tf

−
=

−
+=′  

0)1()1(

01

0
1

2

2

2

>+−

>−

>
−

tt

t

t

t

 

A função é decrescente em ]1,0()0,1[ ∪−  , e é crescente em )1[]1,( ∞+∪−−∞ . 

-1 é ponto de máximo 

1 é ponto de mínimo. 

relativo mínimoé211)1(

relativo máximoé211
1

1
1)1(

=+=

−=−−=
−

+−=−

f

f
 

 

g) xxexg =)(  
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xx eexxg +=′ )(  

1

01

0)1(

−>

>+

>+=+

x

x

xeeex xxx

 

Em ),1[ +∞− a função é crescente e em ]1,( −−∞  é decrescente 

-1 é ponto de mínimo 

e
eeg

1
)1()1( 11 −=−=−=− −−  é mínimo. 

 

h) 
x

xh
1

)( =  

)(xh  é definida para 0>x . 

0,0
2

1

2

1

2

1
1

)(

2/1

>∀<
−

=

−

=

−

=′

−

x
xx

x

x

x

x

xh

 

A função é decrescente em ( )+∞,0 . ∃/  máximo ou mínimo. 

   

 

i) |6-2|)( xxf =  










>−

≤−

=

3

1
26

3

1
62

)(

xsex

xsex

xf  










>

<−

=

3

1
6

3

1
6

)('

xse

xse

xf  
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A função é crescente em 






+∞,

3
1

e é decrescente em 






∞−

3
1

, . 

3

1
=x  é ponto  crítico 

0
3
1

=







f  é mínimo da função. 

 

j) 




>

≤+
=

-22,-

-24,x
)g(

2
xx

x
x  





>

<
=′

-2,2

-21,
)(g

xx

x
x  

0)0(' =g  e )2(' −g não existe. Portanto, -2 e 0 são pontos críticos.  

A função é crescente em  ),0[]2,( +∞∪−−∞ e decrescente em ]0,2[− . 

mínimo é -2(0)

máximo é2)2(

=

=−

f

f
 

 

k) 




≤+

>−
=

0,34

0,43
 h(t) 

tt

tt
 





<

>−
=′

0,4

0,4
)(

t

t
th  

)0('h  não existe. Portanto, 0=t é ponto crítico. 

Em ( ]0,∞−  a função é crescente e em [ )+∞,0  é decrescente. 

0=t  é ponto de máximo 

3)0( =h  é máximo da  função. 

 

1) 




−≥

<+
=

1,-1

-1,1 
)(

2
xx

xx
xf  





−>−

−<
=′

1,2

1,1
)(

xx

x
xf  
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Pontos críticos: 1−=x  e 0=x . 

A função é crescente em ( ]0,∞−  e é decrescente em [ )+∞,0 . 

0=x  é ponto de máximo 

1−=x  não é um extremo 

101)0( 2 =−=f  é máximo da função. 

 

m) 










−>−+−

−≤<−−

−≤

=

1,)2(91

12,)1(5

2,3) - (  -10

)(
2

2

xx

xx

xx

xg  










−>−+−

−<<−

−<+−=−−

=′

1,)2(91

12,5

2,62)3(2

)(
2

xx

x

xxx

xg  

3

03

0)3(2

0)3(2

<

<−

<−

>−−

x

x

x

x

  0
)2(91

2
2

>
−+−

−

x

x
  

2

02

<

<−

x

x
 

Em ( ]2,+∞−  a função é crescente e em [ )+∞,2  é decrescente. 

2=x  é ponto de máximo. 

91)22(91)2(
2

−=−+−=g  é máximo. 

 

 

9. ���� Encontrar os pontos de máximo e mínimo relativos das seguintes funções, se 
existirem.  Fazer um esboço do gráfico e comparar os resultados. 

a) 36-7)( 2 += xxxf  
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crítico ponto é
7

3
14

6

614

0614

614)(

=

=

=

=−

−=′

x

x

x

x

xxf

 

relativo mínimo de ponto é 
7

3
014

7

3

14)(

=⇒>=







′′

=′′

xf

xf

 

-1 1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

f (x)

 

 

b) 2-4)g( xxx =  

2

24

024

24)(

=

=

=−

−=′

x

x

x

xxg

 

2)( −=′′ xg  

202)2( =⇒<−=′′ xg  é ponto de máximo relativo. 
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-1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

g(x)

 

 

c) 97-3
3

1
)( 23 ++= xxxxh  

7-63
3

1
)( 2

xxxh +=′  

2

28366
0762 +±−

=⇒=−+ xxx  

críticos pontos são 7 e 1
2

86

2

646

21 −==

±−
=

±−
=

xx

x
 

mínimo de ponto é 10862)1(

62)(

⇒>=+=′′

+=′′

h

xxh
 

máximo de ponto é7086146)7(2)7( −⇒<−=+−=+−=−′′h . 

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

20

40

60

80

x

h(x)
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d) 844
3

5

4

1
)( 234 +−+−= xxxxxh  

483
3

5
4

4

1
)( 23 −+−=′ xxxxh  

0485 23 =−+− xxx  

críticos pontos são 2 e 1 == xx . 

8103)( 2 +−=′′ xxxh  

⇒>=+−=′′ 018103)1(h 1=x  é ponto de mínimo 

0

82012

81034)2(

=

+−=

+−=′′ xh

 

Nada se pode afirmar usando o teste da derivada segunda. 

Analisando a derivada primeira 

2)2)(1()(' −−= xxxh , 

temos que 1 para 0)(' >≥ xxh . Portanto, h é crescente em [ )+∞,1  e 2=x não é máximo nem 
mínimo relativo. 

  

 

                                   

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

10

x

h(x)
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e) 






≥

<
=

0,3

0,
)(

2

2

tt

tt
tf  





>

<
=

0,6

0,2
)(

tt

tt
tf  

Em ( )0,∞− , 0)(' <tf  e em ( )+∞,0 , 0)(' >tf . 

Pelo teste da derivada primeira, 0=t é ponto de mínimo. 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

t

f(t)

 

 

f) xxxf 26)( 32 −=  

2
4

24

2
3

2
6)(

3

31

31

−=

−=

−=′

−

−

x

x

xxf

 

( )

crítico ponto é 8
8

11
8

1

2

1

24

024

1

3
331

31

31

=∴=

=









=

=

=−

−

−

−

−

x
x

x

x

x

x
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máximo de ponto é 8
12

1

16

1
.

3

4

8.
3

4
)8(

3

4

3

1
4)(

34

3434

⇒

−
=

−
=

−
=′′

−
=

−
=′′

−

−−

f

xxxf

 

)0('f não existe. Portanto, 0=x  também é ponto crítico. 

Para .0)(',0 << xfx  

Para .0)(',80 ><< xfx  

Portanto, usando o teste da derivada primeira, segue que 0=x  é um ponto de mínimo. 

-2 2 4 6 8 10 12 14 16 18

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

f(x)

 

 

g) 57)2(5)( −+= xxf  

52)2(
5

7
)( −=′ xxf  
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crítico ponto é 2

02

0)2(

0)2(
5

7

52

52

=

=−

=−

=−

x

x

x

x

 

)(xf ′  é sempre ∃/⇒> 0  máximos nem mínimos. 

-1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

f(x)

 

 

h) 34)32(3)( ++= xxf  

31

31

)32(
3

8

2.)32(
3

4
)(

+=

+=′

x

xxf

 

crítico ponto é 
2

3

32032

0)32(

0)32(
3

8

31

31

−=

−=⇒=+

=+

=+

x

xx

x

x

 

Vamos usar o teste da derivada primeira. 

0)32(
3

8
)( 31 >+=′ xxf  
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2

3

32

032

032

0)32(
3

31

−>

−>

>+

>+

>+

x

x

x

x

x

 

)(xf  é decrescente para em 







−∞−

2

3
,  e é crescente em 








+∞,

2

3
. Logo,  

2

3
−=x  é ponto de mínimo 

-3 -2 -1 1 2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

f(x)

 

 

i) 
4

4
)( 2 +

=
x

x
xg  

22

2

22

22

22

2

)4(

164

)4(

8164

)4(

2.44)4(
)(

+

+−
=

+

−+
=

+

−+
=′

x

x

x

xx

x

xxx
xg
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críticos pontos são  2

4

164

0164

0
)4(

164

2

2

2

22

2

±=

=

=

=+−

=
+

+−

x

x

x

x

x

x

 

32

3

42

2222

)4(

968

)4(

2.)4(2.)164()8()4(
)(

+

−
=

+

++−−−+
=′′

x

xx

x

xxxxx
xg

 

20
512

128

512

19264
)2( ⇒<

−
=

−
=′′g  é ponto de máximo 

20
512

19264
)2( −⇒>

+−
=−′′g  é ponto de mínimo. 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

1

2

x

g(x)

 

 

j) 
22

1
)( 2 +−

+
=

xx

x
xh  

22

2

22

22

22

2

)22(

42

)22(

222222

)22(

)22()1(1.)22(
)(

+−

+−−
=

+−

+−+−+−
=

+−

−+−+−
=′

xx

xx

xx

xxxxx

xx

xxxx
xh
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críticos pontos são  51 e 51

042

042

0
)22(

42

21

2

2

22

2

−−=+−=

=−+

=+−−

=
+−

+−−

xx

xx

xx

xx

xx

 

( )51,510420)(' 2 +−−−∈⇔>+−−⇔> xxxxh . 

51+−⇒  é ponto de máximo e 51−−  é ponto de mínimo. 

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

1

2

x

h(x)

 

 

k) 32 )1()2()( −+= xxxf  

)2()1(2)1()2(3

)2(2)1()1(3)2()(

)1()2()(

322

322

32

+−+−+=

+−+−+=′

−+=

xxxx

xxxxxf

xxxf

 

[ ]

críticos pontos são 2,
5

4
,1

0)2(
5

4
)1(

0)8145()1(

0)2()1(2)2(3)1(

0)2()1(2)1()2(3

2

22

22

322

−=−==

=+







+−

=++−

=+−++−

=+−+−+

xxx

xxx

xxx

xxxx

xxxx

 

Vamos usar o teste da derivada primeira. 
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5

4
ou  2

0)8145(

0)1(

0)8145()1()('

2

2

22

−>−<

>++

≥−

>++−=

xx

xx

x

xxxxf

.   

Portanto, 2−=x  é ponto de máximo e 
5

4
−=x  é ponto de mínimo. 1=x  não é ponto de 

máximo nem de mínimo. 

-2 -1 1 2

-5

5

x

f(x)

 

 

 

l) .16)( 2 xxxf −=  

xxxxxf 2.16)1()16(
2

1
)( 212 −+−−=′ −  
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críticos pontos são 
5

64
,0

0)645(

0645

0464

0
162

)16(2.2

0162
162

21

2

22

2

2

==

=−

=−

=−+−

=
−

−+−

=−+
−

−

xx

xx

x

xxx

x

xxx

xx
x

x

   









∈

>−

>

5

64
,0

0564

0)('
2

x

xx

xf

 

Usando o teste da derivada primeira conclui-se que: 

máximo de ponto é 
5

64

mínimo de ponto é 0
 

5 10 15

100

200

x

f(x)

 

 

 

10. Mostrar que 
x

x
y alog

=   tem seu valor máximo em ex =  (número neperiano) para 

todos os números 1. a >  

x

x
y alog

=  
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2

2

2

log

loglog

1.loglog
1

x

x

e

x

xe

x

xe
x

x

y

a

aa

aa

=

−
=

−

=′

 

ex
x

e

x

e
a

x

e

x

x

e

a

a

=∴=

=⇒=

=

1

0log

0
log

0

2

 

máximo. de ponto é  

1a para0
log1log2log

log2log

2.loglog.

33

3

4

2
2

ex

e

e

e

e
y

x

x

e
e

y

x

x
x

e
e

x

e
x

e

x

y

aaa

ex

aa

aa

=⇒

><
−

=
−−

=′′

−−

=′′

−

−

=′′

=

 

 

11. Determinar os coeficientes a  e b  de forma que a função  .    )( 23 bxaxxf ++=  tenha 
um extremo relativo no ponto 1). (-2,   

axxxf

baxxxf

23)(

)(
2

23

+=′

++=
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3

2

23

023

0

0)23(

023

2

1

2

a
x

ax

ax

x

axx

axx

−
=

−=

=+

=

=+

=+

 

Para quaisquer valor de a  e b  0=x  é um ponto crítico. 

3

2a
x

−
=  é ponto crítico. 

axxf 26)('' +=  

36

2
26

026

aa
xax

ax

−
=

−
=⇒−=

=+

 

0a para 022
3

2
6

3

2
'' ≠≠−=+







 −
=







 −
aa

aa
f . 

Como o extremo deve estar no ponto (-2,1), segue que 32
3

2
=⇒−=

−
a

a
. 

3128)2(1 −=⇒++−=−= bbf . 

 

12. Encontrar, cba ,,  e d  tal que a função   -  2  )( 23 dcxbxaxxf ++=  tenha pontos 
críticos em 0  =x  e 1  =x . Se 0>a , qual deles é de máximo, qual é de mínimo? 

cbxaxxf

dcxbxaxxf

−+=′

+−+=

26)(

2)(
2

23

 

1

0

026

2

1

2

=

=

=−+

x

x

cbxax

 

Substituindo 0=x , vem 

00 =⇒=− cc  

Substituindo 1=x , vem 
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3

3

03

026026

b
a

ba

ba

bacba

−
=

−=

=+

=+⇒=−+

 

baf

bf

baxxf

212)1(

2)0(

212)(

+=′′

=′′

+=′′

 

Ainda podemos ter: 













=

=

=

=

-3ab

realqualquer a

0c

realqualquer d

 

aaa

aaf

aabf

6612

)3(212)1(

6)3(22)0(  :0a se Então

=−=

−+=′′

−=−==′′>

 

mínimo de ponto ée1 máximo de ponto é00 ⇒>a . 

 

13. Demonstrar que a função Rxcbxaxy ∈++= ,2 , tem máximo se, e somente se, 
0<a ; e mínimo se, e somente se, .0>a  

a

b
x

baxbaxy

cbxaxy

2

202

2

−
=

−=⇒=+=′

++=

 










−
⇒<⇔<

−
⇒>⇔>

=′′

=′′

−

 máximo de ponto é
2

002a

mínimo de ponto é
2

002
2

2

2

a

b
a

a

b
aa

ay

ay

a

b

 

 

14. Determinar os pontos de inflexão e reconhecer os intervalos onde as funções 
seguintes têm concavidade voltada para cima ou para baixo. 

a) xxxxf 65)( 23 −+−=  
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106)(

6103)( 2

+−=′′

−+−=′

xxf

xxxf
 

3

5
6

10

106

106

0106

<

<

<

−>−

>+−

x

x

x

x

x

  

baixo para côncava é função a ,
3

5
 Em

cima para côncava é função a
3

5
, Em









+∞









∞−

 

Em inflexão de ponto um temos
3

5
=x .  

















3

5
,

3

5
f  é um ponto de inflexão. 

 

b) 91012103)( 234 ++−−= xxxxxf  

246036)(

10243012)(
2

23

−−=′′

+−−=′

xxxf

xxxxf
 

2ou    3/1

0
3

1
)2(

0253

0246036
2

2

>−<

>







+−

>−−

>−−

xx

xx

xx

xx

  

 

 

( ) cima para côncava 2, 
3

1
,--

baixo para côncava2,
3

1

U +∞







∞









−

 

Em 2
3

1
21 =−= xx  temos pontos de inflexão. 

Os pontos ( ))2(,2e
3

1
,

3

1
ff 
















−−  são pontos de inflexão. 

 

c) 
4

1
)(

+
=

x
xf  
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34

22

)4(

2

)4(

)4(2
)(

)4(

1

)4(

1.10)4(
)(

+
=

+

+
=′′

+

−
=

+

−+
=′

xx

x
xf

xx

x
xf

 

0)( >′′ xf  

4

04

0)4(

0
)4(

2

3

3

−>

>+

>+

>
+

x

x

x

x

 

 A função é côncava para cima em ),4( +∞−  e côncava para baixo em )4,( −−∞ .  
Como o ponto )(4 fD∉− , a função não tem pontos de inflexão. 

 

d) xxexf 32)( −=  

xx

xxx

xxx

xx

xx

eex

eeex

eeexxf

eex

eexxf

33

333

333

33

33

1218

6618

)3(.2)6(.)3(.6)(

26

2.)3(..2)(

−−

−−−

−−−

−−

−−

−=

−−=

−+−+−−=′′

+−=

+−=′

 

3

2

18

12

1218

01218

0)1218(

01218
3

33

>∴>

>

>−

>−

>−

−

−−

xx

x

x

xe

eex

x

xx

 

Temos que: 

inflexão. de ponto o é 
3

2
,

3

2
 e inflexão de ponto um temos

3

2
 Em

baixo para côncava é 
3

2
, Em

cima para côncava é ,
3

2
 Em

















=









∞−









+∞

fx

f

f
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e) xexxf 2)( =  

( )24

2.4.

22.2..)(

2..)(

2

2

2

2

++=

++=

+++=′′

+=′

xxe

eexex

xeexeexxf

xeexxf

x

xxx

xxxx

xx

 

( )
024

024
2

2

>++

>++

xx

xxe
x

 

( )
( ) ( )

inflexão. de pontos temos22 Em

cima. para côncava é   ,22-2-,-2- Em

baixo. para côncava é 22,22 Em

±−=

+∞+∪∞

+−−−

x

f

f

 

 

f) 1
2

2
14)( 2 −−+= xxxf  

( )

( )
3

3

2/3

1

121

2)1(
2

1
.2)(

2
1

2

2
2

2

12

4
)(

+

+−−
=

−+







−=′′

−
+

=

−
+

=′

−

x

x

xxf

x
x

x
x

xf

 

0)( <′′ xf  

( )

( ) )(  todopara ocorre que o ,1.21

01.21

3

3

fDxx

x

∈+<−

<+−−
  

 Assim, a derivada de segunda ordem da função é sempre menor que zero.  Não existe 
ponto de inflexão e a função é côncava para baixo em todo o seu domínio. 

 

g) 
2

2

)3(

9
)(

−

+
=

t

t
tf  
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[ ]

3

3

22

4

2

4

22

)3(

186

)3(

18262

)3(

)9(22.)3()3(

)3(

)3(2.)9(2.)3(
)(

−

−−
=

−

−−−
=

−

+−−−
=

−

−+−−
=′

t

t

t

ttt

t

tttt

t

tttt
tf

 

4

6

23

)3(

7212

)3(

)3(3.)186()6()3(
)(

−

+
=

−

−−−−−−
=′′

t

t

t

ttt
tf

 

6

7212

07212

0
)3(

7212

0)(

4

−>

−>

>+

>
−

+

>′′

t

t

t

t

t

tf

 

Em inflexão. de ponto um temos6−=t  

A função em: 

baixo. para côncava é)6,(

cima; para côncava é),6(

−−∞

+∞−
 

 

h) [ ]π2,0,cos)( ∈= − ttetf t  

( )

0)(

2

)cos(cos)(

)cos(cos)()(

>′′

=

−−−+−=′′

−−=−−=′

−

−−

−−−

tf

tsene

ttsenesenttetf

ttseneettsenetf

t

tt

ttt

 

[ ]
[ ]ππππ

ππ

2, em baixo para côncava é )2,(0

,0 em cima para côncava é ),0(0

fttsen

fttsen

⇒∈⇒<

⇒∈⇒>
 

 ( ) inflexão de ponto é, ππ −−e . 
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i) 




≥

<−
=

1,

1,2
)(

2

xx

xxx
xf  





>

<−
=′

1,1

1,22
)(

x

xx
xf  





>

<−
=′′

1,0

1,2
)(

x

x
xf  

( )

inflexão. de pontos

intervalo neste baixo para côncava é;1,para0)(

 valores. temosnão 0)(

∃/

∞−∈<′′

>′′

fxxf

xf

 

 

j) 






>−

≤−
=

2,4

2,4
)(

2

2

xx

xx
xf  





>−

<
=′

2,2

2,2
)(

xx

xx
xf  





>−

<
=

2,2

2,2
)("

x

x
xf  

intervalo neste baixo para côncava é),2(para0)(

intervalo neste cima para côncava é)2,(para0)(

fxxf

fxxf

⇒+∞∈<′′

⇒−∞∈>′′
 

 ( ) inflexão. de ponto um é 0,2  

 

15. Seguindo as etapas apresentadas em 5.9.1. fazer um esboço do gráfico das seguintes 
funções: 

(a) 242 ++= xxy  

Etapa 1: Encontrar )( fD . 

 O domínio da função dada é o conjunto dos números reais. 

Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 
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4,35,0

22
2

84

2

8164

0240

20

21

2

−≅−≅

±−=
±−

=
−±−

=

=++⇒=

=⇒=

xx

x

xxy

yx

 

Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 

42 +=′ xy  

2284

2)2.(4)2(2

2

4

42

042

2

−=+−=

+−−=⇒=

−=

−=

=+

yx

x

x

x

 

 Em x=2 temos um ponto crítico. 

Etapa 4: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 

 A função é crescente para 2≥x  e decrescente para 2≤x . 

Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 

 Como 02 >=′′y , temos um ponto de mínimo relativo em 2=x . 

Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexão. 

 A função tem a concavidade para cima. 

Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 

 Não há assíntotas  

Etapa 8: Esboçar o gráfico 



 364 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

 

 

(b) 
6

5
2

2

3

3

23

+−+
−

= x
xx

y  

Etapa 1: Encontrar )( fD . 

 O domínio da função é o conjunto dos números reais. 

Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 

 Quando 0=x  temos que 
6

5
=y . 

 Quando 0=y  temos 0
6

5
2

2

3

3

23

=+−+
−

x
xx

.  Resolvendo esta equação obtemos 

5/2 e 1. 

Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 

23

2
2

2.3

3

3

2

2

−+−=

−+
−

=′

xx

xx
y

 

12

023

21

2

==

=−+−

xx

xx
 

Etapa 4: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 

0232 >−+− xx  

é crescente em ]2,1[  

é decrescente em ),2[]1,( +∞∪−∞  
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Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 

32 +−=′′ xy  

 Para 2=x  temos que 1−=′′y , o que nos dá um ponto de máximo em 2=x . 

 Para 1=x  temos que 1=′′y , o que nos dá um ponto de mínimo em 1=x . 

Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexão. 

2/3

32

032

<

−>−

>+−

x

x

x

 

A função é côncava para cima em .
2
3

, 







∞− . 

2/3

32

032

>

−<−

<+−

x

x

x

 

A função é côncava para baixo em 







+∞,

2
3

. 

Em 
2

3
=x  temos um ponto de inflexão 

Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 

Não temos assíntotas. 

Etapa 8: Esboçar o gráfico 

-2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y
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(c)  234 2
3

5

4

1
xxxy −+

−
=  

Etapa 1: Encontrar )( fD . 

 O domínio desta função é o conjunto dos números reais. 

Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 

 Fazendo 0=x  obtemos 0=y .  Fazendo 0=y  vamos ter a equação 

02
3

5

4

1 234 =−+
−

xxx  que ao ser resolvida obtém-se os valores: 0 e 
3

7210 ±
. 

Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 

xxxy 45 23 −+−=′  

0)45(

045

045

2

23

23

=+−

=+−

=−+−

xxx

xxx

xxx

 

Assim, 

1

4

0

3

2

1

=

=

=

x

x

x

  

são os pontos críticos. 

 

Etapa 4: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 

 Temos: 

Crescimento: )4,1()0,( ∪−∞ . 

Decrescimento: ),4()1,0( +∞∪ . 

 

Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 

4103 2 −+−=′′ xxy  

4
0

−=′′y  .  Assim, em 0=x temos um ponto de máximo. 

1244048
4

−=−+−=′′y .  Assim, em 4=x temos um ponto de máximo. 
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34103
1

=−+−=′′y .  Assim, em 1=x  temos um ponto de mínimo. 

58,0
12

7

12

24203
2

3

5

4

1
)1(

6,10326,10664)4(

0)0(

−=
−

=
−+−

=−+−=

=−+−=

=

f

f

f

 

 

Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexão. 

46,0
6

5210

8,2
6

5210

4103

2

1

2

=
−

=

=
+

=

−+−=′′

x

x

xxy

 

)8.2,46.0(04103 2 ⇒>−+− xx  concavidade para cima. 

),8.2()46.0,(04103 2 ∞+∪−∞⇒<−+− xx  concavidade para baixo. 

6,56,155,363,15)8,2(

22,032,010,0
4

0256,0
)4,0(

=−+−=

−=−+−=

f

f
 

 

Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 

 Não tem assíntotas. 

Etapa 8: Esboçar o gráfico 

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-2

2

4

6

8

10

x

y
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(d)
x

xy
2

+=   
x

x 22 +
=  

Etapa 1: Encontrar )( fD . 

 }0{)( −= IRfD . 

Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 

 Não corta os eixos. 

Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 

2

2

2

22
1

x

x

x
y

−
=

−
+=′  

2

2

020
2

2

2
2

2

±=

=

=−∴=
−

x

x

x
x

x

 

Etapa 4: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 

( ] [ )
( ) e.decrescent é função a2,2 Em

crescente. é função a,22, Em

−

+∞∪−∞−
 

Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 

3

4
"

x
y =  

 Temos em 2=x  um ponto de mínimo e em 2−=x  um ponto de máximo 

( )

( ) 8,222
2

2
22

8,22222
2

2
22

=+=+=+

−=−=−−=−−=−

f

f

 

Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexão. 

 Côncava para cima em ),0( +∞ ; 

 Côncava para baixo em )0,(−∞ . 

Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 
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∞=
+

∞=
+

→

∞→

x

x

x

x

x

x

2
lim

2
lim

2

0

2

 

 Temos que 0=x  é uma assíntota vertical. 

Etapa 8: Esboçar o gráfico 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-10

-8

-6

-4

-2

2
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(e) 
)3)(2(

13

−+

+
=

xx

x
y  

Etapa 1: Encontrar )( fD . 

 }.3,2{)( −−= IRfD  

Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 

 Fazendo 0=y  temos que 
3

1
−=x .  Fazendo 0=x  temos 

6

1
−=y . 

Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 

22

2

)3()2(

1723

−+

++
−=′

xx

xx
y  

01723 2 =++ xx , tem somente raízes complexas.  Assim não temos pontos críticos. 

Etapa 4: Determinar os pontos de crescimento e decrescimento. 

 A função é sempre decrescente. 

Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 
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 Não se têm máximos nem mínimos. 

Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexão. 

33

23

)3()2(

)115133(2

−+

−++
=′′

xx

xxx
y  

 Analisando o sinal dessa derivada vamos obter: 

Concavidade para cima: ),3()21,0;2( +∞∪− . 

Concavidade para baixo: )2,()3;21,0( −−∞∪− . 

Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 

∞=
−+

+

∞=
−+

+

=
−+

+

=
−+

+

→

−→

−∞→

∞→

)3()2(

13
lim

)3()2(

13
lim

0
)3()2(

13
lim

0
)3()2(

13
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3

2
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x
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x

xx

x

xx

x

x

x

x

x

 

 Temos duas assíntotas verticais 2−=x  e 3=x . 

 Temos uma assíntota horizontal em 0=y . 

Etapa 8: Esboçar o gráfico 
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 (f)
2

4

+
=

x
y  
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Etapa 1: Encontrar )( fD . 

 ),2()( +∞−=fD  

Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 

 Não corta o eixo dos x.  Corta o eixo dos y em 22=y . 

Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 

 
2/3)2(

2

+

−
=′

x
y .  Não temos pontos críticos. 

Etapa 4: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 

 É sempre decrescente. 

Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 

 Não têm máximos nem mínimos. 

Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexão. 

 0
)2(

3
"

2/5
>

+
=

x
y  

Não tem pontos de inflexão. A concavidade é voltada para cima. 

Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 

0
2

4
lim

2

4
lim

2

=
+

∞=
+

+∞→

−→

x

x

x

x

 

 Temos que 2−=x  é uma assíntota vertical e 0=y é uma assíntota horizontal. 

Etapa 8: Esboçar o gráfico 
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(g) 2/3xy =  

Etapa 1: Encontrar )( fD . 

 ),0[)( +∞=fD . 

Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 

 Encontra os eixos em )0,0( . 

Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 

2/1

2

3
xy =′  

0

0

0

0
2

3

2/1

2/1

=

=

=

=

x

x

x

x

 

 Em 0=x  temos um ponto crítico. 

Etapa 4: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 

0

0

0

0
2

3

2/1

2/1

>

>

>

>

x

x

x

x
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 A função é sempre crescente. 

Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 

 Não têm máximos nem mínimos. 

Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexão. 

x
xy

4

3

2

1
.

2

3 2/1 ==′′ −  

 A função é côncava para cima. 

Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 

 Não tem assíntotas. 

Etapa 8: Esboçar o gráfico 
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(h) )32ln( += xy  

Etapa 1: Encontrar )( fD . 

 ),2/3()( +∞−=fD . 

Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 

 Quando 0=x  temos que 3ln=y .  Para 0=y  temos 1−=x . 

Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 

32

2

+
=′

x
y  
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0
32

2
=

+x
.  Não temos pontos críticos. 

Etapa 4: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 

 

2

3

032

0
32
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>
+

x

x

x

 

 A função é sempre crescente. 

Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 

 Não tem máximos nem mínimos. 

Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexão. 

0
)32(

4

)32(

2.2
"

22
<

+

−
=

+

−
=

xx
y   

A função é côncava para baixo. 

Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 

−∞=+
−→

)32ln(lim
2/3

x
x

 

 Assim em 2/3−=x  temos uma assíntota vertical. 

Etapa 8: Esboçar o gráfico 
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16. Usando uma ferramenta gráfica, construir o gráfico das funções seguintes, analisando 
suas propriedades e características como apresentado em 5.9.3 

(a) )2)(3( +−= xxy  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-6

-4

-2

2

4

6

x

y

 

 

Etapa Procedimento Resultado da análise visual 

1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 

2 Domínio da função Conjunto dos reais 

3 Conjunto Imagem [-6,2;+ ∞ ) 

4 Raízes reais 3 e -2 

5 Pontos críticos e extremos 
Vértice como ponto de mínimo: 

(1/2; -6,2) 

Intervalos de crescimento ),2/1( +∞  

6 

Intervalos de decrescimento )2/1,(−∞  

Concavidade côncava para cima 

7 

Pontos de inflexão Não tem 
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Assíntotas verticais Não tem 

8 

Assíntotas horizontais Não tem 

 

 

(b)  312
2

9 23 +−−= xxxy  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7
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Etapa Procedimento Resultado da análise visual 

1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 

2 Domínio da função Conjunto dos reais 

3 Conjunto Imagem Conjunto dos reais  

4 Raízes reais aproximadamente em 0,2; 6,3 e -2,1. 

5 Pontos críticos e extremos 
Ponto de máximo em 1−=x . 

Ponto de mínimo em 4=x . 
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Intervalos de crescimento ),4()1,( +∞−−∞ e  

6 

Intervalos de decrescimento )4,1(−  

Concavidade 
côncava para cima em );5,1( +∞  e côncava para 
baixo em )5,1;(−∞ .   

7 

Ponto de inflexão Em 5,1=x  

Assíntotas verticais Não tem 

8 

Assíntotas horizontais Não tem 

 

(c) 48324 +−= xxy  

-1 1 2 3

2

4

6

8

x

y

 

Etapa Procedimento Resultado da análise visual 

1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 

2 Domínio da função Conjunto dos reais 

3 Conjunto Imagem ),0( +∞   

4 Raízes reais x=2 
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5 Pontos críticos e extremos Ponto de mínimo em 2=x . 

Intervalos de crescimento ),2( +∞  

6 

Intervalos de decrescimento )2,(−∞  

Concavidade côncava para cima em todo o seu domínio 

7 

Pontos de inflexão não tem 

Assíntotas verticais Não tem 

8 

Assíntotas horizontais Não tem 

 

 

(d) 
2

2

+
=

x

x
y  
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Etapa Procedimento Resultado da análise visual 

1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 

2 Domínio da função }2{−−IR  

3 Conjunto Imagem }2{−IR  

4 Raízes reais 0=x  

5 Pontos críticos e extremos não tem 

Intervalos de crescimento em todo o seu domínio 

6 

Intervalos de decrescimento não tem 

Concavidade 
côncava para cima em )2,( −−∞  e côncava para 
baixo em ),2( +∞− .   

7 

Pontos de inflexão não tem ponto de inflexão no seu domínio 

Assíntotas verticais 2−=x  

8 

Assíntotas horizontais 2=y  

 

 

(e) 
32

2
2 −−

=
xx

y   
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Etapa Procedimento Resultado da análise visual 

1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 

2 Domínio da função }3,1{−−IR  

3 Conjunto Imagem }0{−IR  

4 Raízes reais não tem 

5 Pontos críticos e extremos 1=x  é um ponto de máximo relativo 

Intervalos de crescimento )1,( −−∞  e )1,1(−  

6 

Intervalos de decrescimento )3,1(  e ),3( +∞  

Concavidade 
côncava para cima em )1,( −−∞ e ),3( +∞  e 
côncava para baixo em )3,1(− .   

7 

Pontos de inflexão não tem ponto de inflexão no seu domínio 

8 Assíntotas verticais 1−=x  e 3=x  
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Assíntotas horizontais 0=y  

 

(f) xy cosh=  
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Etapa Procedimento Resultado da análise visual 

1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 

2 Domínio da função IR  

3 Conjunto Imagem ),1[ +∞  

4 Raízes reais não tem 

5 Pontos críticos e extremos 0=x  é um ponto de mínimo  

Intervalos de crescimento ),0( +∞  

6 

Intervalos de decrescimento )0,(−∞  

Concavidade côncava para cima em todo o seu domínio. 

7 

Pontos de inflexão não tem ponto de inflexão. 
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Assíntotas verticais não tem. 

8 

Assíntotas horizontais não tem. 

 

(g) 
2xx

ey
−=  

-2 -1 1 2

1

x

y

 

 

Etapa Procedimento Resultado da análise visual 

1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 

2 Domínio da função IR  

3 Conjunto Imagem ( )28,1;0),0( 4/1 ≅e  

4 Raízes reais não tem 

5 Pontos críticos e extremos 2/1=x  é um ponto de máximo 

Intervalos de crescimento )2/1,(−∞  

6 

Intervalos de decrescimento ),2/1( +∞  
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Concavidade 
côncava para baixo em ( )21,1;21,0  

côncava para cima em ( ) ( )+∞∪∞− ;21,121,0;  7 

Pontos de inflexão Em -0,21 e 1,21 

Assíntotas verticais não tem. 

8 

Assíntotas horizontais 0=y . 

 

 

(h) senxxxf 2)( =  
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Etapa Procedimento Resultado da análise visual 

1 Construção do gráfico 

As figuras acima mostram o gráfico da função.  
Observar que no segundo gráfico apresentamos 
um detalhamento no intervalo ],[ ππ− , para 
fazer uma análise mais detalhada da função.  É 
importante sempre lembrar que graficamente 
temos condições de analisar somente o que está 
visualizado.  Daí a importância do 
conhecimento teórico obtido via uso de 
teoremas. 

2 Domínio da função IR  

3 Conjunto Imagem IR  
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4 Raízes reais 
Temos infinitas raízes.  Especificamente no 
intervalo ],[ ππ−  temos: ππ ==−= xexx 0, . 

5 Pontos críticos e extremos 

Temos infinitos.  Especificamente observa-se 
no intervalo ],[ ππ−  um ponto de máximo 
(denotado aqui por )bx =  entre 2/π  e π  e um 
ponto de mínimo (denotado aqui por )ax =  
entre π−  e 2/π− . 

Intervalos de crescimento 
Temos infinitos.  Especificamente em ],[ ππ−  
podemos visualizar. ),( ba . 

6 

Intervalos de decrescimento 
Temos infinitos.  Especificamente em ],[ ππ−  
podemos ter ),( aπ−  e ),( πb . 

Concavidade 

Especificamente em ],[ ππ−  temos: côncava 
para baixo em ),0( π  e côncava para cima em 

)0,( π− . 
7 

Pontos de inflexão 
Temos infinitos pontos.  Especificamente no 
intervalo ],[ ππ−  temos 0=x . 

Assíntotas verticais não tem. 

8 

Assíntotas horizontais não tem. 

 

(i) 24)( xxxf −=  
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Etapa Procedimento Resultado da análise visual 

1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 

2 Domínio da função ]2,2[−  

3 Conjunto Imagem ]2,2[−  

4 Raízes reais 20,2 ==−= xexx . 

5 Pontos críticos e extremos 
Observa-se um ponto de máximo (denotado 
aqui por )ax =  entre 0 e 2 e um ponto de 
mínimo (denotado aqui por )bx =  entre -2 e 0. 

Intervalos de crescimento ),( ba  

6 

Intervalos de decrescimento ),2( a−  e )2,(b  

Concavidade 
côncava para baixo em )2,0(  e côncava para 
cima em )0,2(− . 

7 

Pontos de inflexão 0=x . 

8 Assíntotas verticais não tem. 
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Assíntotas horizontais não tem. 

 

(j) xxxf ln)( 2=  

1 2

1

2

x

f(x)

 

Etapa Procedimento Resultado da análise visual 

1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 

2 Domínio da função ),0( +∞  

3 Conjunto Imagem 
],[ +∞−a .  O valor de a não está bem 

visualizado graficamente, mas pode ser 
encontrado analiticamente. 

4 Raízes reais 1=x . 

5 Pontos críticos e extremos 

é possível visualizar um ponto de mínimo 
(denotado aqui de bx = ) nas proximidades de 
0,5.  Observamos que este ponto pode ser 
encontrado algebricamente. 
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Intervalos de crescimento ),( +∞b  

6 

Intervalos de decrescimento ),0( b   

Concavidade 

É possível visualizar um intervalo em que a 
concavidade é para cima, mas nas proximidades 
do zero parece ter uma mudança de 
concavidade que deve ser investigada 
algebricamente. 7 

Pontos de inflexão 
Tem-se a necessidade de uma investigação 
algébrica nas proximidades do zero. 

Assíntotas verticais não tem. 

8 

Assíntotas horizontais não tem. 

 

(k) ).1ln( 2 += xy  
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x

f(x)

 

Etapa Procedimento Resultado da análise visual 

1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 
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2 Domínio da função Conjunto dos Números Reais. 

3 Conjunto Imagem ),0[ +∞  

4 Raízes reais 0=x . 

5 Pontos críticos e extremos Ponto de mínimo em 0=x . 

Intervalos de crescimento ),0( +∞  

6 

Intervalos de decrescimento )0,(−∞   

Concavidade 

É possível visualizar um intervalo em que a 
concavidade é para cima em )1,1(−  e nos 
demais pontos do domínio tem a concavidade 
para baixo.  

7 

Pontos de inflexão 
Tem-se a necessidade de uma investigação 
algébrica nas proximidades do -1 e 1 para 
confirmar a visualização da concavidade. 

Assíntotas verticais não tem. 

8 

Assíntotas horizontais não tem. 

 

 

(l) 
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1
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−
=

x
xf  



 390 

1 2 3 4

1

2

3

4

x

f(x)

 

Etapa Procedimento Resultado da análise visual 

1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 

2 Domínio da função ),2/1( +∞  

3 Conjunto Imagem ),0( +∞  

4 Raízes reais não tem 

5 Pontos críticos e extremos não tem 

Intervalos de crescimento não tem 

6 

Intervalos de decrescimento ),2/1( +∞  

Concavidade côncava para cima em seu domínio.  

7 

Pontos de inflexão não tem. 

Assíntotas verticais 2/1=x  

8 

Assíntotas horizontais 0=y . 
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5.12 – EXERCÍCIO – pg. 224 
 

1. Um fio de comprimento l  é cortado em dois pedaços. Com um deles se fará um círculo e 
com o outro um quadrado. 

a) Como devemos cortar o fio a fim de que a soma das duas áreas compreendidas 
pelas figuras seja mínima? 

22 arS += π  sendo r o raio do círculo e a o lado do quadrado. 

.
4

2
42 que temos

rl
alar

π
π

−
=⇒=+  

Assim, 
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π
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π
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π
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mínimo de ponto é0
16

8
2
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16

8
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π
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Portanto: 
π28 +

=
l

r  e 
π+

=
4

l
a . 

1º Pedaço: 
π+

=
4

4
4

l
a  
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2º Pedaço: 
π

π
π

+
=

4
2

l
r  

b) Como devemos cortar o fio a fim de que a soma das áreas compreendidas seja 
máxima? 

Como não existe ponto de máximo na função devemos fazer somente um círculo ou 
um quadrado.  Temos: 

quadradocírculo

quadrado

círuculo

AA

l
A

ll
rA

>⇒

=

===

16

22
2

22
2

π
ππ

 

Portanto, vamos usar o comprimento do fio para fazer somente um círculo de raio 

π2

l
r = . 

 

 

2. Determinar o ponto P  situado sobre o gráfico da hipérbole ,1=xy  que está mais 
próximo da origem. 

Vamos considerar um ponto ),( yxP  sobre a hipérbole e a distância d deste ponto até a 
origem.  Temos: 

x
yyxd

1
mas22 =+=  

2

4

2
2 11

x

x

x
xd

+
=+=  

Para achar o mínimo de d  podemos minimizar a função 

crítico ponto é1022

0
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0
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0

0

62

1

1

4

4

>′′

>′′

+
=′′

−
f

f

x

x
f

1±⇒  são pontos de mínimo 

Portanto )1,1(),( PyxP =  ou )1,1( −−P . 

 

 

3. Um fazendeiro tem 200 bois, cada um pesando 300 kg. Até agora ele gastou 
R$380.000,00 para criar os bois e continuará gastando R$ 2,00 por dia para manter um boi. 
Os bois aumentam de peso a uma razão de 1,5 kg por dia. Seu preço de venda, hoje, é de 
R$ 18,00 o quilo, mas o preço cai 5 centavos por dia.  Quantos dias deveria o fazendeiro 
aguardar para maximizar seu lucro? 

t400000.380Custo +=  

)05,000,18(.)5,1300(200:Venda tt −+  

)400380000()05,000,18(.)5,1300(200 tttL +−−+=  

)400380000()05,018(.)30060000( tttL +−−+=  

dias67
30

2000

200030

02000300

400155400153000

400300.)05,018()05,0()30060000(

≅=

−=−

=+−⇒=′

−−+−−=′

−−+−+=′

t

t

tL

ttL

ttL

 

⇒<−=′′ 030L é ponto de máximo. 

 Assim, temos que o fazendeiro deve esperar 67 dias para obter o lucro máximo. 

 

 

4. Achar dois números positivos cuja soma seja 70 e cujo produto seja o maior possível. 
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máximo. de ponto é3502

2
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xxxxxyf
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 Portanto .35e35 == yx  

 

5. Usando uma folha quadrada de cartolina, de lado ,a  deseja-se construir uma caixa sem 
tampa, cortando em seus cantos quadrados iguais e dobrando convenientemente a parte 
restante. Determinar o lado dos quadrados que devem ser cortados de modo que o volume 
da caixa seja o maior possível. 

máximo. de ponto é6/4
6

.248
6

mínimo de ponto é  2/04128)2/("

248"

6/ou    2/
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 Portanto: os lados dos quadrados devem medir 
6

a
 unidades de medida. 

 

 

6. Determinar as dimensões de uma lata cilíndrica, com tampa, com volume V , de forma 
que a sua área total seja mínima. 

222 rrhA ππ +=   

Temos que: 
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Portanto,  
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7. Duas indústrias A  e B  necessitam de água potável. A figura a seguir esquematiza a 
posição das indústrias, bem como a posição de um encanamento retilíneo l , já existente. 
Em que ponto do encanamento deve ser instalado um reservatório de modo que a metragem 
de cano a ser utilizada seja mínima? 
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 Precisamos ainda analisar os extremos pois .120 ≤≤ x  



 397 

41,1347,494,8)4(

16,1616,124)12(

64,14264,12)0(
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=+=

L
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L

 

 Portanto, 4=x  é o ponto de mínimo procurado. 

 

8. O custo e a receita total com a produção e comercialização e um produto são dados por: 

2006,010)(

2,2600)(

qqqR

qqC

−=

+=
 

sendo 9000 ≤≤ q . 
 
(a) Encontrar a quantidade q  que maximiza o lucro com a venda desse produto. 

( ) ( ) ( )

6008,7006,0

2,2600006,010
2

2

−+−=

−−−=

−=

qq

qqq

qCqRqL

 

 
( )

650

8,7012,0

08,7012,0

=

=

=+−=′

q

q

qqL

 

 
( ) 0012,0 <−=′′ qL   

Assim 650=q é ponto de máximo. 
 
(b) Qual o nível de produção que minimiza o lucro? 
 A figura a seguir apresenta o gráfico da função lucro ( ) .6008,7006,0 2 −+−= qqqL  
Temos que o lucro mínimo é igual a zero e ocorre no nível de produção 82≅q . 
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1600
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1900
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q

L(q)

 
 

 
(c) Qual o nível de produção correspondente ao prejuízo máximo? 
 Observando novamente a figura podemos observar que o prejuízo é de 600 para 
q=0. 

 
 

9. O gráfico da função ],[,)( 10
1

qqqFKqqC ∈+= α , sendo ,K  α  e F  constantes 

positivas, é denominado de curvas de custos a curto prazo de Cobb – Douglas. Essa curva é 
bastante utilizada para representar os custos de uma empresa com a produção de um 
produto. 

 
(a) Dar o significado da constante F . 

 Temos que F  representa o custo fixo. 
 

(b) Verificar que, quando 1>α , a curva é côncava para baixo e interpretar esse 
resultado sobre o ponto de vista da Economia. 

 Na figura a seguir apresentamos um exemplo para ,2=K  3=α  e 8=F . 
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Algebricamente podemos fazer: 
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2

1

>
−

αq  
 
 Portanto, ( ) ( )qCqC ⇒< 0''  é côncava para baixo. 
 Sob o ponto de vista da economia isso significa que o custo marginal decresce a 
medida que o nível de produção aumenta. 
 

(c) Supor ,2=K  3=α  e 8=F  e determinar se existir, o valor de q  que fornece o 
custo médio mínimo. 
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 Como 0<q  não há q  que produz custo médio mínimo. 
 
 

(d) Usando os mesmo valores de item (c), determinar o nível de produção que 
minimiza o custo marginal, no intervalo 000125125 ≤≤ q . 

 

( ) 3
2

3

2 −

=′ qqC  é o custo marginal, que vamos denotar CM. 

 

( ) ∃/=−=′ − 0
3

2
.

3

2 35
qqMC  

 
( ) 266000,0000125 =CM  

 
 Como ( )qCM  é decrescente, 000125=q . 

 

 

10. Qual é o retângulo de perímetro máximo inscrito no círculo de raio 12 cm? 

Supondo que o retângulo tenha lados x e y e o círculo raio r=12  temos: 

Perímetro yx 22 +=  

Observando o triângulo retângulo de hipotenusa igual ao diâmetro e catetos x e y temos: 
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 Substituindo esse valor na expressão do perímetro temos: 
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máximo de ponto é97,16288 ≅∴  

==> O retângulo de perímetro máximo é o quadrado de lado 288 . 

 

11. Traçar uma tangente à elipse 22 22 =+ yx  de modo que a área do triângulo que ela 
forma com os eixos coordenados positivos seja mínima. Obter as coordenadas do ponto de 
tangência e a área mínima. 

 Na figura que segue temos a visualização do problema. 
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Seja ( )11 , yx  o ponto de tangência. 

A equação da tangente é dada por: 

)( 11 xxmyy −=−  

Vamos encontrar os valores de x e y onde a reta tangente corta os eixos. 

Se 11110 xmyyxmyyx −=∴−=−⇒=  
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Área do triângulo: 
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Substituindo em A  vem: 
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Ainda temos que: 
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Como 0<′A  em 
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 Assim as coordenadas do ponto de tangência são 
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 e a área mínima: 
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 Finalmente temos a equação da tangente no ponto encontrado: 
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12. Mostrar que o volume do maior cilindro reto que pode ser inscrito num cone reto é 94  
do volume do cone. 

 A figura que segue mostra um corte vertical do cilindro inscrito no cone. 
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 Portanto, o raio do cilindro  é igual a r
3

2
, onde r  é o raio da base do cone. 

 A altura do cilindro 
3
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2
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r

r
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 Assim, 
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h 
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13. Um cone reto é cortado por um plano paralelo à sua base. A que distância da base deve 
ser feito esse corte, para que o cone reto de base na secção determinada, e de vértice no 
centro da base do cone dado, tenha volume máximo? 

 Considerando r o raio da base do cone; h a altura do cone dado; x o raio da seção e y 

a altura da seção até a base do cone dado, temos: 
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Portanto, 
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x = é ponto de máximo. 
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 Portanto, a distância deve ser igual à terça parte da altura do cone reto dado. 
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14. Determinar o ponto A  da curva xxy += 2  que se encontra mais próximo de (7, 0). 
Mostrar que a reta que passa por (7,0) e por A  é normal à curva dada em A . 

 A figura que segue ilustra este problema. 
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que é a equação da reta que passa por PA . 

Equação da reta tangente: 
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As duas retas são perpendiculares, pois as declividades multiplicadas resultam .1−  

1
3

1
3 −=

−
. 

 

 

15. Uma folha de papel contém 375 cm² de matéria impressa, com margem superior de 3,5 
cm, margem inferior de 2 cm, margem lateral direita de 2 cm e margem lateral esquerda de 
2,5 cm.  Determinar quais devem ser as dimensões da folha para que haja o máximo de 
economia de papel. 

 A Figura que segue ilustra o problema. 
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16. Uma janela tem a forma de um retângulo encimado por um semicírculo. Achar as 
dimensões de modo que o perímetro seja 3,2 m e a área a maior possível. 

 Considerando o retângulo com dimensões h e 2r sendo r o raio do semicírculo, 
temos: 
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Agora temos que: 
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 Portanto, as dimensões do retângulo são 0.44 m x 0.88 m. 

 

 

17. Um canhão, situado no solo, é posto sob um ângulo de inclinação α . Seja l  o alcance 

do canhão, dado por ,cos
2 2

ααsen
g

v
l =  onde v  e g  são constantes. Para que ângulo o 

alcance é máximo? 
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18. Uma agência de turismo está organizando um serviço de barcas, de uma ilha situada a 
40 km de uma costa quase reta, para uma cidade que dista 100 km, como mostra a figura a 
seguir. Se a barca tem uma velocidade de 18 km por hora, e os carros têm uma velocidade 
média de 50 km/h, onde deverá estar situada a estação das barcas a fim de tornar a viagem a 
mais rápida possível? 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Temos a função: 
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Portanto para 1000 ≤≤ x  o mínimo absoluto é em 56,84≅x km. 
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19. Uma cerca de 1 m de altura está situada a uma distância de 1 m da parede lateral de um 
galpão. Qual o comprimento da menor escada cujas extremidades se apóiam na parede e no 
chão do lado de fora da cerca? 

 A Figura que segue ilustra o problema. 

 

 

 

 

 

Temos: 
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mínimo. de ponto é 10)1(''
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Portanto temos: 

m.844 =+=d  

 

 

20. Seja s  uma reta que passa pelo ponto )3,4(  formando um triângulo com os eixos 
coordenados positivos. Qual a equação de s  para que a área desse triângulo seja mínima? 

 A Figura que segue ilustra o problema 

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

x

f(x)

Área A

 

 A equação da reta é dada por: 
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)(m 11
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Portanto 
4
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A equação procurada é dada por: 
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21 . Uma pista de atletismo com comprimento total de 400 m, consiste de 2 semicírculos e 
dois segmentos retos, conforme figura a seguir. Determinar as dimensões da pista, de tal 
forma que a área retangular, demarcada na figura, seja máxima. 
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Temos: 
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Portanto, mr
π

100
= . 

ma 100
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200 =−=
π

π . 

 

 

22. Um cilindro circular reto está inscrito num cone circular reto de altura mH 6=  e raio 
da base .5,3 mR =  Determinar a altura e o raio da base do cilindro de volume máximo. 

 Supondo x o raio da base do cilindro e y a sua altura, temos: 

a 

r r 
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Já foi mostrado no exercício 12 que é máximo. 

my

mx

2
3

7
 :Portanto

=

=
 

 

 

23. Uma fábri ca produz x milhares de unidades mensais de um determinado artigo. Se o 
custo de produção é dado por ,601862 23 +++= xxxC  e o valor obtido na venda é dado 

por ,1260 2xxR −=  determinar o numero ótimo de unidades mensais que maximiza o lucro 
.CRL −=  

 Temos: 
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Resposta: 1000=x  unidades. 
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24. Um cilindro reto é inscrito numa esfera de raio R . Determinar esse cilindro, de forma 
que seu volume seja máximo. 

 Vamos considerar o cilindro com raio da base igual a x e altura igual a 2y. 

Vale a relação: 

222222 yRxRyx −=⇒=+  
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R
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2
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25. Um fazendeiro deve cercar dois pastos retangulares, de dimensões a e b , com um lado 
comum a . Se cada pasto deve medir 400m² de área, determinar as dimensões a  e b , de 
forma que o comprimento da cerca seja mínimo? 

Temos: 

2
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2
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 Portanto, temos: 

3

340
=a  e 310=b . 

 

 

26. Um fabricante, ao comprar caixas de embalagens, retangulares, exige que o 
comprimento de cada caixa seja 2 m e o volume 3 m³. Para gastar a menor quantidade de 
material possível na fabricação de caixas, quais devem ser suas dimensões. 

 Considerando-se as dimensões da caixa como 2 m. ×  x m. ×  y m temos: 
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27. Um retângulo é inscrito num triângulo retângulo de catetos medindo 9 cm e 12 cm. 
Encontrar as dimensões do retângulo com maior área, supondo que sua posição é dada na 
figura a seguir. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 9 

12 
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 Considerando-se x e y as dimensões do retângulo, temos: 
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 Assim, temos que as dimensões do retângulo são: .65,4 cmcm ×  
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5.14 – EXERCÍCIO – pg. 232 
 

 

Determinar os seguintes limites com auxílio das regras de L´Hospital. 
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5.16 – EXERCÍCIO – pg. 239 
1. Determinar o polinômio de Taylor de ordem n, no ponto c dado, das seguintes funções: 
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2. Encontrar o polinômio de Taylor de grau n no ponto c e escrever a função que define o 

resto na forma de Lagrange, das seguintes funções: 
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3. Usando o resultado encontrado no exercício 1, item (c), com 0=c , determinar um 

valor aproximado para 0,5ln . Fazer uma estimativa para o erro. 
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4. Determinar o polinômio de Taylor de grau 6 da função  cos1  x   f(x) +=  no ponto 

π=c .  Usar este polinômio para determinar um valor aproximado para 6/5cos π . 

Fazer uma estimativa para o erro. 



 439 

senxxf

fxxf

fsenxxf

fxxf

fsenxxf

fxxf

fsenxxf

fxxf

VII

VIVI

V

IV

III

II

I

v

v

=

=⇒−=

=⇒−=

−=′⇒=

=′′′⇒=

=′′⇒−=

=⇒−=

=⇒+=

)(

1)(cos)(

0)()(

1)(cos)(

0)()(

1)(cos)(

0)('0)(

0)(cos1)(

π

π

π

π

π

π

π

 

642

642

6

)(
720

1
)(

24

1
)(

2

1

)(
!6

1
)(

!4

1
)(

!2

1
)(

πππ

πππ

−+−−−=

−+−−−=

xxx

xxxxP

 

8660331,0

000028619,00031317,013707,01

6

5

720

1

6

5

24

1

6

5

2

1
1

6

5
cos

)(
720

1
)(

24

1
)(

2

1
1cos

1)(cos

642

642

−=

+−+−=









−+








−−








−+−≅









−+−−−+−≅

−=

π
π

π
π

π
ππ

πππ xxxx

xfx

 

0000213,0
!7

6

5

6

5

1

)
6

5
(

!76

5

)(
!7

)(

7

6

7

6

7

6

≅









−

≤








≤

−=








−=

π
π

π

π
ππ

π

R

senz

senz
R

x
senz

xR
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6. Um fio delgado, pela ação da gravidade, assume a forma da catenária 

.
x

cosh  a y 
a

= Demonstrar que, para val ores pequenos de || x , a forma que o fio toma 

pode ser representada, aproximadamente, pela parábola .
2

2

a

x
ay +=  

a
y

a

x
h

a
y

y
a

x
senh

a

x
senh

a

a
y

ay
a

x
ay

1
)0("cos

1

0)0('

)0(cosh

=⇒=′′

=⇒==′

=⇒=

 

a

x
a

x
a

axP

2

!2

1
.

1
)(

2

2

2

+=

+=

 

 

7. Pesquisar máximos e mínimos das seguintes funções: 

a) 42)( −= xxf   

mínimos. nem máximos

críticos pontos2)(

∃/

∃/=′ xf
 

b) 2654)( xxxf +−=  
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12

5

512

0125

125)(

=

=

=+−

+−=′

x

x

x

xxf

 

mínimo de ponto é  
12

5
 0

12)(

12
5

=⇒>′′

=′′

xf

xf

 

c) 10)4()( −= xxf   

40)4(10

)4(10)(

9

9

=⇒=−

−=′

xx

xxf
 

mínimo. de ponto é 40

0

)4(5040)(

)4(720)(

)4(90)(

10

9

6

7

8

=⇒>=

=====

−=

−=

−=

xKf

fffff

xxf

xxf

xxf

VIIIVIIVIV

IV

III

II

 

d) 7)2(4)( += xxf  

inflexão. de ponto é2

)(

)2()(

)2()(

)2()(

)2()(

)2()(

)2(28)(

5

4

2

3

3

2

4

1

5

6

−=⇒

=

+=

+=

+=

+=

+=

+=

x

kxf

xkxf

xkxf

xkxf

xkxf

xkxf

xxf

VII

VI

V

IV

III

II

I

 

 

e) 46 2x -  xf(x) =  
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3

2
     

3

2
0

0)86(

086

86)(

2)(

321

23

35

35

46

−===

=−

=−

−=′

−=

xxx

xx

xx

xxxf

xxxf

 

máximo de ponto é 00 

48360)(

48120)(

2430)(

1
0

2

3

24

=⇒<

−=

−=

−=

xf

xxf

xxxf

xxxf

IV

IV

III

II

 

mínimo. de ponto é 0

mínimo. de ponto é 0

3

2

3

2

3

2

3

2

−=⇒>

=⇒>

−
xf

xf

II

II

 

f) 35

3

125
)( xxxf −=  

550

25

5

125

1255

01255

0)1255(

01255

3
3

125
5)(

321

2

2

2

2

22

24

24

−===

=

=

=

=−

=−

=−

−=′

xxx

x

x

x

x

xx

xx

xxxf

 

inflexão. de pontoé00

25060

máximo. de ponto é 5012502500

mínimo. de ponto é 50

25020

0

2

5

5

3

=⇒≠′′′

−=′′′

−=⇒<+−=′′

=⇒>′′

−=′′

−

xf

xf

xf

xf

xxf
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4.10 – EXERCÍCIOS – pg. 132 
 

 

Nos exercícios 1 a 5 calcular as derivadas laterais nos pontos onde a função não é 

derivável. Esboçar o gráfico. 

 

1.  .|3|2)( −= xxf  

Temos: 

 





<+−

≥−

3,62

3,62

xx

xx
 

 

2
63.26)3(2

lim)3(
0

=
∆

+−−∆+
=′

+→∆

+

x

x
f

x

 

 

.2
63.26)3(2

lim)3(
0

−=
∆

−+−∆+−
=′

−→∆

−

x

x
f

x

 

 Segue o gráfico da função 

-2 -1 1 2 3 4 5

1

2

3

4

x

f(x)

 
 

2. .
1,12

1,
)(





≥−

<
=

xsex

xsex
xf  

 

.2
11.21)1(2

lim)1(
0

=
∆

+−−∆+
=′

+→∆

+

x

x
f

x
 

 

.1
1)1(

lim)1(
0

=
∆

−∆+
=′

−→∆

−

x

x
f

x

 

 

 Segue o gráfico da função 
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-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

f(x)

 
 

 

3. .3|42|)( ++= xxf  

Temos a função reescrita: 





−<−−=+−−

−≥+=++
=

212342

272342
)(

xsexx

xsexx
xf  

 

.2
7)2(.27)2(2

lim)2(
0

=
∆

−−−+∆+−
=−′

+→∆

+

x

x
f

x
 

 

.2
1)2.(21)2(2

lim)2(
0

−=
∆

+−+−∆+−−
=−′

−→∆

−

x

x
f

x

 

 

 Segue o gráfico da função 

-3 -2 -1 1

1

2

3

4

5

x

f(x)
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4. .
1||,0

1||,1
)(

2





≤

>−
=

x

xx
xf  

 

.0
00

lim)1(
0

=
∆

−
=−′

+→∆

+

x
f

x

 

 

.2
)1(1)1(1

lim)1(
22

0
=

∆

−+−∆+−−−
=−′

−→∆

−

x

x
f

x

 

( )
.2

11)1(1
lim)1(

22

0
−=

∆

+−∆+−
=′

+→∆

+

x

x
f

x

 

.0
0

lim)1(
0

=
∆

=′
−→∆

−

x
f

x

 

 Segue o gráfico da função 

 

-2 -1 1 2

-3

-2

-1

1

x

f(x)

 
 

 

5. .

2,62

2||2

2,2

)(

2









>−

≤−

−<−

=

xx

x

xx

xf  

 

.0
22

lim)2(
0

=
∆

+−
=−′

+→∆

+

x
f

x

 

4
)2(2)2(2

lim)2(
22

0
=

∆

−+−∆+−−
=−′

−→∆

−

x

x
f

x

 

2
626)2(2

lim)2(
2

0
=

∆

+−−∆+
=′

+→∆

+

x

xx
f

x
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.0
22

lim)1(
0

=
∆

−
=′

−→∆

−

x
f

x

 

 Segue o gráfico da função 

-2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

x

f(x)

 
 

 

6. Seja .
1,1

1,1
)(

2

2







>−

≤−
=

xsex

xsex
xf  

 

a) Esboçar o gráfico de f . 

-2 -1 1 2

-3

-2

-1

1

x

f(x)

 
 

 

b) Verificar se f  é contínua nos pontos -1 e 1. 

 

Temos, 
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)1(0)1(lim)(lim 2

11
fxxf

xx
==−=

++ →→
 

)1(0)1(lim)(lim 2

11
fxxf

xx
==−=

−− →→
 

Logo, f é contínua em x=1. Analogamente, f é contínua em x=-1. 

 

 

c) Calcular ).1()1(),1(),1( +−+− ′′′−′ fefff  

 

.2
1)1(1)1(

lim)1(
22

0
−=

∆

+−−−∆+−
=−′

→∆

+

x

x
f

x
 

( ) .2
)1(1)1(1

lim)1(
22

0
=

∆

−+−∆+−−
=−′

→∆

−

x

x
f

x
 

( )
.2

11)1(1
lim)1(

22

0
−=

∆

+−∆+−
=′

→∆

+

x

x
f

x
 

.2
111)1(

lim)1(
22

0
=

∆

+−−∆+
=′

→∆

−

x

x
f

x
 

 

 

d) Calcular ),(xf ′  obter o seu domínio e esboçar o gráfico. 

 

{ }1,1
.1||2

.1||2
)( −−=





>−

<
=′ RD

xsex

xsex
xf  

Segue o gráfico: 

 

-2 -1 1 2

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

f ' (x)

 
 

 

7. Encontrar as derivadas laterais, das seguintes funções, nos pontos indicados. 

Encontrar os intervalos onde 0)( >′ xf  e .0)( <′ xf  



 228 

 

(a)  

-2 -1 1 2 3

-1

1

x

f (x)

 

Temos 




>

≤
=

1,1

1,
)(

x

xx
xf  

 

0
11

lim)1(
0

=
∆

−
=′

+→∆

+

x
f

x
 

 

1
11

lim)1(
0

=
∆

−∆+
=′

−→∆

−

x

x
f

x
 

 





>

<
=′

1,0

1,1
)(

x

x
xf  

 

Portanto )1,(0)( −∞>′ eméxf  

 

 

(b)  
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1 2 3

1

2

x

f (x)

 

Temos 




≤+−

≥−
=

2,42

2,42
)(

xx

xx
xf  

 

2
42.24)2(2

lim)2(
0

=
∆

+−−∆+
=′

+→∆

+

x

x
f

x
 

 

2
42.24)2(2

lim)2(
0

−=
∆

−++∆+−
=′

−→∆

−

x

x
f

x
 

 





−∞<′⇒<−

∞>′⇒>
=′

)2,( em ,0)(2,2

),2( em ,0)(2,2
)(

xfxse

xfxse
xf  

 

 

(c)  
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-1 1 2 3

1

2

3

x

f (x)

 

Temos 




≤

≥+−
=

1,3

1,63
)(

xx

xx
xf  

 

3
61.36)1(3

lim)1(
0

−=
∆

−++∆+−
=′

+→∆

+

x

x
f

x

 

 

3
1.3)1(3

lim)1(
0

=
∆

−∆+
=′

−→∆

−

x

x
f

x

 

 





∞<′⇒>−

−∞>′⇒<
=′

),1( em ,0)(1,3

)1,( em ,0)(1,3
)(

xfxse

xfxse
xf  
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CAPÍTULO 6 
 

6.2 – EXERCÍCIOS – pg. 246 
 

Nos exercícios de 1 a 10, calcular a integral e, em seguida, derivar as respostas para 

conferir os resultados. 

1. ∫ 3
x

dx
 

32

2

2
3

1

2

1

2

1

2

xxdx

d

c
x

c
x

dxx

=






 −

+
−

=+
−

=∫
−

−

 

2. d
t

t∫ 







+

3

2 1
9  

.
1

9.
2

1
.29

2
3

.
2

3

2

13
.9)9(

3

223

3
3

2

2
3

2
1

2
3

t
tttc

t
t

dt

d

c
t

tc
tt

dttt

+=−−=







+−

+−=+
−

+=+

−

−

−

∫

 

 

3. ∫ ++ dxcbxax )3( 34  

.334
4

5
5

3
45

.3
45

343445

45

cbxaxcx
b

x
a

Ccxx
b

x
a

dx

d

Ccx
x

b
x

a

++=++=







+++

+++=

 

 

4. ∫ 









+ dx

xx

x 3

1
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3

1
.

2

5
.

15

2

2

1
2

15

2
2

.
15

2
2

2

5
.

3

1

2

13

1

2
3

2
1

2
5

2
52

5
2
1

2
3

2
1

xx

x
xxcxx

dx

d

cxxc
xx

dxxx

+=+=







++

++=++=







+=

−

∫
−

 

 

5. ∫ − dxx 22 )32(  

( )

.91249125
5

4
94

5

4

.94
5

4
9

3
12

5
49124

242435

35
35

24

cxxcxxcxxx
dx

d

cxxxcx
xx

dxxx

++−=++−=







++−

++−=++−=+−∫
 

 

6. ∫ xsen

dx
2

 

( ) .
1

seccoscot

.cotseccos

2

2

2

2

xsen
xcxg

dx

d

cxgdxx

dxxsen

==+−

+−==

=

∫

∫
−

 

 

7. dy
y

y∫ 












−

2

1
2  
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.
2

1
2

2

1
2

2

1
.

2

2

2

3
.

3

22
.

2

2

3

22

.1
3

2
2.

2

2

3

22

2

1
.

2

1

2

3

2
.

2

1
.2

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
3

2
1

2
3

2
1

2
3

2
1

2
1

y
y

yyyycyy
dx

d

cyycyy

c
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dyyy

−=

−=−=









+−

+







−=+−=

+−=







−=

−−

∫
−

 

 

8. cttgarc
t

dt
+=

+∫ 3

2

33

2
2

 

.
33

2

1

1
.

3

2

3

2
22 +

=
+

=









+

tt
cttgarc

dt

d
    

 

9. ∫ dxxx3  

xxxcx
dx

d

c
x

dxx

32
7

2
9

2
9

2
7

2

9
.

9

2

9

2

2

9

==







+

+=∫
 

10. ∫
−+

dx
x

xx
4

25 12
 

( )

.
1212

9

9.12

2

2

3

12

2

3

12

231
2

2
2

4

25

426

2

23

2

3

2312
42

x

xx

xx
x

x

x

x

x
c

xx

x
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d

c
xx

x
c
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dxxxx
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−
+

−
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−

−
−

+=−+=
−−

−−

∫
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Nos exercícios de 11 a 31, calcular as integrais indefinidas. 

11. ∫ +
dx

x

x

12

2

 

.
1

1
1

2
cxtgarcxdx

x
+−=









+
−= ∫  

12. ∫
+

dx
x

x
2

2 1
 

( ) .
1

1
1

1
2

c
x

xc
x

xdxx +−=+
−

+=+∫
−

−  

13. ∫ dx
x

xsen
2cos

 

cxdxxxtgdx
xx

xsen
+=== ∫∫ secsec.

cos

1
.

cos
 

14. ∫ −
dx

x
21

9
 

.3
1

3
2

cxsenarcdx
x

+=
−

= ∫  

15. ∫ −
dx

xx
24

4
 

.sec2
1

2
2

cxarcdx
xx

+=
−

∫  

16. ∫
+−+−

dx
x

xxxx
2

234 12698
 

( )

c
x

xx
xx

dxxxxx

+−−+−=

+−+−= ∫
−−

1
ln26

2

9

3

8

2698

23

212
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17. ∫ 







++ dt

t
t

e t 1

2
 

.ln
3

2

2

1
ln

2

32

1
2
32

3

cttect
t

e tt +++=+++=  

18. ∫ θθθ dtg.cos  

.cos
cos

.cos cdsend
sen

+−=== ∫∫ θθθθ
θ

θ
θ  

19. ∫
−− dxee xx )(  

.cosh22 cxdxxhsen +== ∫  

20. ∫ ++++ dtttttt )( 543  

ctttt
t

c
ttttt

+++++=

+++++=

5
6

3
4

2
3

5
65

43
4

2
3

6

5

5

4

4

3

3

2

2

5

6

4

5

3

4

2

32

4

52

2

 

21. ∫
−−

dx
x

x 53/1

 

.||ln53||ln5

3

1

5

3
13

1

3
4

cxxcx
x

dx
x

x

+−−=+−

−

=









−=

−
−

∫
−

 

22. ∫ +− dtte tt )cosh22  

.2
2ln

2
ctsenhe

t
t

++−=  

23. ∫ + dxxx )1(cossec 32  
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.seccos.
cos

1 23

2
ctgxsenxdxxx
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++=








+= ∫  

24. ∫ ≠
+
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)( 22
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+
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+

= cxtgarc
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25. ∫ +

−
dx

x

x

1

1
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.2
1

2
1

2
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x
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+
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26. ∫ 







+− dttt3

3
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1
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2
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2
2

3
.

2
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4
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27. ∫ 







+− dt

t
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t

3

4 3
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.
2
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5

8

2
3

4

5
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2

4
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5

cttec
tt

e tt +−−=+
−

+−= −
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28. ∫ dx
xx

x
2ln

ln
 

.||ln
2

1

ln2

ln
∫∫ +=== cx

x

dx
dx

xx

x
 

29. ∫ dxxecxtg 22 cos  

.sec
1
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2
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2

∫∫ +=== cxtgdxxdx
xsenx

xsen
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30. ∫ +− dxxx 22 )1()1(  

( ) ( )

( )

( ) .
3

2
5
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122422
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35
24

223234

22

cx
xx

dxxx

dxxxxxxxxx
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∫

∫
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31. ∫ ∈
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−
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−
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−
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1
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1
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2
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1
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2

1
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22  0,n Se
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32. Encontrar uma primitiva F , da função ,)( 3/2 xxxf +=  que satisfaça .1)1( =F  

( ) c
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dxxxxF ++=+= ∫ 2

3

5
)(
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5

3
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1
2

1

5

3
)1(
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3
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2

3
5

=++=

++=
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1
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2

1

5

3
1

−
=
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.
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3
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2

3
5

−+=
x
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33. Determinar a função )(xf  tal que 
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.222).2(
2

1
22cos

2

1

2cos
2

1
)(

2

2

xsenxxsenxcxx
dx

d

cxxdxxf

−=−+=
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++=∫
 

34. Encontrar uma primitiva da função 1
1

)(
2

+=
x

xf  que se anule no ponto .2 x =  

( )

2
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)(

2

3

2

41
2

2

1

2
2

1
)2(

1

1
11

1
)(

1
2

2

−+−=

−
=

−
=−=

++−=
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−
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−
−

∫∫

x
x
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c

cF
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x
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x

dxxdx
x

xF

 

35. Sabendo que a função )(xf  satisfaz a igualdade. 

∫ +−−= ,
2

1
cos)( 2

cxxxxsendxxf  determinar ).4/(πf  

( )
.

8

22

2

12
.

4
1

2

2

4
1
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)1(coscos

2
2

1
)cos)((cos

2

1
cos 2

−
=

−
=
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−=−=−−+=

−+−−=
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xsenxxxsenxxxxsenxx
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d

 

36. Encontrar uma função f  tal que .2)0(e0)( ==+′ fxsenxf  

0)( =+′ xsenxf   

.1cos)(

112

20cos)0(

cos)(
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)(

+=∴

=−=

=+=

++=

++=−

−=′

∫

xxf

c

cf

cxxf

cxdxxsen

senxxf
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6.4 – EXERCÍCIOS – pg. 250 
 

 Calcular as integrais seguintes usando o método da substituição. 

 

1. ∫ +−+ dxxxx )12()322( 102  

.
11

)322(

2

1
)12()322(

:

)12(2)24(

322

:

112
102

2

c
xx

dxxxx
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dxxdxxdu
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+
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=+−+
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−+=

−

∫

 

2. ∫ − dxxx 27/13 )2(  

( ) ( ) .2
24

7

7

8

2

3

1
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2
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7
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8

3
3
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x

dxxx
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dxxdu
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−

=−

=

−=

−

∫

 

3. ∫
−

5 2 1x
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( )
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x

x
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dxxdu
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−

=
−

=

−=

−

−

∫

∫
−

5

4

5

1

)1(
8

5

5

4

1

2

1

1

:

2

1

:
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2
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2
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4. ∫ − dxxx 2345  
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( )

( ) ( ) .34
9

5

2

3
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6

1
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:

6
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:
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2
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2
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2
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2
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−
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−−
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−=

−
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∫

∫∫

 

5. ∫ + dxxx 42 2  
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( ) cx

c
x

dxxx

++=

+
+

=

+= ∫

2

3

2

3

2

1

2

2

2
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6

1

2

3
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4

1
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  Fazendo: 
dxxdu
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4

21 2

=
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6. ∫ + dtee tt 22 3
1
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( ) ( ) .2
8

3

3

4

2

2

1
)2(

:

2

2

:

3
4

3
1 2

3

4
2
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2

2

cec
e
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t
t
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t

t

++=+
+
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=
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−

∫

 

7. ∫ + 4t

t

e

dte
 

.  e  4 que sendo , 4ln dtedueuce
u

du ttt
=+=++== ∫  

8. ∫
+

dx
x

e
x

2

/1 2
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.
1

.

:se-doConsideran
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2

1
.22

1

2

1
2

2

1

1
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x
edu
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c
x
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x

edxxdx
x

e

x

x
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−
=

=

+−−=+
−

+−=+=
−

−

∫∫

 

9. ∫ dxxxtg 2sec  

c
xtg

+=
2

2

. considerando-se: 
dxxdu

xtgu

2sec=

=
 

10. ∫ dxxxsen cos4  

c
xsen

+=
5

5

  considerando-se: 
dxxdu

xsenu

cos=

=
   

11. ∫ dx
x

xsen
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c
x

x

dxxsenx
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+=
−

−=

=

−

−

∫

4

4

4

5

sec
4

1
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1

4
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.cos

    utilizando:     
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= cos
 

12. ∫
−

dx
x

xxsen

cos

cos52
 

cxx

dx
x

xsen

+−−=

−= ∫∫
5|cos|ln2

5
cos

2
        utilizando:    

senxdxdu

xu
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= cos
 

13. ∫ dxee xx 2cos  

.2

2

:se-doConsideran

.2
2

1

dxedu

eu

cesen

x

x

x

=

=
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14. ∫ dxx
x 2cos
2
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:se-doConsideran

4
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2
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2
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15. ∫ − θπθ dsen )5(  
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5
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u
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16. dy
y
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∫

−
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.
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−
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17. ∫ +
θ

θ

θ
d
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2sec2
 

Ctgba
b

++= ||ln
1

.2 θ  

Considerando-se: 

θθ

θ
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18. ∫ +
216 x

dx
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c
x
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x

tgarc
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+
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1

4
4
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1

4
1
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1
2
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x
u

4

1

4

=

=
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c
y

c
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y
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+

−
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−
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−
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−
−
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1
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1
2

2
, utilizando: 
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20. ∫ θθθ dsen cos3  
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3

4
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4
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θ
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21. ∫ dx
x

x
2ln
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Resposta alternativa: 
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27. ∫ −
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x
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∫∫∫∫

 

 

Considerando-se: 
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2

3

3

2

2

=
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28. ∫ xx

dx

3ln

3
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.
3ln

3

1

3ln
3

3
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2
c

x
c

x

x
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−
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−
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−
 

Considerando-se: 
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x
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3

3

3ln

=

=

 

29. ∫ + dxxsen )2cos4( π  

( ) .2cos4cos
4

1
2cos4 cxxdxdxxsen ++−=+= ∫ ∫ ππ  

30. ∫
+

dxx
x 12
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.
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2
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2

2

1
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1
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Considerando-se: 
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2
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=
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31. ∫ dxex
x
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x
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6

1
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6
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=

=
 

32. ∫ +
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t

c
t
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−
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2
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33. ∫ tt

dt

ln
 

.lnln ct +=  

Considerando-se:          

t
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=

= ln

 

34. ∫ − dxxx 2218  

( ) ( ) .21
3

4

2

3
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1
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3

2
2
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x

+−
−
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35. ∫ + dxee xx 252 )2(  

( ) ( ) .2
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1

6

2

2
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cec
e x

x
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+
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Considerando-se: 

dxedu

eu

x

x

2

2

2

2

=
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36. ∫
+ 54

4
2

t

dtt
     

         ( ) dttt 454 2

1

2
−

∫ −=   
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2

1
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2

1 2
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1
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t
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+
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Considerando-se: 

dttdu
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8
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=
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37. ∫ −
dx

xsen

x

3

cos
 

cxsen +−−= |3|ln  

Considerando-se: 

dxxdu

xsenu

cos

3

−=

−=
 

38. ∫
+

5)1( vv
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c

v

c
v

+
+
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+
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+
=

−

4

4
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1
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1
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Considerando-se: 
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v
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1

1
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39. ∫ + dxxx 12  
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duudxux
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1

2

2
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( ) ( ) ( ) .11
3

2
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40. ∫
−
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x
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ce
x

+
−

=
−

5

5

1
 

Considerando-se: 

4

5
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−=

−=
 

41. ∫ dttt 2cos  
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2

2

1
, utilizando: 

tdtdu
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2

2

=

=
 

 

42. ∫ + dxxx 568 32  
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8
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3

2

9

4

2

3
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1
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3
2
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3
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3
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+
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Considerando-se: 
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xu

2

3
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43. ∫ θθθ dsen 2cos22/1  
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2

3

1

2
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2

2

1 2
3

θ
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2
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=
 

44. ∫ + dxx )35(sec2  

cxtg ++= )35(
5

1
. 

Considerando-se: 
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dxdu
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5
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=
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45. ∫ −
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2
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θ
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=
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u
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=
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Considerando-se: 
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x
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49. ∫ − dttt 4  
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( ) ( )
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x

x
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sendo que na primeira integral usamos: 

dxxdu

xu

2

3

6

2

=

=
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6.6 – EXERCÍCIOS – pg. 255 
 

 Resolver as seguintes integrais usando a técnica de integração por partes. 

 

1. ∫ dxxsenx 5  

  
xdxxsenvdxxsendv

dxduxu
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5

1
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∫−= dxxeexI xx 22   

 
xx

evduedv

dxduxu

=⇒=

=⇒=
 

[ ]
ceexex

dxeexexI

xxx

xxx

++−=

−−= ∫
22

2

2

2

 

 

22. ∫ dx
x

senarc
2

 

xvdxdv

dx
x

du
x

senarcu

=⇒=

−

=⇒=

4
1

2

1

2 2  

cx
x

senarcx

c
xx

senarcx

c

x

x
senarcx

dx
x

xx
x

senarcI

+−+=

+






 −
+=

+









−

+=

−

−= ∫

2

2

2

2

4
2

4

4
2

2

2

1

4
1

2
2

1

2

4
1

2

1

2

2
1

2
1
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6.11 – EXERCÍCIOS – pg. 269 
 
 

1. Calculando as integrais ∫=

2

1

2
1 dxxI , ∫=

2

1

2 dxxI  e ∫=

2

1

3 dxI , obtemos: 

3

7
2 =I , 

2

3
2 =I  e 12 =I . Usando estes resultados encontre o valor de: 
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2. Sem calcular a integral, verifique as seguintes desigualdades: 
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Portanto vale para [ ].3,1∈x  

b) ∫∫
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1º Caso: 04 <x  e 0422
≥++ xx  

         0<x  e ( ) 02 2
≥+x   

Portanto vale a desigualdade em ].1,2[ −−  

 

c) ∫ ≥

π

0
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0≥xsen   para ],0[ π∈x  

 

d) ∫ ≥−

2
3
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2

3
,
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∈

ππ
x  Portanto, 0cos ≥− x para .
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3

,
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∈
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5 2
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0

1

5 2  

 
7
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0

5 2
1

0

5 2
0

1

5 2 −
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4. Se ,
4

9
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2

0

2 π
π
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2
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π
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9
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5. Verificar se o resultado dos seguimentos integrais é positivo, negativo ou zero, sem 
calculá-las.  

a) ∫ +
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−>⇒>+⇒≥
+
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=
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x
xf

 

Resultado positivo, porque 0
2

1
)( >

+
=

x
xf  para ].20,0[∈x  

b) ∫
π2

0
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É nulo pois ∫∫∫ +=

π

π

ππ 2

0

2

0
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É positivo, pois 12)( += xxf  é positivo para ].3,2[∈x  
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 Resultado negativo. 

 

6. Determinar as seguintes derivadas. 
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Observamos que o resultado obtido é garantido diretamente pela proposição 6.10.1. 

b) ∫
+

y

dx
x

x

dy

d

3
2 9

2
 

Pela proposição 6.10.1, temos que: 
9

2

9

2
2

3
2

+
=

+
∫ y

y
dx

x

x

dy

d
y

 

 

c) ∫
−

θ

θ 1

dttsent
d

d
 

Pela proposição 6.10.1, temos que: 

∫
−

θ

θ 1

dttsent
d

d
.θθ sen=  
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7. Em cada um dos itens a seguir, calcular a integral da função no intervalo dado e 
esboçar o gráfico da função. 

a) 




≤≤

<≤−+
=

10,5

01,52
)(

x

xx
xf  em ]1,1[−  

∫∫∫ +=

−−

1

0

0

1

1

1

)()()( dxxfdxxfdxxf  

  ] ]

9551

55
2

2

5)52(

1
0

0
1

0

1

2

1

0

0

1

=++−=

++



=

++=

−

−

−

∫∫

xx
x

dxdxx

 

-1 1

1

2

3

4

5

6

x

f (x)

 

b) ||)( xsenxf = ; em ],[ ππ−  





≤≤−−

≤≤
=

0,

0,
)(

xxsen

xxsen
xf

π

π
 

] ]

41111

coscos

||

0
0

0

0

=+++=

−=

+−=

−

−−

∫∫∫
π

π

π

π

π

π

xx

dxxsendxxsendxxsen
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-π -π/2 π/2 π

1

x

f (x)

 

 

c) |;|2)( xxf =  em ]1,1[−  





<−

≥
=

0,2

0,2
)(

xx

xx
xf  

∫∫∫ +−=

−−

1

0

0

1

1

1

22||2 dxxdxxdxx  

 211
2

2
2

2
1

0

20

1

2

=++=



+




−=

−

xx
 

-1 1

1

2

x

f (x)
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d) ;
2

||
)(

x
xxf −=  em ]1,1[− . 










<=+

≥=−

=

0
2

3

2

0
2

1

2)(

xsex
x

x

xsex
x

x

xf  

2

1

4

1

4

3

2
.

2

1

2
.

2

3

22

3

2

||

1

0

20

1

2

1

0

0

1

1

1

−
=+

−
=





+




=

+=







−

−

−−

∫∫∫

xx

dx
x

dxxdx
x

x

 

-1 1

-1

1

x

f (x)

 

 

e) ||)( xsenxsenxf +=  em ],[ ππ− . 





<

>
=

0,0

0,2
)(

xsense

xsensexsen
xf  

( )

[ ]

( ) 4112

cos20

20||

0

0

0

=++=

−+=

+=+ ∫∫∫
−−

π

π

π

π

π

x

dxxsendxdxxsenxsen
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-π -π/2 π/2 π

1

2

x

f (x)

 

 

f) |cos|)( xxsenxf +=  em ],[ ππ− . 





<−

≥+
=

0cos,cos

0cos,cos
)(

xsexxsen

xsexxsen
xf  

( ) ( ) ( )

[ ] [ ] [ ]

4111111

coscoscos

coscoscos)(

2

2

2

2

2

2

2

2

=++++−=

−−++−+−−

−+++−=

−

−

−

−

−

−−

∫∫∫∫

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

xsenxxsenxxsenx

dxxxsendxxxsendxxxsendxxf

 

-π -π/2 π/2 π

-1

1

2

x

f (x)

 

 

8. Mostrar que: 

a) ∫
−

=

π

π

05cos.2 xdxxsen  
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[ ]

( ) 0)11(
6

1
11

14

1

3cos
3

1
.

2

1
7cos

7

1
.

2

1

3
2

1
7

2

1

)3(7
2

1

=+−++−
−

=




+

−
=

−+=

−+=

−−

−−

−

∫∫

∫

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

xx

dxxsendxxsen

dxxsenxsen

 

 

b) ∫
−

=

π

π

03cos.2cos dxxx  

[ ]

000

2

1
5

5

1
.

2

1

cos
2

1
5cos

2

1

cos5cos
2

1

=+=




+


=

+=

+=

−−

−−

−

∫∫

∫

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

xsenxsen

dxxdxx

dxxx

 

 

c) ∫
−

=

π

π

02.5 dxxsenxsen  

[ ]

000

7cos
2

1
3cos

2

1

7cos3cos
2

1

=−=

−=

−=

∫∫

∫

−−

−

π

π

π

π

π

π

dxxdxx

dxxx

 

 

9. Se )(xf  é contínua e Mxf ≤)(  para todo x  em ],[ ba , provar que 

∫ −≤

b

a

abMdxxf ).()(  Ilustrar graficamente, supondo .0)( ≥xf  

Como )(xf  é contínua em ],[ ba  e Mxf ≤)(  para todo x em ],[ ba , 

∫ ∫≤

b

a

b

a

dxMdxxf )( ] )( abMMx
b

a −== . 



 489 

x

f (x)

M

ba

 

Observamos que na figura utilizamos o valor máximo absoluto da função no 
intervalo ],[ ba  como M. 

 

10. Se )(xf  é contínua e )(xfm ≤  para todo x  em ],[ ba , provar que 

∫≤−

b

a

dxxfabm .)()(  Ilustrar graficamente, supondo .0>m  

Como f  é contínua em ],[ ba  e ],[)( baxmxf ∈∀≥ , temos que: 

)()( abmdxmdxmdxxf

b

a

b

a

b

a

−==≥ ∫∫ ∫  

ou ∫ −≥

b

a

abmdxxf ).()(  

x

f (x)

m

ba

 

Observamos que na figura utilizamos o valor mínimo absoluto da função no 
intervalo ],[ ba  como m. 
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11. Aplicar os resultados dos exercícios 9 e 10 para encontrar o menor e o maior valor 
possível das integrais dadas a seguir: 

  Neste exercício tomamos M e m, respectivamente, como o valor máximo e o 
valor mínimo absolutos da função no intervalo de integração. 

a) ∫
4

3

5 dxx  

 Temos que 
15

20

=

=

m

M
 

 Portanto, 

 

20515

)34(205)34(15

4

3

4

3

≤≤

−≤≤−

∫

∫

dxx

dxx

 

b) ∫
−

4

2

22 dxx  

 

32)4(

0)0(

2)( 2

==

==

=

fM

fm

xxf

   

∫

∫

−

−

≤≤

+≤≤+

4

2

2

4

2

2

19220

)24(322)24.(0

dxx

dxx

 

c) ∫ −

4

1

|1| dxx  

 |1|)( −= xxf  

 
3)4(

0)1(

==

==

fM

fm
 

 

( ) ( )

∫

∫

≤−≤

−≤−≤−

4

1

4

1

9|1|0

143|1|14.0

dxx

dxx

 

d) ( )∫
−

+−

4

1

24 168 dxxx  

 168)( 24
+−= xxxf  
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14416128256)4(

0163216)2(

91981)1(

=+−==

=+−==

=++=−

fM

fm

f

 

 

( ) ( ) ( )

( ) 7201680

1414416814.0

4

1

24

4

1

24

≤+−≤

+≤+−≤+

∫

∫

−

−

dxxx

dxxx

 

 

Nos exercícios 12 a 34 calcule as integrais. 

12. ( )∫
−

+

2

1

31 dxxx  

 

( )

10

81

5

1

2

1

5

32
2

52

2

1

52

2

1

4

=

+−+=



+=

+=

−

−

∫

xx

dxxx

 

 

13. ( )∫
−

+−

0

3

2 74 dxxx  

 

48

219.2
3

27
7

2
4

3

0

3

23

=









−−

−
−=




+−=

−

x
xx

 

 

14. ∫
2

1
6

x

dx
 

 

160

31

1
32

1

5

1

5

2

1

5

=









−

−
=





−
=

−
x

 

 

15. ∫
9

4

2 dttt  
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 ( )

5

844
211.

5

4

32243
5

2
.2

2

5
22

9

4

9

4

2
5

2
3

==

−=










== ∫
t

dtt

 

 

16. ∫
+

1

0 13y

dy
 

 

( )

[ ]
3

2
12

3

2

2

1
13

3

1

1

0

2
1

=−=








+

=
y

 

 

17. ∫
4

3

4

cos

π

π

dxxxsen  

 0
2

1

2

1

2

1

2

4
3

4

2

=







−=




π

π

xsen
 

 

18. ∫
− +

1

1
3

2

9x

dxx
 

 

( )

[ ] ( )25
3

22
810

3

2

2

1
9

3

1

1

1

2/13

−=−=









+

−

x

 

 

19. ∫
π2

0

|| dxxsen  
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 ] ]

41111

cos2cos0coscos

coscos 2
0

2

00

=+++=

−++−=

+−=

−+= ∫∫

πππ

π

π

π

ππ

xx

dxxsendxxsen

 

 

20. ∫
−

−

5

2

|42| dtt  

 

( ) ( )

25

8420258484

4
2

24
2

2

4242

5

2

2
2

2

2

5

2

2

2

=

+−−++++−=













−+












+−=

−++−=

−

−

∫∫

t
t

t
t

dttdtt

 

 

21. ∫ +−

4

0

2 |23| dxxx  

 

( ) ( ) ( )

3

17

4
2

12

3

8
8

2

48

3

64
2

2

3

3

1
4

2

12

3

8
2

2

3

3

1

2
2

3
3

2
2

3
3

2
2

3
3

232323

4

2

23
2

1

231

0

23

4

2

2
2

1

2
1

0

2

=

−+−+−++−+−+−+−=













+−+












−+−+




+−=

+−++−−++−= ∫∫∫

x
xx

x
xx

x
xx

dxxxdxxxdxxx

 

 

22. ∫
+

4

0
2 .9

4

x
 

∫








+

=

4

0
2

9.
9
9

9

4

x
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4

0

24

0
2

1
33

ln
3

4
3

1
3

3

4







+








+=

+







= ∫

xx

x

dx
 

 

3ln4
3

5

3

4
ln4

9

916

3

4
ln4

=+=

+
+=

  

 

23. 
( )∫

− −

0

2
23

2

2v

dvv
 

 

( )

15

2
    

10

1

2

1

3

1

1

2

3

1
0

2

13

=









+

−

−
=







−

−
=

−

−

v

 

 

24. ∫ −

5

1

12 dxx  

 

( )

( )
3

26
26.

3

1
127

3

2

2

1

2

3
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2

1

5

1

2
3

==−=









−

=
x

 

 

25. 
( )∫

+

4

1
3

1xx

dx
 

   
dx

x
du
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2

1

1

=

+=
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( )
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36

5

4

1

9

1

23

2

1
2

22

4

1

2

=+−=

−−=








−

+
=

−−

−

x

 

 

26. ∫ +

3

0

1 dxxx  

 ( )

( )

2
3

1

11

2
3

2
1

x

dxxvdxxdv

dxduxu

+
=
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=→=

∫  
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.

3

2
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3

3.2

1
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0

3
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2
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2
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3
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+=
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xx
x

dxxxx

 

 

27. ∫
2

0

2

π

dxxsen  

 

4

2
.

2

1

2
2

1
.

2

1

2

1

2

2cos1

2

2

0

0

π

π

π

π

=
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 −
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xsenx
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28. 
( )∫

+

2

0
51

cos
π

dx
xsen

x
 

 
dxxdu

xsenu

cos

1

=

+=
 

 

( )
( )
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15

1
16

1

4

1

1
2

1
4

1

4

1 4
4
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4 2
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+
=

−
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29. ( )∫
−

+

4

0

2
1

12 dxx  

 
( )
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2

1

4

0

2
1
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+

=
x

 

 

30. ( )∫ +

2

0

52 dxxx  
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3
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2
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3
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∫

∫
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31. ∫
+−+

2

1
2

23 2575
dx

x

xxx
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2
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21ln57
2

5
12ln52.72.5
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2||ln57
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32. ∫
2

1

ln dxxx  

 

2

ln

2x
vdxxdv

x
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duxu

=→=
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( ) ( )

4

3
2ln2

14
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1
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1

2
.
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1
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.
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2

1
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1
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x
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dxxx
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33. ∫
−

−









−

2

3

2
1

dt
t

t  ∫
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2

3
2

2 11
.2 dt

tt
tt  

 ( ) ( )

2

9

3

1

2

1
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−
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−
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34. ∫
−

+

+
1

0

3

2

8
dx

x

x
 

 ∫
−

+

+
−=

0

1

3

2

8
dx

x

x
 

  Dividindo os polinômios, obtemos: 

 ( )dxxxdx
x

x
∫∫
−−

+−−=
+

+
−

0

1

2
0

1

3

42
2

8
 

 

3

16
41

3

1

4
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2
3

0

1

23

−
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−
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+−−=

−

x
xx

 

 

35. Seja f  contínua em [ ]aa,− .  Mostrar que: 

a) Se f  é par, então .)(2)(
0
∫∫ =

−

aa

a

xfdxxf  

 Seja f  par. Então )()( xfxf =− . 

 

∫∫

∫∫∫

+−=

+=

−

−−

a

a

a

a

a

a

dxxfdxxf

dxxfdxxfdxxf

0

0

0

0

)()(

)()()(

 

Fazemos uma mudança de variável na primeira integral: 

auaxux

dxduxu

=⇒−==⇒=

−=⇒−=

;00
 

Temos: 

∫

∫∫

∫∫∫

=

+









−−=

+−=

−

a

aa

a

a

a

a

dxxf

dxxfduuf

dxxfduufdxxf

0

00

0

0

)(2

)()(

)()()(

 

É interessante verificarmos geometricamente, conforme ilustra a figura que segue: 
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x

y

a-a

 

b) Se f  é ímpar, então .0)( =∫
−

a

a

dxxf  

 Seja f  ímpar. Então )()( xfxf −=− . 

 

  

∫∫

∫∫∫

+−−=

+=

−

−−

a

a

a

a

a

a

dxxfdxxf

dxxfdxxfdxxf

0

0

0

0

)()(

)()()(

 

Fazemos uma mudança de variável na primeira integral: 

auaxux

dxduxu

=⇒−==⇒=

−=⇒−=

;00
 

Temos: 

0

)()(

)()()(

00

0

0

=

+−=

+=

∫∫

∫∫∫
−

aa

a

a

a

a

dxxfduuf

dxxfduufdxxf

 

É interessante verificarmos geometricamente, conforme ilustra a figura que segue: 
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x

y

a-a

 

 

 

36. Usar o resultado do Exercício 35 para calcular. 

a) ∫
−

π

π

dxxsen2  

 xsenxf =)(  é função ímpar. Portanto,  

 ∫
−

π

π

dxxsen2 02 ∫
−

==

π

π

senxdx  

 

b) ∫
−

π

π
π

dx
xcos

 

 xxf cos)( =  é par 

 

00.
22

cos
2

0

0

==


=

= ∫

ππ

π

π

π

xsen

dxx

 

 

c) ( )∫
−

+

1

1

24
dxxx    f  é par. 
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( )
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5

1
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35
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1

0

351

0

24

=







+=













+=+= ∫

xx
dxxx
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6.13 – EXERCÍCIOS – pg. 278 
Nos exercícios de 1 a 29 encontrar a área da região limitada pelas curvas dadas. 

1. 2e,
2

1
+−=== xyyxx  

A Figura que segue mostra a região dada. 

1 2

1

2

x

y

 

( )∫ 



+−=+−=

1 1
2

1

2
1

2
1

2
2

2 x
x

dxxA  

  

8

5

2

1
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1
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24

7

8

1
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1

3

1

3

1
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2

2

2
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2

1

=

−=





== ∫

x
dxxA

 

auA .
3

1

24

8

24
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24

7

8

5
==

−
=−=  

 

 

2. yxxy 2e2 22 ==  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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1 2

1

2

x

y

 

3

8
2

3

2
2

2

3
22 3

2

0

2

0

1

2
3

==









== ∫
x

dxxA  

( )
6

8
2

6

1

3
.

2

1

2

3

2

0

32

0

2

2 ==



== ∫

x
dx

x
A  

auAAA .
3

4

6

8

3

8
21 =−=−=  

 

3. 3e5 2 +=−= xyxy  

A Figura que segue mostra a região dada. 

-2 -1 1 2

1

2

3

4

5

x

y
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2
2
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2
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1
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3
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∫
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( ) ( ) ( )
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2
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2

3
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2
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∫ x
x

dxxA

 

auA .
2

9

2

1524

2

15
12 =

−
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4. 6e
6
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A Figura que segue mostra a região dada. 
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5. 3e1 2 −=−= yxy  
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6. 3e3 2 =+=+ xyyx  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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7. 3e2,2,2 =−==−= yyxyyx  

A Figura que segue mostra a região dada. 

Sejam: 

A - a parte da área acima do eixo dos x, de 0 a 1 

B – a parte da área acima do eixo dos x, de 1 a 9 

C – a parte da área à esquerda do eixo dos y 

D – a parte da área abaixo do eixo dos x, de 0 a 4 
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Cálculo de C: 
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Cálculo de D: 
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8. 0e3 =−= yxxy  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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9. 0e1,0, ==== yxxey x  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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10. yxyx == e3  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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11. 4e0,ln === xyxy  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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ln dxxA         (Usamos integração por partes) 

 ]

au

xxx

x

dx
xxxA

.)34ln4(

11ln144ln4

ln

ln

4

1

4

1

−=

+−−=

−=




−= ∫

 

 

12. 4e1,ln === yxxy  

A Figura que segue mostra a região dada. 



 511 

10 20 30 40 50

1

2

3

4

x

y

e4

 

 

] ( )1444 4

1

1

4

4

−==∫ exdx e
e

 

]

14

1ln

lnln

44

444

1

1

4

4

+−=

+−=

−=∫

ee

eee

xxxdxx e
e

 

aue

eeeA

.)5(

1444

4

444

−=

−+−−=
 

 

13. [ ]π2,0, ∈−== xxsenyxseny  

A Figura que segue mostra a região dada. 

-π/2 π/2 π 3π/2 2π
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x

y
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] 2cos 0
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xdxxsen  

  ..824 auA =×=  

 

14. 
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,coscos
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A Figura que segue mostra a região dada. 

-π/2 π/2 π 3π/2

-1

1

x

y

 

 

] 211cos 2

2

2

2

=+== −

−

∫
π

π

π

π

xensdxx  

auA .82.4 ==  

 

15. 1e1,,cosh =−=== xxxsenhyxy  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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16. 1e0, === yxxtgy  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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17. 1e1, −=+== − xxyey x
 

A Figura que segue mostra a região dada. 
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18. 2/e0,2,2 π==+== xxxyxseny  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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19. 42,1 2 −−=−−= xyxy  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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20. 
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3
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A Figura que segue mostra a região dada. 
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A Figura que segue mostra a região dada. 
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22. xyyx
2
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e2 −==  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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23. 14e4 22 −=−= xyxy  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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24. 7e12 =++= yxyx  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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25. 4e2,2 === − yyy xx  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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26. 0e2/, === xyxsenarcy π  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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27. 0e2,2,
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cosh2 ==−== yxx
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A Figura que segue mostra a região dada. 
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28. ( )2
22e|2| −−=−= xyxy  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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29. 1e,1 =−=−= xxyey x  

A Figura que segue mostra a região dada. 
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30. Encontrar a área das regiões ,e 21 SS  vistas na figura a seguir 

As Figuras que segue mostram as regiões dadas. 
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6.15 – EXERCÍCIOS – pg. 290 
 

1.  Dar um exemplo de uma função contínua por partes definidas no intervalo ]4,4[− . 

 Muitos exemplos podem ser criados.  Segue um deles: 
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y

 
 

 

2.  Calcular a integral das seguintes funções contínuas por partes definidas nos 

intervalos dados. Fazer o gráfico das funções dadas, verificando que os resultados 

encontrados são coerentes. 
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 Segue o gráfico que nos mostra o valor zero ao analisar as áreas acima do eixo dos x 

e abaixo do eixo dos x. 
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 Segue o gráfico, o valor pode ser observado numa análise geométrica da área 

assinalada formada por dois triângulos e um retângulo ou um triângulo e um trapézio 

retângulo: 
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c) 
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 Segue o gráfico e o valor pode ser constatado geometricamente pela soma da área de 

dois quadrados com dois triângulos: 9
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3. Calcular a integral das seguintes funções contínuas por partes. 
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,3cos

4
0,

)(
ππ

π

xx

xxtg
xf  

6

2
2ln

2

2

3

1
01ln2ln

4

3

3

1

3

1
0secln

4
secln

3
3

1
secln

3cos

3

4

4

0

3

4

4

0

−=

−+−=

−+−=

+=

+= ∫∫

π
π

π

π

π

π

π

π

π

sensen

xsenx

dxxdxxtgI

 

 

4. Encontrar a área sob a curva 0, ≥=
− xey x . 

 

1limlim

lim

0

0

00

=+−=−=

==

−

+∞→

−

+∞→

−

+∞→

+∞
−

∫∫
eee

dxedxeI

b

b

bx

b

b x

b

x

 

 

..1 auA =  

 Segue a Figura com a área assinalada. 
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1 2

-1

1

2

x

y

 

 

5. Investigar a integral imprópria dx
x∫

+∞

−
7

2)5(

1
. 

 

( )

( )

( )

( ) ( ) 2

1

57

1

5

1
lim

5

1
lim

5lim

5

1

7

7

2

7 2

=
−

−
−

−

−
=

−

−
=

−=

−
=

+∞→

+∞→

−

+∞→

∞+

∫

∫

b

x

dxx

dx
x

I

b

b

b

b

b

 

 

A integral converge. 

 

6. Mostrar que ∫
+∞

1 x

dx
 é divergente. 

 

 

+∞=−=

=

=

+∞→

+∞→

−

+∞→ ∫

2.2lim

2lim

lim

2

1

1

2

1

1

2

1

b

x

dxxI

b

b

b

b

b

  

A integral diverge, pois o resultado obtido foi infinito. 
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7. Verificar se a integral dxe x

∫
∞−

0

5  converge. Em caso positivo, determinar seu valor. 

 

5

1

5

1

5

1

5

1

5

1
lim

5

1
lim

lim

50
0

5

0
5

=−=





−==

=

∞−

−∞→−∞→

−∞→ ∫

eeee

dxeI

a

aa

x

a

a

x

a

 

A integral converge e o valor encontrado está explicitado acima. 

 

8. Dar um exemplo de uma função f , tal que ∫
−

+∞→

b

b
b

dxxf )(lim  existe, mas a integral 

imprópria ∫
+∞

∞−

dxxf )( é divergente. 

 Vamos dar como exemplo a função xxf =)( .  Temos que: 

( )

00lim

22
lim

2
limlim

22

2

==

−
−=

=

+∞→

+∞→

−
+∞→−+∞→ ∫

b

b

b

b
b

b

bb

bb

x
dxx

 

 

∫ ∫∫ ∞−

∞∞

∞−
+=

0

0
xdxxdxxdx  

 

e 

+∞==

==

+∞→

+∞→+∞→

∞

∫∫

2
lim

2
limlim

2

0

2

00

b

x
dxxdxx

b

b

b

b

b
 

Portanto, ∫
∞

∞−
xdx  diverge. 

 

9. Encontrar a área sob o gráfico da curva 23)1( −
+= xy , 15≥x . 
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( ) ( )

( )

( ) ( )

2

1

4

1
.2162

115212lim

12lim

1lim1

2

1

2

1

2

1

15

2

1

15
2

3

15
2

3

==









=

+++−=

+−=

+=+

−

−−

+∞→

−

+∞→

−

+∞→

+∞ −

∫∫

b

x

dxxdxx

b

b

b

b

b

 

 

2

1
=A  

A Figura que segure apresenta a área indicada.  Observe que para facilitar a 

visualização da região o eixo dos y foi deslocado para a posição x=10 ao invés da 

tradicional posição x=0. 

6 7 8 9 11 12 13 14 15 16 17 18 19

0.1

0.2

0.3

0.4

x

y

 
 

10.  Encontrar a área sob o gráfico de 
2)1(

1

+
=

x
y  para 1≥x . 

 

( )
( )

2

1

2

1

1

1
lim

1

1
lim

1lim
1

1

1

1

2

1 2

=+
+

−
=

+

−
=

+=
+

+∞→

+∞→

−

+∞→

∞+

∫∫

b

x

dxxdx
x

b

b

b

b

b

 

2

1
=A  

 Segue a Figura que mostra a área calculada. 
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1 2 3 4 5

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

x

y

 

 

11.  Engenheiros da Petrobrás estimaram que um poço de petróleo pode produzir óleo a 

uma taxa de: tt eetP 1,004,0 8080)( −−
−=  milhares de barris por mês, onde t representa o 

tempo, medido em meses, a partir do momento em que foi feita a estimativa. 

Determinar o potencial de produção de óleo desse poço a partir dessa data. 

 

[ ]

[ ]

[ ] 120015.80102580

1,0

1

04,0

1
80

1,0

1

1,0

1

04,0

1

04,0

1
lim80

1,0

1

04,0

1
lim80

lim80

8080

01,0004,0

0

1,0

0

04,0

0

1,004,0

0

1,004,0

==−=









−=









−++

−
=














+

−
=

−=

−=

−−

+∞→

−−

+∞→

−−

+∞→

+∞
−−

∫

∫

eeee

ee

dtee

dteeI

bb

b

b

t

b

t

b

b tt

b

tt

 

 

O potencial do poço é de 1200 milhares de barris de óleo. 

 

12. Investigar as integrais impróprias seguintes. 

a) ∫
∞−

0

dxex  
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1lim

limlim

0

00

=−=

==

−∞→

−∞→−∞→ ∫
a

a

a

x

aa

x

a

ee

edxeI
 

A integral converge. 

 

 

b) dxex x

∫
∞−

−

0
2

.  

 

[ ]
2

1

2

1
lim

2

1
lim

lim

2

2

2

0

0

0

−=−−=

−=

=

−

−∞→

−

−∞→

−

−∞→ ∫

a

a

a

x

a

a

x

a

ee

e

dxexI

 

A integral converge 

 

c) ∫
+∞

1

ln dxx  

 

( )

( ) ( )

( )

+∞=

−−=

−−−=

−=

=

+∞→

+∞→

+∞→

+∞→ ∫

11lnlim

11ln1lnlim

lnlim

lnlim

1

1

bb

bbb

xxx

dxxI

b

b

b

b

b

b

  

A integral diverge. 

 

d) ∫
+∞

∞−
+

29 x

dx
 

 

  Como a função integrando é par podemos verificar a convergência de ∫
∞+

+
=

0 2 9x

dx
I .  

Temos: 
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62
.

3

1

3

1

0
3

1

33

1
lim

33

1
lim

9
lim

9 0
0 20 2

ππ
==

∞=

−=

=
+

=
+

=

∞→

∞→

∞+

∞→ ∫∫

tgarc

tgarc
b

tgarc

x
tgarc

x

dx

x

dx
I

b

b

b

b

b

 

 

A integral converge e 
36

.2
ππ

==I . 

 

e) ∫
+∞

e xx

dx
2)(ln

 

 

( )

1
ln

1

ln

1
lim

ln

1
lim

ln
lim

2

=+
−

=

−
=

=

∞→

∞→

∞→ ∫

eb

x

xx

dx
I

b

b

e
b

b

eb

  

A integral converge. 

 

f) ∫
+∞

+
0

1

4

x

dx
 

 

( )

( )

∞+=

−+=

+=
+

=

∞→

∞→∞→ ∫
1ln41ln4lim

1ln4lim
1

4
lim

00

b

x
x

dx
I

b

b

b

b

b

  

A integral diverge. 

 

g) 0,.
0

>∫
+∞

− rdxer rx  
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( )

1lim

lim

lim

0

0

0

=+−=

−=

=

−

∞→

−

∞→

−

∞→ ∫

ee

e

dxerI

rb

b

brx

b

b rx

b

  

A integral converge 

 

h) dx
x

x
∫

+∞

∞−
+

24

3

)3(

4
 

Temos que ( )xf  é impar; basta analisar ( )∫
+∞

0
dxxf .  Temos: 

( )
( )

3

1

3

1

3

1
lim

3

1
lim

43lim
3

4

4

0

4

0

324

0 24

3

=+
+

=

+

−
=

+=
+

=

+∞→

+∞→

−

+∞→

∞+

∫∫

b

x

dxxxdx
x

x
I

b

b

b

b

b

 

 

A integral I  converge e .0
)3(

4
24

3

=
+∫

+∞

∞−

dx
x

x
 

 

13.  Determinar a área sob a curva 
x

y
−

=
4

1
, no intervalo )4,0[ . 

 

( )

( )

( )

4

4.242lim

42lim

4lim

4

2121

4

0

21

4

0

21

4

4

0

=

+−−=

−−=

−=

−
=

−

−

−

→

→

−

→
∫

∫

x

x

dxx

x

dx
I

s

s

s

s

s

  

21

21

2

4

u

duu

dxdu

xu

−

−

−=

−=

∫
−  

 

..4 auA =  

 

 

14. Investigar as integrais impróprias. 
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a) ∫
−

1

0 1 x

dx
 

2

1212lim

12lim

1
lim

1

01

01

=

+−−=

−−=

−
=

−

−

−

→

→

→
∫

s

x

x

dx
I

s

s

s

s

s

 

 A integral converge. 

 

b) ∫
−

1

1

2x

dx
 

∫∫∫ ===
−−

1

0 2

0

1 2

1

1 2 x

dx

x

dx

x

dx
I  

 

+∞=+−=
−

=

=

++

+

→→

−

→
∫∫

rx

dxx
x

dx

r
r

r

rr

1
1lim

1
lim

lim

0

1

0

1
2

0

1

0 2

 

A integral diverge. 

 

c) ∫
−

3

0
29 x

dx
 

2

0
3

lim

3
lim

9
lim

3

0
3

0 23

π
=

−=

=

−
=

−

−

−

→

→

→
∫

senarc
s

senarc

x
senarc

x

dx
I

s

s

s

s

s

 

A integral converge. 
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d) ∫
−

5

0
225 x

dxx
 

( )

5

2525lim

25lim

25lim

2

5

0

2

5

0

212

5

=

+−−=

−−=

−=

−

−

−

→

→

−

→
∫

s

x

dxxxI

s

s

s

s

s

 

A integral converge. 

 

e) ∫
−

−

2

2
1 x

dxx
 

( )

( )

−∞=

+−+∞−−=

++−+−−−=

−−−=

−
+

−
=

−
+

−
=

−

−

+−

→

−
→

→−→

−

∫∫

∫∫

3ln21

21ln21lnlim

1lnlim

1
lim

1
lim

11

1

2
1

2

121

2

1

1

2

ss

xx

dx
x

x
dx

x

x

dx
x

x
dx

x

x
I

s

s

s

rr

s

s

 

A integral diverge. 

 

 

 

f) dx
x

e x

∫
+∞ −

0

 

∫∫

∫∫
−

+∞→

−

→

∞+
−−

+=

+=

+

b x

br

x

r

xx

dx
x

e
dx

x

e

dx
x

e
dx

x

e
I

1

1

0

1

1

0

limlim

 

Temos: 

2
2

22lim2lim 1

0

1

0
1

+
−

=

+−=−=
−−

→

−

→
++

e

eeeI r

rr

x

r
 

 



 539 

11

1
2 222lim2lim −−−

+∞→

−

+∞→
=+−=−= eeeeI b

b

b
x

b
 

 

Portanto, a integral dada converge e o seu valor é 

2
2

2
2

=++
−

=
ee

I . 

 

g) ∫
+∞

−
1

3)1(x

dx
 

 

( ) ( )

( ) ( )∫∫

∫∫

−
+

−
=

−
+

−
=

+∞→→

∞+

+

b

brr x

dx

x

dx

x

dx

x

dx
I

2 3

2

3
1

2 3

2

1 3

1
lim

1
lim

11
 

Temos que: 

( ) ( ) ( ) ( )

+∞=










−
+

−

−
=

−

−
=

− +++
→→→

∫ 22
1

2

2
1

2

3
1 12

1

122

1
lim

12

1
lim

1
lim

rxx

dx
r

r
rrr   

Assim, já podemos concluir que a integral diverge. 

 

15. Verificar que 0lim
1

1

0
=








+∫ ∫

−
→

r

r
r x

dx

x

dx
 mas a integral imprópria ∫

−

1

1
x

dx
 diverge.  

 

( )
[ ] 0ln1ln1lnlnlim

lnlnlimlim

0

1

101

1

0

=−+−=

+=





+

→

−→−→ ∫ ∫
rr

xx
x

dx

x

dx

r

r

r

r

r

rr  

Mas,  

∞−=−=

==

+=

+

++

→

→→

−−

∫∫

∫∫∫

r

x
x

dx

x

dx
x

dx

x

dx

x

dx

r

rrrr

ln1lnlim

lnlimlim

0

1

0

1

0

1

0

1

0

0

1

1

1

 

Portanto, ∫
−

1

1
x

dx
diverge. 

 

16. Encontre os valores de n  para os quais a integral ∫
4

0

dxxn  converge )( Ζ∈n . 
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∫∫ +
→

==
4

0

4

0
lim

r

n

r

n dxxdxxI  

 

( ) +∞=−==⇒−=
++

→→

rxIn
rrr

ln4lnlimlnlim1
0

4

0

 

 










+
−

+
=

+
==⇒−≠

++

→

+

→→
+++ ∫ 11

4
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1
limlim1
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0

4
1

0

4

00 n

r

nu

x
dxxIn

nn

r
r

n

r

n

r
 

 

1

4
0

1

+
=⇒≥

+

n
In

n

 

 

+∞=








+
−

+
=⇒−<

++

→
+ 11

4
lim1

11

0 n

r

n
In

nn

r
 

 

Logo, converge para 0≥n . 
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7.4 – EXERCÍCIOS – pg. 309 
 

 

Nos exercícios de 1 a 35, calcular a integral indefinida. 

 

1. dx
x

xsen
∫  

Fazendo 

x

dx
dxxduxu

22

1
2

1

==⇒=
−

 

Temos: 

CxI +−= cos2 . 

 

2. ( )∫ dxxsencoxxcos  

Fazendo: 

dxxdu

xsenu

cos=

=
 

Temos que: 

( )∫ dxxsencoxxcos = ( ) Cxsensen + . 

 

3. dx
x

xsen
∫ cos

2
 

Temos: 

Cxdxxsen

dx
x

xxsen
I

+−==

=

∫

∫

cos22

cos

cos2

 

 

4. ( )dxxtgx∫ +12  

Fazendo: 

xdxdu

xu

2

12

=

+=
 

Temos: 

( ) ( ) .1secln
2

1
1cosln

2

1

cosln
2

1

cos2

1

2

1

22
CxCx

Cudu
u

usen

duutgI

++=++−=

+−==

=

∫

∫
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5. 
( )

dx
x

x
g

∫ 2

1cot
 

Fazendo: 

dx
x

du
x

u
2

11
−=→=  

Temos: 

.1ln

ln

cos

cot

C
x

sen

Cusen

du
usen

u

duugI

+−=

+−=

−=

−=

∫

∫

 

 

6. ( )∫ + dxx 1sec  

Fazendo: 

dxduxu =→+= 1  

Temos: 

( )

.
sec

.secsec

sec

secsec

2

du
utgu

utguu

du
utgu

utguu
I

∫

∫

+

+
=

+

+
=

 

Considerando: 

( )duutguudu

utguu

.secsec

sec

2*

*

+=

+=
 

Finalizamos: 

( ) ( ) .11secln

secln

Cxtgx

CutguI

++++=

++=
 

 

7. ( )∫ + dtwtsen θ  

Fazendo: 

wdtduwtu =→+= θ  

Temos: 

( ) .cos
1

Cwt
w

I ++−= θ  

 

8. ∫ dxxecx 2cos  

Fazendo: 

xdxduxu 22
=→=  

Temos: 
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.cotcosln
2

1

cotcosln
2

1

cos
2

1

22
Cxgxec

Cuguec

duuecI

+−=

+−=

= ∫

 

 

9. ( )∫ dxxsentgx .cos  

Fazendo: 

dxxduxsenu cos=→=  

Temos: 

( )

( ) .secln

cosln

cosln

Cxsen

Cxsen

Cu

duutgI

+=

+−=

+−=

= ∫

 

 

10. ( )∫ + dxxsen 123  

Fazendo: 

dxdu

xu

2

12

=

+=
 

Temos: 

( )

( )

( ) ( ) .12cos
3

1
12cos

2

1

3

cos
cos

2

1

cos
2

1

cos1
2

1

2

1

3

3

2

2

3

Cxx

C
u

u

duusenuusen

duuusen

duusenI

+







+++−=

+







+−=

−=

−=

=

∫

∫

∫

 

 

11. ( )∫ − dxx33cos5  

Fazendo: 

dxduxu 333 −=→−=  

Temos: 
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( )

( ) ( ) ( ) .33
15

1
33

9

2
33

3

1

5

1

3

2

3

1

coscos2cos
3

1

coscos
3

1

cos
3

1

53

53

42

4

5

Cxsenxsenxsen

Cusenusensenu

duuusenuusenu

duuu

duuI

+−−−+−−=

+







+−−=

+−−=

−=

−=

∫

∫

∫

 

 

12. ( )∫ − dxxsenx 12 24  

Fazendo: 

xdxdu

xu

2

12

=

−=
 

Temos: 

 

( )

du
u

duusenduusen

2

224

2

2cos1
∫

∫∫








 −
=

=

 

( )

( ) ( ) ( ) Cxsenxsenx

Cusenusenu

Cusenuusenu

Cusenuusenu

du
u

usenu

duuusenu

duuu

+−+−−−=

++−=

+++−=

+++−=

+
+−=

+−=

+−=

∫

∫

∫

14
32

1
12

4

1
1

8

3

4
32

1
2

4

1

8

3

4
32

1

8

1
2

4

1

4

1

4
4

1
.

2

1
.

4

1

8

1
2

4

1

4

1

2

4cos1

4

1
2

4

1

4

1

2cos
4

1
2

2

1
.

2

1

4

1

2cos2cos21
4

1

222

2

2

 

 

 

13. ( )∫ − dxee xx 1cos 222  

Fazendo: 
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dxedu

eu

x

x

2

2

2

1

=

−=
 

Temos: 

( ) ( ) .22
8

1
1

4

1

2
8

1

4

1

2
4

1

2

1

2

1

cos
2

1

22

2

Cesene

Cusenu

Cusenu

duuI

xx
+−+−=

++=

+





+=

= ∫

 

 

 

14. ∫ θθθ dsen 2cos2 43  

Fazendo: 

θθ dduu 22 =→=  

Temos: 

( )

( )

.2cos
14

1
2cos

10

1

7

cos

5

cos

2

1

coscos
2

1

coscos1
2

1

cos
2

1

75

75

64

42

43

C

C
uu

duusenuusenu

duuusenu

duuusenI

++
−

=

+







+−=

−=

−=

=

∫

∫

∫

θθ

 

 

 

15. ( ) ( ) θθθ dsen 21cos21 33
−−∫  

Fazendo: 

θ

θ

ddu

u

2

21

−=

−=
 

Temos: 
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( )

( )

( ) ( ) .21
12

1
21

8

1

12

1

8

1

642

1

coscos
2

1

cos1
2

1

cos
2

1

64

64

64

53

23

33

Csensen

Cusenusen

C
usenusen

duuusenuusen

duuusenusen

duuusenI

+−+−−=

++−=

+







−−=

−−=

−−=

−=

∫

∫

θθ

 

 

Outra maneira 

 

( )

( ) ( ) C

Cuu

duuusenu

duuusenI

+−−−=

+−=

−−=

−=

∫

∫

θθ 21cos
12

1
21cos

8

1

cos
12

1
cos

8

1

coscos1
2

1

cos
2

1

64

64

32

33

 

 

 

16. ( ) ( ) dtttsen 1cos119
−−∫  

Fazendo: 

dtdu

tu

=

−= 1
 

Temos: 

( )
.

20

1

20
   

cos

2020

19

C
tsen

C
usen

duuusenI

+
−

=+=

= ∫
 

 

 

17. ( )∫ θθ
θ

dtg ln
1 3  

Fazendo: 
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θ

θ

θ

d
du

u

=

= ln

 

Temos: 

( )

( ) ( ) .lncoslnln
2

1

cosln
2

1

2

1
1sec

2

2

22

3

Ctg

Cuutg

duutgutgduutgu

duutgI

++=

++=

−=−=

=

∫∫

∫

θθ

 

 

 

18. dxxxtg 43 cos∫  

Temos: 

.
4

cos

cos.
cos

4

3

4

3

3

C
xsen

dxxxsen

dxx
x

xsen
I

+=

=

=

∫

∫
 

 

 

19. ∫ dxx4cos  

Temos: 

.
8

3
cos

8

3
cos

4

1

2

1
cos

2

1

4

3
cos

4

1

cos
4

3
cos

4

1

3

3

23

Cxxsenxxsenx

dxxsenxxsenx

dxxxsenxI

+++=







++=

+=

∫

∫

 

 

 

20. ∫ dxxtg 4  

Temos: 
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( )

.
3

sec
3

cos

cos1
sec

coscos

cos

cos

cos

cos

cos1

cos

3

2
3

2

2
22

2

2

4

2

4

22

4

2

4

22

4

4

Cxxtg
xtg

dxdxx
xtg

dx
x

x
dxxxtg

dx
x

xsen
dx

x

xsen

dx
x

xxsen
dx

x

xsen

dx
x

xxsen

dx
x

xsen
I

++−=

+−=

−
−=

−=

−=

−
=

=

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫

∫

 

 

21. ∫ dx
x

xsen
4

2

cos
 

Temos: 

.
3

sec

2

22

C
xtg

dxxxtgI

+=

= ∫
 

 

 

22. ∫ dxxsen515  

Temos: 

( )

( )

( )

.cos3cos10cos15

cos
5

1
cos

3

2
cos15

coscos2115

cos115

15

53

53

42

22

22

Cxxx

Cxxx

dxxsenxx

dxxsenx

dxxsenxsenI

+−+−=

+





−+−=

+−=

−=

=

∫

∫

∫

 

 

 

23. dxxxsen 32 cos15∫  

Temos: 
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( )

.35

5
15

3
15

cos15cos15

cos115

53

53

42

22

Cxsenxsen

C
xsenxsen

dxxxsendxxxsen

dxxxsenxsenI

+−=

+−=

−=

−=

∫∫

∫

 

 

 

24. ∫ dxxxsen 42 cos48  

Temos: 

( )

( )

.3cos3cos8cos2

2

1
cos

2

1
6cos8cos2

cos
4

3
cos

4

1
8

cos
6

1

6

1
48

6

5
cos

6

1
48

48

cos48cos48

coscos148

53

53

5

2

3

5

4

4

5

4

64

64

42

Cxxxsenxsenxxsenx

Cxxxsenxsenxxsenx

xsenxIxsenx

xxsenI

IxsenxI

II

dxxdxx

dxxxI

+++−=

+







++−=









−+=









−=

















+−=

−=

−=

−=

∫∫

∫

 

 

 

25. ∫ dxx3cos6  

Fazendo: 

dxduxu 33 =→=  

Temos: 

 

.
16

5
33cos

48

5
33cos

72

5
33cos

18

1

48

15
cos

48

15
cos

24

5
cos

6

1

3

1

3

1

3
.cos

35

35

6

6

Cxxsenxxxsenxsenx

Cuuusenusenuusenu

I
du

u

++++=

+





+++=

=∫
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26. ∫
−

dx
xsen

x
4

2cos3
 

Temos: 

.cot

3

cot
3

cos.cot3

cos
3

3

3

22

22

2

Cxg

C
xg

dxxecxg

dx
xsenxsen

x
I

+=

+=

−=

−=

∫

∫

 

 

 

27. ∫ dxxxsen 5cos3  

Temos: 

.2cos
4

1
8cos

16

1

2
2

1
8

2

1

Cxx

dxxsendxxsenI

++
−

=

−= ∫∫
 

 

 

28. ∫ dxxtg 52  

Temos: 

.5
5

1

5sec

5cos

1

5cos

5cos1

5cos

5

2

2

2

2

2

2

Cxxtg

Cxdxx

dxdx
x

dx
x

x

dx
x

xsen
I

+−=

+−=

−=

−
=

=

∫

∫ ∫

∫

∫

 

 

 

29. ( ) dttwsentwsen∫ +θ  

Temos: 
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( ) ( )[ ]

( ) ( )( )

( )

( ) .2
4

1
cos

2

1

2
2

1
.

2

1
cos

2

1

2coscos
2

1

coscos
2

1

Ctwsen
w

t

Ctwsen
w

t

dttw

dttwtwtwtwI

++−=

++−=

+−−=

−−−−−=

∫

∫

θθ

θθ

θθ

θθ

 

 

 

30. ∫ dx
xsen

x
4

3cos
 

Temos: 

( )

.
1

3

1

13

coscos

cos
1

3

13

24

4

2

C
xsenxsen

C
senxsen

dxxxsendxxxsen

dxx
xsen

xsen
I

++
−

=

+
−

−
−

=

−=

−
=

−−

−−

∫ ∫

∫

 

 

 

31. dttsentgt 864 cotsec∫  

Temos: 

( )

∫

∫

∫

∫

∫

=









=

=

=

=

dttsen

dt
tsen

dttsent

dttsent

dttsen
tsen

t

t
I

2
4

1

2

2

cos

cos

.
cos

.
cos

1

2

2

2

22

8

6

6

4

 

 

.4
32

1

8

1

4cos
2

1

2

1

4

1

Ctsent

dttI

+−=









−= ∫
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32. ∫ −
−

dxxtg
x

x
1

1

23

2
 

Fazendo: 

1

1

2

2

−
=

−=

x

xdx
du

xu

 

Temos: 

.1cosln1
2

1

cosln
2

1

2

1

222

2

2

3

Cxxtg

Cuutg

duutgutg

duutgI

+−+−=

++=

−=

=

∫

∫

 

 

 

33. ( )∫ − dxx41sec3  

Fazendo: 

dxduxu 441 −=→−=  

Temos: 

( ) ( ) ( ) ( ) .4141secln
8

1
4141sec

8

1

secln
8

1
sec

8

1

sec
2

1
sec

2

1

4

1

sec
4

1 3

Cxtgxxtgx

Cutguutgu

duuutgu

duuI

+−+−−−−−=

++−−=







+−=

−=

∫

∫

 

 

 

34. ( )∫ − dxxec 23cos 4  

Fazendo: 

dxduxu 223 −=→−=  

 

Temos: 
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( )

( ) ( ) .23cot
6

1
23cot

2

1

cot
6

1
cot

2

1

3

cot
cot

2

1

coscot1
2

1

cos
2

1

3

3

3

22

4

Cxgxg

Cugug

C
ug

ug

duuecug

duuecI

+−+−=

++=

+







−−−=

+−=

−=

∫

∫

 

 

 

35. ( ) ( )∫ −− dxxecxgx 1cos1cot 2222  

Fazendo: 

xdxdu

xu

2

12

=

−=
 

Temos: 

duuecugI
22 coscot

2

1
∫=  

( ) .1cot
6

1

3

cot

2

1

23

3

Cxg

C
ug

I

+−−=

+−=

 

 

 

36. Verificar as fórmulas de recorrência (8), (9) e (10) da secção 7.2.11. 

Verificando a fórmula (8): 
 

duu
n

n
uusen

n
duu

nnn

∫∫
−− −

+=
21 cos

1
cos

1
cos  

Fazendo: 

( )

usenvduudv

duusenunduuu
nn

=⇒=

−−=⇒=
−−

cos

.cos1cos 2*1*

 

Temos: 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫

∫∫

−−

−−

−−

−−

−−

−
+=

−+=−+

−−−+=

−−+=

−+=

duu
n

n
usenu

n
duu

duunusenuduunduu

duunduunusenuduu

duuunusenuduu

duusenunusenusenuduu

nnn

nnnn

nnnn

nnn

nnn

21

21

21

221

21

cos
1

.cos
1

cos

cos1coscos1cos

cos1cos1coscos

cos1cos1coscos

.cos1.coscos

 

 

Verificando a fórmula (9): 

duu
n

n
utgu

n
duu

nnn

∫∫
−−

−

−
+

−
=

22 sec
1

2
sec

1

1
sec  

Fazendo: 

( ) duutguunduuu nn .sec.sec2sec 3*2* −−
−=⇒=  

utgvduudv =⇒=
2sec  

Temos: 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫

∫ ∫

−−

−−

−−

−−

−−

−

−
+

−
=

−+=−+

−+−−=

−−−=

−−=

duu
n

n
utgu

n
duu

duuntguuduunduu

duunduunutguduu

duuunutguduu

duunutgutguduu

nnn

nnnn

nnnn

nnn

nnn

22

22

22

222

222

sec
1

2
sec

1

1
sec

sec2secsec2sec

sec2.sec2.secsec

sec1sec2.secsec

.sec2.secsec

 

 

Verificando a fórmula (10): 
 

∫∫
−−

−

−
+

−

−
= duuec

n

n
uguec

n
duuc

nnn 22 cos
1

2
cot.cos

1

1
cos  

Fazendo: 

( )

ugvduuecdv

duuguecuecnduduuecu
nn

cotcos

cot.cos.cos2cos

2

3*2*

−=⇒=

−−=⇒=
−−

 

Temos: 

( )

( ) ( )

( ) ( )

∫∫

∫∫∫

∫∫

∫∫

−−

−

−−

−−

−

−
+

−

−
=

−+−=−+

−−−−=

−−−=

duuec
n

n
uguec

n
duuec

duuecnuguecduuecnduuec

duuecuecnuguecduuec

duuecnuguguecduuec

nnn

nnn

nnn

nnn

22

22

222

222

cos
1

2
cot.cos

1

1
cos

cos2cot.coscos2cos

cos1cos2cotcoscos

cos2.cotcotcoscos
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37. Verificar as fórmulas. 

 

a) ∫∫
−−

−
−

= duutgutg
n

duutg
nnn 21

1

1
 

 

b) ∫∫
−−

−
−

−= duugug
n

duug
nnn 21 cotcot

1

1
cot  

 

Solução (a) 
 

( )

∫

∫∫

∫

∫∫

−
−

−−

−

−

−
−

=

−=

−=

=

duutg
n

utg

duutguduutg

duutgu

duutgutgduutg

n
n

nn

n

nn

2
1

222

22

22

1

sec

.1sec

.

 

 

Solução (b) 
 

( )

∫

∫∫

∫

∫∫

−
−

−−

−

−

−
−

−=

−=

−=

=

duug
n

g

duugduuecug

duutguec

duugugduug

n
n

nn

n

nn

2
1

222

22

22

cot
1

cot

cotcoscot

cos.1cos

cot.cotcot

 

 

 

38. Calcular a área limitada pela curva xy cos= , pelas retas 
2

π
=x  e 

2

3π
=x  e o eixo dos 

x . 

A Figura que segue mostra a área. 
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π/2 π 3π/2

-1

1

x

y

 
 

au

sensen

xsen

dxxA

2

2
2

2

cos2

2

2

=









−−=

−=

−= ∫

π
π

π
π

π

π

 

 

 

39. Calcular a área limitada por xseny 2= , 0=x , π2=x  e o eixo dos x  

 

A Figura que segue mostra a área. 

π/2 π 3π/2 2π

-1

1

2

x

y
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( )

( )

au

x

dxxsenA

.8

114

0coscos4

cos4

22

0

0

=

−−−=

−−=

−=

= ∫

π

π

π

 

 

40. Calcular a área da região limitada por xtgy 3
= , 1=y  e 0=x  

A Figura que segue mostra a área. 

π/2

-1

1

x

y

 

( )

2

2
ln

2

1

2

2
ln01

2

1

0cosln
4

cosln0
42

1

cosln
2

1

22

4

0

2

4

0

3

1

+=

+−=

−+







−=

+=

= ∫

ππ

π

π

tgtg

xxtg

dxxtgA

 

Assim, 

au

A

.2ln
2

1

2

1

4

2

2
ln

2

1

4









+−=











−−=

π

π
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41. Calcular a área sob o gráfico de xy 6cos=  de 0  ate π . 

A Figura que segue mostra a área. 

π/2 π

1

x

y

 
 

 

 

Cxsenxxsenxxsenx

dxxxsenxxsenx

dxxxsenxxsenx

dxxxsenxdxx

+







+++=

++=









++=

+=

∫

∫

∫∫

2
4

1

2

1

24

15
cos

24

5
cos

6

1

cos
24

15
cos

24

5
cos

6

1

cos
4

3
cos

4

1

6

5
cos

6

1

cos
6

5
cos

6

1
cos

35

235

235

456

 

Assim,  

au

xsenxxsenxxsenx

dxxA

.
16

5

2
4

1

2

1

24

15
cos

24

5
cos

6

1

cos

0

35

0

6

π

π

π

=









+++=

= ∫

 

 

 

42. Calcular a área sob o gráfico de xseny 6
=  de  0  ate π . 

A Figura que segue mostra a área. 
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π/2 π

1

x

y

 
 

 

Cxsenxxxsenxxsen

dxxsenxxsenxxsen

dxxsenxxsendxxsen

+







−+−−=









+−+−=

+−=

∫

∫∫

2
4

1

2

1

24

15
cos

24

5
cos

6

1

4

3
cos

4

1

6

5
cos

6

1

6

5
cos

6

1

35

235

456

 

Assim,  

au

xsenxxxsenxxsen

dxxsenA

.
16

5

2
4

1

2

1

24

15
cos

24

5
cos

6

1

0

35

0

6

π

π

π

=









−+−−=

= ∫

 

 

 

 

43. Calcular a área sob o gráfico de xseny 3
=  de 0  ate π . 

A Figura que segue mostra a área. 
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π/2 π

1

x

y

 
 

Cxxsen

dxxsenxsendxxsen

+−−=

+−= ∫∫

cos
3

2
cos

3

1

3

2
cos

3

1

2

23

 

Assim,  

( )

..
3

4

0coscos
3

2

cos
3

2
cos

3

1

0

2

0

3

au

xxxsen

dxxsenA

=

−−=

−−=

= ∫

π

π

π

 

 

 

44. Calcular a área entre as curvas xseny 2
=  e xy 2cos= ,  de 

4

π
 ate 

4

3π
 

A Figura que segue mostra a área. 
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-π/4 π/4 π/2 3π/4 π 5π/4

1

x

y

 

( )

au

sen

sensen

xsen

xsenxxsenx

dxxxsenA

.1

2

2

2
2

1
.2

2
4

1

2

1
2

4

1

2

1
.2

cos.2

2

4

2

4

2

4

22

=

=









−−=

−
=









−−−=

−= ∫

π

π
π

π

π

π

π

π

π

 

 

 

Nos exercícios de 45 a 67, calcular a integral indefinida. 

 

45. ∫
− 522 xx

dx
 

Fazendo: 

θθθ

θ

θ

dtgdx

x

tgx

sec5

sec5

552

=

=

=−

 

Temos: 
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C
x

x

Csen

d
d

tg

dtg
I

+
−

=

+=

==

=

∫∫

∫

5

5

1

5

1
   

cos
5

1

sec5

5sec5

sec5

2

2

θ

θθ
θ

θ

θθ

θθθ

 

 

46. ∫
−

2169 t

dt
 

Fazendo: 

dtdutu

tu

44

16 22

=→=

=
 

Temos: 

∫
−

=
29

4
1

u

du
I  

Fazendo: 

θθ

θθ

θ

ddu

u
senarcsenu

u

cos3

3
3

cos39 2

=

=∴=

=−

 

Obtemos: 

C
t

senarc

C
u

senarc

Cd

d
I

+=

+=

+==

=

∫

∫

3

4

4

1

34

1

4

1

4

1

cos3

cos3

4

1

θθ

θ

θθ

 

 

 

47. ∫
− 92

3

x

dxx
 

Fazendo: 
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θθθ

θ

θ

dtgdx

x

tgx

sec3

sec3

392

=

=

=−

 

Temos: 

Cxx

C
xxx

Ctgtg

dtg

d

tg

dtg

+−







+=

+
−

+
−









=

++=









+=

=

∫

∫

∫

96
3

1

3

9
18

3

9

3
9

18sec9

sec
3

2
sec

3

1
27

sec27

3

.sec3.sec27

22

222

2

22

4

3

θθθ

θθθθ

θθ

θ

θθθθ

 

 

 

48. ( )∫ − dtt 2
3

241  

 

( )

( )∫

∫

−−=

−−=

duuu

dttt

22

22

11
2

1

4141

                      onde:  
dtdu

tutu

2

24 22

=

=→=
 

 

Fazendo: 

 

θθ

θ

θ

ddu

senu

u

cos

cos1 2

=

=

=−

 

Temos: 



 564 

( )

.2
32

3

16

3
cos

8

1

2
4

1

2

1

8

3
cos

8

1

cos
4

3
cos

4

1

2

1

cos
2

1

cos.cos.cos
2

1

cos.1cos
2

1

3

3

23

4

2

2

Csensen

Csensen

dsen

d

d

dsenI

+++=

+







++=







+=

=

=

−=

∫

∫

∫

∫

θθθθ

θθθθ

θθθθ

θθ

θθθθ

θθθθ

 

 

Considerando: 

21.2

cos22

uu

sensen

−=

= θθθ
 

Finalizamos: 

( )

( )

( )

( ) Ctttsenarcttt

Ctttsenarcttt

Cuuusenarcuuu

CuuusenarcuuI

+−++−−=

+−++−−=

+−++−−=

+−++−=

222

222

222

2
3

2

41.
8

3
2

16

3
4141

4

1

412.
16

3
2

16

3
41412.

8

1

1
16

3

16

3
11

8

1

1
16

3

16

3
1

8

1

 

 

 

49. ∫ − dxxx 22 4  

Fazendo: 

 

θθ

θ

θ

ddx

senx

x

cos2

2

cos24 2

=

=

=−

 

Temos: 



 565 

( )

( )

( )

Csensensen

Csensensen

dsensen

d

d

dsen

dsen

dsenI

+





−−−+=

+















+−−+=

















+−+=

−=

−=

=

=

=

∫

∫

∫

∫

∫

∫

θθθθθθ

θθθθθθ

θθθθθθ

θθθ

θθθ

θθθ

θθθ

θθθθ

2
16

3

8

3
cos

4

1
2

4

1

2

1
16

2
4

1

2

1

4

3
cos

4

1
2

4

1

2

1
16

cos
4

3
cos

4

1
2

4

1

2

1
16

coscos16

coscos116

cos16

cos16

cos2.cos2.4

3

3

23

42

22

2

22

2

 

 

( )

( )
C

xxxxxx
senarc

C
xxxxx

senarc

Csensen

Csensen

+
−−

−
−

+=

+












−

−
−

+=

+−+=

+





−

−+
+

−
=

4

44

2

4

2
2

2
.

2

4
.4

2

4
4.

2
2

2
2

cos422

cos
4

1
2

16

34

8

34
16

222

3

22

3

3

θθθθ

θθθθ

 

 

 

50. dxxx∫ + 323  

Fazendo: 

θθ

θ

θ

ddx

tgx

x

2

2

sec3

3

sec33

=

=

=+

 

Temos: 

 



 566 

( )

( )

( ) ( ) Cxx

C
xx

C

dtg

dtg

dtg

dtgI

++−+=

+












 +
−













 +
=

+







−=

−=

−=

=

=

∫

∫

∫

∫

3
2

5
2

3
2

5
2

35

24

22

33

33

33
5

1

3

3

3

39

3

3

5

39

3

sec

5

sec
39

sec..secsec39

sec.sec.1sec39

sec.39

sec3.33

θθ

θθθθθ

θθθθθ

θθθ

θθθ

 

 

 

51. ∫
+

+

1

45
23

xx

dxx
 

Fazendo 

θθ

θ

θ

ddx

tgx

x

2

2

sec

sec1

=

=

=+

 

Temos: 

.
11

ln2
1215

|cotseccos|ln2cotseccos2
5

seccos4seccos4cos5

cos4
cos5

sec4sec5

.sec.
45

.sec.
sec.

45

2

2

22

32

3

2
2

32

3

2

3

C
x

x

x

x

x

x

Cgg
sen

dddsen

d
sen

dsen

d
tg

d
tg

d
tg

tg

d
tg

tg
I

+
−+

−
+

−
+−

=

+−−−
−

=

−+=

+=

+=

+
=

+
=

∫ ∫∫

∫∫

∫∫

∫

∫

−

−

θθθθ
θ

θθθθθθθ

θ
θ

θ
θθθ

θ
θ

θ
θ

θ

θ

θθ
θ

θ

θθ
θθ

θ

 

 

 

52. ( ) dxxx∫ ++ 11 22
 



 567 

Fazendo 

θθ

θ

θ

ddx

tgx

x

2

2

sec

sec1

=

=

=+

 

Temos: 

( )

( )

( )

Ctgtgtg

Cdtgtg

dtg

dtgd

dtgdtg

dtgtg

dtgI

+++++=

++







++=

++=

+=

++=

++=

+=

∫

∫

∫∫

∫∫

∫

∫

θθθθθθ

θθθθθθθ

θ
θθθθ

θθθθθθ

θθθθθθ

θθθθ

θθθθ

33

33

3
33

25

332

32

22

sec
3

2
secln

8

3
sec

8

3
sec

4

1

sec
3

2
sec

2

1
sec

2

1

4

3
sec

4

1

3

sec
.2sec

4

3
sec

4

1

.sec.sec2sec

sec2sec1

sec12

sec.sec.1

 

 

( ) ( )

( ) ( ) Cxxxxxxxxx

Cxxxxxxx

+++++++++++=

+++++++++=

1ln
8

3
11

3

2
1

8

3
11

4

1

1
3

2
1ln

8

3
.1

8

3
1

4

1

222222

3
222

3
2

 

 

 

53. ∫
+

dt
t

t

162

5

 

Fazendo 

θθ

θ

θ

ddt

tgt

t

2

2

sec4

4

sec416

=

=

=+

 

Temos: 



 568 

( )

( )

[ ]∫∫∫

∫

∫

∫

∫

∫

+−=

+−=

−=

=

=

=

θθθθθθθθθθθ

θθθθθ

θθθθ

θθθθθ

θθθ

θ

θθθ

dtgdtgdtg

dtg

dtg

dtgtgtg

dtg

dtg
I

sec.sec..sec2secsec4

sec1sec2sec4

sec..1sec4

sec...4

sec4

sec4

sec4.4

245

245

225

225

55

255

 

 

( ) ( ) Cttttt

C
ttt

C

+++++−++=

+












 +
+













 +
−













 +
=

+







+−=

162561616
3

32
1616

5

1

4

16
4

4

16

3

8.4

4

16

5

4

sec
3

sec
.2

5

sec
4

2222222

2
5

3
24

5
25

35
5 θ

θθ

 

 

 

54. ∫
+

dx
e

e

x

x

12
 

Fazendo 

dxedu

eueu

x

xx

=

=→=
22

 

Temos: 

∫
+

=
12u

du
I  

Considerando: 

θθ

θ

θ

ddu

tgu

u

2

2

sec

sec1

=

=

=+

 

Finalizamos: 



 569 

Cee

Cuu

Ctg

d

d
I

xx
+++=

+++=

++=

=

= ∫

1ln

1ln

secln

sec

sec

sec

2

2

2

θθ

θθ

θ

θθ

 

 

 

55. ∫
−

dx
x

x

2

2

2
 

Fazendo 

θθ

θ

θ

ddx

senx

x

cos2

2

cos22 2

=

=

=−

 

 

Temos: 

( )

Cxx
x

senarc

Csen

Csen

d

d

dsen

d
sen

I

+−−=

+−=

+−=

−=

−
=

=

=

∫

∫

∫

∫

2

2

2

2
2

1

2

cos

2
2

1

2cos1

2

2cos1
2

2

cos2.
cos2

2

θθθ

θθ

θθ

θ
θ

θθ

θθ
θ

θ

 

 

 

 

56. ∫
−

dx
e

e

x

x

24
 

Fazendo 

dxedu

eu

eu

x

x

x

=

=

=
22

 



 570 

Temos: 

∫
−

=
24 u

du
I  

Considerando: 

θθ

θ

θ

ddu

senu

u

cos2

2

cos24 2

=

=

=−

 

Obtemos: 

C
e

senarc

C
u

senarc

C
d

I

x

+







=

+=

+== ∫

2

2

cos2

cos2
θ

θ

θθ

 

 

 

57. ∫
−

+
dx

x

x

1

1

2
 

Fazendo 

θθθ

θ

θ

dtgdx

x

tgx

.sec

sec

12

=

=

=−

 

Temos: 

( )

ctgtg

d

dtg
tg

I

+++=

+=

+
=

∫

∫

θθθ

θθθ

θθθ
θ

θ

secln

secsec

.sec.
1sec

2  

  Cxxx +−++−= 1ln1 22  

 

 

58. dx
x

x
∫

−
2

2 1
 

Fazendo: 

θθθ

θ

θ

dtgdx

x

tgx

sec

sec

12

=

=

=−

 

Temos: 



 571 

C
x

x
xx

Csentg

dd

d

dtg

dtg
tg

I

+
−

−−+=

+−+=

−=

−
=

=

=

∫ ∫

∫

∫

∫

1
1ln

secln

cossec

sec

1sec

sec

1
.

..sec
sec

2
2

2

2

2

θθθ

θθθθ

θ
θ

θ

θ
θ

θ

θθθ
θ

θ

 

 

59. dx
x

x
∫

+
3

21
 

 

Fazendo: 

 

θθ

θ

θ

ddx

tgx

x

2

2

sec

sec1

=

=

=−

 

 

C
xx

x

xx

x

Cgg

d

d
sen

d
tg

I

+−
+

+
+

−=

+−+−=

=

=

=

∫

∫

∫

11
ln

2

11
.

1

2

1

cotseccosln
2

1
cotseccos

2

1

seccos

cos
.

cos

1

sec

22

3

3

3

3

3

3

θθθθ

θθ

θ
θ

θ

θ

θ
θ

θ

 

 

60. ∫
−

+
dx

x

x

24

1
 

Fazendo: 

θθ

θ

θ

ddx

senx

x

cos2

2

cos24 2

=

=

=−

 

Temos: 



 572 

( )

C
x

senarcx

C

dsen

d
sen

I

++−−=

+−=

+=

+
=

∫

∫

2
4

cos2

12

cos2.
cos2

12

2

θ

θθ

θθ
θ

θ

 

 

 

61. ∫
+

+
dx

x

x

19

56

2
 

Fazendo: 

dxdu

xu

xu

3

3

9 22

=

=

=

 

Temos: 

( )
du

u

u
I

3

1

1

52

2∫
+

+
=  

Considerando: 

θθ

θ

θ

ddu

tgu

u

2

2

sec

sec1

=

=

=+

 

Obtemos: 

( )

Cxxx

Cuuu

Ctg

ddtg

dtg
I

+++++=

+++++=

+++=

+=

+
=

∫∫

∫

319ln
3

5
19

3

2

1ln
3

5
1

3

2

secln
3

5
sec

3

2

sec5
3

1
sec2

3

1

sec

sec52

3

1

22

22

2

θθθ

θθθθθ

θ

θθθ

 

 

 

62. 
( )
∫

+

+

xx

dxx

2

3

2
 

Fazendo: 



 573 

( )

( )

dxdu

xu

xu

xxx

=

+=

+=

−+=+

1

1

112

22

22

 

Temos: 

( )
∫

−

+−
= du

u

u
I

1

31

2
 

Considerando: 

θθθ

θ

θ

dtgdu

u

tgu

.sec

sec

12

=

=

=−

 

Obtemos: 

( )

Cxxxxx

Cuuu

Ctgtg

d

dtg
tg

++++++=

+−++−=

+++=

+=

+
=

∫

∫

21ln22

1ln21

secln2

sec2sec

.sec.
2sec

22

22

2

θθθ

θθθ

θθθ
θ

θ

 

 

63. dxx∫ −
24  

Fazendo: 

θθ

θ

θ

ddx

senx

x

cos2

2

cos24 2

=

=

=−

 

Temos: 

C
xxx

senarc

Csen

Csen

d

d

dI

+
−

+=

++=

+







+=

+
=

=

=

∫

∫

∫

2

4

2
2

22

2
2

1
2

2

2cos1
4

cos4

cos2.cos2

2

2

θθ

θθ

θ
θ

θθ

θθθ

 

 



 574 

 

64. dxx∫ − 42  

Fazendo: 

θθθ

θ

θ

dtgdx

x

tgx

.sec2

sec2

242

=

=

=−

 

Temos: 

( )

( )

C
xxxx

Ctgtg

ddtg

d

d

dtg

dtgtgI

+
−+

−
−

=

++−=







−+=

−=

−=

=

=

∫∫

∫

∫

∫

∫

2

4
ln2

2

4

2
.2

secln2.sec2

secsec
2

1
.sec

2

1
4

secsec4

sec.1sec4

sec.4

.sec2.2

22

3

2

2

θθθθ

θθθθθθ

θθθ

θθθ

θθθ

θθθθ

 

 

 

65. ∫ + dxx 24  

Fazendo: 

θθ

θ

θ

ddx

tgx

x

2

2

sec2

2

sec24

=

=

=+

 

Temos: 

 

Cxx
xx

C
xxxx

C
xxxx

Ctgtg

dtg

d

dI

++++
+

=

+
++

+
+

=

++
+

+
+

=

+++=









+=

=

=

∫

∫

∫

2
2

22

22

3

2

4ln2
2

4

2

4
ln2

2

4

22

4
ln2

2
.

2

4
2

secln2sec2

sec
2

1
sec

2

1
4

sec4

sec2.sec2

θθθθ

θθθθ

θθ

θθθ



 575 

 

66. ( )∫ ++ dxxx 21 2  

Fazendo: 

θθ

θ

θ

ddx

tgx

x

2

2

sec

sec1

=

=

=+

 

Temos: 

( )

( )

Cxxxxx

Cxxxxx

Ctgtg

Cdtg

dtg

dtgI

++++++=

+++++++=

++++=

+++=

+=

+=

∫

∫

∫

222

222

2

2

3

2

1ln
2

1
1

2

1

11ln
2

1
.1

2

1

secsecln
2

1
sec

2

1

2

sec
2sec

2

1
sec

2

1

secsec2sec

sec2sec

θθθθθ

θ
θθθθ

θθθθ

θθθθ

 

 

67. dx
x

x
xsen∫ 











+
+

2

2

1
 

 

∫

∫ ∫

+
+−=

+
+=

2

2

2

2

1
cos

1

x

dxx
x

x

dxx
dxxsen

 

Fazendo: 

θθ

θ

θ

ddx

tgx

x

2

2

sec

sec1

=

=

=+

 

Temos: 



 576 

( )

( )

Cxxxxx

Ctgtgx

ddtgx

dx

dx

dtgx

dtg
xI

+++−++−=

++−+−=

−++−=

−+−=

−+−=

+−=

+−=

∫ ∫

∫

∫

∫

∫

22

3

2

2

22

1ln
2

1
.1

2

1
cos

secln
2

1
sec

2

1
cos

secsec
2

1
sec

2

1
cos

secseccos

sec1seccos

sec.cos

sec

sec.
cos

θθθθ

θθθθθθ

θθθ

θθθ

θθθ

θ

θθθ

 

 

 

Nos exercícios de 68 a 72, calcular a integral definida. 
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8

16

1

1

5

8

8

48

1

16

44

48

1

4

33

2

1

2

3

3
22

1
24

+=

−++
−

=











−+














−

−
=














+

+
+−

=
+

∫ t

t

t

t

tt

dt

 

 

 

71. ∫
+

3

2
22 169tt

dt
 

Fazendo: 
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dtdu

tu

tu

3

3

9 22

=

=

=

 

Temos: 

∫
+

=

16
9

3

1

2
2

u
u

du

I  

Considerando: 

θθ

θ

θ

ddu

tgu

u

2

2

sec4

4

sec416

=

=

=+

 

Obtemos: 

C
t

t

C
u

u

C

dsen

sen

d

d
sen

tg

d

tg

d
I

+
+−

=

+
+−

=

+−=

=

=

=

==

∫

∫

∫

∫∫

−

3

169
.

16

3

16
.

16

3

seccos
16

3

cos.
16

3

cos

16

3

cos
.

cos

1

16

3

sec

4.4

1
.3

sec4.16

sec4

9

1
3

1

2

2

2

2

2

2

22

2

θ

θθθ

θ

θθ

θ
θ

θ

θ

θ

θθ

θθ

θθ

I 

Assim,  











−

−
=

+−
=

+
∫

17
3

43

16

1

3

169
.

16

3

169

3

2

23

2
22 t

t

tt

dt

 

 

 

72. 
( ) ( )
∫

−−−

7

6
22

911 tt

dt
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Fazendo: 

( )

dtdu

tu

tu

=

−=

−=

1

1
22

 

Temos: 

∫
−

=
922 uu

du
I  

Considerando: 

θθθ

θ

θ

dtgu

u

tgu

sec3

sec3

392

=

=

=−

 

Obtemos: 

( )
C

t

t

C
u

u

Csen

d
d

tg

dtg
I

+
−

−−
=

+
−

=

+=

==

=

∫∫

∫

1

91

9

1

9

9

1

9

1

cos
9

1

sec9

.3.sec9

.sec3

2

2

2

θ

θθ
θ

θ

θθ

θθθ

 

Assim,  

( ) ( )

( )











−=

−

−−
=

−−−
∫

5

4

6

27

9

1

1

91

9

1

911

7

6

27

6
22 t

t

tt

dt

 

 

 

Nos exercícios 73 a 76, verificar se a integral imprópria converge.  Em caso positivo, 

determinar seu valor. 

 

73. ∫
−

10

3
22 9xx

dx
 

 

∫∫
−

=
−

=
+

→

10

223

10

3 22 9
lim

9 rr xx

dx

xx

dx
I  
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∫
−

=
922

xx

dx
I   

Fazendo: 

θsec3=x   θθθ dtgdx sec3=  

Temos: 

c
x

x

csend
d

tg

dtgdtg
I

+
−

=

+===

=
−

=

∫∫

∫∫

9

9

1

9

1
cos

9

1

sec9

1

3sec3

1

9sec9sec9

sec3

2

221

θθθ
θ

θ

θθ

θθ

θθ

θθθ

 

 

 

90

91

3

99

9

1

90

91

9

9

1
lim

10

910

9

1

9

9

1
lim

2

3

2

10
2

3

=
−

−=

−
−

−
=

−
=

+

+

→

→

r

r

x

x
I

r

r

r

 

 

Portanto, a integral converge e tem como resultado 
90

91
. 

 

 

74. ∫
+∞

−3
2 4x

dx
 

 

∫∫
−

=
−

=
+∞→

∞+ b

b x

dx

x

dx
I

3 23 2 4
lim

4
 

 

Fazendo: 

θsec2=x  

θθθ dtgdx sec2=  
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c
xx

ctgd
tg

dtg

dtg

x

dx
I

+
−

+=

++===

−
=

−
=

∫∫

∫∫

2

4

2
ln

seclnsec
2

sec2

4sec4

sec2

4

2

221

θθθθ
θ

θθθ

θ

θθθ

 

 

 

∞+=

+−
−

+=

−
+=

+∞→

+∞→

2

5

2

3
ln

2

4

2
lnlim

2

4

2
lnlim

2

3

2

bb

xx
I

b

b

b

 

 

Portanto, a integral diverge. 

 

 

75. ∫
−

1

0

2/32 )1( x

dx
 

 

( ) ( )∫∫
−

=
−

=
−

→

s

s x

dx

x

dx
I

0 2321

1

0 232 1
lim

1
 

 

( ) ( )∫∫
−

=
−

=
3

2
232

1

11 x

dx

x

dx
I  

 

θsenx =  

θθ ddx cos=  

 

( ) ( )

c
x

x
ctgd

dd

sen

d
I

+
−

=+==

==
−

=

∫

∫∫∫

2

2

232/321

1
sec

coscos

cos

1

cos

θθθ

θ

θ

θ

θθ

θ

θθ

 

 

+∞=−
−

=
−

=
−−

→→

0
1

lim
1

lim
21

0

21 s

s

x

x
I

s

s

s
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Portanto, a integral diverge. 

 

 

76. ∫
+∞

+1
2 4xx

dx
 

 

∫∫
+

=
+

=
+∞→

∞+ b

b xx

dx

xx

dx
I

1 21 2 4
lim

4
 

 

∫
+

=
42

1

xx

dx
I  

 

θtgx 2=  

θθ ddx 2sec2=  

 

c
xx

x

cgecdec

d
sen

d
tg

tg

d

tgtg

d
I

+−
+

=

+−==

==

=
+

=

∫

∫∫

∫∫

24
ln

2

1

cotcosln
2

1
cos

2

1

cos

cos

1

2

1sec

2

1

sec.

sec

2

1

442

sec2

2

2

2

2

1

θθθθ

θ
θ

θ

θ
θ

θ

θ

θθ

θθ

θθ

θθ

 

 

 

25ln
2

1

25ln
2

1
0.

2

1

25ln
2

124
lnlim

2

1

25ln
2

124
ln

2

1
lim

24
ln

2

1
lim

2

2

2

1

2

−−=

−−=

−−













−

+
=

−−













−

+
=

−
+

=

+∞→

+∞→

+∞→

bb

b

bb

b

xx

x
I

b

b

b

b

 

Portanto, a integral converge e tem como resultado 7218,025ln
2

1
≅−− . 
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7.6 – EXERCÍCIOS – pg. 325 
 

Nos exercícios de 1 a 23, calcular a integral indefinida. 

 

1. dx
xx

x
∫

+
2

32
 

 

( )

Cxxx

Cxx
x

dx
x

x

x

dxx
dx

xx

x

+++−=

+







++−=










+
+−=

+
=

+
=

∫

∫∫

1ln22

1ln
2

2

1

1
12

1
2

1
2

2

2

23

 

 

2. dx
xx

x
∫

−+

+

232

12
2

 

 

( )

( )

Cxx

Cxx

dx
x

x

dx
x

B

x

A

dx

xx

x
dx

xx

x

+++−=

+++−=



















+
+

−

=



















+
+

−

=

+







−

+
=

−+

+

=

∫

∫

∫∫

2ln
5

3

2

1
ln

5

2

2ln
5

3

2

1
ln

10

4

2

56

2

1

54

2

1

2

2

12

1

2
2

1

12

2

1

1
2

3

12
2

1

2

 

 

3. dx
xxx

x
∫

−−+

−

44

1
23
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( ) ( ) ( )

dx
x

C

x

B

x

A

dx
xxx

x

∫

∫










+
+

+
+

−
=

++−

−
=

212

212

1

 

 

Cálculo de A, B e C 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1222211 +−++−+++≡− xxCxxBxxAx  

 

12
1

14.3.2

=

=→=

A

Ax
 

 

( ) ( )

4
3

31.4.2

−=

−=−−→−=

C

Cx
 

 

( ) ( )

3
2

21.3.1

=

−=−→−=

B

Bx
 

Assim, 

Cxxx

dx
xxx

I

++−++−=















+

−

+
+

+
−

= ∫

2ln
4

3
1ln

3

2
2ln

12

1

2
4

3

1

3
2

2
12

1

 

 

 

4. dx
xxx

x
∫

+−− 122

3
23

2

 

 

∫

∫

















−

+
+

+
−

=

+−−

=

dx

x

C

x

B

x

A

xxx

dxx

2

1112

3

2

1

2

1
2

3

23

2

 

Cálculo de A, B e C 

( ) ( ) ( ) ( )11
2

1
1

2

1
12

+−+







−−+








−+≡ xxCxxBxxAx  
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1

1
2

1
.2.1

=

=→=

A

Ax
 

 

( )

3

1

1
2

3
.2.1

=

=







−−→−=

B

Bx

 

 

3

1

4

1

2

3
.

2

1
.

2

1

−=

=















−→=

C

Cx

 

Assim, 

Cxxx

dx
xxx

I

+−−++−=










−
−

+
+

−
= ∫

2

1
ln

2

1
1ln

2

1
1ln

2

3

21

31

1

31

1

1

2

3

 

 

 

5. dx
xx

xx
∫ +−

++

12

45
2

2

 

 

( )

( )

C
x

xx

dx
xx

x

dx
x

B

x

A
dx

+
−

−−+=












−
+

−
+=












−
+

−
+=

∫

∫ ∫

1

10
1ln7

1

10

1

7

11

2

2

 

 

 

6. 
( ) ( )

dx
xx

x
∫

−−

−
22

32

1
 

 

( ) ( )
dx

x

D

x

C

x

B

x

A
∫ 











−
+

−
+

−
+

−
22

3322
 

 

Cálculo de A, B , C e D 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )441216796182181

2323321

223223

2222

+−+−+−++−+−+−≡−

−+−−+−+−−≡−

xxDxxxCxxBxxxAx

xDxxCxBxxAx
 

 

 













−=+−+−

=−+−

=+−+−

=+

1412918

1416621

078

0

DCBA

DCBA

DCBA

CA

 

 

3=A ; 1=B ; 3−=C  e 2=D  

Assim,  

( ) ( )

( ) ( )

C
xxx

x

C
x

x
x

x

C
x

x
x

x

dx
xxxx

I

+
−

−
−

−
−

−
=

+
−

−−−
−

−−=

+
−

−
+−−

−

−
+−=










−
+

−

−
+

−
+

−
=

−−

∫

3

2

2

1

3

2
ln3

3

2
3ln3

2

1
2ln3

1

3
.23ln3

1

2
2ln3

3

2

3

3

2

1

2

3

11

22

 

 

 

7. 
( )

dx
xxxx

x
∫

+−+−

+

820187

1
234

2

 

 

( ) ( )
dx

x

D

x

C

x

B

x

A
I

32
2221 −

+
−

+
−

+
−

= ∫  

 

Cálculo de A, B, C e D 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1212121
232

−+−−+−−+−≡+ xDxxCxxBxAx  

 

2−=A ; 2=B ; 1−=C ; 5=D  

Assim, 
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( )

( )

( )

( )
C

xxx

x

C
xxx

x

C
xx

xx

C
xx

xxI

+
−

−
−

+








−

−
=

+
−

−
−

+
−

−
=

+
−

−
−

+−+−−=

+
−

−
−

+−+−−=

2

2

2

2

2

22

5

2

1

1

2
ln

22

5

2

1

1

2
ln2

22

5

2

1
2ln21ln2

22

5

2

1
2ln21ln2

 

 

8. ∫
−

23 4xx

dx
 

dx
x

C

x

B

x

A
∫ 









−
++=

42
 

 

Cálculo de A, B e C 

( ) ( ) 2441 CxxBxAx +−+−≡  

 

4
1410 −=∴−=→= BBx  

 

16
11614 =∴=→= CCx  

 

16
10 −=∴=+ ACA  

Assim, 

.
4

14
ln

16

1

4ln
16

1

4

1
ln

16

1

4ln
16

1

14

1
ln

16

1

4

16

1

4

1

16

1

1

2

C
xx

x

Cx
x

x

Cx
x

x

dx
xxx

I

++
−

=

+−++−=

+−+
−

−−=



















−
+

−

+

−

=

−

∫

 

 

9. dx
x

xx
∫

+

++

22

42
2

23

 



 590 

( ) Cxtgarcxx
x

Ctgxarcxx
x

x

dx

x

xdx
x

x

dx
x

x
x

dx
x

xx

+++−+=

+







++−+=










+
+

+
−+=










+

+−
++=

+

++
=

∫ ∫

∫

∫

1ln
4

1

4

21ln
2

1
2
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1

1
2

1
2

22

1

1

2
2

2

1

1

42

2

1

2
2

2
2

22

2

2

2

23

 

 

 

10. ∫
+ xx

dx

4

5
3

 

 

∫ 








+

+
+= dx

x

CBx

x

A

4
5

2
 

 

Cálculo de A, B e C 

( ) ( ) xCBxxA +++≡ 41 2  

 

4
10 =→= Ax  

 







=

−=∴=+

0

4
10

C

BBA
 

Assim,  

( ) Cxx

Cxx

dx
x

x

x
I

+







+−=

+







+−=










+

−
+= ∫

4ln
2

1
ln

4

5

4ln
2

1
.

4

1
ln

4

1
5

4
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5

2

2

2

 

 

 

11. ∫
+−

−
dx

xx

x

1

13
2
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C
x

tgarcxx

C

x

tgarcxx

C

x
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xx

dx
xx

xx

dx
dx

xx

x

xx

dx
dx
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x

xx
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−
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−
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−
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−
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=

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

3
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3

1
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2

3

2

3

2

1

3

1
1ln

2

3

4
3

2

1

2

3

1
.

2

1
1ln

2

3

12

1
1ln

2

3

12

1

1

12

2

3

11

112

2

3

11

3

2

2

2

2

2

22

22

22

 

 

 

12. ∫
+ 83

x

dx
 

 

( ) ( )

∫

∫










+−

+
+

+
=

+−+
=

dx
xx

CBx

x

A

xxx

dx

422

422

2

2

 

 

Cálculo de A, B e C 

( ) ( ) ( )2421 2
++++−≡ xCBxxxA  

 









=+

=++−

=+

124

022

0

CA

CBA

BA

 

 

12

1
=A ; 

12
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=B  e 

3

1
=C  

Assim, 
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( )

C
x
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x
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dx

xx

x
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xx

x
x

dx
xx

x

x

dx
I

+
−
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13. 
( )
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x
∫
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−
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+
+
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Cálculo de A, B, C, D e E. 

( ) ( ) ( ) ( )xEDxxxxCBxxxA +++−+++−≡ 111 222  

 

Ax =→= 10  

 

( ) ( ) ( ) ExDxxxxCBxxxxxA +++−+++−+−≡
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2

2

222

2

222

12
2

222222

222222

222

 

 

 

15. dx
xxxx

x
∫

++−− 846

4
234

4

 

 

( ) ( ) ( )

( )
dx

x

D

x

C

x

B

x

A
dx

dx
xxx

xxx

∫∫

∫












−
+

−
+

+
+

+
+=












++−

−−+
+=

2

2

23

2221
4

122

3216244
4

 

 

Calculando A,B,C, e D: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1212212223216244
2223

+++++−++−++−≡−−+ xxDxxxCxxBxxAxxx
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−=+−+

−=+−−

=++−−

=++

322448

16344

2432

4

DCBA

DCA

DCBA

CBA

 

 

9
4=A ; 4−=B ; 

9
68=C ; 

3
16=D  

Assim,  

( )

( )
C

x
xxxx

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx
xI

+
−

−
+−++−++=

−
+

−
+

+

−
+

+
+=

−

∫ ∫ ∫ ∫

1

2
.

3

16
2ln

9

68
2ln41ln

9

4
4

2

3
16

2

9
68

2

4

1

9
4

4

1

2

 

 

 

16. ∫
−−

dx

xx

x

2

1

2

1
3 2

2

 

 

Cxxx

Cdx
xx

x

dx

x

B

x

A
dx

dx

xx

x

xx

dxx
dx

xx

x

I

++−−+=

+




























+

−
+

−
+=





































+

+

−

+=



















−−

+

+=

−−

=

−−

=

∫

∫ ∫

∫

∫∫

3

1
ln

45

2

2

1
ln

10

1

3

1

3
1
5

4

2
1
5

9

6

1

3

1

3

1

2

16

1

3

1

6

1

6

1
6

1

6

1

1
3

1

6

1

6

13

1

6

1

6

1
3

1

2

2

2

2

2

 

 

 

17. ∫
+ xx

dx

92
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( ) Cxx

Cxx

dx
x

x
dx

x

dx
x

CBx

x

A

+







+−=

++
−

+=

+

−
+=










+

+
+=

∫∫

∫

9ln
2

1
ln

9

1

9ln
2

1
.

9

1
ln

9

1

9

9191

9

2

2

2

2

 

 

 

18. 
( ) ( )∫

++ 41 22
xx

dx
 

 

dx
x

DCx
dx

x

BAx
∫∫

+

+
+

+

+

41 22
 

 

Calculando A,B,C, e D: 

( ) ( ) ( ) ( )141 22
+++++≡ xDCxxBAx  

 













=+

=+

=+

=+

1´4

04

0

0

DB

CA

DB

CA

 

0=A ; 
3

1=B ; 0=C ; 
3

1−=D  

Assim,  

C
x

tgarcxtgarc

C
x

tgarcxtgarc

dx
x

dx
x

I

+−=

+−=

+

−

+
+

= ∫∫

26

1

3

1

22

1
.

3

1

3

1

4

3
1

1

3
1

22

 

 

 

19. dx
x

xxx
∫ −

+++

1

12
3

23

 

dx
xx

CBx

x

A

dx
x

xx
dx

x

xxx

∫

∫∫










++

+
+

−
+=










−

++
+=

−

+++

11
1

1

22
1

1

12

2

3

2

3

23
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Calculando A, B e C 

( ) ( ) ( )1122 22
+++++≡++ xCBxxxAxx  

 









=−

=−+

=+

2

2

1

CA

BAC

BA

 

 

3
5=A ; 

3
2−=B ; 

3
1−=C  

Assim, 

Cxxxx

dx
xx

x
xx

dx
xx

x

x
I

+++−−+=

++

+
−−+=



















++

−
+−

+
−

+=

∫

∫

1ln
3

1
1ln

3

5

1

12

3

1
1ln

3

5

1

3

1

3

2

1

35
1

2

2

2

 

 

 

20. 
( )∫

+
22

3

2x

dxx
 

 

Fazendo 

( ) ( )22222

3

222 +

+
+

+

+
=

+ x

DCx

x

BAx

x

x
 

 

Calculando A,B,C e D 

( ) ( )
DCxBBxAxAxx

DCxxBAxx

+++++≡

++++≡

22

2

233

23

 

 













=⇒=+

−=⇒=+

=

=

002

202

0

1

DDB

CCA

B

A

 

Assim,  
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( )

( )

C
x

x

C
x

x

dx
x

x
dx

x

x
I

+
+

++=

+
−

+
−+=

+

−
+

+
=

−

∫ ∫

2

1
2ln

2

1

1

2
2ln

2

1

2

2

2

2

2

12
2

222

 

 

 

21. ∫
−+− xxxx

dx
234 33

 

 

( ) ( )32234
11133

1

−
+

−
+

−
+=

−+− x

D

x

C

x

B

x

A

xxxx
 

 

Calculando A,B,C e D 

( ) ( ) ( ) DxxCxxBxxA +−+−+−≡ 1111
23

 

 

111

110

=∴=→=

−=∴−=→=

DDx

AAx
 

 

1

0

=∴−=

=+

BAB

BA
 

 

03 =+−+ DCBA  ∴ 1−=C  

Assim, 

( ) ( )

( ) ( )

( )
C

xxx

x

C
xx

xx

dx
xxxx

I

+
−

−
−

+
−

=

+
−

−
+

−

−
−−+−=










−
+

−
−

−
+

−
=

−−

∫

2

21

32

12

1

1

11
ln

2

1

1

1
1lnln

1

1

1

1

1

11

 

 

 

22. 
( ) ( )∫

+−
22

11 xx

dxx
 

 

( ) ( ) ( ) ( )222
111111 +

+
+

+
−

+
−

=
+− x

D

x

C

x

B

x

A

xx

x
 

 

Calculando A,B,C e D 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) DDxDxxxxxxCBBxBxxxxxxAx

xDxxCxBxxAx

+−+++−−+++++−−−++≡

−++−++++−≡

21222122

111111

22232223

2222

 













=+++−

=−−+−

=+−+

=+

0

122

0

0

DCBA

DCBA

DCBA

CA

 

 

 

4/1 ,0 ,4/1 ,0 −==== DCBA   

 

Assim, 

( ) ( )

( ) ( )

C
xx

C
xx

dx
xx

I

+
+

+
−

=

+
−

+
−

−

−
=















+

−

+
−

=

−−

∫

1

1

4

1

1

1

4

1

1

1

4

1

1

1

4

1

1

4
1

1

4
1

11

22

 

 

23. 
( ) ( )∫

+−

−+
dx

xx

xx

11

12
22

2

 

 

( ) ( ) ( ) 11111

12
2222

2

+

+
+

−
+

−
=

+−

−+

x

DCx

x

B

x

A

xx

xx
 

 

Calculando A,B,C e D 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2222 111112 −+++++−≡−+ xDCxxBxxAxx  

 

1221 =∴=→= BBx  

 

( ) DDxDxCxCxCxBBxxxxAxx +−++−+++−−+≡−+ 22112 2232232  

 













−=++−

=−+

=+−+−

=+

1

22

12

0

DBA

DCA

DCBA

CA

 

 

 

1,1,1,1 −=−=== DCBA  
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Assim, 

( )

( )

Cxtgarcx
x

x

x

dx

x

dxxx
x

dx
x

x

xx
I

+−+−
−

−−=

+
−

+

−
+

−

−
+−=












+

−−
+

−
+

−
=

∫ ∫

∫
−

1ln
2

1

1

1
1ln

111

1
1ln

1

1

1

1

1

1

2

22

1

22

 

 

24. Verificar a formula 

 

∫ +
−

+
=

−
C

au

au

aua

du
ln

2

1
22

 

 

au

B

au

A

au +
+

−
=

−
22

1
 

 

Calculando A eB 

( ) ( )auBauA −++≡1  

a
BBaau

a
AAaau

2
121

2
121

−=∴−=→−=

=∴=→=
 

Assim, 

C
au

au

a

Cau
a

au
a

du
au

a
du

au

a

au

du

ua

du
I

+
−

+
=

+++−
−

=















+

−

+
−

−=

−
−=

−
=

∫ ∫

∫ ∫

ln
2

1

ln
2

1
ln

2

1

2
1

2
1

2222

 

 

 

25. Calcular a área da região limitada pelas curvas 
( ) ( )41

1

−−
=

xx
y , 

( )( )41

1

−−
=

xx
y , 

 

2=x  e 3=x  

 

 A Figura que segue mostra a área. 
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1 2 3

-1

1

x

y

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
dx

xx

dx
xxxx

A

∫

∫

−−

−
=










−−
−

−−
=

3

2

3

2

41

2

41

1

41

1

 

Fazendo: 

( ) ( ) 4141

2

−
+

−
=

−−

−

x

B

x

A

xx
 

 

Calculando A e B: 

( ) ( )142 −+−≡− xBxA  

 

3
2321

3
2324

=∴−=−→=

−=∴=−→=

AAx

BBx
 

Assim,  

( ) ( )

Cxx

dx
xxxx

dx

+−−−=















−
−

−
=

−−

−
∫ ∫

4ln
3

2
1ln

3

2

4

3
2

1

3
2

41

2

 

 

( ) ( )

..2ln
3

4
2ln

3

2
2ln

3

2

2ln1ln
3

2
1ln2ln

3

2

4ln
3

2
1ln

3

2
3

2

au

xxA

=+=

−−−=




















−−−=
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26. Calcular a área da região sob o gráfico de 
52

1
2

++
=

xx
y  de 2−=x  ate 2=x  

A Figura que segue mostra a área. 

-2 -1 1 2

0.2

0.4

x

y

 
 

( )

..
2

1

2

1

2

3

2

1

2

1

2

1

4152

2

2

2

2

2

2

2

2

autgarctgarc

x
tgarc

x

dx

xx

dx









−−=

+
=

++
=

++

−

−−

∫∫

 

 

 

27. Calcular a área da região sob o gráfico  
( )5

1
2

−

−
=

xx
y  de 1=x  ate 4=x  

A Figura que segue mostra a área. 
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1 2 3 4

0.2

0.4

x

y

 
 

( )∫
−

−
=

52
xx

dx
I  

 

( ) 55

1
22

−
++=

− x

C

x

B

x

A

xx
 

 

( ) ( ) 2551 CxxBxxA +−+−≡  

 

25
12515

5
1510

=∴=→=

−=∴−=→=

CCx

BBx
 

 

25
10 −=∴=+ ACA  

 

Cx
x

x

dx
xxx

I

+−−+=










−
+

−
+

−
−= ∫

5ln
25

11
.

5

1
ln

25

1

5

25151251
2

 

 

..
20

3
4ln

25

2

4ln
25

1

5

1

20

1
4ln

25

1

5ln
25

11
.

5

1
ln

25

1
4

1

au

x
x

xA









+=

++
−

+=









−−+=
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28. Calcular a área da região sob o gráfico de 
( )22 3

1

+
=

x
y  de 2−=x  ate 2=x  

A Figura que segue mostra a área. 

-2 -1 1 2

-0.1

0.1

0.2

x

y

 

( )∫
+

=
22 3x

dx
I  

 

( )
θ

θ

θ

θθ

θ

2

2

22

2

sec3

13

333

sec3

3

=

+=

+=+

=

=

tg

tgx

ddx

tgx

 

 












++
+=

+







+=

=

==

∫

∫∫

22

2

24

2

3

3
.

3
.2.

4

1

32

1

9

3

2
4

1

2

1

9

3

cos
9

3

sec9

3

sec9

sec3

xx

xx
tgarc

Csen

d

d
dI

θθ

θθ

θ

θ
θ

θ

θ
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( ) ( )

..
21

2

3

2

9

3

3.2

3
.

9

3

318

3

3

2

2

2

2

222

autgarc

x

xx
tgarc

x

dx
A

+=












+
+=

+
= ∫

− −  

 

 

29. Investigar as integrais impróprias 

(a) 
( )∫

∞+

−
=

10 2 5xx

dx
I  

 

( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )2

2

2

22

21

551

5

55

55

1

5

xCxBxxA

xx

xCxBxxA

x

C

x

B

x

A

xx

xx

dx
I

+−+−=

−

+−+−
=

−
++=

−

−
= ∫

 

 

25

1
25.15 =⇒=⇒= CCx  

 

( )
5

1
5.10 −=⇒−=⇒= BBx  

 

25

1

25

4
4

25

25120
1

25

1

5

4
4

25

1

5

4
41

4411

−=

−
=

−+
=−+=

+−−=

+−−=⇒=

A

A

A

A

CBAx
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c
x

x

x

cx
x

x

x

dx
dxx

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx
I

+
−

+=

+−++−=

−
−−−=

−
+−+−=

∫∫∫

∫∫ ∫
−

5
ln

25

1

5

1

5ln
25

1

5

1
ln

25

1

525

1

5

1

25

1

525

1

5

1
.

25

1

2

21

 

 

( )

50

1

25

2ln

2

1
ln

25

1

50

1

10

510
ln

25

1

10.5

15
ln

25

1

5

1
lim

5
ln

25

1

5

1
lim

5
lim

10

10 2

−=−−=

−
−−







 −
+=








 −
+=

−
=

+∞→

+∞→

+∞→ ∫

b

b

b

x

x

x

xx

dx
I

b

b

b

b

b

 

A integral converse e tem como resultado 
50

1

25

2ln
− . 

 

 

(b) 
( )∫ −

=
2

0 2 5xx

dx
I  

( ) ( )

+∞=








 −
+−+=








 −
+=

−
=

−
=

+

+

+

→

→

→
∫∫

r

r

r

x

x

x

xx

dx

xx

dx
I

r

r
r

rr

5
ln

25

1

5

1
lim

2

3
ln

25

1

10

1

5
ln

25

1

5

1
lim

5
lim

5

0

2

0

2

2
0

2

0 2

 

 

A integral diverge. 

 

 

c) 
( )∫

∞+

−
=

5 2 5xx

dx
I  
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( )

( ) ( )∫∫

∫
∞+

∞+

−
+

−
=

−
=

10 2

10

5 2

5 2

55

5

xx

dx

xx

dx

xx

dx
I

 

 

( ) ( )

+∞=








 −
+−







 −
+=








 −
+=

−
=

−
=

+

+

+

→

→

→
∫∫

r

r

r

x

x

x

xx

dx

xx

dx
I

r

r
r

rr

5
ln

25

1

5

1

10

510
ln

25

1

50

1
lim

5
ln

25

1

5

1
lim

5
lim

5

5

10

5

10

2
5

10

5 21

 

A integral diverge 

 

 

30. Determinar, se possível, a área da região sob o gráfico da função 
( )22 1

1

+
=

x
y  de ∞−  a 

∞+ . 

 A Figura que segue ilustra este exercício. 

-2 -1 1 2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

y

 

( )∫
∞+

∞− +
=

22 1x

dx
I  
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( )
( )

( ) ( )

( )

( )
cxtgarc

x

x

x

dx

x

x

x

dxxx

x

dx
I

++
+

=

+
+

+
=

+
+

−

+
=

+
=

∫

∫∫ −

−

2

1

12

12

1

12

11.2

1

12.2

1

1

2

22

122

212

221

 

 

 

( ) ( ) ( )∫∫∫
∞+

∞−

∞+

∞− +
+

+
=

+
=

0 22

0

2222 111 x

dx

x

dx

x

dx
I  

 

Como o integrando é uma função par, basta investigar a integral 
( )∫

∞+

+0 22 1x

dx
. 

 

Temos, 

( )

( )

( )

42
.

2

1

2

1

2

1

12
lim

1
lim

0

2

0 221

ππ
==

∞+=









+

+
=

+
=

+∞→

+∞→ ∫

tgarc

xtgarc
x

x

x

dx
I

b

b

b

b

 

 

Logo 
24

.2
ππ

==I  



 608 

7.9 – EXERCÍCIOS – pg. 333 
 

Nos exercícios de 1 a 14, calcular a integral indefinida. 

 

1. 
( )

( )
dx

xxsen

xsen
∫ +

+

cos1

1
 

Fazendo: 

2

x
tgt =  

Temos: 

( )
( )

( )

( ) ( )
∫∫∫

∫∫

+
=

+
=

+

+

++

=

+

−++

+

++

++

=










+

−
+

+

+









+
+

=

dt
t

t
dt

t

t
dt

t

t

t

tt

t

tt

t

t

t

dt

t

tt

t

t

t

t

dt

t

t

I

22

22

22

2

2

22

2

22

2

2

2

2

22

1

2

1

4

12

1

4

1

212

1

11

1

2
1

2
.

1

21

1

1
1

1

2

1

2

1

2
1

 

 

C
x

tg
x

tg

x
tg

Ctt
t

dt
t

t

dt
t

tt

+++=

+







++=









++=

++
=

∫

∫

2
ln

2

1

24
2

ln2
22

1

1
2

2

1

12

2

1

2

2

2

 

 

2. ∫ ++ xxsen

dx

cos1
 

Fazendo: 

2

x
tgt =  

Temos: 
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C
x

tg

Ct
t

dt

t

dt

t

t

t

t

t

dt

++=

++=
+

=

+
=

+

−
+

+
+

+=

∫

∫∫

1
2

ln

1ln
1

22

2

1

1

1

2
1

1

2

2

2

2

2

 

 

3. ∫ + xtgxsen

dx2
 

 

Fazendo: 

2

x
tgt =  

Temos: 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

33

22

2

22

22
2

2

2

22

2

2222

11
.

1

4

11

1212
1

4

1

1
.

1
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15. Calcular a área sob a curva 
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16. Calcule a área limitada pelas curvas 
x

y
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+
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−
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2
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 A figura que segue mostra a região dada. 
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Nos exercícios de 17 a 33 calcular a integral indefinida: 
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21. ∫
−+

22 xxx

dx
 

Fazendo: 

( )

( )dt
t

tt

t

tt
dx

t

t
x

txtx

xttxxx

xtxx

2
1

22

1

22222

1

221

221

2222

22

2

2

22

2

2

2

222

2

−
+

++−
=

+

−−
=

+

−
=

+=−

++=−+

+=−+

 

Temos: 

( )

( )
C

x

xx

Ct

t

dt

dt

t

tt

t

t

t

tt

I

+
−−+

−=

+−=

−

−
=

+

++−

+

−

+

++−−

=

∫

∫

22
221ln

2

1

221ln
2

1

221

2

1

22
.

1

221

1

222

2

2

2

2

22

2

 

 

22. 
( )

dx
xxxx

x
∫

++

+

22 22

1
 

Fazendo: 

( )
dt

t

tt
dx

t

t
x

txxx

2

2

2

2

22

42

22

2

−

+−
=

−
=

+=+

 

t

tt
xx

22

2
2

2
2

−

+−
=+  
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t

tt
x

22

22
1

2

−

+−
=+  

( )
( )

( )2

22
22

22

2
2

t

tt
txxx

−

+−
=+=+  

Temos: 

( )

( )
( )

( )
( )

( )

C
xxxxxx

C
tt

dt
t

dt
t

dt
tt

tt

dt

t

tt

t

tt

t

tt

t

tt

I

+
−−+

−
−+

−
=

+
−

−
−

=

−
+=

+−

+−
=

−

+−

−

+−

−

+−

−

+−

=

∫∫

∫

∫

22

1

2

1

2

11

2

2
1

22
1

2

2

222

22

2
.

22

2

22

42
.

22

22

22

22

22

2

2

2

22

2

222

 

 

23. 
( )
∫

−−− 321 2
xxx

dx
 

Fazendo: 

 

 

txxx +=−− 322  

22

3 2

+

−−
=

t

t
x  

 

( )
dt

t

tt
dx

2

2

22

642

+

+−−
=  

22

32

22

3
32

22
2

+

−+
=+

+

−−
=−−

t

tt
t

t

t
xx  

22

52
1

22

3
1

22

+

−−−
=−

+

−−
=−

t

tt

t

t
x  

Temos: 



 628 

( )

C
xxx

tgarc

C
t

tgarc

tt

dt

tt

dt

t

tt

t

tt

dt
t

tt

I

+
+−−−

=

+
+

=

+++
=

−−−

−
=

+

−+

+

−−−

+

+−−

=

∫

∫

∫

2

132

2

1

2

1
.2

52

2

52

2

22

32

22

52

22

642

2

2

2

22

2

2

 

 

24. ∫
++

++−
dx

xxx

xx

22

2

12

11
 

Fazendo: 

( )

( )
( )2

22
2

2
2

2

2

2

2

21

1

21

1
1

21

222

21

1

1

t

t
x

t

tt
xx

dt
t

tt
dx

t

t
x

txxx

−

−
=

−

−+−
=++

−

−+−
=

−

−
=

+=++

 

 

t

tt
txxx

21

23
111

2
2

−

+−
=−−=++−  

Temos: 
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( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
dt

ttt

dt
tt

t

dt
tt

tt

dt
t

tt

dt

t

tt

t

t

t

tt

t

tt

I

∫

∫

∫

∫

∫















+
+

+
+

−

−

=

+−

−
=

+−

−−
=

−

+−
=

−

−+−

−

−

−

−+−

−

+−

=

2

22

22

22

2

2

2

22

2

22

1

2
3

1
4

1

1
4

1

11

2

11

21

1

232

2

1

21

1

21

1

21

222
.

21

23

2

1

 

 

( ) ( )
( )

( )

( )
C

xxxxxx

xxx

C
tt

t

C
t

tt

+
+−++

−
−−++

+−++
=

+
+

−
−

+
=

+
−

+
+++−

−
=

−

112

3

11

11
ln

4

1

12

3

1

1
ln

4

1

1

1

2

3
1ln

4

1
1ln

4

1

22

2

1

 

 

25. ∫
++ 232 xx

dx
 

Fazendo: 

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

2

2

22

22

2

22

2

1

2

21

2

12

121

123

t

t
x

ttx

ttxx

txx

txxx

txxx

−

−
=

−=−

−=−

+=+

+=++

+=++

 

 

 



 630 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
dt

t

t

dt
t

tttt

dt
t

tttt
dx

22

22

33

22

22

1

2

1

4222

1

2221

−

−
=

−

−+−
=

−

−−−−
=

 

 

( )

2

2

22

2

2
2

1

1

12

1
1

2
23

t

t

t

ttt

t
t

t
xx

−

−
=

−

−+−
=









+

−

−
=++

 

Temos: 

( )

dt
tt

dt
t

dt
tt

t
dt

t

t

t

t

I

∫

∫

∫∫










+
+

−
=

−
=

−
=

−

−

−

−

=

1

1

1

1

1

2

1
.

1

2

1

1

2

2

2

2

22

 

 

C
xxx

xxx

C

x

xx

x

xx

C
t

t

Ctt

+
++−+

++++
=

+

+

++
−

+

++
+

=

+
−

+
=

+++−=

231

231
ln

1

23
1

1

23
1

ln

1

1
ln

1ln1ln

2

2

2

2

 

 

 

 

26. ∫
−+ 322 xx

dx
 

Fazendo: 
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t

t
x

txtx

txtxxx

txxx

22

3

322

232

32

2

2

222

2

−

+
=

+=−

++=−+

+=−+

 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
dt

t

tt

dt
t

ttt

dt
t

ttt
dx

2

2

2

22

2

2

22

642

22

6244

22

23222

−

++−
=

−

++−
=

−

−+−−
=

 

 

t

tt

t

ttt

t
t

t
xx

22

32

22

223

22

3
32

2

22

2
2

−

++−
=

−

−++
=

+
−

+
=−+

 

Temos: 

( )

( )

Cxx

Cxx

Ct

dt
t

dt

t

tt

t

tt

I

+−−−+−=

+−−+−−=

+−−=

−
=

−

++−

−

++−

=

∫

∫

1322ln

32222ln

22ln

22

2

22

32

22

642

2

2

2

 

 

27. 
( )
∫

++ xxx

dx

4412 2
 

 

( )
∫

++
=

xxx

dx
I

2122

1
 

Fazendo: 



 632 

t

t
x

txtx

txtxxx

txxx

21

2

2

2

2

222

2

−
=

=−

++=+

+=+

 

 

( ) ( )

( )

( )

( )
dt

t

tt

dt
t

ttt

dt
t

ttt
dx

2

2

2

22

2

2

21

22

21

242

21

2221

−

+−
=

−

+−
=

−

−−−
=

 

 

t

tt

t

ttt

t
t

t
xx

21

21

2

21

2

22

2
2

−

+−
=

−

−+
=

+
−

=+

 

 

t

tt

t

t
x

21

212

1
21

.212

2

2

−

−+
=

+
−

=+

 

Temos: 

( )

∫

∫

∫

∫

+







−

=

+−

=

+−
=

−

+−

−

+−

−

+−

=

4

1

2

12

1

2

1
2

1

122

21
.

21

122

21

22

2

1

2

2

2

22

2

2

t

dt

tt

dt

tt

dt

dt

t

tt

t

tt

t

tt

I
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( )( )
( ) Cxxxtgarc

Cxxxtgarc

C
t

tgarc

C

t

tgarc

+−−+=

+−−+=

+
−

=

+

−

=

122

12

1

12

2

1
2

1

2

1

1
.

2

1

2

2

 

 

28. ∫
++ 5129 2 xx

dx
 

Fazendo: 

t

t
x

txtx

txtxxx

txxx

612

5

5612

695129

35129

2

2

222

2

−

−
=

−=−

++=++

+=++

 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
dt

t

tt

dt
t

ttt

dt
t

ttt
dx

2

2

2

22

2

2

612

30246

612

3061224

612

652.612

−

−+−
=

−

−+−
=

−

−−−−
=

 

 

t

tt

t

ttt

t
t

t
xx

612

15123

612

612153

612

5
.35129

2

22

2
2

−

−+−
=

−

−+−
=

+
−

−
=++

 

Temos: 



 634 

( )

Cxx

Ct

dt
t

dt
t

dt

t

tt

t

tt

I

++++−−=

+−
−

=

−
−=

−
=

−

−+−

−

−+−

=

∫

∫

∫

351292ln
3

1

2ln
3

1

2

1

3

1

612

2

612

15123

612

30246

2

2

2

2

 

 

29. 

( )
∫

+−−
4

512 2
xxx

dx
 

 

Fazendo: 

12

4

5

4

5
2

2
4

5

4
5

2

2

222

2

+

−

=

−=+

++=+−

+=+−

t

t

x

txxt

txtxxx

txxx

 

 

( ) ( )

( )

( )

( )
dt

t

tt

dt
t

ttt

dt
t

ttt

dx

2

2

2

22

2

2

2

12

2
522

12

2
2

5
24

12

2.
4

5
212

+

−−−
=

+

+−−−

=

+









−−−+

=
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12
2

322

12

122
2

5

1
12

4
5

.212

22

2

−

+−−
=

−

−−−
=

−
+

−
=−

t

tt

t

tt

t

t
x

 

Temos: 

( )

( )( )

dt
t

dt
t

dt
t

B

t

A

tt

dt

tt

dt

dt
tttt

tt

dt

t

ttt

t

tt

t

tt

I

∫∫

∫∫

∫

∫

∫

+

−

+
−

=















+
+

−
=

−+
=

+−−

−
=

+++−−

−−−
=

+

++−

−

+−−

+

−−−

=

2
3
2

1

2
1
2

1

2
3

2
1

4
3

2
322

2

4
5

2
322

2
522

12

2
4

5

.
12

2
322

12

2
522

2

2

22

2

222

2

2

 

 

C
xxx

xxx

C
t

t
C

t

t

Ctt

+

+−+−

−−+−
=

+
+

−
=+

+

−
=

++−−=

32
4

52

12
4

52
ln

2

1

32

12
ln

2

1

2
3

2
1

ln
2

1

2

3
ln

2

1

2

1
ln

2

1

2

2

 

 

30. ∫
−+ 32 xxx

dx
 

Fazendo: 

t

t
x

txtx

txtxxx

txxx

21

3

32

23

3

2

2

222

2

−

+
=

+=−

++=−+

+=−+

 



 636 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
dt

t

tt

dt
t

ttt

dt
t

ttt
dx

2

2

2

22

2

2

21

622

21

6242

21

23221

−

++−
=

−

++−
=

−

−+−−
=

 

 

t

tt

t

ttt

t
t

t
xx

21

3

21

23

21

3
3

2

22

2
2

−

++−
=

−

−++
=

+
−

+
=−+

 

Temos: 

( )

( ) ( )

C
xxx

tgarc

C
t

tgarc

t

dt

dt
ttt

tt

dt

t

tt

t

t

t

tt

I

+
−−+

=

+=

+
=

++−+

++−
=

−

++−

−

+

−

++−

=

∫

∫

∫

3

3

3

2

33

1
.2

3

2

33

622

21

3
.

21

3

21

622

2

2

22

2

22

2

2

 

 

31. ∫
−− 442 xxx

dx
 

Fazendo: 

 

42

4

442

244

44

2

2

222

2

+

−−
=

−−=+

++=−−

+=−−

t

t
x

txxt

txtxxx

txxx
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( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
dt

t

tt

dt
t

ttt

dt
t

ttt
dx

2

2

2

22

2

2

42

882

42

2884

42

24242

+

+−−
=

+

++−−
=

+

−−−−+
=

 

 

42

44

42

424

42

4
44

2

22

2
2

+

−+
=

+

++−−
=

+
+

−−
=−−

t

tt

t

ttt

t
t

t
xx

 

Temos: 

( )

C
xxx

tgarc

C
t

tgarc

t

dt

dt

t

tt

t

t

t

tt

I

+
−−−

=

+=

−−

−
=

+

−+

+

−−

+

+−−

=

∫

∫

2

44

22

2

4

2

42

44
.

42

4

42

882

2

2

22

2

2

 

 

32. dx
xx

x
∫

+

+

2

3

2
 

 

Fazendo: 

 

t

t
x

txtx

txtxxx

txxx

22

22

22

2

2

2

222

2

−
=

=−

++=+

+=+

 

 

( )
dt

t

tt
dx

2

2

22

42

−

+−
=  
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t

tt
x

t

tt
xx

22

66
3

22

2
2

2

2
2

−

−+
=+

−

+−
=+

 

Temos 

( )

( )
( )

( )∫

∫

∫

∫










−

+−
+=










+−

+−
+=

−

+−
=

−

+−

−

+−

−

+−

=

dt
t

t

dt
tt

t

dt
t

tt

dt

t

tt

t

tt

t

tt

I

2

2

2

2

2

2

22

14

54

4

1
2

484

54

4

1
2

22

662

22

2

22

42
.

22

66

 

 

( )

( )

( ) C
xxx

xxxxxx

C
t

tt

dt
t

t
t

+
−−+

−−−+−−+=

+
−

−
+−−=

−

+−
+=

−

∫

12

1

2

1
12ln22

2

1

1

1

2

1
1ln2

2

1

1

54

2

1

2

1

2

22

1

2

 

 

 

 

33. ∫
−−

223 xx

dx
 

 

Fazendo: 

1

322

323

2

2

+

−−
=

+=−−

t

t
x

xtxx

 

 

( )
dt

t

tt
dx

22

2

1

32432

+

−+
=  

 

1

323
23

2

2
2

+

+−−
=−−

t

tt
xx  
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Temos: 

( )

C
x

xx
tgarc

Cttgarc

dt
t

dt

t

tt

t

tt

I

+
−−−

−=

+−=

+

−
=

+

+−−

+

−+

=

∫

∫

323
2

2

1

2

1

323

1

32432

2

2

2

2

22

2

 



8.4 – EXERCÍCIOS – pg. 344 
 

Nos exercícios de 1 a 14, encontrar o comprimento de arco da curva dada. 

 

1. 25 −= xy , 22 ≤≤− x  

 

( )

( ) ..2642226

262651

1

2

2

2

2

2

2

2

2

cu

xdxdx

dxxfs

b

a

=+=

==+=

′+=

−−−

∫∫

∫

 

 

 

2. 13
2

−= xy , 21 ≤≤ x  

 

3
1

3

2 −

=′ xy  

 

dxxdxx

dx

x

x
dx

x

s

3
1

2

1

2
1

3
2

2

1
3

2

3
22

1
3

2

.
3

1
.49

9

49

9

4
1

−

∫

∫∫






 +=

+
=+=

 

 














−





 +=














−





 +=






 +

=






 +=

−

∫

31342.9
27

1
1349

3

2
.

18

1

2
3

49

.
18

1

.6.49
6

1
.

3

1

2
3

3
2

2
32

3

3
2

2

1

2
3

3
2

3
1

2

1

2
1

3
2

x

x

dxxx

 

 

 

3. ( ) 2
3

22
3

1
xy += , 30 ≤≤ x  

 

( ) xxy 2.2
2

3
.

3

1
2

1
2+=′  



 

( )

( )

( ) 123
3

3

3
1

1

1

21

3
3

0

33

0

2

3

0

2

3

0

42

3

0

22

=+=+=+=

+=

++=

++=

∫

∫

∫

∫

x
x

dxx

dxx

dxxx

dxxxs

 

 

 

4. 3
2

3
2

3
2

2=+ yx  

 







=

=

tseny

tx

3

3

2

cos2
 

 

( )

..12

2
.24cos.24

coscos.64

cos36cos364

2

0

22

0

2

0

2222

2

0

2424

cu

tsen
dtttsen

dttsentttsen

dtttsentsents

=

==

+=

+=

∫

∫

∫

ππ

π

π

 

 

 

5. 
2

4

8

1

4

1

x
xy += , 21 ≤≤ x  

 

( ) 33 2
8

1

4

1 −−+=′ xxy  

 



( ) dxx
x

dx
x

xx

dx
x

xx

dx
xx

xx

dx
x

xs

∫

∫

∫

∫

∫

+=

++
=

−+=

+−+=









−+=

2

1

26

3

2

1

6

126

2

1

6

36

2

1

3

36

2

1

2

3

3

14
4

1

16

1168

16

1
.21

616

1

4

1
.21

4

1
1

 

 

( )

( )

32

123

2

1
1

2.2

1
2

4

1

24
.4

4

1

4
4

1

14
4

1

2

4

2

1

24

2

1

33

2

1

26

3

=









+−−=









+=

+=

+=

−

−

∫

∫

xx

dxxx

dxx
x

 

 

 

6. 
y

yx
4

1

3

1 3 += , 31 ≤≤ y  

 

( )

2

4

2

2

22

4

14

4

1

.1
4

1
3.

3

1

y

y

y
y

yyx

−
=

−=

−+=′ −

 

 



( )
4

24

4

48

4

484

4

48
2

2

4

16

14

16

1816

16

181616

16

1816
1

4

14
1

y

y

y

yy

y

yyy

y

yy

y

y

−
=

++
=

+−+
=

+−
+=







 −
+

 

 

( )

6

53

4

1

3

1

3.4

1

3

3

1
.

4

1

3

4

1

4

14

16

14

3

3

1

13

3

1

22

3

1

2

4

3

1

4

24

=

+−−=










−
+=









+=

+
=

+
=

−

−

∫∫

∫

yy

dyyydy
y

y

dy
y

y
s

 

 

 

7. ( )xx
eey

−+=
2

1
 de ( )1,0  a 







 + −

2
,1

1ee
 

 

( )xx
eey

−−=′
2

1
 

 

 

( )

( )

( )

dx
ee

dxee

dxee

dxeeee

dxees

xx

xx

xx

xxxx

xx

∫

∫

∫

∫

∫

−

−

−

−−

−

+−+
=

+−+=

+−+=

+−+=

−+=

1

0

22

1

0

22

1

0

22

1

0

22

1

0

2

4

24

4

1

2

1

4

1
1

2
4

1
1

..2
4

1
1

4

1
1

 

 



( )

( )

( )

( )

( )

1

11
2

1

2

1

2

1

1
1

2

1

1
1

2

1

1
2

1

1

0

1

0

1

0

2

1

0

22

1

0

2

2

hsen

ee

ee

dxee

dxe
e

dxe
e

dx
e

e

xx

xx

x

x

x

x

x

x

=

+−−=

+=

+=

+=

+=

++=

−

−

−

−

∫

∫

∫

∫

 

 

 

8. xy ln= , 83 ≤≤ x  

 

x
y

1
=′  

 

dx
x

x
dx

x
s ∫∫

+
=+=

8

3

28

3

2

11
1  

 

( )

( ) dtttdx

tx

tx

tx

2.1
2

1

1

1

1

2
1

2

2
1

2

22

22

−=

−=

−=

=+

 

 



( ) ( )

( ) ( )∫ ∫

∫

∫

∫∫

+−
+=










−
+=

−
=

−−

=
+

=

11

1

1
1

1

1

.

1

1

2

2

2

2
1

22
1

2

2

tt

dt
dt

dt
t

t

dtt

t

dtt

t

t
dx

x

x
I

 

C
x

x
x

C
t

t
t

Cttt

dt
t

dt
t

t

+
++

−+
++=

+
+

−
+=

++−−+=

+
−

−
+= ∫∫

11

11
ln

2

1
1

1

1
ln

2

1

1ln
2

1
1ln

2

1

1

2
1

1

2
1

2

2
2

 

 

2

3
ln

2

1
1

3

1
ln

2

1
2

4

2
ln

2

1
3

11

11
ln

2

1
1

8

3

2

2
2

+=









−−+=















++

−+
++=

x

x
xs

 

 

 

9. ( )xseny ln1−= , 
46

ππ
≤≤ x  

 

xsen

x
y

cos
−=′  

 



∫

∫∫

∫

=

=
+

=

+=

4

6

4

6

4

6

2

22

4

6

2

2

cos

cos

cos
1

π

π

π

π

π

π

π

π

dxxec

sen

dx
dx

xsen

xxsen

dx
xsen

x
s

x
 

 

..
332

12
ln

262

632
ln

132

3
.

2

22
ln

3

3
2ln1

2

2
ln

cotcosln 4

6

cu

xgec

−

−
=

−

−
=

−

−
=

−−−=

−=
π

π

 

 

 

10. 3xy = , de ( )0,00P  ate ( )8,41P  

 

2
1

2

3
xy =′  

 

( ) ..11010
27

8

14.
4

9
1

3

2
.

9

4

2
3

4

9
1

9

4

4

9
1

2
3

4

0

2
3

4

0

cu

x

dxxs

−=














−








+=









+

=

+= ∫

 

 

 



11. 24 3 += xy  de ( )2,00P  ate ( )6,11P  

 

2
1

2
1

6
2

3
.4 xxy ==′  

 

( )

( )

( ) ..13737
54

1

13737
3

2
.

36

1

2
3

361

36

1

361

1

0

2
3

1

0

cu

x

dxxs

−=

−=

+
=

+= ∫

 

 

 

12. ( )16 3 2 −= xy  de ( )0,10P  ate ( )6,221P  

 

3
1

3
1

4

3

2
.6

−

−

=

=′

x

xy
 

 

dxxx

dx
x

x

dx

x

dxxs

3
1

22

1

2
1

3
2

22

1
3

2

3
2

22

1
3

2

22

1

3
2

16

16

16
1

161

−−

−

−

−

−

∫

∫

∫

∫






 +=

+
=

+=

+=

 

 



( )

..1717254

17171818

172216

2

3

16

2

3

2
32

3

3
2

22

1

2
3

3
2

cu

x

−=

−=

−







+=






 +

=

−

−

 

 

 

13. ( ) ( )32
41 +=− xy  de ( )2,30 −P  ate ( )9,01P  

 

( )

( )

( ) 2
1

2
3

2
3

4
2

3

41

41

+=′

++=

+=−

xy

xy

xy

 

 

( )

( )( )

...
27

13131080

4

13
10

3

2
.

9

4

2
3

3
4

91

9

4

4
4

9
1

2
3

2
3

0

3

2
3

0

3

cu

x

dxxs

−
=






















−=

++
=

++=

−

∫

 

 

 

14. 32 yx = , de ( )0,00P  ate ( )4,81P  

 

3
1

3
2

3

2 −

=′

=

xy

xy
 

 



dxxx

dx

x

x

dxxs

∫

∫

∫

−

−






 +=

+
=

+=

8

0

3
12

1

3
2

8

0 3
2

3
2

8

0

3
2

.3.49

9

49

9

4
1

 

 

3
1

3
2

3

2
.9

49

−

=

+=

xdu

xu
 

 

( )

( ) ..81080
27

1

444040
3

2
.

18

1

2
3

49

.
18

1

8

0

2
3

3
2

cu

x

−=

−=






 +

=

 

 

Nos exercícios de 15 a 21, estabelecer a integral que da o comprimento de arco da curva 

dada. 
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Nos exercícios de 22 a 29, calcular o comprimento de arco da curva dada na forma 

paramétrica. 
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32. Calcular o comprimento da parte da circunferência que está no 1° quadrante 
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Nos exercícios de 33 a 35, calcular a área da região limitada pelas seguintes curvas, dadas 

na forma paramétrica. 
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37. Calcular a área da região delimitada pela elipse 
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41. Calcular a área delimitada pela hipociclóide 






=

=

ty

tsenx

3

3

cos4

4
 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 



( )

( )

( )

..
2

3

coscos48

cos1cos48

cos48

cos..3.4.cos4

2

0

64

2

0

24

2

0

24

2
2

0

3

au

dttt

dttt

dttsent

dtttsentA

π

π

π

π

π

=

−=

−=

=

=

∫

∫

∫

∫

 

 

auA .6
2

3
.4 π

π
==  

 

42. Calcular a área da região S , hachurada na figura 8.12 
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8.7 – EXERCÍCIOS – pg. 359 
 

Nos exercícios de 1 a 5, determinar o volume do sólido de revolução gerado pela rotação, 

em torno do eixo dos x, da região R delimitada pelos gráficos das equações dadas. 

 

 

1. 1+= xy , 0=x , 2=x  e 0=y  
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2. 12
+= xy , 0=x , 2=x  e 0=y  
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3. 2xy =  e 3xy =  
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4. xy cos= , xseny = , 0=x  e 
4

π
=x  
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5. 3xy = , 1−=x , 1=x  e 0=y  
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Nos exercícios de 6 a 10 determinar o volume do solído gerado pela rotação, em torno do 

eixo dos y, da região R, delimitada pelos gráficos das equações dadas. 

 

6. xy ln= , 1−=y , 2=y  e 0=x  
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7. 2xy = , 3xy =  
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8. 12
+= yx , 

2

1
=x , 2−=y  e 2=y  
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9. 
x

y
1

= , 0=x , 
4

1
=y  e 4=y  
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10. ysenx += 3 , 0=x , 
2

5π−
=y  e 

2

5π
=y  
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Nos exercícios de 11 a 16, determinar o volume do sólido de revolução gerado pela rotação 

das regiões indicadas ao redor dos eixos dados. 

 

11. 12 −= xy , 0=y , 0=x , 4=x  ao redor do eixo dos x 
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12. xy 22
= , 0=x , 0=y  e 2=y , ao redor do eixo dos y 
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13. 22xy = , 1=x , 2=x  e 2=y , ao redor do eixo 2=y  
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14. 2yx =  e 22 yx −= ; ao redor do eixo dos y 
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15. 2xxy += , 12
−= xy  e 0=x ; ao redor do eixo 1=y  
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16. 3
2

xy =  e 4=y ; ao redor dos eixos 9−=x , 0=y  e 0=x  
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Eixo 9−=x  
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Eixo 0=x  
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Eixo 0=y  
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17. Encontra o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do eixo dos x, da região 

limitada por xy 162
=  e xy 4= . 
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18. Calcular o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta 2=y , da região 

limitada por ,1 2xy −= 2−=x , 2=x  e 2=y . 
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19. Calcular o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta 2=y , da região 

limitada por 23 xy += , 2−=x , 2=x  e 2=y . 
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20. Determinar o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta 2−=y , da região 

limitada por xy cos= , 2−=y , 0=x  e π2=x . 
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21. Determinar o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta 2=y , da região 

entre os gráficos de xseny = , xseny 3
=   de  0=x  ate 
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Nos exercícios de 22 a 27, calcular a área da superfície gerada pela rotação do arco de 

curva dado, em torno do eixo indicado. 
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23. yx = , 41 ≤≤ y , eixo dos y  
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24. 2xy = , 22 ≤≤− x , eixo dos x  
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25. xy
2
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= , 40 ≤≤ x , eixo dos x  
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26. 24 xy −= , 10 ≤≤ x , eixo dos x  
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27. 216 xy −= , 33 ≤≤− x , eixo dos x  
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28. Calcular a área da superfície obtida pela revolução da parábola xy 82
= , 

121 ≤≤ x , ao redor do eixo dos x . 
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29. Calcular a área da superfície do cone gerado pela revolução do segmento de reta 

xy 4= , 20 ≤≤ x : 

 

a) ao redor do eixo dos x  

 

..1716

2
4.172

161.42

2

0

2

2

0

au

x

dxxA

π=

π=

+π= ∫

 

 



 683 

b) ao redor do eixo dos y  
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Eixo polar 4/π

P

0

8.11 – EXERCÍCIOS – pg. 379 
 

1. Demarcar os seguintes pontos no sistema de coordenadas polares. 

 

(a) ( )
4

,41
πP  

(b) ( )
4

,42
π−P  

(c) ( )
4

,43
π−P  

(d) ( )
4

,44
π−−P  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Em cada um dos itens, assinalar o ponto dado em coordenadas polares e depois 

escrever as coordenadas polares para o mesmo ponto tais que: 

 

(i) r  tenha sinal contrario 

(ii) θ  tenha sinal contrario 
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Eixo polar
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Eixo polar
6/5π
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Eixo polar
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3. Demarcar os seguintes pontos no sistema de coordenadas polares e encontrar suas 

coordenadas cartesianas. 

 

 

a) ( )
3

,3 π  

 

 

 

 

 

 

5,1

2

1
.3

3
cos3

cos

=

=

=

=

x

x

x

rx

π

θ

  
59,2

2

3
.3 ≅=

=

y

senry θ

 

 

( )59,2;5,1
2

33
,

2

3
≅










 

 

 

b) ( )
3

,3 π+−  
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Eixo polar

3/π−

P

0
 

Eixo polar

3/π−

P

0
 

5,1

2

1
.3

3
cos3

−=

−=

−=

x

x

x π

  

59,2

2

3
.3

3
3

−≅

−=

−=

y

y

seny π

 

 

( )59,2;5,1
2

33
,

2

3
−−≅









 −
−  

 

 

c) ( )
3

,3 π−  

 

 

 

 

 

 

( )

5,1

2

1
.3

3
cos3

=

=

−=

x

x

x π

  

( )

59,2

2

3
.3

3
3

−≅

−
=

−=

y

y

seny π

 

 

( )59,2;5,1
2

33
;

2

3
−≅









 −
 

 

 

d) ( )
3

,3 π−−  
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( )

5,1

2

1
.3

3
cos3

−=

−=

−−=

x

x

x π

  

( )

59,2

2

3
.3

3
3

≅

−
−=

π−−=

y

y

seny

 

( )59,2;5,1
2

33
,

2

3
−≅










−  

 

4. Encontrar as coordenadas cartesianas dos seguintes pontos dados em coordenadas 

polares. 

 

a) ( )
3

2,2 π−  

 

1
2

1.2
3

2cos2 =−−=−= πx  

       ( )3,1 −  

3
2

3.2
3

22 −=−=−= πseny  

 

b) ( )
8

5,4 π  

 

5307,1
8

5cos4 −≅π=x  

       ( )6955,3,5307,1−  

6955,3
8

54 ≅π= seny  

 

 

c)  ( )
4

13,3 π  

 

2

2
3

4
13cos3 −=π=x  

       








 −−

2

23
,

2

23
 

2

23

4
133

−
=π= seny  

 

 

d)  ( )
2

,10 π−  
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00.10
2

cos10 =−=−= πx  

       ( )10,0 −  

101.10
2

10 −=−=−= πseny  

 

e) ( )
2

3,10 π−  

 

00.10
2

3cos10 =−=−= πx  

       ( )10,0  

101.10
2

310 =−−=−= πseny  

 

f) ( )0,1  

 

10cos1 ==x  

    ( )0,1  

001 == seny  

 

 

5. Encontrar um par de coordenadas polares dos seguintes pontos: 

 

a) ( )1,1  

 

2=r  

4

2

1

2

1
cos

π
=θ⇒










=θ

=θ

sen

 

 

( )
4

,2 π  

 

b) ( )1,1−  

 

2=r  

 

4

3

2

1

2

1
cos

π
=θ⇒










=θ

−=θ

sen

   

 



 690 

( )
4

3,2 π  

 

c) ( )1,1 −−  

 

2=r  

 

4

5

2

1

2

1
cos

π
=θ⇒










−=θ

−=θ

sen

 

 

( )
4

5,2 π  

 

d) ( )1,1 −  

 

2=r  

 

4

7

2

1

2

1
cos

π
=θ⇒










−=θ

=θ

sen

 

 

( )
4

,2 π−  ou ( )
4

7,2 π  

 

 

6. Usar. 

 

a) 0>r  e πθ 20 <≤ ; 

 

b) 0<r  e πθ 20 <≤ ; 

 

c) 0>r  e 02 ≤<− θπ ; 

 

d) 0<r  e 02 ≤<− θπ ; 

 

para escrever os pontos ( )1,31 −P  e ( )2,22 −−P  em  coordenadas polares. 

 

( )1,31 −P  

 

2=r  
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2

3
cos =θ   

2

1−
=θsen   

6

11
ou  

6

π
=θ

π−
=θ  

 

a) 








6

11
,2

π
  b) 








−

6

5
,2

π
  c) 







 −

6
,2

π
  d) 







 −
−

6

7
,2

π
 

 

 

( )2,22 −−P  

   

2=r  
 

2

2
cos

−
=θ   

2

2−
=θsen   

4

5π
θ =  

 

a) 








4

5
,2

π
  b) 








−

4
,2

π
  c) 







 −

4

3
,2

π
  d) 







 −
−

4

7
,2

π
 

 

 

7. Transformar as seguintes equações para coordenadas polares. 

 

a) 422 =+ yx  

 

2

4

4cos

2

2222

±=

=

=+

r

r

senrr θθ

 

 

b) 4=x  

 

4cos =θr  

 

c) 2=y  

 

2=θsenr  

 

d) 0=+ xy  

 

( ) 0cos

0cos

=+

=+

θθ

θθ

senr

rsenr
  





θ−=θ

=

cos

qualquer

sen

r
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Ζ∈+= kk ,
4

3
π

π
θ  

 

 

e) 0222 =−+ xyx  

 

θ

θ

θ

cos2

0cos2

0cos22

=

=−

=−

r

r

rr

 

 

f) 0622 =−+ yyx  

 

θ

θ

senr

senrr

6

062

=

=−
 

 

 

8. Transformar as seguintes equações para coordenadas cartesianas 

 

a) θcos=r  

 

022

22

22

=−+

+
=+

xyx

yx

x
yx

 

 

b) θsenr 2=  

 

02

.2

22

22

22

=−+

+
=+

yyx

yx

y
yx

 

 

c) 
θθ sen

r
+

=
cos

1
 

 

1

1

2222

22

=+

+
+

+

=+

yx

yx

y

yx

x
yx

 

 

d) ar = , 0>a  
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222

22

ayx

ayx

=+

=+
 

 

 

 

Nos exercícios de 9 a 32 esboçar o gráfico das curvas dadas em coordenadas polares. 

 

 

9. θcos21+=r  

 

1 2 3

-1

1

x

y

 
 

10. θsenr 21−=  

-3 -2 -1 1 2 3

-4

-3

-2

-1

1

x

y

 
 

 

11. θcosbar ±=  

 

2=a  e 3=b  

3=a  e 2=b  

3== ba  
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θcos32 +=r  

 

 

1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 
θcos32 −=r  

 

-5 -4 -3 -2 -1 1

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 
 

θcos23 +=r  
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-1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 
 

θcos23 −=r  

 

-5 -4 -3 -2 -1 1

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 
 

θcos33 +=r  e θcos33 −=r  

-1 1 2 3 4 5 6

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

  

-5 -4 -3 -2 -1 1

-3

-2

-1

1

2

3

x

y
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12. θ3cos=r  

 

-0.5 0.5 1

-0.5

0.5

x

y

 
 

13. θ3cos2=r  

 

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

x

y

 
 

14. θ22 senr =  
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-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

x

y

 
 

15. θcos2 −=r  

 

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

x

y

 
 

16. θsenr −= 2  
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-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

x

y

 
 

17. θsenbar ±=  

 

2=a  e 3=b  

3=a  e 2=b  

2== ba  

 

 

θsenr 32 +=   θsenr 32 −=  

 

-3 -2 -1 1 2 3

1

2

3

4

5

x

y

 

-3 -2 -1 1 2 3

-5

-4

-3

-2

-1

x

y

 
 

 

θsenr 23 +=   θsenr 23 −=  
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-3 -2 -1 1 2 3

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

-3 -2 -1 1 2 3

-5

-4

-3

-2

-1

1

x

y

 
 

 

θ+= senr 22    θ−= senr 22  

 

-3 -2 -1 1 2 3

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

 

-3 -2 -1 1 2 3

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

x

y

 
 

18. 5cos =θr  

 

1 2 3 4 5

-1

1

x

y

 
 

 

19. θ32 senr =  
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A

pi/2

2

Eixo polar  9/π

0

-2 -1 1 2

-2

-1

1

x

y

 
 

20. 
4

π
θ =  

 

Eixo polar 4/π

0

 
 

21. 
9

π
θ =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

22. 10cos5 −=θr  
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23. θ2cos42 =r  

 

-2 -1 1 2

x

y

2

 
 

 

24. 0,3 ≥= θθr  

 

-10 -5 5 10 15 20 25

x

y

 
 

25. θsenr 4=  

 

-3 -2 -1 1 2 3

x

y
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Eixo polar

0 √2

 

 

26. 0, ≥= − θθer  

 

0.5 1

x

y

 
 

27. 2=r  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

28. θcos10=r  

 

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

x

y
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29. θcos2=r  

 

-3 -2 -1 1 2 3

x

y

 
 

 

30. θsenr 12=  

 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

x

y

 
 

31. 3
θ

er =  

 

-1500 -1000 -500 500 1000

-1000

-500

500

1000

x

y

 



 704 

 

32. θ2=r  

 

-5 5 10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 
 

Nos exercícios 33 a 37, encontrar o comprimento de arco da curva dada. 

 

33. θ
er = , entre 0=θ  e 

3
πθ =  

 

..122

2

2

33

0

3

0

3

0

2

3

0

22

cuee

de

de

dees






 −==

θ=

θ=

θ+=

ππ
θ

π

θ

π

θ

π

θθ

∫

∫

∫

 

 

 

34. θcos1+=r  
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( ) ( )

θθ

θθ

θθθθ

θθθ

π

π

π

π

d

d

dsen

dsens

∫

∫

∫

∫

+=

+=

+++=

++−=

0

0

0

22

0

22

cos122

cos222

coscos212

cos12

 

 

..8

0
2

8

2
2.4

2
cos222

2
cos222

0

0

0

2

cu

sensen

sen

d

d

=









−=

=

=

=

∫

∫

π

θ

θ
θ

θ
θ

π

π

π

 

 

 

35. θsenar 2=  

 

( ) ( )

cuaa

dada

dsenaas

. 2
2

4

2242

2cos22

2

0

2

0

2

2

0

22

π=
π

=

θ=θ=

θθ+θ=

∫∫

∫
ππ

π

 

 

 

 

36. 23θ=r , de 0=θ  até 
3

2πθ =  
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( )

( )

( )

( ) cu

d

d

ds

. 89
27

8

2
3

4

2

1
.3

43

49

936

2
3

2

3
2

0

2
3

2

3
2

0

2
1

2

3
2

0

22

3
2

0

42

−π+=

θ+
=

θθ+θ=

θθ+θ=

θθ+θ=

π

π

π

π

∫

∫

∫

 

 

 

37. θ2
er = , de 0=θ  até 

2
3πθ =  

 

( )

( ) ..1
2

5

2

5
5

4

2

3

2
3

0

22
2

3

0

2
3

0

44

2
3

0

422

cue

ede

dee

dees

−=

=θ=

θ+=

θ+=

π

π

θθ

π

π

θθ

π

θθ

∫

∫

∫

 

 

 

38. Achar o comprimento da cardióide ( )θcos110 −=r . 
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( ) ( )

∫

∫

∫

∫

=

−=

−=

−+=

π

π

π

π

θ
θ

θθ

θθ

θθθ

0

2

0

0

0

22

2
22102

cos12002

cos2002002

cos1100102

dsen

d

d

dsens

 

 

..80

0cos
2

cos80

2
cos2.40

2
2.210.2

0

0

cu

dsen

=









−

π
−=

θ
−=

θ
θ

=

π

π

∫

 

 

 

Nos exercícios 39 a 46, encontrar a integral que dá o comprimento total da curva dada. 

 

39. θ2cos92 =r  

 

( ) ( )

( ) ( )
θ

θ−
=θ−θ=′

θ=θ=

−

2 cos

2 3
22 2 cos

2

3

2 cos32cos9

2
1

2
1

2
1

sen
senr

r

 

∫

∫

∫

π

π

π

θ

θ
=

θ
θ

θ+θ
=

θθ+
θ

θ
=

4

0

4

0

22

4

0

2

2cos
12

2cos

2cos929
4

2cos9
2cos

29
4

d

d
sen

d
sen

s

 

 

 

40. θ33 senr =  
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( )

θθ+θ=

θθ+θ=

∫

∫
π

π

dsen

dsens

6

0

22

6

0

22

33cos918

393cos96

 

 

41. θ= 4cos4r  

 

 

( )

θθ+θ=

θθ+θ−=

∫

∫
π

π

dsen

dsens

8

0

22

8

0

22

4cos41664

4cos1641616

 

 

42. θ= 292 senr  

 

 

( )

( ) 2.2cos.2
2

1
3

23

2
1

2
1

θθ

θ

−

=′

=

senr

senr

 

∫

∫

∫

∫

π

π

π

π

θ

θ
=

θ
θ

=

θ
θ

θ+θ
=

θθ+
θ

θ
=

4

0

4

0

4

0

22

4

0

2

2
12

2

9
4

2

292cos9
4

29
2

2cos9
4

sen

d

d
sen

d
sen

sen

dsen
sen

s

 

 

 

43. θcos32 −=r  
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( ) ( )

θθ

θθθθ

θθθ

π

π

π

d

dsen

dsens

∫

∫

∫

−=

+−+=

−+=

0

0

22

0

22

cos12132

cos9cos12492

cos3232

 

 

 

 

44. θsenr 24 −=  

 

 

( ) ( )

θθ−=

θθ−=

θθ+θ−+θ=

θθ−+θ−=

∫

∫

∫

∫

π

π−

π

π−

π

π−

π

π−

dsen

dsen

dsensen

dsens

2

2

2

2

2

2

22

2

2

22

454

16202

41616cos42

24cos22

 

 

 

45. θcos23 +=r  

 

 

( ) ( )

θθ

θθθθ

θθθ

π

π

π

d

dsen

dsens

∫

∫

∫

+=

+++=

++−=

0

0

22

0

22

cos12132

cos4cos12942

cos2322

 

 

 

46. θsenr 24 +=  
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( ) ( )

θθ

θθ

θθθ

π

π

π

π

π

π

dsen

dsen

dsens

∫

∫

∫

−

−

−

+=

+=

++=

2

2

2

2

2

2

22

454

16202

24cos22

 

 

Nos exercícios 47 a 56, calcular a área limitada pela curva dada. 

 

47. θ292 senr =  

 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

 
 

..92cos
2

1
.9

29
2

1
.2

2

0

2

0

au

dsenA

=θ−=

θθ=

π

π

∫
 

 

48. θ3cos=r  

 



 711 

-0.5 0.5 1

-0.5

0.5

x

y

6/π

 
 

..
4

6
12

1

2

1
.3

6 cos
2

1

2

1
3

3cos6.
2

1

6

0

6

0

6

0

2

au

sen

d

dA

π
=







θ+θ=

θ







θ+=

θθ=

π

π

π

∫

∫

 

 

 

49. θcos2 −=r  

 

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

x

y
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( )

( )

..
2

9
2

4

1

2

1
44

coscos44

cos2
2

1
.2

0

0

2

0

2

ausensen

d

dA

π
=θ+θ+θ−θ=

θθ+θ−=

θθ−=

π

π

π

∫

∫

 

 

 

50. θ2cos162 =r  

 

-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

x

y

 
 

4

0

4

0

1

2 
2

1
32

2cos164.
2

1

π

π

θ

θθ

sen

dA

=

= ∫
 

 

au.16=  

 

 

51. θ23 senr =  

 



 713 

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

x

y

4/π

 
 

..
2

9

4
8

1
.

2

1
36

29
2

1
.8

4

0

4

0

2

au

sen

dsenA

π
=









θ−θ=

θθ=

π

π

∫

 

 

 

 

52. θcos23 −=r  

 

-5 -4 -3 -2 -1 1

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y
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( )

( ) ( )

( )

..11

21211

2 cos22cos129cos4cos129

cos23
2

1
.2

0

00

2

0

2

au

sensen

dd

ds

π=

θ+θ−θ=

θθ++θ−=θθ+θ−=

θθ−=

π

ππ

π

∫∫

∫

 

 

 

53. ( )θcos14 +=r  

 

-1 1 2 3 4 5 6 7 8

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

 
 

 

( )

( )

.

..24

2
4

1

2

1
216

coscos2116

cos116
2

1
.2

0

0

2

0

2

au

sensen

d

dA

π=









θ+θ+θ+θ=

θθ+θ+=

θθ+=

π

π

π

∫

∫

 

 

54. ( )θcos14 −=r  
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-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

 
 

( )

( )

.

..24

2
4

1

2

1
216

coscos2116

cos116
2

1
.2

0

0

2

0

2

au

sensen

d

dA

π=









θ+θ+θ−θ=

θθ+θ−=

θθ−=

π

π

π

∫

∫

 

 

 

55. ( )θsenr += 14  

 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y
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( )

( )

( )

..24

2
4

1

2

1
cos216

2116

116
2

1
.2

2

2

2

2

2

2

2

2

au

sen

dsensen

dsenA

π=









θ−θ+θ−+θ=
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π

π−

π

π−

π
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∫
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56. . ( )θsenr −= 14  

 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
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-3

-2

-1

1

x

y
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116
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θθ−= ∫
π

π−  

 

 

57. Encontrar a área da intersecção entre θcos2ar =  e θsenar 2=  
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-2 -1 1 2 3 4
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4

cos

2cos2
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=
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( )
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2

2

cos4
2

1
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2

2

4
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−
=
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π

θθ

π

π  

 

 

58. Encontrar a área interior ao círculo θcos6=r  e exterior a ( )θcos12 +=r  

 

-2 -1 1 2 3 4 5 6

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

3/π
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59. Encontrar a área interna ao círculo 4=r  e exterior à cardióide ( )θcos14 −=r  
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60. Encontrar a área da região do 1° quadrante delimitada pelo primeiro laço da espiral  

θ2=r , 0≥θ  e pelas retas 
4

π
θ =  e 

3

π
θ =  

 

-2 -1 1 2

-1

1

2

3

x

y
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61. Encontrar a área da região delimitada pelo laço interno da limaçon θsenr 21+= . 
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62. Encontrar a área da regi ão interior ao círculo 10=r  e a direita da reta 6cos =θr . 
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63. Calcular a área da região interior às duas curvas: 

 

a) 32 =r  e θsenr 3=  
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b) 32 =r  e θcos1+=r  

 

 
 

 

32

1
cos

2

3
cos1

πθθ

θ

=∴=

=+

 

 



 723 

4

3
4

9
2

1
.2

3

0

1

π
θ

π

== ∫ dA  

 

( )

24

32724

cos1
2

1
.2

3

2

2

−
=

+= ∫

π

θθ
π

π

dA

 

 

..
8

3914
21 auAAA

−
=+=

π
 



 724 

8.18 – EXERCÍCIOS – pg. 407 
 

1. Encontrar a massa total e o centro de massa de uma barra de 12 cm de 
comprimento, se a densidade linear da barra num ponto P , que dista cmx  da 

extremidade esquerda, é ( ) cmkgx 75 +  
 

( )

( )

kg

x
x

dxxm

dxxm

b

a

444

12.7144.
2

5

7
2

5

75

12

0

2

12

0

=

+=

+=

+=

=

∫

∫ ρ

 

 

( )

444

3384

2
7

3
5

144

1

75
1

12

0

23

12

0

=









+=

+= ∫

xx

dxxx
m

x

 

 
 

2. Encontrar a massa total e o centro de massa de uma barra de comprimento m3 , se a 
densidade linear da barra num ponto situado a mx do extremo esquerdo é 

( ) mkgx 35 2 + . 
 

( ) 35 2 += xxρ  
 

( )

kg

x
x

dxxm

54

3
3

5

35

3

0

3

3

0

2

=
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3. Calcular a massa total e o centro de massa de uma barra de m5  de comprimento, 
sabendo que a densidade linear num ponto é uma função do 1° grau da distância 
total deste ponto ao extremo direito da barra. A densidade linear no extremo direito 
é mkg5  e no meio da barra é mkg2  

 
( ) ( )
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( ) 2,125,25,2
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5
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2
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( )
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4. Uma barra horizontal esta localizada sobre o eixo dos x , como mostra a figura 

8.105. Se a densidade lin ear num ponto qualquer da barra é propo rcional à distância 
deste ponto até a o rigem, determinar o v alor da co nstante  de proporcionalidade, de 
modo que a massa da barra seja 

 

..
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m
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=  

 
( ) kxx =ρ  
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+
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1

22

22
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5. O comprimento de uma barra é 2m e a densidade linear no extremo direito é mkg1 . 
A densidade linear num ponto varia diretamente com a segunda potência da 
distância do ponto ao extremo esquerdo. Calcular a massa total e o centro de massa 
da barra. 

 
 

( ) 2kxx =ρ  
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( ) 4
114.2 =∴== kkρ  
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6. Determinar o momento de inércia de uma barra homogênea de 3 cm de 
comprimento, em relação a um eixo perpendicular, que: 

 
a) passa no ponto médio da barra; 
b) passa por uma extremidade da barra. 
 
Considerar a densidade linear da barra igual a mkg8,0  
 

( ) ( )∫=

b

a

l dxxxdI ρ2  

 
a) ( ) 5,1−= xxd  
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( )
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2
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b) ( ) ( )xxd −= 3  
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OBS.: no outro extremo temos ∫
3

0

2
dxkx  

2.2,7

9

mkg

k

=

=
 

 
7. Uma barra horizontal mede m8  de comprimento. No seu ponto médio a densidade 

linear é mkg8,0  e cresce proporcionalmente com o quadrado da distância até este 

ponto. Se numa das extremidades a densidade é mkg8,16 , determinar a massa e o 
centro de massa da barra 
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8. Determinar o momento de inércia da barra do exercício 7 em relação a um eixo 
perpendicular que: 

a) passa no ponto médio da barra; 
b) passa por uma das extremidades da barra. 

 
a) 
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b) 
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9.  Achar o momento de inércia da barra dos exercícios 1 e 3 para um eixo 

perpendicular que: 
a) passa pelo extremo direito; 
b) passa pelo extremo esquerdo; 
c) passa pelo ponto médio da barra. 
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Exercício 1 
(a) 
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(c)  
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Exercício 3  

(a) 
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(b)  
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(c)  
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10. Uma barra localizada sobre o eixo dos x  tem extremos 0=x  e 4=x . Se a 

densidade linear é dada por ( )
1

1

+
=

x
xρ , determinar a massa e o centro de massa da 

barra. 
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11. Determinar o momento de inércia da barra do exercício 10 em relação a um eixo 

perpendicular que passa no ponto 1−=x  
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12. Determinar a massa e o centro de massa de uma barra que esta localizada sobre o 

eixo dos x , com extremos nos pontos 0=x  e 1=x . A densidade linear da barra é 
dada por ( ) xex =ρ  

 

mueedxem
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0
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0

−=== ∫  
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13. Determinar o momento de inércia da barra do exercício 12 em relação a um eixo 

perpendicular que passa pela origem 
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14. Uma barra homogênea mede m3  de comprimento. Se o seu momento de inércia em 

relação a um eixo perpendicular que passa por uma de suas extremidades é 
2.5,22 mkg , determinar a densidade linear da barra. 
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15. Uma mola tem comprimento natural de m10 . Sob um peso de N5 , ela se distende 

m3 : 
a) Determinar o trabalho realizado para distender a mola de seu comprimento 

natural até m25 .  
b) Determinar o trabalho realizado para distender a mola de m11  a m21  
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b) 
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16. Uma força de N12  é necessária para  comprimir uma mola de um comprimento 

natural de m8  para um comprimento de m7 . Encontrar o trabalho realizado para 
comprimir a mola de seu comprimento natural para um comprimento de m2  

 
121.12; =∴== kkkxf  
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x
dxxw

216
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17. Uma mola tem comprimento natural de m12 . Para comprimi-la de seu 

comprimento natural até m9 , usamos uma força de N500 . Determinar o trabalho 
realizado ao comprimir a mola de seu comprimento natural até m5 . 

 

3
500 

3500  ;

=

==

k

kkxf
 

 

J

x
dxxw

3

25012

23

500

3

500
7

0

27

0

=

== ∫
 



 735 

 
 

18. Um balde pesa N5  e  contém argila cujo peso é N30 . O balde está no extremo 
inferior de uma corrente de m50  de comprimento, que pesa N5 e está no fundo de 
um poço. Encontrar o trabalho necessário para suspender o balde até a borda do 
poço. 

 
 
peso balde + peso argila N35  

O  peso de um metro da corrente é N
10

1
. 

Quando o balde subiu x, o peso correspondente da corrente é: ( ) 1,0.50 x− . 
 

( ) ( ) 1,0.5035 xxf −+=  
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19. Um tanque cilíndrico circular reto, de raio m2,1  e altura m3 está cheio de água, 
achar o trabalho efetuado para esvaziar o tanque, pela parte superior. 

 
 

( ) ( )
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20. Um tanque cilíndrico circular reto de m2  de diâmetro e m3 de profundidade, está 
cheio de água e deve ser esvaziado pela parte superior. Determinar o trabalho 
necessário para esvaziar o tanque: 

a) considerando que a água seja deslocada por um muro de um embolo, 
partindo da base do tanque; 

b) por bombeamento. 
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a)  
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b) 
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21. Um tanque tem a forma de um cone circular reto, de altura m20  e raio da base 
cm102 . Se o tanque está cheio de água, encontrar o trabalho realizado para 

bombear a água pelo topo do tanque. 
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22. Um reservatório cheio de água é da forma de um paralelepípedo retângulo de 
m40,1 de profundidade, m4  de largura e m8  de comprimento. Encontrar o 

trabalho necessário para bombear a água do reservatório ao nível de m1  acima da 
superfície. 

 
 

( )

J

y
y

dyyw

12,746901

2
40,232.9807

40,2.32.9807

40,1

0

2

40,1

0

=









−=

−= ∫

 

 
 

23. Uma comporta vertical de uma represa tem a forma de um retângulo de base m4  e 
altura m2 . O lado superior da comporta está a m5,0  abaixo da superfície da água. 
Calcular a força total que essa comporta está sofrendo. 

 
 

( )

N

y
y

dyyF

117684

2
5,239228

4.5,29807

2

0

2

2

0

=









−=

−= ∫

 

 
 

24. Um tanque tem a forma de um prisma quadrangular de altura m1 . Se o tanque está 
cheio de água e o seu lado da base mede m3 , determinar a força decorrente da 
pressão da água sobre um lado do tanque 

 
 

( ) ( )

( )

N

y
y

dyy

dyyF

5,14710

2
339807

339807

0319807

1

0

2

1

0

1

0

=









−=

−=

−−=

∫

∫
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25. Uma chapa tem a forma da região delimitada pelas curvas 2xy =  e 4=y . Se esta 
chapa é imersa verticalmente na água, de tal forma que seu lado superior coincide 
com o nível d’água, determinar a força decorrente da pressão da água sobre um lado 
da chapa. 

 
 

( ) ( )

( )

N

yy

dyyy

dyyyyF

8,167372

2
5

2
3

.42.9807

249807

49807

4

0

2
5

2
3

4

0

4

0

=














−=

−=

+−=

∫

∫

 

 
26. Uma chapa retangular de m1  de altura e m2  de largura é imersa verticalmente num 

liquido, sendo que sua base inferior esta a m3  da superfície do liquido. Determinar 
a força total exercida sobre um lado da chapa, se o liquido pesa 34000 mN . 

 
 

( )

( )
N

y
y

dyyF

4

1

0

2

1

0

10.220000

2
138000

2
38000

234000

==

−=









−=

−= ∫

 

 
Nos exercícios de 27 a 30, temos uma comporta de uma represa, colocada 
verticalmente, com a forma indicada. Calcular a força total contra a comporta. 
 
27. Um retângulo com m30  de largura e m10  de altura; nível d’água: m2  acima da 

base da comporta. 
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( )

N

y
y

dyyF

588420

2
230.9807

3029807

2

0

2

2

0

=









−=

−= ∫

 

 
28. Um trapézio isósceles com m30  de largura no topo, m20  de largura na base e m8  

de altura; nível da água coincide com o topo da comporta. 
 
 

( )

( )

N

yy
y

dyyyy

dy
y

yF

7322560

2
40

3

5
640

4

9807

80564040
4

9807

8

805
.2.89807

4

0

23

8

0

2

8

0

=









−−=

−−+=

+
−=

∫

∫

 

 
29. Um triângulo isósceles com m16  de altura no topo e m10  de altura; nível da água 

coincide com o topo da comporta. 
 
 

( ) ( )

( )

N

yy

dyyy

dyyy

dyyyyF

2615200

35

8

2
.169807

5

8
169807

5

8
109807

5
4

5
4109807

4

0

32

10

0

2

10

0

10

0

=









−=
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−=

+−=

∫

∫

∫

 

 
30. Um trapézio isósceles com m17  de largura no topo, m9  na base e m5  de altura; 

nível da água: m2  acima da base da comporta. 
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( )

( )

N

yy
y

y

dyyyy

dyyy

dyyyF

6,197447

2
5,4

35

4
9

25

8
9807.2

5,4
5

4
9

5

8
9807.2

5,4
5

4
29807.2

5,4
5

4
229807

2

0

232

2

0

2

2

0

2

0

=









−−+=









−−+=









+−=









+−=

∫

∫

∫

 

 
31. O topo de um tanque tem m3  de comprimento e m2  de largura. As extremidades 

são triângulos eqüiláteros verticais, com um vértice apontando para baixo. Qual é a 
força total em uma extremidade do tanque, quando ele está cheio de um líquido que 
pesa 312000 mN ? 

 
 
 

( )

N

yy

dy
y

yF

3

3

0

32

3

0

10.1212000

33

1

2
24000

3
2312000

==









−=

−= ∫

 

 
32. Uma chapa é limitada pela curva 3/2xy =  e a reta 1=y , no plano xy , com o eixo 

dos y  apontando para cima e suas escalas medidas em metros. A chapa está 

submersa em óleo, cujo peso é 39600 mN , com a reta 1=y  sobre a superfície do 
óleo. Qual é a força do óleo em cada lado da chapa? 

 
 

( )

N

yy

dyyyF

28,2194

2
7

2
5

19200

.219600

1

0

2
7

2
5

1

0

2
3

≅














−=

−= ∫
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33. Uma lâmina tem a forma de um triângulo retângulo de lados 3,4 e 5m. A lâmina 
está imersa verticalmente num líquido de tal forma que a hipotenusa coincide com o 
nível do líquido. Determinar a força exercida pelo líquido sobre um lado da lâmina 
se o peso do líquido é  36500 mN  

 

x

y

b

h

3 4

5

a

 
 
Cálculo de h: 
A área do triângulo pode ser expressa como:  

Área: 
2

5
Aou                  6

2

4.3 h
A === . 

Portanto,  

5
12

6
2

5

=

=

h

h

 

 
Cálculo de a:  
 

5
9

5

12
3 2

2
2

−=

+







=

a

a
 

 
Cálculo de b:  
 

5
16

5

12
4 2

2
2

=

+







=

b

b
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Equação da reta que passa por ( ) ( )5
12,5

90,0 −  

yx
4

3−
=  

 

Equação da reta que passa por ( ) ( )5
12,5

160,0  

yx
3

4
=  

Assim temos: 

( )

N

dyyyyF

31200

4

3

3

4
5

126500
5

12

0

=









+−= ∫  

 
 
34. A função demanda para um certo produto é dada por 92 2 +−= xp  sendo p o preço 
unitário em reais e x a quantidade demandada semanalmente.  Determine o excedente de 
consumo se o preço de mercado é estabelecido a R$ 5,00 cada unidade do produto. 
 
 A figura que segue mostra o gráfico da função demanda e a área que representa o 
excedente de consumo. 
 

1 2

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

CS

 
 
 Temos: 

77,34
3

2

)592(

2

0

3

2

0

2

≅+−=

−+−= ∫

x
x

dxxCS

 

Resposta: R$3,77 



 743 

 
 
35. Um fornecedor de produtos de limpeza estabelece que a quantidade de mercadoria a ser 
colocada no mercado está relacionada com o preço p, em reais, pela função 152 ++= xxp .  
Se o preço de mercado é igual a R$6,00, encontrar o excedente de produção. 
 
 A figura que segue mostra a área a ser calculada. 
 

1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

p

PS

 
 
Temos: 

24,2)156(
2/52/53

0

2
≅−−−= ∫

−

dxxxPS  

Resposta: R$2,24 
 
 
36. A quantidade demandada de um certo produto A está relacionada ao preço unitário p, 
em reais, por xp 210 −=  e a quantidade x (em unidades) que o fornecedor está disposto a 

colocar no mercado está relacionada ao preço unitário p por 1
2

3
+= xp .  Se o preço de 

mercado é igual ao preço de equilíbrio, determine o excedente de consumo e o excedente de 
produção. 
 
A figura que segue ilustra o problema 
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1 2 3

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

x

p

CS

PS

 
 
Temos: 
Ponto de equilíbrio: )7/34,7/18(  

61,6)210(
7/18

0
7
34 ≅−−= ∫ dxxCS . 

 

.96,4)1
2

3

7

34
(

7/18

0

≅−−= ∫ dxxPS  

 
 
37 Estima-se que um investimento gerará renda à taxa de )(tR igual a R$180.000,00 por 
ano, pelos próximos três anos.  Determine o valor presente deste investimento se a taxa de 
juros é de 6% ao ano, compostos continuamente. 
 

36,189.494000.180
3

0

06,0 ≅×= ∫
−

dteVP
t  

 
 
 
 
 




