INTRODUGCAO A TEORIA DE GRUPOS - AULA 8

Até agora definimos um conjunto, falamos sobre o conceito de completude de um
conjunto (sobre uma operagdo binaria), de associatividade e falamos ainda da
propriedade de existéncia de inversas e de identidades.

Com estas propriedades em mente, criamos um objeto chamado grupo, que ndo é mais
que um par de um conjunto e uma operacdo binaria com 4 propriedades
((G1)G2).(G3) e(G4)y | se ndo te recordas destes quatro axiomas, entdo volte a
Aula 5.

Demos trés exemplos de estruturas que se conformam a esta definicdo. Falemos de um
grupo muito simples, o grupo de rotagdes de 90° num quadrado. Prometimos que iria
expandir mais e criar um verdadeiro grupo que represente todas as simetrias que podem
ser encontradas num quadrado (e por generalizagdo em qualquer poligono regular
com n lados). Vamos deixar este grupo para mais tarde e vamos concentrar-nos em algo
mais intuitivo. (Surpresa das surpresas, a estrutura que vamos descrever € um grupo).
Antes de comegar, um novo conceito rapido: o de ordem de um grupo.

Definicéo 1: (Definicdo da ordem de um grupo ).

Um grupo ¢+ tem ordem n se 0 Seu conjunto ¢ tiver n elementos. A ordem de um
grupo escreve-se |G| =mn, se & tiver infinitos elementos, o grupo é chamado de
infinito e escreve-se |G| = o,

Esta € daquelas definicbes que seguramente entendeste de imediato. Como exemplos,
podemos dar:

1. [N.+) (O conjunto dos nimeros naturais com a operacio de adicio) tem |V| = oc,
9

2. | Za.+3) (O conjunto dos nimeros inteiros mod n com a operacao de adicdo em
médulo 2.Esta requer duas linhas, vemos que é facil: £2 = {0.1}, Repare que se este
par de conjunto e operacdo é mesmo um grupo, ele tem de ser fechado. Conclusao:
das 2 x 2 = 4 possibilidades de operares, 2 vao ter de ser necessariamente iguais!
Calculemos: ! + Dlmod 2) = 0{mod 2) =0 (lembra-te, 0) é par!)
1 4+ 0mod 2) = 1{mod 2) =1 (16 impar!)
04+ 1imeod 2) = 1imeod 2) = 1(2)
1+ 1lmod 2) = 2(mod 2) =0 (2 ¢ par. Alternativamente, 2 =2 x 1+ 0. ¢
entdo [ Z2- +2) é um grupo. Que ordem tem ele? Bem, [Z2| =2 (3)

3. 0 nosso grupo Roo= = {e,a,a% @’} tem, como se pode deduzir, | Foo-| =4



O Grupo Simétrico Sym(x)

Definicédo 2: (Definicdo de grupo simétrico)

O grupo simétrico Sym{x)ou S, (em que " = |x| ¢ o conjunto de todas as
permutacdes possiveis de se fazer com todos os elementos do conjunto X, equipado com
uma operacao binaria chamada de composicao de permutagdes.

Quanto o grupo é dado por X = {1.2.3,4.5.....n} o grupo simétrico escreve-se .
Esta diferenca é por precisdo de notagdo, pois neste artigo veremos que o que importa
desde conjunto X é s6 mesmo o seu nimero de elementos. E intuitivo o que eu
dissemos: permutares letras, nimeros, bolas ou nomes de carros tem o mesmo valor

para todos: ¢ a mesma operacao “disfarcada”.

Desmistificando: ao aplicarmos uma opera¢do muito parecida com a gue usamos na
definicdo do grupo de rotacdes do quadrado no conjunto de todas as permutacdes de
todos os elementos de um certo conjunto, este par de conjunto e operacao binaria irdo
formar um grupo.

Um exemplo muito simples: Seja X = {Verde, Azul. Vermelho}

O grupo simétrico de X , Sym(x)é igual a {{(Verde, Azul, Vermelho),

(Verde, Vermelho, Azul). (Azul. Verde, Vermelho) (Azul, Vermelho, Verde),
(Vermelho, Verde, Azul), (Vermelho, Azul, 1-’:-:'r.i'c-]l}

A diferenca de notacdo ¢ visivel: {A4. B.C'} ={A. C. B} porque se tratam de
conjuntos e 0 que importa é apenas aquilo que contém e ndo a sua ordem. Ja
com (A B.C) # (B, C, A) pois sfo permutagdes e claro que os seus efeitos sdo
diferentes, pois sdo configuracdes diferentes. Veremos o que quero dizer.

Por conveniéncia, vamos também definir o conjunto X = {1.2.3.4,...n},

O que é uma permutacao?

Como um exemplo simples, vamos escrever explicitamente os 3! =3 x 2 =0
elementos que fazem parte do grupo simétrico de ordem 3, 5.

Reparemos configurac@es a seguir:
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Para
pensarmos em todas as permutacOes (as formas diferentes de trocar Verde Vermelho
Azul) comeca por fixar o triangulo num ponto e trocar os outros pontos restantes. Gira-
se fillc e repete o0 processo, iremos ter de girar o triangulo 3 vezes e trocar 0s pontos
restantes a cada etapa dando 2 resultados. Logo ha 3 x 2 = 6 permutagbes com 3
elementos. Como vamos ver, isto justifica dizer que o grupo 53 tem 6 elementos.

Ou seja, uma permutacdo € uma combinacdo possivel dados n elementos. Escrevendo

explicitamente todas as permutacdes de trés elementos (que, afinal de contas é o que

esse triangulo representa) (2), temos que as permutacdes de A. 5.C
sdo: (A, B.C). (A.C. B).(C. A, B).(C, B, A), (B,A.C), (B, C, A)

Pode-se pensar, por exemplo, numa estante de livros. Que sejam nos 10 livros no total.
Pense agora em todas as possibilidades de reordenacdo. Seriam muitas ou poucas? Se
Ihe fosse dito que vocé tem 1 segundo para alterar para cada ordem, entdo voce teria de
o fazer 24 |/ 24h por 42 dias? Sdo muitas possibilidades! S&o 10! = 3625300
possibilidades.

Um ponto de exclamacgdo numa expressao numérica? Que podera representar?

Definicéo 3: (Definicao de fatorial)

n!1é-se “n fatorial” ou “o fatorial de n”. Representa a

quantidade ! = 1 x n—1)xn—2)x ... x2x1

Como exemplos, tem-se que 3! =3 x 2 x 1 =6

ou 7l=Tx6x0x4x3x2x1=>5040. Certamente. sabemos que 1! = 1. Sera
que é possivel definir o fatorial de (0? Sim: (! = 1. Por qué? Intuitivamente, porque
tens apenas 1 maneira de organizar um conjunto vazio: nele mesmo. (4)
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Um matematico gosta de encontrar o padrdo e estabelecer a generalizacdo. Muitas vezes
é da intuicdo que nasce conhecimento:

Sera que se pode inferir [ = 1! desta tabela? N&o! Verifica-se que a relagdo é
verdadeira para 1. 2. 3.4. 5 mas ndo se sabe sobre o resto. Pode bem ser, e parece que o
é.

Vamos provar.

Demontracéo 1: (A ordem do grupo simeétrico de nivel n é igual a
n!)

|S,| = n!

Comeca com n lugares vazios, e n elementos que vao ser permutados nessas posicoes.
Coloca qualquer um no primeiro lugar. Entdo ha n possibilidades para o primeiro lugar.
Com o primeiro elemento no primeiro lugar fixo, coloca mais um elemento no segundo
lugar. Seguramente que ha n — 1 possibilidades de colocar |4 (todos os elementos
menos o primeiro que esta fixo no primeiro lugar). Para o terceiro lugar, havera (n—2)
possibilidades. Continua o processo até s6 haver um elemento para colocar num lugar.
Este tem de ir para o Ultimo necessariamente, logo ha apenas 1 possibilidade. O nimero
de todas as possibilidades tem de ser o produto de todos estes fatores:

Logoy |.S”| = H1. D

Sera que ¢ o grupo simétrico ¢ um grupo? Embora possas pensar que “um grupo ¢ um
grupo” ¢ sempre verdadeiro, as palavras podem ter significados diferentes. “Grupo
Simétrico” podia ter sido genuinamente o nome que alguém se lembrou de chamar a
este conjunto. Antes de provar, vamos fazer um pequeno reparo para que O
entendimento do que esta a ser feito. Que operacdo esta a ser feita sobre este conjunto?
O que é esta operagao, “composi¢do de permutagdes”?

Permutacbes como uma bijecao Xnp — Xy

Agora que ja sabemos o que € uma permutacdo, € melhor tentarmos definir uma
permutacdo de maneira mais rigorosamente. A medida que se vai avancado poderiamos
nos concentrar em permutacGes mais decentemente, mas agora iremos sO introduzir o
basico para que se entenda a demonstracdo de que o grupo simétrico é de fato um grupo.



Lembremos que ja introduzimos a notagio Y- = {1. 2,3, 4.5, ...n} desde o inicio.

Definicéo 4: (Definicdo de uma permutacéo)

Uma permutacao é uma fungdo bijetora o : X — X

O que é que esta definicdo te diz? Uma permutacdo é uma funcdo muito especial:
considerando qualquer conjunto S, uma permutacdo altera a ordem dos mesmos
elementos dentro do mesmo conjunto 5. Informalmente, a cada vez que permutasse
permuta um conjunto, se esté a baralhar os seus elementos.

Por que é que tem de ser bijetora? Certamente que quando se troca dois elementos . &
entre si, A +— B, B+ A. Isto quer dizer que cada elemento A £ 5 tem de ser
transformado num outro. Isto quer dizer que a funcdo é sobrejetora. Como cada lugar
apenas pode ter um elemento, a cada elemento transformado h& apenas um que o
transformou. Isto significa que a funcdo é injetora. Uma funcdo que é injetora e
sobrejetora tem de ser bijetora. Todos os seguintes diagramas ou configuracfes s@o
exemplos de permutacdes para X5 = {1.2.3.4.5}
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Reparemos em . Esta
permutacdo faz comque 1 — 2, 2 +— 3, 3 — 4, 5 — 1. As outras permutagles 7 @ 7
sdo explicadas da mesma maneira. Facil agora entender porque uma permutacdo tem de
ser uma transformacdo bijetora? (Achas que se permutacdes ndo fossem bijetoras seria
sempre garantido que se pudesse encontrar outra permutacéo que "desfizesse" a
permutacdo e colocar os elementos na configuracao inicial??
Como ¢é que € possivel escrever uma permutacdo? A notacdo que vamos usar vai ser a
seguinte: uma tabela com 2 linhas e n colunas. Escrevendo « como permutacéo,

(12345) (12345)
entio o =\2 3 4+ 5 1/- 45 gescritacomo:\? 2 3 4 1

Em geral, uma permutagdo @ : X, —+ X, é escrita como:

( 1 2 3 ... n )
p(1) @(2) &(3) ... oin)

Existe algo interessante nas permutacdes que vimos. Existem ciclos — permutacfes

“consecutivas” em que o Ultimo elemento € transformado no primeiro.
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Observemos v 1 +— 2 +— 3 — 4 +— 5 +— 1; este caso é um caso extremo: a permutacdo
é o ciclo todo. (6)

Observemos, agora, que7: existem 4 ciclos: 1 — o+ 1, 2 +—+ 2, e ainda 3 +— 3

e 4 — 4. Que quer isto dizer? O primeiro ciclo representa uma transposicéo: a
permutacdo de 2 elementos , um com o outro; os restantes trés sao permutagdes “nulas”
— 0s elementos mantém-se na mesma posi¢éo, ndo sofrendo alteracéo.

Como representar um ciclo? Nada melhor que veres com um exemplo:

o pode ser escrita em notacéo de ciclos como [12345) (um ciclo tnico)

J& 7 pode ser escrita em notacao de ciclos como (15) apenas 1e o 5 permutam (uma
transposicéo) e as restantes formam ciclos sobre si mesmos (ndo se escrevem).

Pode-se notar que os ciclos tém de ser disjuntos uns dos outros. Isto quer dizer que nao
pode haver um elemento em dois ciclos diferentes. Entdo se assumirmos isto como
verdadeiro, ja temos uma maneira facil de calcular o produto de ciclos!

Exemplo: em o = (13) o (45) = (13){45) tem de ser igual &
1

( 2 3 4 J)

permutagdo \3 2 1 5 4

Para terminar, iremos citar um resultado importante sobre permutacdes. Observe-se que
muitos dos ciclos que fomos obtendo eram transposicdes (permutacdes de dois
elementos, um com 0 outro). Sera que € sempre possivel escrever uma permutacao
como um produto de transposicGes? A resposta ndo deve surpreender (basta ver no
teorema a seguir, ele faz sentido).

Teorema 1: (Toda a permutagdo num conjunto x pode ser escrita
como um produto de ciclos (disjuntos))

Vo € Sym(x) o=¢cioc30 .. o6, ¢ sendo ciclos disjuntos.

Teorema 2: (Toda o ciclo = = x pode ser escrito como um produto
de transposicdes.)

Ve € Sym(x) C'=momo ... 7, 7 sendo transposicoes

O resultado, como corolério, segue:
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Corolario 1: (Toda a permutacdo num conjunto x pode ser escrita
como um produto de transposicdes)

Iremos falar mais sobre permutacdes em outra ocasido e iremos mostrar, também, que
este grupo (depois de provar que o €) é o primeiro que trabalhamos aqui que ndo é
abeliano. Aplicar uma duas permutacGes em ordens diferentes resulta em respostas
diferentes.

(1) — Relembremos que quando se diz | V| = 00 estamos nos referindo a um grupo. E
um grupo, por definicdo, é equipado de uma operacdo binaria. Neste caso, a operagdo
binaria ndo influencia em nada o nimero de elementos do conjunto; é apenas um reparo
técnico.

(2) Porque ¢ que o resultado é igual? Porque é que U + 1 =1+ Omod(n), Que tal uma
sugest&o? (a + b){mod n) = a(mod n) + blmod n)

(3) Em geral, como dever ter adivinhado, |Zn| =n,

(4) Rigorosamente falando, porque é um resultado que segue da generalizacdo de
fatoriais a nimeros complexos onde a Fun¢do Gama desempenha este papel.

(5) Se tivesses numa sala e tivesses de cumprimentar toda a gente com um aperto de
mao, n pessoas, quantos apertos de mao seriam necessarios ser dados?

(6) Acabamos de afirmar que o grupo de permutacdes de um triangulo tem a mesma
estrutura que o grupo de permutacdes de 3 elementos 4. 5.C', Serd que da para
provar? Haveremos de provar que se dois grupos tém o mesmo numero de elementos,
entdo o seu grupo simétrico tem de ser essencialmente o mesmo. Simbolicamente:
se G. H sjo grupos, e |G| = [H| = n entgo Sym(G) = Sym(H),

(7) N3o confundir a notago de ciclos com uma permutagio em si. [-4. 5. ') significa a
ordem 4. B. ', Ja a notacdo de ciclos (123){49) quer dizer: » 1 —= 2. 2 3e 3 = 1
edr—=0 =4

Fonte Original: https://paralysisbyanalysis52.wordpress.com/
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