¢ Sinal de f":

* Comportamento de f:

@

el N
Y

C

Portanto, f¢é cOncava para baixo no intervalo ]—oo, 2[ e cOncava para cima em ]2, oo|.
- Além disso, x = 2 € um ponto de inflex3o.

32. Obtenha os intervalos em que cada fungdio é concava para cima ou céncava para
baixo, indicando eventuais pontos de inflexdo:

a) flx)=x*+ 3x f) f(x)=%—%ﬁ+%x2+5
L b fw=4-2 9) f@=1

Q) fO)=x—9x+6x-5 h) fo)=e

d) f)=—+ 122 —4x+ 1 ) foo) = i:’;

e) f(x)==x3—8x2+3

6.3 Estudo Completo de uma Funcdo

A construgdo do grafico de uma fung¢o é um dos objetivos importantes do estudo de
derivadas. Os elementos necessarios para tal fim constam do roteiro a seguir:

a) Determinacdo do dominio.

b) Determinac@o das intersecgdes com os eixos, quando possivel.

¢) Determinag@o dos intervalos de crescimento e decrescimento e de possiveis pontos
de maximo e minimo.

d) Determinag@o dos intervalos em que a fungdo € cdncava para cima ou para baixo e
de possiveis pontos de inflexdo.

¢) Determinagdo dos limites nos extremos do dominio e de possiveis assintotas.

f) Determinag@o dos limites laterais nos pontos de descontinuidade (quando houver) e
possiveis assintotas.
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3
FExemplo 6.8. Facamos o estudo completo da funcdo f(x) = %— —2x%+3x+5.

Temos:
a) D=R.
b) Interseccdo com eixo y: x =0 = f(0) = 5.
3
Intersec¢do comeixox: y=0 = _x3_ —2x% + 3x + 5 = 0 (equagdo de dificil solugdo).
) fl(x)=x*—4x+ 3.
» Sinal de f": '
) e\ o /o
N_73 "
* Comportamento de f:
@ © 3 ®

1 € ponto de méximo e f(1) = 1—39-; 3 ¢ ponto de minimo e f(3) = 5.

Observemos que ndo hd pontos de maximo ou minimo absolutos.
d) ffx)=2x—-4

e Sinal de f”:

o %
/2

* Comportamento de f:

© ®
17

2 é ponto de inflexdo e f(2) = 3

DD [N
Y
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3
9 lim f0) = Jim £ = s, Jim_f) =Jim_ %’ =

—oo

f) Pontos de descontinuidade: ndo ha.
Com essas informagdes € possivel esbogar o grafico de f(x) (Figura 6.6).

Figura 6.6: Grafico da funcdio f(x) = x¥/3 — 22 + 3x + 5.
ﬂx) 'y

- o

xy

Exemplo 6.9. Fagamos um estudo completo da funcdo f(x) = x + %

Temos:
3 D=R- {0}.
 b) Intersecgao com eixo y: ndo existe, pois f(x) ndo estd definida parax = 0.

Intersec¢@o com eixo x: y = 0 = x + 1 _oox2=u1.
x

Tal equag@o ndo admite solugdo real; portanto o grafico ndo intercepta o eixo x.
1 x2-1

O f@W=1-— = 5%,
¥

x2

Fazendo N = x2 — 1 e D = x2, teremos:
* Sinal de N:

* Sinal de D:
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Quadro quociente:

X -1 0 1

N - -

D + +
) - - -

* Sinal de f':

N

* Comportamento de f-

-1 € ponto de méximo e f(-1) =-2; 1 € ponto de minimo e f(1) = 2.
" 2
d) f"x)= .

X

* Sinal de x3:

* Sinal de f".

'

* Comportamento de f-

C
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- Observemos que 0 ndo é ponto de inflexdo, pois 0 ndo pertence ao dominio.
§ lim f(x) = lim (x 1 l) =g fim F)= lim (x N l) S

X =00 x— o0 X X— —oo X— —00 X
f) lim f(x)=oo; lim f(x) = ~co.

Com essas informagdes, obtemos o grifico da fungo (ver Figura 6.7). Notemos que
ndo existem pontos de mdximo nem minimo absolutos.

Figura 6.7: Gréfico da funcdo f(x) = x + 1/x.

\ |

|2
|__Exercicios B
33. Faga um estudo completo e esboce o grdfico das fungoes:
a) f(X)=§—%x2+4x+2 k) f(x)=2x+%
b) fx)=x3—3x D foo=Ls X
x 9
¢ f)=5+x-2° m fm =L+ 42
x 9
d) f=xr+x2-x-1 n) f(x)=%+x+5
&) f(x)=2x* - 42 o) f="2 4 x>0
— - = *xz
f) f(x)=-3x*-6x2 p) f(x)= o7
9 f)=@-1) q) fo)=e~
b f@ =1y N f@=—
x+1
i) f(x)=—)lc—+4 s) fxy=x—e~
i) fo=—o
x—1




W

34.

35.

36.

37.
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Dada a fungdo custo C(x) = 2x3 ~ 6x2 + 100x + 400, esboce seu grdfico.

Dada a funcgéo custo C(x) = 2x + 100:

a) Obtenha o custo marginal;

b) Obtenha o custo médio;

¢) Esboce os gréficos das funcées obtidas em a e b.

Dada a fungéo custo C(x) = x> — 3x% + 10x:

a) Obtenha o custo marginal;

b) Obtenha o custo médio;

¢) Mostre que, no ponto de minimo do custo médio, o custo marginal é igual ao cusfo
médio.

~

Repita o exercicio anterior com a seguinte funcéo custo:

Clx) =2x3 - 12x2 + 30x

6.4 Maximos e Minimos por Meio da Segunda Derivada

Intuitivamente, podemos notar que quando um ponto c, interior ao dominio, é de méx
mo ou de minimo, a tangente ao grafico da fungdo f(x) correspondente é horizontal, e cor-
seqiientemente f'(c) = 0 (desde que a funcio seja derivavel no ponto).

Surge, porém, um problema: se soubermos que f'(¢) = 0, como saber se ¢ € ponto &
maximo, de minimo ou nem de maximo nem de minimo?

Suponhamos que ¢, e ¢; sejam pontos de méximo e de minimo, respectivamente (Fi
gura 6.8).

Figuro 6.8: Pontos de maximo e minimo.

Ay AY
A M
:s - o
a S b x a < b X

Sendo ¢; um ponto de miximo, entdo nas vizinhangas de ¢y a fungio € concava pan
baixo e, portanto, " (c) < 0.

Analogamente, sendo ¢; um ponto de minimo, entdo nas vizinhangas de ¢, a fungioé
cOncava para cima e, portanto, f”(c;) > 0.

Dessa forma, um ponto c tal que f'(c) = 0 pode ser classificado como ponto de méximo
ou de minimo, de acordo com f”(¢) < 0 ou f"(c) > 0.
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Observemos que, se o dominio for o intervalo [a, b] os pontos a € b (extremos do
dominio) deverdo ser analisados a parte. Na Figura 6.8 da esquerda, x = a e x = b sdo pontos
deminimo e, na da direita, s3o pontos de maximo. Assim, o raciocinio por meio da derivada
igual a zero € valida apenas para pontos interiores do dominio.

O argumento heuristico utilizado pode ser rigorosamente demonstrado, ¢ o leitor inte-
ressado poderd encontrar as demonstragdes relevantes no Apéndice B.

i

Exemplo 6.10. Encontre os pontos de méximo e minimo da fungio f(x) = 3 % 2+ 4x+ 3.

Temos que
Fx)=x>-5x+ 4.
Impondo que f'(x) = 0, teremos:
x2—5x+4 =0, cujasolugiio é x=1 ou x = 4.
Por outro lado, f"(x) = 2x — 5. Assim:

S'(1)=-3 < 0= x =1 ¢ ponto de méximo;
f"(4)=3> 0= x=4 ¢ ponto de minimo.

Exemplo 6.11. Deseja-se construir uma 4rea de lazer, com formato retangular, e 1.600 m?
de drea. Quais as dimensdes para que o perimetro seja minimo?

Sejam x e y as dimensdes do retangulo.

Temos

x -y =1.600 e queremos minimizar o perimetro P = 2x + 2y.
1.600

De xy = 1.600 tiramos y = . Substituindo esse valor de y em P, obtemos:

Pedxsn. 1600 _, 3200
X X

— ~ 3.200
Em resumo, queremos minimizar a fung¢io P(x) = 2x + .

X
Assim,

Pl(x) =2_ 32?0 )
X

- T ——
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Impondo que P'(x) = 0, teremos

_3.200

2 5— =0, ou seja, x2 = 1.600.
X

Logo

x = 40 ou x = —40 (a resposta negativa ndo convém, pois x, sendo comprimento do
retingulo, € necessariamente positivo).

Para confirmarmos que x = 40 é efetivamente um ponto de minimo, calculamos P"(x):

6.400 6.400

Prw=20 o pran= 8290 >

Portanto x = 40 € de fato ponto de minimo.
Como xy = 1.600 = 40y = 1.600 e, portanto, y = 40.
Assim, as dimensoes do retangulo sio x =40 m e y = 40 m.

38. Obtenha os pontos de mdximo ou de minimo (quando existirem) das fungdes abaixo:
a) fly=x*—4x+5 d) f(x)=‘x_33+4x+6
b} f() = 6x— 22 e) f(x)=x+%
c) f(x):x;—%xz+6x+5 f) fL=x-Vx+2

39. Deseja-se construir uma piscina retangular com 900 m? de drea. Quais as dimensdes
para que o perimetro seja minimo?

40. Obtenha dois nimeros cuja soma seja 100 e cujo produto sejo mdximo.

41. Um fabricante de conservas usa latas cilindricas cujos volumes devem ser iguais a
500 cm®. Quais devem ser as dimensées (altura e raio das bases) mais econdmicas das
latas (isto &, aguelas que ddo a menor érea da superficie)?

42. De todos os retGngulos de perimetro igual a 100 m, qual o de drea méxima?
43. Qual o nimero real positivo que, somado a seu inverso, dd o menor resultado possivel?

44.Um homem deseja construir um galinheiro com formato retangular, usando como um
dos lados uma parede de sua casa. Quais as dimensdes que devem ser utilizadas para
que a drea seja mdxima, sabendo-se que ele pretende usar 20 m de cerca?

45. Com relac@o ao exercicio anterior, se ele quisesse construir um galinheiro com area de
16 m?, quais as dimensées que utilizariam a menor quantidade de material para a
cerca?




46.Em geral as panelas de aluminio existentes no comércio t&m formato cilindrico (sem
tampa) com uma altura 4 igual ao raio da base . Mostre que, para uma panela de
volume V, o menor consumo de material é obtido quando h=r.

47.Um reservatério de Ggua tem base quadrada e formato de prisma reto com tampa. Seu
volume & 10 m’ e o custo do material utilizado na construcao é $ 100,00 por m? . Quais
as dimensées do reservatério que minimizam o custo do material utilizado na construcdo?

48. Resolva o exercicio anterior supondo o reservatério sem tampa.

49. Uma caixa aberta é feita a partir de um pedaco quadrado de papeldo, com 72 cm de
lado. A caixa é construida removendo-se um pequeno quadrado de cada canto
(os lados do quadrado tém a mesma medida) e dobrando-se para cima as abas resul-
fantes {ver figura abaixo). Quais as dimensées da caixa de volume méximo que pode
ser construida?

72

72

30. Areceita mensal de vendas de um produto é R(x) = 30x — x2 e seu custo & C(x) =20+ 4x.
a) Obtenha a quantidade x que maximiza o lucro.

b} Mostre, para o resultado obtido acima, que o custo marginal ¢ igual & receita
marginal.

31. Suponha que a fungdo receita seja R(x) = 60x e a funcéo custo seja C(x) = 2x% — 1222 +
+50x + 40.

a) Obtenha o quantidade x que deve ser vendida para maximizar o lucro.
b) Mostre que, para o resultado obtido acima, o custo marginal é igual & receita marginal.

52. Resolva o exercicio anterior supondo que a funcéo receita seja R(x) = <312 + 50x.

33. Prove que, se existe x tal que x seja interior ao dominio e o lucro seja mdximo, entdo
para esse valor de x a receita marginal é igual ao custo marginal (desde que ambos
existam para esse valor de x).

Sugestdo: considere a definicdo L(x) = R(x) — C(x) e derive ambos os membros em
relagdo a x.

4. A producdo de bicicletas de uma empresa é de x unidades por més, ao custo dado por

C(x) = 100 + 3x. Se a equacdo de demanda for p=25— %, obtenha o nimero de

unidades que devem ser produzidas e vendidas para maximizar o lucro.
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59;

56.

57.

58.

59.

60.

62.

63.

64.

65.

66.
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O custo de produgao de x unidades de um produto é C(x) = ax® + bx + ¢ € o preco de
venda é p. Obtenha o valor de x que maximiza o lucro.

Resolva o exercicio anterior supondo que p =0 — B - x.

&

O custo de uma firma é C(x) = 0,1x2 + 5x + 200, e a equacdo de demanda é p=10- 20

Determine x para que o lucro seja mdximo.

O prego de venda por unidade de um produto é p = 50. Se o custo é C(x) = 1.000 + 3x +
+ 0,5x%, determine o ponto de méximo lucro.

Se a fung@o receita de um produto for R(x) = ~2x? + 400x, obtenha o valor de x que
maximiza a receita.

A receita média de vendas de um produto é R,,.(x) = —4x + 600. Obtenha o valor de x
que maximiza a receita.

- Se a equagdo de demanda de um produto é p = 100 — 2x, obtenha o valor de x que

maximiza a receita.

Um grupo de artes@os fabrica pulseiras de um Gnico tipo. A um preco de $ 100,00 por
unidade, a quantidade vendida.-é 40 unidades por dia; se o preco por unidade é
$ 80,00, a quantidade vendida é 60.

a) Admitindo linear a curva de demanda, obtenha o prego que deve ser cobrado para
maximizar a receita dos artesdos.

b) Se os artesdos tém um custo fixo de $ 1.000,00 por dia, e um custo por pulseira igual
a $40,00, qual o preco que devem cobrar para maximizar o lucro didrio?

A equagdo de demanda de um produto é p = 1.000 — x e seu custo mensal é C(x) =20x +
+ 4.000.

a) Qual preco deve ser cobrado para maximizar o lucro?

b) Se, para cada unidade vendida, a empresa tiver de arcar com um imposto igual a
$ 2,00, que preco deve ser cobrado para maximizar o lucro?

Dada a funcéo custo CTlx) = %x3 - 16x% + 160x + 2000:

a) Ache o ponto de inflexdo x; desta funcéo;
b) Mostre que o ponto de minimo do custo marginal é x;.

Deseja-se construir um prédio com m andares. O custo do terreno é $ 1.000.000,00,
e o custo de cada andar é $25.000 + 1.000m (m =1, 2, 3...).
Quantos andares devem ser construidos para minimizar o custo por andar?

Em Microeconomia, a fungao utilidade de um consumidor é aquela que dé o grau de satis-
tagdo de um consumidor em fungdo das quantidades consumidas de um ou mais produtos.
A fungdo utilidade de um consumidor é U(x) = 10x - e %* em que x é o nomero de
garrafas de cerveja consumidas por més. Quantas garrafas ele deve consumir por més
para maximizar sua utilidade (satisfacdo)?
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A equacdo de demanda de um produto é p=30-51n x.
a) Ache a funcéo receita R(x).
b) Ache o valor de x que maximiza a receita.

¢) Ache a receita marginal Rmg(x), e mostre que ela é sempre decrescente, mas nunca
se anula.

Uma empresa opera em concorréncia perfeita (o preco de venda é determinado pelo
mercado, sem que a empresa tenha condigdes de alterar esse valor). O seu custo
mensal marginal é Cmg(x) = 3x* -~ 6x + 15, e o preco de venda é $ 20,00. Qual a
producdo mensal que dé lucro maximo?

Uma empresa tem uma capacidade de produgéo de, no méximo, 200 unidades por
semana. A fungdo demanda do produto é p = -0,2x + 900, e o custo semanal é dado
por C(x) = 500 — 8x + x2. Qual preco que deve ser cobrado para maximizar o lucro
semanal?

Um monopolista (Unico produtor de determinado produto) tem uma funcdo custo
mensal dada por C(x) = 2x + 0,01x%. A fungdo de demanda mensal pelo produto é
p =-0,05x + 400. Qual preco deve ser cobrado para maximizar o lucro, sabendo-se
que:

a) a capacidade méxima de produgdo é 2.000 unidades por més.
b) a capacidade méxima de produgdo é 4.000 unidades por més.

AequagGo de demanda de um produto é x=200-2p. Mostre que a receita é maximizada
quando € = 1, em que ¢ é a elasticidade da demanda em relacdo ao preco.

Quando o prego unitario de um produto é p, entdo x unidades sdo vendidas por més.
Sendo R(x) a fung@o receita, mostre que —35 = x(1 — €), em que € é a elasticidade da
/4

demanda em relagdo ao preco.
Sugestao: considere a definicdo de receita R = p - x e derive ambos os membros em
relagdo a p usando a regra da derivada do produto. Lembre-se de que a elasticidade

da demanda é dada por e = - -2 % , em que o sinal negativo foi colocado para que
X ap

o resultado seja positivo, pois % <0.
P

Modelo do lote econémico — Uma empresa utiliza 5 mil unidades de determinada

matéria-prima por ano, consumida de forma constante ao longo do tempo. A empresa

estima que o custo para manter uma unidade em estoque seja $ 4,00 ao ano. Cada

pedido para renovagdo de estoque custa $ 100,00.

a) Qual o custo anual para manter, pedir e fotal de estoque, se o lote de cada pedido
tiver 200 unidades? E 500 unidades? E 1.000 unidades?

b) Qual a quantidade por lote que minimiza o custo total anual de estoque?
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H

Resoucae

O custo para manter estoque envolve, além dos custos de armazenagem, seguro,
deterioracdo e obsolescéncia, o custo de empatar dinheiro em estoque (o dinheiro
poderia, por exemplo, ser aplicado a juros).

Por outro lado, como o consumo de matéria-prima ocorre de maneira constante ao
longo do tempo, podemos admitir que o gréfico do estoque em fungdo do tempo tem
o aspecto da Figura 6.9, sendo x a quantidade do lote.

Figura 6.9: Fungdo estoque.

estoque |

fempz

Como o estoque se inicia com x unidades e vai diminuindo até zero, concluimos que o

estoque médio é % Assim:

Custo anual para manter: % -4 =2x.

5.000

Custo anual para pedir: - 100.

Custo total anual de estoque = custo de manter + custo de pedir.

500.000
e

Custo total anual de estoque = 2x +

a) Se x =200, teremos:
custo anual para manter = 2.200 = 400;

500.000
200
custo total anual de estoque = 2.900.

custo anual para pedir = =2.500;

Se x = 500, teremos:

custo anual para manter = 2.500 = 1.000;
500.000
500
custo total anual de estoque = 2.000.

custo anual para pedir = = 1.000;

Se x = 1.000, teremos:

custo anual para manter = 2 - 1.000 = 2.000;

500.000

= =500;
1.000

custo total anual de estoque = 2.500.

custo anual para pedir =




74.

75.

76.

CAPITULO 6 — APl

b) Seja x a quantidade do lote que minimiza o custo total de estoque. O custo total
anual é dado por:

Cx)=2x+ M
x

Derivando C(x) e igualando a zero, teremos:

=2 50000 o

Logo, 2x* = 500.000 e x? = 250.000 = x = 500 (a raiz negativa ndo faz sentido)

Por outro lado:

1.000.000

€= 500°

e C"(500) =

1.0003.000 >0,
X

o que confirma ser x = 500 o lote que minimiza o custo total anual de estoque.

Uma empresa usa 8.000 componentes eletrénicos por ano empregados de forma cons-

tante ao longo do tempo. O custo para manter uma unidade em estoque é $ 1,00 por

ano. Cada pedido de renovagéo de estoque custa $ 1.000,00.

a) Obtenha o custo para manter, pedir e total anual de estoque para os seguintes
lotes: 2.000, 6.000 e 8.000.

b) Qual a quantidade por lote que minimiza o custo total anual de estoque?

No modelo do lote econdmico, seja A a quantidade anual consumida de um item, B o
custo anual de manter uma unidade e C o custo de cada pedido. Mostre que o lote
econdmico (aquele que minimiza o custo total de estoque) é dado por:

2AC
x= |25
B

Com relacéo ao exercicio anterior, mostre que, no lote econdmico, o custo de manter
é igual ao de pedir.



Capitulo 7

Integrais

7.1 Integral Indefinida

No Capitulo 5 resolvemos o seguinte problema: dada a funcio f(x) determinamos su
derivada f*(x) = g(x). O problema que estudaremos neste capitulo é o inverso: dada a funcio
g(x), obter uma fung@o f(x) tal que f'(x) = g(x). Dizemos que f(x) é uma primitiva de g(x).

No exemplo acima, dada a fungio g(x) = 2x, devemos achar uma fungdo f(x) tal qu
f'(x) = 2x. Esse procedimento é chamado de integragio. E claro que f(x) = x2 é uma solugd,
mas ndo a tnica, pois se f;(x) = xZ + 5, entio também fi) =2x = g(x).

Se fi(x) for outra primitiva de g(x), entdo f{(x) = g(x), logo f'(x) — f{(x) = 0. Daqu,
segue-se que [f(x) — f(x)} = 0, ou seja, f(x) — fi(x) = ¢, em que ¢ é uma constante. Fn
resumo, se f(x) e fi(x) forem duas primitivas de g(x), entfo elas diferem por uma constant,
isto &, fi(x) =f(x) + c.

Chamamos de integral indefinida de g(x), e indicamos pelo simbolo Jg(x)dx a um
primitiva qualquer de g(x) adicionada a uma constante arbitraria c. Assim:

Jgdx = f(x) + ¢,

em que f(x) € uma primitiva de g(x), ou seja, f'(x) = g(x).
Dessa forma, para o exemplo dado, temos:

| 2xdx = x> + c.

Exemple 7.1
J 3x%dx = X3 + ¢, pois () = 3x%;
[ 5dx = 5x + ¢, pois (5x) = 5;
| €¥dx = e* + ¢, pois (e*) = e*.
Usando os resultados do Capitulo 5, podemos obter as integrais indefinidas das pringi

pais fungdes, que decorrem imediatamente das respectivas regras de derivacio.

n+1

1

. . ¥
+ ¢, pois a derivada de

1 n+

a) Se n é inteiro e diferente de —1, entdo [ x"dx =

éx
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b) jidx=lnx+ c, para x > 0, pois a derivada de lnxé%.
x

Observemos que se x < 0, ji dx = In(-x) + c. Assim, de modo geral, podemos
x
| escrever:

jidx=ln|x|+c.
x

a+l

¢) Para qualquer real o # -1, [ x* dx =

: >
v +c. (x>0

d) [ cos xdx = sen x + ¢, pois a derivada de sen x é cos x.
¢) [sen xdx = —cos x + ¢, pois a derivada de —cos x & sen x.
]e dx = e* + ¢, pois a derivada de e* é e*.

T—— dx=arctg x + ¢, pois a derivada de arctg x é

1+x2°

= dx = arcsen x + ¢, pois a derivada de arcsen x &

ﬁ,para-l <x <.
—X

1.2 Propriedades Operatérias

(PD [LAG) + H0)1dx = [ fi(0)dx + [ frx)dx.

Essa propriedade decorre do fato de que:
LI 1) + Al =£i0) + fx) e

Sl Joax) = L[ L [ pede=fico + 0,

(P2) [ [Ai®) ~ fo0))dx = [ fi(x)dx — [ f(x)dx.

Ty

A demonstragao é andloga a da (P1).

T

(P3) [ ¢ - fx)dx = ¢ - [ f(x)dkx.

Essa propriedade decorre do fato de que:

d - -
d—xfc'f(X)dX—C fxe

d e e
E[C'If(x)dX]—C e [f)dx = c - f(x).
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Fxemplo 7.2
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3 2
a) j(x2—2x+5)dx=szdx—2jxdx+5]dx=%—2% +5x+c;

b) j(x3+8)dx=jx2dx+8f%dx=

X

3
X 4 8In|x|+ec.

1. Obtenha as integrais indefinidas a seguir:

a) [2x3dx

b) [ (x?+ 3x)dx
c) [(x*=3x)dx
d} J(5-xdx

e) [ 5d

f (3 -22+ 8x— 6)dx
g) [ =dx

) f(x2+}6—)dx

i) [ (senx+ cos x)dx

7 T3+ x2-5x)dx
k) | Vxdx

) [ 5Vxdx

m) | (Vax + Vx)dx

o)f( L +x2>dx

1+ x2

p) [2e'dx

q) | Be+ x¥)dx
r) | (senx—5¢)dx

2x
2. t Zdx = ~=— + c.
Mostre que [ 2*dx TS te

3. Mostre que | 22—xdx =In(x?+ 3) + c.
x+3

4. Mostre que [ e¥dx = ;— e+ c.

5. Sabendo-se que o custo marginal é C,,(x) = 0,08x + 3 e que o custo fixo é $ 100,00,
obtenha a funcéo custo.
Resolucao

Sabemos que C,,e(x) = C'(x). Assim:
Cx)=J Cne(x)dx.
Logo
Cx) = | (0,08x + 3)dx,
C(x) =0,08 % +3x+c,
C(x) = 0,042 + 3x + c.

Como o custo fixo é $ 100,00, segue que C(0) = c = 100 = ¢ = 100.
Portanto, a funcéo custo é C(x) = 0,04x% + 3x + 100.




| CAPITULO 7 — INTEGRAIS 189

. Sabendo-se que o custo marginal é Chg(x) = 0,1x + 5 e que o custo fixo é $ 500,00,
obtenha a funcao custo.

. Sabendo-se que o custo marginal é Cing(x) = 2 e que o custo fixo é igual a $ 200,00,
obtenha a funcéo custo.

. Sabendo-se que o custo marginal é Cpng(x) = 632 — 6x + 20 e que o custo fixo é $ 400,00,
obtenha:

a) afuncdo custo; b) o custo médio para x = 5.

. Repita o exercicio anterior para a seguinte funcdo custo marginal:
Cng(x) = 4x> — 6x + 30
. Sabendo-se que a receita marginal ¢ R,¢(x) = 50 — x, obtenha a fungdo receita.

Lembre-se de que a receita marginal é a derivada da funcdo receita e que para x=0 a
receita vale 0.

. Sabendo-se que a receita marginal é R,4(x) = 20 — 2x, obtenha:
a) afuncéo receita; b) a fungdo receita média.

. Sabendo-se que a receita marginal é R,,¢(x) = 100, obtenha:
a) afuncéo receita; b) a funcéo receita média.

. Sabendo-se que o custo marginal é Cing(x) =2, a receita marginal é R,,,(x) =5 e o custo
fixo é $ 100,00, obtenha:
o) afuncéo lucro; b) o valorde x para o qual o lucro é nulo.

. Sabendo-se que o custo marginal é 2 e a receita marginal é R,,(x) = 10 - 2x, obtenha
o valor de x que maximiza o lucro.

. Se o custo marginal é C,,,(x) = 0,08x + 4, obtenha a funcéo custo, sabendo-se que,
quando sao produzidas 10 unidades, o custo vale $ 70,00.

. Aprodutividade marginal de um fator & —2x + 40 (x é a quantidade do fator). Obtenha
a fungdo de produgdo sabendo-se que, quando x = 10, sdo produzidas 300 unidades
do produto.

Lembre-se de que a produtividade marginal é a derivada da funcdo de producéo.

1
. Aprodutividade marginal de um fator & 10x 2. Obtenha a funcdo de producéo saben-
do-se que, se x =0, nenhuma unidade é produzida.

. Apropensdo marginal a consumir é dada por P5.()=0,8, em que y é a renda disponivel.
Obtenha a fungéo consumo sabendo-se que, quando y =0, o consumo é $ 100,00.

. Com relagdo aos dados do exercicio anterior, obtenha a funcéo poupanca.

. A propensdo marginal a consumir é dada por pG,(y) = Lzy_i.
Sabendo-se que, quando y =0, o consumo é 50, pede-se:

a) atungdo consumo; c¢) a propensdo marginal a poupar.
b) a fungdo poupanca;
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7.3 Integral Definida

Seja f(x) uma funcdo e g(x) uma de suas primitivas. Portanto,

[fx)dx = g(x) + c.

Definimos a integral definida de f(x) entre os limites a e b como a difereng
g(b) — g(a), e indicamos simbolicamente

b
[ fx)dx = g(b) - g(a.

A diferenca g(b) — g(a) também costuma ser indicada pelo simbolo [g(x)]Z .
Essa defini¢do ndo depende da primitiva considerada, pois se A(x) for outra primitivad
f(x), entdo a\diferenga entre h(x) e g(x) € uma constante; conseqiientemente g(b) — g(a)=
= h(b) — h(a).

5
Ixemplo 7.3, Vamos calcular a integral definida | x?dx.
2

3
Como [ x*dx = % + ¢, uma das primitivas da fungio dada é % Assim:

5 375 3 3
2= X[ 2 2 _ 17
J"d"‘[3]2 33 3

2
Exemplo 7.4. Calculemos a integral definida | L dx . Temos
1 X

———

Lav=pm|x[P=m2-m1=12
X
O significado geométrico da integral definida é dado a seguir.
Seja f(x) uma fungdo continua e ndo negativa definida num intervalo [a, b]. A integr
b
definida | f(x)dx representa a drea da regido compreendida entre o grafico de f(x), o ¢ix
a
x € as verticais que passam por a ¢ b (Figura 7.1).

Figura 7.1: A drea destacada representa a infegral de-
finida de f(x) entre a e b. ’

4 RX)

(o | A ————
Fo g R
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Assim, indicando por A a 4rea destacada da Figura 7.1, teremos:
b
A =] f(x)dx.
a

A justificativa intuitiva para esse fato é dada a seguir (Figura 7.2).

Figura 7.2: Justificativa da integral definida.

H(x)
glx)
[~
E h, h, |
s w || |
<; X X + Ax I‘a ?(

Para cada x € [a, b] consideremos uma fungdo g(x) que seja igual a drea sob f(x) desde
aaté x; nessas condigdes g(a) = 0 e g(b) = A.

Consideremos agora um acréscimo Ax dado a x, e seja Ag o acréscimo sofrido pela drea
 8(x). Sejam os retangulos de base Ax e alturas k, e h, dados na Figura 7.2. Entdo temos:

h - Ax <Ag < h,-Ax

Ag
<28 <p.
hy Ax 2

Quando Ax — 0, tanto h, como h, tém por limite o valor de Jno ponto x. Portanto:

; Ag
Alx"—n»o Ax S,

ouseja, g'(x) = f(x).
Logo, g(x) € uma primitiva de f(x) e
f f)dx = g(b) - g(a).
Como g(a)=0¢e g(b) = A, seg:e-se que:
f f(x)dx =A.
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Exemplo 7.5, Calculemos a 4rea destacada abaixo:

4

Hx) =

Temos:

3 373 3 3
- 2d=[x_} 3 _L_2
e el 3,73 7373

Caso f(x) seja negativa no intervalo [a, b], a drea A da regiio delimitada pelo griéficode
f(x), eixo x, e pelas verticais que passam por a e por b é dada por:

b
A=-][ f(ax).
Vejamos a Figura 7.3.

Figure 7.3: A rea destacada é o oposto da infe-
gral definida.

fix)4

A R e B

De fato, se considerarmos a fung¢fo 4 (x) = —f(x) definida no intervalo [a, b], teremos o
gréfico da Figura 7.4.

Figure 7.4: Grdfico de f(x) e —f(x).

!
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i Como os graficos de f(x) e h(x) s3o simétricos em relagio ao eixo x, a drea compreendi-
- daentre h(x), eixo x, e as verticais que passam por a e b € igual a drea compreendida entre
fx), eixo x, € as verticais que passam por a e b.
- Logo, indicando por A a referida érea, teremos:
b b b
A= £ h(x)dx = ! —f(x)dx = —‘{f(x)dx.

Exemplo 7.6. Calculemos a drea destacada abaixo.

I
/ f(x) = x2 - 3x

0 3 o

Temos:

J e - 3de= [ - il PR - 1 BN 3
0

3 21y 3 2 2
Logo, a drea destacada A vale:
9N_9
33
2t 2

Exemplo 7.7. Calculemos a 4rea destacada abaixo.

fix) = x2 - 3x

o
w
& Fhladudy

Chamando de A, a drea destacada quando f(x) é negativa, e A, quando f(x) é positiva
feremos:

9y

3 3 273
Al=—j(x2—3x)dx=—[x—— 3i] -2
0

3 21y 27

2 x3 3x2]4 11

= 2 =P e 2 ] 2T
Az—g(x 3x)dx—[3 > 3— G
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Logo, a area destacada vale

_9,11_19
Al - A2 = ) + 6 = 3
21. Caleule as seguintes integrais definidas:
4 4
a) [ 2xdx g) [ (®=3x+2)dx
1 1
3 4 1
b) [(2x+ 1)dx h) J'(\f;+—)dx
o . i Vx
4 2
¢) | -3xdx i) (%)dx
1 1
2 3
d) [ x?%dx J) Jefdx
0 0
8 2r
e) [(x®>—6x)dx k) [ sen xdx
6 0
5 n
f) | (®-5x)dx I) [ cos xdx
0 0
22. Obtenha as dreas destacadas:
o 3 9
y=x
! - >
b) k e)
y =4x—x?
- . .
c) f)
y=x2-5x+4
- I I ~— -




