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PREFACIO

Este livro baseia-se nos cursos sobre Equag¢des Diferenciais
Ordinarias dadas pelo autor em 1971 e 1973 no Instituto de Matematica
Pura e Aplicada, para alunos de pos-graduagdo orientados para o
Mestrado em Matematica.

Desenvolvemos aqui a Teoria das Equagdes Diferenciais Ordi-
narias, isto €, o estudo das propriedades gerais das fungdes que sao so-
lucdes deste tipo de equagOes, a partir de hipOteses amplas sobre as
fun¢des que as definem, usando os recursos da Analise Matematica
Classica e da Algebra Linear, sem recorrer necessariamente a forma
particular das equagoes.

A matéria apresentada ndo difere essencialmente daquela desen-
volvida em varios tratados classicos ou modernos, mormente em lingua
estrangeira. Registramos aqui nosso reconhecimento pela influéncia
recebida destes, e especialmente mencionamos Hartman [1964],
Coddington e Levinson [1955] e Pontrjagin [1962].

O livro esta dividido em trés partes basicamente autosuficientes:
Fundamentos, Equac¢des Lineares ¢ Teoria Qualitativa. Um quadro
de interdependéncia entre os capitulos permite atalhos diretos para
varios tOpicos, sem seguir necessariamente a ordem em que estdo
apresentados no texto. Isto € conseguido ao custo de uma certa repetigao
dos fundamentos da Teoria, em diversas versdes, que, a NOSSO Ver, se
complementam para dar uma visdo mais ampla dos métodos disponiveis.
O contetdo dos capitulos ¢ ditado por uma inevitavel escolha dentro
do vasto universo das Equag¢des Diferenciais. Acreditamos entretanto
ter abordado os elementos da maior parte dos assuntos surgidos ou
sistematizados a partir do grande movimento de fundamentagdo e
expansdo que experimentou a Teoria no século XIX e que ainda na
atualidade, sob variadas formas, sdo objeto de pesquisa ou usados
nas aplica¢des das Equa¢des Diferenciais Ordinarias.

O texto apresenta mais material do que poderia ser razoavelniente
coberto no curso de um periodo letivo, sendo indispensavel neste caso
uma escolha criteriosa de tOpicos para uma primeira leitura.



O texto central ¢ complementado com diversos apéndices, nos
quais desenvolvemos aspectos importantes da Teoria mas tecnica-
mente mais elaborados ou diferentes no enfoque, cuja introdug¢do no
texto quebraria a continuidade de idéias e meétodos elementares que
neste predominam.
~ Os exercicios propostos, quando ndo sdo rotineiros, representam
complementos, aplicagdes ou abordagens diferentes para a teoria;
algumas vezes eles visam fornecer ao leitor informagdes sobre assuntos
correlatos importantes que por limitagdo de espago e tempo ndo
puderam ser abordados com plenitude no texto. Estas informagodes
devem ser complementadas, sempre que possivel, com a leitura de
bibliografia apropriada. Recomendamos ao leitor abordar e pensar
em todos os exercicios propostos. Quase sempre anexamos sugestoes
para aqueles menos imediatos.

A Teoria das Equagdes Diferenciais se distingue tanto por sua
riqueza de idéias e métodos como por sua aplicabilidade. O aluno
obtera de seu estudo uma experiéncia de grande valor formativo, ja
que tera oportunidade de integrar, num uUnico corpo, os fundamentos
da Analise Classica, Algebra Linear e Topologia, disciplinas que
pelas limitacdes e distor¢des derivadas da departamentalizagdo do
conhecimento sdo, amiude, apresentadas em forma isolada.

E com grande satisfagdo que registramos nossos agradecimentos
aos colegas e alunos que, com palavras de estimulo, sugestdes e comen-
tarios, contribuiram para o aprimoramento das notas de aula precur-
soras deste livro. Com particular €nfase mencionamos a Wilson Bar-
bosa, Roberto Paterlini e Genésio L. dos Reis, por sua inestimavel
colaboragdo na revisdo ¢ complementagdo de versdes preliminares.

Agrademos também aos colegas, Carlos Gutiérrez, Cesar Camacho,
Elon Lima, Jacob Palis e Pedro Mendes por sugestdes diversas apds
terem usado parte destas versOes preliminares em cursos ministrados.

Finalmente, mas ndo com menor satisfagdo, agradecemos a
Mauricio Peixoto pela influéncia que suas estimulantes ligdes dadas no
IMPA em 1963-64, tiveram na concep¢do inicial deste livro.

Jorge Sotomayor
Rio de Janeiro, abril de 1979



séries infinitas (ainda sem a preocupa¢do com a analise da convergéncia
das mesmas).

Em fins do século XVIII a Teoria das Equa¢des Diferenciais se
transformou numa das disciplinas matematicas mais importantes e
o método mais efetivo para a pesquisa cientifica. As contribuicdes de
Euler, Lagrange, Laplace e outros expandiram notavelmente o conheci-
mento dentro do Calculo das Variagoes, Mecanica Celeste, Teoria das
Oscilagdes, Elasticidade, Dinadmica de Fluidos, etc. Nesta época ini-
ciou-se também a descoberta das relagoes das equagdes diferenciais
com as fungles de variavel complexa, séries de poténcias e trigono-
métricas e fungdes especiais (conhecidas posteriormente como de
Bessel, etc.). O grau que o conhecimento matematico atingiu nesta
primeira fase ficou registrade na obra de Euler “Institutiones Calculi
Integralis” em quatro volumes, o ultimo deles publicado em 1794.

No século XIX os fundamentos da Analise Matematica experi-
mentaram uma revisao e reformulagdo gerais visando maior rigor e
exatiddo. Assim, os conceitos de limite, derivada, convergéncia de
séries numeéricas ¢ séries de fungdes e outros processos infinitos foram
definidos em termos aritméticos. A integral, que no século anterior era
concebida como primitiva, foi definida como limite de uma sequéncia
de somas. Este movimento de fundamenta¢do ndo deixou de atingir
as equagoes diferenciais. Enquanto no seéculo anterior procurava-se
uma solug¢do geral para uma dada equacdo diferencial, passou-se a
considerar como questdo prévia em cada problema a existéncia e
unicidade de solugdes satisfazendo dados iniciais. Este € o problema
de Cauchy, estudado em sua generalidade na parte A deste livro. To-
mava-se entdo uma classe ampla de equacdes diferenciais, como as
lineares, por exemplo, para as quais a existéncia e unicidade das solugoes
estava aceita e procuravam-se propriedades gerais destas solucdes a
partir de caracteristicas das fun¢des que definiam a equagio diferencial.
Por outro lado, o método de separa¢do de variaveis aplicado a certas
equacoes diferenciais parciais conduziu a equagdes ordinarias que
ndo admitem solugdes em termos de fungdes elementares conhecidas,
como € o caso das equagdes de Sturm-Liouville e das equagdes de
Fuchs (lineares com coeficientes analiticos complexos com singulari-
dades isoladas regulares). As primeiras fornecem um exemplo caracte-
ristico de um problema linear de contorno, enquanto que as equagdes
Fuchsianas sistematizam varios tipos de equacOes especiais surgidas
originalmente no século XVIII em trabalhos de Euler e Bernoulli e
estudadas também por Gauss e Riemann. Incluem equagdes de rele-



vincia da Fisica-Matematica, como as de Bessel, de Legendre e de
Gauss (ou hipergeométrica). A parte B deste livro aborda o estudo
das equagdes diferenciais lineares nos moldes descritos acima.

Um marco de referéncia fundamental na evolucdo das equacdes
diferenciais é o trabalho de Poincaré “Mémoire sur les courbes définies
par une équation differentielle” (1881) no qual sdo langadas as bases
da Teoria Qualitativa das Equagdes Diferenciais. Esta teoria visa a
descricdo da configuragdo global das solugdes ¢ o efeito de pequenas
perturbagdes das condi¢des iniciais (estabilidade). O estudo da esta-
bilidade de um sistema, de grande importancia na tecnologia contem-
porinea, teve sua origem em questoes de Mecanica Celeste estudadas
inicialmente por Newton, Lagrange ¢ Laplace. Pergunta-se se uma
pequena perturbagdo na posicdo e velocidade de um corpo celeste
o coloca em uma érbita que se afasta ou converge para a orbita original.
O problema geral da estabilidade foi simultaneamente estudado por
Liapounov, que juntamente com Poincaré, é considerado fundador da
Teoria Qualitativa das Equagdes Diferenciais. O conceito de estabili-
dade de solugdes é estudado no capitulo 8 deste livro.

Outro aspecto da Teoria Qualitativa, também estudado por Poin-
caré, visa descrever o comportamento assintotico das solugdes € a
estrutura de seus conjuntos limites. O comportamento assintotico de
uma solucdo se obtem quando se faz a variavel independente (tempo)
tender para infinito. O conjunto limite pode ser um ponto de equilibrio,
uma solugdo periddica ou outro conjunto mais complicado. A Teoria
de Poincaré-Bendixson, estudada nos capitulos 7 e 10, responde a este
tipo de questdes no plano ¢ em superficies bidimensionais, respectiva-
mente.

O estudo de oscilagdes ndo lineares de fendmenos elétricos reali-
zado no primeiro quarto do presente século conduziu a equagdes
especiais de segunda ordem tais como as de van der Pol e Lienard.
No capitulo 7 estudamos suas propriedades mais elementares a luz
do teorema de Poincaré-Bendixson.

A introduc¢do do conceito de estabilidade estrutural por Andronov
e Pontrjagin (1937) e os trabalhos de Peixoto (1958-62) relativos a
caracterizagdo, abertura e densidade das equacdes diferenciais estru-
turalmente estaveis em superficies constituem uma marco fundamental
para o desenvolvimento contempordneo das equagdes diferenciais.
Trata-se de determinar as condigdes necessarias e suficientes para que
o retrato de fase de uma equagdo diferencial ndo experimente mudangas
qualitativas bruscas por pequenas perturbac¢des das fungdes que as



definem. Na Fisica encontramos motivagdo para o estudo destes
conceitos. No capitulo 9 deste livro tratamos com detalhe o caso local
da estabilidade estrutural (Teorema de Hartman).

No desenvolvimento presente do assunto distinguem-se os métodos
de Topologia Diferencial nas contribui¢des de Smale e Thom, que
tém grande influéncia na pesquisa atual.
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